Capitulo 4

Integrando sobre superficies

En el inicio del capitulo tres planteamos el problema de calcular la masa total de una lamina no
homogénea y no necesariamente plana. Este, y otro tipo de problemas, son los que nos serviran
de motivacion para desarrollar el concepto de integral sobre una superficie, tanto de funciones
con valores reales, como de funciones con valores vectoriales. Como en el caso de la integral de
linea, antes sera necesario precisar el concepto de superficie, asi como desarrollar algunas de sus
caracteristicas méas elementales. Ese es el objetivo de la siguiente seccién.

4.1 Superficies

De la misma forma que en el caso de las curvas, para nosotros las superficies serdn todos aque-
llos conjuntos que se puedan ver como la imagen de una funcién derivable definida sobre ciertos
subconjuntos del plano. Aun cuando aqui sélo trataremos con superficies contenidas en el espacio
(R?), daremos su definicién para cualquier R™.

Definicién 4.1 Decimos que S C R" es una superficie si existen, o = (01,...,0,) : U C R? = R"
de clase C' en U (abierto), y A C U una region de tipo I o tipo II, tales que S = o(A). En este
caso, decimos que o es una parametrizacion de S.

A pesar de que en esta definicién hacemos el énfasis de que toda parametrizacién o de una
superficie S debe de estar definida en un conjunto abierto (puesto que se quiere que sea derivable),
de aqui en adelante nos concretaremos a describir inicamente al conjunto A que bajo o nos lleva
al conjunto S.

Asi, si tomamos o(z,y) = (cos(x)sen(y),sen(z)sen(y), cos(y)) con (z,y) € A = [0,27] x [0, 7]
tenemos que S = o(A) es la esfera de radio 1 con centro en el origen de la figura 4.1 (a); o si
tomamos o(x,y) = (cos(x),sen(x),y) con (x,y) € A = [0,27] x [0,1] tenemos que S = o(A) es
el cilindro de la figura 4.1 (b); y si o(x,y) = (xcos(y),xsen(y),z) con (x,y) € A = [0,1] x [0, 27]
tenemos que S = o(A) es el cono de la figura 4.1 (c).

Este ultimo ejemplo es muy interesante porque, al igual que en el caso de las curvas, muestra
que las superficies que acabamos de definir, también pueden tener “picos”.

Otras superficies que usaremos con mucha frecuencia, son aquellas que se obtienen por medio
de la grafica de una funcién f: U € R? — R de clase C' (en U). Si A C U es una regién de tipo I
o tipo II, entonces

o(z,y) = (x,y, f(2,9)) (4.1)
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Figura 4.1: Estas superficies estdn parametrizadas de la siguiente manera: (a) por o(x,y) =
(cos(x) sen(y),sen(x)sen(y),cos(y)) con (x,y) € A = [0,2n] x [0,7]; (b) por o(z,y) =
(cos(x),sen(x),y) con (z,y) € A =1[0,2x] x [0,1]; y (¢) por o(x,y) = (zcos(y),xsen(y), x)
con (z,y) € A=10,1] x [0, 27]

con (x,y) € A es una parametrizacién de la parte de la gréfica de f que esta por arriba del conjunto
A, como serfa el caso del sector de paraboloide que estd por arriba del cuadrado [0, 1] x [0, 1] cuando
consideramos la funcién f(z,y) = 2% + y? (ver figura 4.2).

X

Figura 4.2: La grafica Gy de una funcién f : U C R? — R de clase C'! tomada sobre A C U
(una regién de tipo | o tipo Il) también es una superficie parametrizada

Asi como la parametrizacién de una curva en general nos permite calcular vectores tangentes (y
por lo tanto, rectas tangentes), una parametrizaciéon de una superficie también nos proporciona la
manera del calcular vectores normales a la superficie (y por lo tanto, planos tangentes). En efecto,
si o = (01,09,03) : U C R? — R3 es una parametrizacién de una superficie S y &y = (xo,y0) €U
entonces Y(t) = o(xo+t,y0) v 0(t) = o(xo,y0 +t) cont € (—¢,¢€), parametrizan a un par de curvas
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contenidas en S de tal forma que

0) = (GG 20 G2 )y 00 = (G0 G260, ) )

en general seran un par de vectores tangentes a S en el punto gp = o(Zo) (ver figura 4.3). De esta
forma, si estos vectores son linealmente independientes, el vector

(%(@0), %(ﬁ:o), %(m)) x (%(:ﬁo), %(fo)v %—2‘0’@00

es distinto del vector cero y sera normal a la superficie .S en ese punto.

A los vectores que aparecen en 4.2 los denotaremos por g—g(ﬁ:o) y g—‘;(:ﬁo) respectivamente, es

decir

do, . . (Ooy, | Doy . Oos, .

%(ﬂfo) = (%(zo)a %(1’0)7 or (950)>
y

do .. . (Oo1, . Ooy, | Doz .

27 i) = (S0, G2 00). 52 o)

de tal forma que el vector normal a S en el punto gy = o(%) inducido por la parametrizacién o
serd denotado por

%(%) x g—g(fo) (4.3)

Observe que en el caso en que gy sea un “pico” de S, los vectores de 4.2 seran el vector cero y por
lo tanto este vector no serd un vector normal a S (jcomo era de esperarse!).

Y 7z 52(#0) x F(%0)

Yo

X

Figura 4.3: Si los vectores %((ifo) y ‘3—‘;(&:0) son linealmente independientes entonces el vector

g—g(io) X ‘3—‘;(@0) es normal a la superficie S en el punto o(Zg)

Cuando una superficie S tenga una parametrizacién o tal que el vector dado por 4.3 sea distinto
del vector cero, entonces diremos que la superficie S es suave en el punto gg = o(Zy), y si esto sucede
para todo punto o € S diremos que S es una superficie suave. Como también es de esperarse,
un ejemplo de superficie suave es aquella que coincide con la grafica de una funcién derivable f.
En efecto, dado que o(x,y) = (z,y, f(z,y)) es una parametrizacién para este tipo de superficies,
entonces

0 0
s = (10.55 @)
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0 0
a—g(x,y) - (0,1, a—i(w))

de modo que

0 0 0 0
S % G = (-5~ 1)

el cual siempre es un vector distinto de cero.

Es importante hacer notar que los vectores §Z(Zo) y 8 2 (o) también se pueden obtener a través
de la derivada de la funcién o en el punto &y (Do (Zg)). En efecto, como se recordard, esta derivada
es la funcién lineal determinada por la matriz

o) A Ja]
Ta (Z0)  Fr(Zo)

2 (30) 22(00)
&% (20) 92 (0
de tal forma que
821 (20) 92 (o)
do ~ do2 (2 doa (2 1
5y (T0) = 837(%) 6a—y(ﬂfo) 0
921 (79) 22 (y)
= Do (&o)(é1)

Q
q
=

oo .
8—y($0) = (
= Do

Esta manera de obtener a estos vectores nos permitird deducir una importante propiedad
geométrica del vector normal a” Z(2g) x g—Z(:ﬁo), de la siguiente manera. Sea I' el arco de la cir-
cunferencia unitaria, con centro en el origen, que une al punto é; = (1,0) con el punto é = (0, 1).
Dado que cada punto & € I' se escribe como un combinacién lineal de €1 y és con coeficientes no ne-
gativos, entonces cada punto Do (Z)(Z) que pertenece a la imagen bajo la funcién lineal Do (¢) del
arco I', también se puede escribir como una combinacién lineal de los vectores Do (&)(é1) = g—g(io)

\_/ ~—~ o~
=
o
S— N
Q|
<3
—
>
=
N—
7N
i)
~

2 Q:‘Q’QJ‘Q’QJ‘
& sRalga

y Do(zg)(é2) = ‘g—‘y’(io) con coeficientes no negativos. Con base en esta observacién, podemos con-

cluir que la curva I' = Do (i0)(T) es una curva (contenida en el plano generado por los vectores
g—g(io) y g—‘;(io)) que une a la “punta” del vector Do (Zg)(é1) con la “punta” del vector Do (Z)(é2),
y que esto lo hace siguiendo el dngulo menor a 180 grados formado por dichos vectores (ver figura
4.4). Si ahora recordamos que la direccién del producto cruz de estos mismos vectores también estd
determinada por el mismo dngulo (como se muestra en la misma figura 4.4), podemos concluir que
el vector 37 (Zo) x g (Zo) tiene la propiedad de que, si 7 es una parametrizacién del arco I' que lo
recorre en el sentldo contrario al movimiento de las manecillas del reloj, entonces ¥ = Do (Zg) o 7y
es una parametrizacién de la curva T’ tal que, vista desde la direccién en la que apunta el vector
g—g(io) X g—g(:io), observaremos que ésta también esta recorrida en el mismo sentido (contrario al

movimiento de las manecillas del reloj).
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(Da(i0))(é1) = 92(i0)

Figura 4.4: SiT es el arco de la circunferencia unitaria que estd contenido en el primer cuadrante
del plano XY que inicia en el punto é; = (1,0) y termina en el punto é; = (0, 1), entonces
I' = (Do(Zp))(T") es una curva (contenida en el plano generado por los vectores Do (&)(é1) y
Da(ﬁ:o)(.ég).) que une a la “punta” del vector 3Z(Zo) con la ”punta” del vector g—Z(ﬁjo), y esto
lo hace siguiendo el dngulo menor a 180 grados formado por dichos vectores

Con base en lo anterior ahora podemos asegurar que, si en general I' es una circunferencia con
centro en el origen de radio arbitrario (o cualquier otra curva cerrada simple que “rodea” al origen)
parametrizada en el sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj por una funcién -,
entonces 4 = Do (Zg) 07 es una parametrizacién de la curva I' = Do (20)(T') tal que, vista desde la
direccién en la que apunta el vector 57 (o) x g—‘;(:ﬁo), observaremos que ésta también estd recorrida
en el mismo sentido (contrario al movimiento de las manecillas del reloj).

Finalmente, dado que para puntos & muy cercanos a Zp la funcién o(z) y la funcién afin
(Do (20))(& — &0) + o(Zo) se “parecen” mucho, podemos concluir que, si I' es una curva cerrada
simple (contenida en una vecindad “pequena”’ del punto #y) que “rodea” al punto g, y dicha
curva esta parametrizada en el sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj por una
funcién ~y, entonces 4 = o o0+ es una parametrizacién de la curva I = ¢(T') (que esté contenida en
la superficie S parametrizada por o) que tiene la propiedad de que, al observarla desde la direccién
en que apunta el vector 32 (Zo) x ‘g—‘y’(io), veremos que ésta también estd recorrida en el mismo
sentido (contrario al movimiento de las manecillas del reloj).

Otro tipo de puntos de una superficie S que es importante distinguir son aquellos que forman
lo que “geométricamente” caracterizamos como el borde de S. Si la superficie S C R3 tiene la
particularidad de ser plana, es decir, que esta contenida en un plano, el borde de S se puede ver
como la frontera topolégica de S (viendo a S como un subconjunto de R?). Sin embargo, esto ya
no funciona tan ficilmente para una superficie S C R3 que no sea plana.

Una posibilidad para caracterizar el borde (“geométrico”) de S es a través de una parametrizacién
o:ACR? = R3?de S; esta forma consiste en tomar el borde de A y fijarnos en su imagen bajo o.
Denotaremos por J,5 a la imagen del borde 0A (o frontera de A, Fr(A)) bajo o, es decir

0,8 = o(0A) (4.4)

Aun cuando una parametrizacién o de una superficie S puede ser una herramienta 1til para
identificar a este tipo de puntos, en general esto no siempre funciona. A continuacién daremos una
serie de ejemplos en los que mostraremos que el conjunto definido en 4.4 puede, desde coincidir con
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ese conjunto que “geométricamente” identificamos como el borde de S, o ser totalmente ajeno a
éste.

Un ejemplo en el que el conjunto 9,5 coincide con el borde “geométrico” de S es aquel en el que
la superficie se puede ver como la grifica de una funcién f : A C R? — R. Recuérdese que en este
caso S se puede parametrizar con la funcién o(z,y) = (x,y, f(x,y)) y para esta parametrizaciéon
es claro que el conjunto 0,5 coincide con el borde “geométrico” de S (ver figura 4.2). En este
caso, la parametrizacion o tiene la propiedad de ser una funcién inyectiva en todo su dominio, lo
que sin duda es una condicién suficiente para que el conjunto 0,5 siempre coincida con el borde
“geométrico” de S.

Desafortunadamente no toda superficie S se puede parametrizar por medio de una funcién
inyectiva, y justo cuando no se tiene esta propiedad es que el conjunto 9,5 no es lo que esperamos.
Solo para ilustrar hasta qué punto el conjunto 0,S puede no tener nada que ver con el borde
“geométrico” de S, damos el siguiente ejemplo.

y
, ()= (cos(x).sen(z) sen(y))
s
47T v< .................................. v o4 T
K !
| ; X
m 2
. |
]
g Vo .

Figura 4.5: La superficie S parametrizada por la funcién o es el cilindro circular recto cuyo
borde “geométrico” esta formado por dos circunferencias de radio 1: una con centro en el punto
(0,0,—1) y contenida en el plano z = —1, y otra contenida en el plano z = 1 con centro en el
punto (0,0,1). Por otra parte, el conjunto 9,5 estd formado por otras dos circunferencias de
radio 1, una con centro en el punto (0,0, —1/1/2) y contenida en el plano z = —1/v/2, y otra
contenida en el plano z = 1/4/2 con centro en el punto (0,0,1/v/2), ademas del segmento de
recta que une a los puntos (1,0,—1) y (1,0,1)

Sea 0 : A =[0,27] x [-37/4, 37 /4] C R? — R? definida como o(z,y) = (cos(z), sen(z),sen(y)).
Es facil ver que la superficie S parametrizada por esta funcién es el cilindro circular recto cuyo borde
“geométrico” estd formado por dos circunferencias de radio 1: una con centro en el punto (0,0, —1)
y contenida en el plano z = —1, y otra contenida en el plano z = 1 con centro en el punto (0,0, 1).
Sin embargo, en este caso el conjunto 0,5 estard formado por otras dos circunferencias de radio 1,
una con centro en el punto (0,0,—1/ \/5) y contenida en el plano z = —1/ V2, y otra contenida en
el plano z = 1/4/2 con centro en el punto (0,0,1/v/2), ademés del segmento de recta que une a los
puntos (1,0,—1) y (1,0,1) (ver figura 4.5). Seguramente no escapa al lector el hecho de que en este
caso el conjunto 0,5 estd formado por estas curvas debido a que la parametrizacién o, ademas de
“unir” (o “pegar”) a los segmentos verticales que forman parte del borde de A, “recorre” dos veces
algunas partes del cilindro S, “terminando” en las dos circunferencias que se encuentran contenidas
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en los planos z =1/ V2yz=—-1 / V2, v que este doble “recorrido” es la razén principal por la cual
el conjunto 9,5 no coincide con el borde “geométrico” de S.

Cuando la funcién o es inyectiva en el interior de su dominio (en cuyo caso diremos que o es
una parametrizacion simple de S) se tienen mas posibilidades de que 9,5 coincida con el borde
“geométrico” de S. Considérese ahora la superficie S parametrizada por la misma funcién o(z,y) =
(cos(x),sen(x),sen(y)) pero con (z,y) € A =1[0,2n] x [-7w/2,7/2]. En este caso se tiene que S es
el mismo cilindro circular recto del ejemplo anterior, de tal forma que el borde “geométrico” de
S también es el mismo. Por otra parte, ahora el conjunto 0,5 estd formado, ademas de las dos
circunferencias que forman el borde “geométrico” de S, por el segmento de recta que une a los
puntos (1,0,1) y (1,0,—1). Si se observa con cuidado, se notard que este segmento es la imagen
bajo o del segmento que une a los puntos (0, —7/2) y (0,7/2), y del segmento que une a los puntos
(2w, —m/2) y (2w, 7/2), que no son mas que la parte del borde de A que la funcién o “pega” para
formar el cilindro S (ver figura 4.5).

Un caso mas extremo que el anterior es el que nos proporciona la funcién o(x, y) = (cos(z) sen(y),
sen(z)sen(y),cos(y)) con (x,y) € A = [0,27] x [0,7]. Como vimos anteriormente, en este caso la
superficie S es la esfera de radio 1 con centro en el origen la cual, geométricamente hablando, jno
tiene borde! Sin embargo, el conjunto 9,5 es no vacio y coincide con la semicircunferencia de radio
1 contenida en el semiplano “derecho” del plano coordenado X Z (ver figura 4.6).

—1

Figura 4.6: Si parametrizamos a la esfera unitaria con la funcién o(z,y) = (cos(z)sen(y),
sen(z)sen(y),cos(y)) con (z,y) € A = [0,27] x [0,7], el “borde” 0,5 inducido por esta
parametrizacién es la semicircunferencia de radio 1 contenida en el semiplano “derecho” del
plano coordenado X Z

En estos dos ultimos ejemplos se tiene que el conjunto J,S no sélo contiene a los puntos que
forman el borde “geométrico” de S, sino que también contiene (o incluso es igual) a los puntos que
forman parte de lo que podriamos llamar la “costura” de S (producida por la parametrizacién o).
Obsérvese que, si 7 es una parametrizaciéon del borde de A (en cualquiera de los dos ejemplos) que
lo recorre una vez (sin importar con que orientacién), entonces

Yy=o0o0vy (4.5)

serd una parametrizacién de la curva 0,5, parametrizacién que tiene la particularidad de que la
curva que forma “la costura” de S, es recorrida dos veces por 4 sélo que, una vez en un sen-
tido, y la otra jen el sentido contrario! (ver las figuras 4.5 y 4.6). Esto significa que, si usamos
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la parametrizacién dada por 4.5 para integrar un campo F' sobre la curva 0,5, entonces esta
integraciéon a final de cuentas se reducird a integrar sobre el borde “geométrico” de S (las dos
circunferencias en el caso del cilindro), o dicha integral valdra cero (en el caso de la esfera).

Aun cuando nuestro objetivo inicial era caracterizar a aquellos puntos de una superficie S que
forman lo que hemos venido llamando el borde “geométrico” de S, el conjunto 9,5 (definido en
4.4 y que de aqui en adelante llamaremos “el borde (o costura) de S inducido(a) por o”) nos serd
suficiente para formular los teoremas que veremos mas adelante, razén por la cual abandonamos
este objetivo y damos por concluido el andlisis de estos puntos.

En varios de los ejemplos anteriores, la parametrizacién 4 = o oy de la curva 9,5 siempre
recorre dos (o mas) veces a la parte de esta curva que forma lo que hemos llamado la “costura” de
S (en caso de que exista dicha “costura”). Es importante mencionar que este doble recorrido no
siempre lo hace en sentidos contrarios. A continuacién daremos un ejemplo de una superficie S y
una parametrizacion o de ésta, que ilustra este hecho y que ademads nos da la pauta para introducir
el concepto de superficie orientada.

La superficie que parametrizaremos a continuacién es la muy conocida cinta de Mobius'. Sea

o(xz,y) = (24 ycos(z/2)) cos(x), (2 + y cos(x/2)) sen(z), y sen(z/2)) (4.6)
= 2(cos(z),sen(x),0) 4+ y(cos(x/2) cos(z), cos(x/2) sen(x), sen(x/2))

con (z,y) € A = [0,27] x [-1,1]. Obsérvese que si tomamos 7 = 71 + 72 + 3 + Y4 una
parametrizacién del borde de A que lo recorra en el sentido contrario al de las manecillas del
reloj, y tomamos Y2(y) = (2m,y) y 74(y) = (0, —y) con y € [—1,1], como las parametrizaciones co-
rrespondientes a los segmentos verticales del borde de A, entonces o(y2(y)) = o (27, y) = (2—y,0,0)
y 0(74(y)) = 0(0,—y) = (2 — y,0,0) recorren el segmento que une a los puntos (1,0,0) y (3,0,0),
ambas empezando en el primero y terminando en el segundo (ver figura 4.7). Lo anterior muestra
que dicho segmento es donde la parametrizacién o “pega” los bordes verticales de A y que ademas
la parametrizacion ¥ = o o v de la curva 0,5 lo recorre dos veces jen la misma direccién! Este
altimo hecho es un reflejo de una caracteristica muy importante de la banda de Mobius: es una
superficie no orientada.

Z

™ 27T

Figura 4.7: Una banda de Mobius parametrizada por la funcién o(z,y) = ((2 +
ycos(z/2)) cos(x), (2 + ycos(x/2)) sen(z),y sen(x/2))

'Esta superficie fue construida en 1858 de manera independiente por los mateméticos alemanes August Ferdinand
Mébius (1790-1868) y Johann Benedict Listing (1808-1882).
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El concepto de superficie orientada se puede describir en términos coloquiales de la siguiente
manera: decimos que una superficie S es orientada si S tiene dos “lados” o dos “caras” perfecta-
mente diferenciadas. Otra forma de decir esto mismo es la siguiente: existe una forma de “pintar”
a toda la superficie S con dos colores distintos de tal manera que el Gnico camino para “pasar” de
un color a otro es a través del borde (geométrico) de S, o “perforandola”. Ejemplos de superficies
orientadas son un cilindro o una esfera, en las cuales es muy fécil identificar sus dos “caras” (y que
comtinmente llamamos “cara interior” y “cara exterior”). Este no es el caso de la cinta de Mobius?
y de otra también muy famosa superficie, que ademas tiene la particularidad de ser una superficie
“cerrada” (lo que significa que su borde “geométrico” es vacio, como en la esfera) y que se le conoce
como la botella de Klein® (ver figura 4.8).

Figura 4.8: Una botella de Klein
La definicién formal de superficie orientada es la siguiente:

Definicion 4.2 Sea S C R™ una superficie. Decimos que S es orientada si existe F': S C R™ — R"™
tal que F' es continua en S, F(Z) es un vector normal a S en & y |[F(2)| = 1, para toda & € S.

Dado que cualquier superficie S que estamos considerando cuenta con una parametrizacién o
de clase C! a partir de la cual, de acuerdo con 4.3, podemos asignar vectores normales a S en cada
uno de sus puntos, es claro que cada parametrizaciéon puede inducir una orientaciéon sobre S sin
embargo, esta asignacién de vectores normales no necesariamente cumple con todas las condiciones
de la definicién anterior, como sucede en el caso de la parametrizaciéon que dimos (jo cualquier
otral) de la banda de M&bius (ver problema 3).

Un concepto que no hemos mencionado hasta ahora y que esté relacionado con lo anterior, es
el concepto de reparametrizacién de una superficie. Obsérvese que, si « : B C R?> — R? es una
funcién de clase C* tal que a(B) = A C R? y 0 : A C R? — R3 es una parametrizacién de una
superficie S, entonces 6 = oo : B C R?> — R? es otra parametrizaciéon de S. Queda como un
problema para el lector (el nimero 4) probar que los vectores normales inducidos por esta nueva
parametrizacion & satisfacen que

g—Z(u,fu) X Z—Z(u,fu) = Ja(u,v) <g—;(a(u,v)) X %(a(u,v))) (4.7)

2Seguramente el lector alguna vez a construido una cinta de Mébius y ha intentado colorearla con las caracteristicas
descritas arriba (y si no la ha hecho jinténtelo!)
3Conocida con este nombre en honor de su creador, el matemético aleman Christian Felix Klein (1849-1925)
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para toda (u,v) € B.
Con la identidad anterior tenemos todo lo necesario para introducir el concepto de reparametrizacion
de una superficie.

Definicién 4.3 Dada o : A C R? — R3 una parametrizacion de la superficie S y o : B C R? — R?
es una funcion de clase O, inyectiva en B y con Ja # 0 (salvo en un conjunto de medida de Jordan
cero, para ambas condiciones) tal que a(B) = A, decimos que la funcion 6 = coa : B C R? — R?
es una reparametrizacion de S. Si Ja(u,v) > 0 para toda (u,v) € B decimos que & “recorre” a S
con la misma “orientacion” que o y si Ja(u,v) < 0 para toda (u,v) € B entonces decimos que &
“recorre” a S con la “orientacion” contraria a o.

Como se recordard del capitulo 3, dada una parametrizaciéon v de una curva I', se construye
la parametrizacién —v que no es mas que una reparametrizacion de I' que la recorre justo en la
direccién contraria que 7y; esta particularidad se reflejaba en el hecho de que los vectores tangentes
a [ inducidos por —v apuntan en la direcciéon contraria a los inducidos por . Esto mismo se
puede hacer para las superficies y lo més interesante es que hay més de una forma de hacerlo. Por
ejemplo, si o : A C R? — R3 es una parametrizacién de la superficie S, observe que la funcién
&: A= {(uv) € R | (u,—v) € A} ¢ R? - R? definida como &(u,v) = o(u,—v) es una
reparametrizacion de S (jcudl seria la funcién « : A — Aen este caso?) que tiene la particularidad
de que el vector normal inducido por & en cada punto de S, apunta en la direcciéon contraria al

asignado por o (ver figura 4.9).

Yo+

Figura 4.9: El vector normal inducido por la parametrizacién o(x,y) en cada punto de S, apunta
en la direccién contraria al asignado por la parametrizacién 6 (u,v) = o(u, —v)

Terminamos el estudio general de las superficies definiendo lo que significard para nosotros que
un conjunto S C R"™ sea una superficie por pedazos. Como es de esperarse, un conjunto S sera una
superficie por pedazos si se puede expresar como la unién finita de superficies. A diferencia de lo que
hicimos para las curvas, en este caso no nos preocuparemos por “construir’ una parametrizacién de
todo S; nos bastara con tener una parametrizaciéon de cada “pedazo” de S. Todo esto lo resumimos
en la siguiente
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Definicion 4.4 Decimos que S C R"™ es una superficie por pedazos si existen Si,...,Sp C R"
superficies tales que S = S1U--- U Sg. Si o; es una parametrizacion de S; para i = 1,...,k,
escribimos o = o1 + - - - + 01, y decimos que o es una parametrizacion® de S.

Ejemplos de superficies por pedazos son un cubo (o parte de un cubo) y en general cualquier
poliedro (o parte de un poliedro), o un cilindro con “tapas”, que ademads tiene la particularidad de
ser una superficie cerrada (como seria el caso de un cubo o un poliedro completo). La forma en
que se parametrice cada “pedazo” de una superficie S por pedazos es muy importante dado que
por medio de cada una de esas parametrizaciones es que obtenemos vectores normales a S. En el
siguiente ejemplo ilustramos lo anterior.

VA

S1

X

Figura 4.10: Un cilindro con “tapas’ es ejemplo de una superficie por pedazos

Ejemplo 4.5 Sea S C R? la superficie cerrada formada por el cilindro circular recto (cuyo eje es
el eje Z ) que estd contenido entre los planos z =0 y z = 1, y los dos circulos que estdn contenidos
en cada uno de estos dos planos y que forman las “tapas” de S. Calcular una parametrizacion de
esta superficie.

Solucion. Expresaremos a la superficie como S = S1U Sy U S3 en donde S es el cilindro y Sy y S3
son las “tapas” (ver figura 4.10). Hacemos o1 : A = [0,27] x [0,1] — R3 definida como o1(z,y) =
(cos(x),sen(x),y); o2 : A = [0,27] x [0,1] — R? definida como o3(x,y) = (ycos(z),ysen(x),0)
y o3 : A=10,27] x [0,1] = R? definida como o3(z,y) = (ycos(z), —ysen(z),1). De esta forma
tenemos que:

doq

—(x,y) X 8—y(m,y) = (—sen(z), cos(x),0) x (0,0, 1)

= (cos(x),sen(z),0)

que son vectores normales a S que “apuntan” hacia afuera de S.
Andlogamente

%(z,y) X %(w,y) = (—ysen(x),y cos(z),0) x (cos(z),sen(z),0)

1Esta notacién no significa que una “parametrizacién” de una superficie por pedazos sea una suma de parametriza-
ciones de cada uno de los “pedazos” de S.
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= (07 0, _y)

que son vectores normales a la tapa inferior de S que “apuntan” hacia afuera de S.
Finalmente

%(z,y) X %(m,y) = (—ysen(x),—ycos(z),0) x (cos(z), —sen(x),0)

= (07 0, y)

que son vectores normales a la tapa superior de S que “apuntan” hacia afuera de S.
Por tanto, la “parametrizacion” o = o1 + o9 + o3 de la superficie por pedazos S asigna vectores
normales que “apuntan” hacia afuera de S.

4.1.1 Area de una superficie

Para concluir esta seccién, abordaremos el problema de deducir lo que llamaremos el drea de
una superficie S parametrizada por una funcién o = (01,092,03) : A C R? — R3 la cual, dada
la naturaleza del problema, supondremos que es simple. Procederemos de la siguiente manera:
primero, “aproximamos” al conjunto A por medio de una familia finita de pequenos rectangulos
Ry,..., Ry (contenidos en A); después, “subdividimos” a la superficie S en un nimero finito de
“pedazos” a través de la imagen de estos rectangulos bajo la funcién o (ver figura 4.11). Lo primero
que hay que notar es que eso a lo que queremos llamar el drea de S (drea(S)) se le puede aproximar
por la suma de las dreas de cada uno de estos pedazos de superficie (o parches) o(R;), es decir

k
area(S) ~ Zdrea(a(Ri))
=1
y que esta aproximaciéon serd mejor en la medida de que los rectdngulos Rj,..., R, sean mas
pequenos.
Y

X

Figura 4.11: El 4drea de una superficie S se puede aproximar por medio de la suma de las areas
de cada uno de los pedazos de superficie (o parches) o(R;) y esta aproximacion serd mejor en
la medida de que los rectangulos R1,..., Ry sean mas pequeiios

En virtud de lo anterior, nuestro problema ahora es calcular o aproximar lo mejor que se pueda

el drea de cada pedazo de superficie o(R;). Si R; = [x;—1, 2] X [yi—1, ;] es un rectdngulo muy
pequerio es de esperarse que el pedazo de superficie o(R;) se parezca mucho al paralelogramo P;
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generado por los vectores o(zi—1,vy;) — o(xi—1,yi-1) ¥ 0(i, yi—1) — o(xi—1,yi—1) (ver figura 4.12)
de tal forma que, de acuerdo con lo que sabemos de la Geometria Analitica, se tiene que

area(o(R;)) = drea(F;)
= [(o(@s, yi—1) — o(@i—1,Yi—1)) % (0(zi1,%i) — o(Ti—1,Yi—1))|

o(xi-1,9:) o(R;)

\7

o(Ti—1,Yi-1)
o (i, Yi-1)

Figura 4.12: El 4rea del pedazo de superficie o(R;) C R? se parece mucho al drea del paralelo-
gramo P, C R3 generado por los vectores o (z;_1, ;) —0(zi—1,Yi—1) Y 0 (x4, yio1)—0 (i1, Yi—1)

Por otra parte, por el Teorema del Valor Medio aplicado a cada una de las funciones coordenadas
01,09,03 de o, sabemos que

Oo Oo Oo
(i, Yi—1) — 0(Ti—1,Yi—1) = (i — Ti—1) (8—;(51,i,yi—1), 8—;(52,i,yi—1), —3(53,i,yi—1)>

T

y

0 0 0
o(xi—1,Yi) — o(®i—1,Yi—1) = (Yi — Yi—1) (81;(%’—17771,1')7 ai;(xi—lﬂh,i)a ai;(xi—hn&i))

en donde &14,824,83,i € (Ti1,2i) Y Mi5 12,05 M3, € (Yim1,Yi)-
Por tanto, dado que las funciones o1, 09, 03 son de clase O, si los intervalos (x;_1,2;) vy (yi—1,%:)
son muy pequenos, se tendra que

drea(o(Ry)) ~ drea(P)) (4.8)
= (o (zi,yi-1) — 0(®i-1,Yi-1)) X (0(®i-1,Yi) — 0(@i-1,¥i-1))|
~ g—i(é) X g—Z(é) (i — 1) (Yi — Yi-1)
— g—g(é) X Z—Z(é) -area(Ry)
— |52 ) x 5@ -mir)

para cualquier §; € R;.
Considerando todas estas aproximaciones, tenemos entonces que

k
area(S) ~ Z area(o(R;))
i=1
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k
~ Zdrea(ﬂ)
i=1
k do  » do  »
~ - %(fi) X 8—y(§i) ’ m(R;)

y como seguramente el lector sabra reconocer, esta ultima suma es una suma de Riemann de la

integral
/|

de donde se intuye que la forma mé&s adecuada de definir lo que es el drea de una superficie S
parametrizada por una funcién o : A C R? — R3 es la siguiente.

do Jo
%(:Evy) X 8_y($7y)H

Definicién 4.6 Sea S C R? una superficie parametrizada por la funcion o : A C R2 - R3. Sio
es una parametrizacion simple, definimos el drea de S (que denotamos por area(S)) de la siguiente
forma:

drea(S) = Z Hg—Z(x,y) X g—‘;(x,y)u (4.9)

Vale la pena resaltar la analogia que existe entre la integral de la identidad anterior y la co-
rrespondiente integral que se obtuvo en el capitulo 3 (3.2) para calcular la longitud de una curva I’
parametrizada por una funcién ~.

Lo siguiente que haremos serd mostrar con un ejemplo que la integral de 4.9 en efecto nos
permite calcular eso que nuestra intuicién nos dice que debe ser el darea de una superficie S. Lo
mostraremos con una superficie para la cual podamos “calcular su area” por “otro método”.

Ejemplo 4.7 Sea S el cilindro circular recto parametrizado por la funcion o(x,y) = (cos(x),sen(x),y)
con (xz,y) € A=[0,2n] x [0,1]. Calcular el drea de S.

Solucion. Lo primero que hay que observar es que, si hacemos un “corte” wvertical en el cilindro, y
“aplanamos” la superficie (que en este caso si se puede), entonces obtenemos un rectingulo cuya
base mide 27 (el perimetro de la circunferencia que “genera” al cilindro) y altura 1 (ver figura
4.13). De esta forma, el drea de S es 2w que es el valor que debemos obtener al calcular la integral
de 4.9. Para calcular dicha integral, primero ndtese que

Jo Jo

%(‘Ta y) = (_ Sen(x)v cos(m), 0) Y 8_y(x’ y) = (07 0, 1)

de tal forma que
do 0o
%(1’7 y) X a_y(x7 y) - (COS(‘T)7 Sen(‘r)7 O)

para toda (z,y) € A =10,2x] x [0,1] (lo que significa que los vectores normales a S inducidos por
la particion o apuntan hacia “afuera” del cilindro). Por lo tanto

irea(s) = [ |52 x S|
A

_ / !
[0,271] x[0,1]
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= drea(A)

=27

que es lo que esperdabamos.

v 1 27 I

Figura 4.13: Si a la superficie de un cilindro circular recto (sin tapas) de altura 1 y base de radio
1 le hacemos un “corte” vertical y después la “aplanamos”, entonces obtenemos un rectangulo
de base 27 (el perimetro de la circunferencia de radio 1) y altura 1 cuya &drea es 27

4.2 Integrando funciones escalares

Ya en el capitulo tres mencionabamos el problema de calcular la masa total de una ldmina no
homogénea que tuviera la forma de una superficie S C R?. En esta seccién empezaremos por
resolver este problema y su solucién nos conducird a la definicién de lo que significa integrar una
funcién de valores reales sobre una superficie S.

Supongamos que p : S C R? — R es una funcién (continua) que en cada punto de S nos asigna
su densidad de masa, y que S estd parametrizada por la funcién o : A C R? — R3, inyectiva en el
interior de su dominio (es decir, una parametrizacién simple). Procediendo como en el problema
del cédlculo del area de S, “aproximamos” al conjunto A por medio de una familia de pequenos
rectdngulos Rj,..., Ry contenidos en A, los cuales a su vez usamos para “aproximarnos” a la
superficie S por medio de la imagen de estos rectdangulos bajo la funcién o. De esta forma, tenemos
que

masa(S) ~ ZP(U(&)) ~area(o(R;))

donde é, € Ryparai=1,...,k.
Ahora, si usamos la misma aproximacién para el drea(o(R;)) obtenida en 4.8, tenemos que

k
masa(S) ~ Zp(a(éz)) -area(o(R;))
i=1

do , » do , »

k
~ 3 nlot@)- 5760 x gréo] - mm)

y esta 1ltima suma es facilmente reconocible como una suma de Riemann de la integral

[ otatea | G < e
A
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de tal forma que, como hemos hecho ya varias veces a lo largo de este texto, podemos deducir que

Oo

S x G| (4.10)

masa(S) = /p(a(x,y)) . ‘
A

Obsérvese que de la identidad anterior se tiene que, si la funcién de densidad es constante (p = ¢),
es decir, que nuestra lamina es homogénea, entonces masa(S) = c-drea(S) como tiene que suceder.

Con base en la identidad 4.10, definimos en general lo que significard la integral de una funcién
f de valores reales definida sobre una superficie S que estda parametrizada por una funcién o, y
que de aqui en adelante conoceremos como la integral de superficie de f sobre S, de la siguiente
manera:

Definicién 4.8 Sean, S una superficie pararametrizada por o : ACR?2 - R3, y f: SCR3 - R
una funcion continua. Definimos la integral de f sobre S segun la parametrizacion o, que denotamos
por [q f ||do]|, como

Fldoll = [ £t | 920 % 5 (2) (a.11)
S A Y

Como es de suponerse, esta definicién se comporta bien con la aritmética bésica de las funciones
escalares, como lo establecemos en la siguiente proposicién cuya prueba, sin lugar a dudas, queda
en manos del lector.

Proposicién 4.9 Si S es una superficie parametrizada por o : A CR?> - R3, f,g: SCR? - R
son funciones continuas y «, 8 € R entonces

/ (af + Bg) ||do]| = a / fldo|| + 8 / g|ldo]
S S

S

Otra cuestién importante con relaciéon a la definicién 4.8 es la de saber qué tanto depende el
concepto de integral ahi definido, de la parametrizacion o de la superficie S. Como en el caso de la
integral de linea de funciones escalares, basta que dos parametrizaciones “recorran” a la superficie
S esencialmente el mismo “nimero” de veces, para que el valor de la integral sea el mismo. Asi, de
acuerdo con la definicién 4.3, basta que dos parametrizaciones de una superficie S la “recorran” con
la misma direccién o con la direccién contraria, para que el valor de la integral 4.11 sea el mismo.
Lo anterior queda expresado en la siguiente

Proposicién 4.10 Sean, S una superficie pararametrizada poro: ACR?2 5 R3y f: SCR? - R
continua. Si & : B C R?> — R3 es otra paramatrizacion que “recorre” a S con la misma direccion
o con la direccion contraria que o entonces

[ #lasl = [ 11de1
S S

Dem. De acuerdo con la definicién 4.3, dado que & “recorre” a S con la misma direccién o
con la direccién contraria que o, entonces existe a : B C R?> - A C R? de clase C! tal que
det(Da(u,v)) > 0 para toda (u,v) € B 6 det(Da(u,v)) < 0 para toda (u,v) € B.
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En cualquiera de estos dos casos, por el Teorema de Cambio de Variable sabemos que

do

S/ f o) = A/ flote) - | 5ot « o)

Oo

_ B/ Flo(atu ) - | §(a(w o) x S alu o) - det(Datu,)

det(Do(u, v)) (g—;(a(u,v)) X g—Z(a(u,v))> H

- [ fwoawo)
B

de tal forma que por la identidad 4.7 tenemos que

~ [ 11451
S

que es lo que queriamos demostrar. |

Concluimos esta breve seccion extendiendo el concepto de integral de superficie de funciones
escalares, a superficies por pedazos.

Definicién 4.11 Sean, S = S, U---U Sy, C R? una superficie por pedazos con o; : A; C R? — R3
una parametrizacion de S; para i =1,...,k, y f : S C R> = R continua. Definimos la integral de
f sobre S, que denotamos por fsf lldo||, como

/fndau - /fndaln +---+/f\|dok||
S S1 Sk

donde 0 = o1+ -+ - + 0%

Es una tarea facil (tarea que se deja al lector) mostrar que la proposicién 4.9 se puede extender
a superficies por pedazos.

4.3 Integrando funciones vectoriales

Vamos a motivar el concepto de integral de superficie de una funcién de valores vectoriales por
medio del problema equivalente (en el espacio) al que usamos en el capitulo tres para motivar el
concepto de divergencia (en el plano). Esto es, vamos a suponer que F' = (P,Q,R) : U C R? — R3
es una funcién que representa el campo de velocidades de un fluido y nuestro objetivo es encontrar
una forma de “medir” qué tanto se “expande” este fluido a través de una superficie S C U.

Como hicimos antes, empezaremos por el caso mas sencillo en el que F' es constante, es decir,
supondremos que F(Z) = F para toda & € U. También empezaremos por suponer que S es una
superficie plana, es decir, que existe P C R3 un plano tal que S C P. De esta forma, y recurriendo
a los mismos argumentos que usamos en el capitulo tres, si n € R3 es un vector unitario que es
normal al plano P (y por tanto a S), entonces el niimero F -7 es una medida de qué tanto “cruza’”
el campo F' a el plano P, en donde, como antes, su signo nos indica la direcciéon en la que lo hace
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(si es positivo, “cruza” a P en la direccién en la que apunta 7, y si es negativo, en la direccién
contraria). Por tanto, el nimero

(F-n)-area(S)
que es el volumen de un cilindro cuya base tiene la forma de la superficie S y altura F. N, serd una
medida de qué tanto se “expande” el fluido representado por F' a través de S (ver figura 4.14).

F

>

Figura 4.14: Si S es una superficie plana, es decir, contenida en un plano P C R3, y 7 es un
vector unitario que es normal a P (y por tanto a S), el nimero F -7 es una medida de qué
tanto “cruza’ el vector F' a el plano P de modo que (E' - 7) - drea(S) serd una medida de que
tanto se “expande” el fluido (cuya velocidad estd representada por F) a través de S

Para resolver el mismo problema en el caso mds general (F no necesariamente constante y S
no necesariamente plana), supondremos que S estd parametrizada por ¢ : A C R? — R3, una
paramatrizacién simple. Como ya hicimos en dos ocasiones en este capitulo, “aproximamos” al
conjunto A por medio de una familia de pequenos rectangulos Rj,..., R; contenidos en A, los
cuales a su vez usamos para “aproximarnos” a la superficie S por medio de la imagen de estos
rectangulos bajo la funcién o.

Ahora, si para cada i = 1,...k elegimos & € R; tal que 32 (&) X ay (&) # 0 y hacemos

entonces el nimero

(F(0(&)) - 7y) - drea(o(R;))
es una medida de qué tanto se “expande” el fluido a través del pedazo de superficie o(R;) en la
direccién del vector normal 7; (ver figura 4.15) de tal forma que

serd una medida de qué tanto se “expande” el fluido (cuya velocidad estd dada por F') a través de
la superficie S en la direccién de los vectores normales iy, ..., 7 inducidos por o.
Si ahora recordamos que en la seccién 4.1 (4.8) obtuv1mos que

0 A oo  »
H % 0(@)

area

()
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L ZExEE

%(éi)x%(éi)

o(Ti—1,Yi-1)

o (i, Yi—1)

Figura 4.15: SiAeIegimos éz € R; = [xi—1, 2] X [yi—1,y:] tal que %(é) X g—g(é) £ () entonces el
ndmero (F(o(&;))-ni)-drea(o(R;)) serd una medida de qué tanto se “expande” el fluido (cuya
velocidad estd dada por el campo F') a través del pedazo de superficie o(R;) en la direccién del

vector normal 7; inducido por o

entonces tenemos que

b y b - @(éz) X g—"(é) Jdo  » do -
(F(o(&)) ) - drea(o(Ry)) =~ F(o(&))  mo——2 | ([|52(6) x 5 (&) - miR)
2 2 %26 < 6 <H8~”ﬂ "o )

k
=3 (FO@) - G2 x 56 -m(r)

y esta tltima suma es facilmente reconocible como una suma de Riemann de la integral

[ Flotw) G < 5w

A

por lo que podemos intuir que la solucién a nuestro problema estd dada por esta integral.
El problema que planteamos y la solucién que dedujimos son la base sobre la cual se obtiene el
concepto de integral de superficie de una funcién de valores vectoriales y que dan pie a la siguiente

Definicién 4.12 Sean, S C R3 una superficie parametrizada por 0 : A C R? - R3 y F : S C
R3 — R? continua. Definimos la integral de F sobre S, que denotamos por fs F - do, como

/F-da: /F(a(x,y)) : g—;(w,y) X g—Z(ﬂc,y)
A

S

Si S =SU---US} es una superficie por pedazos y o; : A; C R? — R3 es una parametrizacion de
S; para cada i =1,...,k, definimos

/F-dJ:/F-d01+---+/F-dak
S

S S
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donde o = o1+ -+ o,
En el siguiente ejemplo, mostramos cémo se calcula una de estas integrales de superficie.

Ejemplo 4.13 Sean, S C R3 la esfera de radio v > 0 con centro en el origen, y F : U = R3\{0} C
R3 — R3 definida como

F( ) T Y z
;U? y?'z = ) 9
(@2 +y2 +22)%2 (22 + 42 + 22)%27 (22 + 2 + 22)3?

Calcule |, g F'-do donde o sea una parametrizacion que induzca vectores normales a S que apunten
hacia adentro de S.
Solucion. Parametrizamos a S por medio de la funcion

o(x,y) = (rcos(z)sen(y), rsen(z) sen(y), r cos(y))
con (z,y) € [0,27] x [0,7]. Entonces

g—;(x, y) X g—; (x,y) = (—rsen(z)sen(y), r cos(z) sen(y),0) x (rcos(x) cos(y), r sen(x) cos(y), —rsen(y))

= —rsen(y)(r cos(x) sen(y), r sen(z) sen(y), r cos(y))

los cuales son vectores normales a S que apuntan hacia adentro de S.

Por tanto,
/F do = /F(a(x,y)) 5 (T Y) % ;(w,y)
S A
= / %2 (cos(x) sen(y),sen(x) sen(y), cos(y)) - (—7‘ sen(y)(cos(z) sen(y), sen(x) sen(y), cos(y)))
A
— / —sen(y)
[0,27] x[0,]
2w T
= dx —sen(y)dy
[“)\
=27 <cos(y) 0>

Con respecto a este ejemplo, vale la pena hacer las siguientes dos observaciones. La primera es
que el campo F es tal que en cada punto Z € S, F(Z) es un vector normal que apunta justo en la
direccién normal y hacia afuera de S, lo que explica que el valor de la integral sea distinto de cero
y negativo; y la segunda, que el valor de la integral es independiente del radio de la esfera. Ambos
hechos jugaran un papel importante mas adelante.

Como es de esperarse, este nuevo tipo de integral se lleva bien con la aritmética elemental de
las funciones de R? en R3, lo cual dejamos expresado en la siguiente
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Proposicién 4.14 Sean, S C R3 una superficie parametrizada por o : A C R? - R3, F,G : S C
R3 — R? continuas y o, f € R. Entonces

/(aF+ﬁG)-da:a/F-da+ﬂs/G-da

S S

Si S =5SU---US; es una superficie por pedazos y o; : A; C R? — R3 es una parametrizacion de
S; para cada i =1,...,k, entonces la identidad anterior también se cumple, con 0 = o1+ - -+ 0.

Dem. Se deja al lector |

Como en los casos anteriores, es importante saber qué tanto depende la integral sobre una
superficie S de una funcién de valores vectoriales F', de la parametrizacion o de S que utilicemos.
Dado que esta integral se puede interpretar como una medida de qué tanto se “expande” el campo
F' en la direccién de los vectores normales inducidos por la parametrizacion o, es de esperarse que
si otra parametrizacién ¢ recorre a la superficie S con la misma orientaciéon que o, entonces las
integrales son iguales para ambas parametrizaciones, mientras que si ¢ recorre a la superficie S con
la orientacion contraria, entonces las integrales difieren sélo por el signo. Concluimos esta seccién
con una proposicién que expresa justo estas propiedades.

Proposicién 4.15 Sean, S C R? una superficie y F : S C R? = R3 continua. Sean o : A C R? —
R3 y & : B C R? = R3 dos parametrizaciones de S tales que & es una reparametrizacion de o.

1. si & recorre a S con la misma orientacion que o entonces

/F-dJ:/F'd&

S S

2. si G recorre a S con la orientacion contraria que o entonces

/F~d0:—/F-d&

S S

Dem. Haremos la prueba del segundo inciso y se deja al lector la prueba del primero. Dado que
& es una reparametrizaciéon de o, sabemos que existe o : B C R?> —+ A C R? de clase C' tal que
& = oo,y como & recorre a S con la orientacién contraria que o entonces det(Da(u,v)) < 0 para
toda (u,v) € B. Por tanto, por el Teorema de Cambio de Variable y la identidad 4.7, tenemos que

/F-da: /F(a(a;,y)) : g—g(x,y) X g—(;(w,y)
S
Oo

Flo(a(u,v)) - 2 (a(u,0)) x g—‘;m(u,v)) [det(Da(u, v))|

I
Uo\ B

F(o(u,v)) - <det(Da(u,v))g—Z(oz(u,v)) X %(a(u,v)))

/
— —/F(c}(u,v)) : %(u,v) X %(u,v)
B
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:—/F-dé'

S

que es lo que se queria demostrar. |

Es importante que el lector note la analogia que existe entre la proposicién anterior y la
proposicién 3.16 del tercer capitulo.

4.4 El teorema de Stokes

Cuando en el capitulo tres formulamos el Teorema de Green, dijimos que este resultado se podia
interpretar como una generalizacién del Teorema Fundamental del Céalculo. En efecto, asi como este
ultimo teorema establece que la integral sobre un intervalo [a,b] C R de una derivada f’ se puede
calcular simplemente evaluando la funcién original f en los puntos a y b (que por cierto forman
“el borde” del intervalo [a,b]), el teorema de Green establece que la integral sobre un conjunto
A C R? de Rot F(£) (que es como una cierta “derivada” de F') se puede calcular “evaluando” la
funcién original F' sobre el “borde” de A (la integral de linea de F' sobre I' = JA). De hecho, en
el caso del teorema fundamental, éste se puede “extender” al cdlculo de integrales sobre conjuntos
unidimensionales (como lo es el intervalo [a,b] C R) contenidos en espacios de dimensién mas alta
(R™), es decir, sobre curvas. Esto estd expresado en la identidad

/ V- dy = p((5)) — p(1(a))
T

en donde v : [a,b] C R — R" es una parametrizacién de la carva ' CU CR" y ¢ : U C R" — R,
y en donde en lugar de integrar f’ integramos V.

Como seguramente el lector estard sospechando, ahora la pregunta es: jel Teorema de Green
se puede “extender” al cdlculo de integrales sobre conjuntos dos-dimensionales no necesariamente
planos, es decir, superficies? La respuesta es que si y eso es justo de lo que trata el Teorema de
Stokes®.

Aun cuando la discusién anterior nos puede dar una idea de lo que afirma el Teorema de Stokes,
es mejor deducirlo a partir de la interpretacion fisica y geométrica de los conceptos que involucra,
que en este caso son el de integral de superficie y el del rotacional de un campo. Como en el caso
de los teoremas que hemos mencionado, el Teorema de Stokes trata de cémo calcular la integral
sobre una superficie S de un cierto tipo de “derivada” de una funcién F' de R? en R?, el rotacional
de F' (RotF), es decir, trata de

/ RotF - do
S

Supongamos entonces que tenemos S C U C R? una superficie parametrizada por o : A C
R?2 5 R3 vy F:U C R = R3 de clase C' en U. Como hemos hecho en ocasiones anteriores,
“aproximamos” al conjunto A con un nimero finito de pequenos rectangulos Ry, ..., R; contenidos
en A de tal forma que

0o 0o
S/RotF ~do = ZRotF(J(aj,y)) . %(x,y) X a—y(ac,y)

®Nombrado asf por el fisico y matemético inglés George Gabriel Stokes (1819-1903), a pesar de que la primera
formulacién conocida del teorema fue realizada por William Thomson (Lord Kelvin) y aparece en una correspondencia
que él mantuvo con Stokes.
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k
~ )" RotF(o(6) - 5(6) x G (6) - miR)

i=1

- 90 (&) x 92(&)) S0 . B0
= Ro F Ox dy 9 ¢ Z (B,
Z( I E@ < g@ (|5 G| -mr)

con & € int(R;) para cada i =1,... k.
Ahora, si hacemos

y recordamos que

do do  »

o (&) x a—y(&) -m(R;) ~ drea(o(R;))

|>

en donde P, es el paralelogramo que tomamos en 4.8 y que se “parece” mucho a o(R;) (figura 4.12),
para cada ¢ = 1,... k, tenemos entonces que

~ area(F;)

k

/RotF ~do ~ Z (RotF(J(éi)) : f%) area(F;)
S

1=1

Una vez que hemos llegado hasta aqui, es el momento de recordar la identidad 3.30 del capitulo
tres y tomarnos la libertad de sustituir cuadrados con paralelogramos en dicha identidad, de tal
manera que podamos afirmar que

(RotF(a(€)) - i) drea(P,) ~ / P do:

en donde §; es una parametrizacion del borde 0P; del paralelogramo P; que lo recorre en el sentido
contrario al de las manecillas del reloj cuando se le ve desde el vector unitario n;.

0’(332 lyyz) P.

o(Ti—1,Yi-1)

o(zi,yi-1)
Figura 4.16: Si R; = [zj—1,2;] X [yi—1,yi] y C; es el “cuadrildtero” (formado por la unién de
dos tridngulos, no necesariamente contenidos en el mismo plano) cuyos vértices son los puntos

o(zi—1,Yi-1), 0(xi—1,v:), o(xi,yi—1) y o(x;,y;), entonces C; y P; “se parecen mucho”
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Nétese que, como el campo F y la parametrizacién o son funciones de clase C', si R; =
[Ti—1, 2] X [yi—1,yi] ¥ C; es el “cuadrildtero” (formado por la unién de dos tridngulos, no nece-
sariamente contenidos en el mismo plano) cuyos vértices son los puntos o(x;—1,yi—1), o(xi—1,Yi),
o(xi,yi—1) vy o(zi,y;) (ver figura 4.16), entonces C; y P; “se parecen mucho” de tal forma que

/F-dé,-m /F.d&-

oP; aC;

en donde ahora 51 es una parametrizacion del borde 9C; del cuadrilatero C; que lo recorre en el
sentido contrario al de las manecillas del reloj cuando se le ve desde el vector unitario n;. De esta
forma, tenemos que

k
/RotF.dazZ/F.dS,-
S =lgc,

y esta aproximacién serd mejor en la medida de que los cuadrildteros C; sean muy pequenos (es
decir, si los rectangulos R; son muy pequenos).

n;

Figura 4.17: Si C; y C; son dos cuadrildteros adyacentes, la integral del campo F' sobre el lado
comin a ambos cuadrildteros se cancela de tal forma que la suma de las integrales sobre el
borde de cada uno de ellos, es igual a la integral de F' sobre el borde de C; U C}, recorrido en el
sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj cuando se le mira desde la direccién
en la que apunta el vector 7; o el vector 7;

Ahora obsérvese que, dado que cada una de las integrales fac_ F - dj; se puede descomponer
como la suma de cuatro integrales (sobre cada uno de los lados del cuadrildtero C;), si C; y C; son
dos cuadrilateros adyacentes, entonces en la suma

/F-d5i+/F-d3j
aC; aC;

se cancela justo la integral sobre el lado comin a ambos cuadrildteros de tal forma que esta suma
es igual a la integral de F' sobre el borde de C; UC}, recorrido en el sentido contrario al movimiento
de las manecillas del reloj cuando se le mira desde la direccién en la que apunta el vector n; o el
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vector 7 (ver figura 4.17). Si este proceso de “cancelaciéon” de integrales sobre lados adyacentes lo
hacemos para todos los C;, tenemos que

Zk:/F-dSi:/F-dS

=lyc, r

en donde I es la curva poligonal formada por todos los lados de los C; que no se cancelaron, y 8
es una parametrizacion de ésta que la recorre en el sentido contrario al de las manecillas del reloj
cuando se le mira desde la direccién en la que apuntan los vectores normales inducidos por o (ver
figura 4.18). Lo mejor de todo esto es que, nuevamente, si los cuadrildteros C; son muy pequenos
(es decir, los rectdngulos R; son muy pequenos) entonces se tiene que I' = 0,5 (el borde de S
inducido por o definido en 4.4) y por lo tanto

/F-dgz /F-di

r 055

en donde 7 es la parametrizaciéon de 9,5 dada en 4.5.

Figura 4.18: Si I' es la curva poligonal formada por todos los lados de los cuadrildteros C; que
no se cancelan, y los C; son muy pequefios (es decir, los rectdngulos R; son muy pequefios)
entonces se tiene que I' =~ 0,5 (el borde de S inducido por o)

Todas estas identidades y aproximaciones sugieren que

/RotF-da: /F~d7y
S 0 S

iy esto es justo lo que asegura el Teorema de Stokes!
Con base en esta tltima identidad, formulamos el Teorema de Stokes de la siguiente manera:

Teorema 4.16 (de Stokes) Sean, S C U C R3 una superficie parametrizada por o = (01, 02,03) :
A C R? = R? de clase C? (6), v : [a,b] C R — R? una parametrizacién de OA (el borde de A,
una curva cerrada simple) que lo recorre (una vez) en el sentido contrario al movimiento de las
manecillas del reloj, y F = (P,Q,R) : U C R?® — R3 una funcién de clase C* en U. Entonces

/RotF-da: /F~d7y
S 05 S

en donde ¥ = ooy :[a,b] CR — R3, 4y 0,58 = 0(DA) (el borde de S inducido por o).

SAun cuando esta hipdtesis no es necesaria, se pide as{ para hacer un poco més sencilla la prueba
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Dem. Dado que esta prueba estd basada en el Teorema de Green (como era de esperarse), supon-
dremos que A C R? es una regién tipo Iy tipo II.

Si hacemos 5 5
g g
% (’LL, U) X % (’LL, U) = (nl(u7 U)7 n2 (’LL, U)a ’I’Lg(u, U))

se tiene que

/RotF ~do = /RotF(J(u,v)) . %(u,v) X %(u,v)

:A/@_f;( (o) = D20t maw0) + [ (S o(0s00) = St maf )
. 7 (5200w - Stotw o)) nafu,o A

:A/ (g_f@(u,v))m(u,v) 2—5( (1, 0)) s (u v))

" 7 (520t mm(u) - Tt om(u.o)

/ (22 oy t) - Lot

en donde § = (¥1,92,73) = (01 07,02 07,03 07).
Probaremos que

[ (G5t - ot () - / PG D
A

!(g—fww,v»ng(u,v)—% m,0)) = /Q

y que
OR OR o
/ <a_y(0(u7v))nl(u7v) - %( ))na(u, v ) /R (t
A
Hacemos ' = (P, Q) = ((P 00) %, (Poo) %—U). Como o es de clase C?, se tiene que
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B 0?01 O (Poo)do 0?01  O(Poo)doy
B <(P °0) duov T o W) (u,0) = <<PO o) dvou T v %) (u,0)

= S0 ) | o) G )+ 5 (o) G2 ) + S o) 2 a0

= S ) | G o o) G ) + G o ) G2 ) + 5 () G o)
opP doy 0oz 0oy Oo oP doy 0oy 0oy 0o

= G- o) (G252 - TR0 o) = G o) (G252 - G52 )

Por tanto, como
s, v) = do3 0o1 0oy Do (u, v)
AU T\ 0u v Ou o ’

na(u,v) = (201902 _ 902001} (-
ST ou v Oou v ’

por el Teorema de Green se tiene que

Z (G (ot om(u) - Flotuom(u) ) = A oot (G250 - ST ()

_ O_P(( ) @%_%%( )
oy oY ou Ov ou v )\

A
= /Rot F(u,v)
A

Las dos identidades restantes se prueban de manera analoga (se dejan como un problema para
el lector) m
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Es importante mencionar que la versién del Teorema de Stokes que hemos dado aqui tiene dos
particularidades que vale la pena destacar. La primera, es que en la identidad

/RotF-da: /F-dfy (4.12)
S

que se establece en el teorema, se usa el “borde” de la superficie S inducido por la parametrizacion
o (0,5) y no el “borde geométrico” de S (9S5), que es como suele hacerse la mayoria de las
veces. Hacerlo de esta forma tiene la ventaja de que nos ahorramos la definicién precisa del
“borde geométrico” AS (cuestién que discutimos ampliamente en la seccién 4.1) ademads de que la
demostraciéon mds frecuente (por ser la més sencilla) es precisamente la que hicimos aqui y que
es usando el “borde” 0,S. En todo caso, la validez de la identidad 4.12 en términos del “borde
geométrico” OS5 es un problema que tiene que ver con la parametrizaciéon o de S que se use y que
casi siempre se resuelve tomando una parametrizacién simple o (para que 9,5 y 0S coincidan, o
cuando menos que 0S C 9,5, como también lo discutimos en la seccién 4.1), junto con la hipdtesis
de que S sea una superficie orientable.

Y justo la segunda particularidad que se quiere destacar es que en la formulacién que hemos
dado, no es necesario suponer que .S sea una superficie orientable, lo cual tiene que ver con el hecho
de que el teorema lo escribimos precisamente en términos de 0,5 y no de 9S.

A continuacién damos un par de ejemplos que sirven para ilustrar estas caracteristicas del
Teorema de Stokes.

Ejemplo 4.17 Sean, S C R? la superficie parametrizada por la funcién o : A = [0,27] x [0,37/4] C
R? — R3 definida como o(z,y) = (cos(z),sen(x),sen(y)), y F(z,y,2) = (—2y,2z,0) para toda

(z,y,2) € R3. Muestre que
/RotF-dU#/F-d’y
S oS

Solucion. En este caso S es la parte del cilindro circular recto contenido entre los planos z =0 y
z =1, cuyo eje es el eje Z, y o es una parametrizacion de S que recorre dos veces parte de éste (la
parte contenida entre los planos z = 1/v/2 y z = 1, ver figura 4.19). Por esta razdn, o asigna dos
vectores normales en cada punto de esta parte que recorre dos veces, como se observa al calcular

g—g(x,y) X g—;(x,y) = (—sen(z), cos(z),0) x (0,0, cos(y))

= (cos(x) cos(y), sen(z) cos(y), 0)

el cual es un vector normal a S que apunta hacia afuera si y € [0,7/2), y hacia adentro si y €
(m/2,3m/4].
Por tanto, como

RotF(z,y,2) = (—x,—y,2z)

entonces

0o 0o
/RotF do = /RotF o(z,y)) - 8x(x,y) X a—y(m,y)

A
/ —cos(x), —sen(z),2sen(y)) - (cos(z) cos(y), sen(x) cos(y), 0)
A
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- [ —ew

3n/4
;)

[0,27] x[0,37 /4]

= o <_ sen(y)
_2n

V2

X

Figura 4.19: Para S = o(A) con o : A = [0,27] x [0,37/4] C R? — R3 definida como
o(z,y) = (cos(x),sen(x),sen(y)), se tiene que 9S = CoUC1 y 9,5 = CoUCo UT

Por otra parte, 0S = Cy U Cq, con Cy la circunferencia de radio 1 que estd contenida en el
plano z = 0 con centro en el origen, y C1 la circunferencia de radio 1 que estd contenida en el
plano z =1 con centro en el punto (0,0,1). Dado que F(xz,y,0) = (0,0,0) para toda (x,y,0) € Cy,

se tiene que
/F-d’y: / F-dy
oS

CoUCq

:/F~d’y+/F-dfy

Co C1
21

=0+ /F(cos(t),sen(t), 1) - (—sen(t), cos(t),0)dt

0
2

= /(—sen(t),cos(t),O) - (—sen(t), cos(t),0)dt
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=27

en donde tomamos la parametrizacion de Ci que la recorre en el sentido de las manecillas del reloj
cuando se le mira desde los vectores normales inducidos por o que apuntan hacia afuera de S. Con

esto mostramos que
/ROtF-dO‘#/F'd’V
S aS

y esto sequird siendo cierto aun y cuando parametricemos a C1 en la direccion contraria.

Observe que 0,5 = CoyUCo UL, ahora con Cy la circunferencia de radio 1 que estd contenida en el
plano z = 1/+/2 con centro en el punto (0,0,1/+/2), y T el segmento que une a los puntos (1,0,0)
y (1,0,1/v/2) (pasando por el punto (1,0,1)). Como este tiltimo segmento es recorrido dos veces
(de ida y de regreso) por la parametrizacion 4 de 0,5 (dada por la identidad 4.5), se tiene que

/F-d’y: / F-d5
0o S

CouCull
:/F.dfy+/F-dfy+/F-dfy
Co Ca r
2
=0+ /F(COS(27T —t),sen(2m —t),sen(3w/4)) - (sen(2m — t), — cos(2w — t),0)dt + 0
0
2
= / 1/V2(—sen(2r — t), cos(2m — t),0) - (sen(2w — t), — cos(2m — t),0)dt
0
2
V2
= /RotF-da
S

con lo cual confirmamos lo que asequra el Teorema de Stokes.

Si en el ejemplo anterior se muestra que la no inyectividad de una parametrizacién o es deter-
minante para que la identidad |, gRotF - do = faSF - dvy no se satisfaga, en el siguiente ejemplo
mostraremos que aun y cuando la parametrizacién sea simple, si la superficie S no es orientable,
entonces dicha identidad tampoco se cumple. Como es de suponerse, S sera la banda de Mobius y
usaremos la parametrizacién que dimos en la seccién 4.1.

Ejemplo 4.18 Sean, S C R? la banda de Mébius parametrizada por la funcién o : A = [0,27] x
[~1,1] € R? — R? definida como

o(x,y) = 2(cos(x),sen(z),0) + y(cos(x/2) cos(z), cos(x/2) sen(x), sen(x/2))

para toda (x,y,z) € R¥\{eje Z}. Muestre que

/RotF-dU#/F-d’y
S as
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Solucion. Como se menciond en el capitulo 3, es facil ver que RotF(x,y,z) = (0,0,0) para toda
(z,y,2) € R3\{eje Z}, y por lo tanto se tiene que

/RotF-dazO
S

Por otra parte, si hacemos ((x) = o(x,—1) y §(z) = o(z,1), con x € [0,27], entonces

¢(x) = (2cos(z) — cos(x/2) cos(x),2sen(x) — cos(x/2) sen(z), — sen(x/2))
= (cos(z)[2 — cos(x/2)],sen(x)[2 — cos(z/2)], — sen(x/2))

d(z) = (2cos(z) + cos(z/2) cos(x), cos(x/2) sen(z), sen(x/2))
= (cos(z)[2 + cos(x/2)],sen(x)[2 + cos(z/2)], sen(z/2))
de tal forma que ¢ + 0 resulta ser una parametrizacion de 0S que la recorre en el sentido contrario

al movimiento de las manecillas del reloj cuando se le mira desde un punto de la parte positiva del
eje Z (ver figura 4.20).

A
|
» J—
_____________________ g Y
A= S/ 2
2 N
o)
s 08— |
((2m)=6(0)—> 5 ¢
X
Figura 4.20: Una banda de Mobius parametrizada por la funcién o(z,y) = ((2 +

ycos(z/2)) cos(x), (2 + ycos(x/2)) sen(z),y sen(x/2))

Realizando unos fdciles cdlculos (que se dejan al lector), se obtiene que F(((z))-{'(x) =1y
F(6(z)) - 8'(z) =1 para toda x € [0, 27|, de tal forma que

2w

27
[ et o= [P Cado [ FE@) -3 )
0

oS 0
2T
= 2/d:1:
0
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=4

#/RotF-da
S

AhOT(I, st hacemos Oé(y) = 0(27T7y) = (2 - y7070) Y B(y) = 0(07y) = (2 + y7070)) con y € [_17 1]}
entonces ¥ = ( + a + (—0) + (=) es una parametrizacion de 0,S (como la que se toma en el
Teorema de Stokes) de tal forma que

/F dy—/F d(C+ o+ (=8) + (=B))

05 S
1

1 21
- / F(C(2)) - (a)da + / Fla®)) - o (y)dy — / F(6(x)) - &' (2)de — / F(B(y)) - B (v)dy
21

-1

1 1
1
27T+/<0,r,0> (—1,0,0)dy — 2w — /( ) (1,0,0)dy
—1 Y -1
1 1
:27T+/0dy—27r—/0dy
-1

-1

=0
:/RotF-dJ

con lo que nuevamente comprobamos la conclusién de dicho teorema.

Finalmente, en el siguiente ejemplo tomaremos una superficie orientable S y ¢ una parametriza-
cién simple de S, y verificaremos que en ese caso si se cumple que |, gRotF -do = /. ag I -dv , en
donde v es una parametrizacién que recorre a 95 en el sentido de las manecillas del reloj cuando
se le mira desde la direccion en la que apuntan los vectores normales a S inducidos por o.

Ejemplo 4.19 Sean, S C R? la semiesfera de radio 1 parametrizada por la funcién o : A = [0, 2] x
[0,7/2] € R? — R? definida como o(x,y) = (cos(x)sen(y),sen(x)sen(y),cos(y)), y F(x,y,z) =
(y, —x, zy) para toda (x,y,z) € R3. Muestre que

/RotF-dJ:/F-dW

S as

en donde =y es una parametrizacion que recorre a S en el sentido de las manecillas del reloj cuando
se le mira desde la direccion en la que apuntan los vectores normales a S inducidos por o.
Solucion. Se tiene que

g—g(:n,y) X Z—Z(:E,y) = (—sen(z)sen(y), cos(x)sen(y),0) x (cos(z) cos(y),sen(z) cos(y), — sen(y))

= —sen(y)(cos(z) sen(y), sen(x) sen(y), cos(y))

por lo que los vectores normales a S inducidos por o apuntan hacia adentro de la semiesfera.
Por otra parte
ROtF(:Ev Y, Z) = (33‘, —-Y, _2))
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Asi,

/RotF ~do = /RotF(J(x,y)) . g—g(:n,y) X g—g(x,y)

= /(cos(a;) sen(y), —sen(z) sen(y), —2) - (—sen(y) (cos(z) sen(y), sen(z) sen(y), cos(y)))
A

= / — sen(y) | (cos(x) sen(y))” — (sen(z) sen(y))” — 2 cos(y)|

[0,27] x[0,7 /2]

=— / sen®(y) cos(2x) + / 2sen(y) cos(y)
[0,271) X [0,7 /2] [0,271) x[0,7 /2]
27r /2 /2
=— cos (2z)d / sen®(y)dy | + 27 / 2sen(y) cos(y)dy
0

0

7r/2
=—0+27 <sen

0

=27

Ahora, dado que 0S es la circunferencia unitaria contenida en el plano z = 0 con centro en
el origen, y dado que los vectores normales a S inducidos por o apuntan hacia adentro de la
semiesfera, definimos y(t) = (cos(t), —sen(t),0) de modo que

21
/ Fody= / F(y(t) - (B)dt
oS 0

2
= / (—sen(t), —cos(t),—2) - (—sen(t), — cos(t),0) dt
0

27
:/dt
0

=27

:/RotF-da

que es lo que desedbamos mostrar.

En el capitulo tres formulamos una versién mas general del Teorema de Green la cual consistia
en considerar campos definidos sobre regiones cuyo borde estaba formado por més de una curva
(teorema 3.32). Para el caso del Teorema de Stokes, la situacién equivalente consistird en considerar
una superficie S parametrizada por una funcién o definida sobre una regién A C R? tal que el borde
(o frontera) de A (0A) esté formada por mas de una curva. En este caso es muy probable que la
curva JS también esté formada por méas de una curva, aunque esto ya podia suceder aun y cuando
0A estuviera formada de una séla curva (como en el caso en que S es un cilindro).
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Asi, la generalizacién del Teorema de Stokes queda formulada de la siguiente manera y su
prueba, por las mismas razones que en el caso de la generalizacién del Teorema de Green, tampoco
la daremos.

Teorema 4.20 (de Stokes (versién general)) Sean, S C U C R3 una superficie parametrizada
poro:ACR? 5 R yF = (PQR):UC R — R una funcion de clase C* en U. Si
OA=ToUT1U...UTy, con Ty, Ty,..., Ty curvas cerradas simples y Ty “la mds exterior” (o que
“rodea” al resto), entonces

/RotF.daz/F.d%+/F.dfy1+...+/F-dfyk
S

To I Ty

en donde fi =o(I'), 7 = o0 y i una parametrizacion de I'; que la recorre una vez, en el sentido
de las manecillas del reloj para i = 1,...,k y v en el contrario (ver figura 4.21).

Y

X

Figura 4.21: Ejemplo de superficie S = o(A) sobre la que se aplica la versién general del
Teorema de Stokes

Como sucede en el caso del Teorema de Green, en la mayoria de los problemas en los que se
puede aplicar la versién anterior del Teorema de Stokes, también se pueden resolver adaptandolos
a una aplicacion de la versién mas sencilla.

Entre las consecuencias importantes del Teorema de Stokes estd la de poder generalizar la
identidad 3.30 del capitulo tres, en la que se establece que

Jp. F-dy,
RotF (i) - 71 = lim =-r——
r—0 area(R;)
en donde R, representa un cuadrado centrado en el punto %o contenido en un plano P, n es un
vector unitario normal al mismo plano P, y I, = OR,..
Como anunciamos en ese mismo capitulo, la identidad anterior se generaliza de la siguiente
manera.

Proposicién 4.21 Sean, F : U C R? = R? una funcion de clase C* en U, 0 : A C R? = R? una
funcion de clase C* tal que o(A) C U, y (ug,vo) € int(A) tal que

0 1) R
—U(uo,vo) X a—z(uo,vo) #0

ou
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Sea también {A;}o<e<ce una familia de subconjuntos conexos de A tal que:
1. (ug,v0) € int(A;)
2. I'c = 0A. es una curva cerrada simple, y

3. lim._,gdiam(A:) =0

Si Se es la superficie parametrizada por o4, (pam cada 0 < € < ¢) entonces

o5 F e

=00 area(S) - =RotF () -

en donde: Y. = 0 0. Yy Ve es una parametrizacion de la curva I'c que la recorre una vez y en
el sentido contrario al de las manecillas del reloj (para cada 0 < e < ¢); Ty = o(up,vo) Y
0 0

30 (u0,v0) X g2 (uo, vo)

n=
H@u U(),?}() 8v(u0’vo H

Dem. Por el teorema de Stokes tenemos que

/ F-d%:/RotF-da
9o Se F

= /RotF(J(u,v)) . %(u,v) X %(U,U)
Ae

y por el Teorema del Valor Promedio

faaSEF'd:Y& B fAs RotF(o(u, )) . g—Z(u v) X g—g(u,fu)

area(S:) IAE 99 (u,v) x 92 (u, )|
(RotF(o(é )) ( ) % §2(&)) drea(A.)
Ha—" () x G52 (1:) Harea(A )
_ RotF(o(&) -] 6 B(E)
155 () g—v (i)

en donde &., Ne € A. para cada 0 < € < c.

Por otra parte, como lim._,o diam(A:) = 0, se tiene que ée, Ne — (up,vp) cuando £ — 0, y como
F y o son de clase C!, entonces

fa SS dYe — L ROtF( (é&)) . (ée) X 61) (fe)
=50 area(S) £—0 Hau (1) x av (72:) H
_ ROtF( (’LL(],’U(])) : %(u())UO) X g_g(u(]vv(])

H%(Uo,vo) X %(uojvo)H

9o 90
0

H%(u(bv(]) X 50
= ROtF(Zi'(]) ‘N

que es lo que queriamos demostrar. |
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4.4.1 El rotacional en coordenadas esféricas

Una aplicacién importante de la proposicion 4.21 es la que nos permite obtener una expresién
para el rotacional de un campo F' cuando éste estd dado en términos de coordenadas distintas a
las cartesianas. En la seccién cinco del capitulo tres ya discutimos lo que significa que un campo
F = (F,, Fy) esté dado en términos de las coordenadas polares (r,6) y lo que representa la pareja
(Fy, Fp). En breves palabras, esto significa que F,. y Fy son funciones (de valores reales) de las
variables 7 y 6, y si & # 0 es un punto del plano que tiene coordenadas polares (r,0), entonces
(Fy(r,8),Fp(r,0)) representan las coordenadas del valor del campo F' en & (F(Z)) en el sistema
cartesiano ubicado en el punto , é,.(Z) = (cos(f),sen(d)) y ép(z) = (—sen(f),cos(f)) (ver figura
3.37 del capitulo 3).

De forma andloga, decir que un campo F' = (F,., Fy, F,) (definido en alguna regién del espacio)
estd dado en términos de coordenadas cilindricas, significard que F)., Fy y F, son funciones (de
valores reales) de las variables 7,0 y z, y si Z es un punto del espacio que tiene coordenadas cilidricas
(r,0,z), entonces (F,.(r,0,z), Fy(r,0, z), F,(r,0, 2)) representara las coordenadas del valor del campo
F en & (F()) en un cierto sistema cartesiano ubicado en el punto . En este caso, este sistema
cartesiano es el formado por los vectores é,(z) = (cos(6),sen(6),0), ég(z) = (—sen(0), cos(#),0) y
é.(2) = (0,0,1), en donde estos vectores estdn expresados en términos de sus coordenadas en el
sistema cartesiano XY Z asociado al sistema cilindrico 76z (ver figura 4.22). Lo anterior significa
que, para cada Z en el dominio del campo F', se tiene que

F(j) = Fr(j)ér(j) + Fe(i")ée(f) + Fz(j)éz(j)

Observe que los vectores é,(Z),6p(Z) y €.(Z) sélo estdn bien definidos si & es un punto que
no pertenece al eje Z, en virtud de lo cual sdlo se considerardn campos definidos en regiones

U C R3\{eje Z}.

VA
L F(@)
&, (2)
ée(f)é v
9 én(#):
N

X

Figura 4.22: Si & es un punto del dominio de un campo F' = (F,, Fy,F,), y tiene coor-
denadas cilidricas (1,6, z), entonces la terna (F,.(r,0,z), Fy(r,0, z), F,(r,0, z)) representa a las
coordenadas del valor del campo F en & (F'(Z)) en el sistema cartesiano formado por los vectores

Anélogamente, decir que un campo F = (F),, Fy, F,) estd dado en términos de coordenadas
esféricas, significard que Fj,, Fy y F, son funciones (de valores reales) de las variables p,0 y
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@, vy si & es un punto del espacio que tiene coordenadas esféricas (p,0, ), entonces la terna
(Ey(p,8,0),Fo(p,0,90),F,(p,0,¢)) representara las coordenadas del valor del campo F' en 2 (F(Z))
en un cierto sistema cartesiano ubicado en el punto . En este caso, este sistema cartesiano es el
formado por los vectores

€,(Z) = (cos(f) sen(yp),sen(f) sen(yp), cos(y))
ég(2) = (—sen(f),cos(),0)
€, (Z) = (cos() cos(¢p),sen(f) cos(p), —sen(yp))

en donde estos vectores estan expresados en términos de sus coordenadas en el sistema cartesiano
XY Z asociado al sistema esférico pfp (ver figura 4.23). Es decir,

F(#) = Fy(#)ep(&) + Fol@)ee(@) + F(#)é,(2) (4.13)

Como en el caso de las coordenadas cilindricas, estos vectores también sélo estan bien definidos si &
es un punto que no pertenece al eje Z, en virtud de lo cual en este caso también sélo se consideraran
campos definidos en regiones U C R3\{eje Z}.

VA

Figura 4.23: Si & es un punto del dominio de un campo F' = (F),, Fy, F,), y tiene coor-
denadas esféricas (p, 8, ), entonces la terna (F,(p,0,¢), Fy(p,0,¢), F,(p,0,¢)) representa a
las coordenadas del valor del campo F' en & (F(Z)) en el sistema cartesiano formado por los

vectores €,(%),é9(Z) y €,(%)

A diferencia del caso cartesiano en el que el valor F(&) del campo siempre estd expresado en
términos de los vectores canénicos (tanto en el plano como en el espacio), cuando el campo F' estd
dado en términos de otras coordenadas, el valor F'(Z) se expresa en un sistema cartesiano que va
cambiando con el punto & (lo que explica la notacién que empleamos).

Para ilustrar el uso de la 1ltima proposicion que demostramos, mostraremos cémo encontrar
una expresién para el rotacional de un campo F = (F,, Fy, F,,) : U C R*\{eje Z} — R3 de clase C'!
que estd dado en términos de coordenadas esféricas. Ya que el RotF'(Z) en este caso es un vector,
para conocer a dicho vector basta con saber sus coordenadas en algun sistema cartesiano, y justo
el sistema coordenado formado por los vectores €,(Z), €4(Z) y €, (&) resulta ser el mas indicado. De
esta forma, nuestro objetivo es calcular RotF'(Z) - €,(Z), RotF(Z) - ég(Z) y RotF (&) - é,(2).

221 J. Péez



Capttulo 4. Integrando sobre superficies 4.4. El teorema de Stokes

A~ A

Sean, &9 € U un punto con coordenadas esféricas (po, 6o, o). Calcularemos RotF(&) - €,(Z0)-
Definimos o : (—o0,00) x (0,7) C R? — R3 como

o(0,¢) = po(cos(f) sen(p),sen(h) sen(yp), cos(p)) (4.14)
Observe que o(6y, o) = To y que

%(9,9@) X g—;(@,gp) = p2(—sen(h) sen(p), cos(f) sen(y), 0) x (cos(f) cos(y),sen(h) cos(¢), —sen(y))
— —pB sen(p) (cos(0) sen(p), sen(6) sen(), cos )
= —pgsen(p)é,(0(6, ¢))

de tal forma que, como 0 < g < 7, entonces

55 (60, v0) x 35 (60, v0)

H%(@o,sﬁo) x 52 (60, o)

H = _ép(0(907 900))

= _ép(io)

Dado ¢ > 0 definimos A. = [0y —€,00 + €] X [po — €, 0 + €] C R% Nétese que existe ¢ > 0 tal
que S; = 0(A.) C U paratoda 0 < € < ¢, y que la familia { A; }o<c<. satisface todas las condiciones

de la proposicién 4.21 (ver figura 4.24).

Z
4
0+€
@ Ae
g
0 Y ° N po—e N s A.'.
$o
: po+e
Po—e :
- Y
| i | :
T f T 0 ;
Oo—e 6o Hote %
fo+e -
Oo—e +
X Coe

Figura 4.24: La familia {A.=0(A:) }o<e<c con o(0, p)=po(cos(d) sen(y),sen(f) sen(y),cos(p))
y (0,¢) € Ac=[0p—¢,00+¢] X [po — &, po + €], satisface todas las condiciones de la proposicién

4.21

Por lo tanto, sabemos que

R . - Jops B A
Rot F(g) - (—€,(20)) = ;I_I}%) W
13

Si recordamos que 9,5 = 0(0A:) y que 3. = 0 0 7., donde 7. es una parametrizacién del JA,
que lo recorre una vez y en el sentido contrario al de las manecillas del reloj, tenemos que

Oo+e
/ F-dy. = / F(a(0, 00 —¢€)) - (po(—sen(f) sen(py — ), cos(0) sen(po — €),0)) db
0o Se Op—e
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pot+e
+ / F(o(6o +€,9)) - (po(cos(fo + €) cos(p), sen (b + €) cos(p), —sen(y))) dip

po—e

Oo+e
- / F(o(0, 90 +¢€)) - (po(—sen(d) sen(po + €), cos(d) sen(po + €),0)) df

ote
— [ P60~ .)) - (palcos(8n ) cos(i).sen(8y — &) cos(ie), ~sen(o))) di

po—¢€

Oo+e
= po L/ F(o(0,00 —€)) - (sen(po — €)éa(a (6,90 — €))) df
900-1-60_8
[ P00+ ) - eolo60 + 2 0))d
Yo—€

Oo+e
- / F(0(0, 0 + ) - (sen(go + £)éq(a (6, po + £))) df

Op—e
pot+e

— / F(o(0 —¢,9)) - ép(c(0o — ¢, @))C@]

po—¢€

Si ahora usamos la identidad 4.13 y escribimos a los puntos o (6, g +¢), (0, po —¢€), (00 + <, ¥)
y (0 — €, ) en términos de sus coordenadas esféricas, tenemos que

Oo+e
/ F i = po [ / (sen(ipo + £)Fy (06, 0 + €)) — sen(go — ) Fy(o (8, o — £))) df

05 Se Op—e

wo+e
+ / (Fo(a(bo +e,9)) = Folo(bo — €, 9))) dcp]

po—¢€

Oo+e
= po [ / (sen(po + €)Fo(po, 0, wo + &) —sen(wo — €)Fy(po, 0, po — €)) df
0

h—e
po+e
+ / (Fyp(po, 00+ €,0) — Fp(po, o — €, 0)) dcp]
po—¢€

Ahora (y como en otras ocasiones), por el Teorema del Valor Promedio y el Teorema del Valor
Medio, se obtiene que

/ F - dy. = po [—(2¢) (sen(po + €) Fy(po, O, wo + €) — sen(po — €)Fy(po, b=, o — €))
05 Se
(26) (F@(pov 00 + ¢, (108) - Fip(pov 00 — &, (106))]
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= po(2¢)? <881; (Po, 0L, ) — %fﬂ)(pe,@e,wé))

en donde 6,0, € [0y —€,00 + €] y ¢, ¢L € [po — €, 00 + €]
Por otra parte, sabemos que

area(S, (H,gp)H
- / |3sen(g)é (06, ¢)|
Ae
Oo+c¢ po+e
_ 2
| [ao)| [ senora
o—€ 0—¢€
+
= pa(2€) <— cos(p )@O E)
Yo—¢€
= p5(2e)(cos(ipo — &) — cos(pg + €))
de modo que
faUSEF'd:YE

RotF(io) - €,(29) = — il_% area(S:)
£

po(2e)? (aa%(po,@é,%) - M(ﬂoﬁe,wé))

BT
=20 p3(2¢)(cos(po — €) — cos(pg + €))

1 2e 9 (sen(p)Fy) r_ OF, /

P e (cos(po — €) — cos(po +¢)) ( I (po, b, v2) = =50~ (Po, Oc, ©c)

B : Dsen()Fy) . OF

o I G = e P e 050~ )

1 0 (sen(p)Fp) oF, >
= ,0 9 70 ?
o sen (o) < 8o (po, 00, o) — 00 —(po, 00, #0)

Para el cdlculo de Rot F () - ég(29) y RotF'(Zg) - €,(Z0) se sigue un procedimiento totalmente
andlogo. De hecho, una mirada cuidadosa a la funcién definida en 4.14 nos permitira descubrir la
estrecha relacién que hay entre esta funcién o y la funcién ¢ : R® — R3 de cambio de coordenadas
esféricas a coordenadas cartesianas, dada por

9(p,0,p) = (pcos(8) sen(p), psen(8) sen(y), p cos(p))
Es decir, nétese que
a(0,¢) = g(po,0,)
Esta ultima identidad debe de dar una idea de las funciones o (y las correspondientes familias de
superfcies {S:}) que habrd que usar para mostrar que

1 <0(ng0)

. PR OF
RotF(Zo) - €9(Z0) = P ap (po, 6o, 0) — 8—(;(00,90, 900)>

.1/ 1 oF, O(pFy)
Rot F' () - é,(2o) P (Sen(%) 50 £ (po, 0o, ¢o) ap (00,907900)>

tarea que por supuesto, queda como un problema para el lector.
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4.5 Campos solenoides (primera parte)

Como es bien sabido, toda identidad tiene dos formas de leerse: de izquierda a derecha y de derecha
a izquierda. En este sentido, la identidad que se prueba en el Teorema de Stokes no es la excepcién.
Una manera de leer esta identidad es que la integral de linea de un campo F' sobre el borde de una
superficie S se puede “cambiar” por la integral de superficie sobre S del rotacional de F', es decir

/F-dyz/RotF-do*
5

oS

Leerla de esta manera es muy conveniente, sobre todo cuando se esta interesado en el problema
de determinar si F' es un campo conservativo. Como se recordara, en el capitulo tres abordamos
este problema y mencionamos que el resultado mas general que se puede obtener a este respecto
es aquel que asegura que, si un campo F' tiene rotacional cero en una regiéon simplemente conexa
U entonces F' es un campo gradiente en U. Como también mencionamos (de manera informal),
una regién simplemente conexa es aquella en la que toda curva cerrada I' C U se puede “contraer”
(sin “salirse” de U) a un punto. Si este es el caso, justo al “contraer” dicha curva a un punto,
“generamos” una superficie S C U con la propiedad de que 9S = I' (ver figura 4.25). De esta

forma, se tendrd que
/ F.dvy= / F-dy
oS

T
:/RotF'da
S

=0

de donde podemos concluir que la integral de linea de F' sobre cualquier curva cerrada I' C U
vale cero, lo cual es equivalente a que F' sea un campo gradiente en U. Salvo por unos cuantos
“detalles”, en términos generales esta argumentacién seria una buena “demostracion” de ese im-
portante resultado y en la que la identidad probada en el Teorema de Stokes (leida de esa forma)
juega un papel muy relevante.

La otra forma de leer la misma identidad nos diria que la integral del rotacional de un campo F
(RotF') sobre una superficie S, se puede “reducir” a calcular la integral de linea del campo sobre
el borde de S (lectura que por cierto, nos hace recordar al Teorema Fundamental del Célculo). Es

decir,
/RotF-do—:/F-dW
S

as

Esta forma de leer la misma identidad nos conduce a plantearnos el siguiente problema: si para
cualquier campo G : U C R?® — R? se pudiera encontrar un campo F : U € R? — R3 tal que

G(i) = RotF(#) (4.15)

para toda & € U, entonces para cualquier superficie S C U se tendria que

/G-da:/RotF-da
S S
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Figura 4.25: Una regién U C R? no tiene “hoyos" si cualquier curva cerrada simple I' ¢ U
se puede “contraer” a un punto de U sin “salirnos” de U. En este proceso se “genera” una
superficie S C U con la propiedad de que 05 =T

:/F'd’y

oS

lo que significaria que cualquier integral de superficie de un campo G se podria reducir a una
integral de linea de un campo F' que cumpliera la identidad 4.15.

Como es de suponerse, aqui la pregunta importante es si es verdad que para cualquier campo
G : U c R? = R3 se puede encontrar un campo F : U C R? — R3 que satisfaga la condicién 4.15.
Lo més interesante de todo este problema es que a estas alturas ya contamos con un ejemplo (y los
resultados necesarios) para mostrar que esto no siempre es cierto.

Ejemplo 4.22 Considerese el campo G : U = R3\{0} € R? — R? definido como

Gy, 2) = . 3 :
T,Y,z) = (@ + 9 + 22)3/2’ (22 + 2 + 22)3/2’ (x2 +y2 + z2)3/2

Muestre que no existe F: U = R3\{0} ¢ R® — R? tal que G(2) = RotF(z) para toda & € U.
Solucion. En el ejemplo 4.18 probamos que si S es la esfera de radio v > 0 con centro en el origen
(de modo que S C U ) parametrizada por la funcion o(x,y) = (r cos(z)sen(y), r sen(x) sen(y), r cos(y))
con (x,y) € [0,2n] x [0, 7], entonces

/G ~do = —4r

S

Por otra parte, si existiera un campo F : U = R3\{0} C R? = R? que cumpliera la condicién 4.15,
por el primer inciso del problema 24 se tendria que

/G-da:/RotF-da
S S
0

lo cual contradice la identidad anterior y por lo tanto podemos concluir que no existe este campo F
(idefinido en U!).
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A un campo que cumple la condicién 4.15 se le conoce con el nombre de campo solenoide”, lo
cual establecemos en la siguiente

Definicién 4.23 Sea G : U C R3 — R3 continua en la region U. Decimos que G es un campo
solenoide en U si existe F: U C R? — R3 de clase C' en U tal que

G(z) = RotF(z)
para toda T € U.

Encontrar condiciones necesarias y suficientes que nos garanticen cudando un campo es solenoide
sera un problema que abordaremos de manera analogo a como lo hicimos para los campos conserva-
tivos. Asi como el concepto de rotacional y el Teorema de Green jugaron un papel muy importante
para encontrar condiciones necesarias y suficientes que nos garantizaran cuiando un campo era con-
servativo, para el caso de los campos solenoide desarrollaremos el concepto de divergencia (para
campos en el espacio) y probaremos un teorema muy importante relacionado con este concepto: el

Teorema de Gauss®.

4.6 Divergencia y teorema de Gauss

Como se recordard, en la seccién tres de este capitulo introdujimos el concepto de integral de
superficie de un campo vectorial en el espacio, por medio del problema equivalente (en el espacio)
al que usamos en el capitulo tres para motivar el concepto de divergencia (en el plano). En este
caso, se supuso que F : U C R? — R3 representaba el campo de velocidades de un fluido y nuestro
objetivo fue encontrar una forma de “medir” qué tanto se “expande” este fluido a través de una
superficie S C U. De esta forma, la integral de superficie | g F' - do se puede interpretar como
una medida (dada en términos de un volumen) de qué tanto se “expande” este fluido a través
de una superficie S en la direcciéon en que apuntan los vectores normales a S inducidos por la
parametrizacion o.

Ahora, si en particular tomamos E, igual a la esfera (sélida) de radio > 0 con centro en un
punto &g € U, S, = Fr(E,) y o, una parametrizacién que induce vectores normales que apuntan
hacia “afuera” de S,, entonces la integral f s, F - do, se puede interpretar como una medida de qué
tanto se “expande” nuestro fluido alrededor del punto Zg y ademas el signo de dicha integral tiene
la siguiente interpretacion: si es positivo, significa que la “expansién hacia afuera” de la esfera fue

"De acuerdo con la Wikipedia: un “solenoide es un alambre aislado enrollado en forma de hélice (bobina) o n
numero de espiras con un paso acorde a las necesidades, por el que circula una corriente eléctrica. Cuando esto sucede,
se genera un campo magnético dentro del solenoide. El solenoide con un nicleo apropiado se convierte en un imén (en
realidad electroimén). Este tipo de bobinas o solenoides es utilizado para accionar un tipo de vélvula, llamada vélvula
solenoide, que responde a pulsos eléctricos respecto de su apertura y cierre. Eventualmente controlable por programa,
su aplicacién maés recurrente en la actualidad, tiene relacién con sistemas de regulacién hidraulica y neumética.”

8Johann Carl Friedrich Gauss (30 de abril de 1777-23 de febrero de 1855), fue un matemadtico, astrénomo y fisico
aleman que contribuyé significativamente en muchos campos, incluida la teoria de nimeros, el andlisis matematico,
la geometria diferencial, la geodesia, el magnetismo y la éptica. Conocido como “el principe de las matematicas” y
“el matemdtico mas grande desde la antigiiedad”, Gauss ha tenido una influencia notable en muchos campos de la
matemadtica y de la ciencia, y es considerado uno de los matematicos cuyo trabajo ha tenido mas relevancia en la
historia.

Gauss fue un nino prodigio de quien existen muchas anécdotas acerca de su asombrosa precocidad siendo apenas
un infante, e hizo sus primeros grandes descubrimientos mientras era apenas un adolescente. Completd su magnum
opus, Disquisitiones Arithmeticae a los veintitin anos (1798), aunque no seria publicado hasta 1801. Un trabajo que
fue fundamental para que la teoria de los nimeros se consolidara y ha moldeado esta drea hasta los dias presentes.
(fuente: Wikipedia)
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mayor que la “expansion hacia adentro”, mientras que si es negativo, significa que la “expansién
hacia adentro” de la esfera fue mayor que la “expansién hacia afuera” (ver figura 4.26).

Figura 4.26: La integral de un campo F' sobre la esfera S, = Fr(E,) (fSr F - do,) se puede
interpretar como una medida de qué tanto se “expande” nuestro fluido alrededor del punto Zg y
ademids el signo de dicha integral tiene la siguiente interpretacién: si es positivo, significa que la
“expansion hacia afuera” de la esfera fue mayor que la “expansién hacia adentro” (figura (a)),
mientras que si es negativo, significa que la “expansién hacia adentro” de la esfera fue mayor
que la “expansién hacia afuera” (figura (b))

Una vez hecho lo anterior, tenemos entonces que la integral f s, F - do, es una medida de la
“expansion” (dada en términos de un volumen) producida por el campo de velocidades F' a través
de la esfera E,, de tal forma que el cociente

fSrF-dar - fSrF-dar
volumen(E,) — (4/3)7r3

se puede interpretar como la “expansiéon” promedio producida por F' a través de la esfera de radio
r con centro en Zy. Como seguramente se sospecha, si el cociente de arriba tiene limite cuando
r — 0, a este valor limite lo llamaremos la “expansion” producida por F en el punto Z.

A estas alturas el lector seguramente ya intuye (o se imagina) que en la discusién anterior es
irrelevante el hecho de que S, sea una esfera y que ésta se puede cambiar por cualquier otro tipo
de superficie “cerrada”, centrada en el punto g = (z¢,¥0,20) ¥y que tenga la particularidad de
“colapsarse” en este punto cuando r — 0. De hecho, lo siguiente que vamos a demostrar es que si
en particular S, = F'r(R,), en donde

Ry =[zo—r,mo+ 7] X [yo—ryo +7] X [20 =1, 20 + 7] CU

y cada “cara” de S, la parametrizamos de tal forma que los vectores normales inducidos apunten
hacia “afuera” de R,, entonces el
f s, F - do,
im —————
r—0 volumen(R;)

existe si F' = (P,Q, R) es de clase C' en U, y ademas

F -do, oP . 0 . oR .
Js. 2 50) + S (10

= %(JUO)JFa—y

r0 volumen(R,.)
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Proposicién 4.24 Sean, F = (P,Q,R) : U C R® — R? de clase C* en U, y ¢ > 0 tal que
R, =[zg—r,xo+7r] X[yo—r,y0+7r] X [20 =120 +7] CU

para toda 0 <r < c. Si S, = Fr(R,) y o, es una parametrizacion simple de S, tal que los vectores
normales inducidos en cada una de las “caras” apuntan hacia “afuera” de R,, entonces

F -do, oP . 0 R OR .
fsr —Q(Cﬂo) + E(xo)

lim 25— O
r0 volumen(R,)  Ox (#0) dy

Dem. Sean oy (u,v) = &g + (u,v,r), o2(u,v) = To + (u,v, —r), o3(u,v) = To + (u,7,v), oa(u,v) =
o+ (u, —1,v), o5(u,v) = o+ (r,u,v) y og(u,v) = o+ (—r,u,v), con (u,v) € A, = [—r,r] X [—1,7].
Entonces 0, = 01 + (—09) + 03+ (—04) + 05 + (—0¢) cumple con las condiciones requeridas y por
lo tanto

/F-dar:/F'dal—/F-d02+/F-d03—/F-d04—|—/F'da5—/F-d0’6
Sr S1 So S4 Ss

Ss Se

:/nm@@yuan—/ﬂ@@@y@an+/ﬂ@@@y@Lm
AT.

A A
—/n%mmy@Lm+/ﬂ%@my@um—/ﬂ%@my@mm
A A A

— [ (Blan + w0+ w204 1) = Rloo+ w0+ .50~ 1)
A,

+/(Q($0+U,yo+7‘72’o+v)—Q($0+U,yo—7’,20+’0))
Ar

+/(P(330+7‘7y0+u72’0+’0)—P(ﬂfo—ﬁyoJrU,ZoJr’U))
A,

de tal forma que, como en muiltiples ocasiones hemos argumentado, por el Teorema de Valor
Promedio y el Teorema del Valor Medio, se tiene que existen

51,7’7 ,r, Cl,?“a 52,7’7 72,1, CZ,T’7 53,7“7 3,1, <3,T’ € [_Ta 7’]

tales que

/F . dUT’ - (P(xO + 7,90 + gl,ra zo + 771,7’) - P(Z'() —7,% + 51,7’7 2o + 771,7“)) drea(AT’)
Sr
+ (Q(xo + &2,r, Y0 + 17,20 + M2,r) — Q0 + &2, Y0 — 7, 20 + M2,r)) drea(Ay)
+ (R(xo + &30, Y0 + 13,05 20 + 1) — R(xo + &30, Y0 + N30, 20 — 7)) drea(A,)
OP ,
= %(l’o + Cl,rv Yo + gl,ra zZo + nl,r)(zr)area(Ar)
0Q ,
+ 8—y($0 + &, Yo + Gy 20 + M2,) (2r)area(Ay)
R ,
+ g(xo + &3, Y0 + 03,05 20 + (3,)(2r)area(A,)
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de tal forma que

fsr F - do, oP 0
volumen(R)) ~ 0 (o + Ciry Yo + E1,rs 20 +110) + oy (o + 2,0, Y0 + G2y 20 + M2,7)
OR
_I_ -

92 (o + &35 Yo + 03,0 20 + (3,)

Ahora, como F es de clase C! y 1, Mrs Gy 2,0 2,05 G205 3,0, 13,0, G3, tienden a cero cuando
r — 0, tenemos que

r—0 volumen(R,)  r—0 | Ox 0 L Yo Ly 20 7T M, Oy 0 2,r Y0 2,y 20 T2,
OR
+ g(ﬂfo + &30, %0 + 03,05 20 + G3r)
OP . oQ OR .
= %(xo) + -

By (Z0) + E(ﬂfo)

que es lo que queriamos demostrar.

Como el lector seguramente intuira, el resultado anterior sirve como base para definir el concepto
de divergencia de un campo F' = (P, @, R) de la siguiente manera.

Definicién 4.25 Sea F = (P,Q,R) : U C R?® — R3 tal que g—I;(ﬁc), %—g(@) Yy %(i) existen para
cada & € U. Definimos la divergencia de F' en & € U, que denotamos por div F(Z), como

P
div F(2) = g—x(fc) + %(3@) + g—f(@)

A continuacién, calcularemos este nimero para un campo especifico, el cual nos serd de gran
utilidad méas adelante.

Ejemplo 4.26 Sea I : U = R3\{(0,0,0)} c R?® — R? definido como

F(a,y,2) = (P(z,y,2),Q(x,y,2), R(z,y, 2))
x Y z
(@2 + 2+ 22)%%T (@2 + 2 + 227 (22 + 2 + 22)¥°

Calcule div F (&) para cualquier & € U.
Solucion. Dado que

8_P(x Z) _ ($2+3/2+Z2)3/2—3332 (332+y2+z2)1/2
8[17 Y, (.Z'2 +y2 4 22)3
oQ )

(@2 492+ 22)%° =392 (a2 + ¢2 + 22)
8_y(x7y72) =

(22 + 92 + z2)3
Y

OR (@2 + g2+ 22)*% =322 (a2 4+ 2 + 22)/°
az ) ) -

(22 +y? + 22)°
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se tiene que

. (@24 o3 (242420 (224 g+ )Y 32 (0 4 22)
(@, 2) = (22 +y% + 22)° i (@2 + 92 + 22)°
+_(w24—y2—+z2f”2——3z2(x24—y24—z2)”2

(22 4 y2 + 22)°
3 (22 +y? +z2)3/2 -3 (a2 +9? +z2)1
(22 4+ y2 + 22)°
3/2 =3 (22 +y? +2?)
(22 + 92 + 22)°

/2(a:2+y2+22)

3 (2% + y* + 2?) 3/2

=0
para toda (x,y,z) € U.

Un tipo de campos para los cuales resulta de particular interés el calculo de su divergencia,
son los campos conservativos o campos gradiente. Si F' = Ve = (d¢/0z,0p/dy,dp/0z), con
¢ :U C R® — R, entonces

div F' = div(V)

Py  0%p 0%
- Ox? + Oy? * 022

A esta expresién se le conoce con el nombre de el laplaciano® de ¢ y se le denota como V2, es
decir

v, Lo e Dy

0x2 = Oy? 022
Cuando V2¢(2) = 0 para toda & € U decimos que ¢ es arménica en U.

Este campo escalar asociado al campo escalar ¢ es de gran relevancia y algunos resultados
importantes con respecto a éste se obtienen en los problemas 26,27 y 28 de este capitulo.

Por supuesto que el concepto de divergencia también se lleva bien con las operaciones aritméticas
elementales entre campos de R? en R? (y de hecho, también para los de R? en R?), lo cual dejamos
expresado en la siguiente proposicién y cuya prueba, como es de suponer, se deja al lector.

Proposicién 4.27 Sean F,G : U C R"—= R" (conn =2 ¢ n = 3) tales que div F(z) y div G(Z)
existen para toda € U.

1. si a, B € R entonces div (aF + BG)(2) = adiv F(z) + fdiv G(&) para toda & € U

2. si f:U CR" R es de clase C' entonces div (fF)(2) = f(2)div F(2) + Vf(2) - F(£) para
toda £ € U

Asociado al concepto de divergencia para campos de R3 en R? existe un importante teorema,
cuya formulacién deduciremos a partir de la identidad probada en la proposicién 4.24.

Si F = (P,Q,R):U C R3— R? es un campo de clase C', entonces la divergencia de F en
cada punto # de U define una funcién de valores reales (que denotamos como divF : U C R? —

9Este nombre es en reconocimiento de Pierre-Simon Laplace (1749-1827), fisico y matemadtico francés, quien estudié
soluciones de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales en las que aparecia dicho expresion.
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R) la cual serd continua en U y por lo tanto integrable sobre cualquier conjunto 2 C U que sea
Jordan-medible. Supongamos que €2 C U es uno de estos conjuntos con la propiedad adicional de
que S = Fr(Q) es una superficie por pedazos. Si R C R3 es un rectdngulo tal que @ C Ry lo
subdividimos (por medio de una particién P muy fina) en subrectangulos muy pequenos, sabemos
que

k
/ div F ~ 3" div F(&) - m(Ry)
Q i=1

k
= Z div F(&;) - volumen(R;)
i=1

en donde {AZ € R,y R; (coni=1,...,k) son aquellos subrectdngulos tales que R; C QU S.
Como podemos suponer que tanto R como los R; son cubos, y que &; es el centro de cada R;,
por la proposicién 4.24, sabemos que

div F(éz) -volumen(R;) = <8P (§z) 99

%/Fddz
S;

en donde S; = Fr(R;) y 0; es una parametrizacién simple de S; que induce vectores normales que
apuntan hacia “afuera” de R; (para cada ¢ =1,...,k), y por lo tanto tenemos que

9yt (&)) volumen(R,)

k
/divF = Z div F(&;) - volumen(R;)

a i=1
k
~ Z/F-dai
=1y

Ahora obsérvese que, dado que cada una de las integrales f s; F'-do; se puede descomponer como
la suma de seis integrales (sobre cada uno de las “caras” del cubo R;), si R; y R; son dos cubos

adyacentes, entonces en la suma
/F-dai—l—/F-de

S 5;

se cancelan justo las integrales sobre la “cara” comin a ambos cubos (ya que en dichas integrales
se usan vectores normales “opuestos” (ver figura 4.27 (a))) de tal forma que esta suma es igual a
la integral de F' sobre la frontera del rectangulo R; U R; (tomando vectores normales que apuntan
hacia “afuera” de R; U R;) (ver figura 4.27 (b)).

Si este proceso de “cancelacién” de integrales sobre “caras” adyacentes lo hacemos para todos

los R;, tenemos que
Z / F-do; = / F-do

21S

en donde S = F T(Uk 1Ri) es una superficie “poliédrica” de “caras” paralelas a los planos coorde-
nados (ver figura 4.28 (a)) y & es una parametrizaciéon simple de ésta que induce vectores normales
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Figura 4.27: Si los cubos R; y R; son adyacentes, al sumar las integrales de un campo F' sobre
la frontera de cada uno de ellos, las correspondientes integrales sobre la “cara” comdn a ambos
cubos se cancelan (ya que en dichas integrales se usan vectores normales “opuestos”’ (figura
(a))), de tal forma que la suma es igual a la integral de F sobre la frontera del rectdngulo
R; U R; (figura (b))

que apuntan hacia “afuera” de UleRi. Lo mejor de todo esto es que, si los cubos R; son muy
pequerios (es decir, la particién P es muy fina) entonces S ~ S = Fr(Q2) (ver figura 4.28 (b)) y por

lo tanto se debe tener que
/F -do =~ /F -do

S S

en donde o es una parametrizacion simple de S que induce vectores normales que apuntan hacia
“afuera” de Q.

S = Fr(Uf_|R)) S = Fr(Q)

L[ [ T T ] N N i s S R

(a) (b)

Figura 4.28: S = Fr(UleRZ—) es una superficie “poliédrica” de “caras” paralelas a los planos
coordenados (figura (a)) y si los cubos R; son muy pequefios entonces S ~ S = Fr(Q) (figura

(b))
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Todas estas identidades y aproximaciones sugieren que

. _ oP 0Q OR
/leF_/<8 +8y 8z> / F-do
Q Q

S=Fr(Q

iy esto es justo lo que asegura el Teorema de Gauss!
Formularemos el Teorema de Gauss en los mismos términos en que acabamos de deducirlo, aun
cuando la prueba sélo la haremos para cierto tipo de regiones Q C R3.

Teorema 4.28 (de Gauss) Sean, F = (P,Q,R) : U C R3 — R3 de clase C* en U, y Q C U
un conjunto Jordan-medible tal que S = Fr(Q2) = 9 es una superficie por pedazos y QU S C U.

Entonces oP 90 OR
/dIVF:/<%+8_y+§> /F-dO'
Q Q

S=00

donde o es una parametrizacion simple de S que induce vectores mormales que apuntan hacia
“afuera” de Q.

Dem. Haremos la prueba para aquellas regiones Q C R3 que sean tipo I, tipo II y tipo III,

simultaneamente. Dado que
. oP 0Q OR
/leF—/<%+a—y+5>
Q Q

0P oQ
ox dy 0z
Q Q Q
calcularemos cada una de estas integrales por separado.

Como estamos suponiendo que €2 se puede expresar como una regién tipo III, sabemos que
existe A C R? (Jordan-medible) y o, 3: A C R? — R de clase C! en A, tales que

Q= {(t,u,v) €R?| (u,v) € A, a(u,v) <t < B(u,v)}

Por tanto, se tiene que

Por otra parte, obsérvese que cuando €2 se describe de esta forma, se tiene que Fr(Q2) = 90 =
S1 U S3U S5 en donde S7 y S3 son las gréficas (sobre A) de las funciones v y 3, respectivamente,
y S3 es una superficie “cilindrica” (que sigue al borde de A) perpendicular al plano Y Z (ver figura
4.29).

De esta manera se tiene que, si o1 (u,v) = (a(u,v),u,v),03(u,v) = (B(u,v),u,v) con (u,v) € A,
entonces o1 y o3 son parametrizaciones simples de S; y S3, respectivamente, tales que los vectores
normales que inducen estdn dados por

0o Joq (O da
%(u,v) X W(u,v) = <au(u,v),1,0> X <8v (u,v),0, 1)
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Sa

X

Figura 4.29: Cuando 2 C R3 se describe como una regién tipo lll, se tiene que Fr(Q) =
00 = S; U Sy U Ss, en donde S; y S3 son las gréficas (sobre A) de dos funciones v y 3,
respectivamente, y So es una superficie “cilindrica” (que sigue al borde de A) perpendicular al
plano Y Z

- (17_3—3(%@),—2—3(@6&))

que apuntan hacia “adentro” de Q, y
80’3 60’3 o 85 65
Tt x G2 = (G 1.0) x (G0
_ op op
- <17 _%(uv U)v _%(7% U))
que apuntan hacia “afuera” de €.

Ahora, si 09 es una parametrizacién simple de So, dado que esta superficie es perpendicular al
plano Y Z, se debe tener que los vectores normales inducidos por esta parametrizacién (o cualquier
otra) estdn contenidos en dicho plano, es decir, son de la forma

072 02

5 (u,v) X s (u,v) = (0,-,-)

Tomando estas parametrizaciones, tenemos entonces que

/ (P,O,O)-da:—/(P,O,O)-d01+/(P,0,0)-do—2+/(P,0,0)-dag
S=00) S1 Sa S3

—— [ P00 (1,—g—z(u,v),—g—j(u,v)> + [ (Ploau,)).0.0) - 0.-1)
A A

—i—/(P(ag(u,v)),0,0) : <1,—g—ﬁ(u,v),—g—f(u,v)>
A

- / (P(o3(u,v)) — P(oy(u,v)))
A
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- / (P(B(u, v),u,v) — P(a(u,0),u,v))
A
OP
.
Q

Si ahora usamos que €2 también es una regién tipo II, por un procedimiento andlogo podemos

probar que
0Q
ay - j/ (OJQaO)'dU

Q S=0Q
y si usamos que {2 también es una region tipo I, probamos que

OR
- / (0,0, R) - do

Q S=0Q

de tal forma que

. _ oP 0Q OR
/leF_/<8x+8y+8>
Q Q
_/9_13 /_Q /
] 0 0
Q Q
= /(P,0,0)-da—l— /(O,Q,O)-da+ /(0,0,R)-da
S=00 S=00Q S=00
= / F-do
S=00
que es lo que se queria demostrar. |

No podemos dejar de mencionar que, asi como los teoremas de Green y Stokes nos hacen recordar
el Teorema Fundamental del Calculo, el Teorema de Gauss también tiene esta peculiaridad. En
efecto, si recordamos la motivacién que nos condujo a la definicién de la divergencia de un campo
F, dicho concepto se puede interpretar como una cierta “derivada’”, de tal forma que integrar esta
“derivada” sobre una regién 2 C R3 jse reduce a “evaluar” (de cierta forma) la funcién original F
sobre el borde (o frontera) S = 992 de la regién!

Dado que el Teorema de Gauss relaciona una integral de superficie de una funcién de valores
vectoriales con una integral de Riemann de una funcién de valores reales, ambas definidas en algin
subconjunto del espacio, este teorema se suele usar para sustituir el calculo de alguna de estas
integrales en términos de la otra. El siguiente ejemplo muestra cémo usar el teorema de Gauss para
calcular integrales de superficie.

Ejemplo 4.29 Sea I : U = R*\{eje Z} C R? — R? definida como

Muestre que
F-do=0
S=00
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en donde Q C U es cualquier conjunto Jordan-medible tal que su frontera (o borde 9 = S) es una
superficie por pedazos.
Solucion. Ndtese que

(29, ()
(22 +92)°  (22+9?2)
—0

div F(z,y,z) = 5 +0

para toda (x,y,z) € U. Como Q C U satisface la hipdtesis del teorema de Gauss, tenemos que

El Teorema de Gauss se puede extender a regiones 2 C R? cuya frontera esté formada por varias
superficies (incluyendo superficies por pedazos), como seria el caso de una regién acotada entre dos
esferas concéntricas. Para deducir el tipo de identidad que se obtiene en este caso, podemos recurrir
al mismo procedimiento que seguimos antes: si a la regién 2 la “metemos” dentro de un cubo R C
R3 y a éste lo subdividimos (o lo particionamos) en cubos muy pequeios, haciendo las mismas
aproximaciones, sustituciones y cancelaciones que en el caso anterior, llegaremos a la conclusion de

que
/dIVF /<8P 8Q+8R>
dy
:/F-dO'o—l-/F'dUl—|—"'+/F'd0k

So Sy S,

en donde Sy, S1,...,Sk son las superficies tales que Fr(Q2) = 9Q = Sp U Sy U...U S, con Sy
“la més exterior” (o que “rodea” al resto) y o0g,01,...,0, parametrizaciones simples de éstas,
respectivamente, que inducen vectores normales que apuntan hacia “afuera” de 2 (ver figura 4.30).

Aun cuando formularemos esta versién mas general del teorema de Gauss, no estamos en condi-
ciones de dar una prueba “rigurosa” de ella. Seria necesario precisar algunos conceptos, como el de
que Sy es la superficie “mds exterior” (o que “rodea” al resto), lo cual, nuevamente, escapa a los
objetivos de este texto.

Teorema 4.30 (de Gauss (versién general)) Sean, F = (P,Q,R) : U C R* — R? de clase
Cl enU, y Q C U un conjunto Jordan-medible tal que Fr(Q) = 0Q = Sy U S1 U...U Sy, con
S0, 51, ..., Sk superficies (por pedazos) y So “la mds exterior” (o que “rodea” al resto). Entonces

/leF /<8P 8Q+8R>
0z
:/F'da
0N
:/F-dao+/F~d01+---+/F-dak

S() Sl Sk

donde 0¢, 01, . ..,0, son parametrizaciones simples de Sy, S1, ..., Sk, que inducen vectores normales
que apuntan hacia “afuera” de §Q.
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So

Figura 4.30: El Teorema de Gauss se puede extender a regiones Q C R3 cuya frontera esté
formada por varias superficies (suaves por pedazos). En esta figura, Fr(Q2) = 9Q = Sp U S; U
Sy U S5, con Sy “la mds exterior” (o que “rodea” al resto) y g, 01,02 y 03 parametrizaciones
simples de éstas, respectivamente, que inducen vectores normales que apuntan hacia “afuera”

de

De hecho, y de forma andloga a como sucede en el caso de las correspondientes generalizaciones
de los teoremas de Green y Stokes, en la mayoria de los problemas en los que se puede aplicar la
version anterior del teorema de Gauss, también se pueden resolver adaptandolos a una aplicacién
de la versién mas sencilla. El siguiente ejemplo, ademas de ilustrar lo anterior, también muestra
en qué tipo de situaciones suele ser 1til este teorema.

Z

X

Figura 4.31: Si Q C R? es la regién definida en el ejemplo 4.31 entonces F'r(Q)) = S U E,

Ejemplo 4.31 Calcule la integral fSF -do donde

x Y z
F(z,y,z) = , )
((xZ +y2 4222 (a2 2 4 22 (a2 2 22)3/2>

S es el elipsoide determinado por la ecuacion
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con 0 < a,b,c, y o es una parametrizacion simple de S que induce vectores normales que apuntan
hacia “afuera” del elipsoide.
Solucion. Tomamos r > 0 tal que r < min{a, b, c}. Por tanto el conjunto (Jordan-medible)

Q:{(m,y,z)€R3]r2§x2+y2+z2y%+y—+z—<l}

2 2 2
b2 2

estd contenido en R3\{(0,0,0)}, que es el dominio del campo F, y ademds Fr(Q) = SU E,., donde
E, es la esfera de radio v con centro en el origen (ver figura 4.31). De esta forma, por la version
general del teorema de Gauss, se tiene que

/F-da—i—/F-d&z/diszo
S E, Q

en donde ¢ es una parametrizacion simple de E, que induce vectores normales que apuntan hacia

“adentro” de la esfera. Por tanto,
/F-daz—/F-d&
S

E,
= —(—4n)

=47
(considerando el cdlculo realizado en el ejemplo 4.13).

Otra consecuencia importante del teorema de Gauss es que en el caso de un campo F' de clase
C1, la divergencia de un campo F en un punto & (div F((#)) se puede ver como un limite, y no
sélo haciendo uso de la expansién o contracciéon producida sobre esferas o cubos centrados en &
(como se hizo en la proposicién 4.24) sino para regiones mds generales. En la siguiente proposicién
establecemos este hecho.

Proposicién 4.32 Sean, F = (P,Q,R) : U C R?® — R3 de clase C' en U, 2 € U y {Q:}ocecce
una familia de comjuntos contenidos en U, Jordan-medibles, cerrados y acotados, y tales que:
S. = Fr(Q:) = 09, es una superficie (por pedazos), & € int(Q:) para toda 0 < ¢ < c € Ry
lim. g diam(€2.) = 0. Entonces

. . ] fs F - do,
div F(z) = lim —=—
e—0 volumen ()
donde 0. es una parametrizacion simple de S. que induce vectores normales que apuntan hacia
“afuera” de (..

Dem. De acuerdo con el Teorema de Gauss, sabemos que

B oP 0@ OR
/F-daa—/<ax+ay+az>

€ €

(56 + 526+ 52 mi

OP . qQ . OR ,;
= <a_y(§a) + 8_22(68) + 5(5&) ’ UOlumen(Qa)
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para alguna éa € . (Teorema del Valor Promedio). Como g—];, %—g y % son continuas y ée —

cuando € — 0, ya que lim._,o diam(2:) =0y & € int(€2.) para toda 0 < € < ¢, tenemos que

Js. F-doc (0P . oQ ., OR, .
= lim <8—y(§5) + (&) + 5(55))

im —2f
e—0 volumen(Q:) =0 dy

que es lo que se deseaba demostrar. |

Una de las ventajas de poder usar una gama amplia de regiones para ver a la divergencia de un
campo F' (en un punto Z) como un limite, es que podemos deducir cémo se calcula este valor en el
caso en que el campo F' esté expresado en otros sistemas coordenados. Dado que esto ya lo hemos
hecho en varias ocasiones en este texto, ahora esta tarea queda como un problema para el lector.

El teorema de Gauss también es una herramienta muy 1til para obtener una interpretacion
alternativa del concepto de rotacional para campos en R3. Para mostrar esto, empecemos plantean-
do la siguiente situacion: supongamos que la superficie E, es la esfera de radio r > 0 con centro
en un punto &g € R3, que & es un punto de E, y que 7; es el vector unitario normal a E, en el
punto &, que apunta hacia “afuera” de F,. La primera pregunta que nos haremos es la siguiente:
si suponemos que la esfera estd “sujeta” al punto Zy (por medio de un alfiler jpuesto desde una
cuarta dimensién!) de tal forma que al golpearla por una fuerza F en el punto Z, no se desplaza
pero si “rota”, jcémo (jy con qué?) medimos este movimiento de rotacién?

X

Figura 4.32: Si & es el punto de la esfera E, de coordenadas (0,0,r) y F = (0,a,0), es de
esperarse que el eje de rotacién del movimiento producido por esta fuerza sobre E,. sea el eje
X, lo cual concuerda con el hecho de que n; % F= (0,0,1) x (0,a,0) = (—a,0,0). Obsérvese
ademads que si miramos al punto Z desde la direccién en la que apunta el vector 1z x F| se verd
que éste (o la esfera E,.) gira en la direccién contraria al movimiento de las manecillas del reloj

Para saber cémo rota una esfera es necesario conocer su “eje de rotacién” por lo que lo mas
probable es que este tipo de movimiento se deba medir por medio de un vector. En la situacién
que acabamos de plantear, parece razonable suponer que este eje de rotacién esta determinado por
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el vector
’fL;C x F
Por ejemplo (suponiendo que &g es el origen) si & es el punto de E, de coordenadas (0,0,7) y

F = (0,a,0) (ver figura 4.32), es de esperarse que el eje de rotacién del movimiento producido por
esta fuerza sobre E, sea el eje X, lo cual concuerda con el hecho de que

fz x F'=(0,0,1) x (0,a,0)
= (—(1, 07 0)

Obsérvese ademds que si miramos al punto & desde la direccién en la que apunta el vector (—a,0,0),
se verd que éste gira en la direccién contraria al movimiento de las manecillas del reloj. Es decir,
el vector 7z x F' ademés de indicarnos cudl es el eje de rotaciéon del movimiento producido sobre la
esfera, nos indicard desde dénde hay que observar al punto & (o a la esfera E,.) para ver que éste
(o ésta) se mueva en la direccién contraria al movimiento de las manecillas del reloj.

Como es de esperarse, la magnitud del vector n; x F serd una medida de la magnitud de la
fuerza ejercida sobre la esfera F,. en el punto Z, de tal forma que este punto & girard a razén de

Sl )

revoluciones (por unidad de tiempo) lo que también se puede tomar como una medida de la rotacién
producida sobre la esfera FE,.
En resumen, el vector

’fL;CXF

omr ‘

1 A
7oy (2% F)
27r
contiene toda la informacién necesaria para conocer el movimiento de rotacién producido por la

fuerza F sobre la esfera E,. Vale la pena hacer notar que si g = (14,1, 74,2,12,3) ¥ F= (Fy, Fy, F3)
entonces

Nz X F = (ng2F3 — ng 3Fo,nz 3F1 — ng 1 F3,mg 1 F5 —ng 2 F) (4.16)

= ((07F37 _FQ) : ﬁ:ﬁ7 (_F3707 Fl) : ﬁ:ﬁ7 (F27 _F17O) : ﬁi)
Si ahora tomamos un nimero finito de puntos Z1, ..., Z; en E, y suponemos que en cada uno de
ellos actia una fuerza Fi, ..., F}, respectivamente, el lector coincidird en que el eje de la rotacién

producida sobre la esfera FE, por todas estas fuerzas estara dado por el vector
g, XF1+"'+ﬁ@k XFk

y que la magnitud del movimiento de rotacién producido por dichas fuerzas estard dado por

‘ﬁi1XF1+---+ﬁg@kXFk‘ 1 . .
=|=— Nz, X F1 4+ -+ 7z, X F >
2mr ‘ 2mr ( o 1t g, k ‘
Hay muchas formas sencillas de tomar puntos &1, ..., 45 en E,, y fuerzas Fi, ..., F}, que “experi-

mentalmente” confirmarfan esta afirmacién (ver figura 4.33).
Nuevamente es importante destacar que, si g, = (14,1, 74,2, 4,.3) ¥ Fi = (Fi1, Fi2, Fi3) (para
i=1,...,k) entonces

K K k
figy X Pyt gy X Bl = (Z(07Fi,37 ~Fi2) fiz;, > (—Fi3,0,F1) - fig, > (Fia,—Fi1,0) nm)
i=1 i=1 =1
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Y Y
FQ E,
X
X
Figura 4.33: Formas sencillas de tomar puntos Z1,...,Zr en E, y fuerzas Fl,...,Fk que

“confirman” que el vector Nz, x Fi + --- + gz, x F} contiene toda la informacién necesaria
para “medir” el movimiento de rotacién producido por dichas fuerzas sobre la esfera E,

Ahora el siguiente paso es suponer que tenemos todo un campo de fuerzas que actia en cada
punto de la esfera E,. y el problema que tenemos que resolver es el de calcular la rotacién que
éste produce en la esfera. Supongamos que el campo de fuerzas esta representado por una funcién
continua F = (P,Q,R) : U C R? — R3 y que D,., la esfera (sélida) de radio 7 > 0 con centro en
Tg, esta contenida en U.

Con base en este campo F', podemos definir otro campo vectorial sobre la esfera F, de la
siguiente manera:

G(#) = = (s x F(2))

2rr
= % (ng x (P(2),Q(2), R(%)))
- % ((0, R(2), —Q(%)) - vz, (~R(2),0, P(&)) - iz, (Q(2), —P(%),0) - 7z

para cada £ € FE,.. Noétese que este campo se puede interpretar como el campo que, para cada
Z € E,, nos dice cudl es el eje de la rotacién producida por la fuerza F'(&) sobre la esfera E,., y su
norma ||G(Z)| nos indica la magnitud de esta rotacién.

Si ahora hacemos uso de la férmula que nos permite calcular el valor promedio (sobre la esfera
E,) de cada una de las funciones coordenadas de este campo G (y que el lector deducird en el
problema 15), podemos asegurar que el vector

1 1
2rr  area(E,)

/ (0, R(#), ~Q(2)) - dor / (—R(#),0, P(2)) - do, / (Q(&), —P(2),0) - do

T E, E,

contiene la informacién necesaria (eje de rotacién e intensidad) para conocer la rotacién (promedio)
producida por el campo F' sobre la esfera FE,.
Por el teorema de Gauss tenemos que este vector se puede escribir como

m (D/ diV(O,R(ﬁc),—Q(ﬁc)),/div(—R(ﬁc),O,P(ﬁc)),/div(Q(i),—P(ﬁc),O)

D Dy
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y por el Teorema de Valor Promedio, como

volumen(D,) (OR - 0Q , - OR . oP,. . 0Q OP
G () = G2~ i) + G i) 2

SN—
|
g|
<
—
o
SN—
N———

en donde &, 7%, (- € D,..
Si, finalmente, tomamos el limite de estos vectores cuando r — 0, en cuyo caso se tiene que
&, M, G — T, entonces el vector

OR . oP, . 0Q,, 8PA>

o (G t0) = G2 n). =5 ) + 5 o). G 60) — ) ) = g-RotF(ao)

61 6

se puede interpretar como el vector que nos indica cudl es la rotacion producida por el campo F'
en el punto Zg.

La conclusién més importante de toda esta discusién es que el RotF(Zg) es un vector que
también se puede intepretar como el eje de la rotaciéon producida por el campo F' en el punto Zg.
Es decir, si en el punto &g colocamos una esfera de radio muy pequeno, como resultado de la accién
del campo F esta esfera rotard teniendo como eje de rotacién al vector RotF'(Zg), y esta rotacion
sera en la direccién contraria al movimiento de las manecillas del reloj cuando se le mira desde la
direccion en la que apunta éste.

4.7 Campos solenoides (segunda parte)

Una vez que hemos llegado hasta aqui, recordemos que el concepto de divergencia lo introdujimos
con la idea de contar con una herramienta que nos permitiera saber cuando un campo F : U C
R3 — R3 es un campo solenoide. Un primer resultado importante con respecto a este concepto y
los campos solenoides se puede deducir a partir del teorema de las derivadas parciales cruzadas. En
efecto, usando este teorema se puede probar que, si F' es un campo solenoide (de clase C!) en una
regién U, entonces se debe tener que div F'(#) = 0 para toda & € U. Nétese que este resultado nos
proporciona una consecuencia (o condicién) necesaria del hecho de que un campo sea solenoide.

Proposicién 4.33 Si F = (P,Q,R) : U C R® — R3 de clase C' es un campo solenoide en U
entonces div F(z) = 0 para toda & € U.

Dem.
Se deja al lector.
|

Sin duda la pregunta que inmediatamente tiene uno que hacerse es si el reciproco de esta
proposicién también es cierto, es decir, jsi div F'(#) = 0 para toda & € U entonces F es un campo
solenoide en U? Como seguramente el lector ya se imagina, la respuesta es negativa. En el ejemplo
4.22, apoyandonos en el problema 24, mostramos que el campo

F( ) = - - :
T,Y,2) = @+ + Z2)3/27 (22 + 2 + Z2)3/2’ (22 4+ 92 + z2)3/2

no es un campo solenoide en la regién U = R3\{(0,0,0)}, y en el ejemplo 4.26 mostramos que este
mismo campo es tal que div F(Z) = 0 para toda & € U.

243 J. Péez



Capttulo 4. Integrando sobre superficies 4.7. Campos solenoides (sequnda parte)

;,Cudl es el problema? De la misma forma en que el reciproco de la proposicién 3.46 del capitulo
tres (es decir, que todo campo de rotacional cero en una regién U es un campo gradiente en dicha
regién) no es cierto por razones que tienen que ver con la geométria de la regién U, eso mismo
sucede ahora con el reciproco de la proposicion 4.33.

Asi como los campos que sirven de contraejemplo al reciproco de la proposicién 3.46 del capitulo
tres estan definidos en regiones U que tienen la caracteristica geométrica de que no toda curva
cerrada I' C U se puede “contraer” (sin salirse de U) a un punto de U, obsérvese ahora que en
la region U = R3\{(0,0,0)} (que es el dominio del campo F que nos sirvié6 de contraejemplo al
reciproco de la proposicién 4.33) podemos encontrar cierto tipo de superficies “cerradas” S C U
que tampoco se pueden “contraer” (sin salirse de U) a un punto de U, como por ejemplo, cualquier
esfera con centro en el origen (ver figura 4.34).

Z

W

T

X

Figura 4.34: Si tomamos la regién U = R3\{(0,0,0)} entonces la esfera E, es un ejemplo de
una superficie contenida en U que no se puede “contraer” (sin salirse de U) a un punto de U

Formalizar de manera més rigurosa lo que significa que una superficie “cerrada” S C R3 se pueda
“contraer” a un punto, es algo que escapa a los objetivos de este texto. Simplemente mencionaremos
que a las regiones U C R3 que tuvieran la propiedad de que cierto tipo de superficies “cerradas”
(especificamente las esferas o las “parecidas” a éstas) S C U se pudieran contraer a un punto de
U, sin salirse de U (y que geométricamente significaria que U no tiene algo que bien podriamos
bautizar como “hoyos” de dimensién dos), se les deberian de llamar regiones doblemente (o dos-
dimensionalmente) conexas y que el teorema mas general que se podria formular con relacién a los
campos solenoides y este tipo de regiones, dirfa lo siguiente:

Teorema 4.34 Sea F = (P,Q,R) : U C R? — R? una funcién de clase C* en U, con U una
region dos-dimensionalmente conexa. Si

divF(z) =0
para toda T € U entonces ' es un campo solenoide en U.

Aun y cuando no contamos con todo lo necesario para probar este teorema, no hay porque
desanimarse. Afortunadamente existen las regiones estrelladas (cuya definicién dimos en el capitulo
3) y para las cuales se puede probar un teorema completamente analogo al anterior.

Teorema 4.35 Sea F' = (P,Q,R) : U C R? — R? una funcién de clase C* en U, con U una
region estrellada. Si
divF(z) =0
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para toda & € U entonces F' es un campo solenoide en U.

Dem. Para esta prueba, supondremos que U es estrellada con respecto al origen. El caso general
queda como un problema para el lector. Bajo este supuesto se tiene que, si & € U, entonces tx € U
para toda t € [0, 1].

En virtud de lo anterior, definimos G : U € R? — R3 de la siguiente manera:

1
Gz,y,z) = / (F(t2) x (t2))dt
0

A

para cada (z,y,2) = & € U, (en donde la integral de la funcién de valores vectoriales F'(tZ) X (t&) es
igual al vector formado por la integral de cada una de las funciones coordenadas de F'(t&) x (t)).
Dado que F es de clase C' en U, por el teorema 2.7 tenemos que

1
RotG(#) — Rot / (F(t2) x (t2)) dt
0

1
_ / Rot (F(t) x (1)) dt
0

Ahora, por el problema 34 de este capitulo tenemos que

Rot (F(t&) x (t2)) = 2tF(t2) + tz%
d(PF ()
A

de tal forma que

1
RotG(i) = / Rot (F(ti) x (t2)) dt
0

<2tF(m) - t2w> dt

1
/ i
0
1
/ <d(t2F(t92))>
= dt
dt
0
- tzF(tA)‘l
= F(2)
lo que demuestra que F' es un campo solenoide en U. |

Concluimos esta seccién (jy este capitulo!) con un ejemplo en el cual se da una aplicacién de este
teorema. Ah{ mostraremos explicitamente que, si bien el campo del ejemplo 4.22 no es solenoide en
su dominio ( R3\{(0,0,0)}), lo debe de ser en la (sub)regién estrellada de éste, U = R3\{(0,0, z) €
R? | z < 0}, como lo afirma el teorema.
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Ejemplo 4.36 Muestre que el campo

F( ) x Y z
;E? y?'z = ) )
(@2 + g2+ 22 (a2 4+ 2 + 22)%27 (a2 + 32 + 22)%

es solenoide en la region U = R3\{(0,0,2) € R? | z < 0}.
Solucién. Sea G : U =R3\{(0,0,2) € R? | 2 < 0} — R3 definida como

(w2+yy2 (1 B (x2+y22+z2)1/2> e (1 a (x2+y2z+z2)1/2) ’0) statty 70

(0,0,0) siz?+y2=0

G(z,y,2) =

Obsérvese que

1 z 1+ z . .Z'2+y2
(.Z'2+y2+22)1/2 (I‘2+y2+22)1/2 - x2+y2+22

de tal forma que, por ejemplo, se tiene que

x 1 z _ x 1
x? 4+ y? (x2_|_y2+22)1/2 z2 +y? + 22 1+W

y de donde se deduce que, si 0 < zg, entonces

X z
lim - 1= -0
(2,9,2)—(0,0,20) T2 + Y2 < (22 + 2 + 22)1/2)

(spor qué?).

Con base en lo anterior se prueba que G es continua en U y por procedimientos andlogos se puede
probar que es de clase C* (en U). Ademds, es fdcil ver que RotG(2) = F(2) para toda & € U, que
es lo que se queria mostrar.

4.8 Problemas

1. Calcule una parametrizacién para cada una de las siguientes superficies:

T

(a) el elipsoide i—z + g—i + i—; =1
( y

b

)

) el paraboloide eliptico a—; + b—; =1-z

(c) el hiperboloide de una rama i—z + Zé—i -5 =1

(d) el hiperboloide de dos ramas %; ST | (parametrice cada rama)
)

f=al
0[\>| NN nt\>| Nm

(e) el hiperboloide parabdlico z—j — g—j =Z

2. En cada uno de los siguientes incisos, describa cual es la superficie parametrizada por la

funcién o, encuentre una ecuacién cartesiana que la determine y calcule el vector normal

5o (u,0) x G2 (u, ).

(a) o(u,v) = (ucos(v),usen(v),u?) con (u,v) € [0,00) x [0, 27]
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(b) o(u,v) = (acos(v),asen(v),u) con (u,v) € (—o00,00) x [0, 27]
(¢) o(u,v) = (asen(u)cos(v),bsen(u)sen(v),ccos(u)) con (u,v) € [0, 7] x [0, 27]
(d) o(u,v) = (a(u+ v),b(u — v),uv) con (u,v) € [~00,00] X (—00,0)
(e) o(u,v) = (cos(u)(2 — cos(v)),sen(u)(2 — cos(v)),sen(v)), con (u,v) € [—m, 7] X [—m, 7).

3. Dé un argumento de por qué la banda de Mobius no es una superficie orientada. jPor qué
los vectores normales inducidos por la parametrizaciéon dada en 4.6 no hacen de la banda de
Mobius una superficie orientada? Justifique su respuesta.

4. Pruebe la identidad 4.7.

5. Sean, & : [0,27] x [0,1] C R? — R? definida como &(x,y) = (cos(z),sen(x),y) y o :
[0,27] x [~1,1] € R? — R? definida como o(z,y) = (cos(x),sen(x),y?). Muestre, que o y &
parametrizan a la misma superficie S (;cudl?), y que existe « : [0, 27] x [-1, 1] — [0, 27] x [0, 1]
de clase C! tal que 0 = o a. (& “recorre” a S con la misma “orientacién” que o? jcon la
orientacién contraria? Justifique su respuesta.

6. Sea v : [a,b] C R — R? de clase C'. Si v([a,b]) estd contenida en el semiplano {(z,y) € R? |
x > 0}, encuentre una parametrizacién de la superficie que se obtiene al girar a la curva =y
con respecto al eje y. Encuentre una férmula para el drea de esta superficie.

7. Encuentre una parametrizacion del toro generado por una circunferencia de radio a con centro
en el punto (0,b,0) cuando éste se gira alrededor del eje Z, en donde 0 < a < b. Calcule el
area de dicho toro.

8. Supéngase que una superficie S es la gréfica de una funcion f : A ¢ R? — R de clase
C’l, y que también es la superficie de nivel cero de una cierta funcién F : R? — R tal que
az L (y, v, f(u,v)) # 0 para toda (u,v) € A. Encuentre una férmula para el drea de S (A(S))
que solo involucre a f y otra que sélo involucre a F.

9. Sea S C R? una superficie parametrizada por ¢ : A € R? = R3. Si v : [a,b] C R — R?
parametriza a una curva suave contenida en A, entonces 7 = g o~ : [a,b] C R — R3 es una
curva suave contenida en S. Pruebe que, 7/(¢) es un vector ortogonal al vector normal a S en
7(t) y que 7(t) + 7/(t) pertenece al plano tangente a S en 7(t).

10. Sea S la gréfica de la funcién de clase C', z = g(z,y) sobre el conjunto A C R2.

(a) pruebe que el drea de S esta dada por la férmula

/Sec(oz)dzndy

A

donde « es el dngulo entre el vector (0,0,1) y el vector unitario # normal a S (en cada
punto de S) cuya tercera componente siempre es positiva.

(b) pruebe que, si S estd contenida en un plano P, entonces
area(S) = sec(a) - area(A)

donde « es el dngulo formado por el vector unitario n (normal a P y cuya tercera
componente es positiva) y el vector (0,0,1).
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11. Usando la féormula para calcular el drea de superficies contenidas en un plano del ejercicio
anterior, calcule el area de las siguientes superficies:

(a) el tridngulo cuyos vértices son (1,0,0),(0,1,0) y (0,0,1)

(b) la porcién del plano z + y + z = a que queda dentro del cilindro z2 + y? = a?

(¢) la porcién del plano y = 2z que queda dentro de la superficie 22 + 32 — 2ay = 22

12. Calcule el area de la superficie S, donde:

(a) S es la esfera de radio r > 0 con centro en &, € R?

(b) S es la porcién de la esfera 22 +y% + 22 = a? que queda dentro del cilindro x2 +y? = ay,
con a > 0
(c) S es la porcién del cilindro 22 + 22 = a? que queda dentro del cilindro 22 + y? = a?

(d) S es la superficie de la parte del cono z2 4+ y? = 22 que est4 arriba del plano zy y debajo
del plano 2z =y + 1

(e) S es la superficie parametrizada por la funcién o(u,v) = (u,v,uv), (u,v) € R?, que
queda dentro del cilindro z2 + y? = a®

13. Dadas las superficies 22 + y? + 22 = 4a® y 22 + y> = a(z + a), con a > 0

(a) calcule el drea de la parte de la esfera que queda dentro del paraboloide

(b) calcule el area de la parte del paraboloide que queda dentro de la esfera

14. El 4ngulo sélido determinado por un cono sélido C en R?, con vértice en el origen, se define
como el area de la intersecciéon de C con la superficie de la esfera unitaria

(a) calcule el 4ngulo sélido determinado por el cono x? 4 y? < 222, 0 < 2

(b) muestre que una reduccién adecuada de la definicién anterior, conduce a la definicién
usual de dngulo entre dos semirectas que parten del origen (en R?)

15. Sean, f : U ¢ R® — R continua, S C U una superficie y ¢ : A ¢ R> — R3 una
parametrizacién simple de S. Deduzca una férmula para calcular el promedio de los val-
ores de f sobre S. Justifique su respuesta.

16. Sea S C R? la esfera de radio r con centro en el origen y 29 € R3 tal que &g ¢ S. Si definimos
f:8 CR®— R como f(2) =1/||& — &0, calcule [q f |do]|

17. Calcule la masa total de una lamina cuya forma corresponde a la de una superficie S, y con
una funcién de densidad p, donde:

(a) S es el paraboloide 22 +y? =2, 0< 2 <1,y p(z,y,2) = 1+ 2
(b) Seselcilindro2? +y?>=4,0< 2 <4,y p(z,y,2) = |z| + |y|

18. Deduzca cudles son las coordenadas del centro de masa de una superficie S C R? que tiene
una funcién de densidad p(z,y, 2).

19. Calcule qué tanto se “expande” un fluido a través y hacia afuera de la superficie S, si el fluido
tiene un campo de velocidades dado por la funciéon F, donde:
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(a) S es la esfera de radio r con centro en el origen y F(z,y,2) = (—y,z, —2)

(b) S es la porcién del parabolide 22 +y? = 2,0 < 2 <4y F(x,y,2) = (z,y,0)

20. Pruebe que, si F' es un campo vectorial (continuo) sobre una superficie S, parametrizada por
0:ACR? = R3, con A cerrado y acotado, entonces

/F~da < M- A(S)
S
donde M = max {||F(z)|| |z € S}y A(S) es el area de S.

21. Sea S C U una superficie y o : A C R? — R3 una parametrizacién de S. Si F : U € R? — R3
es de clase C'! tal que F(2) es perpendicular a la tangente del “borde” de S inducido por o
(055) en z, para todo Z € 9,S5. Pruebe que fs RotF - do = 0.

22. Muestre que el Teorema de Green se puede obtener como un caso particular del Teorema de
Stokes.

23. Sean F,G: U CR3 - R3y f:U C R> - R de clase C! en la regién U. Si S C U, o, y
4 = o o~ son como en las hipotesis del teorema de Stokes, pruebe que:

(a)
(fRotF)-dS = [ (fF)-dy— | (Vfx F)-dS
/ Sl
(b)
(FxRotG)-dS= | (FxG)-dS— [ (RotF x G)-dS
/ J /

(Férmulas de integracion por partes para la integral de superficie. Sugerencia: para el inciso
(a) use la identidad del inciso 2 de la proposicién 3.43, y para el inciso (b) la indentidad del
problema 36 del capitulo 3).

24. Sea F : U C R?® — R3 de clase C'. Pruebe que fs RotF - do = 0 en donde:

(a) S C U es una esfera (cuyo centro no necesariamente debe estar en U) y o : A C R? — R3
una parametrizacién simple de S.

(b) S=0R=Fr(U)CU, con R = [a,b] x [¢,d] x [e, f{] C R® un rectdngulo no degenerado,
y en donde las parametrizaciones simples de las “caras” de .S inducen vectores normales
que apuntan (todos) hacia “afuera” de R é que apuntan (todos) hacia “dentro” de R.

(¢) S C U esunsector de un cilindro recto (cuyo eje es paralelo a uno de los ejes coordenados)
incluyendo las “tapas” de sus extremos, y en donde las parametrizaciones de las “caras”
de S (que las recorren una vez) inducen vectores normales que apuntan (todos) hacia
“afuera” de S 6 que apuntan (todos) hacia “dentro” de S.

25. Sea S el elipsoide

$2 y2 22

2T pta=!

y sea D(x,y, z) la distancia del origen al plano tangente a S en (z,y, 2).
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(a) muestre que, si

Fle.y.2) = (535 )

a?’ b2’ c?

entonces F -7 = D!, donde 7 es el vector normal unitario exterior a S en (x,, 2)

47w (bc  ca ab

D7 Ydo|= = (=4 —+—

[l =5 (545 +2)
S

26. Sean uw,v : U C R? — R de clase C? en U, y Q C U un conjunto Jordan-medible tal que
S =08 = Fr(Q) C U es una superficie. Pruebe las siguientes identidades:

(a)

(b) pruebe que

/(vVu) ~do = /(Vu -V + oV2u)dzdydz
S Q

/(UVU —uVv) -do = /(UV2u — uV%v)dzdydz
S Q

(¢) ¢Cuadles son las identidades que debieran cumplirse en el caso de que 992 = SUS U- - -USk
sea una superficie por pedazos?

27. Sean u, Q2 y S como en el problema anterior, y suponga ademéas que: u es una funcién
arménica en € (es decir, V2u(2) = 0 para toda & € Q), y que int(Q2) es conexo. Pruebe que:

/Vu-dcr:O
S

(a)

/(uVu) ~do = / |Vu|? dedydz

S Q

(¢) si u(z) = 0 para toda & € S entonces u(z) = 0 para toda Z € int().

(d) si @ es arménica en § tal que (%) = u(z) para toda & € S entonces @(%) = u(&) para

toda & € int(Q2).

28. Sean u, Q y S como en el problema anterior. Dado Zy = (x0,y0,20) € int($2), definimos
v:R3\{&g} — R como

1
’U(‘Taya Z) - ((JZ _ 330)2 + (y — y0)2 + (Z — 20)2)1/2
Pruebe que
1
u(io) = o~ / (WVu —uVo) -d
S
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
36.

37.

Sean F: U CR3 - R¥y f:U CR?— R de clase C' en la regiéon U. Si Q C U es un
conjunto Jordan-medible tal que S = 92 = Fr()) es una superficie por pedazos y QUS C U,

pruebe que
/fdwF: / (fF)-dJ—Q/Vf-F

Q S=00

en donde o es una parametrizacién simple de S que induce vectores normales que apuntan
hacia “afuera” de Q. (Férmula de integracion por partes para la divergencia. Sugerencia: use
la identidad del inciso 2 de la proposicién 4.27).

Sea f: U C R?® — R de clase C! en la regién U. Si Q = {# € U | f() # 0} es un conjunto
Jordan-medible tal que S = 092 = Fr(Q2) es una superficie por pedazos y QU S C U, pruebe

que
of _ [of _ [9of _

or ) oy ) 0z
Q Q Q

0

(sugerencia: aplique el problema 29, usando un campo F' “adecuado” en cada caso).
Pruebe la proposicién 4.33.

Sea 0 C R? una regién Jordan-medible cuya frontera (o “borde”) es una superficie S por
pedazos. Deduzca una féormula para calcular el volumen de 2 por medio de una integral
sobre la superficie S de un cierto campo F.

Sea 2 C R? una regién Jordan-medible tal que 0 € int(2) y cuya frontera (o “borde”) es una
superficie S suave por pedazos. Si

F( )= - ’ :
Tr,Y,z) = (:1;2 +y2 +z2)3/2’ (ZE2 +y2 _|_Z2)3/2’ (ZE2 _|_y2 _|_Z2)3/2

/F-da:élﬂ'

S

pruebe que

donde ¢ es una parametrizaciéon simple de S que induce vectores normales que apuntan hacia
“afuera” de 2.

Sea F = (P,Q,R) : U C R® — R? de clase C' en U, una regién estrellada con respecto a
0 € U. Pruebe que, si div F'(2) = 0 para toda & € U, entonces

Rot (F(t&) x (t2)) = 2tF(t2) + tQW

para cada £ € U y cada t € [0,1].
Pruebe el caso general del teorema 4.35 (sugerencia: use el problema 38 del capitulo tres).

Determine si el campo F definido en el ejemplo 4.29 es un campo solenoide. Pruebe su
respuesta.

Tomando el conjunto U C R3, y los campos F y G del ejemplo 4.36, compruebe que
RotG(z) = F (&) para toda & € U.
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38.

39.

40.

41.

J. Péez

Sea F = (P,Q, R) : R? — R3 de clase C, tal que div F(#) = 0 para toda # € R3. Definimos
G = (G1,G3,G3) : R? — R3 del siguiente modo:

z Yy
Gi(z,y,2) = [Q(z,y,t)dt — [ R(,t,0)dt
0 0
GQ(!E,]J,Z) = —fP(x,y,t)dt
0

G3($,y,25) =0

para toda & = (z,y, 2z) € R3.
Pruebe que RotG(2) = F(#) para toda & € R3, y que esta G es tnica, salvo por campos

conservativos. Es decir, si G : R3 — R3 es tal que RotG(#) = F(&) para toda & € R3
entonces G — G es un campo conservativo en R3.

Sea ' = (P,Q,R) : Q C R? = R3 de clase C', tal que div F'(2) = 0 para toda & € €. Muestre
que, para cada &y € Q existen r > 0y G : B,(Z9) C R* — R3 tales que RotG(2) = F(%)
para toda & € B, (%y). Calcule explicitamente G (imite la construccién del ejercicio anterior).

Deduzca una expresion para la divergencia de un campo F' = (F}, Fy, F,,) que esta dado en
términos de coordenadas esféricas.

Sean F,G : U ¢ R?® — R? de clase C! en U, una regién estrellada, tales que RotF(2) =
RotG(2) y div F(z) = divG(Z) para toda & € U. Si 2 C U es tal que S = Fr(Q2) C U es una
superficie suave por pedazos y F(&)-nz = G(Z) - s para toda & € S, en donde ng representa
un campo continuo de vectores unitarios normales a la superficie S, pruebe que F(2) = G(Z)
para toda & € Q2.
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