Capitulo 2

Calculando integrales

Si bien es cierto que por el material expuesto en el capitulo 1 sabemos como se define la integral de
una funcién de varias variables con valores reales, también es cierto que hasta ahora no contamos
con herramientas sencillas que nos permitan calcular, salvo en casos muy especificos, el valor de
este tipo de integrales.

Pues bien, la intencién de este capitulo es la de desarrollar dichas herramientas, las cuales estan
basadas fundamentalmente en dos resultados: el Teorema de Fubini! y el Teorema de Cambio de
Variable.

2.1 Integrales iteradas

Como se recordard, para el caso de una funcién f definida sobre un rectangulo R = [a,b] X [c, d]
en R?, y de valores positivos, la integral de f sobre R se puede interpretar geométricamente como
el volumen de la regién que se encuentra “por arriba” del rectangulo Ry “por abajo” de la grafica
de la funcién f. Y tratdndose del cdlculo de volumenes, seguramente el lector alguna vez habra
escuchado hablar del principio de Cavalieri?, aunque en realidad aqui haremos referencia al método
de Cavalieri para el cdlculo de volimenes.

Figura 2.1: El método de Cavalieri para aproximar el volumen de un objeto consiste en: “rebanar”
el objeto; después, para cada rebanada, calcular el drea de alguna de sus “caras” (o de alguna
“cara intermedia” ), multiplicarla por el “grosor” de dicha rebanada (obteniendo asi un volumen)
y finalmente sumar todos estos voliimenes

!Guido Fubini, matemético italiano (1879-1943)

2Bonaventura Cavalieri (1598-1647), matemético italiano discipulo de Galileo, cuyo principio establece que, si
existe una manera de colocar dos objetos sobre una base de tal forma que al realizar cortes en ambos objetos con
planos paralelos a dicha base, el drea de las dos figuras que se forman en cada plano, son iguales, entonces sus
volimenes son iguales.
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Capitulo 2. Calculando integrales 2.1. Integrales iteradas

En términos generales, dicho método consiste en “rebanar” nuestro objeto; después, para cada
rebanada, calcular el drea de alguna de sus “caras” (o de alguna “cara intermedia”), multiplicarla
por el “grosor” de dicha rebanada (obteniendo asi un volumen) y finalmente sumar todos estos
volimenes (ver figura 2.1). Como seguramente el lector se habra percatado, este método no es més
que una forma pintoresca de describir la construccién de lo que ahora llamamos sumas de Riemann
de una cierta funcion, que en este caso seria aquella que asigna el area de las “caras” de cualquier
“rebanada’” o corte que hagamos, y de cuya disponibilidad depende el éxito del método de Cavalieri.

Pues bien, para el caso en R? que nos ocupa, resulta que si hay formas de cortar nuestra regién
de tal manera que si podemos tener la funcién que nos asigna el drea de la figura que se obtiene
en cada corte. De hecho, podemos hacer los cortes de dos formas diferentes y en ambas es posible
obtener dicha funcién. Observe que, si cortamos nuestra regién por un plano paralelo al plano
YZ ala “altura” del punto z¢ € [a,b] del eje X, la figura que se obtiene es justo la misma que
obtenemos al considerar aquella que estd por debajo de la gréfica de la funcién f,, : [c,d] — R
definida como fy,(y) = f(zo,y) (ver figura 2.2). De esta forma, el drea de la figura correspodiente
al corte realizado a la altura xy, que denotaremos por «a(xg), coincide con ser

d
a(zo) = / fuo (0)dly

d
= /f(wo,y)dy

Noétese que a es una funcién definida sobre el intervalo [a,b] y es justo una funcién que es til para
aplicar el método de Cavalieri.

Z

fao(y) = [0, y)

Figura 2.2: Si a la regién que se encuentra “por arriba” del rectdngulo R y “por abajo” de la
grafica de la funcién f (Gy), la “cortamos” por un plano paralelo al plano Y'Z a la “altura”
del punto zg € [a,b] del eje X, la figura que se obtiene es justo la misma que obtenemos al
considerar aquella que estd por debajo de la grafica de la funcién fy, : [¢,d] — R definida como

fro(y) = f(20,v)

También podemos hacer cortes con planos paralelos al plano X Z; asi, si cortamos a la altura
del punto yg € [c,d] del eje Y, la figura que se obtiene coincide con la que estd por debajo de la
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2.1. Integrales iteradas Capitulo 2. Calculando integrales

grafica de la funcién fy, : [a,b] — R definida como fy,(z) = f(z, yo), de tal forma que el drea de la
figura obtenida con este corte (ver figura 2.3), que denotaremos por 3(yg), estard dada por

b
Blyo) = / fyo ()

b
= / f(z,yo)dx

En este caso, § es una funcién definida sobre el intervalo [c,d] y con ella también podemos aplicar

el método de Cavalieri.

G\ fo(@) = F(z,v0)
tn@) =1l

Figura 2.3: También podemos hacer cortes con planos paralelos al plano XZ. Si cortamos a
la altura del punto yy € [c,d] del eje Y, la figura que se obtiene coincide con la que estd por
debajo de la gréfica de la funcién f, : [a,b] — R definida como f,,(x) = f(x, o)

Si todo lo dicho anteriormente estd bien (que si lo estard, salvo por uno que otro “pequeno
ajuste”), el volumen de la regién que describimos al principio, y que “geométricamente” es lo que

representa la integral de f sobre R (. r ), deberd estar dado por

/f /ba(x)dx

R
d
/ fla,y)dy | da

I
S

0 por

0\.,& O\.,&

B(y)dy

R/f

b
/ fla,y)de | dy
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Capitulo 2. Calculando integrales 2.1. Integrales iteradas

Las integrales que aparecen en el segundo renglén de cada una de las identidades anteriores, se
llaman integrales iteradas, se calculan de “adentro hacia afuera”, y de la misma forma que en el
caso de la derivacién parcial, en cada paso, las variables diferentes a la variable de integracion, se
consideran como constantes.

Es importante destacar que las identidades anteriores nos proporcionan dos métodos para cal-
cular la integral de f sobre R, y ademas ambos métodos nos dan el mismo resultado. El teorema de
Fubini es famoso por esta propiedad, y ésta se resume diciendo que podemos integrar en el orden
que queramos. Si bien esto es cierto (bajo ciertas hipétesis), es sélo una parte. La otra, es justo
la que establece que la integral de una funcién de varias variables se puede integrar por medio de
integraciones iteradas.

Una vez que hemos llegado hasta aqui, es necesario precisar algunas cuestiones. La primera de
ellas tiene que ver con las funciones a y 8 que definimos pérrafos arriba. Y la pregunta es: ;«
y (3 estéan definidas para todo = € [a,b] y para toda y € [c,d], respectivamente? Y bueno, si sélo
sabemos que la funcién original f es integrable sobre R, entonces la respuesta es: no. Y un ejemplo
que prueba esta afirmacién nos lo proporciona la funcion del ejercicio 9 del capitulo anterior.

Ejemplo 2.1 Recordemos que esta funcion estd definida como

0 six oy esirracional, 0 o 1

flz,y) =

3=

+ % six =" con (m,n) y (p,q) primos relativos

yy==
Observemos que, si xg € [0,1] es irracional, entonces fq,(y) = f(x0,y) = 0 para toda y € [0,1] en
cuyo caso la correspondiente funcion a si estd definida para este punto, y ademds

1

a(zo) = / Fuo (0)dly
0
0

Sin embargo, si xg € [0,1] es racional, con xg = mg/ngy, entonces

0 sty es irracional

fmo(y) = f(:EO)y) = 1 1 »
a2t a SLY =g CON P Yq primos relativos

Es facil comprobar para esta funcion que su integral inferior f_%] fzo(y)dy = 0 y que su integral

superior fo'l fao(y)dy = 1/ng, lo que significa que no es integrable en el intervalo [0,1] y que por lo

tanto la funcion a no estd definida para estos valores de x. El lector puede verificar que se da una

situacion andloga para la funcion (.

El ejemplo anterior no debera rompernos el corazén puesto que para una clase muy grande de
funciones (las continuas) no tendremos ningin problema en definir a las ya famosas funciones a y g
de los parrafos anteriores, lo cual se deduce facilmente del problema 1. Y atin menos descorazonador
nos resultara dicho ejemplo, si observamos que, si bien no es posible definir las funciones a y 3
puesto que las integrales fol fz(y)dy y fol fy(z)dx no existen para todo x € [0, 1] y/o todo y € [0, 1],
de las que si podemos estar seguros que si existen, son las integrales inferiores y superiores de las
mismas funciones f, y f,. Es decir, sin importar qué valores = € [0,1] y y € [0,1] escojamos, los
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nimeros f_lo fz(y)dy, fo'l fz(y)dy, f_lo fy(x)dr y fo'l fy(x)dz siempre existen. Asi, dado z € [0,1] le
podemos asociar dos nimeros, que ahora denotaremos por ¢(z) y ®(x), de la siguiente forma

1 1

o) = [ £y = [ fep)dy =0 paratodas e 0.1
‘0 0
y
-1 -1 0 si x es irracional
o0) = [ o)y = [ Fav)dy =
0 0 5 osiz=1

Y lo mejor de todo esto es que este par de funciones ¢(x) y ®(x) (x € [0,1]) que obtenemos de esta
manera, json integrables! con la propiedad de que

1
0/(;5(3:)(13: =0

y también

1 1
vl) = [ fy@de = [ fa)ds =0 paratodaye 0.1
0 0
y
-1 -1 0 si y es irracional

siy =

o
o

Q|

SYS]

que también resultaran integrables, con la propiedad de que
1
[ vtwiy=o
0

/s

R
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Capitulo 2. Calculando integrales 2.1. Integrales iteradas

Lo que vamos hacer a continuacion es mostrar que estas propiedades no son exclusivas de la
funcion del ejemplo 2.1. Mas aun, veremos que las ideas que estan detras del método descrito
parrafos arriba para calcular el volumen de una figura que se puede expresar como la integral de
una funcién definida sobre un rectangulo en R2, se pueden extender a funciones que son integrables
sobre rectangulos en R™. Hay varias formas de hacer esto, y la que expondremos aqui nos permitira
mostrar que, bajo ciertas condiciones, el calculo de este tipo de integrales se puede reducir al cdlculo
de integrales iteradas.

La herramienta méas importante para lograr todo esto nos la da el teorema de Fubini, del
cual aqui daremos una de sus tantas versiones. Antes, simplemente recordaremos un resultado muy
elemental acerca del infimo y el supremo de conjuntos acotados de niimeros reales, que seguramente
resultarda muy familiar al lector, y que dice lo siguiente: si A, B C R son conjuntos no vacios y
acotados (superior e inferiormente) tales que A C B entonces

inf B<infA<supA<supB (2.1)

Teorema 2.2 (de Fubini) Sean f: R = [a1,b1| X X [an, by] C R" — R acotada, iy € {1,...,n}
un indice fijo, y R = [ay,b1] X -+ X [@ig—1, big—1] X [@ig+1, big+1] X - -+ X [an, by] C R*™1. Para cada
J=(21,...,Tig—1, Tig+1, - - - , Tp) € R0 definimos:

1. fg: [aiy, biy) CR = R como
fo(@) = f(@1,. . Tig—1, T, Tig41, - -+, Tn)

2. ¢,®: R CcR*" = R como
big
00) = [ fila)da

Qi

big
@@:/mmm

Si f es integrable sobre R entonces ¢ y ® son integrables sobre el rectingulo R y ademds
[o=fi=[o
R0 R Rio
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Dem. Lo primero que hay que destacar es que las funciones ¢ y ® definidas en el enunciado
satisfacen que

o(9) < 2(9)

para toda ¢ € R,

Para continuar, estableceremos la notacién que vamos a usar en esta demostracién.

Si P =Py x- -+ x P, es una particion del rectdangulo R, sabemos que cada P; es una particiéon
del correspondiente intervalo [a;, b;] (i = 1,...,n). Si Py = {a;, =to < t1 < -+ <tp =biy} y
R; (con j =1,...,m) son los subrectdngulos inducidos por la particién PO =Py x -+ X Piy_1 X
Pig+1 X -+ X Py en el rectdngulo R™, entonces los subrectdngulos de R inducidos por la particién
P (que seran k- m) los denotaremos por Ry;, y que se puede interpretar como el que se obtiene de
“insertar” el intervalo [t;_1,%;] en la ig-coordenada del rectangulo R;, para cadal =1,...,k y cada
j=1....m

Para cada uno de estos mismos indices, llamamos

my;(f) =inf{f(2) |2 € Ry} v My(f) =sup{f(2) |2 € Ry}

Si 9 € R™ entonces

mi(fg) = inf{fy(x) |z € tim,ti]} v Mi(fy) =sup{fy(x) |z € [ti_1, 1]}

para cada | € {1,...,k}.
Finalmente, para cada j = 1,...,m denotamos como

mj(¢) =inf{e(9) | § € R;} v M;(¢) =sup{é(9) | § € R;}
para la funcién ¢, y
m;(®) =inf{®(9) |§ € R;} vy M;(®)=sup{®(9) | 9§ € R;}

para la funcién ®.
Observe que, si § = (z1,...,Tig—1, Tig+1, - - - » Tn) € R; se tiene que

{fy( ) ($17 <oy Ljg—15 Ly Tijg41y - - - 7xn) | T € [tl—17tl]} C {f(j) | T e le}

de tal forma que por las desiguadades 2.1 tenemos que

my(f) < mi(fg) < Mi(fy) < Mi(f)

para cada | € {1,...,k}.
Ahora, si multiplicamos las desigualdades anteriores por t; — t;_1 > 0, obtenemos que

myi(f) - (b —tic1) <my(fy) - (b —ti1) < Mi(fy) - (b —ti1) < My (f) - (6 —ti-1)

de tal forma que sumando sobre las I's, se tiene que

K K K
Zml] (tt—ti-1) Z (i —ti-1) Z (i —ti-1) Z (ti—ti-1)

desigualdades que, usando la notacién de sumas superiores y sumas inferiores, se escriben como

k
Zmz] (= t1-1) < S(f3,Pio) < S(f3,Pio) SZ St — ti-1)
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Capitulo 2. Calculando integrales 2.1. Integrales iteradas

Si ahora recordamos la definicién de las funciones ¢ y ®, podemos concluir que

k
Zml, ~(tr—tim1) < S8(fg. Pio) < 6(9) < @(9) < S(fy, Pis) SZ (i —ti1)

para toda § € R;. Esto prueba que los nimeros de los extremos de estas desigualdades son cota
inferior y superior (respectivamente) tanto de ¢ como de ® en el subrectangulo R;, y por lo tanto
tendremos que

k
Zng (= ti—1) <my(e) < Mj(g) < ZMlj(f) “(tr—ti—1)

=1
y
k
Zml] St —tien) < my(®) < Mj(®) <Y Mi(f) - (b — tir)
=1
para cada j = 1,...,m. Ahora, si en ambos grupos de desigualdades multiplicamos por m(R;) > 0,

tenemos que

M=

k
> my(f) - m(Ry) - (= ti1) < mi(¢) - m(Ry) < Mj() -m(R;) <> My(f) - m(Ry) - (b — ti1)

o~
Il

1

M=

> mui(f) - m(Ry) - (tr = tioa) < my(®) - m(Ry) < My(®) - m(Ry) <Y Mij(f) - m(Ry) - (t — ti_1)

=1

de tal forma que si sumamos con respecto al indice j, se tiene que

m k m
S (z () - m(B) - (1 — w) < m(6) - m(Ry)
=1

j=1
m k

<D Do Miy(f) - m(Ry) - (i~ 1))
7j=1 =1

=1 \I=1 =
<> Mi(@) - m(Ry)
j=1
m k
<D D0 My(f) - m(Ry) (tl—tz_1)>
7j=1 =1
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Ya que m(R;) - (t; — ti—1) = m(Ry;), si usamos nuevamente la notacién de sumas inferiores y
superiores, concluimos que

S(f,P) < 8(¢,P) <S(¢,P*) < S(f,P)

S(f,P) < S(®,P*) < S(®,P°) <S(f,P)

Como podra notar el lector, estas desigualdades son suficientes para probar que, si f es integrable
sobre el rectangulo R, entonces las funciones ¢ y ® son integrables sobre el rectdngulo R y ademas

/¢=Zf=/®

Rio Rio

Hay una manera mds general de formular el teorema de Fubini (como se vera en el problema
2), pero la forma en que lo hemos hecho aqui tiene que ver con la manera mas comun en que
suele aplicarse. Dejando un poco de lado el formalismo del lenguaje matematico, podemos leer
este teorema de la siguiente manera; si de lo que se trata es de calcular la integral de una funcién
f(x1,...,x,) sobre un rectangulo R = [a1,b1] X - -+ X [an, by], siganse los siguientes pasos:

1. elija un indice i; € {1,...,n}

2. integre a la funcién f(z1,...,2i,...,Ty) con respecto a la variable z;; sobre el intervalo
[ai,, bi,] (lo que significa que debe tratar “como constantes” a las variables distintas de z;, ).
Si por desgracia la funcién f(z1,...,z;,,...,2,) no es integrable con respecto a la variable z;,
sobre el intervalo [a;, , b;, ], no se preocupe, calcule la integral inferior o la integral superior de la
misma funcién (con respecto a la misma variable). El resultado de lo anterior es una expresion
(o una funcién) que sélo depende (a lo méas) de las variables 1, ..., %, —1,Ti; 41, -, Tn

3. el teorema de Fubini asegura que la funcién del inciso anterior es integrable sobre el rectangulo
R C R"! (que se obtiene del rectdngulo R “quitdndole” el intervalo [a;, , b;,]) por lo que se
puede volver al paso uno eligiendo ahora un indice en {1,...,n}\{i1}

Los incisos anteriores tienen la intencién de bosquejar el algoritmo que se debe seguir a fin de
calcular la integral de una funcién de varias variables. Como se podrd notar, éstos nos dicen que la
integral de una funcién sobre un rectdngulo en R™ se puede “reducir” a la integral de otra funcién
sobre un rectangulo en R™~!, por lo que después de un niimero finito de pasos (a lo méas n, que
es el nimero méximo de variables) habremos terminado. Una particularidad que es importante
destacar, y por la cual es mas conocido el teorema de Fubini, es que el orden en que vayamos
eligiendo los indices es totalmente arbitrario. Es decir, nosotros podemos ir elegiendo la variable
de integracion que mas nos convenga en cada paso, lo cual, como veremos en algunos ejemplos,
resulta muy conveniente. Esta propiedad se suele expresar diciendo que el teorema de Fubini nos
permite intercambiar “el orden de integracién” de la forma que queramos.

Todo esto queda resumido en el siguiente resultado, que es un corolario del teorema de Fubini.
Con el fin de evitar la posibilidad de que las funciones que se mencionan en el inciso 2 no sean
integrables, para este corolario vamos a suponer que la funcién que deseamos integrar es continua
(ver el problema 1).
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Capitulo 2. Calculando integrales 2.1. Integrales iteradas

Corolario 2.3 Sea f: R = [a1,b1] X -+ X [an,by] C R™ — R continua en R, y sean iy,..., i, €
{1,...,n} diferentes dos a dos (es decir, {i1,...,in} ={1,...,n}). Entonces

biy [ bin_1

bi, biy
/f — / / e / / f(xla - ,I‘n)dxil dwig v dxin—l dﬂ:zn
R io \3ig

Gin  \Fip_y i

Dem. Como el lector seguramente lo sospechaba, esta prueba se hard por induccion sobre el
numero de vartables y la iniciaremos desde k = 2. Este es el caso con el que se inicié la discusion
de esta seccién, estd directamente relacionado con el método de Cavalieri, y es una consecuencia
directa del teorema de Fubini.

Supongamos ahora que el resultado es valido para cualquier funcién de n variables y continua
sobre un rectangulo en R".

Ahora, sea f: R = [a1,b1] X -+ X [ant1,bnr1] C R*T — R continua en R, y sean iy, ..., i, 1 €
{1,...,n + 1} diferentes dos a dos. Elegimos el indice i; y definimos ¢ : R' = [a1,b1] X -+ X
[@iy—1,bi,—1] X [@i;4+1,bi,41] X =+ X [an+1, bny1] C R™ — R como

b
¢(‘T17 sy Tig—1y Tig 415 - - - 7wn+1) = / f(wh sy Tig =1, Ty Tig 415« -+ ,Z’n+1)d$
CLil
para cada & = (Z1,...,%i—1,Ti;+1,---,Tns1) € R'. Notese que ¢ estd bien definida, pues f es
continua en R; entonces f(z1,...,%i—1,%,Ti;+1,--.,Tnt1) €8 también una funcién continua de la

variable z € [a;,b;,], y por lo tanto integrable sobre el intervalo [a;,,b;,]. Asi, por el teorema de

Fubini sabemos que
R R’

Por otra parte, tenemos que ¢ es una funcién de n variables indexadas por el conjunto {1,...,n+
1N\{i1} = {i2,...,int1}, v por el segundo inciso del problema 1, sabemos que es continua en el
rectdngulo R’. Por lo tanto, por la hipétesis de induccién tenemos que

bipir [ biy, big [ biy
/(;5 = / / e / / (;5(3}1, vy Tip—1,Ti+1, l‘n+1)dl‘i2 d$i3 e d:L'Zn dl‘inJrl
R Gipp1 Qi Qig  \Gig
bipi1 ([ i, big [ biy [ biy
== / / / / /f(l‘l, y Lj1—1y Ly Ljy 41y ,:L'n+1)d:L' d:L'iz dﬂfig d:L'Zn
Qi1 &2 dig & diq

de tal forma que, cambiando el nombre de la variable de integracién = por x;,, obtenemos que

bip i1 [ bip big [ biy [ biq
/f= / / / / /f(iﬂl,---,wnﬂ)d% dry | dwig | -~ | dwi, | o,
R Qi yq \din iz \Qig  \Tig
concluyendo con esto la induccion. |

Sin duda, una vez que hemos llegado hasta aqui, lo que sigue son algunos ejemplos de como
aplicar el corolario anterior.
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Ejemplo 2.4 1. calcular la integral [5sen(z +y) donde R = [0,7/2] x [0,7/2].
Solucion. De acuerdo con el teorema de Fubini, sabemos que:

w/2 [ /2
/sen(a: +y) = / / sen(z + y)dx | dy
R 0 \D0

w/2

w/2

:/—cos(az+y) o

dy

"
_ / (—cos(m/2 +y) + cos(y)) dy
0

w/2 w/2

= —sen(m/2 + y)‘o + sen(y) .
= (—sen(n/2 4+ 7/2) +sen(n/2 4 0)) + (sen(w/2) — sen(0))
2

2. calcular la integral [,z cos(xy) donde R = [0,7/2] x [0,1].
Solucion. Nuevamente, por el teorema de Fubini sabemos que esta integral la podemos calcular
de la siguiente forma:

w/2 1
/mcos(azy) = / /:Ecos(:ny)dy dz
R 0 \o
w/2
1
= /sen(:ny)‘odzn
0
w/2
= /sen(:n)dzn
0
w/2
= —cos(x) .
=1

Se deja al lector que calcule la misma integral usando el otro orden de integracion, que de
acuerdo con el teorema de Fubini, también se vale hacerlo ast.

Si el lector hace la tarea del segundo inciso del ejemplo anterior, se podra dar cuenta de las
ventajas que se tienen al poder elegir el orden de integracion.
2.2 Calculando integrales sobre otros conjuntos

Como seguramente se recordard, el concepto de integracién lo extendimos a los conjuntos Jordan-
medibles y por la forma en que lo hicimos, integrar una funcién definida sobre uno de estos conjuntos
se reduce a integrar una cierta funcién sobre algin rectangulo que lo contenga. Hay un tipo de
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conjuntos Jordan-medibles para los cuales todo esto resulta muy conveniente a la hora de calcular
la integral de funciones definidas sobre ellos.

Este tipo de conjuntos es como el que se definié en el problema 33 del capitulo uno y un ejemplo,
en R?, es la regién acotada entre la grifica de dos funciones «, 8 (continuas) definidas sobre un
intervalo cerrado [a,b] C R que tienen la propiedad de que a(z) < B(x) para toda = € [a,b] (ver
figura 2.4). Es decir, si consideramos

A={(z.y) eR* |z € [a,b] y a(z) <y < B(x)} (2.2)

por el problema antes mencionado sabemos que A es un conjunto Jordan-medible de tal forma que,
si f es una funcién continua sobre A y R C R? es un rectdngulo tal que A C R, entonces

A/sz/fA

En particular, podemos tomar R = [a,b] x [m, M] en donde m es el minimo valor de « en [a,b] y
M es el maximo valor de (3 en [a, b].

Y

X

Figura 2.4: La regién en R? definida como A = {(z,y) € R? | 2 € [a,b] y a(z) < y < B(x)}
es un conjunto Jordan-medible

Asi, dado que para cada x € [a,b] podemos estar seguros de que la funcién (fa), : [m, M] — R
definida como (fa).(y) = fa(x,y) es integrable (a lo més es discontinua en un par de puntos),

tendremos que
/ f= / fa
A

R

b M
:/ /fA(az,y)dy dx
b [ o) B(x) M
=/ /fA(w,y)der / fa(z,y)dy + / fa(z,y)dy | dx
a \m o(z) B(x)
b [ B(x)
~[| | #atewiy | as
a \a(x)
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b [ B(x)
=/ /f(sv,y)dy dx
@ \a(x)

en donde f fA x,y)dy = fﬁ fa(z,y)dy = 0 dado que fa(x,y) =0siy € [m,a(z))U(B(z), M].
Es importante hacer notar que la forma en que estd definido el conjunto A determina el orden en
que se toman las variables de integracién de esta integral iterada.

En R? hay otra forma de construir un conjunto similar al definido en 2.2. Asi como en ese
caso se tiene que la coordenada y de cualquier punto en A (que tenga una coordenada x € [a, b))
estd entre el valor de dos funciones de x, ahora la coordenada = de cualquier punto (que tenga
una coordenada y € [c,d]) estard entre el valor de dos funciones de y. En términos més precisos,
estamos hablando de un conjunto definido de la siguiente forma: si ¢, : [¢,d] — R son continuas
y tales que ¢(y) < 9(y) para toda y € [c,d], consideramos

B={(z,y) eR* |y ele,dy oly) <z <¢(y)} (2.3)

La figura 2.5 ilustra un conjunto de este tipo.

X

Figura 2.5: La regién en R? definida como B = {(z,y) € R? |y € [c,d] y p(y) < z < ¥(y)}
también es un conjunto Jordan-medible

Procediendo como en el caso del conjunto A, es facil deducir ahora que si f es una funcién
continua sobre el conjunto Jordan-medible B, entonces

B/f:R/fB
d M’
/ /fB(x,y)dx dy

so(y) P(y)

d
/ /waydw—i-/waydw—i-/waydw dy

P(y)
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\elw)

/d
P(y)

j ! ({) f(z,y)dz | dy

tomando R = [m/, M'] x [¢,d] y en donde m/ es el minimo de ¢ en [c,d] y M’ es el mdximo de 9 en
[, d].

Vale la pena destacar que para las integrales iteradas que se obtuvieron para calcular la integral
de una funcién continua f definida sobre conjuntos como los definidos en 2.2 y en 2.3, no tiene mucho

sentido hablar del cambio en el orden de integracién. Es decir, ni ff < a((;)) f(z, y)dy) dx es igual a

ff((;)) <f:f(:n,y)d:17> dy ni fcd <f$(§/y)) f(x,y)dx) dy es igual a ff(;y)) (fcd f(x,y)dy) dx porque, entre
otras cosas, integrales iteradas como | f ((;)) < ff f(x, y)d:z:) dy o f;l}((yy)) ( fcd f(x, y)dy) dz no tienen un
significado preciso puesto que no nos conducen a algin resultado numérico especifico (observe que en
ambos casos las ultimas integrales estdn evaluadas de a(x) a B(z) o de p(y) a ¥ (y), respectivamente,
isin que quede claro cuél valor de x o de y habria que elegir!).

De aqui en adelante a los conjuntos definidos como en 2.2 y en 2.3 los llamaremos regiones
(de R?) tipo I y tipo II, respectivamente. Aunque el tipo de la regién determina el orden en que
se toman las variables de integracién, si un conjunto Jordan-medible (en R?) C' se puede expresar
como una region tipo I y como una regioén tipo II, entonces la integral de cualquier funcién continua

definida sobre C' se puede calcular por medio de integrales iteradas con los dos ordenes de integracién
posibles. El siguiente ejemplo ilustra esta situacion.

Ejemplo 2.5 Calcular [, f en donde f(z,y) =z+y yA={(z,y) eR?*|0<az<1yaz<y<1}
(ver figura 2.6).

Solucion. Como se podrd notar, A estd descrito como una region tipo I, tomando a(x) = x y
B(x) =1 (la funcion constante uno) para z € [0,1]. Por tanto, sabemos que

!f

1 )

B(x
[ [ ey | ao

0 \a(z)
1

/(m +y)dy | dz
1
> dzx

(z+1)?—(z+2)%) da

O O~

<;w+w2

DO =

(—3x2 + 2z + 1) dx

N =

o O~ _
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DO | =

1 X

Figura 2.6: La regién A del ejemplo 2.5

Ahora, como A también se puede expresar de la forma A = {(x,y) € R? | <
0 <z <y}, es decir, como una region tipo II con p(y) =0 y ¥(y) =y para y € [0,1], tenemos
entonces que

o
IN
<

AN

—
<

)

Yy
[r=] [ t@wis |
A e ()
y
= /(:E+y)d:13 dy
0

Y
N —

(z + y)z(z> dy

<
o
QU
<

— O O O

N W

[y

<
_%

o

N =N = O

Este ejemplo no sdlo ilustra que, si un conjunto es de ambos tipos, entonces la integral de una
funcién continua sobre éste se puede expresar en términos de integrales iteradas correspondientes
a los dos diferentes érdenes de integracién posibles, sino que en algunos casos uno de ellos resulta
mas facil de realizar que el otro o, como se verd en uno de los ejercicios de este capitulo, sélo con
uno de ellos es posible calcular el valor de la integral.
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Hasta ahora s6lo hemos trabajado en R? pero como seguramente el lector intuird, todo esto
se puede extender a cualquier R®. En R3, por ejemplo, podemos considerar conjuntos como los

siguientes:
D ={(z,y,2) €R®| (z,y) € Ay y(z,y) <2< 6(z,y)} (2.4)
E={(z,y,2) €R®| (x,2) € By Ma,2) <y < p(x,2)}
F={(z,y,2) €R’| (y,2) € Cyn(y,2z) <z < 0(y,2)}

en donde A, B y C son regiones tipo I y/o tipo IT en R2, y +,8, A\, 1, y o son funciones continuas
(de valores reales) tales que v < §,\ < py n < o sobre A, By C, respectivamente. Las figuras 2.7

(a), y 2.7 (b) ilustran algunos ejemplos de este tipo de conjuntos.

(a) (b)
Figura 2.7: Ejemplos de conjunto tipo D = {(z,y,2) € R® | (z,y) € Ayy(z,y) < 2z <
d(z,y)} y tipo F = {(2,y,2) € R? | (y,2) € Cy n(y,2) < <oy, 2)}

Asi, si f es una funcién continua definida sobre el conjunto D, sabemos que
/ f= / Ip
D R

en donde R C R? es un rectangulo que contiene a D. Si ahora suponemos que el conjunto A C R?
que aparece en la descripcién del conjunto D es una regién tipo I, es decir de la forma 2.2, entonces
podemos tomar R = [a,b] x [m, M] x [m’, M'] en donde m es el minimo valor de la funcién « en
[a,b], M es el méximo valor de la funcién 3 en [a,b], m’ es el minimo valor de la funcién v en Ay
M’ es el maximo valor de la funcién 6 en A. De esta forma, obtendremos que:

D/sz/fD

.,
([ e

[a,b] x [m,M] !
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b [ M [ dzy

:/ / )fD(:L",y,z)dz dy | da

a  \m  \y(zy)
b [ B(=) [ d(z.y)

:/ / /f(x,y,z)dz dy | do

@ \(z) \y(=zy)

Nuevamente vale la pena insistir en que el orden en que se toman las variables de integracién en
esta integral iterada, estd determinado por la forma en que estd descrito el conjunto D.

Se deja al lector escribir las integrales iteradas que se obtienen al integrar una funcién f sobre
conjuntos como E o F. A los conjuntos descritos en 2.4, sin importar el tipo de regién (en R?) que
sean los conjuntos A, By C que ahi aparecen, los llamaremos regiones (en R?) tipo I, tipo II y tipo
ITI, respectivamente.

Como es de suponerse, daremos un ejemplo de cémo se calculan integrales de este tipo.

2 =22+ 42 ylos planos z = 0,z = 1,z =

Ejemplo 2.6 Sea D la region acotada por el cono z
0,z =1, y sea f(x,y,z) = xz. Calcule fD f-

Solucion. En este caso, D es un ejemplo (en R?) de la clase de conjuntos que se pueden expresar
como regiones de cualquiera de los tres tipos. Aqui lo describiremos como una region de tipo II. En

efecto, tenemos que D se puede expresar como sigue:

D:{(m,y,z)€R3|0§z§1,0§$§z,—\/z2—$2§y§\/z2—$2}

Por tanto,
1 2 V22—z?
/f:/ / / zzdy | dr | dz
D 0 \0 \_,zz—=

—_

i N
/xz (y‘ )dw dz
1
0

z/2x\/22 —22dx | dz

0 0

i 2
_ L9 on3/2)F
—/z< 3(2 x) 0>dz
0

o
—_

T 15

En gran medida, el problema de calcular la integral de una funcién reside en identificar y
expresar adecuadamente el conjunto sobre el cual se quiere integrar, como lo ilustran los ejemplos
que hemos dado.

Terminaremos esta seccién con un resultado muy t1til y muy importante, en cuya demostracién
el teorema de Fubini juega un papel central.
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Teorema 2.7 Sea f : [a,b] x [c,d] — R continua tal que % af existe y es continua en [a,b] x [c,d].
Definimos g : [c,d] — R como

b
g@%=/f@wﬂw

Entonces g es derivable en [c,d] y ademdas

b
0
- [ e

Dem. Primero notemos que para cada (x,y) € [a,b] X [¢,d], por el segundo Teorema Fundamental
del Célculo, tenemos que:

de tal forma que

[

b
Z/fwy

W
:/“ 5y (0ol + f(2.0) | do

Por tanto

(2 dH/m

Noétese que es en el primer sumando de la ultima identidad en donde usamos el Teorema de Fubini, lo

cual nos est4 permitido puesto que 2_5 es continua en [a, b] X [¢, y| para toda y € [c,d]. Por otra parte,
of

usando nuevamente el hecho de que 3y ©s continua en [a,b] x [c,d], y por lo tanto uniformemente
continua ahi mismo, concluimos que h(t) = ff gg (z,t)dr es una funcién continua de la variable ¢,
de tal forma que por el primer Teorema Fundamental del Célculo sabemos que f Y h(t)dt es una

funcién derivable con respecto de y. Como fa f(x,c)dx es una constante, conclulmos que g es
derivable con respecto a y y ademas

g )

h(y)
b
[ 5

que es lo que se queria demostrar. |

8’|82

De entre sus muchas aplicaciones, este tltimo teorema nos proporciona una herramienta muy
util para resolver integrales, como se muestra en el siguiente
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Ejemplo 2.8 Calcule la integral
w/2
/ In (sen’(z) + a® cos®(z)) dz (a#0)
0

Solucidn. Definimos la funcién f : (—o0,00)x(0,00) C R? = R como f(z,y) = In (sen?(z) + y* cos®(z))
la cual es C™ en su dominio (y por lo tanto en cualquier rectdngulo cerrado contenido aht). De
esta forma, si definimos g: (0,00) C R — R como

9(y) = [ In(sen®(z) + y® cos’(z)) da
/

por el teorema anterior, sabemos que g es derivable y ademds

w/2

Jy) = / (% (In (sen®(z) + y* cos?(v))) da

/ 2y cos?(x)
dx
sen?(z) + y? cos?(x)

0

De esta expresion se obtiene fdcilmente que

w/2

Jon 2 cos?(x) N
g(1) = 0/ sen?(x) + cos2(x)d

/2
:2/cosz(x)dx
0

77
2
Ahora, siy # 1 se tiene que

w/2

, 2y cos?(x
9y = / Sen2(:131; + yz(cc))sz(aj) du
0

w/2
2y 1
= 1—
=y < sen2<:c>+y2cos2<x>>d:”
0
/2

2y T / 1 d
= — - x
y2—11 2 / sen?(x) + y2 cos?(x)
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Resolviendo la ltima integral (lo cual se puede lograr si hacemos el cambio de variable u =

tan(x)(3)) obtenemos que
gy = Y (T

- T
Tyl

para toda y > 0. De esta ultima identidad, junto con el hecho de que g(1) =0, se tiene que

mwzwm<%?)

de modo que

w/2
/ In (sen’(z) + a® cos®(v)) dz = 7 In <a—;— 1>
0

2.3 El Teorema de Cambio de Variable

Sin duda el lector conoce un teorema que lleva el mismo nombre que el de esta seccién. Se trata de
un teorema para funciones de R en R que es muy 1til para resolver integrales indefinidas (de este
mismo tipo de funciones), aunque también existe su versién para integrales definidas.

De acuerdo con este conocido teorema, si nuestro problema es resolver una integral indefinida

de la forma
/f(a:)dx

escribimos a la variable z en funcién de otra variable ¢, es decir, z = ¢(¢) (de ahi el nombre de
“cambio de variable”) lo que nos conduce a resolver la integral

/ Fla(t))d (t)dt

El criterio para elegir a la funcién g tiene que ver fundamentalmente con el hecho de que el nuevo
integrando f(g(t))¢'(t) resulte méds fécil de resolver. Si este es el caso y nos es més fécil encontrar
una primitiva de f(g(t))g'(t), digamos una G(t), entonces se puede comprobar que la funcién
F(z) = G(g~%(z)) resulta ser una primitiva de f(z) (esto es lo que nos asegura el Teorema de
Cambio de Variable y serfa muy adecuado que el lector comprobara esta afirmacion).

3Con este cambio de variable, se tiene que

/2

/ L dx
sen?(x) + y2 cos?(z)
0

U
e

(e (5)17)

I
Qlé3|:]<ﬁlb~ 0\8
N
[\V)
—+ |~
<
[\V)

4Si el lector no recuerda por qué cuando hacemos el cambio de variable = g(t) el nuevo integrando estd dado por
f(g(#)g'(t), sélo considere que, si F' es una primitiva de f, entonces usando la regla de la cadena podemos comprobar
que G = F o g es una primitiva de (f o g)g’
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Si analizamos con més detenimiento todo lo hecho hasta aqui, concluimos que la funcién g
tiene que ser una funcién derivable, con derivada continua (para garantizar la integrabilidad de
f(g()d'(t)) y ademds invertible. En la préctica no solemos hacer mucho caso de estas condiciones
v lo que realmente nos importa es que el cambio de variable “funcione”.

Seguramente no escapa a la atencién del lector el hecho de que, en el concepto de integral para
funciones de varias variables que se ha venido trabajando hasta ahora, no hemos mencionado nada
parecido al concepto de “integral indefinida” (o, equivalentemente, al concepto de “primitiva”).
Es por esta razén que esta formulacién del Teorema de Cambio de Variable para funciones de R
en R no es muy util a fin de guiarnos hacia su generalizacién para funciones de varias variables.
Afortunadamente existe una formulaciéon para integrales definidas y esa si que nos serd ttil.

En el caso de integrales definidas, el Teorema de Cambio de Variable para funciones de R en
R se escribe de la siguiente manera: si g es una funcién con derivada continua en [c,d] y f es una
funcién continua en g([c,d]) (la imagen bajo g del intervalo [c,d]) entonces

g(d) d
/ f(w)do = / fla(t))d (t)dt (2.5)
g(c) ¢

Usando un lenguaje menos riguroso, esta igualdad se podria leer de la siguiente manera: si el
intervalo sobre el cual se integra a una funcién f (digamos [a,b]) se puede ver como la imagen de
otro intervalo (digamos [c,d]) bajo una cierta funcién g, entonces la integral de f sobre el intervalo
[a,b] es igual a la integral de la funcién (f o g)g’ sobre el intervalo [c, d].

Esta forma de leer la identidad 2.5 (que no es muy precisa pero si bastante ilustrativa) nos per-
mite dar un primer paso hacia la generalizacién del Teorema de Cambio de Variable para funciones
de varias variables, haciéndonos la siguiente pregunta: si queremos integrar una funcién f sobre
un conjunto Jordan-medible A C R™, y sabemos que este conjunto A se puede ver como la imagen
bajo una cierta funcién g de otro conjunto Jordan-medible B C R", es decir A = g(B), ;la integral
de f sobre A es igual a la integral sobre B de alguna funcién que involucra a f y a g?

Con el fin de encontrar una respuesta, es conveniente esbozar los argumentos que nos permiten
convencernos de que la identidad 2.5 es cierta. Una manera de hacerlo es justo usando el concepto de
primitiva (esta es la manera en que suele hacerse) pero como dicho concepto no lo conocemos para
las funciones de varias variables, recurriremos a otro mas elemental, el de las sumas de Riemann.

Aunque en la identidad 2.5 no es necesario que g sea una funcién inyectiva, con el fin de que
nuestros argumentos sean mads sostenibles, ahora supondremos que siloes. Sea P = {xg < -+ < xp}
una particién muy “fina” del intervalo que tiene como extremos a g(c) y a g(d) (y que denotaremos
por [a,b]). En este caso, sabemos que las sumas de Riemann correspondientes a esta particién se
aproxima mucho a la integral de f(x) sobre el intervalo [a, ], es decir

g(d) k
JEC R IR (2.6)
i=1
9(c)
para cualquier & € [x;—1, ;] (i=1,...,k).
Como estamos suponiendo que [a,b] = g([c,d]) entonces sabemos que existe una particién

Q = {to,...,tx} del intervalo [c,d] tal que x; = g¢(¢;) para cada ¢ = 1,...,k. Ahora, por el
valiosisimo Teorema del Valor Medio sabemos que existe n; entre t;_; y t; tal que

xy—xi_1 = g(t;) — g(ti—1)
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=g (n:)(ti —ti-1)

(nuevamente para cada ¢ = 1,...,k) de tal forma que, tomando en 2.6 la suma de Riemann
correspondiente a los nimeros & = ¢(7;), tenemos que

9(d) k
fl)de =" fg(n)) (@i — i)
) i=1

glc

Si se observa bien, esta ultima suma es una suma de Riemann de la funcién f(g(t))g'(t) correspon-
diente a la particién Q del intervalo [c, d] de modo que

k d
> flom)g' )t — tir) = [ gl (@)t
i=1 ¢
y por lo tanto
g(d) d
[ e~ [ sio®)g war
g(c) ¢

Si bien es cierto que los “argumentos” que acabamos de dar son imprecisos, también es cierto
que nos sugieren un camino para encontrar una formulacién del Teorema de Cambio de Variable
para funciones de varias variables.

Procediendo como en los parrafos anteriores sabemos que, si R es un rectangulo que contiene a

A, entonces
/f = /fA
A R

de tal forma que si P es una particién muy “fina” del rectangulo R, entonces

/fz/ﬁ4 (2.7)

en donde los R; son subrecténgulos de R inducidos por Py & € R; N A.

A diferencia de la suma de Riemann que aparece en 2.6, en donde la medida del subintervalo
[xi—1,2;] (a saber x; — x;_1) se puede expresar en términos de la medida del subintervalo [t;_1,t;]
(a saber t; — t;_1), gracias a que g([t;—1,%;]) = [zi—1,2;] y al Teorema del Valor Medio, en la suma
de Riemann que aparece en 2.7 no somos tan afortunados. De hecho, ya seria demasiado pedir que,
si R’ es un rectangulo que contiene a B, entonces existiera una particién Q de R’ tal que el ntimero
de subrectangulos inducidos por Q en R’ fuera el mismo que los que P induce en R y ademds cada
R; = g(R}) (en donde los R] serfan los subrectdngulos de R’ inducidos por Q).

Sin embargo nos queda otro recurso. Si consideramos el rectdngulo R’ y su particién Q del
pérrafo anterior, y para cada subrectdngulo R que intersecta a B elegimos un 7); que esté en ambos
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Y Y

R/

X X

Figura 2.8: La imagen bajo la funcién g del conjunto Jordan-medible B, del rectdngulo R’y del
subrectangulo R

conjuntos, es decir 7; € R, N B, y nos fijamos en la imagen de R, bajo g, como se ilustra en la figura
2.8 para el caso de R?, ;que podemos esperar de sumas de la forma

> flo(m) - m(g(R})?

RNB#(

Bueno, pues lo que nos gustarfa es que estas sumas (que son una especie de sumas de Riemann un
poco sui géneris) se aproximen a [ 4 J ¥ que esta aproximacién sea mejor en la medida de que Q
sea una particién mds fina de R’. De hecho, también habria que asegurar que los conjuntos g(R})
son Jordan-medibles y que su medida se pueda expresar (o aproximar) en términos de la medida
de R; (y seguramente de algin otro factor que dependa de la funcién g).

Vale la pena escribir con detalle todos estos supuestos (o buenos deseos) que buscamos se
cumplan:

1. g es tal que si R} es cualquier subrectdngulo entonces g(R}) es un conjunto Jordan-medible

2. existe una forma de expresar (o aproximar) la medida de g(R}) (m(g(R}))) en términos de la
medida de R (m(R})) y de la funcién g¢

3. si Q es una particién muy “fina” de R’ las sumas de la forma

> flg(iw) -m(g(R) (i € RjN B)

RINB#)

se aproximan mucho a f 4 [ es decir

/ fr S Foli) m(RY) (i€ RinB) (2.8)

Como se podra notar, todas estas propiedades dependen esencialmente de la funcién g y parte
de lo que haremos serda buscar cudles son las carateristicas de g que nos las puedan garantizar.
Analizaremos lo planteado en el segundo inciso y dejaremos para después los otros dos.

En este problema, las funciones lineales vuelven a ser muy utiles. En efecto, si R C R™ es un
rectdngulo y ¢ es una funcién afin (una funcién lineal seguida de una traslacién) entonces g(R) es
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“casi” un rectdngulo en R"™, sélo que con algunos “4ngulos” no rectos. Por ejemplo en R?, g(R)
coincide con ser un paralelogramo y en R3 con un paralelepipedo “reclinado”, como se muestra

en las figuras 2.9 y 2.10. De hecho, en este caso el problema de encontrar la medida de g(R) en
términos de la medida de R se resuelve facilmente.

Y Y

d,

P =g(R)

g(a,c)
| X X
a b

Figura 2.9: La imagen bajo una funcién afin g (de R? en R?) de un rectdngulo R es un
paralelogramo P

pr=:

X
X

Figura 2.10: La imagen bajo una funcién afin g (de R3 en R?) de un rectdngulo R es un
paralelepipedo P

Como se recordard de los cursos de Geometria Analitica, si tomamos dos vectores (z1,y1) y

(x2,72) en R2, el drea del paralelogramo P generado por estos dos vectores (y que es trasladado a
cualquier punto (xg,yo)), estd dada por:

@%xlm> (2.9)
T2 Y2

Asi, si g es una funcién lineal de R? en R? cuya matriz asociada es

u=(75)
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area(P) = |x1y2 — zay1| =
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y tomamos el rectangulo R = [a,b] X [¢,d], entonces el paralelogramo P = g(R) coincide con el
paralelogramo generado por los vectores

am=(57) (%)

= (b—a)(a,7)
y
=2 2)(,0)
— (d—¢) (8,9)

y que estd trasladado al punto g(a,c) (ver la figura 2.9) de tal forma que, usando 2.9, tenemos que
m(g(R)) = area(P)
=lad = B[ (b—a)-(d—c)
= |det(M)] - area(R)
= |det(M)| - m(R)

Si ahora g es una funcién lineal de R? en R? representada por una matriz M (de 3 x 3), y R C

R3 es un rectdngulo, recurriendo otra vez a la Geometria Analitica podemos probar nuevamente
que

m(g(R)) = |det(M)] - m(R) (2.10)

iLo mas interesante de todo esto es que la identidad 2.10 es vélida en cualquier R™! aunque,
desafortunadamente, la Geometria Analitica ya no nos alcanza para probarla en el caso general.

Una vez que hemos analizado nuestro problema para el caso en que g sea una funcién lineal,
es importante recordar que estamos trabajando con particiones muy “finas”, y por lo tanto con
rectdangulos muy pequenos. Por tal razon, si g es una funcién tal que en cada punto & de su dominio
existe su mejor aproximacion lineal (es decir su derivada, que denotaremos por Dg(Z)), y R es un
rectangulo “muy pequenio”, parece muy razonable esperar que

m(g(R)) ~ m([Dg(§)](R)) = |det(Dg(€))| - m(R) (2.11)

en donde é es algin elemento de R.
Como se podrd notar, la aproximacién a que nos conduce 2.11 es justo lo que estdbamos bus-
cando. Si ahora esta aproximacién la aplicamos en 2.8, tendremos que

/ fra S flgl) mig(RY) (2.12)
A

RINB#)

~ 3 Fg(i) - det(Dg(i))] - m(R})

R.NB#(

en donde 7; € R, N B.

Si se observa con cuidado, la segunda suma que aparece en 2.12 ahora si es una suma de
Riemann, una de las asociadas a la funcién (f o g) - |det(Dg)| y correspondiente a la particiéon Q
de R'. En este sentido, si dicha particién es muy “fina” deberd ser cierto que

S Flg(n) - [det(Dg(in))] - m(RY) ~ / (fog) - |det(Dg)|

RINB#D B
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de tal forma que considerando la primera aproximaxién de 2.12 podemos intuir que

[ = [ro0) etng)
A B

Esta ultima aproximacién es la culminacién de nuestra bisqueda. A partir de ella, y recogiendo
todas las suposiciones que hicimos anteriormente (sobre todo las relacionadas con la funcién g),
ahora estamos en condiciones de formular el Teorema de Cambio de Variable para funciones de
varias variables de la siguiente manera:

Teorema 2.9 (de Cambio de Variable) Sean A C R", f: A C R" — R continua en A, g :
Q CR” - R" de clase C' en Q y B C Q Jordan-medible tal que B C Q. Si:

1. g es inyectiva en B\C, con C C B un conjunto de medida de Jordan cero,
2. det(Dg(&)) # 0 para toda & € B\D, con D C B un conjunto de medida de Jordan cero, y
3. g(B)=A

entonces A es Jordan-medible y ademds

[ =09 etng)
A B

Desafortunadamente la prueba de este teorema es muy elaborada y no se puede incluir en
un texto como éste®, y esa es la razén por la que nos tomamos tanto trabajo para deducir su
formulacién. A cambio de la prueba, discutiremos detalladamente algunos ejemplos de funciones (o
transformaciones) g que suelen usarse mas comunmente en las aplicaciones de este teorema, tanto
en R? como en R3. También es importante aclarar por qué en la formulacién del teorema, ademés
de pedir que g sea derivable, pedimos que dicha derivada sea continua. Esta hipdtesis tiene dos
razones de ser: una, que con ella garantizamos la integrabilidad de la funcién (f o g) - |[det(Dyg)|, y
dos, que la aproximacién

m(g(R)) ~ |det(Dg(&)| - m(R)

para rectangulos pequenos R es una buena aproximacién, no para alguna, sino para cualquier
é € R. En cuanto a la hipdtesis de que g sea “casi” inyectiva en B, esta es necesaria para evitar
“duplicaciones” a la hora de obtener al conjunto A como “imagen” de B (bajo g) y, finalmente, la
hipétesis de que det(Dg(z)) sea distinto de 0 para “casi” toda & € B, en relidad sélo se incluye
para hacer mas “cémoda” la aplicacion (jy la pruebal) del teorema ya que el conjunto de puntos en
los que det(Dg(z)) = 0 (el conjunto de puntos criticos de g), “aporta muy poco” a la imagen de B
bajo g (un resultado muy importante, el Teorema de Sard, asegura que la imagen de este conjunto
es de medida de Lebesgue cero).

Concluimos estos comentarios mencionando cual es la notacién méds comin que se usa para el

término det(Dg(§)). A este factor se le suele denotar simplemente por

A~ A~

Jg(§) = det(Dg(£))

Para los interesados en la prueba, ésta la pueden encontrar en: Rojas Sénchez, Alejandro Dario. Prueba de
algunos teoremas de Cdlculo de varias variables. Tesis para obtener el titulo de Matematico, Facultad de Ciencias,
UNAM. 2011. O también en: Rojas Sanchez, Alejandro Dario. Prueba de algunos teoremas de Cdlculo de varias
variables. Vinculos Matemaéticos, Departamento de Matemaéticas, Facultad de Ciencias, UNAM. 2011.
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y se le conoce como el jacobiano de g en &, en correspondencia con el nombre con que se conoce a
la matriz asociada a Dg(¢), a saber, matriz jacobiana.
Antes de analizar los cambios de variable que se usan con mas frecuencia, ilustraremos el uso

del teorema que acabamos de formular a través del siguiente

Ejemplo 2.10 Calcule la integral de la funcion f(x,y) = xy sobre el conjunto Jordan-medible
A C R?, en donde A es la region contenida en el primer cuadrante y acotada por las hipérbolas
zy =1, zy =4 y las rectas 4y = =, y = 4.

1% Y
44 g 4+
N
R = h(A) A=g(R)
~_
11 h 11
i v i X

Figura 2.11: Las regiones del ejemplo 2.10

Solucion. Dado que la intencion de este ejemplo es ilustrar el uso del Teorema de Cambio de
Variable, es necesario encontrar otro conjunto Jordan-medible B y una funcion g (de clase C')
tal que g(B) = A. En este sentido, es importante hacer notar que las curvas que determinan al
conjunto A, forman parte de las curvas de nivel de un par de funciones definidas de R? (o de
algin subconjunto de éste) en R; en efecto, obsérvese que, si hacemos hi(x,y) = zy y ha(z,y) =
y/x, entonces A se puede describir como el conjunto acotado por las curvas de nivel hi(x,y) =
1L h(z,y) = 4, ho(z,y) = 1/4 y he(x,y) = 4 (ver figura 2.11). De esta forma, si definimos la
funcion

h(z,y) = (hi(z,y), ha(z,y))
= (zy,y/x)

se tiene que la imagen de A bajo esta funcion h es el rectingulo R = [1,4] x [1/4,4], es decir,
h(A) = R. La relacion que este hecho tiene con nuestro problema, es que si se pudiera encontrar
la funcion inversa de h (a la que llamaremos g, por razones obvias), entonces g es tal que g(R) =
g(h(A)) = A; es decir, g es una funcion como la que estamos buscando (y R seria el conjunto B,
lo cual resulta muy conveniente). Calcular g en el ejemplo que nos ocupa no es una tarea dificil;
st hacemos

U = hl(ZE,y)
:xy
)
v = hQ(xay)

6Como el lector recordard, estos nombres son en honor del matemético alemén Carl Gustav Jakov Jacobi (1804-
1851)
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=y/x

calcular la inversa de h se traduce en expresar a las variables © y y en términos de las variables u
yv. En este ejemplo, se verifica facilmente que, para (u,v) € R,

Yy = \Vuv
U

T =4/=
v

lo que significa que la funcion g = (g1,g92) que estamos buscando estd dada por

g(uﬂ}) = (gl(u7v 792(u7v))

()

Una vez hecho esto, ya contamos con todos los elementos necesarios para calcular la integral que
se nos pide haciendo uso del Teorema de Cambio de Variable. Asi, en virtud de este teorema, se
tiene que

/ ;= /(fog) - |det(Dg)|
A=g(R) R
4

4
= [| ] #totw o) det(Dg(u )] v | d
1

1/4
4 4
:/ /u ——|dv | du
2
1 \1/4
4 4
= /udu /idv
N 2
1 1/4

Este ejemplo, ademas de ilustrar el uso del Teorema de Cambio de Variable, establece un método
para calcular integrales sobre regiones que estén determinadas por cuatro curvas de nivel de un par
de funciones (dos curvas por cada una de ellas), en el caso de R? (o por seis superficies de nivel
de tres funciones (dos superficies por cada una de ellas), en el caso de R3, o en general, por 2n
conjuntos de nivel de n funciones (dos conjuntos de nivel por cada una de ellas), en el caso de R™).
La tnica dificultad que se puede encontrar con este método, es a la hora de calcular la inversa de
la funcién que se construye a partir de aquellas que determinan a la regién de integracion.

2.4 Algunos cambios de variable

Las funciones o transformaciones que aparecen con més frecuencia en la aplicacién del teorema de
Cambio de Variable estan inspiradas principalmente en los diferentes sistemas de coordenadas que
pueden usarse tanto en el plano como en el espacio.
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2.4.1 Cambio a coordenadas polares

En el caso del plano, ademds de las coordenadas cartesianas (o euclideanas) estan las coordenadas
polares. Como se recordard, una vez establecido un origen O, llamado polo, y una semirecta £ que
parte de dicho punto, llamada eje polar, todo punto P en el plano (distinto de O) estd determinado
de manera tnica por los nimeros r y 8: r, que corresponde a la distancia de P al polo O, y 6 que
corresponde a la medida del angulo dirigido formado entre el eje polar y la semirecta que parte del
origen y pasa por P (ver figura 2.12).

P

J

o L

Figura 2.12: En el sistema polar determinado por el punto O (polo) y la semirecta £ (eje polar),
el punto P tiene coordenadas (r,6)

Con las coordenadas polares establecemos una correspondencia biunivoca entre todos los puntos
del plano diferentes de O y las parejas de ntumeros (r,6) en donde 0 < r < o0y 0 < 6 < 27; o
en forma més general, con el conjunto de parejas (r,60) en donde 0 < r < 0oy yo < 0 < yo + 27
(0o yo < 0 < yo+ 27) con yy € R, fijo’. Sin embargo, aun cuando usando coordenadas polares
no necesitamos echar mano de todas las parejas de nimeros reales (R?) para representar a los
puntos del plano (a diferencia de las coordenadas cartesianas), cualquier pareja de nimeros se
puede “interpretar” como las coordenadas polares de un punto en el plano. Tal es el caso de la
pareja (0,0) (o cualquiera de la forma (0, y)) que se puede interpretar como las coordenadas polares
del punto O (u origen) y que de hecho asi se conviene.

Para nuestros fines, lo mas interesante es la relacién que existe entre el sistema coordenado
cartesiano y el sistema polar. Si establecemos un sistema cartesiano cuyo origen coincide con el
polo, y la parte positiva del eje de las abscisas (o eje X) coincide con la semirecta £ (ver figura
2.13), sabemos que las coordenadas (z,y) de un punto P en este sistema cartesiano, se pueden
obtener a partir de las coordenadas polares (r,0) de este mismo punto, a través de las siguientes
ecuaciones:

x = rcos(h) (2.13)

y = rsen(f)

Como se podra notar, estas ecuaciones definen una funcién g : R? — R? de las variables 7 y 6 dada
por

g(r,0) = (rcos(@),rsen(h))

"Esto, en particular, significa que para un punto del plano hay una infinidad de parejas de nimeros que representan
sus coordenadas polares

71 J. Péez



Capitulo 2. Calculando integrales 2.4. Algunos cambios de variable

Y

y = rsen(0)

0
Ol z=rcos(0)

Figura 2.13: Las coordenadas (z,y) de un punto P en un sistema cartesiano cuyo origen coincide
con el polo, la parte positiva del eje de las abscisas (o eje X) coincide con el eje polar, y cuyas
coordenadas polares son (r, )

Esta funcién, ademds de ser todo lo derivable que se quiera (es C'°°), nos da un ejemplo de
una funcién que transforma regiones rectangulares en regiones circulares. En efecto, si a las parejas
(r,0) y (rcos(f),rsen(d)) las interpretamos como coordenadas cartesianas (la primera en el sistema
76 y la segunda en el sistema XY), se puede ver que el rectdngulo R = [0, 1] x [0, 27] en el dominio
de g se transforma en el conjunto A = {(z,y) € R? | 22 4 y? < 1}; basta notar que los puntos de
la forma (7,60p) con 0 < r <1y 6 fijo, y que vistos en el sistema (cartesiano) rf forman una linea
horizontal de longitud 1 a la altura 6y, se transforman en la linea de longitud 1 que parte del origen
y hace un angulo 6y con el eje X (el radio de la circunferencia unitaria que estd a un angulo 6p)
(ver figura 2.14).

0 Y

2m /\ 1+

T \00

>~

Figura 2.14: Los puntos de la forma (r,6p) con 0 < r < 1y 6 fijo, que vistos en el sistema
(cartesiano) 6 forman una linea horizontal de longitud 1 a la altura 6, bajo la funcién g(r,0) =
(rcos(6),rsen(0)) se transforman en la linea de longitud 1 que parte del origen y hace un dngulo
6y con el eje X (el radio de la circunferencia unitaria que estd a un dngulo 6;)

Anélogamente, los puntos de la forma (rg,6) con 0 < 6 < 27 y ro fijo, que en el dominio
de g forman una linea vertical de longitud 27 y a distancia ry del “eje 8”, se transforman en la
circunferencia de radio 7 con centro en el origen (ver figura 2.15).

Observe que, si el rectangulo R se “genera” por medio de lineas horizontales, al aplicar la funcién
g “generamos” al circulo unitario por medio de sus radios (jcomo si se abriera un abanico!) (ver
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g(r,0)

To

T0 1

Figura 2.15: Los puntos de la forma (rg,6) con 0 < 6 < 27 y r¢ fijo, que vistos en el sistema
(cartesiano) 6 forman una linea vertical de longitud 27 a distancia 7 del eje Y, bajo la funcién
g(r,0) = (rcos(0),rsen(f)) se transforman en la circunferencia de radio ry con centro en el

origen
figura 2.16).
0 Y
g(r.0)
2m T 1+

X

Figura 2.16: Si al rectangulo R lo “generamos’ por medio de lineas horizontales, al aplicar
la funcién g “"generamos” al circulo unitario por medio de sus radios (jcomo si se abriera un
abanico!)

Si por otra parte, ahora al rectdngulo R lo “generamos” con lineas verticales, al aplicar la
funcién g “generamos” al circulo unitario por medio de circunferencias centradas en el origen y
cuyo radio va creciendo (jcomo cuando nos preparamos un delicioso hot cake!) (ver figura 2.17).

Antes de dar un ejemplo de cémo usar esta funcién para aplicar el Teorema del Cambio de
Variable, conviene hacer un par de observaciones. En primer lugar nétese que, de las ecuaciones
2.13 se obtienen las identidades

=24y 6 r=+a2+y> (2.14)

y en segundo lugar, el jacobiano de esta funcién estd dado por
Jg(r,0) = det(Dg(r,0))
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g(r,0)

Figura 2.17: Si al rectdngulo R lo “generamos’ con lineas verticales, al aplicar la funcién ¢
“generamos’ al circulo unitario por medio de circunferencias centradas en el origen y cuyo radio
va creciendo (jcomo cuando nos preparamos un delicioso hot cake!)

:det<

cos(6)
sen(f)

)

Ejemplo 2.11 Clalcule la integral de la funcion f(xz,y) = e +y sobre el conjunto

A={(z,y) eR*|2® +y* <1}

Solucion. Quizds lo primero que habria que senalar en este ejemplo es que, aun cuando la region
A es de ambos tipos, no es posible calcular la integral de la funcion f sobre A, usando las técnicas
desarrolladas en la seccion anterior (el lector deberia confirmar que esta afirmacion es cierta).
Recurramos entonces al Teorema de Cambio de Variable.

Como se vié pdrrafos arriba, la region A coincide con ser la imagen, bajo la transformacion de
coordenadas polares g(r,0) = (r cos(0),rsen(0)) (que es con este nombre como llamaremos de aqui
en adelante a esta funcion), del rectingulo R = [0,1] x [0,27]. Como dijimos antes, g es de clase
C' y si la restringimos al subconjunto (0, 1] x (0, 27] resulta ser inyectiva (es decir, g es inyectiva en
R salvo por un conjunto de medida de Jordan cero). Asi, tenemos que, por el Teorema de Cambio

[=[won 11
A R

de Variable
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Il
3
o _
)
=3
m
ﬁ
V]
U
3

En este ejemplo es importante mencionar que la decision de recurrir a el cambio a coordenadas
polares (que es lo que se suele decir cuando se usa esta transformacién g) se debe no sélo al hecho
de que la regién original de integracién es un circulo, sino que la funcién que se deseaba integrar
también lo sugeria. En efecto, cuando a la funcién e+ ge le aplica el cambio a coordenadas
polares, obtenemos la funcién erz, para la cual (como el lector debe saber) no es posible encontrar
una primitiva en término de “funciones elementales”; sin embargo, como al aplicar el cambio de
variable también debemos incluir el jacobiano de la transformacién (que en este caso es r), nos
queda el integrando 7 - e’"z, el cual, salvo por una constante (un 2) estd “completo” (jtiene una
primitiva facil de identificar!).

2.4.2 Cambio a coordenadas cilindricas

La siguiente transformacion que analizaremos estd en el espacio y esta inspirada en el sistema de
coordenadas cilindricas. Como seguramente es del conocimiento del lector, este sistema de coorde-
nadas es en cierto modo una “combinaciéon” de un sistema polar y un sistema cartesiano. Si fijamos
un sistema cartesiano XY Z en el espacio y tomamos P un punto, que tenga coordenadas (x,y, 2),
las coordenadas cilindricas de P estan dadas por las siguientes tres cantidades que determinan de
manera unica al punto: 7 y € que seran las coordenadas polares del punto (z,y,0) (la proyeccién
del punto P en el plano XY'); es decir, r es la distancia entre el origen (del sistema XY Z) y el
punto (z,y,0), y 0 es el dngulo dirigido formado por la semirecta que parte del origen y pasa por
(x,y,0), y la parte positiva del eje X. Finalmente, la dltima coordenada cilindrica coincide con la
ultima coordenada del sistema cartesiano XY Z, es decir “la altura” z. Asi, decimos que (r,6, z)
son las coordenadas cilindricas de P en el sistema cartesiano XY Z (ver figura 2.18).

De esta forma, los puntos del espacio que no pertenecen al eje Z (en el sistema XY Z) estdn
en correspondencia biunivoca con el conjunto de ternas (r,6,z) € R3, donde 0 < r < o0,yp <
0 < yo+2m (0yo <0 < yo+2m) (con yp € R fijo) y —00 < z < o0, es decir con el conjunto
(0,00) X [y0,y0 + 27) x (—00,00) C R? (0 con el conjunto (0,00) x (yo,yo + 27] x (—00,00) C R3).
Ahora, si recordamos que en el sistema polar cualquier pareja de la forma (0,6) representa las
coordenadas polares del origen, entonces para un punto arbitrario P del eje Z, cuyas coordenadas
cartesianas sean (0, 0, z), tendremos que las ternas de la forma (0, , z) representaran las coordenadas
cilindricas de P. Nuevamente, aunque para representar las coordenadas cilindricas de los puntos
del espacio no necesitamos todas las ternas de R?, cualquiera de ellas se puede interpretar como las
coordenadas de este tipo de algin punto del espacio.

Como en el caso de las coordenadas polares, para nosotros es de particular importancia la

75 J. Péez



Capitulo 2. Calculando integrales 2.4. Algunos cambios de variable

Figura 2.18: La terna (r,0,z) representa a las coordenadas cilindricas de P en el sistema
cartesiano XY 7

relacién que existe entre el sistema cartesiano XY Z y el sistema cilindrico asociado con éste. De
hecho, dada la relaciéon tan estrecha entre estos dos sistemas, las ecuaciones que nos permiten
obtener las coordenadas cartesianas (z,y, z) de un punto P del espacio en términos de sus corres-
pondientes coordenadas cilindricas (r,6,z), son muy parecidas al caso polar, como se muestra a
continuacion:

x = rcos(f)
y = rsen(f)

=z

(observe que la tultima de estas ecuaciones pareciera un poco absurda, pero no es méas que una
consecuencia de un abuso de notacién; jestamos usando la misma letra para denotar la ultima
coordenada en ambos sistemas!).

De nueva cuenta, estas ecuaciones nos permiten definir una funcién ¢ : R> — R3 de la siguiente
formas:

g(r,0,z) = (rcos(8),rsen(d), 2) (2.15)

y las caracteristicas, sobre todo geométricas, de esta funcién las describiremos a continuacién.

Sin duda la funcién g definida en 2.15 tiene todas las propiedades de derivabilidad que queramos,
asi que nos concentraremos en sus propiedades geométricas. Para ello, analizaremos la forma en
que transforma al rectangulo R = [0, 1] x [0, 27] x [0, 1] (del sistema cartesiano r6%). En particular,
veremos cémo actia la funcién g cuando una de sus variables permanece fija; esto, en términos de
coordenadas cilindricas, equivale a identificar los conjuntos de puntos del espacio que se obtienen
al fijar cada una de estas coordenadas (que por lo general resultan ser superficies).

Obsérvese que si tomamos puntos de la forma (r,6,0), lo cual equivale a considerar la base del
rectangulo R, la funcién g actiia de forma idéntica a la transformacion polar, de tal manera que
dichos puntos van a dar a el circulo unitario con centro en el origen y contenido en el plano XY. De
forma més general, si consideramos puntos de la forma (r,6, zy) (con zy € [0,1] fijo, y que equivale
a tomar una “rebanada” del rectangulo R paralela al plano 76 a la altura zp), dicho conjunto de
puntos se transforma en un circulo unitario con centro en el punto (0,0, zp) y contenido en el plano
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Figura 2.19: Si consideramos puntos de la forma (r,0,zp) € R (con zp € [0,1] fijo) y que
equivale a tomar una “rebanada” del rectingulo R paralela al plano 76 a la altura zy, dicho
conjunto de puntos se transforma bajo la funcién g(r, 6, z) = (r cos(#),r sen(#), z) en un circulo
unitario con centro en el punto (0,0, 29) y contenido en el plano z = 2 (paralelo al plano XY")

z = zp (paralelo al plano XY') (ver figura 2.19). De esta forma, si “generamos” el rectangulo R con
“rebanadas” paralelas al plano r8 entonces al aplicarles la transformacion g obtenemos un cilindro
de base circular de altura 1, “generado” por circulos unitarios.

Si ahora “rebanamos” al rectangulo R con planos paralelos al plano rZ, es decir, si consideramos
ternas de la forma (7, 6y, z) (con 6y € [0, 27] fijo), al aplicarles la transformacién g a dichos conjuntos
obtenemos cuadrados de lado 1, perpendiculares al plano XY y “pegados” por uno de sus lados al eje
Z (formando justo un éngulo 6y con el plano X Z) (ver figura 2.20). En este caso, si “generamos” el
rectdangulo R con “rebanadas” paralelas al plano rZ, al aplicarles la transformacién g “generamos”
el mismo cilindro sélo que ahora por medio de cuadrados que giran alrededor del eje Z.

Para terminar, consideremos “rebanadas” del rectdngulo R paralelas al plano 67, es decir,
consideremos ternas de la forma (rg,0,z) (con rg € [0,1] fijo). En este caso, la imagen bajo la
funcién g de cada una de estas rebanadas resulta ser la superficie de un cilindro, justo de radio rq
y perpendicular al plano XY (salvo cuando rg = 0, en cuyo caso se obtiene el segmento que va de
0 a 1 sobre el eje Z) (ver figura 2.21). Aqui, al generar al rectangulo R por medio de “rebanadas”
paralelas al plano 67, aplicando la funcién g generamos al cilindro a través de superficies cilindricas
cuyo eje estd en el eje Z.

Vale la pena destacar que las identidades que aparecen en 2.14 también son validas para las
coordenadas cilindricas, y que el jacobiano de esta transformacién vale lo mismo que en el caso
polar ya que

Jg(r,0,z) = det(Dg(r,0,z))

cos(f) —rsen(f)
=det [ sen(fd) rcos(h)
0 0
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Figura 2.20: Si consideramos puntos de la forma (r,6p, z) € R (con 6y € [0, 27] fijo), que equi-
vale a tomar una “rebanada” del rectdngulo R paralela al plano rZ a la altura g, dicho conjunto
de puntos se transforma bajo la funcién g(r,0,z) = (r cos(f),rsen(f), z) en un cuadrado de
lado 1, perpendicular al plano XY y “pegado” por uno de sus lados al eje Z (formando justo
un angulo 6y con el plano X7)

A continuacién, damos un ejemplo de como usar esta transformacion en el cdlculo de una
integral.

Ejemplo 2.12 Calcule la integral de la funcion f(x,y,z) = \/a% 4+ y?-e*V® >+ sobre el conjunto

Az{(w,y,z)6R3|0§w2+y2§1,0§z§m}

Solucion. Obsérvese con atencion que, aplicando la primera identidad de 2.14 a las desigualdades
que intervienen en la definicion del conjunto A, éstas se transforman en 0 < r2<1 (60<r<1)
y 0 < z < r. Cuando hacemos esto, en realidad lo que estamos haciendo es expresar al mismo
conjunto A sdlo que en términos de las coordenadas cilindricas de sus puntos por lo que, si ahora
hacemos B = {(r,0,2) € R3 |0 <0 < 27,0 <r < 1,0 <z <r}, B resulta ser un conjunto (en el
sistema cartesiano r0z) que al aplicarle la transformacion de coordenadas cilindricas g es tal que
g(B) = A (ver figura 2.22). Una vez hecho esto, que en algunos casos es la parte mds importante,
al aplicar el Teorema de Cambio de Variable, dado que B es una region en R® de tipo I, tenemos

que
/ f = / ) Jg]

21 1 T

:0/ O/ / 0 g)(r0,2) - [Jg(r.0,2)|dz | dr | b
2m 1 T

:0/ 0/ / - f(rcos(@),rsen(d),z)dz | dr | df
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Figura 2.21: Si consideramos puntos de la forma (r¢, 0, z) € R (con 1y € [0, 1] fijo), que equivale
a tomar una “rebanada” del rectdngulo R paralela al plano 67 a la altura rg, dicho conjunto
de puntos se transforma bajo la funcién g(r, 0, z) = (r cos(f),rsen(f), z) en la superficie de un
cilindro, justo de radio 7 y perpendicular al plano XY (salvo cuando 7y = 0, en cuyo caso se
obtiene el segmento que va de 0 a 1 sobre el eje Z)

2w 1 r

:/ / r-/r'ez’”dz dr | do
0

0
2w

1
/d9 /r
0 0
1
77/27* dr
0

- (e —2)

2.4.3 Cambio a coordenadas esféricas

Concluimos esta seccién con la transformacién asociada a las coordenadas esféricas. Como en el caso
de las coordenadas cilindricas, las coordenadas esféricas estdn asociadas a un sistema cartesiano.
Es decir, dado un sistema cartesiano XY Z y un punto P del espacio, las coordenadas esféricas de
P en este sistema estdn dadas por tres nimeros: p la distancia de P al origen del sistema XY Z; 0
el angulo dirigido formado por la parte positiva del eje X y la semirecta que parte del origen y pasa
por el punto en que se proyecta el punto P sobre el plano XY (el mismo dngulo de las coordenadas
cilindricas); y ¢ el dngulo® (no dirigido) que forman la parte positiva del eje Z y la semirecta que
parte del origen y pasa por el punto P (ver figura 2.23). Asi, son las ternas de la forma (p, 0, ¢), en

8En algunos textos, el segundo angulo de las coordenadas esféricas se toma como el dngulo dirigido ¢’ formado
por la semirecta que parte del origen y pasa por P, y el plano XY, y cuya relacién con el dngulo definido en este
texto es: @ =m/2 —
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Figura 2.22: B = {(r,0,2) € R? |0 <0 < 21,0 <r < 1,0 <z <r} es un conjunto (en el
sistema cartesiano r0Z) que al aplicarle la transformacién de coordenadas cilindricas g es tal
que g(B) = A, en donde A = {(7,y,2) e R? |0 <22 +4> < 1,0 < 2 < /a2 +y?} es la
region de integracién del ejemplo 2.12

donde 0 < p < 00,90 <0 <yo+2m (6 yo <0 < yp+2m) (con yp € R fijo) y 0 < ¢ < m. Como en
el caso de los sistemas coordenados anteriores, aun cuando las coordenadas esféricas no necesitan
de todas las ternas de niimeros reales (R?), cualquier terna se puede ver como las coordenadas
esféricas de un punto en el espacio.

Como antes, lo importante aqui es la relacién entre las coordenadas cartesianas (z,y, z) de un
punto P y sus correspondientes coordenadas esféricas (p, 6, ). De la figura 2.23 se deducen las
siguientes ecuaciones:

x = psen(p) cos(d) (2.16)
y = psen(p) sen(0)
z = pcos(p)

A partir de estas ecuaciones, como en los casos anteriores, podemos definir una funcién g : R? — R3
de la siguiente forma:

9(p.0,¢) = (psen(p) cos(6), psen(y) sen(8), p cos(p)) (2.17)

la cual tiene, nuevamente, todas las propiedades de derivabilidad que se deseen.

En cuanto a la parte geométrica, mostraremos cudl es la imagen bajo g del rectangulo R =
[0,1] x [0, 27] x [0, 7]. Bajo la funcién g, las ternas de la forma (p, 8, pg) con ¢y € (0,7) fijo (ternas
que se obtienen al “rebanar” al rectangulo R con un plano paralelo al plano pf, justo a la altura
) van a dar a un cono cuyo eje es el eje Z; esto se deduce del hecho de que, justo los puntos de
un cono de este tipo, son puntos para los cuales su coordenada esférica ¢ es la misma (ver figura
2.24). Para ¢y = 0 se obtiene el segmento que va de 0 a 1 sobre el eje Z y para ¢y = 7 el segmento
que va de 0 a —1 (sobre el mismo eje). Asi, si generamos al recténgulo R por medio de “rebanadas”
paralelas al plano p6, al aplicarles la funcién g “generamos” la esfera unitaria (centrada en el origen)
a través de conos.

Si ahora tomamos las ternas de la forma (p, 6g, ¢) con 0y € [0, 27| fijo (ternas que se obtienen al
“rebanar” al rectangulo R con un plano paralelo al plano pyp, a la altura 6y), al aplicar la funcién g
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Figura 2.23: La terna (p,0, ) representa a las coordenadas esféricas de P en el sistema carte-
siano XY Z

obtenemos el semicirculo unitario que estéa contenido en el plano que contiene al eje Z y que forma
justo un angulo (dirigido) fy con la parte positiva del eje X (ver figura 2.25). En este caso, si
generamos al rectangulo R por medio de “rebanadas” paralelas al plano py, al aplicarles la funcién
g “generamos” la misma esfera sélo que ahora atraves de semicirculos que giran alrededor del eje
Z (jcomo un abanico que giral).

Finalmente, si tomamos las ternas de la forma (po,6,¢) con pg € [0,1] fijo (ternas que se
obtienen al “rebanar” al rectdngulo R con un plano paralelo al plano f¢, a la altura pg), al aplicar
la funcién g obtenemos la esfera de radio py con centro en el origen (ver figura 2.26). Por tanto, si
generamos al rectangulo R por medio de “rebanadas” paralelas al plano 6y, al aplicarles la funcién
g “generamos” la misma esfera unitaria sélo que ahora a través de esferas centradas en el origen y
cuyo radio “va creciendo”.

De las identidades 2.16 se deduce que:

PP=at+y2+22 6 p=Ja24y2+ 22

y el jacobiano de la funcién g definida en 2.17 (que de aqui en adelante conoceremos como la
transformacién de coordenadas esféricas) estd dado por:

Jg(p,0, ) = det(Dg(p,0,»))

sen(p) cos(f) —psen(p)sen(d) pcos(p)cos(h)
=det [ sen(p)sen(d)  psen(p)cos(f) pcos(yp)sen(d)
cos(yp) 0 —psen(yp)
= cos(p) - (—p*sen(ip) cos(¢)) — psen(yp) - (psen’(y))
= —p” - sen(yp)

Como es de suponerse, terminamos esta seccién con un ejemplo que muestra el uso de esta
transformacion.

Ejemplo 2.13 Calcular el volumen de la region que estd dentro de la esfera unitaria con centro
en el origen, y fuera del cono determinado por la ecuacién 2> = z2 + y>.
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%0 v

Figura 2.24: Si consideramos puntos de la forma (p, 6, ¢o) € R (con ¢ € (0, ) fijo), que equiv-
ale a tomar una “rebanada” del rectdngulo R paralela al plano pf a la altura g, dicho conjunto
de puntos se transforma bajo la funcién g(p, 8, ¢) = (psen(p) cos(f), psen(p) sen(d), pcos(p))
en un cono cuyo eje es el eje Z y que tiene una “abertura” de un dngulo g

En términos mds precisos, se desea calcular el volumen de la region
A={(z,y,2) eR® | 2” + 9" +2° < 1,2° <2 +4°}

Solucion. Observese primero que, si tomamos

<p<

e~ w

B:{(p,@,go)6R3|O§p§1,0§9§2ﬂ',

)

N

y g la transformacion de coordenadas esféricas, entonces
9(B) = A
Por otra parte, sabemos que si f =1, entonces

V(A) =m(A)

=m
:!f

0 \0 \Z
1 2 i
= /p2dp : /d@ . /sen(cp)dgp
0 0 z
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¥

9(p, 6, )

Figura 2.25: Si consideramos puntos de la forma (p, 6y, ¢) € R (con 6y € [0, 2] fijo), que equiv-
ale a tomar una “rebanada” del rectdngulo R paralela al plano py a la altura 6y, dicho conjunto
de puntos se transforma bajo la funcién g(p, 8, ¢) = (psen(p) cos(0), psen(p) sen(d), p cos(p))
en el semicirculo unitario que estd contenido en el plano que contiene al eje Z y que forma justo
un angulo (dirigido) 6y con la parte positiva del eje X

-(80) () (ool

=_.2r- <— coS(%W) + COS(%T)>

N i\‘u
~_

2.5 Masa y centro de masa

Iniciamos este texto planteando un problema: jcémo calcular la masa total de una ldmina si
disponemos de una funcién f que nos proporciona la densidad de masa en cada punto de ésta?
Este fue el problema a partir del cual iniciamos la discusién que finalmente nos condujo al concepto
de integral de una funcién de varias variables (y de valores reales). Ahora sabemos que, si nuestra
ldmina tiene la forma de un rectangulo R, o de manera mas general, coincide con la de un conjunto
A C R? que resulta ser Jordan-medible, entonces la masa total de dicha ldmina estard dada por

MA) = [ f (2.18)
/

De hecho, esto mismo lo podemos extender a objetos en el espacio (o en dimensiones més altas, si
hace falta); en efecto, si tenemos un objeto en el espacio cuya forma coincide con la de un conjunto
A C R3 el cual resulta ser Jordan-medible, y ademés contamos con una funcién que nos proporciona
la densidad de masa del objeto en cada uno de sus puntos, entonces no dudamos en afirmar que la
masa total del objeto se puede obtener por medio de la correspondiente integral.

En esta secciéon mostraremos otro ejemplo de como usar el concepto de integral que hemos
desarrollado, para resolver un problema muy relacionado con el del calculo de la masa total de un
objeto.
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Z

Figura 2.26: Si consideramos puntos de la forma (pg, 8, ¢) € R (con py € [0, 1] fijo), que equivale
a tomar una ‘“rebanada” del rectdngulo R paralela al plano ¢ a la altura pg, dicho conjunto
de puntos se transforma bajo la funcién g(p, 0, p) = (psen(p) cos(9), psen(p) sen(f), p cos(p))
en la esfera de radio py con centro en el origen

Imaginemos que tenemos un alambre (cuya masa estd distribuida de forma homogénea) que
flota sobre un cierto liquido. Sobre éste, colocamos objetos de diferente peso (o, para ser més
exactos, con diferente masa). La pregunta es: jdesde qué punto del alambre debemos sostenerlo
para que éste no se sumerja y ademas permanezca horizontal? (ver figura 2.27).

I O O O B

Figura 2.27: En un alambre que flota sobre algiin liquido colocamos objetos de diferente masa

Si sostenemos el alambre por alguno de sus puntos, digamos P;, y en otro, digamos P, colocamos
un objeto de masa m, el efecto producido sobre el alambre dependera de las posiciones relativas
de P, y de P,. Si el punto P, estd a la derecha de Pj, el alambre se sumergira hacia la derecha (o
girard en el sentido de las manecillas de reloj) y si el punto P esta a la izquierda de Py, el alambre
se sumergird hacia la izquierda (o girard en el sentido contrario al de las manecillas de reloj). Si P
y P, coinciden, entonces el alambre permanecerd horizontal (o “equilibrado”). En los dos primeros
casos, la “fuerza” con que gire el alambre dependera de dos cosas: una, de la cantidad m de masa
que hayamos colocado, y dos, de la distancia d entre los puntos P; y P (ver figura 2.28).

Para simplificar nuestro andlisis, vamos a suponer que empezamos sosteniendo el alambre por
su punto medio, y que sobre el alambre colocamos una recta que representa a los niimeros reales,
haciendo coincidir el origen con dicho punto. Ya que elegimos este sistema de referencia, obsérvese
que si la masa de magnitud m la colocamos en un cierto punto del alambre, y dicho punto coincide
con el numero real x (en cuyo caso diremos que la masa m estd colocada en la posicién x) entonces
el nimero que se obtiene al multiplicar m y x, es decir m - x, es una muy buena forma de medir el
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P =5

\ P Py |

P P

Figura 2.28: Si P, y P, coinciden, el alambre permanecerd horizontal (o “equilibrado”); si el
punto P, estd a la izquierda de P;, el alambre se sumergird hacia la izquierda (o girard en el
sentido contrario al de las manecillas de reloj); y si el punto P estd a la derecha de P, el
alambre se sumergird hacia la derecha (o girard en el sentido de las manecillas de reloj)

giro producido sobre el alambre, incluyendo su orientacion, la cual quedard expresada en el signo
de dicho numero (ver figura 2.29).

Figura 2.29: Sostenemos el alambre por su punto medio, y sobre el alambre colocamos una
recta que representa a los niimeros reales, haciendo coincidir el origen con dicho punto

Una vez establecida esta forma de medir el efecto producido sobre el alambre al colocarle
una masa, veremos cémo usando esta medida podemos expresar el hecho de que el alambre estd
“equilibrado” o en posicién horizontal. Se comprueba facilmente que, si colocamos dos masas de la
misma magnitud m, una en la posicién x1 y otra en la posiciéon xo entonces la suma m-x1+m-xo =
m - (z1 + x2) nos da un nimero que vuelve a reflejar el efecto producido sobre el alambre al colocar
ambas masas. En efecto, si 1 + z2 > 0 entonces el alambre gira en el sentido de las manecillas
del reloj, si #1 + 22 < 0 lo hace en el sentido contrario, y si 1 + x2 = 0 (lo que significa que las
posiciones en que colocamos las masas de la misma magnitud son simétricas) entonces, como era
de esperarse, el alambre no gira, es decir, estd “equilibrado” (ver figura 2.30).

Otro caso que también es muy sencillo de verificar es el siguiente: si ahora colocamos dos masas
m1 y Mo, No necesariamente de la misma magnitud, pero en posiciones x1 y xo simétricas, es decir
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r1 0 T2

1+ 29 =0

1+ 29 >0
| 96'1 0 96-2 )
T+ 29 <0

Figura 2.30: Si 21 + x5 > 0 entonces el alambre gira en el sentido de las manecillas del reloj; si
x1 + 22 < 0 lo hace en el sentido contrario, y si 1 + x2 = 0 el alambre no gira

r9 = —x1 6 1 + o = 0, entonces la suma
mq '$1+m2'l’2 = (m1 —TTLQ)':El

es nuevamente un numero que refleja con toda presicion el efecto producido sobre el alambre.

En general, se puede comprobar que, si colocamos sobre nuestro alambre masas myq,...,m; en
las posiciones x1,...,xy, respectivamente, entonces el ntimero
my-Ty+ -+ mg - Tk (2.19)

nos permite medir (y saber) cudl es el giro producido sobre dicho alambre al sostenerlo por su punto
medio; en particular, si
m1x1++mkxk:0

podemos asegurar que el alambre no girara, o lo que es lo mismo, permanera “equilibrado”.

Es importante destacar que hasta ahora la expresién 2.19 sélo nos permite determinar si las
masas mi, ..., my, ubicadas en las posiciones z1,...,x, estdn equilibradas (o no) con respecto
al punto medio del alambre (que por cierto, es el punto del alambre que ocupa la posicién 0, de
acuerdo con la forma en que ubicamos nuestra recta real). Por esta razon, es pertinente hacernos
la siguiente pregunta: ;cudl es la expresién que nos permite determinar si el mismo conjunto de
masas y ubicaciones esta equilibrado, si ahora suponemos que el alambre se sostiene desde un punto
que estd en una posicién xg arbitraria?

Supongamos entonces que sostenemos el alambre por un punto que ocupa una posicién zg y que
colocamos una masa de magnitud m en una posicién x (ver figura 2.31). No es dificil convencerse
de que ahora el nimero m - (z — ) es el que nos da una medida del giro (incluyendo la orientacién
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Figura 2.31: Ahora sostenemos el alambre por un punto que ocupa una posicién xg y colocamos
una masa de magnitud m en una posicién x

de éste, por medio de su signo) producido sobre nuestro alambre. Y si razonamos como parrafos
arriba, también llegaremos a la conclusién de que, al colocar un conjunto de masas my,...,m; en
las posiciones 1, ..., T, el nimero

m1-(xl—aco)—l—"'—kmk-(ack—wo)

nos proporciona una manera de saber la magnitud y orientacién del giro producido, y en particular
que, si

ml-(a:l—xo)—l—-"—i—mk-(xk—xo):O (2.20)
entonces el alambre permanecera en equilibrio.

Lo mas relevante de la identidad 2.20 es que ésta determina al valor xy en términos de los
valores my,...,mg y x1,...,x. En efecto, si en esta identidad despejamos a x(, obtenemos que

mp a1+ Mg T
my + -+ mg

Trog =

Como se podra observar, esta ultima identidad resuelve el problema que planteamos inicial-
mente: si colocamos sobre nuestro alambre k objetos con masas mq,...,m; en las posiciones
r1,...,T}, respectivamente, entonces la posicién dada por la férmula

my-T1+ -+ mg - Ty

Ty = 2.21
0 my + - 4 my ( )

es aquella desde la cual se debe de sostener al alambre para que éste permanezca equilibrado.

Todo lo discutido péarrafos arriba constituye la base de lo que haremos a continuacién. Ahora
nuestro nuevo problema es el siguiente: si tenemos un alambre cuya distribucién de masa no es
homogénea, y contamos con una funcién que nos asigna la densidad de masa en cada punto del
alambre, la pregunta es: jcudl es el punto de equilibrio de este alambre?, es decir, ;desde qué punto
debemos sostener a nuestro alambre para que se mantenga en posicion horizontal?

iManos a la obra! Empecemos por establecer un sistema de referencia sobre el alambre, es decir,
lo ubicamos sobre una recta real. Si el extremo izquierdo del alambre se ubica en la posicién a y
el derecho en la posicién b, entonces la funcién de densidad (de masa) del alambre se puede pensar
como una funcién p : [a,b] C R — R.

El siguiente paso consistird en subdividir el alambre en pedazos méas pequenos, lo que en términos
de posiciones equivale a tomar una particion P = {a = t9 < t; < ... <ty = b} del intervalo [a, b].
A continuacién, elegimos &; € [t;_1,t;] para cada uno de los subintervalos inducidos por P en
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[a,b]. Ahora, resulta razonable suponer que la cantidad p(&;) - (t; — t;—1) es una aproximacién a
la masa contenida en la porcién del alambre representada por el subintervalo [t;—1,%;], y que esta
aproximacion es mejor en la medida de que dicho subintervalo sea méas pequeno, es decir, en la
medida de que la particiéon P sea mas “fina”. Como seguramente se recordard, la masa total m del
alambre se parecerd mucho a la suma de estos ntimeros, es decir

k
Z i zl)

suma que a su vez se parece mucho a
de donde concluimos que

lo cual debe de resultarle muy familiar al lector.

En cuanto al problema de encontrar el punto de equilibrio del alambre, se estara de acuerdo en
que nos podemos aproximar a éste através del punto de equilibrio del conjunto de masas (colocadas
sobre un alambre homogéneo que flota sobre algin liquido) m; = p(&;) - (t; — t;—1) ubicadas en las

posiciones & (i = 1,...,k) que, de acuerdo con la identidad 2.21, estd dado por
k
Z m; - &
To = z—lk
> my
i=1
k
216 (62) (z t; 1)
T &
Zlﬂ(&) (ti —tio1)

y que esta aproximacion serd mejor en la medida de que la particiéon P sea més fina (ver figura
2.32).
Seguramente el lector coincidira en que, como

b

Zfz (&) (ti—tio1) = /m - p(z)dx

a

justo cuando la particién P es mas fina, es del todo razonable afirmar que el niimero

[z p(z)dx
zg = (2.22)

[ p(z)dx

a

nos proporciona la ubicacion del punto de equilibrio de nuestro alambre.
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lo- lo- lo- FAN
- \

N/

a =ty t1 to 0 t3 ty ts te = b

o
o

mi = p(&) - (ti — ti-1)

o« & & &0 & &

& b

Figura 2.32: El punto de equilibrio de un alambre no homogéneo, se puede aproximar a través
del punto de equilibrio del conjunto de masas (colocadas sobre un alambre homogéneo que flota
sobre algdn liquido) m; = p(&;) - (t; — t;—1) ubicadas en las posiciones &; (i = 1,...,k)

Al niimero que aparece a la derecha de la identidad 2.22 se le concoce como el centro de masa
de un alambre (identificado con el intervalo [a,b]) cuya funcién de densidad de masa estéd dada por
p:la,b] CR —R.

Como se habrd notado, en todo lo que hemos hecho hasta ahora no han aparecido las integrales
de funciones de varias variables, pero como seguramente se sospechard, éstas apareceran cuando
abordemos el problema equivalente para objetos en el plano (ldminas) o en el espacio (sélidos).

~— T~
~— T~

—
2% e Tal_

Figura 2.33: En una ldmina que flota sobre algiin liquido colocamos objetos de diferente masa

iY aqui vamos! Imaginemos ahora que tenemos una ldmina de forma rectangular (lo que por
ahora serd irrelevante) que flota sobre un cierto liquido y cuya masa estd distribuida de forma
homogénea. Sobre ésta, colocamos objetos de diferente masa. La pregunta nuevamente es: jdesde
que punto de la ldmina debemos sostenerla para que ésta no se sumerja y ademdas permanezca
horizontal? (ver figura 2.33).

Como en el caso del alambre, si ahora sostenemos nuestra lamina por alguno de sus puntos,
digamos Py, y en otro, digamos P, colocamos un objeto de masa m, el efecto producido sobre la
ldmina dependera, de nueva cuenta, de las posiciones de b y de P,. De hecho, es intuitivamente
(v experimentalmente) claro que la ldmina se sumergird en la direccién del punto P (visto desde
el punto ]50) como si ésta estuviera sostenida a lo largo de toda la linea que para por Jo) y que es
perpendicular a la linea que une a Py con P, (ver figura 2.34). También es intuitivamente claro que
la “fuerza” con la que hara este movimiento dependerd de la magnitud de la masa y de la distancia
entre los puntos. Asi, es facil converserse de que el vector

m - (]31 — po)
es una muy buena forma de medir el efecto producido sobre la lamina.
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Figura 2.34: La ldmina se “sumergird” en la direccién del punto P (visto desde el punto ]50)
como si ésta estuviera sostenida a lo largo de toda la linea que pasa por Py y que es perpendicular
a la linea que une a By con P,

En general, podemos afirmar que, si colocamos k masas de magnitudes myq, ..., my en los puntos
Py, ..., Py, respectivamente, entonces el efecto producido sobre la ldmina (que seguimos suponiendo
se sostiene por el punto Fy) queda plenamente determinado por el vector

ml'(pl—P())—i-"'—i-mk'(pk—Po)

(seguramente el lector se podra imaginar algunas “configuraciones” sencillas de masas y posiciones
que confirman esta afirmacion), y en particular, si

ml-(Pl—ﬁo)+.-.+mk.<ﬁk—ﬁo>:() (2.23)

entonces podemos asegurar que la ldmina permanece horizontal (o en “equilibrio”).
Como en el caso unidimensional, la identidad 2.23 determina de manera unica al punto Py ya
que, despejando, tenemos que

. 1 . .
P:—-(m-P +---—|—m-P) 2.24
0 M+ 1 k- Lk ( )

con lo cual resolvemos el problema inicialmente planteado.
Si elegimos un sistema cartesiano en el que los puntos Py, ..., Py tienen coordenadas (z1,41), - .,
(zk,yr), respectivamente, entonces las coordenadas (xg,yo) (en el mismo sistema) del punto de
“equilibrio” Py (o centro de masa) del conjunto de masas my,...,my ubicadas en dichos puntos,

estan dadas por

my a1+ Mg T
my + -+ mg
m1cyr My Yk
myp+ - 4 my

Trog —

Yo =

Con base en lo anterior, podemos resolver ahora el problema de encontrar el punto de “equili-
brio” (o centro de masa) de una ldmina cuya densidad de masa estd dada por un funcién p. Para
empezar, supondremos nuevamente que nuestra lamina tiene la forma de un rectdngulo R. Como en
el caso de un alambre, si damos una particiéon P del rectangulo R y consideramos los subrectangulos

Rq,..., R; de R inducidos por esta particién, una primera aproximacién al punto de “equilibrio”
de la ldmina se obtiene calculando el punto de “equilibrio” correspondiente al conjunto de masas
myq, ..., my ubicadas en los puntos P, = (z1,%1), ..., Px = (2k, yx), en donde tomamos

m; = p(B) - drea(R;) = p(P) - m(R;)
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Figura 2.35: El punto de equilibrio de una ldmina no homogénea, se puede aproximar a través
del punto de equilibrio del conjunto de masas (colocadas sobre una ldmina homogénea) m; =
p(F;) - drea(R;) ubicadas en las posiciones P; (i = 1,...,k)

y P, es cualquier punto del subrectdngulo R;, para i =1,...,k (ver figura 2.35).
Asi, el punto Py cuyas coordenadas estan dadas por

my -1+ -+ mg - Ty

Trog —
my + -+ mg
k
o xi - plxi, i) - m(R;)
=1
- k
> (i, yi) - m(Ry)
i=1
y
_miyr g Yk
Yo =

myp+ - 4 myg

k
; Yi - p(Ts,yi) - m(Ry)
%

;P(%‘,yi) -m(R;)

son una aproximacion a las coordenadas del centro de masa de la lamina, y esta aproximacion es
mejor entre mas “fina” sea la particion P.
Por otra parte, justo si la particién P es muy “fina”, sabemos que

k
> plaieys) () ~ [ gl
=1

R

k
> i plai i) - m(Ri) ~ /y - pl,y)
i=1

R
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k

> plaiey) - m(R) ~ [ play)

i=1 %

de tal forma que podemos estar seguros de que las coordenadas del centro de masa (o punto de
“equilibrio”) de la ldmina estdn dadas por

[z p(x,y)
R

[ r(z,y)

R

[y pz,y)
R

Y= T (s y)
R

Trog —

Como el lector deducird facilmente, si ahora la forma de nuestra ldmina coincide con la de un
conjunto Jordan-medible A C R?, en este caso el centro de masa de dicha ldmina estara en el punto
cuyas coordenadas son

Sz p(x,y)
A
O [ o(x,y)
A
Jy-pz,y)
Yo = a
[ r(z,y)
A

Por nuestra incapacidad para “percibir” una cuarta dimensién espacial (jen caso de que exis-
tieral), resultarfa “poco intuitivo” seguir el mismo procedimiento que en los casos anteriores para
“motivar” el concepto de punto de “equilibrio” (o centro de masa) de un conjunto de masas
mi,...,m; ubicadas ahora en puntos del espacio Pl, . ,Pk. Es por esta razén que en este caso
plantearemos el problema de manera diferente.

Supongamos que tenemos un objeto ubicado en una posicién Py el cual vamos a unir, por medio
de resortes de diferente tipo, a un conjunto de masas my, ..., my ubicadas en los puntos del espacio
]51, . ,Pk, respectivamente (ver figura 2.36). Supongamos también que la “tensién” del resorte
que une a la masa en el punto P, con el objeto en la posicion Po, es igual al producto de la masa
m; por la distancia entre dichos puntos, de tal forma que la medida de la fuerza (o “tir6n”) que se

ejerce sobre nuestro objeto estd dada por m; - (]% — ]5())9. Por tanto, la fuerza neta que se ejercera

sobre el objeto que esta colocado en el punto Py estard dada por
my - (]51—]50> + -+ my - (pk_po)

y como en los casos anteriores, podremos decir que el punto Fy es el punto de “equilibrio” de nuestro
conjunto de masas y resortes si

ml‘(pl—p0)+"'+mk'<pk_p0>:()

9El lector estard de acuerdo en que este planteamiento también funcionarfa para los casos en una y dos dimensiones.
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A M P(;_\/\\\’\—\\Pz
A % i)
@'
Figura 2.36: Un objeto ubicado en una posicién Py ests unido por medio de resortes de difer-
ente tipo, a un conjunto de masas my, ..., mg ubicadas en los puntos del espacio Pi,..., Fs,

respectivamente

Como en los otros casos, esta ultima identidad determina de manera tUnica al punto Py por lo

que diremos que el punto de “equilibrio” (o centro de masa) del conjunto de masas mq,..., my
ubicadas en los puntos del espacio P, ..., P estd dado por
. 1 . .
A Y S
my+ -+ mg
Si estos puntos tienen (en algin sistema de referencia) coordenadas (x1,y1,21), .-, (Tk, Yk, 2k)s
respectivamente, entonces las coordenadas (zg, Yo, 20) (en el mismo sistema) del punto de “equili-
brio” Py del conjunto de masas mq,...,my ubicadas en dichos puntos, estdn dadas por
my a1+ Mg T
Trog =
my + -+ mg
o = micyn s My Yk
myp+ - 4 myg
my -2+ Mg 2k
zZ0 —

myp+ -+ myg

Si ahora seguimos el mismo procedimiento que en los casos anteriores (y que a estas alturas el
lector debe saberse de memoria) debe ser claro que, si tenemos un sélido cuya forma coincide con la
de un conjunto Jordan-medible A C R? y su densidad de masa estd dada por la funcién p(z,y, 2),
entonces las coordenadas (zg, Yo, 20) del centro de masa Py de este sélido, estan dadas por

fﬂj ' p(gj,y, Z)
A
‘ fp(:l"ayvz)

A
fyp(x7y7 Z)
Yo = A
fp(:l"ayvz)
A
fZ'p(ﬂi',y, Z)
2 A

O o,y 2)
A
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Concluimos esta seccién (y este capitulo) con un ejemplo.

Ejemplo 2.14 Considere una ldmina cuya forma coincide con la del conjunto A C R? que se
encuentra dentro de la circunferencia unitaria con centro en el origen, y por arriba de la pardbola
Y= %(1 —2?). Si la densidad de masa de la ldmina es homogénea, es decir, p(x,y) = ¢, calcule su
centro de masa.

Solucion. Primero observemos que la region en cuestion se puede escribir como

A:{(m,y)€R2]—1§x§1,%(1—x2)§y§\/1—x2}

Como se sabe, la masa total de la ldmina estd dada por

1 V1—z2
/p(w,y)z/ / c-dy | dx
A —1 \L(1-a2)

Por otra parte, como

1 V1—a?
/az-p(x,y):/ / c-zdy | dz
A -1 \f(1-2?)
1
=c /x-<\/1—x2—%(1—x2)>dx
1
=0

se tiene que la abcisa xo del centro de masa es igual a 0, como era de esperarse, puesto que la
region A es simétrica con respecto al eje Y y la ldmina es homogénea.
Por otra parte, como

1 1—22
/y-p(w,y)z/ / c-ydy | dx
A -1 %(1_902)
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se tiene que la ordenada del centro de masa es

Jy-p(x,y)
A

Y= T (@)
A

8¢/15

la cual, por cierto, es independiente de la densidad c. Por tanto, el centro de masa de nuestra
lamina es

2.6 Problemas
1. Sea f: R =[a1,b1] X -+ X [an,by] C R™ — R continua en R, y sean {i,...,ix} C {1,...,n}
tales que i) < jipy paral=1,....k—=1y {j1,. -, jn-rt =9{1,...,n}\{i1, ..., ix} con j; < ji+1
paral=1,...,n—k—1. Siy; € lai,bi],....yi, € |ai,,b;] pruebe que:

(a) la funcién fy, .y @ Rji ey = (50, 05] x - xaj, 005, ] C R"* — R definida

como
fyz‘l,---,yik (lev cee 7'Z'jn7k) = f((lev cee 7"1;jnfk)(yi17~~~,yik))

en donde (zj,... 7$Jn7k)(y¢17---,yik) denota al elemento de R™ cuya 7; coordenada es y;,

(para | = 1,...,k) y su j; coordenadas es z; (para l = 1,...,n — k), es continua en

le"“hjn*k‘

(b) la funcién ¢ : R, 4, = [aiy,biy] X -+ X [a;,, b;, ] € R¥ — R definida como

¢(?Ji17 s 7ylk) = / fyil,---,yz‘k

le ,,,,, Jn—k

es continua en R;, ;.

2. (Teorema de Fubini generalizado) Sean, f : R = [a1,b1] X -+ X [an, b,] C R™ — R integrable
sobre R,y {i1,...,ix} C {1,...,n} tales que i; < ij11 paral =1,...,k— 1. Usando la misma
notacion del ejercicio anterior, definimos las funciones ¢, ® : R;, ;. C RF — R como

OWYirs - - Yiy) = / fyil,---vyik

q)(yila e 7y’lk) = / fyilv---vyik

le ,,,,, In—k
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para cada (Yi,,--.,¥i,) € Ri,,. .. Pruebe que ¢ y ® son integrables sobre R;, _ ; y que
[oofr= |
R Ri,

3. Considere las hipdtesis, los conjuntos y las funciones definidas en el problema 1. Agregue la
funcién ¢ : R; C R"* — R definida como

w(lev s 7"1;jnfkr) = / ijl“"’xjnfk

1yeeoJn—k

Pruebe que

o lo que es lo mismo, que

/ / Fyiy iy | = / / o,

i1,.ig le ,,,,, Jn—k le ,,,,, Jn—k Ri1 77777 ik

4. Sea f: A C R> = R con A abierto. Pruebe, usando el teorema de Fubini que, si a%fy y a{fafm

son continuas en A, entonces
o f (1, v) = o f
oxdy" ' Oydx

(u,v) para toda (u,v) € A

5. Sean f; : [a;,bi] CR — R (i = 1,...,n) funciones continuas. Si definimos f : R = [a1,b;] X
<o X [an, by] CR™ = R como f(x1,...,2,) = fi(x1) ... fu(x,), pruebe que f es integrable

sobre R y adema&s
bl bn
/f = /fl(xl)dxl e /fn(a;n)dxn
R 1 n

6. Sea f : R = [a,b] x [c,d] C R? = R con derivadas parciales continuas. Definimos F : R =
[a,b] x [¢,d] C R? = R como
F(z,y) = / f para toda (z,y) € [a,b] x [c,d]
[a,2]x[c,y]

Pruebe que F es de clase C2 en int(R). Calcule todas las derivadas parciales hasta de orden
dos de F.

7. Sea f: R=[0,1] x [0,1] € R? — R definida como:

1 si x es racional

flz,y) =

2y si x es irracional

1/1

Pruebe que la integral iterada [ < | fz, y)dy> dx existe pero que sin embargo f no es inte-
0 \0

grable sobre R.
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8. Sea f : [a,b] C R — R integrable en [a,b] y R = [a,b] X [a,b]. Pruebe que para toda u € [a,b]:

/b(/uf(u)f(v)dv) du:/b (/bf(u)f(v)dv) du:% (/bf(t)dt)

9. Sea f: R = [a1,b1] x [az,bs] X [a3,b3] C R® — R tal que la funcién f,, : [a3,b3] C R — R
definida como f,4(z) = f(z,y, 2) es integrable para toda (z,y) € R’ = [a1,b1] X [ag, by] C R?

y % es continua en R. Si definimos g : R’ C R? — R como g(z,y) = ff; f(z,y,z)dz, pruebe

que %(JE, y) existe para toda (z,y) € R’ y ademés

b3
):/g—i(x,y,z)dz

10. Sea f como en el problema anterior y suponga que [a1,b1] = [ag, bo]. Si definimos F : [a1,b1] C

R — R como
T b3
/(/mWww)d
al as

(a) ¢bajo qué condiciones F' es derivable?

(b) si F es derivable, pruebe que F'(z ff x,x,2)dz + f (f o (z,y,2 )dz) dy

ai as

11. Determine las regiones de integracién que conducen a las siguientes integrales multiples, y

evaluelas
2 [ z [ V22—y? 1 ||
(@) f (f( S xdaz) dy) dz (i) [ ( f e“’ydy) dx
0 \o 0 -1 \—2|z|

1/ z+y 3 [6-2z [4—(2y/3)—42/3
(iii) [ (f ( i dz) dy) dz (iv) [ ( J < J yzdm) dy) dz
0 \0 \az2py2 0\ 0 0

v) j<zx+y )@ j(

12. Pruebe que, si g : [c,d] — [a,b] es una biyeccién de clase C' y f : [a,b] — R es continua,

entonces
b d
[ o= [ 10 |o @) a

13. Sea f:[0,a] C R — R continua.

%H

™+ ym)dy> dz

w
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(a) identifique la regién que conduce a la siguiente integral

a x

/ / O/f(z)dz dy | dx

0 0

(b) use el teorema de Fubini para probar la identidad

/a /x /yf(z)dz dy da::%/af(z)(a—z)2dz
0 \o \0 0

14. Calcule la integral de la funcién f sobre la region A, donde:

(a) A es la regién acotada por la parte positiva de los ejes X y Y y la recta 3x + 4y = 10 y
flz,y) =2 +y°

(b) A es la regién comprendida entre el circulo de radio 1 y el circulo radio 2, ambos con
centro en el origen, y f(z,y) =1+ zy

(c) A es la regién acotada por el eje Y y la pardbola x = —4y? + 3,y f(x,y) = 23y

(d) A es la regién encerrada por la superficie z = 22 + 32 y los planos z = 5y z = 10, y
flzy,2) =1

() A={(z,y) eR*|a? +y? <9,y <z +3,2+y <0}y f(z,y) = zy

(f) A={(z,y) eR*|0<a<1yz<y<l}y flz,y) =

(g) A es la regién acotada por los planos z = 0, z = x y la superficie y?> = 4 — 2z, y
flz,y,2)=1

(h) A es la regién encerrada por las superficies 42 + 22 = 4a y |z| = 4a, y f(z,y,2) = x

)

2

(i) A es la interseccién de los cilindros sdlidos 22 +y? <1y 22+ 22 <1,y f(z,y,2) =1

15. Sea A = {(z,y) €R? |a <2 <b, —¢(z) <y < ¢(z)} donde ¢ : [a,b] — R es continua y no
negativa. Pruebe que:

(a) si(x,y) € A, entonces (z,—y) € A

(b) si f: ACR? = R estal que f(z,—y) = —f(x,y), entonces [ f =0
A

16. En cada inciso, encuentra la imagen bajo la transformacién g de la regién A e integre la
funcién f sobre g(A), donde:

2_ .2 — 2 > 2 2< — 1
u v 727“))7*’4 {(’U,,’U)ER \u,v_Oyu +v —1}7Yf(x7y) 1+\/W

) =(
(u,v) = (u+v,u?—v), A= {(u,v) € R? |u,v >0y utv <2}, y f(z,y) = M/ﬁ
) =(
(

u,v(1+2u)), (;cudl es la imagen de las lineas horizontales bajo esta transfor-
macién?) A =10,3] x [1,3] y f(z,y) =1

17. Calcule el area de las siguientes regiones:
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18. Calcule el volumen de las siguientes regiones:

(a) la regién que estd dentro del cilindro 22 + y? = 1, debajo de la esfera de radio 2 con
centro en el origen y arriba del plano XY

(b) la regién que estd dentro del elipsoide 422 + 4% + 22 = 16 y fuera del cilindro 22 +32 = 1
19. Sea M > 0.

(a) muestre que

(1 —e M) < e~ @) < (1 — M%)

[—M,M]x[—M,M]

M 2
7T(1—€_M2) < (/ e dt §7T(1—€_2M2)
M
[e.e]

(c) jcudnto vale [ e~**dt?

—00

(b) pruebe que

20. Calcule la integral de la funcién f(x,y,z) = zyz sobre el conjunto Jordan-medible A C R3,
en donde A es la region acotada por los planos 4 —y =0,z —4y =0,z +y =1,z +y =
4,0 +y—2z=0y z=0 (sugerencia: proceda como en el ejemplo 2.10).

21. Una bola en R* de radio R > 0 con centro en el origen se define como { (71, 2,73, 24) € R? |
2% + 23 + 22 + 22 < R?}. Calcule el “volumen” de esta bola.

22. Si g es la transformacién de coordenadas esféricas, verifique que los puntos de la forma
9(p,0,0) (¢o fijo) satisfacen la ecuacién de un cono.

23. Usando el cambio de coordenadas “adecuado”, integra la funcién f sobre la regién A, donde:

(a) A eslaregién que estd fuera del cilindro 22 +%? = a? y dentro de la esfera 22 + 9% + 22 =
40,y f(x,y,2) = k2?

(b) A eslaregién que estd dentro del cono 22 +y? = 22 y dentro de la esfera x2+y%+2% = 2z,
y fz,y,2) = kz

(c) A es la regién que estd dentro del paraboloide 22 4 y? = z y dentro de la esfera 2 +
y2 +Z2 = 227 y f(xayaz) =2

(d) A eslaregién que ests fuera del cono 22 +4? = 22 y dentro del cilindro x2 +y? — 2y = 0,
vy f(z,y,2) =2

e es la region que esta dentro del cilindro x4+ y“ = 4 y fuera del hiperboloide x“ + y“ —
Aesl i6 i d del cilindro 22 4+ 32 =4 y f del hiperboloide 22 + /2
2 =1y flz,y,2) =y
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

J. Péez

(f) A es la regién que estd por debajo del paraboloide 2 + y? = z, arriba del plano z =0 y
dentro del cilindro recto cuya base tiene la forma de la curva r = 1+ cos(9), f(z,y,2) =
22 + y? (esboce la regién)

(g) A eslaregién que estd dentro del cono 22 +y? = 22 y por debajo del plano x —2z+2 = 0,

(h) A es la regién que estd dentro de la esfera o2 4+ y2? + 22 = 4 y dentro del cilindro recto
cuya base tiene la forma de la curva r = cos(26), y f(z,y, z) = 22 +1? (esboce la region)

Sea h : [a,b] C R — R continua. Deduzca, usando coordenadas cilindricas, cuél es el volumen
del sélido de revolucion que se obtiene cuando se gira la grafica de h con respecto al eje X.

De una esfera de radio p se corta una cuna mediante dos planos que se intersecan en un

didmetro de la esfera. Si el dngulo entre los planos es %, jcudl es el volumen de la cunia?

Defina, en general, el concepto de masa y centro de masa para un “objeto en n dimensiones”
cuya forma coincide con la de un conjunto Jordan-medible A C R" y cuya “densidad” esta
dada por la funcién p: A C R” — R.

Considere dos objetos cuyas formas coinciden con los conjuntos A, B C R™ Jordan-medibles,
respectivamente, tales que J (AN B) =0, y con funcién de densidad p: AUB C R" — R.
Si Py, Pg, y Paup son puntos de R” que representan los centros de masa de A, B y AU B,
respectivamente. Pruebe que

M(A) : M(B) :
M(A) +MB)  * " MA) + M(B)
Interprete “geométricamente” (el lector estard de acuerdo en que este problema “justifica”

de alguna manera la expresién: “un objeto (o masa) ubicado(a) en un punto”’, que sin duda
“idealiza” una situacién que es muy dificil que se cumpla en “la realidad”).

Paup = B

Considere una ldmina de densidad constante 1 cuya forma coincide con la del conjunto A =
[-2,2] x [~1,1] C R2.

(a) muestre que cualquier recta que pasa por su centro de masa la divide en dos partes con
la misma masa (o drea)

(b) si ahora la ldmina tiene la forma del conjunto A = [—2,0] x [-2,2]U[0,2] x [-1,1] C R
se sigue cumpliendo la misma propiedad del inciso anterior?

Sea A la regién que estd dentro de la circunferencia de radio 1 con centro en el (0,1). Si
A es la forma de una placa metélica cuya densidad de masa p estd dada por la funcién
p(z,y) = 22 + y?, calcule:

(a) la masa total de la placa

(b) el centro de masa de la placa
Sea A la regién que estd dentro de la circunferencia de radio 1 con centro en el (0,1). Si A es
la forma de una placa metalica cuya densidad de masa p estd dada por la funcién
x2—|—y2 si —1<x<0

p(z,y) =
y2 si0<zx<l1

calcule:
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31.

32.

33.

(a) la masa total de la placa

(b) el centro de masa de la placa

Considere la regién del problema 23 inciso (a). Si A es el complemento (en la esfera) de dicha
regién y es tal que su densidad de masa estd dada por la funcién p(z,y,2) = x2 + y? + 22,
calcule:

(a) la masa total de A
(b) el centro de masa de A

Una placa metdlica tiene la forma de la regién que estd dentro de la curva r = 3sen(d) y
fuera de la curva r = 1 +sen(), y tiene una funcién de densidad de masa en el punto P igual
al cuadrado de la distancia que hay de P al eje polar. Calcule:

(a) la masa total de la placa

(b) el centro de masa de la placa
Encuentre la masa total y el centro de masa del sélido que estd en el interior, tanto del cilindro

z? + 32 — 2y = 0 como de la esfera z? + y? + 22 = 4, suponiendo que la densidad de masa en
el punto P es directamente proporcional a la distancia de P al plano XY'.
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