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Caṕıtulo 1

Modelo individual vs
modelo colectivo

En este caṕıtulo se presenta una introducción al esquema del seguro y al
concepto general de riesgo. Se presentan además las perspectivas individual
y colectiva para modelar el riesgo correspondiente al conjunto de reclama-
ciones que afronta una compañ́ıa aseguradora. Se estudian también algunas
propiedades y relaciones entre estas dos perspectivas. En el resto del texto
se adopta el modelo colectivo como modelo fundamental.

1.1. Introducción

El término riesgo tiene muchas acepciones dependiendo del área de estudio
que se trate, y en términos imprecisos puede definirse como la posibilidad
de experimentar ciertos eventos de interés y las consecuencias derivadas de
dichos eventos. Los riesgos pueden tener un sentido positivo o negativo, pero
en general tienen una connotación de pérdida. El objetivo es identificar los
riesgos, ponderarlos con base en sus consecuencias, decidir la aceptación o
no de los mismos, y tomar provecho de su existencia. Por lo tanto no se
trata necesariamente de evitarlos o de protegerse contra ellos. El quehacer
cotidiano del hombre, ya sea en el ámbito personal o profesional, impli-
ca necesariamente y a cada momento hacer frente a ciertos riesgos, y ello
puede tener consecuencias no deseadas pero también puede ofrecer oportu-
nidades. Por ejemplo, el comprar un boleto de loteŕıa conlleva el riesgo de

1



2 1. Modelo individual vs modelo colectivo

perder el importe pagado por el boleto, pero al mismo tiempo la posibili-
dad de ganar una gran cantidad de dinero. Cada uno de nosotros pondera
estas dos posibilidades de manera distinta y toma una decisión al respecto.
Otro ejemplo en donde es evidente la evaluación (a veces inconsciente) de
los riesgos es cuando una persona decide viajar en avión, en este caso se
considera primordial la rapidez y comodidad del viaje, y se desdeña conve-
nientemente cualquier posibilidad de accidente. Como hemos mencionado,
el término riesgo se define de manera distinta dependiendo de la disciplina
de estudio. En ingenieŕıa, por ejemplo, puede definirse el riesgo como el
producto de la probabilidad de que un evento no deseable ocurra y el daño
esperado debido a la ocurrencia del evento, es decir, Riesgo=(Probabilidad
de un accidente)�(Daños como consecuencia del accidente). En finanzas,
puede definirse el riesgo en términos de la variación o volatilidad de una in-
versión, o también como la posible pérdida en una inversión; en general, se
considera que una inversión en la bolsa de valores (tasa de interés variable)
es más riesgosa comparada con una inversión en un banco (tasa de interés
fija). Finalmente, en seguros, el riesgo puede definirse como el monto de las
reclamaciones totales de los asegurados. Veremos a continuación con más
detalle este último caso pues es al que están dirigidos principalmente los
modelos matemáticos que estudiaremos.
A grandes rasgos, la forma en la que opera un seguro es la siguiente: un grupo
de personas reconocen que están expuestas a sufrir algún tipo de siniestro
en sus bienes o en sus personas, y que dichos siniestros pueden causar-
les consecuencias irreparables como la pérdida de sus vidas, o bien pérdidas
económicas considerables. Al contratar un seguro (es decir, firmar una póliza
de seguro), cada una de estas personas paga por adelantado una cantidad de
dinero (generalmente pequeña) llamada prima a una compañ́ıa aseguradora,
quien se compromete a resarcir monetariamente a todas aquellas personas
aseguradas que sufrieron algún siniestro durante el tiempo de vigencia del
seguro y según lo pactado en la póliza del seguro. De esta manera, aunque no
se conozca de manera individual exactamente a las personas que sufrirán un
siniestro, el capital obtenido de manera colectiva debe ser suficiente para sol-
ventar los gastos de los siniestros individuales que se presentan. Es claro que
bajo este mecanismo las pérdidas económicas del colectivo se distribuyen en
todos y cada uno de los individuos logrando aśı garantizar la sobrevivencia
financiera de cada uno de ellos, en otras palabras, mediante el contrato de
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un seguro se logran disminuir los daños económicos de aquellas personas que
tuvieron la mala fortuna de sufrir un siniestro. Naturalmente, para que tal
mecanismo de asistencia colectiva sea factible, es necesario que el número de
asegurados sea suficientemente grande, y que se establezcan con precisión
las caracteŕısticas de los siniestros a considerar. Es claro también que, tanto
el número de siniestros, como el monto de las reclamaciones, aśı como los
tiempos en los que se efectúan las reclamaciones son variables desconocidas,
y que los modelos de la teoŕıa de la probabilidad podŕıan ser de alguna ayu-
da en su estudio. En efecto, en las siguientes páginas estudiaremos algunos
modelos matemáticos que han ayudado a entender y controlar el aspecto
aleatorio de ciertas variables relevantes en los seguros.

1.2. Modelo individual

Suponga que se tiene un portafolio de n pólizas individuales de seguros
válidas por un año como se muestra en la Figura 1.1.

Póliza 1

.......

.......

.......

.......

Póliza 2

.......

.......

.......

.......
� � � � � � Póliza n

.......

.......

.......

.......

Figura 1.1

Sea pj la probabilidad de que el j-ésimo asegurado no efectúe ninguna recla-
mación durante el tiempo de vigencia del seguro, y sea qj la probabilidad
de que se observe exactamente una reclamación. Suponga que la igualdad
pj � qj � 1 se cumple, ello significa que no puede haber más de una recla-
mación por cada asegurado. Tal situación puede corresponder, por ejemplo,
a los seguros de vida. Defina la variable aleatoria

Dj � # 1 si hay reclamación en la póliza j,

0 si no hay reclamación en la póliza j.

Claramente Dj tiene distribución Bernoulli con parámetro qj. El uso de la
letra D viene del término en inglés Death. Observe que el número total de
reclamaciones está dado por la variable aleatoria N � D1�� � ��Dn. Ahora
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suponga artificialmente que cada póliza efectúa una reclamación, y sea la
variable aleatoria Cj ¡ 0 el monto de la reclamación efectuada por la póliza
j. Debido a que los siniestros pueden presentarse con caracteŕısticas distintas
y ello puede derivar en distintos montos de reclamación, consideraremos
de manera general a Cj no como una constante sino como una variable
aleatoria. La letra C proviene del término en inglés Claim, que se traduce en
español como reclamación. La verdadera reclamación de la póliza j está dada
por el producto

DjCj � # Cj si Dj � 1,

0 si Dj � 0.

Observe que esta variable aleatoria puede ser mixta, es decir, no ser contin-
ua ni discreta. Véase la Figura 1.2 en donde se muestran posibles gráficas
de la función de distribución de esta variable aleatoria. De esta forma se
considera como datos en este modelo la colección de vectores aleatoriospD1, C1q, . . . , pDn, Cnq, que supondremos independientes. Consideraremos
además que las variables Dj y Cj también son independientes entre śı.

Definición 1.1 El monto de reclamaciones agregadas, o también llamado
agregado de reclamaciones, en el modelo individual, es la variable aleatoria

S � ņ

j�1

DjCj. (1.1)

Esta variable es el monto que afronta una compañ́ıa aseguradora por concep-
to de reclamaciones durante el periodo completo del seguro. La ecuación (1.1)
representa el modelo individual para una póliza de seguros de las carac-
teŕısticas señaladas. El modelo tiene este nombre pues supone conocer las
probabilidades de reclamación y posible monto de reclamación de todos y
cada uno de los asegurados de manera individual. Una posible desventaja
de este modelo es que presupone que el número de asegurados en la cartera
se mantiene constante durante todo el tiempo de vigencia del seguro.
Desde el punto de vista matemático, y también desde la perspectiva del ne-
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gocio del seguro, nuestro objetivo es conocer las caracteŕısticas de la varia-
ble S, a quien llamaremos riesgo. Si Fjpxq denota la función de distribución
del producto DjCj , entonces la función de distribución F pxq del riesgo S
adquiere la siguiente expresión en términos de convoluciones:

F pxq � pF1 � � � � � Fnqpxq.
Esta fórmula general y compacta es, sin embargo, un tanto dif́ıcil de calcular
y no la utilizaremos con frecuencia. Como primeros resultados generales se
presentan a continuación algunas caracteŕısticas de S. Denotaremos por
Gjpxq la función de distribución de Cj , y como es costumbre, cuando exis-
ta, MXptq denota la función generadora de momentos de una variable X
cualquiera.

Proposición 1.1 Bajo la notación e hipótesis del modelo individual se
tienen los siguientes resultados.

1. EpSq � ņ

j�1

qjEpCjq.
2. VarpSq � ņ

j�1

r qjVarpCjq � qjpjE
2pCjq s.

3. Fjpxq � " 1� qj pGjpxq � 1q si x ¥ 0,
0 si x   0.

4. MDjCj
ptq � 1� qj pMCj

ptq � 1q.
5. MSptq � n¹

j�1

r 1� qjpMCj
ptq � 1q s.

Demostración.

1. Por la hipótesis de independencia,

EpSq � ņ

j�1

EpDjCjq � ņ

j�1

EpDjqEpCjq � ņ

j�1

qjEpCjq.
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2. Primeramente tenemos que

VarpDjCjq � EpD2
jC

2
j q �E2pDjCjq� qjEpC2
j q � q2jE

2pCjq� qj rVarpCjq �E2pCjqs � q2jE
2pCjq� qjVarpCjq � qjpjE

2pCjq.
Por lo tanto

VarpSq � ņ

j�1

VarpDjCjq � ņ

j�1

r qj VarpCjq � qjpjE
2pCjq s.

3. Para cualquier número real x ¥ 0,

Fjpxq � P pDjCj ¤ xq� P pDjCj ¤ x |Dj � 0qP pDj � 0q� P pDjCj ¤ x |Dj � 1qP pDj � 1q� P p0 ¤ x |Dj � 0q pj � P pCj ¤ x |Dj � 1q qj� pj � qj Gjpxq� 1� qjpGjpxq � 1q.
4. Nuevamente condicionando sobre el valor de Dj ,

MDjCj
ptq � EpetDjCj q� EpetDjCj |Dj � 0qP pDj � 0q� EpetDjCj |Dj � 1qP pDj � 1q� pj � qjMCj

ptq� 1� qjpMCj
ptq � 1q.

5. Esta igualdad se sigue directamente de la anterior usando la hipótesis de
independencia. �

Puede considerarse que la variable S tiene una distribución binomial genera-
lizada en el siguiente sentido: se tienen n ensayos independientes Bernoulli,
en donde la probabilidad de éxito en el ensayo j es qj , y el valor asociado
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1

bc

b bc

b bc

b bc

b

1� qj

x

Fjpxq
qj Gjpxq
G discreta

1

bc

b1� qj

x

Fjpxq
qj Gjpxq
G continua

(a) (b)
Figura 1.2

al resultado éxito no es 1 como en el esquema usual sino el monto Cj ¡ 0.
Puede comprobarse que cuando qj es constante p, y los montos Cj son todos
iguales a 1, la variable S tiene distribución binpn, pq, y las fórmula generales
demostradas para S se reducen a las de esta distribución. Al respecto véase
el ejercicio 15. Es también interesante observar que aunque inicialmente el
modelo individual de riesgo que hemos presentado puede aplicarse a esque-
mas de seguros en donde hay como máximo una reclamación por póliza, esta
única reclamación puede considerarse como el monto total conformado por
la suma de varias posibles reclamaciones efectuadas por una póliza a lo largo
del periodo de vigencia del seguro. De este modo el modelo individual puede
también aplicarse al caso de reclamaciones múltiples. En cualquier caso, los
datos que deben tenerse o estimarse estad́ısticamente para aplicar el modelo
individual a una situación real son el número de asegurados n, las probabi-
lidades de reclamación q1, q2, . . . , qn, y las distribuciones de probabilidad de
los montos C1, C2, . . . , Cn.

� Aproximación normal
Cuando n es grande y el portafolio de asegurados es homogéneo en el sen-
tido de que las variables DjCj son idénticamente distribuidas con segundo
momento finito, puede usarse el teorema central del ĺımite para aproximar
la distribución de S mediante la distribución normal, es decir,

P pS ¤ xq � P pS �EpSqa
VarpSq ¤ x�EpSqa

VarpSq q � Φpx�EpSqa
VarpSq q.
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Esta aproximación puede ser adecuada para ciertos riesgos pero tiene la
desventaja de que asigna una probabilidad positiva al intervalo p�8, 0q,
lo cual no es consistente con el hecho de que S ¥ 0. Sin embargo, da-
do que la distribución Npµ, σ2q se concentra principalmente en el intervalopµ � 4σ, µ � 4σq, cuando la esperanza y la varianza de S son tales que
EpSq � 4

a
VarpSq ¥ 0, la probabilidad asignada a la parte negativa del eje

es realmente pequeña, ello alivia un poco el hecho de que esta distribución
no tenga soporte en el intervalo r0,8q. Tal vez la situación más comprome-
tedora sea que la función de densidad normal decae muy rápidamente pues
existen riesgos cuyas funciones de densidad no cumplen con tal caracteŕısti-
ca. Más adelante mencionaremos esta propiedad de las distribuciones de los
riesgos en términos de colas pesadas y ligeras.
En la siguiente sección encontraremos una forma recursiva para calcular
la función de probabilidad de S cuando el monto de las reclamaciones se
modela mediante una variable aleatoria discreta.

1.3. Fórmula de De Pril

Presentaremos a continuación la fórmula de De Pril. Este resultado fue de-
mostrado por Nelson De Pril en 1986 y proporciona una expresión exacta,
aunque recursiva, de la distribución de probabilidad de un riesgo en el mo-
delo individual [8]. La fórmula es bastante general aunque presupone que
las reclamaciones toman los valores en el conjunto t1, 2, . . .u. Este supuesto
no es realmente una restricción fuerte pues en la práctica el pago de sinies-
tros se realiza siempre usando alguna unidad monetaria. Para establecer
la fórmula de De Pril es necesario dividir el portafolio de n asegurados de
acuerdo a la tasa de mortalidad y la suma asegurada. Denotaremos por
nij al número de asegurados que tienen probabilidad de reclamación qj y
monto de reclamación i, en donde i toma valores en t1, 2, . . . , Iu, y j ent1, 2, . . . , Ju. De esta forma se tiene la tabla de la Figura 1.3 en donde la
suma de las entradas es n, es decir,

n � I̧

i�1

J̧

j�1

nij.

Denotaremos por Yij el monto real reclamado por un asegurado cuya pro-
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q1 q2 � � � qj � � � qJ

1 n11 n12 � � � � � � � � � n1J
2 n21 n22 � � � � � � � � � n2J� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
i � � � � � � � � � nij � � � niJ� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
I � � � � � � � � � nIj � � � nIJ

Probabilidades de reclamación

Monto
de la

reclamación

Figura 1.3

babilidad de reclamación es qj, y posible monto reclamado i, es decir,

Yij � " 0 con probabilidad 1� qj,

i con probabilidad qj.

Teorema 1.1 (Fórmula de De Pril [i]) Sea nij el número de pólizas
cuyos asegurados tienen tasa de mortalidad qj y suma asegurada i. Suponga
que j � 1, 2, . . . , J , e i � 1, 2, . . . , I. Entonces las probabilidades gx �
P pS � xq, están dadas por

gx � 1

x

x^I̧
i�1

tx{iu̧
k�1

gx�ik hpi, kq, para x ¥ 1

g0 � I¹
i�1

J¹
j�1

p1� qjqnij ,

en donde

hpi, kq � ip�1qk�1

J̧

j�1

nij p qj

1� qj
qk

Demostración. La función generadora de probabilidad del monto recla-
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mado Yij por un asegurado con probabilidad de reclamación qj, y monto
reclamado i, es

EptYij q � p1� qjq � qjt
i.

Por lo tanto, usando la hipótesis de independencia, la función generadora
de probabilidad de la cartera completa es

Gptq � EptSq � 8̧
r�0

trgr � I¹
i�1

J¹
j�1

p1� qj � qjt
iqnij ,

en donde gr � P pS � rq. Tomando logaritmo y después derivando,

lnGptq � I̧

i�1

J̧

j�1

nij lnp1� qj � qjt
iq.

d

dt
lnGptq � G1ptq

Gptq � I̧

i�1

J̧

j�1

nij
iqjt

i�1

1� qj � qjti
.

Por lo tanto

tG1ptq � Gptq I̧

i�1

J̧

j�1

nij
iqjt

i

1� qj � qjti� Gptq I̧

i�1

J̧

j�1

nij i
qjt

i

1� qj
p1� qjt

i

1� qj
q�1� Gptq I̧

i�1

J̧

j�1

nij i
qjt

i

1� qj

8̧
k�1

p�1qk�1p qjt
i

1� qj
qk�1,

en donde hemos usado la expansión p1�xq�1 � °8
k�0

xk, válida para |x|   1.
Por lo tanto, para valores suficientemente pequeños de t,

tG1ptq � Gptq I̧

i�1

J̧

j�1

nij i

8̧
k�1

p�1qk�1p qj

1� qj
qktik.

Defina ahora la función

hpi, kq � ip�1qk�1

J̧

j�1

nij p qj

1� qj
qk.
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La doble suma respecto de los ı́ndices j y k es absolutamente convergente
en cualquiera de los dos órdenes que se efectúen estas sumas y el resultado
es el mismo. Por lo tanto es válido el intercambio en el orden de las sumas
y la expresión anterior puede escribirse como sigue

tG1ptq � Gptq I̧

i�1

8̧
k�1

tik hpi, kq.
Substituyendo las expresiones para G1ptq y Gptq en sus correspondientes
series de potencias se obtiene8̧

r�1

rtrgr � 8̧
r�0

trgr

I̧

i�1

8̧
k�1

tik hpi, kq.
Para x ¥ 1, el coeficiente de tx en el lado izquierdo es xgx, mientras que en el
lado derecho es la suma de los términos gx�ikhpi, kq, para aquellos valores de
i y k tales que 1 ¤ ik ¤ x. Se pueden primero establecer los posibles valores
para i de la siguiente forma i � 1, . . . , x^ I, y por lo tanto los valores para
k son k � 1, . . . , tx{iu, en donde x^ I es el valor mı́nimo entre x e I, y tx{iu
es la parte entera del cociente x{i. Igualando estos coeficientes se tiene que

xgx � x^I̧
i�1

tx{iu̧
k�1

gx�ik hpi, kq,
De esta forma se llega a la siguiente expresión, para x ¥ 1,

gx � 1

x

x^I̧
i�1

tx{iu̧
k�1

gx�ik hpi, kq.
Por otro lado, como S � 0 sólo cuando ningún asegurado efectúa ninguna
reclamación, para x � 0 se tiene que

g0 � I¹
i�1

J¹
j�1

p1� qjqnij ,

�
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Para un mejor entendimiento de la fórmula recursiva de DePril [i] escribire-
mos a continuación de manera expĺıcita los primeros términos de este de-
sarrollo.

g0 � I¹
i�1

J¹
j�1

p1� qjqnij

g1 � g0 hp1, 1q
g2 � 1

2
tg0 rhp1, 2q � hp2, 1qs � g1hp1, 1qu

g3 � 1

3
tg0 rhp1, 3q � hp3, 1qs � g1 rhp1, 2q � hp2, 1qs � g2hp1, 1qu

...

Ejemplo 1.1 Para los datos que se muestran en la tabla de la Figura 1.4 en
donde se tienen 48 pólizas de seguros con las probabilidades de reclamación y
los montos de reclamaciones indicados, la correspondiente función de densi-
dad para este riesgo es la que se muestra en la Figura 1.5. En el apéndice A
se encuentra el código en R de una implementación de la fórmula de De Pril
[i]. Debe tenerse cuidado en la implementación numérica de esta fórmula
pues dado su caracter recursivo y que algunas de las probabilidades involu-
cradas pueden ser muy pequeñas, pueden generarse resultados incorrectos
debido al inevitable redondeo de cifras en una computadora.

i z q 0.03 0.04 0.05

1 1 3 1
2 3 5 4
3 5 3 4
4 2 2 6
5 2 3 4

Probabilidades de reclamación

Monto
de la

reclamación

Figura 1.4: Cartera de 48 pólizas individuales.

La fórmula que hemos denominado de De Pril [i] y que se encuentra ex-
presada en el contexto de un portafolio de asegurados individuales puede
escribirse como un resultado teórico de la teoŕıa de la probabilidad. Este es
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x

gx

0.1

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 1.5

el contenido de la siguiente proposición. La fórmula tiene una expresión más
simple y la demostración sigue los mismos lineamientos que la que hemos
presentado, sin embargo, escribiremos nuevamente los detalles de la prueba
en esta versión simplificada.

Proposición 1.2 (Fórmula de De Pril [ii]) Sean X1,X2, . . . ,Xn

v.a.i.i.d. con valores en el conjunto t0, 1, 2, . . .u. Para cada entero j ¥ 0,
defina la probabilidad fj � P pX � jq, y suponga f0 � 0. Sea S �
X1 � � � � � Xn. Entonces las probabilidades gx � P pS � xq se pueden
calcular recursivamente mediante la siguiente fórmula

g0 � pf0qn,
gx � 1

f0

x̧

j�1

rj pn� 1q
x

� 1s fj gx�j, para x ¥ 1.

Demostración. Primeramente observemos que el evento pS � 0q ocurre si
y sólo si todos los sumandos de S son cero, de modo que por independencia,
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g0 � pf0qn. Ahora veamos la forma de obtener la fórmula recursiva. Sean
PXptq y PSptq las funciones generadoras de probabilidad de las variables
discretas X y S respectivamente, es decir,

PXptq � EptXq � 8̧
k�0

tk fk,

PSptq � EptSq � 8̧
k�0

tk gk.

Por independencia e idéntica distribución, PSptq � rPXptqsn. Derivando
respecto de t,

P
1
Sptq � nrPXptqsn�1 P

1
Xptq.

Multiplicando ambos lados por t PXptq,
PXptq t P 1

Sptq � nPSptq t P 1
Xptq,

que en términos de sumas se escribe como sigue8̧
j�0

tj fj

8̧
k�1

k tk gk � n

8̧
k�0

tk gk

8̧
j�1

j tj fj.

El siguiente paso es identificar el coeficiente del término tx en cada lado de
la ecuación, para x ¥ 1. Por ejemplo, para el lado izquierdo el coeficiente
es el término fj k gk para todos aquellos valores de j ¥ 0 y k ¥ 1 tales que
j � k � x. Esta doble suma puede escribirse como

°x�1

j�0
fj px� jq gx�j . De

manera similar se encuentra el coeficiente del lado derecho. Igualando estos
coeficientes se llega a la identidad

x�1̧

j�0

px� jq fj gx�j � n

x̧

j�1

j fj gx�j .
Separando el primer sumando del lado izquierdo y añadiendo en esa misma
suma el término correspondiente a j � x, que es cero, se obtiene

xf0gx � x̧

j�1

px� jq fj gx�j � n

x̧

j�1

j fj gx�j.
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Finalmente se despeja el término gx para llegar a la fórmula anunciada,

gx � 1

f0

x̧

j�1

rjpn � 1q
x

� 1s fj gx�j, x ¥ 1.

�

Los primeros términos de la fórmula de De Pril [ii] se muestran a continua-
ción.

g0 � pf0qn,
g1 � 1

f0
pn f1 g0q � �n

1



f1 pf0qn�1,

g2 � 1

f0
pn� 1

2
f1 g1 � n f2 g0q � �n

2


 pf1q2 pf0qn�2 ��n
1



f2 pf0qn�1,

g3 � 1

f0
pn� 2

3
f1 g2 � 2n� 1

3
f2 g1 � n f3 g0q� �

n

3


 pf1q3 pf0qn�3 � 2!

�
n

2



f2 f1 pf0qn�2 ��n

1



f3 pf0qn�1.

Observe que las expresiones simplificadas tienen una interpretación natural
en términos combinatoriales. Por ejemplo, la expresión para g2 involucra
dos situaciones: la primera cuando dos sumandos distintos de S toman cada
uno el valor uno y el resto toma el valor cero, y la segunda situación cuando
uno de los sumandos toma el valor dos y el resto es cero. Los coeficientes
binomiales dan cuenta de las distintas formas en las que se pueden presentar
estos arreglos.

Ejemplo 1.2 Sean X1,X2,X3 variables aleatorias independientes con idénti-
ca distribución dada por la tabla que aparece abajo y cuya gráfica se muestra
en la Figura 1.6(a). Usando la fórmula de De Pril [ii] encontraremos la dis-
tribución de S � X1 �X2 �X3.

j 0 1 2

fj 0.5 0.2 0.3

Observe que la variable suma puede tomar cualquiera de los valores 0, 1, . . . , 6.
Usando la misma notación que en la fórmula de De Pril se muestran a con-
tinuación los cálculos para encontrar la función de probabilidad de S y la
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j

fj

0 1 2

1{2
(a)

x

gx

0 1 2 3 4 5 6

1{2
(b)

Figura 1.6

gráfica correspondiente aparece en la Figura 1.6(b).

g0 � pf0q3 � 0.125,

g1 � 1

f0
p3f1g0q � 0.15,

g2 � 1

f0
pf1g1 � 3f2g0q � 0.285,

g3 � 1

f0
p1
3
f1g2 � 8

3
f2g1q � 0.188,

g4 � 1

f0
pf2g2q � 0.171,

g5 � 1

f0
p�1

5
f1g4 � 3

5
f2g3q � 0.054,

g6 � 1

f0
p�1

3
f1g5 � 1

3
f2g4q � 0.027 .

En la sección de ejercicios el lector puede encontrar algunas aplicaciones de
la fórmula de DePril [ii] para obtener la función de probabilidad de variables
aleatorias que pueden construirse como sumas de variables discretas con
distribución conocida, por ejemplo, las distribuciones binomial y Poisson.

1.4. Modelo colectivo

Considere un conjunto de un número no determinado de contratos de se-
guros con vigencia en un periodo de tiempo r0, T s. Este periodo puede co-
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rresponder a un año por ejemplo. Sea N la variable aleatoria que denota
el número de reclamaciones ocurridas en este intervalo, y sean las variables
positivas Y1, . . . , YN los montos de estas reclamaciones. Gráficamente una
posible realización de tal esquema se muestra en la Figura 1.7.

0 T

b

$ Y1

b

$ Y2

b

$ Y3

b

$ Y4

b

$ Y5

Figura 1.7

Consideraremos que el número de reclamaciones y los montos de éstas son
variables aleatorias independientes. Más aún, supondremos que las recla-
maciones mismas son independientes entre śı, y que comparten la misma
distribución de probabilidad.

Definición 1.2 El monto agregado o monto acumulado de todas las recla-
maciones efectuadas es la variable aleatoria S, llamada riesgo, y definida
como sigue

S � Ņ

j�1

Yj. (1.2)

Observe que cada sumando es una variable aleatoria y que el número de
sumandos es también aleatorio. La suma (1.2) se define como cero cuando
N � 0. Observe además que S puede ser una variable aleatoria mixta, es de-
cir, no ser discreta ni continua, pues cuando los montos de las reclamaciones
Y son variables continuas estrictamente positivas, la variable S puede tomar
el valor 0 con probabilidad P pS � 0q � P pN � 0q ¡ 0, y puede además
tomar cualquier valor en el intervalo p0,8q. La ecuación (1.2) representa el
modelo colectivo para un contrato de seguros, cuyas posibles realizaciones
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como función del tiempo tienen la forma de la gráfica de la Figura 1.8.

b bc

b bc

b bc

b

Sptq
t

$ Y1

$ Y2

$ Y3

Figura 1.8

A la función de distribución de cada reclamación Y la denotaremos por la
letra G. Se asume naturalmente que Gp0q � 0, ello equivale a decir que la
variable Y es positiva. Adicionalmente usaremos la notación µn :� EpY nq,
en particular se escribe µ en lugar de µ1 :� EpY q. Nuevamente el problema
central es encontrar la distribución de probabilidad de S, la cual depende
de la distribución de Y y de N . Un primer resultado general al respecto
es el que aparece a continuación. Antes de enunciarlo recordemos que la
0-convolución de una función de distribución G se define como

G�0pxq � " 1 si x ¥ 0,
0 si x   0.

Proposición 1.3 La función de distribución del riesgo S en el modelo
colectivo es

F pxq � 8̧
n�0

G�npxqP pN � nq.
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Demostración.

F pxq � 8̧
n�0

P pS ¤ x |N � nqP pN � nq� P pS ¤ x |N � 0qP pN � 0q � 8̧
n�1

P pY1 � � � � � Yn ¤ xqP pN � nq� G�0pxqP pN � 0q � 8̧
n�1

G�npxqP pN � nq� 8̧
n�0

G�npxqP pN � nq.
�

Algunas caracteŕısticas numéricas de la variable S se muestran a continua-
ción.

Proposición 1.4 Suponiendo que las cantidades y funciones indicadas
existen, el riesgo S en el modelo colectivo cumple las siguientes propiedades.

1. EpSq � EpNqEpY q.
2. EpS2q � EpNqEpY 2q �EpNpN � 1qqE2pY q.
3. VarpSq � VarpNqE2pY q �VarpY qEpNq.
4. MSptq �MN p ln pMY ptqq q.

Demostración.

1. Condicionaremos sobre el valor de N , y después usaremos la hipótesis de
independencia. El resultado del cálculo es el mismo cuando la variable N
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inicia en el valor 0 o en valor 1.

EpSq � 8̧
n�0

Ep Ņ
j�1

Yj |N � nqP pN � nq� 8̧
n�0

Ep ņ

j�1

Yj |N � nqP pN � nq� 8̧
n�0

nEpY qP pN � nq� EpNqEpY q.
2. Nuevamente condicionando sobre el valor de N ,

EpS2q � 8̧
n�0

Epp Ņ
j�1

Yjq2 |N � nqP pN � nq� 8̧
n�0

Epp ņ

j�1

Yjq2 |N � nqP pN � nq� 8̧
n�0

Epp ņ

j�1

Yjq2qP pN � nq� 8̧
n�0

r ņ

j�1

EpY 2
j q � ņ

j,k�1

j�k EpYjYkq sP pN � nq.
Observe que segunda suma es nula cuando n � 0, y a su vez la tercera suma
se anula cuando n � 0 o 1. Aśı, por la idéntica distribución tenemos que

EpS2q � 8̧
n�0

nEpY 2qP pN � nq � 8̧
n�0

npn� 1qE2pY qP pN � nq� EpNqEpY 2q �EpNpN � 1qqE2pY q.
3. Por las fórmulas anteriores,

VarpSq � EpS2q �E2pSq� EpNqEpY 2q �EpNpN � 1qqE2pY q �E2pNqE2pY q� EpNq rEpY 2q �E2pY q s � rEpN2q �E2pNq sE2pY q� EpNqVarpY q �Var pNqE2pY q.
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4. De manera análoga a los dos primeros incisos,

MSptq � 8̧
n�0

EperpY1�����YN q |N � nqP pN � nq� 8̧
n�0

EperpY1�����YnqqP pN � nq� 8̧
n�0

pMY ptqqn P pN � nq� EppMY ptqqN q� EpeN lnpMY ptqqq� MN plnpMY ptqqq.
�

Véase la sección de ejercicios para los terceros momentos de S. Considera-
remos a continuación algunos casos particulares del modelo colectivo.

� Modelo binomial compuesto
Cuando el número de reclamaciones N tiene una distribución binpn, pq se
dice que el riesgo S tiene una distribución binomial compuesta, y se escribe
S � bin comppn, p,Gq, en donde G es la función de distribución de cada
sumando en la definición de S. Bajo esta hipótesis se tienen los siguientes
resultados.

Proposición 1.5 Si N tiene distribución binpn, pq, entonces
a) EpSq � npµ.

b) EpS2q � npµ2 � npn� 1qp2µ2.
c) VarpSq � nppµ2 � pµ2q.
d) MSptq � p1� p� pMY ptqqn.

Estas expresiones se siguen fácilmente de las fórmulas generales demostradas
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antes, basta recordar que si N tiene distribución binpn, pq, entonces EpNq �
np, VarpNq � npp1 � pq, y MN ptq � p1 � p � petqn. Véase la sección de
ejercicios para los terceros momentos de este modelo. Observe que en este
caso se tiene una cota superior para el número de reclamaciones que pueden
efectuarse.

� Modelo binomial negativo compuesto
Cuando el número de reclamaciones N tiene una distribución binomial neg-
ativa se dice que el riesgo S tiene una distribución binomial negativa com-
puesta. Esto es, si N � bin negpk, pq, entonces S � bin neg comppk, p,Gq,
donde nuevamente G hace referencia a la función de distribución de cada
sumando de S. En este caso se cumple lo siguiente.

Proposición 1.6 Si N tiene distribución bin negpk, pq, entonces
a) EpSq � kp1{p� 1qµ.
b) EpS2q �.
c) VarpSq � kp1{p� 1qp1{pqµ2 � kp1{p� 1qpµ2 � µ2q.
d) MSptq � p p

1� p1� pqMY ptqqk.
Para encontrar estas fórmulas es suficiente recordar que si N tiene distribu-
ción bin negpk, pq, entonces EpNq � kp1 � pq{p, VarpNq � kp1 � pq{p2, y
MN ptq � rp{p1�p1� pqetqsk. Véase la sección de ejercicios para los terceros
momentos de este modelo. En el caso particular cuando k � 1, la distribu-
ción de N se reduce a la distribución geométrica de parámetro p, y se dice
que S tiene distribución geométrica compuesta.

� Modelo Poisson compuesto
Cuando el número de reclamaciones N tiene una distribución Poisson se
dice que el riesgo S tiene una distribución Poisson compuesta, y se escribe
S � Poisson comppλ,Gq, en donde λ es el parámetro de la distribución
Poisson y G es la función de distribución de cada sumando de S. Para este
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modelo se tienen los siguientes resultados.

Proposición 1.7 Si N tiene distribución Poissonpλq, entonces
a) EpSq � λµ.

b) EpS2q � λµ2 � λ2µ2.

c) VarpSq � λµ2.

d) MSptq � exp rλpMY ptq � 1q s.
Nuevamente estas expresiones son consecuencia de las fórmulas generales
demostradas antes, y del hecho de que si N tiene distribución Poissonpλq,
entonces EpNq � λ, VarpNq � λ, yMN ptq � exppλpet�1qq. Véase la sección
de ejercicios para los terceros momentos de este modelo. Observe que el
parámetro λ y la distribución de la variable Y determinan por completo al
modelo Poisson compuesto. Estudiaremos con más detalle este modelo en
la siguiente sección.

1.5. Modelo colectivo Poisson

En esta sección retomamos el caso cuando el número de reclamaciones en
el modelo colectivo sigue una distribución Poisson. Primeramente explicare-
mos la forma en la que se puede obtener un modelo colectivo Poisson a
partir del modelo individual. Después mostraremos cómo este modelo Poi-
sson compuesto aproxima al modelo individual. Finalmente estudiaremos
algunas propiedades interesantes y útiles del modelo colectivo Poisson.

� Modelo Poisson compuesto asociado al modelo individual
Considere el modelo individual de riesgo Si � °n

j�1
DjCj, junto con la

notación e hipótesis correspondientes. El supeŕındice i indica que se trata
de un modelo individual. A partir de este modelo se construye a conti-
nuación un modelo colectivo con distribución Poisson compuesta. Para ello
recuerde que únicamente se necesita establecer el valor del parámetro λ de
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la distribución Poisson y la función de distribución Gpxq del monto de las
reclamaciones. Sean entonces

λ � ņ

j�1

qj, (1.3)

y Gpxq � ņ

j�1

qj

λ
Gjpxq, (1.4)

en donde Gjpxq es la función de distribución de la variable Cj. Mediante la
primera igualdad se establece que el número esperado de reclamaciones en
ambos modelos sea el mismo. En la segunda ecuación se define a la función
de distribución de una reclamación en el modelo colectivo como la suma
ponderada de las funciones de distribución del monto de las reclamaciones
en el modelo individual. De esta forma se construye el modelo colectivo
Sc � °N

j�1
Yj , a quien llamaremos modelo colectivo Poisson compuesto aso-

ciado al modelo individual, en donde el supeŕındice c indica que se trata de
un modelo colectivo. Para este modelo particular se cumplen las siguientes
igualdades:

a) EpScq � ņ

j�1

qj EpCjq.
b) VarpScq � ņ

j�1

qj EpC2
j q .

c) EpY kq � ņ

j�1

qj

λ
EpCkj q.

d) MY ptq � ņ

j�1

qj

λ
MCj

ptq.
Estas expresiones se siguen directamente de resultados previos acerca del
modelo Poisson compuesto y de las igualdades (1.3) y (1.4). Por ejemplo,
usando integrales de Riemann-Stieltjes (véase el apéndice), el k-ésimo mo-
mento de una reclamación del modelo Sc es,

EpY kq � » 8
0

ykdGpyq � ņ

j�1

qj

λ

» 8
0

ykdGjpyq � ņ

j�1

qj

λ
EpCkj q.
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De manera análoga se verifican las otras identidades. A modo de compara-
ción se tiene que EpSiq � EpScq, mientras que VarpSiq ¤ VarpScq.
� El modelo Poisson compuesto asociado

como ĺımite del modelo individual
Sea Si el riesgo en un modelo individual y sea Sc el riesgo del modelo
colectivo Poisson compuesto asociado. En esta sección se demuestra que
este modelo colectivo puede ser obtenido como un proceso ĺımite en el mo-
delo individual. Consideremos entonces el modelo individual junto con la
notación e hipótesis usuales. Por resultados previos sabemos que

MSiptq � n¹
j�1

r1� qjpMCj
ptq � 1qs.

Se construye un modelo individual adicional de la siguiente forma: cada
póliza j se reemplaza por k subpólizas idénticas en cada una de las cuales la
probabilidad de reclamación se define como qj{k, y la función de distribución
del monto de una reclamación es la misma Gjpyq. Véase la Figura 1.9. En
consecuencia, el portafolio consiste ahora de kn pólizas.

Póliza

.......

.......

.......

.......

Subpóliza 1

..........

Subpóliza k

..........

Figura 1.9

Por lo tanto, si Sik denota el riesgo asociado a tal portafolio, entonces se
tiene que

MSi
k
ptq � n¹

j�1

r1� qj

k
pMCj

ptq � 1qsk.
Se hace ahora tender k a infinito y usando el resultado ĺım

kÑ8p1� x{kqk � ex
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se obtiene

ĺım
kÑ8MSi

k
ptq � n¹

j�1

exp r qjpMCj
ptq � 1q s� exp r ņ

j�1

qjMCj
ptq � λ s� exp rλpMY ptq � 1q s� MScptq.

Puesto que la convergencia de funciones generadoras de momentos es equi-
valente a la convergencia en distribución de las correspondientes variables
aleatorias, se obtiene entonces que el modelo colectivo Poisson compuesto
asociado es el ĺımite en distribución del modelo individual cuando el número
de pólizas crece y las probabilidades de reclamación se hacen cada vez más
pequeñas. El argumento presentado en esta sección justifica el uso del mo-
delo Poisson compuesto bajo las condiciones mencionadas. Para reforzar
esta idea, el siguiente argumento intuitivo también favorece al modelo Poi-
sson compuesto como una generalización del modelo individual. Recordemos
nuevamente que la función generadora de momentos del riesgo Si es

MSiptq � n¹
j�1

r1� qjpMCj
ptq � 1qs.

El término qjpMCj
ptq�1q es pequeño para valores pequeños de t. Usando la

fórmula lnp1�xq � x�x2{2�x3{3�� � � , se puede escribir la aproximación
lnp1� xq � x. De modo que

lnpMSiptqq � ņ

j�1

lnr1� qjpMCj
ptq � 1qs� ņ

j�1

qjpMCj
ptq � 1q� λ r ņ

j�1

qj

λ
MCj

ptq � 1 s,
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en donde λ � q1 � � � � � qn. Por lo tanto

MSiptq � exp pλ r ņ

j�1

qj

λ
MCj

ptq � 1 s q.
Esta es nuevamente la función generadora de momentos del riesgo con dis-
tribución Poisson compuesta, en donde los montos de las reclamaciones
tienen función generadora de momentos

°n
j�1

qj
λ
MCj

ptq.
� Modelo Poisson compuesto con varios tipos de riesgos
Se demuestra ahora que la suma de riesgos independientes que siguen el
modelo Poisson compuesto también es Poisson compuesto. Esta es una
propiedad interesante y útil.

Proposición 1.8 Sean S1 y S2 dos riesgos independientes con distribución
Poisson compuesta con parámetros λ1 y λ2, y reclamaciones Y p1q y Y p2q
con función de distribución G1pxq y G2pxq respectivamente. Entonces el
riesgo S � S1 � S2 también sigue una distribución Poisson compuesta con
parámetro λ � λ1 � λ2, y las reclamaciones tienen función de distribución

Gpxq � λ1

λ
G1pxq � λ2

λ
G2pxq.

Demostración. Por independencia tenemos que

MS1�S2
ptq � MS1

ptqMS2
ptq� exprλ1pMY p1qptq � 1qs exprλ2pMY p2qptq � 1qs� exprλpλ1

λ
MY p1qptq � λ2

λ
MY 2ptq � 1qs,

en donde λ1
λ
MY p1qptq� λ2

λ
MY p2qptq es la función generadora de momentos de

la función de distribución Gpxq � λ1
λ
G1pxq � λ2

λ
G2pxq. �

El resultado anterior puede extenderse fácilmente al caso S � S1�� � ��Sn.
Véase el enunciado del ejercicio 40 en la página 38.
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� Modelo Poisson compuesto con reclamaciones clasificadas
Sea S un riesgo con distribución Poisson compuesta de parámetro λ. Supon-
ga que los montos de las reclamaciones pueden ser clasificadas en m cate-
goŕıas excluyentes y exhaustivas denotadas por A1, . . . , Am. Tı́picamente
estas categoŕıas pueden ser intervalos de valores para las reclamaciones. Sea
pk � P pY P Akq ¡ 0 tal que p1 � � � � � pm � 1. Sea Nk el número de
reclamaciones del tipo k. Entonces N � N1 � � � � �Nm y debido a la inde-
pendencia de los montos en las reclamaciones, el vector pN1, � � � , Nmq tiene
una distribución condicional multinomialpp1, . . . , pm;nq cuando N � n, es
decir, para enteros no negativos n1, . . . , nm tales que n1 � � � � � nm � n, se
tiene que

P pN1 � n1, . . . , Nm � nm |N � nq � �
n

n1 � � � nm
 pn1

1
� � � pnm

m� n!

n1! � � � nm! pn1

1
� � � pnm

m .

La distribución no condicional del vector pN1, . . . , Nmq es el contenido del
siguiente resultado.

Proposición 1.9 Las variables aleatorias N1, . . . , Nm son independientes
y cada variable Nk tiene distribución Poissonpλpkq.
Demostración. Sean n1, . . . , nm enteros no negativos cualesquiera, y sea
n la suma de todos estos números, es decir, n1 � � � � � nm � n. Entonces

P pN1 � n1, . . . , Nm � nmq � P pN1 � n1, . . . , Nm � nm, N � nq� P pN1 � n1, . . . , Nm � nm |N � nqP pN � nq� n!

n1! � � �nm! pn1

1
� � � pnm

m

λn

n!
e�λ� n¹

k�1

pλpkqnk

nk!
e�λpk .

Se desprende de esta igualdad que la variable Nk tiene distribución marginal
Poissonpλpkq. De esta identidad se verifica también la independencia. �
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Observe que, condicionadas al evento pN � nq, las variables N1, . . . , Nm no
son independientes, mientras que sin tal condición, lo son. Por otro lado,
como los montos de las reclamaciones son independientes de N , el riesgo de
tipo k está dado por la variable

Sk � Nķ

j�1

Y
pkq
j ,

en donde Y
pkq
j es una variable aleatoria con función de distribución

Gkpxq � P pYj ¤ x |Yj P Akq � P pYj ¤ x, Yj P Akq
P pYj P Akq .

Por lo anterior, el riesgo Sk tiene distribución Poisson compuesta con pará-
metros λpk, y Gkpxq. En particular, cuando Ak � pxk�1, xks, con 0 ¤ x0  
x1   � � �   xm, la función de distribución Gkpxq tiene la siguiente forma:

Gkpxq � $''&''% 0 si x   xk,
Gpxq �Gpxk�1q
Gpxkq �Gpxk�1q si xk�1 ¤ x   xk,

1 si x ¥ xk.

� Modelo Poisson compuesto mixto
Cuando el número de reclamaciones N tiene una distribución Poissonpλq y
el parámetro λ es a su vez una variable aleatoria, se dice que el riesgo S
tiene una distribución Poisson compuesta mixta. Algunas caracteŕısticas de
esta distribución se muestran a continuación.
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Proposición 1.10 Si N tiene distribución PoissonpΛq en donde Λ es una
variable aleatoria con función de distribución FΛpλq, entonces

a) P pN � nq � » 8
0

e�λλn
n!
dFΛpλq.

b) EpSq � EpΛqµ.
c) EpS2q � EpΛqµ2 �EpΛ2qµ2.
d) VarpSq � VarpΛqµ2 �EpΛqµ2.
e) MSptq �MΛpMY ptq � 1q.

Para obtener todas las identidades que aparecen en esta proposición es su-
ficiente condicionar sobre el valor de Λ. Véase la sección de ejercicios para
los terceros momentos de este modelo.

1.6. Ejercicios

Modelo individual

1. Considere el modelo individual para un portafolio de n pólizas de se-
guros. Bajo la notación e hipótesis usuales, demuestre que el número
esperado de reclamaciones es q1 � � � � � qn.

2. Para un modelo individual de riesgo, encuentre la distribución de
probabilidad del número total de reclamaciones en una cartera de n
asegurados cuandoDj tiene distribución Berpqq, es decir, qj � q ¡ 0
es constante.

3. Considere el modelo individual de riesgo en dondeDj tiene distribu-
ción Berpqq, es decir, qj � q ¡ 0 es constante. Suponga además que
cada reclamación Cj es constante c ¡ 0, es decir, se trata de una
misma suma asegurada para todos. Encuentre una expresión para
la esperanza y la varianza de S.
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4. Considere el modelo individual para un portafolio de n pólizas de
seguros de vida. Suponga que el j-ésimo asegurado tiene una suma
asegurada constante cj. Demuestre que

a) EpSq � ņ

j�1

qjcj.

b) VarpSq � ņ

j�1

qjpjc
2
j .

5. Demuestre que si f1pxq, . . . , fnpxq son funciones diferenciables que
no se anulan, entonces

d

dx

� n¹
j�1

fjpxq � � � n¹
j�1

fjpxq � � ņ

j�1

f
1
jpxq
fjpxq �.

Use esta fórmula y la expresión encontrada paraMSptq en el modelo
individual de riesgo para encontrar nuevamente EpSq y VarpSq.

6. Para un riesgo S que sigue el modelo individual demuestre que

a. EpS2q � ņ

j�1

qjEpC2
j q �

i̧�j qiqjEpCiqEpCjq.
b. EpS3q � ņ

j�1

qjEpC3
j q � 3

i̧�j qiqjEpCiqEpC2
j q�

i̧,j,k
distintos

qiqjqkEpCiqEpCjqEpCkq.
7. Suponga queD y C son dos variables aleatorias independientes tales

que D tiene distribución Berpqq y C se distribuye exppλq. Calcule
y grafique la función de distribución de la variable aleatoria mixta
DC.

8. Para el modelo individual, suponga queDj tiene distribución Berpqq,
es decir, qj � q ¡ 0 es constante. Encuentre la distribución del
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riesgo S cuando n � 3 y Cj tiene la siguiente distribución de pro-
babilidad

P pCj � 1q � 0.6,

P pCj � 2q � 0.3,

P pCj � 3q � 0.1.

9. Considere un portafolio de 21 pólizas individuales de seguros de
vida válidas por un año como se indica en la tabla que aparece
abajo. Usando el modelo individual calcule EpSq y VarpSq.

Tasa de Suma asegurada
mortalidad qj $2 $3 $4 $5

0.04 1 1 2 1
0.05 0 2 3 3
0.06 1 1 2 4

10. Sean qj,0, qj,1 y qj,2 las probabilidades de que el j-ésimo asegurado
presente 0, 1 y 2 reclamaciones respectivamente durante el tiempo
de vigencia del seguro. Suponga que cada una de las posibles recla-
maciones de la póliza j es constante zj y que qj,0 � qj,1 � qj,2 � 1.
Encuentre fórmulas para EpSq y VarpSq en el modelo individual.

11. Una compañ́ıa aseguradora tiene una cartera con pólizas de seguros
de vida y diferentes sumas aseguradas como se muestra en la tabla
que aparece abajo. Calcule EpSq y VarpSq usando el modelo indi-
vidual.

Suma Número Probabilidad de
asegurada de pólizas reclamación

$10,000 50 0.0040
$20,000 75 0.0035
$30,000 100 0.0030

12. Considere el modelo individual de riesgo para una cartera de n � 56
asegurados divididos en cinco subgrupos de la siguiente forma: 11
asegurados con probabilidad de reclamación q � 0.01, 7 asegurados
con q � 0.015, 20 asegurados con q � 0.02, 10 asegurados con q �
0.025 y 8 asegurados con q � 0.03. Todos ellos con suma asegurada
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$100. Calcule el valor esperado del agregado de reclamaciones del
riesgo correspondiente a esta cartera de asegurados.

13. Para el modelo individual, suponga queDj tiene distribución Berpqq,
es decir, qj � q ¡ 0 es constante, y que cada reclamación Cj tiene
distribución exppλq. Encuentre la distribución de probabilidad del
riesgo S.

14. Considere el modelo individual de riesgo S � °n
j�1

DjCj, en donde
C1, C2, . . ., Cn son constantes posiblemente distintas todas ellas, y
cada Dj tiene distribución Berpqjq para j � 1, 2, . . . , n.

a) Demuestre que la función de probabilidad de la variable DjCj
es

fDjCj
pxq � $&% 1� qj si x � 0,

qj si x � Cj,

0 en otro caso.

b) Defina Sj � Sj�1 � DjCj para j � 2, 3, . . . , n y S1 � D1C1.
Demuestre que la función de probabilidad de la variable Sj
puede calcularse recursivamente de la siguiente forma. Para
j � 2, 3, . . . , n,

fSj
pxq � p1� qjqfSj�1

pxq � qjfSj�1
px� Cjq.

15. Considere el modelo individual de riesgo en donde todas las tasas
de muerte qj son una misma probabilidad p, y los montos de las
reclamaciones son iguales a 1. Verfique que las fórmula generales de
la Proposición 1.1 se reducen a las de la distribución binomialpn, pq,
es decir,

a) EpSq � np.

b) VarpSq � npp1� pq.
c) Fjpxq � $&% 0 si x   0,

1� p si 0 ¤ x   1,
1 si x ¥ 1.

d) MDjCj
ptq � 1� p� pet.

e) MSptq � p1� p� petqn.
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Fórmula de De Pril

16. Sean X1,X2,X3,X4 variables aleatorias independientes con dis-
tribución común como aparece en la tabla de abajo. Encuentre la
distribución de X1 �X2 �X3 �X4.

j 0 1 2 3

fj 0.1 0.2 0.3 0.4

17. Sean X1, . . . ,Xn variables aleatorias independientes con distribu-
ción Berppq. Mediante la fórmula de De Pril [ii] compruebe que la
variable S � X1 � � � � �Xn tiene distribución binpn, pq.

18. Sean X1 y X2 dos variables aleatorias independientes con idénti-
ca distribución Poissonpλq. Use la fórmula de De Pril [ii] para de-
mostrar que X1 �X2 tiene distribución Poissonp2λq.

19. Sean X1 y X2 dos variables aleatorias independientes con idéntica
distribución binpn, pq. Use la fórmula de De Pril [ii] para demostrar
que X1 �X2 tiene distribución binp2n, pq.
Sugerencia:

x̧

j�0

�
n

j


�
m

x� j


 � �n�m

x



.

20. Demuestre que la fórmula recursiva de De Pril [ii] produce efecti-
vamente una función de probabilidad.

21. A partir de la fórmula de De Pril [ii] y siguiendo la misma notación
de dicho enunciado, demuestre que

a) EpSq � nEpXq.
b) VarpSq � nVarpXq.

22. Suponga que las variables aleatorias X1, . . . ,Xn en la fórmula de De
Pril [ii] son estrictamente positivas y toman valores en el conjuntot1, 2, . . .u, con f1 � P pX � 1q � 0. Demuestre que la distribución
de S � X1 � � � � �Xn ahora es la siguiente

gn � pf1qn,
gx�n � 1

f1

x̧

j�1

rjpn � 1q
x

� 1s fj�1 gx�n�j, para x ¥ 1.
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Véase el siguiente ejercicio para una extensión de esta fórmula.

23. Extensión de la fórmula de De Pril [ii]. Suponga que las varia-
bles aleatorias X1, . . . ,Xn son independientes e idénticamente dis-
tribuidas pero ahora con valores en el conjunto tm,m � 1, . . .u
para algún entero m ¥ 1. Sea nuevamente S � X1 � � � � � Xn,
fj � P pX � jq para j ¥ m, con fm � 0, y gx � P pS � xq para
x ¥ nm. Demuestre que

gnm � pfmqn,
gx � 1

fm

x�nm̧
j�1

rjpn � 1q
x� nm

� 1s fj�m gx�j , para x ¥ nm� 1.

Sugerencia: Las variables Xi�m, para i � 1, . . . , n, ahora ya tienen
soporte en el conjunto t0, 1, . . .u, aplique entonces la fórmula de De
Pril [ii] demostrada y un cambio de variable adecuado.

Modelo colectivo

24. Para el modelo colectivo de riesgo demuestre que

a. EpS3q � EpNqEpY 3q � 3ErNpN � 1qsEpY qEpY 2q�ErNpN � 1qpN � 2qsE3pY q.
b. EppS �EpSqq3q �.

25. Suponga que las variables Y1, Y2, . . . en el modelo colectivo de riesgo
son discretas con valores en el conjunto t1, 2, . . .u. Sea fj � P pY �
jq para j ¥ 1, gx � P pS � xq para x ¥ 0, y pn � P pN � nq para
n ¥ 0. Demuestre que

g0 � p0,

gx � 8̧
n�1

f�nx pn, para x ¥ 1.

26. A partir de la fórmula encontrada paraMSptq en el modelo colectivo
de riesgo, encuentre nuevamente las expresiones para EpSq, EpS2q
y VarpSq.
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27. Considere el modelo colectivo de riesgo S � °N
j�1

Yj, en donde
N tiene distribución Poissonpλq y Y sigue una distribución log
normalpm,σ2q. Demuestre que

a) EpY q � exppσ2{2�mq.
b) EpY nq � exppnm� n2σ2{2q, n ¥ 1.

c) VarpY q � peσ2 � 1q exppσ2 � 2mq.
d) EpSq � λ exppσ2{2�mq.
e) VarpSq � λ expp2σ2 � 2mq.
f) α3 :� ErpS �EpSqq3srVarpSqs3{2 � 1?

λ
expp3σ2{2q.

28. La transformada de Laplace-Stieltjes de una variable aleatoria X o
de su distribución se define como la función

lXptq � Epe�tX q � » 8�8 e�tx dFXpxq.
A diferencia de la función generadora de momentos, la transformada
de Laplace-Stieltjes siempre existe para variables aleatorias positi-
vas. Demuestre que para el modelo colectivo de riesgo se cumple la
identidad

lSptq � PN plY ptqq,
en donde PN ptq es la función generadora de probabilidad de N .

29. Sea PXptq � EptXq la función generadora de probabilidad de una
variable aleatoria discretaX. Considere un modelo colectivo de ries-
go en donde las reclamaciones son discretas con valores en t0, 1, . . .u.
Suponiendo la existencia de las funciones involucradas, demuestre
que se cumple la identidad

PSptq � PN pPX ptqq.
Modelo binomial compuesto

30. Verifique la validez de las fórmulas para el modelo binomial com-
puesto que aparecen en la Proposición 1.5 de la página 21.
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31. Para el modelo binomial compuesto, demuestre las siguientes fórmu-
las.

a. EpS3q �.
b. ErpS �EpSqq3s � nppµ3 � 3p2µ2µ� 2p3µ3q.
c. α3 :� ErpS �EpSqq3srVarpSqs3{2 � � ¡ 0.

32. Sean S1 y S2 dos riesgos independientes con distribución binomial
compuesta con parámetros pn1, p;Gq y pn2, p;Gq respectivamente.
Suponga que los montos de las reclamaciones de cada uno de estos
riesgos son Y p1q y Y p2q con idéntica distribución G. Demuestre que
el riesgo S � S1�S2 también sigue una distribución binomial com-
puesta con parámetros pn1 � n2, p;Gq, es decir, la distribución del
monto de las reclamaciones para S es nuevamente G.

Modelo binomial negativo compuesto

33. Verifique la validez de las fórmulas para el modelo binomial negativo
compuesto de la Proposición 1.6 en la página 22.

34. Para el modelo binomial negativo compuesto, demuestre las siguien-
tes fórmulas.

a. EpS3q �.
b. ErpS �EpSqq3s � kp1{p� 1qµ3 � 3kp1{p� 1q2µ2µ� 2kp1{p�

1q3µ3.
c. α3 :� ErpS �EpSqq3srVarpSqs3{2 � � ¡ 0.

35. Sea N con distribución bin negpk, pq. Demuestre que P pN � 0q �
pk, y para n ¥ 0 se cumple la relación recursiva

P pN � n� 1q � k � n

n� 1
p1� pqP pN � nq.



38 1. Modelo individual vs modelo colectivo

Modelo Poisson compuesto

36. Verifique la validez de las fórmulas para el modelo Poisson com-
puesto que aparecen en la Proposición 1.7 de la página 23.

37. Para el modelo Poisson compuesto, demuestre las siguientes fórmu-
las.

a. EpS3q � λµ3 � 3λ2µ2µ� λ3µ3.

b. ErpS �EpSqq3s � λµ3.

c. α3 :� ErpS �EpSqq3srVarpSqs3{2 � µ3a
λµ3

2

¡ 0.

38. Demuestre las fórmulas para el modelo Poisson compuesto asociado
de la página 24.

39. Sean F1pxq y F2pxq dos funciones de distribución con funciones gen-
eradoras de momentos M1ptq y M2ptq respectivamente. Demuestre
que para cualquier α P r0, 1s, la función αF1pxq � p1 � αqF2pxq es
una función de distribución cuya función generadora de momentos
asociada es αM1ptq � p1 � αqM2ptq. Este resultado fue utilizado
en el análisis de la suma de dos riesgos con distribución Poisson
compuesta.

40. Sean S1, . . . , Sn riesgos independientes con distribución Poisson com-
puesta con parámetros λ1, . . . , λn, respectivamente. Suponga que
los montos de las reclamaciones de estos riesgos son Y p1q, . . . , Y pnq,
con función de distribución G1pxq, . . . , Gnpxq, respectivamente. De-
muestre que el riesgo S � S1 � � � � � Sn también sigue una dis-
tribución Poisson compuesta con parámetro λ � λ1� � � � � λn, y la
función de distribución de las reclamaciones es

Gpxq � λ1

λ
G1pxq � � � � � λn

λ
Gnpxq.

41. Sean S1 y S2 dos riesgos independientes, el primero con distribución
Poisson comppλ1, F1q con λ1 � 50, y el segundo con distribución
Poisson comppλ2, F2q con λ2 � 100, en donde F1pxq � mı́ntx, 1u
para x ¥ 0, y F2pxq � 1�e�x para x ¥ 0. Encuentre la distribución
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de S � S1 � S2 y la función de distribución de las reclamaciones
del riesgo S.

42. Sean S1 y S2 dos riesgos independientes con distribución Poisson
compuesta, el primero Poisson comppλ1, F1q con λ1 � 10, y el se-
gundo Poisson comppλ2, F2q con λ2 � 20. Suponga que las reclama-
ciones de ambos riesgos son de magnitud 50 o 100, y por lo tanto
tienen la siguiente función de distribución

F pxq � $&% 0 si x   50,
p si 50 ¤ x   100,
1 si x ¥ 100.

Suponga que el parámetro p es igual a 1{2 para el primer riesgo y es
1{3 para el segundo riesgo. Encuentre la distribución de S � S1�S2
y la función de distribución de las reclamaciones del riesgo S.

43. Sea X1,X2, . . . una sucesión de variables aleatorias independientes
cada una de ellas con distribución Berpqq, y sea X0 � 0. Sea N otra
variable aleatoria con distribución Poissonpλq independiente de las
anteriores. Demuestre que la variable X � °N

i�0
Xi tiene distribu-

ción Poissonpλqq. Esta variable tiene la siguiente interpretación: si
N representa el total de siniestros ocurridos y cada siniestro es
reportado con probabilidad q, entonces X representa el total de
siniestros ocurridos reportados.

44. Sea Y una variable aleatoria con función de distribución F pyq, y
sean a   b dos números tales que F paq   F pbq. Demuestre que la
función de distribución condicional de Y dado el evento pY P pa, bsq
es

F py |Y P pa, bsq � $''&''% 0 si y   a,
F pyq � F paq
F pbq � F paq si a ¤ y ¤ b,

1 si y ¡ b.

Aplique este resultado al caso cuando Y tiene distribución exppαq.
Encuentre y grafique ambas funciones de distribución: la original y
la condicional.
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Modelo Poisson compuesto mixto

45. Verifique la validez de las fórmulas de la Proposición 1.10 de la
página 30.

46. Para el modelo Poisson compuesto mixto, demuestre que

a. EpS3q � EpΛqµ3 � 3EpΛ2qµ2µ�EpΛ3qµ3.
b. ErpS�EpSqq3s � ErpΛ�EpΛqq3sµ3� 3VarpΛqµ2µ�EpΛqµ3.

Esperanza condicional

47. Sea pX,Y q un vector aleatorio discreto con la función de proba-
bilidad que aparece abajo. Encuentre la distribución de la variable
aleatoria EpX |Y q y compruebe que EpEpX |Y qq � EpXq � 78{36.

fX,Y px, yq � " px� yq{36 si x, y � 1, 2, 3,
0 en otro caso.



Caṕıtulo 2

Fórmula de Panjer y
algunos métodos de
aproximación

En este caṕıtulo se presenta la famosa fórmula de Panjer. Este resultado
proporciona una expresión exacta, aunque recursiva, de la distribución de
probabilidad de un riesgo en el modelo colectivo, y es válida cuando la dis-
tribución del número de reclamaciones y los montos cumplen ciertas condi-
ciones. Se presentan además algunos métodos de aproximación con validez
general para estimar la distribución de un riesgo. Estos métodos generales
de aproximación pueden ser útiles cuando no se cumplen las condiciones
requeridas para aplicar la fórmula de Panjer.

2.1. Fórmula de Panjer

Primeramente se enuncia la condición que debe satisfacer el número de
reclamaciones para obtener la fórmula de Panjer.

41
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Proposición 2.1 Sea N una variable aleatoria discreta con valores ent0, 1, . . .u y sea pk � P pN � kq para k � 0, 1, . . . Sean a y b dos cons-
tante. Entonces la igualdad

pk � pa� b

k
q pk�1, k ¥ 1, (2.1)

se cumple cuando

1. N es binpn, pq, con a � �p{p1� pq y b � pn� 1qp{p1 � pq.
2. N es Poissonpλq, con a � 0 y b � λ.

3. N es bin negpr, pq, con a � 1� p y b � pr � 1qp1� pq.
La demostración de este resultado es inmediata después de realizar algunos
cálculos algebraicos sencillos, y se dejan como ejercicio al lector. Toda dis-
tribución de probabilidad con soporte en t0, 1, . . .u que cumple la identi-
dad (2.1) se le llama distribución de clase pa, b, 0q, los términos a y b se
refieren a las constantes del mismo nombre que aparecen en la fórmula (2.1)
y el cero se refiere a que la probabilidad de inicio de la fórmula recursiva es
aquella que tiene sub́ındice cero, es decir, p0. Observe que la identidad (2.1)
es muy atractiva pues permite generar la distribución de probabilidad de es-
tas variables aleatorias discretas de una forma recursiva: se calcula primero
p0, a partir de ella se obtiene p1, a partir de p1 se obtiene p2, y aśı suce-
sivamente. Supondremos entonces que la distribución del número de recla-
maciones cumple con la condición (2.1) y la proposición establece que tal
condición es válida para las tres distribuciones señaladas. En el ejercicio 48
en la página 55 se pide demostrar el resultado rećıproco de la proposición
anterior, es decir, que las únicas distribuciones discretas de probabilidad
no degeneradas que cumplen (2.1) son las tres mencionadas. Recordando la
notación e hipótesis del modelo colectivo de riesgo S � °N

j�1
Yj , definido en

el caṕıtulo anterior, tenemos las siguientes hipótesis y notación adicionales.
Supondremos que las reclamaciones Yj son tales que P pYj P Nq � 1, lo
cual no es ningún problema pues puede considerarse que las reclamaciones
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se efectúan en unidades monetarias, cualesquiera que estas sean. En los
cálculos que haremos a continuación usaremos los siguientes śımbolos.

Notación:

pk � P pN � kq k � 0, 1, . . .

fr � P pY � rq r � 1, 2, . . .

f�kr � P pY1 � � � � � Yk � rq 1 ¤ k ¤ r � 1, 2, . . .

gr � P pS � rq r � 0, 1, . . .

En particular, para 1 ¤ k � 1 ¤ r,

f�pk�1q
r � pf�k � f qr � r�1̧

i�1

f�ki fr�i.
Además, g0 � P pS � 0q � P pN � 0q � p0, y para r ¥ 1,

gr � P pS � rq � 8̧
k�1

P pS � r |N � kqP pN � kq � 8̧
k�1

f�kr pk.

Proposición 2.2 Bajo la notación e hipótesis anteriores, se cumplen las
siguientes igualdades:

1. Ep Y1 | ķ

j�1

Yj � r q � r

k
, para k ¥ 1.

2. pk f
�k
r � pk�1

r�1̧

i�1

pa� bi

r
q f�pk�1q

r�i fi, para k ¥ 2.
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Demostración. Para el primer inciso, por idéntica distribución,

Ep Y1 | ķ

j�1

Yj � r q � 1

k

ķ

i�1

Ep Yi | ķ

j�1

Yj � r q� 1

k
Ep ķ

i�1

Yi | ķ

j�1

Yj � r q� r

k
.

Para el segundo inciso desarrollamos el lado derecho,

pk�1

r�1̧

i�1

pa� bi

r
qf�pk�1q
r�i fi � pk�1

ŗ

i�1

pa� bi

r
qP pY2 � � � � � Yk � r � iqP pY1 � iq� pk�1

ŗ

i�1

pa� bi

r
qP pY1 � i, Y2 � � � � � Yk � r � iq� pk�1

ŗ

i�1

pa� bi

r
qP pY1 � i,

ķ

j�1

Yj � rq� pk�1

ŗ

i�1

pa� bi

r
qP pY1 � i | ķ

j�1

Yj � rqf�kr� pk�1Epa� bY1

r
| ķ

j�1

Yj � rqf�kr� pk�1pa� b

k
qf�kr� pkf

�k
r

�

Ahora estamos listos para enunciar y demostrar la fórmula de Harry Pan-
jer [17], publicada en 1981.
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Teorema 2.1 (Fórmula de Panjer) Para el modelo colectivo de riesgo, y
bajo las hipótesis y notación arriba enunciados, la probabilidad gr � P pS �
rq está dada por

gr � ŗ

i�1

pa� bi

r
q fi gr�i, para r ¥ 1.

g0 � p0.

Demostración. Hemos observado antes que g0 � P pN � 0q � p0. Para
el caso r ¥ 1,

gr � 8̧
k�1

P pS � r |N � kqP pN � kq� 8̧
k�1

pkf
�k
r� p1fr � 8̧
k�2

pkf
�k
r� pa� bqp0fr � 8̧
k�2

r�1̧

i�1

pa� bi

r
qpk�1f

�pk�1q
r�i fi� pa� bqp0fr � r�1̧

i�1

pa� bi

r
qfi 8̧

k�2

pk�1f
�pk�1q
r�i� pa� bqp0fr � r�1̧

i�1

pa� bi

r
qfigr�i� ŗ

i�1

pa� bi

r
qfigr�i.

�

Observe que cuando las reclamaciones son constantes y unitarias, es decir,
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f1 � P pY � 1q � 1, entonces S � N y la fórmula de Panjer se reduce
a la fórmula recursiva (2.1) de las distribuciones pa, b, 0q. A continuación
escribimos expĺıcitamente los primeros términos de la fórmula recursiva de
Panjer:

g0 � p0 � P pN � 0q
g1 � pa� b

1
qf1g0

g2 � pa� b

2
qf1g1 � pa� 2b

2
qf2g0

g3 � pa� b

3
qf1g2 � pa� 2b

3
qf2g1 � pa� 3b

3
qf3g0

...

Como un ejemplo consideremos el caso cuando N sigue una distribución
Poisson de parámetro λ � 3.5, y el monto de las reclamaciones tiene la
siguiente función de densidad

r 1 2 3 4 5

fr 0.1 0.1 0.2 0.3 0.3

Entonces la fórmula de Panjer produce la función de probabilidad para S
que se muestra en la Figura 2.1. El código en R correspondiente se encuentra
en el Apéndice B.

Harry Panjer
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r

gr

0.03

5 10 15 20

Figura 2.1

� Aproximación en el caso de montos de reclamaciones continuas

Cuando los montos de las reclamaciones toman valores continuos, pueden
usarse el siguiente método de discretización de estos montos para poder
aplicar la fórmula de Panjer. Se toma cualquier unidad monetaria ρ ¡ 0, y
se definen las variables aleatorias enteras

Y j � ı́nf tn P N : Yj ¤ nρ u,
y Y j � sup tn P N : Yj ¥ nρ u,

en donde también se define ı́nfH � 0. Entonces ρY j ¤ Yj ¤ ρY j . Por
ejemplo, para la situación que se muestra en la Figura 2.2 se tiene que
Y j � 4 y Y j � 3, y efectivamente 3ρ ¤ Yj ¤ 4ρ.

0 ρ 2ρ 3ρ 4ρ 5ρ � � � nρ

Yj
Figura 2.2

Se definen entonces los siguientes riesgos cuyas reclamaciones ahora son
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enteras

S � Ņ

j�1

Y j, y S � Ņ

j�1

Y j.

Y entonces se cumple que
ρS ¤ S ¤ ρS.

Por lo tanto, para cualquier x ¡ 0,

P pS ¤ x{ρq ¤ P pS ¤ xq ¤ P pS ¤ x{ρq.
Esto provee de cotas superior e inferior, calculadas usando la fórmula de
Panjer, para la función de distribución del riesgo. Conforme más pequeña
sea la unidad monetaria ρ mejor es la aproximación. Debe observarse, sin
embargo, que surge una dificultad técnica para aquellas reclamaciones Yj
con valores en p0, ρq, pues estas reclamaciones llevan a la definición Y j � 0,
lo cual no es un caso contemplado en el esquema de la fórmula de Panjer.
En una situación real el monto de las reclamaciones es grande comparado
con el parámetro ρ, de modo que la probabilidad de que una reclamación
tome un valor entre 0 y ρ es realmente muy pequeña. Existe también un
caso particular simple que es cuando ρ � 1, es decir, se aproximan las
reclamaciones mediante valores enteros: para cada valor de Yj existe un
entero n ¥ 0 tal que n ¤ Yj   n� 1, y por lo tanto,

Y j � n, y Y j � n� 1.

Entonces se tienen nuevamente las relaciones S ¤ S ¤ S, y en consecuencia
para cualquier x ¡ 0,

P pS ¤ xq ¤ P pS ¤ xq ¤ P pS ¤ xq,
en donde S y S son riesgos con reclamaciones enteras para los cuales puede
aplicarse la fórmula de Panjer y obtener su distribución (exceptuando un
pequeño error obtenido por el caso Y j � 0). En cualquier caso podemos ser
prudentes y tomar las reclamaciones de manera sobre estimada: para n ¥ 0,

Y j � n� 1 cuando Y P pn, n� 1s.
De esta forma cualquier valor continuo de una reclamación en el intervalopn, n � 1s se considera como si fuera de magnitud n � 1. Por lo tanto, los
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montos de las reclamaciones están siendo ligeramente sobrevaluadas. SiGpxq
denota la función de distribución de una reclamación Y cualquiera, entonces
se ha definido la distribución discreta

P pY j � n� 1q � Gpn � 1q �Gpnq, n � 0, 1, 2, . . . .

En las siguientes secciones estudiaremos algunos métodos generales para
aproximar la distribución de probabilidad de un riesgo en el modelo colec-
tivo. Estas aproximaciones son muy generales y no presuponen el cumpli-
miento de las hipótesis para la validez de la fórmula de Panjer, es decir,
el número de reclamaciones no necesariamente tiene una distribución en la
clase pa, b, 0q, ni el monto de las reclamaciones es necesariamente discreto.
Por otro lado, el problema de estimar el error en estas aproximaciones es
también muy general y no nos ocuparemos de ello.

2.2. Aproximación normal

Si la distribución de probabilidad del número de reclamaciones N se concen-
tra mayormente en valores grandes, entonces el teorema central del ĺımite
sugiere aproximar la distribución del riesgo S mediante la distribución nor-
mal. Suponga que la esperanza de S es m y la varianza es σ2. Entonces,
para x ¡ 0,

P pS ¤ xq � P pS �m

σ
¤ x�m

σ
q � Φpx�m

σ
q.

Derivando esta expresión se encuentra una fórmula aproximada para la fun-
ción de densidad de S.

Proposición 2.3 (Aproximación normal) Sea S es una riesgo con me-
dia m y varianza finita σ2. Para cualquier x ¡ 0,

fSpxq � 1

σ
φpx�m

σ
q. (2.2)

Esta aproximación hace uso únicamente de la media y la varianza del riesgo,
y en general no es una buena aproximación a menos que la densidad del
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riesgo presente la forma de campana o bien el número de reclamaciones sea
grande. Se puede particularizar esta aproximación cuando la distribución
de N es conocida, por ejemplo, cuando el número de reclamaciones N sigue
una distribución Poisson con parámetro λ, la aproximación (2.2) adquiere
la expresión

fSpxq � 1?
λµ2

φpx� λµ?
λµ2

q.
Otro caso particular se obtiene cuando N es binpn, pq, entonces la expresión
(2.2) se reduce a la fórmula siguiente

P pS ¤ xq � Φp x� npµa
nppµ2 � µ2pqq.

En el caso cuando N es bin negpr, pq se tiene que (2.2) es

P pS ¤ xq � Φp x� rp1� pqµ{pa
rp1� pqrµ2{p� p1� pqµ2{p2s q.

2.3. Aproximación gamma trasladada

Puesto que la función de densidad o de probabilidad de algunos riesgos
pueden presentar un aspecto semejante a la forma de la distribución gam-
ma, se propone substituir la distribución del riesgo S por la distribución
de la variable aleatoria k � Z, en donde k es una constante y Z es una
variable aleatoria con distribución gammapγ, αq. Para ello se deben escoger
adecuadamente valores para los tres parámetros k, γ y α, que determinan
la distribución de k � Z. Supongamos entonces conocidas o estimadas las
siguientes cantidades

a) EpSq � m.

b) VarpSq � σ2.

c)
ErpS �EpSqq3srVarpSqs3{2 � α3.

La correspondiente media, varianza y coeficiente de asimetŕıa (de Fisher)
de la variable aleatoria aproximante k � Z son
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a) Epk � Zq � k � γ{α.
b) Varpk � Zq � γ{α2.

c)
Erpk � Z �Epk � Zqq3srVarpk � Zqs3{2 � 2{?γ.

La idea es hacer que las distribuciones de S y k � Z coincidan en el sen-
tido de que las tres cantidades mencionadas sean las mismas para las dos
distribuciones. Haciendo coincidir estas cantidades se obtiene el sistema de
ecuaciones

k � γ

α
� m,

γ

α2
� σ2,

2?
γ
� α3,

cuya solución es

k � m� 2σ

α3

, γ � 4

α2
3

, α � 2

σα3

.

De esta forma se tiene la siguiente aproximación.

Proposición 2.4 (Aproximación gamma trasladada) La distribución
del riesgo S en el modelo colectivo puede aproximarse mediante la distribu-
ción de la variable aleatoria

m� 2σ

α3

� Z,

en donde Z se distribuye gammap 4
α2
3

,
2

σα3

q.
Pueden substituirse las expresiones generales para la media, varianza y coe-
ficiente de asimetŕıa de un riesgo que sigue el modelo colectivo para obtener
fórmulas un poco más particulares de esta aproximación.

2.4. Aproximación de Edgeworth

Considere un cierto riesgo S modelado mediante una variable aleatoria con
esperanza m, varianza finita σ2, y tal que su función generadora de mo-
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mentos existe. Defina la variable Z � pS �mq{σ, cuya esperanza es cero y
varianza es uno. Sea MZprq la función generadora de momentos de Z. La
serie de Taylor de la función lnMZprq alrededor de cero es

lnMZprq � a0 � a1r � a2

2!
r2 � a3

3!
r3 � a4

4!
r4 � � � �

en donde los coeficientes son ak � dk

drk
lnMZprq���

r�0

. Calculando las derivadas

y evaluando en cero se encuentra que los primeros cinco coeficientes son

a0 � 0,

a1 � EpZq � 0,

a2 � EpZ2q � 1,

a3 � EpZ3q,
a4 � EpZ4q � 3,

...

La aproximación de Edgeworth consiste en truncar la serie de Taylor de
la función lnMZprq hasta algún término adecuado. Por ejemplo, la aproxi-
mación hasta la cuarta potencia de r es

lnMZprq � 1

2!
r2 � a3

3!
r3 � a4

4!
r4.

Entonces

MZprq � expp 1
2!
r2 � a3

3!
r3 � a4

4!
r4q� er

2{2 exppa3
6
r3 � a4

24
r4q.

Ahora se usa la serie ex � 1� x� x2{2! � x3{3! � � � � en el segundo factor
y se obtiene la aproximación

MZprq � er
2{2 p1� a3

6
r3 � a4

24
r4 � a2

3

72
r6q� er

2{2 � a3

6
r3er

2{2 � a4

24
r4er

2{2 � a33
72
r6er

2{2. (2.3)
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El siguiente paso es invertir cada término de esta ecuación encontrando
una distribución aproximada para Z. El resultado que utilizaremos es el
siguiente.

Proposición 2.5 Si φpxq es la función de densidad de la distribución nor-
mal estándar, entonces para cualquier entero n ¥ 0,» 8�8 erxp�1qnφpnqpxq dx � rner

2{2.
Demostración. Primeramente tenemos que para n � 0,» 8�8 erxφpxq dx � er

2{2,
es decir, er

2{2 es la función generadora de momentos de la distribución nor-
mal estándar. Multiplicando por r tenemos que

rer
2{2 � » 8�8 rerxφpxq dx� » 8�8p ddxerxqφpxq dx� � » 8�8 erxφ1pxq dx.

Es decir, rer
2{2 es la transformada de Laplace de �φ1pxq. Procediendo de

manera análoga, multiplicando sucesivamente por r, se llega a la fórmula
anunciada. �

En particular, se ha demostrado que rer
2{2 es la transformada de Laplace

de �φ1pxq. En este caso usamos el término transformada de Laplace y no
función generadora de momentos pues la función �φ1pxq no es una función
de densidad. Entonces el resultado anterior establece que la función rner

2{2
es la transformada de Laplace de p�1qnφpnqpxq. El siguiente paso es invertir
cada uno de los términos de la igualdad (2.3), aunque realmente que no se
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está calculando de manera formal la inversa de la función generadora de
momentos (o transformada de Laplace) sino que se está usando el hecho de
que si dos distribuciones de probabilidad tienen la misma función generadora
de momentos, entonces las distribuciones coinciden. Aśı, invirtiendo término
a término la igualdad (2.3), se obtiene

fZpzq � φpzq � a3

6
φp3qpzq � a4

24
φp4qpzq � a2

3

72
φp6qpzq. (2.4)

Recordemos que hemos definido Z � pS �mq{σ, por lo tanto la función de
densidad de S � m� σZ está dada por

fSpxq � 1

σ
fZpx�m

σ
q,

y de esta forma se llega al siguiente resultado.

Proposición 2.6 (Aproximación de Edgeworth) Sea S un riesgo con
media m, varianza finita σ2, y cuya función generadora de momentos existe.
Entonces la función de densidad de S puede aproximarse de la siguiente
forma

fSpxq � 1

σ
rφpx �m

σ
q�a3

6
φp3qpx�m

σ
q�a4

24
φp4qpx�m

σ
q�a23

72
φp6qpx�m

σ
q s.

Derivando directamente la función de densidad φpxq de la distribución nor-
mal estándar puede demostrarse que

φp3qpxq � p3x� x3qφpxq,
φp4qpxq � p3� 6x2 � x4qφpxq,
φp6qpxq � p�15� 45x2 � 15x4 � x6qφpxq.

Estas expresiones pueden substituirse en la aproximación de Edgeworth
para obtener una expresión en términos de únicamente la función φpxq. Ob-
serve que el primer sumando en la aproximación de Edgeworth corresponde
a la función de densidad normal con media m y varianza σ2. No es dif́ıcil
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verificar además que cuando el riesgo S sigue una distribución normal, la
aproximación de Edgeworth es exacta pues produce como resultado la mis-
ma distribución con los mismos parámetros.

Francis Ysidro Edgeworth

(Irlanda 1845–1926)

La aproximación de Edgeworth puede expresarse también en términos de la
función de distribución de la siguiente forma. Integrando (2.4) se obtiene

FZpzq � Φpzq � a3

6
Φp3qpzq � a4

24
Φp4qpzq � a2

3

72
Φp6qpzq.

Considerando la identidad FSpxq � FZppx�mq{σq, se tiene que la aproxima-
ción de Edgeworth para un riesgo S en términos de la función de distribución
es

FSpxq � Φpx�m

σ
q � a3

6
Φp3qpx�m

σ
q � a4

24
Φp4qpx�m

σ
q � a23

72
Φp6qpx�m

σ
q,

en donde derivando directamente la función Φpzq puede demostrarse que

Φp3qpzq � pz2 � 1qφpzq,
Φp4qpzq � p�z3 � 3zqφpzq,
Φp6qpzq � p�z5 � 10z3 � 15zqφpzq.

2.5. Ejercicios

Distribuciones de la clase pa, b, 0q
48. Las cuatro distribuciones de la clase pa, b, 0q. Sea tpku una distribu-
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ción de probabilidad en la clase pa, b, 0q, es decir, se trata de una
distribución discreta con soporte el conjunto t0, 1, . . .u y tal que
cumple la relación pk � pa � b{kq pk�1 para k ¥ 1, en donde a y b
son dos constantes. Observe que tomando el caso particular cuando
k � 1, se llega a la conclusión de que las constantes deben satisfacer
la desigualdad a� b ¥ 0.

a) Demuestre que en el caso a�b � 0, la distribución se concentra
en cero, es decir, p0 � 1.

b) Demuestre que si a � b ¡ 0 y a � 0 entonces tpku es la dis-
tribución Poissonpλq con λ � b ¡ 0.

c) Demuestre que si a � b ¡ 0 y a ¡ 0 entonces para cualquier
k ¥ 1,

pk � ak

k!
pk � b

a
qpk � 1� b

a
q � � � p2� b

a
qp1� b

a
qp0. (2.5)

Defina r � 1 � b{a, e incorpore este valor en (2.5). Concluya
que tpku es la distribución bin negpr, pq con p � 1� a.

d) Observe que si a� b ¡ 0 y a   0, y si la relación iterativa es
válida para cualquier k ¥ 1 como hemos supuesto, entonces
necesariamente los valores de las constantes a y b deben ser
tales que exista un entero n ¥ 1 tal que

a� b

n
¡ 0, y a� b

n� 1
� 0.

Y por lo tanto se debe tener que pk � 0 para k � n�1, n�2, . . ..
De la igualdad anterior obtenga n � �b{a� 1. Compruebe la
validez de la ecuación (2.5) para 0 ¤ k ¤ n, e incorpore alĺı el
valor de n. Concluya que tpku es la distribución binomialpn, pq
con p � a{pa� 1q.

49. Función generadora de probabilidad de una distribución en la clasepa, b, 0q. Sea N una variable aleatoria con distribución de probabi-
lidad en la clase pa, b, 0q.
a) Demuestre que la correspondiente función generadora de pro-

babilidad PN ptq � EptN q satisface la ecuación diferencialp1� atqP 1
N ptq � pa� bqPN ptq. (2.6)



2.5. Ejercicios 57

b) Demuestre que la solución a la ecuación (2.6) con condición
inicial PN p1q � 1 y para a R t0, 1u es

PN ptq � �1� at

1� a


�pa�bq{a
.

c) En particular, demuestre que

c.1) P pN � 0q � p1� aqpa�bq{a para a � 0.

c.2) ĺım
aÑ0

P pN � 0q � e�b.
50. Fórmula para la esperanza de una distribución en la clase pa, b, 0q.

Sea N una variable aleatoria con distribución de probabilidad tpku
en la clase pa, b, 0q. A partir de la definición elemental de esperanza
o bien usando la fórmula (2.6) del ejercicio anterior, demuestre que
para a � 1,

EpNq � a� b

1� a
.

Fórmula de Panjer

51. Compruebe que la fórmula recursiva de Panjer efectivamente pro-
duce una función de probabilidad.

52. A partir de la fórmula recursiva de Panjer compruebe nuevamente
que

EpSq � EpNqEpY q.
53. Fórmula recursiva para los momentos de S. Use la fórmula de Pan-

jer y la misma notación e hipótesis de dicho resultado para de-
mostrar que para a � 1 y para n ¥ 1,

EpSnq � 1

1� a

n�1̧

i�0

�
a

�
n

i


� b

�
n� 1

i


�
EpSiqEpY n�iq.

54. Fórmula recursiva para la función de distribución de S en un caso
particular. En general es dif́ıcil encontrar una expresión recursiva
para la función de distribución F pxq de un riesgo S en el modelo
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colectivo. Sin embargo, para el siguiente caso particular es posi-
ble encontrar dicha relación. Usando la notación e hipótesis de la
fórmula de Panjer y en el caso cuando N tiene una función de pro-
babilidad geoppq, es decir, pk � P pN � kq � p1� pqkp, para k ¥ 0,
demuestre que para x ¥ 1,

F pxq � p� p1� pq x̧

j�1

fj F px� jq.
55. Suponga que un riesgo S sigue un modelo colectivo en donde N

tiene una distribución Poisson de parámetro λ � 2, y el monto de las
reclamaciones tiene la función de probabilidad que aparece abajo.
Use la fórmula de Panjer para encontrar la función de probabilidad
de S.

r 1 2

fr 1/2 1/2

56. Suponga que un riesgo S sigue un modelo colectivo en dondeN tiene
una distribución geométrica de parámetro p � 1{2, y el monto de las
reclamaciones tiene la función de probabilidad que aparece abajo.
Use la fórmula de Panjer para encontrar la función de probabilidad
de S.

r 1 2

fr 1/2 1/2

Aproximación normal

57. Suponga que un cierto riesgo S tiene una distribución Poisson com-
puesta con parámetro λ � 30, en donde los montos de las reclama-
ciones siguen una distribución uniforme(0, 10). Use la aproximación
normal para encontrar el valor de la prima p tal que

a) P pS ¡ pq ¤ 0.05.

b) P pS ¡ pq ¤ 0.01.
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58. Suponga que un riesgo S sigue una distribución Poisson compuesta
con parámetro λ � 20, y los montos de las reclamaciones tienen
distribución exppαq con α � 10. Use la aproximación normal para
estimar la probabilidad P pS ¡ EpSqq.

59. Suponga que un riesgo S sigue una distribución Poisson compuesta
con parámetro λ � 20, y los montos de las reclamaciones tienen dis-
tribución Paretop4, 3q. Use la aproximación normal para comprobar
que el valor de la prima p que cumple la condición P pS ¡ pq ¤ 0.01
es p � 38.0194 .

Aproximación gamma trasladada

60. Demuestre que si S es un riesgo con distribución gammapγ, αq, en-
tonces ErpS � γ{αq3s � 2γ{α3. Compruebe entonces que la aproxi-
mación gamma trasladada para S coincide con S.

61. Durante la derivación de la aproximación gamma trasladada se usa
el hecho de que la variable aleatoria k � Z, en donde Z tiene una
distribución gammapγ, αq, tiene media, varianza y coeficiente de
asimetŕıa k � γ{α, γ{α2 y 2{?γ respectivamente. Demuestre estas
fórmulas.

62. Durante la derivación de la aproximación gamma trasladada se llega
al sistema de ecuaciones k � γ{α � m, γ{α2 � σ2 y 2{?γ � α3, en
donde k, γ y α son las incógnitas. Demuestre que la solución a este
sistema es efectivamente k � m� 2σ{α3, γ � 4{α2

3
y α � 2{σα3.

63. Encuentre una expresión para la aproximación gamma trasladada
cuando el riesgo sigue una distribución

a) Poisson compuesta.

b) binomial compuesta.

c) binomial negativa compuesta.

64. Suponga que Z tiene una distribución gammapγ, αq. Demuestre que
si 2γ es un número entero natural, entonces 2αZ tiene una distribu-
ción χ2p2γq.
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Aproximación de Edgeworth

65. Demuestre que la aproximación de Edgeworth para un riesgo con
distribución normal con mediam y varianza σ2 produce esta misma
distribución con los mismos parámetros. Recuerde que si Z tiene
una distribución normal estándar, entonces los momentos impares
de esta variable aleatoria se anulan, y para cualquier número natural
n,

EpZ2nq � p2nq!
2n n!

.

66. Suponga que S tiene una distribución Poisson compuesta de pará-
metro λ ¡ 0, y que se desea usar la aproximación de Edgeworth
para S. Demuestre que

ak � dk

drk
lnMZprq����

r�0

� λµkpλµ2q�k{2, para k � 2, 3, 4.

En consecuencia

P pS ¤ xq � Φpx� λµ?
λµ2

q � λµ3pλµ2q�3{2
6

Φp3qpx� λµ?
λµ2

q�λµ4pλµ2q�2

24
Φp4qpx� λµ?

λµ2
q�λ2µ23pλµ2q�3

72
Φp6qpx� λµ?

λµ2
q.

67. Suponga que S tiene una distribución Poisson compuesta de pará-
metro λ ¡ 0, y que se desea usar la aproximación de Edgeworth
para S. Suponga adicionalmente que el monto de las reclamaciones
siguen una distribución Paretop4, 3q. Demuestre que µ4 � 8, y por
lo tanto la fórmula del ejercicio anterior no puede aplicarse.



Caṕıtulo 3

Principios para el cálculo de
primas

Hemos mencionado antes que una prima es un pago por adelantado que un
asegurado realiza a una compañ́ıa aseguradora para obtener una cobertura
parcial o completa contra un riesgo determinado, en los términos y condi-
ciones que establece la póliza del seguro. En este caṕıtulo vamos a estudiar
algunas reglas generales para calcular el valor de una prima tomando en
consideración únicamente los aspectos matemáticos del riesgo, es decir, no
consideraremos cuestiones administrativas o mercadológicas del negocio del
seguro, las cuales en situaciones prácticas son indispensables de considerar.
Denotaremos por p, o pS , la prima para cubrir un riesgo S. De esta mane-
ra, a la fórmula para calcular una prima se le puede considerar como una
función numérica de la variable aleatoria S o de su distribución.

3.1. Principios generales

La prima pura de riesgo está dada por p � EpSq. Aunque esta fórmula
podŕıa parecer justa para el asegurado, no lo es aśı para el asegurador, quien
debe solventar los diversos gastos de administración del seguro, y quien por
otro lado no tendŕıa ningún margen de ganancia promedio por operar el
negocio del seguro. Veremos a continuación la posible situación catastrófica
que podŕıa presentarse cuando se toma p � EpSq. Considere un portafolio
homogéneo de n pólizas de seguro de un mismo riesgo y válidas por un

61
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tiempo determinado. Suponga que se cobra una misma prima p por cada
póliza, y que Sj representa el monto de las reclamaciones efectuadas por la
póliza j, las cuales se presuponen independientes y con idéntica distribución.
Si u es el capital inicial de la aseguradora, entonces el capital de la misma
al término de la vigencia de las pólizas es

Xn � u� np� ņ

j�1

Sj � u� ņ

j�1

pp� Sjq.
Tenemos las siguientes dos situaciones:

a) Cuando p � EpSq, al tomar esperanza en la ecuación anterior se ob-
tiene EpXnq � u�n pp�EpSqq � u. Es decir, en promedio la compañ́ıa
aseguradora permanece con su capital inicial, sin embargo puede de-
mostrarse que cuando nÑ8, casi seguramente,

ĺım sup
nÑ8 Xn � � ĺım inf

nÑ8 Xn � 8.
Esto quiere decir que el capital Xn puede oscilar y tomar valores
grandes, tanto negativa como positivamente.

b) Cuando p � EpSq, por la ley de los grandes números, la variable Xn

tiene el siguiente comportamiento ĺımite en el sentido casi seguro,

ĺım
nÑ8Xn � # �8 si p ¡ EpSq,�8 si p   EpSq.

En vista de estos resultados, es natural y deseable suponer p ¡ EpSq. Esta
condición se conoce con el nombre de condición de ganancia neta (net profit
condition), y debe prevalecer en cualquier método para calcular p. En gene-
ral no existe un mecanismo de cálculo para la prima que sea el mejor pues
existen varias condiciones que afectan la forma de calcular primas, entre
ellas, las restricciones legales y financieras, las condiciones del asegurado,
las condiciones de la propia aseguradora y de las otras aseguradoras, aśı co-
mo las condiciones del mercado del seguro. Todos estos son factores que
determinan, directa o indirectamente, el valor de una prima para cubrir un
riesgo particular en una situación real.
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� Principio del valor esperado
Este principio es uno de los más sencillos y establece que la prima puede
calcularse de la siguiente forma

p � p1� θqEpSq,
en donde θ ¡ 0 es una constante llamada factor de recargo (safety loading).
Es decir, se trata de la reclamación promedio mas un porcentaje de ésta.
En el factor de recargo se encuentran inmersos los costos administrativos y
comerciales del seguro, aśı como los márgenes de utilidad de la aseguradora.
La forma simple en la que se calculan las primas mediante este principio
es una de sus caracteŕısticas principales, sin embargo puede observarse que
una desventaja de esta fórmula es que asigna la misma prima a dos ries-
gos con distinta distribución pero con media común, y no toma en cuenta
otro aspectos. Por ejemplo, si las varianzas de los riesgos fueran distintas,
entonces las primas tal vez debeŕıan ser distintas.

� Principio de la varianza
Este principio hace uso de la esperanza y la varianza del riesgo. En este
caso el factor de recargo θ ¡ 0 se aplica sobre el valor de la varianza de la
siguiente forma

p � EpSq � θVarpSq.
� Principio de la desviación estándar
Sea nuevamente θ ¡ 0 una constante. En este principio el factor de recargo
se aplica sobre la desviación estándar del riesgo como indica la fórmula que
aparece abajo. A diferencia del principio de la varianza, en este caso las
unidades de medición del riesgo y de la prima coinciden. Y es evidente que
la prima calculada mediante este principio produce una prima menor o igual
a aquella calculada mediante el principio de la varianza.

p � EpSq � θ
a

VarpSq.
� Principio de utilidad cero
Este principio hace uso de una función de utilidad, esto es, una función vpxq
definida sobre r0,8q o un subconjunto de este intervalo y con valores en R,
que cumple las propiedades que se mencionan a continuación, y cuya gráfica
en términos generales se muestra en la Figura 3.1.
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a) Es estrictamente creciente.

b) Es cóncava.

Suponiendo diferenciabilidad, la primera condición se escribe v1pxq ¡ 0, y
la segunda condición significa que v2pxq ¤ 0. A veces se añade la condición
vp0q � 0 pues toda función de utilidad (definida en x � 0) puede modificarse
de tal forma que cumpla esa condición sin afectar el resultado en los procesos
de decisión que llevaremos a cabo usando estas funciones. La nueva función
de utilidad seŕıa vpxq�vp0q. Véase la sección sobre este tema en el apéndice.

x

vpxq
Figura 3.1: Función cóncava.

El principio de utilidad cero establece que la prima para cubrir un cierto
riesgo S es aquel número p que satisface la ecuación

vpuq � Ervpu � p� Sqs, (3.1)

en donde u es el capital inicial de la aseguradora. Es decir, la utilidad que
representa para la aseguradora el capital inicial u debe ser idéntica a la
utilidad esperada al cubrir el riesgo. Aśı pues, el cálculo de p está dado
impĺıcitamente por la ecuación (3.1), y para que la prima esté bien definida
supondremos el caso cuando esta ecuación tiene una única solución p. Debe-
mos mencionar, sin embargo, que resolver ecuaciones de la forma (3.1) para
p, no es sencillo. El siguiente ejemplo es un caso muy particular y at́ıpico.

Ejemplo 3.1 Considere la función de utilidad upxq � 1� e�αx, con α ¡ 0.
La prima se calcula como aquel valor de p que es solución de la ecuación

1� e�αu � Er1� e�αpu�p�Sqs.
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En este caso la solución se puede encontrar con facilidad. Después de al-
gunos cálculos, de la identidad anterior se obtiene la expresión

p � 1

α
lnMSpαq. (3.2)

Se presentan a continuación algunos ejemplos de funciones de utilidad.

a) Función de utilidad exponencial.

vpxq � 1� e�αx, α ¡ 0.

b) Función de utilidad cuadrática.

vpxq � x� αx2, α ¡ 0, para 0 ¤ x ¤ 1{p2αq.
c) Función de utilidad logaŕıtmica.

vpxq � α lnx, α ¡ 0.

d) Función de utilidad de potencia fraccional.

vpxq � xα, 0   α ¤ 1.

Demostraremos a continuación que el principio de utilidad cero produce
primas que cumplen la condición p ¥ EpSq. Por la desigualdad de Jensen
en el caso de funciones cóncavas,

vpuq � Ervpu� p� Sqs ¤ vpEpu � p� Sqq � vpu� p�EpSqq.
Como v es una función estrictamente creciente, es uno-a-uno, y por lo tanto
su inversa v�1 existe y también es estrictamente creciente. Al aplicar en-
tonces la inversa se preserva la desigualdad anterior y se obtiene p ¥ EpSq.
La igualdad se logra, por ejemplo, cuando S es constante.

� Principio del valor medio
Este principio hace uso de una función de valor, esto es, una función vpxq
que cumple las propiedades que aparecen abajo y cuya gráfica general se
muestra en la Figura 3.2.

a) vp0q � 0.

b) Es estrictamente creciente.
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x

vpxq
Figura 3.2: Función convexa.

c) Es estrictamente convexa.

El principio del valor medio establece que la prima p debe calcularse a partir
de la igualdad

vppq � ErvpSqs. (3.3)

Esta identidad significa que la compañ́ıa aseguradora asigna el mismo valor
a la prima que al valor promedio de la reclamación. Como v es estrictamente
creciente, es uno-a-uno, su inversa por lo tanto existe y es también estricta-
mente creciente. De hecho, la inversa de cualquier función de utilidad que se
anula en cero es un ejemplo de una función de valor. Aśı, la prima mediante
este principio se puede escribir de la siguiente forma

p � v�1pEpvpSqqq.
Por la desigualdad de Jensen para la función convexa v, EpvpSqq ¥ vpEpSqq,
o bien por la misma desigualdad para la función cóncava v�1, v�1pEpXqq ¥
Epv�1pXqq. Ambos caminos llevan a la desigualdad

p ¥ EpSq.
Ejemplo 3.2 Considere la función de valor vpxq � eαx � 1, con α ¡ 0.
Bajo este principio, la igualdad (3.3) se escribe eαp � 1 � EpeαS � 1q, lo
que lleva a la siguiente solución, que es idéntica a (3.2),

p � 1

α
lnMSpαq. (3.4)
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� Principio exponencial
Este es el principio de utilidad cero aplicado a la función de utilidad vpxq �
1 � e�αx, con α ¡ 0. Y coincide también con el principio del valor medio
aplicado a la función de valor vpxq � eαx � 1, con α ¡ 0. Hemos visto que
la prima calculada bajo estos principios es

p � 1

α
lnMSpαq.

Observe que en este caso la prima no depende del capital inicial u. Puede
verificarse directamente que p ¥ EpSq, lo cual hemos demostrado de manera
general en dos ocasiones.

� Principio del porcentaje
Sea ǫ ¡ 0 una constante. El principio del porcentaje sugiere que la pri-
ma p puede calcularse mediante la expresión aparece abajo. El significado
geométrico de esta fórmula se muestra en la Figura 3.3.

p � ı́nf tx ¡ 0 : P pS ¡ xq ¤ ǫu.
fpxq

x
p

Figura 3.3

De esta forma la probabilidad de que el riesgo exceda el monto de la prima
debe ser pequeño o controlable mediante el parámetro ǫ. A este princi-
pio también se le conoce también como principio de pérdida máxima. Por
ejemplo, si S sigue una distribución exponencial de parámetro λ, entonces
P pS ¡ xq � e�λx. Y por lo tanto p es aquel valor numérico tal que e�λp � ǫ,
es decir, p � � 1

λ
ln ǫ. Aśı, para este ejemplo particular, se cumple la condi-

ción p ¥ EpSq si, y sólo si, � 1

λ
ln ǫ ¥ 1

λ
, es decir, ǫ ¤ e�1. Esto muestra

que el principio del porcentaje no produce en general primas que cumplen
la condición de ganancia neta.
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� Principio de Esscher
Antes de establecer este principio es necesario primero definir la transforma-
da de Esscher de una distribución. Sea S un riesgo con función de densidad
f pxq, función de distribución F pxq, y para la cual existe la función genera-
dora de momentos MSphq, para algunos valores de h ¡ 0. La transformada
de Esscher con parámetro h de la función de densidad f pxq es

gpxq � 1

MSphq ehxf pxq. (3.5)

Es inmediato comprobar que esta función es efectivamente de densidad. El
principio de Esscher establece que la prima para cubrir el riesgo S es la
esperanza de esta nueva función de densidad, es decir,

p � 1

MSphq » 80 x ehxf pxq dx� 1

MSphqEpSehSq.
Habiendo definido la forma de calcular primas bajo este principio, vamos
a hacer ahora algunas observaciones acerca de la nueva función de densi-
dad (3.5), la cual es la función de densidad original ponderada por la fun-
ción x ÞÑ ehx{MSphq. Para valores de x menores a EpSq esta ponderación
es menor a uno pues

ehx

MSphq   ehEpSq
MSphq ¤ 1,

en donde la segunda desigualdad se obtiene de la desigualdad de Jensen. Ello
tiene como consecuencia que la esperanza de (3.5) sea mayor a la esperanza
de S, cumpliendose aśı la condición de ganancia neta. Observe además que
la correspondiente función de distribución de (3.5) es

Gpxq � 1

MSphq » x0 ehyf pyq dy.
A esta función también se le llama la transformada de Esscher de la función
de distribución F pxq. Sea S̃ una variable aleatoria asociada a esta función de
distribución. Algunos cálculos sencillos muestran que la función generadora
de momentos de esta nueva variable aleatoria está dada por

MS̃ptq � MSpt� hq
MSphq .
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� Principio del riesgo ajustado
Este principio, aśı como el de Esscher, está basado en una transformación
de la distribución del riesgo. Para un riesgo S con función de distribución
F pxq se define una nueva función de distribución de la siguiente forma

Gpxq � 1� p1� F pxqq1{ρ,
en donde ρ ¥ 1 es un parámetro conocido como el ı́ndice del riesgo. Puesto
que 1 � F pxq es un número entre cero y uno, y ρ ¥ 1, se cumple quep1 � F pxqq1{ρ ¥ 1 � F pxq. De donde se obtiene que F pxq ¥ Gpxq y ello se
muestra en la Figura 3.4.

x

1
F pxq
Gpxq

Figura 3.4

La prima por el principio del riesgo ajustado para el riesgo S se define como
la esperanza de la nueva función de distribución es , es decir,

p � » 8
0

p1�Gpxqq dx � » 8
0

p1� F pxqq1{ρ dx.
Se verifica la condición p ¥ EpSq pues

p � » 8
0

p1� F pxqq1{ρ dx ¥ » 8
0

p1� F pxqq dx � EpSq.
3.2. Propiedades

En esta sección se enuncian algunas propiedades generales que son deseables
que posea cualquier método para calcular primas.
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� Simplicidad
El cálculo de la prima debe ser fácil de calcular, por ejemplo, los principios
del valor esperado, el de la varianza y el de la desviación estándar cumplen
plenamente esta primera propiedad. La simplicidad en el cálculo de la prima
es deseable que se cumpla por varias razones, entre ellas está el aspecto
práctico del cálculo mismo, aśı como el de lograr una cabal comprensión
del cálculo de la prima por parte del asegurado y del resto de las personas
involucradas en los procesos administrativos y legales del seguro.

� Cota inferior
Por lo explicado antes, la prima debe tener siempre como cota inferior estric-
ta la prima de riesgo, es decir, p ¡ EpSq, en otras palabras, las primas deben
tener siempre un recargo positivo. Sin embargo, como hemos constatado en
algunos cálculos, es más sencillo verificar la condición p ¥ EpSq.
� Consistencia
Si un riesgo se incrementa en una constante, entonces la prima debe reflejar
ese cambio incrementándose en la misma cantidad, es decir, si c ¡ 0 es una
constante, entonces ppS � cq � ppSq � c. Los principios de varianza, de la
desviación estándar, de utilidad cero, el principio exponencial y el principio
del porcentaje cumplen con esta propiedad.

� Aditividad
La prima de un portafolio consistente en dos riesgos independientes debe
ser la suma de las primas individuales, es decir, ppS1 � S2q � ppS1q �
ppS2q, cuando S1 y S2 son dos riesgos independientes. Es claro que cuando
se cumple esta propiedad, el intentar combinar o separar los riesgos no
resulta en ninguna ventaja o provecho alguno ni para el asegurado ni para el
asegurador. Los principios de valor esperado, el de la varianza y el principio
exponencial cumplen esta propiedad.

� Invarianza de escala
Si a ¡ 0 es una constante, entonces ppaSq � appSq, es decir, si la cuan-
tificación del riesgo S cambia de escala y se considera ahora el riesgo aS,
la prima para este nuevo riesgo debe ser appSq, esto es, la prima original
modificada con la misma escala.
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� Cota superior
Si un riesgo está acotado superiormente, entonces la prima para cubrir este
riesgo también debe tener la misma cota superior, es decir, si S ¤ M para
alguna constante M ¡ 0, entonces ppSq ¤M .

3.3. Primas y funciones de utilidad

Hemos mencionado que el principio de utilidad cero establece que la prima
que una aseguradora está dispuesta a cobrar a un asegurado para cubrir un
cierto riesgo S, y tomando como función de utilidad v1pxq es aquel número
p que satisface la ecuación

v1pu1q � Erv1pu1 � p� Sqs, (3.6)

en donde u1 es el capital inicial de la aseguradora. Denotemos por p� a esta
prima puesto que en realidad la aseguradora estaŕıa contenta en cobrar una
prima p que sea mayor o igual a p�, es decir, desde el punto de vista de
la aseguradora y bajo el criterio de utilidad cero, la prima p� es la mı́nima
prima a cobrar, y por lo tanto p ¥ p�. En contraparte, un asegurado con
capital inicial o riqueza u2 y con función de utilidad v2pxq, considera que
puede aceptar contratar un seguro para cubrirse contra el riesgo S cuando,
de acuerdo al principio de utilidad cero, la prima p está dada por

v2pu2 � pq � Erv2pu2 � Sqs. (3.7)

El posible valor de p solución de esta ecuación representa el punto de balance
(misma utilidad) para el asegurado entre la decisión de contratar el seguro o
no contratarlo. Denotemos ahora por p� a la solución de (3.7). Nuevamente
ese valor es en realidad la prima máxima que el asegurado está dispuesto a
pagar para cubrirse contra S, pues es claro que una prima menor o igual a
tal valor es conveniente para él. De esta manera el principio de utilidad cero
establece las condiciones de ambas partes para tomar un decisión respecto
a firmar o no firmar el contrato del seguro. Es claro que habrá un acuerdo
entre ambas partes si existe un valor de p tal que

p� ¤ p ¤ p�.
En tal caso se dice que el riesgo es asegurable bajo el criterio y condiciones
mencionados. La situación se ilustra en la Figura 3.5.
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p� Prima de la aseguradora

p�Prima del asegurado

Figura 3.5

Ejemplo 3.3 Suponga que una compañıa aseguradora con capital inicial
u1 ¡ 0 decide asegurar un riesgo S y el cálculo de la prima se determina de
acuerdo al principio de utilidad cero usando la función de utilidad v1pxq �
1� e�α1x, con α1 ¡ 0. De este modo, la prima mı́nima que la aseguradora
está dispuesta a cobrar es p� dada por la solución de la ecuación

v1pu1q � Erv1pu1 � p� � Sqs.
Resolviendo esta ecuación como se ha hecho antes se encuentra que p� �
1

α1
lnMSpα1q. Por otro lado, un asegurado con capital inicial u2 está dis-

puesto a pagar una prima máxima p� para asegurarse contra este riesgo,
determinada por la ecuación v2pu2 � p�q � Erv2pu2 � Sqs, en donde v2pxq
es la función de utilidad particular v2pxq � 1� e�α2x, con α2 ¡ 0. La solu-
ción de esta ecuación es p� � 1

α2
lnMSpα2q. Aśı, el riesgo mencionado es

asegurable bajo las condiciones mencionadas si, y sólo si, las constantes α1

y α2 satisfacen la relación

1

α1

lnMSpα1q ¤ 1

α2

lnMSpα2q.
3.4. Ejercicios

Desigualdad de Jensen

68. Una función u : pa, bq Ñ R es convexa si para cualesquiera números
x   y en pa, bq, y para cualquier t P r0, 1s se cumple la desigualdad

uptx� p1� tqyq ¤ tupxq � p1� tqupyq.
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Geométricamente esta desigualdad significa que la recta que une
los puntos px, upxqq y py, upyqq se encuentra por arriba de la fun-
ción en el intervalo rx, ys. Cuando u es dos veces diferenciable, la
condición de convexidad se escribe u2pxq ¡ 0. La desigualdad de
Jensen establece que si u es una función convexa y X es una va-
riable aleatoria tal que tanto X como upXq tienen esperanza finita,
entonces

upEpXqq ¤ EpupXqq.
Demuestre esta desigualdad en el caso cuando u es dos veces dife-
renciable siguiendo los siguientes pasos:

a) Escriba la serie de Taylor de la función u alrededor de un punto
x0, hasta la segunda derivada.

b) Use la condición u2pxq ¡ 0 para concluir que upxq ¥ upx0q �
u1px0qpx� x0q.

c) Substituya x por X, x0 por EpXq, y después tome esperanza
de ambos lados.

Funciones de utilidad y el principio de utilidad cero

69. Sean a ¡ 0 y α ¡ 0 constantes. Demuestre que la función vpxq �
ap1 � e�αxq definida para x ¥ 0, es una función de utilidad y que
usada bajo el principio de utilidad cero determina que la prima para
cubrir un riesgo S debe ser p � 1

α
lnMSpαq.

70. Suponga que una persona con capital u tiene dos opciones de in-
versión, las cuales le reportan ganancias o pérdidas dadas por las
variables aleatorias I1 e I2. Es decir, al cabo de cada una de las
inversiones su capital será u� I1 o u� I2. Suponga que la persona
decide tomar la inversión que le otorga una utilidad esperada ma-
yor, en donde su función de utilidad es exponencial. Demuestre que
su decisión es independiente del capital inicial u.

Funciones de valor y el principio del valor medio

71. Suponga que un riesgo S tiene distribución exppλq. Use el principio
del valor medio para calcular la prima para cubrir este riesgo usando
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la función de valor vpxq � x2.

Principio de la varianza

72. Usando el principio de la varianza calcule la prima p para cubrir un
riesgo S con distribución unifp0, 1q, y encuentre el valor del factor
θ tal que P pS ¡ pq � 0.1 .

Principio exponencial

73. Use la desigualdad de Jensen para demostrar directamente que la
prima calculada mediante el principio exponencial cumple la de-
sigualdad p ¥ EpSq.
Principio del porcentaje

74. Usando el principio del porcentaje, calcule la prima para cubrir un
riesgo S con distribución exppλq.

75. Mediante el principio del porcentaje calcule la prima para cubrir
un riesgo con distribución Paretopa, bq.

76. Mediante el principio del porcentaje calcule la prima para cubrir
un riesgo con distribución Weibullpr, αq.

77. Considere un riesgo S con función de densidad como aparece abajo.
Calcule la prima para cubrir S mediante el principio del porcentaje.

f pxq � ?
2?
π
e�x2{2, x ¡ 0.

Transformada de Esscher

78. Calcule la transformada de Esscher de parámetro h ¡ 0 de la dis-
tribución

a) unifpa, bq.



3.4. Ejercicios 75

b) Poissonpλq.
c) Npµ, σ2q.

79. Sea S un riesgo con función de densidad f pxq. Demuestre que la
doble transformada de Esscher de f pxq con parámetros h1 y h2,
respectivamente, es

gpxq � 1

MSph1 � h2q eph1�h2qxf pxq,
y que la función generadora de momentos de esta nueva función de
densidad es

Mptq � MSpt� h1 � h2q
MSph1 � h2q .

Principio de Esscher

80. Calcule la transformada de Esscher de parámetro h de la distribu-
ción gammapα, λq, y encuentre la prima mediante el principio de
Esscher para cubrir un riesgo con esta distribución. ¿Se verifica la
condición de ganancia neta?

81. Demuestre que la transformada de Esscher de parámetro h de un
riesgo S con distribución exppλq es nuevamente la distribución

exppλ� hq, para h   λ.

Grafique ambas funciones de densidad para efectos de comparación.
Determine la prima por el principio de Esscher para cubrir el riesgo
S. ¿Se verifica la condición de ganancia neta?

Principio del riesgo ajustado

82. Demuestre que la transformada del principio del riesgo ajustado de
parámetro ρ de un riesgo S con distribución exppλq es nuevamente
la distribución exppλ{ρq. Determine la prima por este principio para
cubrir el riesgo S, y verifique la condición de ganancia neta para
ρ ¡ 1.
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83. Demuestre que la transformada del principio del riesgo ajustado de
parámetro ρ de un riesgo S con distribución Paretopa, bq es nue-
vamente la distribución Paretopa{ρ, bq. Determine la prima para
cubrir S usando este principio, y verifique la condición de ganancia
neta para ρ ¡ 1.

84. Calcule la prima para cubrir un riesgo S con distribución unifp0, 1q,
usando el principio del riesgo ajustado con ı́ndice de riesgo ρ, y
verifique la condición de ganancia neta.

Propiedades

85. Complete la siguiente tabla determinando si cada uno de los princi-
pios mencionados para calcular primas cumple la propiedad corres-
pondiente. En cada caso demuestre su afirmación o proporcione un
contraejemplo. Para simplificar las cosas considere que la propiedad
de cota inferior se refiere a la desigualdad no estricta p ¥ EpSq.

Cota Consis- Aditi- Inva- Cota
inferior tencia vidad rianza superior

Valor esperado
Varianza
Desv estándar
Utilidad cero
Valor medio
Exponencial
Porcentaje
Esscher
Riesgo ajustado

Primas y funciones de utilidad

86. Calcule la prima máxima que un asegurado está dispuesto a pagar
para cubrirse contra un riesgo S que puede tomar los valores 0 y
100, con idéntica probabilidad 1{2. Suponga que como función de
utilidad se toma la función identidad.

87. Considere un riesgo S con distribución Poissonpλq con λ � 10.
Sea v1pxq � 1 � αe�αx con α � 1{2 la función de utilidad de la
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aseguradora. Sea v2pxq � x�1 la función de utilidad del solicitante
del seguro. Determine si el riesgo S es asegurable. Observe que en
este caso no es necesario conocer el capital inicial del asegurado ni
del asegurador.

88. Sea vpxq una función de utilidad, y sean a y b dos constantes con
a ¡ 0. Demuestre que a vpxq � b es una función de utilidad.

89. Suponiendo diferenciabilidad, demuestre que la composición de dos
funciones de utilidad es una función de utilidad.

90. Aversión al riesgo. Suponga que una persona con capital inicial
u tiene la posibilidad de participar en un juego justo en el que
recibirá una cantidad positiva x con probabilidad 1{2, o perderá di-
cha cantidad con probabilidad 1{2. En caso de no desear participar
en este juego, el capital de la persona no se modifica y permanece
con el valor u. Suponga que la persona toma la decisión de par-
ticipar o no participar en el juego usando el criterio de la utilidad
esperada máxima, es decir, tomará aquella decisión que le reditúe
una utilidad promedio máxima. Demuestre que si la función de uti-
lidad usada es estrictamente cóncava, es decir, v2pxq   0, entonces
la decisión será siempre no participar en el juego, a pesar de que
éste es justo. Esto ilustra la interpretación de que las funciones de
utilidad estrictamente cóncavas representan la utilidad de personas
con aversión al riesgo.

91. Coeficiente de aversión al riesgo. Se define el coeficiente de aver-
sión al riesgo de una función de utilidad vpxq como la función�v2pxq{v1pxq ¥ 0. Calcule este coeficiente en el caso de la función de
utilidad exponencial, cuadrática, logaŕıtmica y potencia fraccional.
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Caṕıtulo 4

Reaseguro

En este caṕıtulo estudiaremos algunas ideas simples y generales del rease-
guro. El reaseguro se presenta cuando una aseguradora firma un contrato
para cubrir ciertos riesgos con otra compañ́ıa aseguradora llamada rease-
guradora. De esta manera ambas aseguradoras adquieren la obligación de
solventar las posibles reclamaciones del riesgo en cuestión. De esta manera
nos encontramos nuevamente en el esquema general de un asegurado y una
aseguradora, en donde debe existir un acuerdo entre ambas partes acerca
de las condiciones del contrato, las caracteŕısticas del riesgo, las condiciones
para el pago de la suma asegurada y, por supuesto, el cálculo de la prima
correspondiente. Desde el punto de vista de la aseguradora, el reaseguro le
ayuda a evitar posibles fuertes montos en las reclamaciones, aunque natu-
ralmente disminuyen sus ingreso por primas pues tiene que compartir éstas
con la reaseguradora. Consideremos entonces un riesgo S, y denote por SA

la parte del riesgo asumido por el asegurador y sea SR la parte asumida
por el reasegurador. Las letras A y R indican los términos Asegurador y
Reasegurador, respectivamente. Debe entonces cumplirse la igualdad

S � SA � SR.

Los distintos tipos de reaseguro corresponden a las distintas formas en las
que esta descomposición puede llevarse a cabo. El objetivo ahora es estudiar
las caracteŕısticas probabiĺısticas de las variables aleatorias SA y SR, y si se
dan las condiciones adecuadas, pueden aplicarse los resultados encontrados
antes en este curso para lograr dicho objetivo. El reaseguro puede tomar

79
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por lo menos dos perspectivas: actuar sobre las reclamaciones individuales
o sobre el total del riesgo.

Reaseguro

Reclamaciones

individuales

Total del

riesgo

Figura 4.1

En ambos esquemas de reaseguro se aplica una función continua h del inter-
valo r0,8q en śı mismo tal que hp0q � 0 y hpxq ¤ x. Las dos funciones de este
tipo que consideraremos son hpxq � ax, para a P p0, 1q, y hpxq � mı́ntx,Mu,
para alguna constante M ¡ 0. Gráficamente estas funciones se muestran a
la Figura 4.2.

x

hpxq � ax

M

M
x

hpxq � mı́ntx,Mu
Figura 4.2

Bajo el esquema de reaseguro, la aseguradora afronta únicamente el riesgo
resultante de aplicar la función h al riesgo original o a cada una de sus
reclamaciones. Cuando se utiliza la primera de las funciones h mencionadas,
el reaseguro se llama proporcional, y en el segundo caso se le llama no
proporcional. Estudiaremos a continuación estos dos tipos de reaseguro.
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4.1. Reaseguro proporcional

Suponga que una compañ́ıa aseguradora reasegura un riesgo de la forma
S � °N

j�1
Yj. En el reaseguro proporcional se usa la función hpxq � ax,

para algún valor de la constante a en el intervalo p0, 1q. Usando la lineal-
idad de esta función, es claro que es equivalente aplicar la función a cada
reclamación por separado o al riesgo completo. Dada una reclamación Y ,
la aseguradora hace frente a una proporción de ésta, aY , y la reasegurado-
ra cubre el porcentaje restante, p1 � aqY . El riesgo total asumido por la
aseguradora es aS, y la reaseguradora cubre p1� aqS, es decir,

SA � aS � Ņ

j�1

aYj ,

y SR � p1� aqS � Ņ

j�1

p1� aqYj .
Las caracteŕısticas probabiĺısticas de SA, o bien de SR, se encuentran fácil-
mente de las de S, pues no es dif́ıcil comprobar los siguientes resultados.

a) FSApxq � FSpx{aq.
b) fSApxq � 1

a
fSpx{aq, cuando S es absolutamente continua.

c) MSAprq �MSparq.
d) EpSAq � aEpSq ¤ EpSq.
e) VarpSAq � a2VarpSq ¤ VarpSq.

� Probabilidad de insolvencia
Comprobaremos a continuación que el reaseguro proporcional es conveniente
para la aseguradora en el sentido de que la probabilidad de insolvencia bajo
este tipo de reaseguro es menor o igual a la probabilidad de insolvencia
cuando no hay reaseguro. Suponga que una compañ́ıa aseguradora adquiere
un riesgo S durante un cierto periodo y por el cual cobra una prima p.
Suponga que esta aseguradora tiene un capital inicial u. La probabilidad de
que la compañ́ıa aseguradora no pueda solventar el riesgo es P pS ¡ p� uq.
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Ahora suponga que la compañ́ıa decide reasegurarse mediante el esquema
de reaseguro proporcional. Suponga además que el asegurador retiene una
parte de la prima original p dada por ap, con 0   a   1, y el reasegurador
obtiene al aceptar reasegurar este riesgo la cantidad p1�aqp. La probabilidad
de que la aseguradora no pueda solventar el nuevo riesgo bajo este esquema
es

P paS ¡ ap� uq � P pS ¡ p� u

a
q ¤ P pS ¡ p� uq.

fSpxq
x

p� u p� u
a

Figura 4.3

De esta forma hemos comprobado que la probabilidad de insolvencia bajo
el esquema de reaseguro proporcional es menor o igual a la probabilidad del
mismo evento cuando no hay reaseguro. La ventaja para la aseguradora al
contratar el reaseguro es que la incertidumbre disminuye pero sus ganancias
también disminuyen al ceder un porcentaje de sus ingresos por primas. Esta
propiedad de disminución de insolvencia mediante el reaseguro es un tanto
más dif́ıcil de verificar en otros tipos de reaseguro y dependerá, en general,
del cálculo de la prima para el reaseguro.

4.2. Reaseguro no proporcional

En el reaseguro no proporcional se toma la función hpxq � mı́ntx,Mu, para
alguna constante M ¡ 0 llamada nivel de retención. Distinguiremos dos
casos: cuando se aplica esta función a cada reclamación y cuando se aplica
sobre el total del riesgo.

� Reaseguro en el riesgo completo (stop loss)
En este caso se aplica la función hpxq � mı́ntx,Mu sobre el totalidad del
riesgo para obtener la parte del riesgo que cubre la aseguradora, y el ries-
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go excedente lo cubre la reaseguradora. De esta manera cada una de las
aseguradoras cubren los riesgos

SA � mı́ntS,Mu y SR � máxt0, S �Mu,
en donde puede verificarse la identidad S � SA � SR. Mediante este meca-
nismo la aseguradora tiene la certidumbre de que cubrirá un monto máximo
de M para el riesgo S. A este tipo de reaseguro se le llama reaseguro de
pérdida máxima (stop loss). Tanto la variable SA como SR son, en gene-
ral, variables aleatorias mixtas, es decir, no son discretas ni continuas. Por
ejemplo, la variable SA tiene una masa de probabilidad en el punto M de
valor P pS ¥ Mq, es decir, P pSA � Mq � P pS ¥ Mq. Puede demostrarse
que su función de distribución toma la expresión

FSApxq � " FSpxq si x  M,

1 si x ¥M,

la cual se muestra en la Figura 4.4 (a) en el caso cuando FSpxq es continua.
Debido a su condición de variable aleatoria mixta, la función de densidad
del riesgo SA no puede expresarse como una función tradicional sino que hay
que usar funciones generalizadas. El n-ésimo momento de SA, sin embargo,
puede expresarse de la siguiente forma suponiendo que S es absolutamente
continua,

ErpSAqns � » M
0

xnfSpxq dx�MnP pS ¥Mq.
Por su parte, la variable SR tiene una masa de probabilidad en el punto 0
de valor FSpMq, es decir, P pSR � 0q � FSpMq, y su función de distribución
es

FSRpxq � " 0 si x   0,
FSpM � xq si x ¥ 0,

la cual se muestra en la Figura 4.4 (b) en el caso cuando FSpxq es continua.
Nuevamente, no es posible escribir la función de densidad de SR en términos
tradicionales pero el n-ésimo momento adquiere la siguiente expresión,

ErpSRqns � » 8
0

xnfSpM � xq dx.
Es interesante notar que la variable SR puede tomar el valor 0 con proba-
bilidad positiva, y que en la práctica tal situación no es relevante para la
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1

M

bc

b

x

FSApxq
1

bc

b

x

FSRpxq
(a) (b)

Figura 4.4

reaseguradora, quien está interesada en los valores positivos de SR. No es
dif́ıcil comprobar que la función de distribución de SR condicionada a tomar
valores positivos es, para x ¡ 0,

FSR |SR¡0pxq � P pSR ¤ x |SR ¡ 0q � FSpM � xq � FSpMq
1� FSpMq .

En el caso absolutamente continuo, diferenciando la identidad anterior se
encuentra la función de densidad correspondiente.

fSR |SR¡0pxq � fSpM � xq
1� FSpMq , para x ¡ 0.

� Seguros con deducible fijo
Algunos tipos de seguros, como el seguro contra accidentes de automóviles,
contemplan el pago de una cantidad llamada deducible cada vez que el ase-
gurado presenta una reclamación ante la compañ́ıa aseguradora. En este
caso particular estamos suponiendo que dicho deducible es una cantidad
fija de d unidades monetarias, y que la reclamación se modela con la varia-
ble aleatoria S. Si el monto de la reclamación es menor a d, el asegurado
cubre la totalidad de la reclamación, es decir, no hay reclamación para la
aseguradora. En cambio, si el monto de la reclamación excede el valor de d,
entonces el asegurado paga el deducible d y la aseguradora cubre la cantidad
restante, es decir, máxt0, S�du. De esta forma, los riesgos para este tipo de
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pólizas de seguros se modelan con las herramientas que hemos mencionado
para el reaseguro de pérdida máxima con nivel de retención d.

� Reaseguro en cada reclamación (excess of loss)
Si se aplica la función hpxq a cada reclamación Y , entonces el asegurador
cubre Y A � mı́ntY,Mu, y el reasegurador cubre el monto restante Y R �
Y �mı́ntY,Mu � máxt0, Y �Mu. Por lo tanto, cada una de las aseguradoras
asume los siguientes riesgos

SA � Ņ

j�1

mı́ntYj,Mu y SR � Ņ

j�1

máxt0, Yj �Mu.
A este esquema de reaseguro se le conoce también con el nombre de rease-
guro por exceso de pérdida (excess of loss). Observe nuevamente que si se
supone una distribución continua para la variable aleatoria Yj con soporte el
intervalo p0,8q, entonces las variables mı́ntYj ,Mu y máxt0, Yj �Mu serán
mixtas. La primera de ellas tendrá una masa de probabilidad en el punto
M , y la segunda en el origen. Observe además que las expresiones para SA

y SR corresponden exactamente a lo que hemos llamado modelo colectivo
de riesgo. Es decir, se trata de sumas aleatorias de variables aleatorias no
negativas. En la parte inicial del curso hemos encontrado fórmulas y proce-
dimientos que podŕıan ayudar a conocer las caracteŕısticas de estas variables
aleatorias.

� Número de reclamaciones
Sea NA el número de reclamaciones que un asegurador afronta bajo un
reaseguro por exceso de pérdida (excess of loss) con nivel de retención M

sin recurrir a la reaseguradora, es decir,

NA � Ņ

j�1

1pYj¤Mq.
Por otro lado, el número de reclamaciones que el reasegurador atiende para
este tipo de reaseguro es

NR � Ņ

j�1

1pYj¡Mq.
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Es claro que se cumple la identidad N � NA � NR. Observe además que,
condicionado al evento pN � nq, cada una de estas variables aleatorias
tiene una distribución binomial en donde n es el número de ensayos y las
probabilidades de éxito son p � P pYj ¤ Mq en el primer caso, y 1 � p �
P pYj ¡ Mq en el segundo caso. La distribución no condicional de estas
variables es el contenido del siguiente resultado en donde supondremos que
la distribución de N es conocida y corresponde a uno de tres casos.

Proposición 4.1 Sea a � P pYj ¤Mq. Entonces
1. si N tiene distribución binpn, pq,

a) NA � binpn, apq.
b) NR � binpn, p1� aqpq.

2. si N tiene distribución Poissonpλq,
a) NA � Poissonpλaq.
b) NR � Poissonpλp1� aqq.

3. si N tiene distribución bin negpk, pq,
a) NA � bin negpk, p{pp� ap1� pqqq.
b) NR � bin negpk, p{pp� p1� aqp1� pqqq.

Demostración. Verificaremos únicamente el primer resultado aplicando
la fórmula general MSptq � MN plnpMY ptqq cuando el riesgo S es la varia-
ble NA y Y es la variable aleatoria con distribución Bernoulli dada por la
función indicadora 1pYj¤Mq. Primeramente observemos que

MY ptq � EpetY q � 1� a� aet.

Entonces MNAptq � MN plnp1 � a � aetqq. Cuando N tiene distribución
binpn, pq tenemos que MN ptq � p1� p� petqn. Por lo tanto,

MNAptq � p1� p� pp1� a� aetqqn � p1� ap� apetqn.
Es decir NA tiene distribución binpn, apq. Análogamente puede verse que
NR tiene distribución binpn, p1�aqpq. De la misma forma se demuestran los
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otros casos. Para ello debe recordarse que si N tiene distribución Poissonpλq,
entonces MN ptq � exptλpet�1qu, y si N es bin negpk, pq, entonces MN ptq �pp{p1� p1� pqetqqk. �

A manera de resumen de los tipos de reaseguro mencionados se tiene el
diagrama de la Figura 4.5.

Pérdida máxima
(stop loss)

Proporcional

Exceso de pérdida
(excess of loss)

Proporcional

Total del
riesgo

Reclamaciones
individuales

Reaseguro

Figura 4.5

4.3. Ejercicios

Reaseguro proporcional

92. Para un reaseguro proporcional demuestre que

a) EpSAq � aEpSq.
b) VarpSAq � a2 VarpSq.
c)

ErpSA �EpSAqq3srVarpSAqs3{2 � ErpS �EpSqq3srVarpSqs3{2 .

93. Considere un riesgo S bajo un esquema de reaseguro proporcional.
Es claro que, en general, las variables aleatorias SA � aS y SR �



88 4. Reasegurop1�aqS no son independientes, de hecho hay una dependencia lineal
entre ellas. Demuestre que

a) CovpSA, SRq � ap1� aqVarpSq.
b) ρpSA, SRq � 1.

c) SR � 1�a
a
SA.

94. Suponga que un riesgo S sigue una distribución Poisson compuesta
con parámetros λ � 100 y F pxq dada por la distribución exponen-
cial de media 500. Bajo un esquema de reaseguro proporcional con
a � 0.7, encuentre la distribución y los parámetros de los riesgos
SA � aS, y SR � p1� aqS.

95. Suponga que un riesgo S sigue una distribución binomial compuesta
con parámetros n � 100, p � 2{3, y F pxq dada por

F pxq � $&% 0 si x   50,
1{2 si 50 ¤ x   100,
1 si x ¥ 100.

Bajo un esquema de reaseguro proporcional con a � 0.9, encuentre
la esperanza y varianza de los riesgos SA � aS, y SR � p1� aqS.

96. Bajo el esquema de reaseguro proporcional de un cierto riesgo S, el
riesgo asumido por el asegurador es SA � aS, y la prima recibida es
ap. Suponga que el capital inicial de la aseguradora para afrontar
dicho riesgo es u. Demuestre que la probabilidad de insolvencia
P paS ¡ ap� uq es una función creciente de a P p0, 1q.

97. Suponga que un riesgo S se modela mediante la distribución exppλq.
Demuestre que bajo un reaseguro proporcional el riesgo asumido
por la aseguradora SA � aS tiene distribución exppλ{aq. ¿Cuál es
la distribución de SR?

98. Suponga que un riesgo S se modela mediante la distribución ga-
mmapγ, λq. Demuestre que bajo un reaseguro proporcional el ries-
go asumido por la aseguradora SA � aS tiene distribución ga-
mapγ, λ{aq. ¿Cuál es la distribución de SR?
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99. Suponga que un riesgo S sigue una distribución Poisson compues-
ta con parámetros λ � 100, y F pxq dada por la distribución ga-
mapγ, λ0q. Bajo un esquema de reaseguro proporcional con a � 0.9,
encuentre la distribución y los parámetros de los riesgos SA � aS,
y SR � p1� aqS.

100. Suponga que un riesgo S se modela mediante la distribución log
normalpµ, σ2q. Demuestre que bajo un reaseguro proporcional el
riesgo asumido por la aseguradora SA � aS tiene distribución
log normalpµ� ln a, σ2q. ¿Cuál es la distribución de SR?

101. Suponga que un riesgo S sigue una distribución Poisson compuesta
con parámetros λ � 100, y F pxq dada por la distribución log nor-
malpµ, σ2q. Bajo un esquema de reaseguro proporcional con a � 0.9,
encuentre la distribución y los parámetros de los riesgos SA � aS,
y SR � p1� aqS.
Reaseguro de pérdida máxima (stop loss)

102. Demuestre que bajo un reaseguro de pérdida máxima con nivel de
retención M , los riesgos SA y SR tienen las siguientes funciones de
distribución.

FSApxq � "
FSpxq si x  M,

1 si x ¥M,

y FSRpxq � "
0 si x   0,
FSpM � xq si x ¥ 0.

103. Considere un reaseguro de pérdida máxima con nivel de retención
M para un riesgo S que sigue una distribución exppλq. Demuestre
que las funciones generadoras de momentos de los riesgos SA y SR

están dadas por las siguientes expresiones.

a) MSAptq � pλ� te�pλ�tqM q{pλ� tq, para t   λ.

b) MSRptq � 1� e�λM � λe�λM {pλ� tq, para t   λ.
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104. Suponga que un riesgo S se modela mediante la distribución exppλq.
Demuestre que bajo un reaseguro de pérdida máxima con nivel de
retención M , se tiene que

a) EpSAq � 1

λ
p1� e�λM q.

b) EpSRq � 1

λ
e�λM .

105. Suponga que el riesgo S sigue una distribución lognormalpµ, σ2q.
Bajo un reaseguro de pérdida máxima con nivel de retención M ,
demuestre que

ErpSAqns � enµ�n2σ2{2ΦpplnM � µ� nσ2q{σq�Mnp1� ΦpplnM � µq{σqq.
106. Suponga que un riesgo S tiene la distribución de probabilidad que

aparece en la tabla de abajo. Calcule la distribución de probabi-
lidad de los pagos positivos que efectúa una reaseguradora en un
reaseguro de pérdida máxima con nivel de retención M � 350.

x 100 200 300 400 500

P(S=x) 0.1 0.2 0.3 0.2 0.2

107. Suponga que se establece como función de probabilidad para un
riesgo S la que aparece en la tabla de abajo. Calcule la distribución
de probabilidad de los pagos positivos que efectúa una reasegu-
radora en un reaseguro de pérdida máxima con nivel de retención
M � 30.

x 10 20 30 40 50

P(S=x) 0.2 0.3 0.1 0.1 0.3

108. Suponga que el riesgo S sigue una distribución Paretopa, bq. Ba-
jo el reaseguro de pérdida máxima, demuestre que la distribución
del riesgo SR condicionada al evento pSR ¡ 0q es nuevamente
Paretopa, b�Mq.

109. Suponga que el riesgo S sigue una distribución exppλq. Bajo un
reaseguro de pérdida máxima con nivel de retención M , demuestre
que la distribución del riesgo SR condicionado a ser positivo es
nuevamente exppλq.
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Reaseguro en cada reclamación (excess of loss)

110. Suponga que se establece como función de probabilidad para la va-
riable aleatoria Y la que aparece en la tabla de abajo. Esta variable
aleatoria representa el monto de una reclamación en un seguro. Con-
sidere una reaseguro excess of loss para Y , con nivel de retención
M � 100.

y 50 100 150 200
P(Y=y) 0.2 0.3 0.4 0.1

a) Calcule la función de probabilidad para las variables Y A �
mı́ntY,Mu y Y R � máxt0, Y �Mu.

b) Calcule las esperanzas de estas variables aleatorias y com-
pruebe que EpY q � EpY Aq �EpY Rq.

111. Suponga que el monto de una reclamación Y se modela mediante
una variable aleatoria con distribución exppλq. Para un valor de re-
tenciónM ¡ 0 fijo, calcule la función de distribución y la esperanza
de las variables aleatorias mı́ntY,Mu y máxt0, Y �Mu.

112. Demuestre que la función generadora de probabilidad de la variable
NR (número de reclamaciones que la reaseguradora afronta) en un
reaseguro por exceso de pérdida con nivel de retención M es

PNRptq � PN p1� p� ptq,
en donde p � P pYj ¡ Mq y PN ptq es la función generadora de
probabilidad del número total de reclamaciones N .

113. Considere un reaseguro por exceso de pérdida, y sean NA y NR

el número de reclamaciones afrontadas por el segurador y por el
reasegurador respectivamente. El total de reclamaciones es

N � NA �NR.

Suponga que N tiene distribución Poissonpλq.
a) Condicionando sobre el valor deN , demuestre que las variables

NA y NR son independientes.
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b) Compruebe que NA y N no son independientes. Verifique, por
ejemplo, que P pNA � 0, N � 0q � P pNA � 0qP pN � 0q.

Suponga ahora que N tiene distribución binpn, pq. Evaluando, por
ejemplo, en el valor cero para ambas variables aleatorias, demuestre
que

c) NA y NR no son independientes.

d) N y NA no son independientes.

114. Suponga que un cierto riesgo S se representa mediante un modelo
colectivo. Condicionando sobre los posibles valores de la variable
aleatoria N , demuestre que las variables NA y NR correspondientes
al número de reclamaciones en un reaseguro por exceso de pérdida
tienen la misma distribución que N pero con distintos parámetros
en los casos cuando N es Poisson, binomial y binomial negativa.
Este método es alternativo al presentado en el texto en donde se
usó la función generadora de momentos.

115. Considere un riesgo S con distribución Poisson compuesta de pa-
rámetro λ. Suponga que cada reclamación Y tiene distribución
Paretopa, bq. Se adquiere un reaseguro por exceso de pérdida con
nivel de retención M , y por lo tanto la reclamación afrontada por
la aseguradora es Y A � mı́ntY,Mu. Demuestre que

a) EpY Aq � EpY q � p b
b�M qa�1EpY q.

b) EpSAq � EpSq � p b
b�M qa�1EpSq.

116. Suponga se tiene un riesgo de la forma S � °N
j�1

Yj, según el mo-
delo colectivo, en donde cada reclamación se modela mediante una
variable aleatoria con distribución exppαq. Bajo un reaseguro por
exceso de pérdida con nivel de retenciónM , el monto a pagar por la
aseguradora por cada reclamación es Y A � mı́ntY,Mu. Demuestre
que

a) EpY Aq � 1

α
p1� e�αM q.

b) EppY Aq2q � 2

α2 � 2

α2 e
�αM � 2M

α
e�αM .

c) VarpY Aq � 1

α2 � 2M
α
e�αM � 1

α2 e
�2αM .
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d) EpY Aq ¤ EpY q.
e) VarpY Aq ¤ VarpY q.

Usando las fórmulas generales encuentre ahora la esperanza y va-
rianza de SA � °N

j�1
mı́ntYj ,Mu.
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Caṕıtulo 5

Teoŕıa de la credibilidad

Considere un cierto riesgo proveniente de un conjunto de asegurados vigentes
por un periodo determinado. Si este grupo de asegurados es homogéneo en el
sentido de que todos sus miembros tienen la misma probabilidad de realizar
una reclamación, entonces es razonable aplicar una misma prima a todos
ellos. Sin embargo, cuando el grupo no es homogéneo, o bien surge con el
paso del tiempo cierta heterogeneidad entre ellos, habrá subgrupos de bajo
riesgo y otros de alto riesgo. Cobrar una misma prima a todos seŕıa injusto,
y no seŕıa bueno para la aseguradora pues eventualmente los asegurados de
bajo riesgo buscaŕıan un mejor trato con otra aseguradora. La idea funda-
mental es aplicar primas menores a los asegurados de bajo riesgo y primas
mayores a los de alto riesgo, con base en el historial de reclamaciones que ca-
da uno de los asegurados o subgrupos hayan realizado durante los periodos
anteriores. En la teoŕıa de la credibilidad se estudian métodos para el cálculo
de primas a través de la combinación de la experiencia individual (historial
de reclamaciones) y la experiencia de grupo (comportamiento teórico).

5.1. Credibilidad clásica

Esta perspectiva de la teoŕıa de la credibilidad constituye el primer intento
de definir la credibilidad para un conjunto de observaciones de un riesgo.
Las ideas que presentaremos en esta primera sección fueron propuestas ini-
cialmente por A. H. Mowbray en 1914, y desarrolladas después por varios
actuarios norteamericanos durante la primera mitad del siglo XX. Debido a

95
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ello es que a la credibilidad clásica se le conoce también como credibilidad
americana.

� Credibilidad completa
Suponga que S representa el riesgo para una aseguradora correspondiente a
un asegurado o un conjunto de asegurados con ciertas caracteŕısticas parti-
culares, y válido por un periodo fijo, por ejemplo, un año. Sean S1, . . . , Sm
los montos de las reclamaciones efectuadas por este asegurado o grupo de
asegurados durante m periodos consecutivos, y sea S̄ � pS1 � � � � � Smq{m
el promedio de las reclamaciones. Nos interesa estudiar el comportamiento
de S̄ a lo largo del tiempo para un conjunto de asegurados en particular,
pues deseamos determinar si la prima que se les cobra a cada uno de ellos es
la adecuada. Si las variables S1, . . . , Sm son independientes, idénticamente
distribuidas y con esperanza finita, entonces la ley de los grandes números
garantiza que la media muestral S̄ converge a la constante desconocida EpSq,
conforme el número de sumandos crece a infinito.

S̄

EpSq
m

Figura 5.1

Es decir, el comportamiento de S̄ como función dem es posiblemente oscila-
torio alrededor de EpSq pero eventualmente va a estabilizarse en ese valor.
La pregunta es ¿qué tan grande debe ser m para que S̄ esté razonablemente
cercano a EpSq? La intención es usar S̄ para calcular la prima pura de riesgo
de un asegurado (o grupo de asegurados), siempre y cuando se tenga sufi-
ciente historial para dar credibilidad a tal estad́ıstica. El siguiente criterio
es una posible respuesta a la pregunta planteada.
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Definición 5.1 Sean k P p0, 1q y p P p0, 1q dos números fijos. Se dice que
S̄ tiene credibilidad completa pk, pq si

P p |S̄ �EpSq| ¤ kEpSq q ¥ p. (5.1)

La condición anterior establece que S̄ tiene credibilidad completa si dista de
EpSq, en menos de kEpSq con probabilidad mayor o igual a p. Observe que
la definición tiene sentido cuando EpSq es distinta de cero. Naturalmente se
toman valores de k cercanos a cero y valores de p cercanos a uno, t́ıpicamente
k � 0.05 y p � 0.9 . El problema es entonces encontrar el valor del número
de periodos de observación m para que se cumpla el criterio (5.1).

� Credibilidad completa bajo hipótesis de normalidad
Encontraremos una condición sobre el número de periodos de observación
m para obtener credibilidad completa cuando S̄ tiene una distribución a-
proximada normal. Observe que EpS̄q � EpSq y VarpS̄q � VarpSq{m. Con-
sideraremos que estos valores son desconocidos. Tenemos entonces que, por
el teorema central del ĺımite, la parte izquierda de (5.1) es

P p |S̄ �EpSq| ¤ kEpSq q � P p |S̄ �EpSq|a
VarpSq{m ¤ kEpSqa

VarpSq{m q� P p� kEpSqa
VarpSq{m ¤ Z ¤ kEpSqa

VarpSq{m q� Φp kEpSqa
VarpSq{mq � Φp� kEpSqa

VarpSq{m q� Φp kEpSqa
VarpSq{mq � p1� Φp kEpSqa

VarpSq{mqq� 2Φpk?mEpSqa
VarpSq q � 1.

Como esta probabilidad debe ser mayor o igual a p según el criterio (5.1),



98 5. Teoŕıa de la credibilidad

se obtiene la desigualdad

Φpk?mEpSqa
VarpSq q ¥ 1� p

2
.

Deseamos encontrar el valor de m más pequeño que cumpla esta desigual-
dad. Para ello consideraremos que se tiene la igualdad en esta ecuación. Sea
uq el q-cuantil de la distribución normal, es decir Φpuqq � q. Entonces

k
?
mEpSqa
VarpSq ¥ up1�pq{2.

Despejando m se obtiene

m ¥ u2p1�pq{2 VarpSq
k2E2pSq (5.2)� 1082
VarpSq
E2pSq ,

en donde la última expresión es aproximada y se han usado los valores
k �0.05 y p � 0.9, y por lo tanto up1�pq{2 � u0.95 � 1.6449. Los términos
EpSq y VarpSq pueden ahora ser estimados a través de la media y varianza
muestral, respectivamente, usando la información que se tenga a disposición
al momento de hacer el análisis. Substituyendo estos valores en la fórmula
se puede conocer una aproximación del número de periodos m de historial
para que S̄ tenga credibilidad completa. Observe que cuando p crece, es
decir, cuando se desea tener una mayor confianza en la estabilización de S̄,
entonces el número de periodos de observación m también crece. Por otro
lado, si el parámetro k crece, es decir, si se pide que la distancia entre S̄
y EpSq tenga mayor amplitud, entonces m decrece. Finalmente observemos
que la aproximación para la credibilidad completa (5.2) se puede expresar
de la forma siguiente

VarpS̄q ¤ k2E2pSq
u2p1�pq{2 .

Ejemplo 5.1 Suponga que un riesgo para un grupo de asegurados sigue el
modelo colectivo S � °N

j�1
Yj, en donde N tiene distribución Poissonpλq.
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Suponga adicionalmente que cada reclamación individual Y tiene distribu-
ción exppαq. De acuerdo a la notación previa, el primer y segundo mo-
mento de Y son µ1 � 1{α y µ2 � 2{α2. Entonces EpSq � λµ1 � λ{α,
y VarpSq � λµ2 � 2λ{α2. Por lo tanto, tomando nuevamente k �0.05 y
p �0.9, la aproximación (5.2) es

m ¥ 1082
2λ{α2

λ2{α2
,

o bien,

λm ¥ 2164.

Es decir, después de 2164 reclamaciones, se obtiene credibilidad completa
para S̄. Observe que λm representa el total de reclamaciones promedio du-
rante m periodos. Observe además para este ejemplo particular que puede
no conocerse el valor del parámetro λ, pues aunque la esperanza y varianza
de S se expresan en términos de este parámetro, el criterio de credibilidad
completa se expresa en términos del número de reclamaciones promedio λm,
y no del número de periodos m.

� Credibilidad parcial
En lugar del estimador S̄ para EpSq se propone la combinación lineal con-
vexa

zS̄ � p1� zqEpSq,
en donde z P r0, 1s es llamado factor de credibilidad. Mediante una expre-
sión como la propuesta se le otorga credibilidad parcial a la media muestral
S̄, y la credibilidad complementaria se le otorga a la media teórica EpSq.
El problema es determinar el valor de z. Nuevamente se pretende que tal
estimador no diste demasiado de EpSq. La condición (5.1) se reduce a

P p |zpS̄ �EpSqq| ¤ kEpSq q ¥ p.

Observe que esta expresión hace referencia únicamente al primer sumando
del estimador propuesto. Reescribimos la expresión anterior de la forma
siguiente

P p |S̄ �EpSq| ¤ k

z
EpSq q ¥ p.
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Esta es la misma condición para la credibilidad completa solo que en lugar
del parámetro k tenemos ahora k{z, es decir, la credibilidad completa pk, pq
para zS̄�p1�zqEpSq es equivalente a la credibilidad completa pk{z, pq para
S̄.

� Credibilidad parcial bajo hipótesis de normalidad
Nuevamente bajo la hipótesis de normalidad para S̄ y para los valores de k
y p mencionados anteriormente se tiene la aproximación

m ¥ z2 u2p1�pq{2
k2

VarpSq
E2pSq � p1082q z2 VarpSq

E2pSq . (5.3)

De donde se obtiene

z � k EpSq?m
up1�pq{2aVarpSq � ?

m

32.89

EpSqa
VarpSq . (5.4)

Este valor de z excede el valor de uno para valores suficientemente grandes
de m, por lo tanto se define el factor de credibilidad como

z � mı́n t k EpSq?m
up1�pq{2aVarpSq , 1 u. (5.5)

Ejemplo 5.2 Considere nuevamente un riesgo S con distribución Poisson
compuesta, S � °N

j�1
Yj , en donde N tiene distribución Poissonpλq, y Y

tiene distribución exppαq. Para los valores de k y p mencionados antes, la
condición de credibilidad parcial (5.3) para zS̄ � p1� zqEpSq se reduce a

λm ¥ 2164z2,

Considerando igualdad y despejando z se obtiene z � ?
λm{46.52, en donde

λm se substituye por el número de reclamaciones totales que se hayan pre-
sentado en m periodos, siempre y cuando

?
λm ¤ 46.52. De esta manera la

prima pura de riesgo por credibilidad parcial es la combinación lineal

prima � ?
λm

46.52
S̄ � p1� ?

λm

46.52
qEpSq,

en donde EpSq � λ{α es el valor esperado teórico supuesto para el riesgo
S, y S̄ es la experiencia observada.
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5.2. Credibilidad Bayesiana

La credibilidad Bayesiana es otra forma de incorporar el historial de recla-
maciones de un grupo de asegurados en el cálculo de las primas.

� Estimación Bayesiana
En la estad́ıstica tradicional se considera el problema de estimación de un
parámetro θ de una distribución de probabilidad dada f px; θq. Para ello se
considera una muestra aleatoria de esta distribución y se estudian distintos
métodos para estimar θ, considerando siempre que este parámetro tiene un
valor desconocido y fijo. Existe, sin embargo, un punto de vista distinto
llamado estimación Bayesiana. Desde esta perspectiva se considera que θ
es una variable aleatoria para la cual se asume una distribución de proba-
bilidad hpθq llamada a priori. Esta distribución refleja cierta información
subjetiva o cuantitativa que el observador pueda tener sobre el parámetro
θ. La distribución conjunta de una muestra aleatoria y el parámetro θ es

f px1, . . . , xm, θq � f px1, . . . , xm | θqhpθq � m¹
i�1

f pxi | θqhpθq.
La distribución marginal de la muestra es entonces

f px1, . . . , xmq � »
θ

m¹
i�1

f pxi | θqhpθq dθ.
Conociendo estas funciones puede ahora calcularse la distribución condi-
cional de θ dada la muestra como sigue

gpθ |x1, . . . , xmq � f px1, . . . , xm | θqhpθq
f px1, . . . , xmq� m¹
i�1

f pxi | θqhpθq»
θ

m¹
i�1

f pxi | θqhpθq dθ . (5.6)

De esta forma la distribución hpθq representa cierta información que el ob-
servador conoce del parámetro θ antes de tomar la muestra, y la distribu-
ción a posteriori gpθ |x1, . . . , xmq es la distribución modificada a la luz de
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la muestra aleatoria. Teniendo ahora esta distribución a posteriori para θ,
uno puede proponer varias formas de estimar este parámetro, una de ellas es
simplemente tomar la esperanza de esta distribución, es decir, un estimador
Bayesiano para θ es

θ̂ � Epθ |x1, . . . , xmq � » θ gpθ |x1, . . . , xmq dθ.
En general, la expresión que pueda encontrarse para la distribución a pos-
teriori para θ usando la fórmula (5.6) puede ser muy complicada y no ser
una distribución con la cual estemos familiarizados. Ilustraremos estas ideas
con un ejemplo particular en donde el resultado final, sin embargo, es una
distribución conocida. Aplicaremos después la estimación Bayesiana al pro-
blema de calcular primas puras de riesgo tomando en cuenta el historial de
reclamaciones.

Ejemplo 5.3 Suponga que X1, . . . ,Xm es una muestra aleatoria de la dis-
tribución Berppq, y suponga además que el parámetro p tiene una distribu-
ción betapa, bq, con a y b conocidos. Observe que el soporte de la distribu-
ción beta es el intervalo r0, 1s, de modo que en este sentido tal distribución
es factible para el parámetro p. La densidad conjunta de la muestra y el
parámetro es

f px1, . . . , xm, pq � f px1, . . . , xm | pqhppq� pmx̄p1� pqm�mx̄ 1

Bpa, bq pa�1 p1� pqb�1� 1

Bpa, bq pa�mx̄�1p1� pqm�mx̄�b�1.

Integrando respecto a p se obtiene la densidad marginal de la muestra,

f px1, . . . , xmq � 1

Bpa, bq » 1

0

pa�mx̄�1 p1� pqm�mx̄�b�1 dp� Bpa�mx̄,m�mx̄� bq
Bpa, bq .

Por lo tanto, la densidad a posteriori para p es

gpp |x1, . . . , xmq � 1

Bpa�mx̄,m�mx̄� bq pa�mx̄�1p1� pqm�mx̄�b�1.
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Esta es la densidad betapa�mx̄,m�mx̄� bq, y su esperanza puede usarse
como un estimador Bayesiano para p, es decir,

p̂ � a�mx̄

m� a� b� m

m� a� b
x̄� p1� m

m� a� b
q a

a� b
. (5.7)

Esta última expresión para el estimador Bayesiano es interesante pues tiene
la misma forma que la que se hab́ıa propuesto en la credibilidad parcial. Ob-
serve en (5.7) que conforme el tamaño de la muestra m crece, el estimador
Bayesiano para la media toma esa información y le asocia un peso mayor
a la media muestral x̄ en detrimento de la media de la distribución a priori
a{pa� bq.
Ahora aplicaremos estas ideas al problema del cálculo de primas tomando
en cuenta la experiencia de un riesgo. Suponga que las variables S1, . . . , Sm
representan el historial de reclamaciones en m años o periodos que se han
registrado de un riesgo dado. Suponga además que estas variables son inde-
pendientes y todas ellas tienen una distribución común dependiente de un
parámetro desconocido θ, y esta distribución es tal que EpSq � θ. Bajo el
enfoque Bayesiano se considera que el parámetro θ es una variable aleatoria
para la cual se asume una distribución de probabilidad a priori. La esperan-
za a posteriori de θ, es decir, Epθ |S1, . . . , Smq, representa una estimación
para EpSq � θ tomando en cuenta el historial S1, . . . , Sm. A esta esperanza
a posteriori se le llama prima de credibilidad Bayesiana. En los casos que
analizaremos esta prima tiene la forma de la credibilidad parcial menciona-
da antes. Los casos que consideraremos para la distribución de S son: la
distribución Poisson con media λ, y la distribución normal con media θ.

� Modelo Poisson-gamma
Este modelo adquiere su nombre a partir de las siguientes hipótesis: se
postula que cada una de las variables aleatorias independientes S1, . . . , Sm
tiene distribución Poisson con parámetro λ, el cual se considera aleatorio con
distribución a priori gammapγ, αq, con γ y α parámetros conocidos. Observe
que en este modelo se considera que los montos de las reclamaciones toman
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valores enteros. La función de densidad a posteriori de λ es, para x ¡ 0,

gpλ |S1, . . . , Smq � f pS1, . . . , Sm |λqhpλq» 8
0

f pS1, . . . , Sm |λqhpλq dλ� m¹
j�1

pλSj

Sj!
e�λq αγ

Γpγqλγ�1e�αλ» 8
0

m¹
j�1

pλSj

Sj!
e�λq αγ

Γpγqλγ�1e�αλ dλ� λmS̄�γ�1e�pm�αqλ» 8
0

λmS̄�γ�1e�pm�αqλ dλ� pm� αqmS̄�γ
ΓpmS̄ � γq λmS̄�γ�1e�pm�αqλ.

Es decir, la densidad a posteriori es gammapmS̄ � γ,m � αq. Por lo tanto
la prima por credibilidad, esperanza de esta densidad, es

prima � Epλ |S1, . . . , Smq� mS̄ � γ

m� α� m

m� α
S̄ � α

m� α

γ

α� z S̄ � p1� zq γ
α
,

en donde z � m{pm� αq es llamado factor de credibilidad. Esta cantidad
crece monótonamente a uno cuando m crece a infinito, dando cada vez
más credibilidad a la media muestral S̄ y favoreciendo cada vez menos a la
media teórica γ{α. Observe además que cuando m crece a infinito, la media
de la distribución a posteriori converge a la media muestral ĺımite dado por
el historial de reclamaciones, y que la varianza de λ dada por Varpλq �pmS̄ � γq{pm � αq2 converge a cero, lo cual indica que la distribución a
posteriori se concentra cada vez mas alrededor de su media.

� Modelo normal-normal
En este modelo se postula que cada una de las reclamaciones S1, . . . , Sm
tiene distribución Npθ, σ2q, en donde el parámetro σ2 es conocido y la media
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θ es una variable aleatoria con distribución Npµ, η2q, con µ y η2 conocidos.
La primera hipótesis puede ser justificada en el caso cuando los montos
anuales se componen de un gran número de reclamaciones individuales,
para ello no es necesario suponer que las reclamaciones individuales tienen
la misma distribución. La segunda hipótesis podŕıa ser razonable si es que
los parámetros µ y η2 son tales que la probabilidad asignada a la parte
negativa del eje es muy pequeña. La función de densidad a posteriori de θ
es

gpθ |S1, . . . , Smq � f pS1, . . . , Sm | θqhpθq» 8�8 f pS1, . . . , Sm | θqhpθq θ dθ� 1?
2πσ2

e�°m
j�1pSj�θq2{2σ2 1a

2πη2
e�pθ�µq2{2η2» 8�8 1?

2πσ2
e�°m

j�1pSj�θq2{2σ2 1a
2πη2

e�pθ�µq2{2η2 dθ .
Nos concentramos en analizar únicamente el exponente y tenemos que� m̧

j�1

pSj � θq2
2σ2

� pθ � µq2
2η2

� �θ2p m
2σ2

� 1

2η2
q � 2θpmS̄

2σ2
� µ

2η2
q�p m̧

j�1

S2
j

2σ2
q � µ2

2η2
.

Completando el cuadrado en θ, este exponente se puede escribir como sigue�rθ � pmS̄σ2 � µ

η2
q{pm

σ2
� 1

η2
qs2

2pm
σ2

� 1

η2
q�1

� pmS̄
σ2

� µ

η2
q2

2pm
σ2

� 1

η2
q � p m̧j�1

S2
j

2σ2
q � µ2

2η2
.

Este exponente aparece tanto en el numerador como en el denominador, y
como los últimos dos sumandos no dependen de θ éstos desaparecen comple-
tamente al hacer el cociente. Lo que resulta es nuevamente la distribución
normal

gpθ |S1, . . . , Smq � 1
2πpm

σ2
� 1

η2
q�1

expt�rθ � pmS̄σ2 � µ

η2
q{pm

σ2
� 1

η2
qs2

2pm
σ2

� 1

η2
q�1

u.
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La media de esta distribución es entonces la prima por credibilidad, es decir,

prima � Epθ |S1, . . . , Smq� pmS̄
σ2

� µ

η2
q{pm

σ2
� 1

η2
q� mη2

mη2 � σ2
S̄ � σ2

mη2 � σ2
µ� z S̄ � p1� zqµ,

en donde z � mη2{pmη2 � σ2q es el factor de credibilidad, el cual tiene
nuevamente comportamiento monótono creciente a uno conforme m crece
a infinito. Observe además que Varpθq � pm

σ2
� 1

η2
q�1 y que esta cantidad

converge a cero cuando el tamaño de muestra m crece a infinito, indican-
do nuevamente que la distribución a posteriori se concentra cada vez mas
alrededor de su media.

5.3. Ejercicios

Credibilidad completa

117. Sean S1, . . . , Sm los resultados de m lanzamientos sucesivos de una
moneda honesta con valores 0 y 1, dependiendo si se obtiene una
cara de la moneda u otra. Usando la aproximación normal encuentre
el valor de m para obtener la credibilidad completa pk, pq para S̄ �pS1 � � � � � Smq{m. Suponga k � 0.1 y p � 0.9.

118. Encuentre el valor dem para obtener la credibilidad completa pk, pq
para S̄ � pS1�� � ��Smq{m de un riesgo S con distribución Np5, 2q.
Suponga k � 0.15 y p � 0.9.

Credibilidad parcial

119. Use la aproximación normal para encontrar la prima por credibili-
dad parcial, a partir de una muestra S1, . . . , Sm, de un riesgo S con
distribución Paretop4, 3q. Suponga k � 0.1 y p � 0.9.
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120. Use la aproximación normal para encontrar la prima por credibi-
lidad parcial con k � 0.1 y p � 0.9 considerando el historial de
reclamaciones S1, . . . , Sm de un riesgo de la forma S � °N

j�1
Yj, en

donde

a) N se distribuye binpn, pq con n � 100 y p � 1{2, y Yj se
distribuye exppαq con α � 1{10.

b) N se distribuye bin negpα, pq con α � 10 y p � 1{3, y Yj se
distribuye exppαq con α � 1{10.

Estimación Bayesiana

121. Suponga que el número de reclamaciones X de un cierto riesgo
sigue una distribución Poisson de parámetro λ. Se considera que
el parámetro λ es desconocido y se le modela como una variable
aleatoria con distribución exppµq. Demuestre que la distribución a
posteriori o no condicional de X es la siguiente distribución geomé-
trica.

P pX � xq � µ

�
1

1� µ


x�1

.

122. Suponga que N tiene una distribución Poissonpλq, y que condi-
cionada al valor de N la variable X tiene distribución binpN, pq.
Demuestre que la distribución no condicional de X es Poissonpλpq.
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Caṕıtulo 6

Procesos estocásticos

En este caṕıtulo se presenta una introducción breve al tema de los procesos
estocásticos. Se explican algunos conceptos y propiedades generales, y se
dan algunos ejemplos de procesos estocásticos particulares. Este material
será usado en la última parte del libro, y supondremos como elemento base
un espacio de probabilidad pΩ,F , P q.
Definición 6.1 Un proceso estocástico es una colección de variables aleato-
rias tXt : t P T u, parametrizada por un conjunto T , llamado espacio parame-
tral.

El conjunto T usualmente se interpreta como un conjunto de tiempos. Se
dice que el proceso es a tiempo discreto en caso de que el conjunto de
parámetros sea un conjunto discreto, por ejemplo T � t0, 1, 2, . . .u. En este
caso el proceso consiste de una sucesión infinita de variables aleatorias. Se
dice en cambio que el proceso es a tiempo continuo cuando el conjunto de
parámetros consiste de un subintervalo de R, por ejemplo, T � r0,8q. En
general consideraremos procesos estocásticos con este espacio parametral.
Un proceso estocástico es entonces una función de dos variables X : T�ΩÑR, tal que para cada t P T , la función ω ÞÑ Xtpωq es una variable aleatoria,
mientras que para cada ω en Ω, la función t ÞÑ Xtpωq es una trayectoria del
proceso. Con este modelo se pretende representar la evolución aleatoria de
un sistema a lo largo del tiempo.

109
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6.1. Filtraciones y tiempos de paro

Una familia de σ-álgebras pFtqt¥0 es una filtración si para 0 ¤ s ¤ t, se
cumple Fs � Ft � F . Al espacio pΩ,F , P, pFtqt¥0q se le llama espacio de
probabilidad filtrado. Se dice que un proceso es adaptado a una filtraciónpFtqt¥0 si para cada t ¥ 0, Xt es Ft-medible. Todo proceso estocásticotXtu determina una filtración natural dada por Ft � σtXs : 0 ¤ s ¤ tu.
Claramente todo proceso es adaptado a su filtración natural. En este caso
a la σ-álgebra Ft se le interpreta como la “historia” del proceso al tiempo
t, pues en ella se encuentran todos los posibles eventos o sucesos que el
proceso haya tenido hasta ese momento. Un tiempo de paro es una función
τ : ΩÑ r0,8s tal que pτ ¤ tq P Ft para cada t ¥ 0. Esto es, un tiempo de
paro es una variable aleatoria no negativa, con posible valor infinito, tal que
puede determinarse la ocurrencia o no ocurrencia del evento pτ ¤ tq sólo
con la información o historia del proceso hasta el tiempo t. Por ejemplo, y
sin entrar en mayores detalles técnicos, el tiempo aleatorio que transcurre
hasta la ocurrencia de un cierto evento es un tiempo de paro, este tiempo
aleatorio puede ser, por ejemplo, el tiempo que transcurre hasta la llegada
de la n-ésima reclamación a una compañ́ıa aseguradora.

6.2. Cadenas de Markov

Definición 6.2 Una cadena de Markov es un proceso estocástico a tiempo
discreto tXn : n � 0, 1, . . .u con espacio de estados discreto y tal que satis-
face la propiedad de Markov, esto es, para cualquier n ¥ 0 y cualesquiera
estados x0, x1, . . . , xn�1 se satisface la identidad

P pXn�1 � xn�1 |Xn � xn, . . . ,X1 � x1,X0 � x0q� P pXn�1 � xn�1 |Xn � xnq.
A estas probabilidades se les llama probabilidades de transición del tiempo
n al tiempo n� 1, y se les denota por pxn,xn�1

pn, n� 1q. Adicionalmente se
dice que la cadena es estacionaria en el tiempo si estas probabilidades no
dependen expĺıcitamente de los tiempos n y n � 1, sino únicamente de los
estados involucrados. De esta forma, si de manera general se considera la
probabilidad de transición del estado i al estado j de una unidad de tiempo
a la siguiente, la probabilidad de transición del primer estado al segundo se



6.3. Proceso de Poisson 111

escribe como pij, o pijp1q, o pp1qij . Haciendo variar los valores de los ı́ndices
i y j en el espacio de estados t0, 1, . . .u, por ejemplo, se forma la matriz de
probabilidades de transición en un paso:

P � ����� p00 p01 p02 � � �
p10 p11 p12 � � �
p20 p21 p22 � � �
...

...
...

�ÆÆÆ.
Las entradas de esta matriz son números no negativos y la suma de ellos en
cada renglón es uno. A tales matrices cuadradas se les llama matrices es-
tocásticas. Rećıprocamente, a partir de una matriz con estas caracteŕısticas
junto con una distribución inicial para X0, se puede construir una cadena
de Markov. Las cadenas de Markov son modelos ampliamente conocidos y
la propiedad de Markov hace que estos procesos sean atractivos de estudiar
pues dicha propiedad hace que ciertas probabilidades sean fáciles de calcu-
lar. Las cadenas de Markov con frecuencia aparecen dentro de otros modelos
estocásticos de interés, teórico o aplicado. El proceso de riesgo a tiempo dis-
creto que presentaremos en el siguiente caṕıtulo, por ejemplo, resulta ser
una cadena de Markov.

6.3. Proceso de Poisson

En esta sección recordaremos la definición y algunos aspectos elementales
de uno de los procesos estocásticos de mayor importancia: el proceso de
Poisson.

Definición 6.3 Un proceso estocástico de tiempo continuo tNt : t ¥ 0u, y
con espacio de estados el conjunto discreto t0, 1, . . .u, es un proceso de Poi-
sson de parámetro o intensidad λ ¡ 0 si cumple las siguientes propiedades:

a) N0 � 0.

b) Tiene incrementos independientes.

c) Nt�s � Ns tiene distribución Poissonpλtq, para cualesquiera s ¥ 0,
t ¡ 0.
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El proceso de Poisson se utiliza para modelar situaciones de conteo de ocur-
rencias de un evento particular en un intervalo de tiempo dado. Por ejemplo,
Nt puede representar el número de llamadas telefónicas recibidas en un con-
mutador, o el número de accidentes ocurridos en un cierto lugar, o el número
de clientes que buscan un servicio durante el intervalo de tiempo r0, ts, etc.
En particular EpNtq � λt, y VarpNtq � λt. En nuestro caso, usaremos este
proceso para modelar el número de reclamaciones que llegan a una com-
pañ́ıa aseguradora hasta el tiempo t. Una posible trayectoria de un proceso
de Poisson se muestra en Figura 6.1.

1

2

3

b bc

b bc

b bc

b

t

Ntpωq
Figura 6.1

Uno de los objetos de estudio acerca de este proceso es la variable Tk defini-
da como el tiempo que transcurre entre el evento k�1 y el evento k, llamado
también tiempo de interarribo. Puede demostrarse que los tiempos T1, T2, . . .
son variables aleatorias independientes, y cada una de ellas tiene distribu-
ción exppλq. Rećıprocamente, a partir de esta colección de v.a.i.i.d. puede
construirse el proceso de conteo Poisson tNt : t ¥ 0u.
6.4. Martingalas

Las martingalas son un tipo de proceso estocástico que aparece con frecuen-
cia tanto en la teoŕıa general de procesos como en las aplicaciones. Existe
una extensa teoŕıa matemática desarrollada de estos procesos.

Definición 6.4 Un proceso tMt : t ¥ 0u que es adaptado e integrable es
una martingala si para 0 ¤ s ¤ t se cumple

EpMt |Fsq �Ms c.s. (6.1)
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Las martingalas son procesos que estan relacionados con los juegos justos.
Por ejemplo, si Mt representa la fortuna de un jugador al tiempo t, y quien
supondremos apuesta de manera continua, entonces la igualdad anterior se
interpreta del siguiente modo: en promedio la fortuna del jugador al tiempo t
dada toda la historia del juego hasta el tiempo s anterior a t es la fortuna del
jugador al tiempo s, es decir, el juego es justo pues el jugador en promedio
no pierde ni gana. Cuando en lugar de (6.1) se cumple EpMt |Fsq ¤Ms se
dice que el proceso es una supermartingala, se trata entonces de un juego
desfavorable al jugador pues en promedio su fortuna disminuye. En caso de
la desigualdad contraria el proceso es una submartingala, juego favorable al
jugador. Cuando se toma esperanza en la ecuación (6.1) se obtiene EpMtq �
EpMsq. Esto quiere decir que todas las variables aleatorias que conforman
una martingala tienen la misma esperanza. En particular, si la variable
inicialM0 es cero o su esperanza es cero, entonces EpMtq � 0 para cualquier
t ¥ 0. Algunos ejemplos sencillos de martingalas aparecen en la sección
de ejercicios. Finalmente enunciaremos un resultado de la teoŕıa general
de martingalas que será usado en la última parte del curso. Recuerde la
notación x^ y � mı́ntx, yu.
Teorema 6.1 (Teorema de paro de martingalas). Sea tMt : t ¥ 0u una
martingala y sea τ un tiempo de paro. Entonces tMt^τ : t ¥ 0u es también
una martingala, es decir, para cualesquiera 0 ¤ s ¤ t,

EpMt^τ |Fsq �Ms^τ c.s.

En el siguiente caṕıtulo usaremos la teoŕıa de martingalas para estimar la
probabilidad de ruina en el modelo clásico de Cramér-Lundberg.

6.5. Ejercicios

Cadenas de Markov

123. Considere una cadena de Markov tXn : n ¥ 0u con espacio de
estados t0, 1, 2u y con matriz de probabilidades de transición P

como aparece abajo. Calcule

a) P pX3 � 0q suponiendo que X0 � 0.
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b) P pX3 � 0q suponiendo queX0 tiene distribución p1{5, 1{2, 3{10q.
P � �� 1{3 1{3 1{3

2{3 0 1{3
1{4 1{2 1{4 �.

Proceso de Poisson

124. Suponga que las llegadas de reclamaciones a una compañ́ıa asegu-
radora siguen un proceso de Poisson de intensidad λ � 5, en donde
la unidad de tiempo es un d́ıa, es decir, en promedio llegan 5 recla-
maciones por d́ıa. Calcule la probabilidad de que

a) no se reciba ninguna reclamación en un d́ıa cualquiera.

b) se reciban más de 10 reclamaciones en un d́ıa cualquiera.

c) se reciba una sola reclamación en los siguientes tres dias.

125. Los clientes ingresan a un establecimiento de acuerdo a un proceso
de Poisson a razón de 10 clientes por hora en promedio. Calcule la
probabilidad de que

a) en una hora cualquiera no llegue ningún cliente.

b) no llegue ningún cliente en una jornada de 12 horas.

c) se presente exactamente un cliente en todas y cada una de las 12
horas en las que está abierto el establecimiento en un d́ıa.

126. Superposición. Demuestre que la suma de dos procesos de Poisson
independientes es nuevamente un proceso de Poisson con parámetro
la suma de los parámetros. Nota: La operación suma debe enten-
derse en el sentido de superponer los dos procesos puntuales.

127. Thinning. Sea tNtu un proceso de Poisson de parámetro λ ¡ 0.
Considere una sucesión de variables aleatorias Y1, Y2, . . . indepen-
dientes, con distribución común Berppq, e independientes del pro-
ceso de Poisson. Defina el proceso tXt : t ¥ 0u como aparece abajo,
definiendo además a Xt como cero cuando Nt es cero.

Xt � Nţ

k�1

Yk,
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a) Demuestre que tXtu es un proceso de Poisson de parámetro λp.

b) Demuestre que las variables aleatorias Xt y Nt�Xt son indepen-
dientes. En general se cumple que los procesos estocásticos tXtu ytNt �Xtu son independientes.

128. Suponga que los accidentes automoviĺısticos en una cierta ciudad
ocurren de acuerdo a un proceso de Poisson con un promedio de
cinco accidentes por semana. Suponga además que la probabilidad
de que en cada accidente haya personas lastimadas que requieran
atención médica es 0.2. Calcule la probabilidad de que

a) en un d́ıa no se presente ningún accidente.

b) en una semana no se presente ningún accidente.

c) en un mes no se presente ningún accidente con personas lasti-
madas.

129. Sea tNtu un proceso de Poisson con parámetro λ, y sea a ¡ 0
una constante. Demuestre que tNatu es un proceso de Poisson con
parámetro λa.

130. Considere dos procesos de Poisson independientes de parámetros λ1
y λ2. Sea X el número de eventos que ocurren en el primer proceso
entre dos eventos sucesivos del segundo proceso. Demuestre que X
tiene la siguiente distribución geométrica.

P pX � nq � λ2

λ1 � λ2

�
λ1

λ1 � λ2


n
.

Martingalas

131. Sea tNtu un proceso de Poisson de parámetro o intensidad λ, junto
con su filtración natural. Demuestre que el proceso centrado tNt �
λtu es una martingala.

132. Demuestre que el proceso tMtu es una submartingala si y sólo sit�Mtu es una supermartingala.

133. Demuestre que un proceso es una martingala si y sólo si es al mismo
tiempo una submartingala y una supermartingala.
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Caṕıtulo 7

Teoŕıa de la ruina

Este caṕıtulo contiene una introducción elemental a uno de los problemas
centrales de la teoŕıa del riesgo: el problema de la ruina. Definiremos primero
un proceso de riesgo a tiempo discreto y encontraremos una fórmula general
recursiva para la probabilidad de ruina en dicho modelo. Presentaremos
después una versión a tiempo continuo del proceso de riesgo, conocida como
el modelo clásico de Cramér-Lundberg, y encontraremos que la probabilidad
de ruina para este modelo satisface una ecuación integral. Estudiaremos
además algunos otros resultados generales sobre el cálculo y estimación de
la probabilidad de ruina.

7.1. Un proceso de riesgo a tiempo discreto

Definiremos a continuación un proceso estocástico a tiempo discreto que
modela de manera simplificada la evolución a lo largo del tiempo del ca-
pital de una compañ́ıa aseguradora respecto de una cartera de asegurados.
Suponga que u P t0, 1, 2 . . .u es el capital inicial de la aseguradora y que en
cada unidad de tiempo la compañ́ıa aseguradora recibe una unidad mone-
taria por concepto de primas. Tal hipótesis podŕıa parecer un tanto irreal
pero considere el lector que si en realidad la cantidad recibida es constante e
igual a c, entonces mediante un cambio en la escala del tiempo esa constan-
te puede considerarse como una unidad monetaria. Si Y1, Y2, . . . representan
los montos de las reclamaciones en los periodos sucesivos, entonces el capital
de la compañ́ıa aseguradora al tiempo n ¥ 1 es la variable Cn definida a
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continuación.

Definición 7.1 El proceso de riesgo a tiempo discreto tCn : n ¥ 0u
está dado por

Cn � u� n� ņ

j�1

Yj . (7.1)

Supondremos que las variables aleatorias Y1, Y2, . . . son independientes e
idénticamente distribuidas con valores en el conjunto t0, 1, . . .u y tales que
EpY1q   1, a esta condición la llamaremos la condición de ganancia neta. En
la presente sección la variable Y representará a cualquiera de las variables
Yj que aparecen en la expresión (7.1), F pyq será la función de distribución
de Y y la correspondiente función de probabilidad se denotará por f pyq.
En las fórmulas que encontraremos más adelante aparecerá con frecuencia
la probabilidad P pY ¡ yq � 1 � F pyq y para hacer las expresiones más
simples, esta probabilidad será denotada por F pyq, es decir,
Notación:

F pyq � 1� F pyq.
Dado que la variable Y es discreta con valores en el conjunto t0, 1, . . .u, su
esperanza puede entonces escribirse de la siguiente forma:

EpY q � 8̧
y�0

F pyq.
Por otro lado, dadas las caracteŕısticas que hemos solicitado para la defini-
ción del proceso tCn : n ¥ 0u, éste resulta ser una cadena de Markov
con espacio de estados o valores dado por el conjunto discreto Z. Y hemos
considerado valores enteros negativos pues alguna reclamación puede ser
demasiado grande y llevar al proceso a tales estados cŕıticos para la ase-
guradora. Justamente, esta situación es nuestro objeto de interés y es el
contenido de la siguiente definición.
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Definición 7.2 Se dice que la compañ́ıa aseguradora se encuentra en ruina
al tiempo n ¥ 1 si

Cn ¤ 0,

y se define el tiempo de ruina τ como el primer momento en que la ruina
se presenta, es decir,

τ � mı́ntn ¥ 1 : Cn ¤ 0u, (7.2)

En la expresión (7.2) se debe entender que cuando el conjunto indicado es
vaćıo se define τ � 8, y equivale a la situación cuando la ruina nunca se
presenta. El problema de la ruina consiste en encontrar la probabilidad de
que la ruina ocurra en algún conjunto de tiempos espećıfico. Por ejemplo,
la probabilidad de una ruina eventual (horizonte infinito) es P pτ   8q y se
denota usualmente por ψpuq. Con esta notación se hace énfasis en que tal
probabilidad depende, entre otros parámetros del modelo, del capital inicial
u. Tenemos entonces que

ψpuq � P pτ   8|C0 � uq� P pτ P t1, 2, . . .u |C0 � uq.
Observe que técnicamente no hay ruina al tiempo cero, aun cuando se con-
sidere al capital inicial u igual a cero, pues de acuerdo a la Definición 7.2, la
ruina sólo puede ocurrir en los tiempos n ¥ 1. En la Figura 7.1 se muestra
una posible trayectoria del proceso tCn : n ¥ 0u, en donde para fines de
visualización se han unido los valores del proceso mediante ĺıneas punteadas
indicando además los incrementos unitarios por concepto de primas en cada
intervalo. Se muestra además un posible momento τ en donde se presenta
la ruina. La propiedad de Markov del proceso de riesgo nos permitirá en-
contrar una fórmula recursiva para la probabilidad de ruina en este modelo
discreto. En las expresiones que escribiremos a continuación las sumas

°b
a

se definen como cero cuando los ı́ndices a y b son tales que a ¡ b. Se define
además a la probabilidad de ruina como cero cuando el capital inicial es
infinito, es decir,

ψp8q � ĺım
uÑ8ψpuq :� 0.
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Figura 7.1

� Probabilidad de ruina con horizonte infinito

Proposición 7.1 Para el proceso de riesgo a tiempo discreto tCn : n ¥ 0u
con valor inicial u ¥ 0,

1. ψpuq � ψp0q � u�1̧

y�0

ψpu� yqF pyq � u�1̧

y�0

F pyq, u ¥ 1.

2. ψp0q � EpY q.
Demostración. Para cualquier capital inicial w ¥ 0 y condicionando
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sobre el valor de Y1 tenemos que

ψpwq � 8̧
y�0

P pτ   8|Y1 � yqP pY1 � yq� w̧

y�0

P pτ   8|Y1 � yq f pyq � 8̧
y�w�1

P pτ   8|Y1 � yq f pyq� w̧

y�0

ψpw � 1� yq f pyq � 8̧
y�w�1

f pyq� w̧

y�0

ψpw � 1� yq f pyq � F pwq� w�1̧

y�1

ψpyq f pw � 1� yq � F pwq. (7.3)

Observe que en la segunda igualdad se han separado dos casos: la primera
suma se refiere al caso cuando el monto reclamado Y1 no produce ruina
y la segunda suma cuando se presenta la ruina. En este último caso la
probabilidad condicional indicada es uno. Despejando el último término de
la suma (7.3) y escribiendo u en lugar de w se obtiene

ψpu� 1qf p0q � ψpuq � u̧

y�1

ψpyq f pu� 1� yq � F puq. (7.4)

Sumando ahora las ecuaciones de (7.3) para valores de w de cero a cualquier
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u ¥ 0, se tiene que

u̧

w�0

ψpwq � u̧

w�0

w�1̧

y�1

ψpyq f pw � 1� yq � u̧

w�0

F pwq� u�1̧

y�1

ψpyq u̧

w�y�1

f pw � 1� yq � u̧

w�0

F pwq� u�1̧

y�1

ψpyqF pu� 1� yq � u̧

w�0

F pwq� u̧

y�1

ψpyqF pu � 1� yq � ψpu� 1q f p0q � u̧

w�0

F pwq
Para obtener la última identidad se separa el último sumando de la primera
suma y se observa que F p0q � f p0q. Despejando este término se obtiene

ψpu� 1q f p0q � ψp0q � u̧

y�1

ψpyqp1 � F pu� 1� yqq � u̧

y�0

F pyq. (7.5)

Igualando el lado derecho de esta ecuación con el lado derecho de la ecuación (7.4)
se obtiene

ψpuq � ψp0q � u̧

y�1

ψpyqp1 � F pu� 1� yq � f pu� 1� yqq � u�1̧

y�0

F pyq� ψp0q � u̧

y�1

ψpyqF pu� yq � u�1̧

y�0

F pyq� ψp0q � u�1̧

y�0

ψpu� yqF pyq � u�1̧

y�0

F pyq. (7.6)

Esto demuestra la primera parte de la proposición. Resta entonces demostrar
que ψp0q � EpY q. Para ello tomaremos el ĺımite cuando u Ñ 8 en la
ecuación (7.6). Tenemos entonces que

0 � ĺım
uÑ8ψpuq � ψp0q � ĺım

uÑ8 u�1̧

y�0

ψpu� yqF pyq � 8̧
y�0

F pyq.
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Observamos que la segunda suma es EpY q, de modo que es suficiente de-
mostrar que el ĺımite de la primera suma es cero. Como EpY q   8, para
cualquier ǫ ¡ 0 puede encontrarse un valor de n natural tal que8̧

y�n�1

F pyq   ǫ.

Entonces

u�1̧

y�0

ψpu� yqF pyq ¤ 8̧
y�0

ψpu� yqF pyq¤ ņ

y�0

ψpu� yq � 8̧
y�n�1

F pyq.
Por lo tanto al tomar el ĺımite obtenemos que

ĺım
uÑ8 u�1̧

y�0

ψpu� yqF pyq ¤ ǫ.

Siendo ǫ arbitrario, el ĺımite es efectivamente cero. �

En analoǵıa con la notación F pyq � 1�F pyq, la expresión ψpuq denotará la
probabilidad complementaria 1�ψpuq, esto es la probabilidad de que nunca
se presente la ruina, es decir,

Notación:
ψpuq � 1� ψpuq.

Observe entonces que la ecuación recursiva para ψpuq también puede ser
escrita como sigue

ψpuq � ψp0q � u�1̧

y�0

ψpu� yqF pyq, u ¥ 1. (7.7)

Por otro lado, recordando nuevamente que, siendo Y una variable aleatoria
con valores enteros en el conjunto t0, 1, . . .u y con esperanza finita, se puede
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escribir

EpY q � 8̧
y�0

F pyq.
De modo que uniendo los dos resultados de la Proposición 7.1 y después
de un cambio de variable se encuentra que la fórmula recursiva para ψpuq
también puede ser escrita de la forma siguiente

ψpuq � 8̧
y�u F pyq � u�1̧

y�0

ψpu� yqF pyq, u ¥ 1. (7.8)

En la siguiente sección encontraremos una fórmula similar a (7.8) para la
probabilidad de ruina considerando un modelo de riesgo a tiempo continuo.

Ejemplo 7.1 Suponga que las reclamaciones Y tienen distribución dada
por la tabla que aparece abajo. Usando la fórmula recursiva de la Proposi-
ción 7.1, encontraremos ψpuq para los primeros valores de u.

y 0 1 2

f pyq 0.5 0.2 0.3

Primeramente tenemos que ψp0q � EpY q � 0.8. Para u � 1 la fórmula
recursiva establece que ψp1q � F p1q � ψp1qF p0q. Substituyendo las proba-
bilidades correspondientes se obtiene ψp1q � 0.6. Para u � 2 se tiene que
ψp2q � ψp2qF p0q � ψp1qF p1q, de donde se obtiene ψp2q � 0.36. Análoga-
mente se obtienen las probabilidades de ruina que se muestran en las si-
guientes tablas.

u ψpuq
0 0.8

1 0.6

2 0.36

3 0.216

u ψpuq
4 0.1296

5 0.07776

6 0.046656

7 0.0279936

u ψpuq
8 0.01679616

9 0.010077696

10 0.006046618

11 0.0036279708

En la Figura 7.2 se muestra una gráfica de barras de los valores encontrados
de ψpuq. Se observa un comportamiento decreciente de ψpuq conforme el
capital inicial u se incrementa.
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u

ψpuq
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Figura 7.2

� Probabilidad de ruina con horizonte finito
La probabilidad de ruina con horizonte finito n ¥ 1 se define como

ψpu, nq � P pτ ¤ n |C0 � uq� P pτ P t1, 2, . . . , nu |C0 � uq,
y corresponde a la probabilidad de que la ruina se presente en alguno de
los tiempos: 1, 2, . . . , n. Puesto que siempre estaremos en el caso C0 � u,
se omitirá esta condición y la probabilidad de ruina con horizonte finito
se puede escribir simplemente como P pτ ¤ nq. A partir de observar la
contención de los eventos correspondientes, se puede verificar que

ψpu, 1q ¤ ψpu, 2q ¤ � � � ¤ ψpu, nq ¤ ψpuq.
Condicionando sobre el monto de la primera reclamación tal como se hizo en
el caso de horizonte infinito, mostramos a continuación una forma recursiva
de encontrar ψpu, nq.
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Proposición 7.2 Para el proceso de riesgo a tiempo discreto tCn : n ¥ 0u
con valor inicial u ¥ 0, la probabilidad de ruina con horizonte finito ψpu, nq
puede calcularse de la siguiente forma

1. ψpu, 1q � F puq.
2. ψpu, nq � F puq � u̧

y�0

ψpu� 1� y, n� 1q f pyq, n ¥ 2.

Demostración.

Para n � 1,

ψpu, 1q � P pτ � 1q � P pu� 1� Y1 ¤ 0q � P pY1 ¥ u� 1q � F puq.
Para n ¥ 2, condicionando sobre el valor de la primera reclamación,

ψpu, nq � P pτ ¤ nq� 8̧
y�0

P pτ ¤ n |Y1 � yqP pY1 � yq� u̧

y�0

ψpu� 1� y, n� 1q f pyq � 8̧
y�u�1

f pyq� u̧

y�0

ψpu� 1� y, n� 1q f pyq � F puq.
�

Ejemplo 7.2 Consideremos nuevamente el caso cuando los montos Y tienen
distribución dada por la tabla que aparece abajo. Usando la fórmula recursiva
de la Proposición 7.2 encontraremos ψpu, nq, cuando u � 0 y n � 1, 2, 3, 4, 5.

v 0 1 2

f pvq 0.5 0.2 0.3
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Para n � 1 tenemos que ψp0, 1q � F p0q � 0.5. Para n � 2, la fórmula
recursiva lleva a la ecuación ψp0, 2q � ψp0, 1q � ψp1, 1qf p0q, usando el he-
cho de que ψp1, 1q � 0.3 se obtiene ψp0, 2q � 0.65. Para n � 3, se tiene
que ψp0, 3q � ψp0, 1q � ψp1, 2qf p0q, en donde ψp1, 2q se calcula usando la
misma fórmula recursiva. Al hacer los cálculos se obtiene ψp0, 3q � 0.68.
Análogamente y utilizando repetidamente la fórmula recursiva se obtienen
las probabilidades de ruina restantes que se muestran en la siguiente tabla.

n 1 2 3 4 5

ψp0, nq 0.5 0.65 0.68 0.7085 0.7232

El comportamiento creciente de n ÞÑ ψp0, nq se muestra en la Figura 7.3 y
tales probabilidades son siempre menores o iguales a ψp0q � 0.8, es decir,

ψp0, 1q ¤ ψp0, 2q ¤ � � � ¤ ψp0, 5q ¤ � � � ¤ ψp0q � 0.8 .

n

ψp0, nq
ψp0q

0 1 2 3 4 5

0.4

0.6

0.8

1.0

Figura 7.3

7.2. Modelo clásico de Cramér-Lundberg

El modelo de Cramér-Lundberg es la versión a tiempo continuo del modelo
a tiempo discreto que estudiamos en la sección anterior y tiene sus oŕıgenes
en la tesis doctoral de Filip Lundberg defendida en el año de 1903. En este
trabajo, Lundberg analiza el reaseguro de riesgos colectivos y presenta el
proceso de Poisson compuesto. Lundberg utilizó términos un tanto distintos
a los actuales pues en aquellos años aún no se hab́ıa formalizado la teoŕıa de



128 7. Teoŕıa de la ruina

los procesos estocásticos como la entendemos hoy en d́ıa. En 1930 Harald
Cramér retoma las ideas originales de Lundberg, y las pone en el contexto de
los procesos estocásticos, en ese entonces de reciente creación. El modelo ha
sido estudiado en extenso, y varias formas de generalizarlo se han propuesto
y analizado.

Ernest Filip Oskar Lundberg
(Suecia 1876–1965)

Carl Harald Cramér
(Suecia 1893–1985)

El modelo clásico que estudiaremos en este caṕıtulo es el proceso estocástico
a tiempo continuo tCt : t ¥ 0u dado por

Ct � u� c t� Nţ

j�1

Yj, (7.9)

en donde u es el capital inicial de la compañ́ıa aseguradora, ct es la entrada
por primas hasta el tiempo t con c una constante positiva, Yj es el monto
de la j-ésima reclamación, y tNt : t ¥ 0u es un proceso de Poisson de
parámetro λ. Observe que para un proceso de reclamaciones con distribución
Poisson compuesta como en (7.9), la esperanza es justamente de la forma
ct, y el principio del valor esperado para el cálculo de primas lleva a que
el proceso de primas sea lineal como el sugerido en el modelo. La variable
Ct representa el balance más sencillo de ingresos menos egresos de una
compañ́ıa aseguradora. Al proceso tCt : t ¥ 0u se le llama nuevamente
proceso de riesgo (risk process), o proceso de superávit (surplus process), y
tiene trayectorias como se muestra en la Figura 7.4.
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Figura 7.4

Estas trayectorias comienzan siempre en u, que es el capital inicial. Los
intervalos en donde ellas son continuas y crecientes corresponden a perio-
dos en donde no hay reclamaciones. El crecimiento es de la forma ct. Las
discontinuidades son siempre saltos hacia abajo, y aparecen en el momen-
to en que se efectúa una reclamación, la cual se supone que se paga de
manera inmediata. El tamaño de un salto es el tamaño de la reclamación
dada por la variable Y . Nuevamente supondremos que los montos Y1, Y2, . . .
son variables aleatorias independientes, no negativas, e idénticamente dis-
tribuidas, con función generadora de momentos MY prq. Los momentos son
µn � EpY nq, y en particular µ denota el primer momento µ1. No es dif́ıcil
comprobar que EpCtq � u�pc�λµqt, y que VarpCtq � λµ2t. La trayectoria
promedio de este proceso de riesgo es la ĺınea recta que inicia en u ¡ 0 y
tiene pendiente c � λµ, la cual es positiva por la condición o hipótesis de
ganancia neta. La variable aleatoria Ct se puede interpretar como el capital
de la compañ́ıa aseguradora al tiempo t y por razones naturales y legales es
importante que Ct permanezca por arriba de cierto nivel mı́nimo. Suponga-
mos que tal nivel mı́nimo es a, con 0   a   u. Ajustando el capital inicial
u, esto es, suponiendo un nuevo capital inicial de magnitud u� a, se puede
suponer, sin pérdida de generalidad, que este nivel mı́nimo es cero, y aśı lo
haremos en nuestro análisis. De esta forma cuando Ct ¤ 0 para algún t ¡ 0
se dice que hay ruina. La ruina casi nunca sucede en la práctica, es solamente
un término técnico que produce alguna toma de decisión. Por ejemplo, si
el capital de una compañ́ıa aseguradora asignado a una cartera decrece en
forma significativa, automáticamente la aseguradora puede tomar ciertas
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medidas para subsanar esta situación y no se trata de un evento insalvable.
Por otro lado es natural suponer que la compañ́ıa aseguradora posea varios
portafolios de modo que ruina en uno de ellos no significa necesariamente
bancarrota que el término ruina podŕıa sugerir.

� La condición de ganancia neta
Sean T0, T1, T2, . . . los tiempos aleatorios (tiempos de paro) en donde la ase-
guradora recibe las reclamaciones. Supondremos T0 � 0. Para cada entero
k ¥ 1 defina la variable aleatoria Xk � c pTk�Tk�1q�Yk, que pueden ser in-
terpretadas como el balance de la compañ́ıa aseguradora entre dos siniestros
sucesivos. La esperanza de esta variable es

EpXkq � cEpTk � Tk�1q �EpYkq � c p1{λq � µ.

Se puede demostrar que la ruina ocurre casi seguramente si, y sólo si,
EpXkq ¤ 0. Como deseamos que esta situación no ocurra supondremos
que EpXkq ¡ 0, es decir, tenemos la hipótesis:

Condición de ganancia neta: c ¡ λµ.

Esta condición ya la hab́ıamos mencionado antes, y ahora la interpretamos
de la siguiente forma: en promedio, la entrada por primas por unidad de
tiempo, c, es mayor que el total de reclamaciones por unidad de tiempo, λµ.

7.3. Probabilidad de ruina

Nos interesa calcular o estimar la probabilidad de una eventual ruina en
el modelo de Cramér-Lundberg. Para ello consideraremos nuevamente el
tiempo de ruina dado por

τ � ı́nf tt ¡ 0 : Ct ¤ 0u, (7.10)

en donde se define ı́nfH � 8. Por lo tanto τ es una variable aleatoria
con valores en el intervalo p0,8s. Dado un valor t ¡ 0 fijo, la probabilidad
de ruina en el intervalo p0, ts o también llamada probabilidad de ruina con
horizonte finito es

ψpu, tq � P pτ ¤ t |C0 � uq.
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Mientras que la probabilidad de ruina con horizonte infinito, o simplemente
probabilidad de ruina, es

ψpuq � ĺım
tÑ8ψpu, tq � P pτ   8q.

Es intuitivamente claro que cuando 0   t1 ¤ t2,

ψpu, t1q ¤ ψpu, t2q ¤ ψpuq.
� Probabilidad de ruina con horizonte infinito
Presentaremos a continuación tres resultados generales sobre la probabilidad
de ruina con horizonte infinito. A diferencia del primer caṕıtulo, y para hacer
la notación más apegada a la literatura existente en el tema, recordemos que
estamos denotando por F pyq a la función de distribución de una reclamación
Y cualquiera. La función de densidad será f pyq, cuando esta exista.

Proposición 7.3 Sea ψpuq � 1�ψpuq. Suponga que la distribución de una
reclamación en el modelo de Cramér-Lundberg es absolutamente continua
con función de densidad f pyq. Entonces

1.
d

du
ψpuq � λ

c
rψpuq � » u

0

ψpu� yq f pyq dy s.
2. ψp0q � λµ

c
.

3. ψpuq � λ

c
r » 8
u

F pyq dy � » u
0

ψpu� yqF pyq dy s.
Demostración. Usaremos análisis del primer paso condicionando sobre
el monto de la primera reclamación Y1 y el momento T1 en el que esta
reclamación ocurre. Usaremos además el hecho de que T1 tiene distribución
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exppλq.
ψpuq � P p “No ruina en p0,8q” |C0 � uq� » 8

0

» 8
0

P p “No ruina en p0,8q” |Y1 � y, T1 � tq f pyq fT1ptq dy dt� » 8
0

» u�ct
0

P p “No ruina en p0,8q” |Y1 � y, T1 � tq f pyq fT1ptq dy dt� » 8
0

λe�λt » u�ct
0

P p “No ruina en pt,8q” |Y1 � y, T1 � tq f pyqdy dt� » 8
0

λe�λt » u�ct
0

ψpu� ct� yq f pyq dy dt.
Haciendo el cambio de variable sptq � u� ct se obtiene

ψpuq � λ

c
eλu{c » 8

u

e�λs{c » s
0

ψps� yqf pyqdy ds.
Derivando esta expresión se encuentra el resultado del primer inciso. De-
mostraremos a continuación el segundo resultado. Integrando la ecuación
diferencial del primer inciso entre 0 y u se obtiene

ψpuq � ψp0q � λ

c
r» u

0

ψpxqdx� » u
0

» x
0

ψpx� yq dF pyq dxs� λ

c
r» u

0

ψpxqdx� » u
0

» u
y

ψpx� yq dx dF pyqs� λ

c
r» u

0

ψpxqdx� » u
0

» u�y
0

ψpxq dx dF pyqs� λ

c
r» u

0

ψpxqdx� » u
0

» u�x
0

ψpxq dF pyq dxs� λ

c

» u
0

ψpxqF pu� xq dx� λ

c

» u
0

ψpu� xqF pxq dx (7.11)� λ

c

» 8
0

ψpu� xqF pxq 1r0,uspxq dx.
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El siguiente paso es hacer u tender a infinito. En tal caso, ψpuq tiende a
uno. Además el integrando que aparece en el lado derecho es una función
monótona creciente en u, y cuyo ĺımite es la función integrable F pxq. En-
tonces por el teorema de convergencia monótona se obtiene

1� ψp0q � λ

c

» 8
0

F pxq dx � λµ

c
.

Por lo tanto

ψp0q � 1� ψp0q � λµ

c
. (7.12)

De esta forma se obtiene el segundo resultado. Finalmente de (7.11) y (7.12)
se sigue que

ψpuq � λ

c
rµ� » u

0

ψpu� xqF pxq dx s� λ

c
r » 8
u

F pxqdx� » u
0

ψpu� xqF pxq dx s.
�

Observe que la última expresión corresponde a una ecuación recursiva para
encontrar la probabilidad de ruina. En general no es fácil resolver este tipo
de ecuaciones, de modo que nos limitaremos sólo a encontrar algunas es-
timaciones de estas probabilidades. Sin embargo, cuando las reclamaciones
tienen distribución exponencial el sistema es soluble como se muestra a con-
tinuación.

Ejemplo 7.3 Encontraremos la probabilidad de ruina cuando las reclama-
ciones son exponenciales. Este es uno de los pocos modelos para los cuales
tal probabilidad puede encontrarse de manera expĺıcita. Considere entonces
el modelo de Cramér-Lundberg en donde las reclamaciones tienen distribu-
ción exppαq. La esperanza es µ � 1{α. Por lo anteriormente encontrado, la
probabilidad de no ruina ψpyq � 1� ψpyq cumple la ecuación

ψ 1puq � λ

c
rψpuq � e�αu » u

0

ψpyqαeαy dy s.
Derivando esta expresión se obtiene

ψ 2puq � pλ
c
� αqψ 1puq,
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cuya solución es ψpuq � a � be�pα�λ{cqu, en donde a y b son constantes.
Usando las condiciones ψp0q � λ{pαcq y ψp8q � 0 se encuentra que a � 1
y b � �λ{pαcq. Por lo tanto

ψpuq � λ

αc
e�pα�λ{cqu.

cuya gráfica se encuentra en la Figura 7.5. Observe que debido a la condición
de ganancia neta, el exponente �pα � λ{cq es negativo, y por lo tanto la
probabilidad de ruina decae a cero exponencialmente cuando el capital inicial
u crece a infinito.

λ

αc

ψpuq
u

Figura 7.5

7.4. Severidad de la ruina

Consideremos nuevamente el proceso de riesgo tCt : t ¥ 0u con capital
inicial u. A la variable Ct se le escribe también como Cptq. Sunpongamos
ahora que el tiempo de ruina τ es finito. En este caso podemos considerar
las siguientes variables aleatorias

a) X � Cpτ�q.
b) Y � �Cpτq.

Estas cantidades representan, respectivamente, el valor del proceso de riesgo
un instante antes de la ruina, y justo en el momento de la ruina. Las variables
X y Y se muestran gráficamente en la Figura 7.6.
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bc

b

b

bc

b

bc

b

X

Y

τ

u

t

Ctpωq

Figura 7.6

A la variable Y se le llama severidad de la ruina. El problema que se plantea
es el de encontrar la probabilidad conjunta

ϕpu, x, yq � P pτ   8,X ¡ x, Y ¡ yq,
para cualesquiera x ¥ 0, y ¥ 0. Es claro que esta probabilidad es una versión
más elaborada que la probabilidad de ruina ψpuq � P pτ   8q. Como es de
esperarse, no se cuenta con una fórmula expĺıcita para ϕpu, x, yq, pero en-
contraremos una ecuación integral para esta probabilidad. La demostración
de la ecuación integral para ϕpu, x, yq sigue la misma técnica que la que se
presentó para el caso de la probabilidad de ruina.
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Proposición 7.4 Para x ¥ 0, y y ¥ 0,

1. ϕ1pu, x, yq � λ

c
rϕpu, x, yq�» u

0

ϕpu�v, x, yq dF pvq�1pu¡xqF pu�yq s.
2. ϕp0, x, yq � λ

c

» 8
x�y F pvq dv.

3. ϕpu, x, yq � λ

c
r » 8
u�y F pvq dv � » u0 ϕpu� v, x, yqF pvq dv�1pu xq » u�y

x�y F pvq dv s.
Demostración. Usaremos nuevamente análisis del primer paso condicio-
nando sobre el momento y monto de la primera reclamación.

ϕpu, x, yq � » 8
0

» 8
0

P pτ   8,X ¡ x, Y ¡ y |T1 � t, Y1 � yqdF pyqdFT1 ptq� » 8
0

λe�λt » u�ct
0

ϕpu� ct� v, x, yqdF pvqdt� » 8
0

1pu�ct¡xqF pu� ct� yqλe�λtdt.
Efectuando el cambio de variable sptq � u� ct se obtiene

ϕpu, x, yq � 1

c

» 8
u

λe�λps�uq{c » s
0

ϕps � v, x, yqdF pvqds�1

c

» 8
u

λe�λps�uq{c 1ps¡xqF ps� yqds.
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Derivando esta expresión se encuentra el resultado del primer inciso. Inte-
grando esta ecuación diferencial entre 0 y u se obtiene

ϕpu, x, yq � ϕp0, x, yq � λ

c

» u
0

ϕpw, x, yqdw�λ
c

» u
0

» w
0

ϕpw � v, x, yq dF pvq dw�λ
c

» u
0

1pw¡xqF pw � yqdw,
en donde la integral doble puede escribirse de la siguiente forma» u

0

» w
0

ϕpw � v, x, yq dF pvq dw � » u
0

» u
v

ϕpw � v, x, yq dw dF pvq� » u
0

» u�v
0

ϕpw, x, yq dw dF pvq� » u
0

» u�w
0

ϕpw, x, yq dF pvq dw� » u
0

ϕpw, x, yqF pu � wq dw.
Por lo tanto,

ϕpu, x, yq � ϕp0, x, yq � λ

c
r» u

0

ϕpw, x, yqp1 � F pu� wqq dw�1pu¥xq » u
x

F pw � yqdws� λ

c
r» u

0

ϕpw, x, yqF pu� wq dw�1pu¥xq » u�y
x�y F pwqdws� λ

c
r» u

0

ϕpu� v, x, yqF pvq dv � 1pu¥xq » u�y
x�y F pvqdvs.

Haciendo u tender a infinito, puede comprobarse que ϕp8, x, yq � 0, y no
es dif́ıcil demostrar que la primera integral se anula. Por lo tanto se obtiene
la identidad

ϕp0, x, yq � λ

c

» 8
x�y F pvq dv. (7.13)
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Este el segundo inciso del enunciado. Substituyendo (7.13) en la ecuación
previa y simplificando se obtiene el tercer inciso del enunciado. �

Observe que tomando x � 0 y y � 0 en la ecuación integral para ϕpu, x, yq
se obtiene la ecuación integral anteriormente encontrada para ψpuq, es decir,

ψpuq � ϕpu, 0, 0q � λ

c
r » 8
u

F pvq dv � » u
0

ϕpu� v, 0, 0qF pvq dv s.
Además suponiendo cada caso por separado, x � 0 o y � 0, se obtienen
fórmula integrales para las probabilidades marginales de X y de Y , con-
siderando siempre tiempo de ruina finito. Es decir, para la variable Y ten-
emos que

ϕpu, 0, yq � λ

c
r » 8
u�y F pvq dv � » u0 ϕpu� v, 0, yqF pvq dv s.

Para la variable X,

ϕpu, x, 0q � λ

c
r » 8
u

F pvq dv � » u
0

ϕpu� v, x, 0qF pvq dv � 1pu xq » u
x

F pvq dv s.
7.5. El coeficiente de ajuste

Este es un número que aparece en el problema de calcular o estimar proba-
bilidades de ruina. Hay varias maneras de definirlo, una de ellas, un tanto
artificial pero que después justificaremos, es la siguiente. Se define primero
la función

θprq � λpMY prq � 1q � cr,

en donde MY prq es la función generadora de Y . Naturalmente esta fun-
ción está bien definida para valores de r en donde MY prq existe. Entonces,
suponiendo diferenciabilidad, se tiene que θ1prq� λM 1

Y prq � c, y θ2prq�
λM2

Y prq� λEpY 2erY q ¡ 0. Por lo tanto, θprq es una función estricta-
mente convexa tal que θp0q � 0, y por la condición de ganancia neta,
θ1p0q � λµ � c   0. Entonces es posible que exista un valor R ¡ 0 tal
que θpRq � 0. Una gráfica de la función θprq, presentando esta situación, se
muestra en la Figura 7.7.
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b b

R

θprq
r

Figura 7.7

Definición 7.3 A la posible solución R ¡ 0 de la siguiente ecuación se le
llama coeficiente de ajuste, o exponente de Lundberg.

θpRq � λpMY pRq � 1q � cR � 0.

Observe que la existencia del coeficiente de ajuste depende enteramente de
la distribución de las reclamaciones. Aquellas distribuciones para las cuales
el coeficiente de ajuste existe se les llama distribuciones con colas ligeras, y la
razón de ello es que la función de densidad decae a cero exponencialmente
rápido, asignando probabilidades pequeñas a reclamaciones grandes. Por
ejemplo, demostraremos a continuación que en el caso de reclamaciones
exponenciales, el coeficiente de ajuste existe y es fácil calcularlo.

Ejemplo 7.4 (Reclamaciones con distribución exponencial) Suponga que
las reclamaciones siguen una distribución exppαq, es decir, la función gene-
radora de momentos es MY prq � α{pα� rq, para r   α. Entonces

θprq � λ pMY prq � 1q � cr� λ p α

α� r
� 1q � cr� λp r

α� r
q � cr� p λ

α� r
� cq r.

De modo que θprq es cero cuando r � 0, o bien cuando λ{pα � rq � c � 0.
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Despejando r de la segunda condición y escribiendo ahora R como la variable
se obtiene R � α � λ{c. Más aún, por lo encontrado antes en el caso de
reclamaciones exponenciales, la probabilidad de ruina puede ahora escribirse
de la forma siguiente

ψpuq � λ

αc
e�pα�λ{cqu � λ

αc
e�Ru   e�Ru,

en donde la desigualdad es consecuencia de la condición de ganancia neta.
Este tipo de cota superior para la probabilidad de ruina (llamada desigualdad
de Lundberg) será demostrada más adelante para cualquier distribución de
las reclamaciones para la cual el coeficiente de ajuste exista.

Ejemplo 7.5 (Reclamaciones con distribución gamma) Suponga que las
reclamaciones siguen una distribución gammapγ, αq con γ � 2. La función
generadora de momentos es MY prq � pα{pα�rqqγ , para r   α. Por lo tanto
la función θprq correspondiente es

θprq � λ

��
α

α� r


γ � 1

�� cr.

La condición θprq � 0 produce la ecuación cuadrática

cr2 � rpλ� 2αcq � pcα2 � 2αλq � 0,

cuyas ráıces son

r � 2αc� λ�?λ2 � 4αcλ

2c
.

El caso con ráız cuadrada positiva es inválido pues resulta r ¡ α, en efecto,
usando la condición de ganancia neta, c ¡ λp2{αq, se obtienep2αc � λ�aλ2 � 4αcλq{2c ¥ p2αc� λ�aλ2 � 8λ2q{2c� α� λ{c¡ α.

Por lo tanto la ráız con el signo negativo es el coeficiente de ajuste.

Ejemplo 7.6 (Método de Newton-Raphson) Recordaremos a continuación
el método de Newton-Raphson y lo aplicaremos al problema de encontrar
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b

gpxq
xb

x0
b

x1

Figura 7.8

de manera aproximada el coeficiente de ajuste en un caso particular. Sea
gpxq una función diferenciable que tiene una ráız cerca de x � x0. Véase la
Figura 7.8.
La ecuación de la recta tangente que pasa por el punto px0, gpx0qq es

y � gpx0q � g1px0qpx� x0q.
Esta ĺınea recta cruza el eje horizontal cuando el valor de x es igual a

x1 � x0 � gpx0q{gpx1q,
a quien se toma como nueva ráız aproximada. Repitiendo este análisis se
encuentra una sucesión de puntos x0, x1, x2, . . ., que bajo ciertas condiciones
converge a la ráız de la función gpxq. Aplicaremos este procedimiento al pro-
blema de encontrar el coeficiente de ajuste cuando las reclamaciones siguen
una distribución gammapγ, αq con γ � 3. La condición θprq � 0 produce la
siguiente ecuación que puede reducirse a una ecuación cúbica en r,

gprq � λpα3 � pα� rq3q � crpα� rq3 � 0.

La ráız buscada r es tal que por restricciones de la función generadora de
momentos debe satisfacer 0   r   α. Tomaremos α � 3, λ � 1, y c � 2. Se
han escogido estos valores de los parámetros por simplicidad pero al mismo
tiempo cuidando que se verifique la condición de ganancia neta: c ¡ λp3{αq.
El esquema general de Newton-Raphson es entonces

rn�1 � rn � gprnq{g1prnq.
Más adelante demostraremos que si el coeficiente de ajuste existe, entonces
éste se encuentra siempre dentro del intervalo p0, 2pc�λµq{pλµ2qq. Con base
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en este resultado, tomaremos como condición inicial r0 � 2pc�λµq{pλµ2q �
3{2. Usando estos datos, la iteración de Newton-Raphson arroja la siguiente
sucesión de valores: r0 � 1.5, r1 � 0.83̄, r2 � 0.8405056, r3 � 0.8404738,
r4 � 0.8404738 . El coeficiente de ajuste es entonces R � 0.8404738 .

El siguiente resultado proporciona una forma equivalente de definir el coefi-
ciente de ajuste, permite además comprobar su existencia a través de la de-
terminación de la finitud de una integral, y posibilita dar una interpretación
de aquellas distribuciones de probabilidad para las cuales el coeficiente de
ajuste existe.

Proposición 7.5 La ecuación θprq � λpMY prq � 1q � cr � 0 tiene una
posible solución r ¡ 0 si, y sólo si, se cumple la identidad» 8

0

erxF pxq dx � c

λ
,

en donde F pxq � 1 � F pxq, siendo F pxq la función de distribución de las
reclamaciones.

Demostración. Usando integración por partes se tiene que» 8
0

erx dF pxq � erxF pxq��8
0
� » 8

0

rerxF pxq dx.
Por la hipótesis de existencia de la función generadora de momentos de la
distribución F pxq, la evaluación del primer término del lado derecho en el
valor infinito se anula, y la evaluación en cero es uno. Por lo tanto, usando
el hecho de que dF pxq � �dF pxq, se obtiene la expresión» 8

0

erx dF pxq � 1� r

» 8
0

erxF pxq dx.
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Tenemos entonces que

0 � θprq� λpMY prq � 1q � cr� λp» 8
0

erx dF pxq � 1q � cr� λr

» 8
0

erxF pxq dx � cr.

Despejando la integral se obtiene el resultado enunciado. �

Definición 7.4 A una distribución de probabilidad para la cual existe el
coeficiente de ajuste se les llama “distribución con cola ligera”. Cuando no
existe tal coeficiente la distribución adquiere el nombre de “distribución con
cola pesada”.

Ejemplo 7.7 Usaremos el criterio de la proposición anterior para demostrar
que para la distribución Burr no existe el coeficiente de ajuste. En este caso
tenemos que

F pxq � pk{pk � xcqqα.
Entonces para cualquier valor de r ¡ 0,» 8

0

erxF pxq dx � » 8
0

erxpk{pk � xcqqα dx � » 8
0

erxx�cα dx � 8.
Por lo tanto la distribución Burr es una distribución con cola pesada.

Según el criterio recién demostrado, para que exista el coeficiente de ajuste,
la cola de la distribución, F pxq, debe decaer a cero lo suficientemente rápido
para anular el comportamiento creciente del término erx dentro de la inte-
gral. En el ejemplo anterior, la cola de distribución Burr decae a cero en la
forma x�cα que es insuficiente para hacer que la integral sea finita. Una dis-
tribución con cola ligera asigna probabilidades muy pequeñas a los valores
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grandes de la variable aleatoria. Esto puede no ser muy conveniente para
modelar algunos riesgos pues de esa manera se está subestimando la posi-
bilidad de registrar grandes montos en las reclamaciones. A continuación
mencionamos sin demostración algunos ejemplos de distribuciones de un
tipo y de otro.

Ejemplo 7.8 Distribuciones con cola ligera:

1. exppαq, F̄ pxq � e�αx.
2. gammapγ, αq.
3. Weibullpr, αq, F̄ pxq � e�pαxqr , para r ¥ 1.

4. Normal truncada, f pxq �a2{π e�x2{2.
Ejemplo 7.9 Distribuciones con cola pesada:

1. lognormalpµ, σ2q.
2. Paretopa, bq.
3. Burr, F̄ pxq � pk{pk � xcqqα.
4. Weibullpr, αq, F̄ pxq � e�pαxqr , para 0   r   1.

5. loggammapγ, αq.
� Desigualdad de Lundberg
Vamos a demostrar ahora que para aquellas distribuiones para las cuales el
coeficiente de ajuste R existe se cumple la desigualdad Ψpuq   e�Ru. Para
demostrar este resultado haremos uso de la teoŕıa de martingalas.

Proposición 7.6 Sea tCtu el proceso de riesgo, y sea θprq � λpMY prq �
1q � cr. Entonces el proceso te�rCt�θprqt : t ¥ 0u es una martingala.
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Demostración. La adaptabilidad del proceso es evidente pues impĺıcita-
mente estamos usando la filtración natural. Acerca de la integrabilidad ten-
emos los siguientes cálculos

Epe�rCt�θprqtq � e�θprqtEpe�rpu�ct�°Nt
j�1

Yjqq� e�θprqt�rpu�ctqEper°Nt
j�1 Yj q� e�θprqt�rpu�ctqMStprq� e�θprqt�rpu�ctqeλtpMY prq�1q  8.

Finalmente tenemos la propiedad de martingala. Para 0 ¤ s   t,

Epe�rCt�θprqt |Fsq � e�θprqtEpe�rCt |Fsq� e�θprqtEpe�rpCt�Csq�rCs |Fsq� e�θprqt�rCsEpe�rpCt�Csqq� e�θprqt�rCsEpe�rpcpt�sq�°Nt
j�Ns�1

Yjqq� e�θprqt�rCs�rcpt�sqEper°Nt�s
j�1 Yj q� e�θprqt�rCs�rcpt�sqeλpt�sqpMY prq�1q� e�rCs�θprqs.

�

En particular, si el coeficiente de ajuste existe, es decir, si θpRq � 0, en-
tonces el proceso te�RCtu es una martingala. Este es el resultado clave para
demostrar la siguiente cota superior para la probabilidad de ruina.

Teorema 7.1 (Desigualdad de Lundberg) Suponga que el coeficiente de
ajuste R existe. Entonces

ψpuq   e�Ru.
Demostración. Sea τ el tiempo de paro correspondiente al tiempo de
ruina. Como el proceso te�RCtu es una martingala, se tiene que el proceso
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e�Ru � e�RC0� Epe�RCt^τ q� Epe�RCt^τ | τ ¤ tqP pτ ¤ tq�Epe�RCt^τ | τ ¡ tqP pτ ¡ tq¥ Epe�RCt^τ | τ ¤ tqP pτ ¤ tq� Epe�RCτ | τ ¤ tqP pτ ¤ tq� �»
e�RCτ 1pτ¤tq dP
 P pτ ¤ tq.

Haciendo tÑ8 monótonamente, el evento pτ ¤ tq converge crecientemente
al evento pτ   8q. Por el teorema de convergencia monótona se obtiene
entonces que

e�Ru ¥ Epe�RCτ | τ   8qP pτ   8q¡ Ep 1 | τ   8qP pτ   8q� P pτ   8q� ψpuq.
�

1

e�Ru
u

Figura 7.9: Cota superior para la probabilidad de ruina.

Como hemos visto, el coeficiente de ajuste no siempre existe, y aún cuando
conozcamos su existencia no siempre es fácil calcularlo. El siguiente resul-
tado proporciona algunas cotas para el valor de este coeficiente, suponiendo
su existencia.
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Proposición 7.7 Si el coeficiente de ajuste R existe, entonces

1

M
lnp c

λµ
q   R   2pc � λµq

λµ2
,

en donde la primera desigualdad es válida bajo la hipótesis adicional de que
Y ¤M c.s., para alguna constante M ¡ 0.

Demostración. Demostraremos primero la cota superior. Considere nue-
vamente la función θprq � λpMY prq � 1q � cr, para r ¥ 0. Sabemos que
θp0q � 0. Derivando esta función dos veces se obtiene

θ1prq � λM 1
Y prq � c,

θ2prq � λEpY 2erY q ¡ λEpY 2q � λµ2.

En donde θ1p0q � λµ� c. Por el teorema fundamental del cálculo,

θ1prq � θ1p0q � » r
0

θ2psqds ¡ pλµ� cq � λµ2r.

Por lo tanto,

θprq � θp0q � » t
0

θ1psqds ¡ pλµ� cqr � λµ2
1

2
r2.

Evaluando la última desigualdad en R se obtiene

0 ¡ pλµ� cqR � λµ2
1

2
R2 � r pλµ� cq � λµ2

1

2
R sR.

Como R ¡ 0, se tiene que pλµ� cq � λµ2
1

2
R   0. Despejando R se obtiene

la cota superior anunciada.
Demostraremos ahora la cota inferior. Suponga que Y ¤M c.s. y defina la
función

hpxq � x

M
peRM � 1q � peRx � 1q.

Entonces h2pxq � �R2eRx   0. Por lo tanto h es cóncava con hp0q �
hpMq � 0. Esto quiere decir que hpxq ¡ 0 para 0   x  M , es decir,

x

M
peRM � 1q � peRx � 1q ¡ 0,
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o bien peRx � 1q ¤ x

M
peRM � 1q. (7.14)

Sea gpxq � xex � ex � 1. Entonces g1pxq � xex ¡ 0. Por lo tanto gpxq
es creciente para x ¡ 0, es decir, gpxq ¡ gp0q � 0, para x ¡ 0. Es decir,
xex � ex � 1 ¡ 0, para x ¡ 0. En particular, evaluando en x � RM se
obtiene RMeRM � eRM � 1 ¡ 0. Por lo tanto

eRM � 1

RM
  eRM . (7.15)

Por otro lado, usando (7.14),

MY pRq � 1 � » M
0

peRx � 1q dF pxq¤ » M
0

x

M
peRM � 1q dF pxq� 1

M
peRM � 1q » M

0

x dF pxq� µ

M
peRM � 1q. (7.16)

Por lo tanto, usando (7.16) y luego (7.15),

0 � λpMY pRq � 1q � cR¤ λµ

M
peRM � 1q � cR  λµReRM � cR� pλµeRM � cqR.

Por lo tanto λµeRM � c ¡ 0. Despejando R se obtiene la cota inferior
buscada. �

Es interesante notar que la cota superior encontrada no involucra hipótesis
adicionales, de modo que cuando el coeficiente de ajuste R existe, éste se
encuentra siempre dentro del intervalo p0, 2pc � λµq{λµ2q. Observe además
que cuando las reclamaciones están acotadas superiormente por una cons-
tante positiva M , puede encontrarse una cota superior para la probabilidad
de ruina sin conocer necesariamente el coeficiente de ajuste pues

ψpuq   e�Ru   e� u
M

lnpc{λµq � elnpλµ{cqu{M � pλµ{cqu{M .
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7.6. Aproximación de De Vylder

Considere nuevamente el modelo de riesgo de Cramer-Lundberg

Ct � u� c t� Nţ

j�1

Yj, (7.17)

en donde las reclamaciones Yj tienen distribución desconocida. La aprox-
imación propuesta por De Vylder consiste en aprovechar el hecho de que
para este modelo el problema de encontrar la probabilidad de ruina es com-
pletamente soluble cuando las reclamaciones son exponenciales. De Vylder
propone el siguiente modelo asociado

C̃t � u� c̃ t� Ñţ

j�1

Ỹj, (7.18)

en donde c̃ es una nueva tasa de ingreso por primas, tÑt : t ¥ 0u es un proce-
so de Poisson de parámetro λ̃, y Ỹj son variables aleatorias con distribución
exppα̃q. La idea es aproximar la probabilidad de ruina del riesgo (7.17) por
la del riesgo (7.18). Para ello se deben encontrar los valores de los parámet-
ros c̃, λ̃ y α̃ en términos de los parámetros del riesgo original, y ello es lo
que se explica a continuación.

Proposición 7.8 (Aproximación de De Vylder) La probabilidad de
ruina del riesgo (7.17) tiene como aproximación la fórmula

ψpuq � λ̃

c̃ α̃
e�pα̃�λ̃{c̃qu,

en donde

α̃ � 3µ2{µ3, λ̃ � 9

2
λµ32{µ23, y c̃ � c� λµ� 3

2
λµ22{µ3.

Demostración. El método consiste en igualar los tres primeros momentos
de los procesos Ct y C̃t, suponiendo la existencia de tales caracteŕısticas.
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Primeramente veamos la igualación de las esperanzas. La condición EpCtq �
EpC̃tq produce la ecuación

u� ct� λµt � u� c̃t� λ̃p1{α̃qt.
De donde se obtiene

c̃ � c� λµ� λ̃p1{α̃q. (7.19)

El siguiente paso es igualar las varianzas. De los resultados generales del
primer caṕıtulo, recordemos que la varianza de un riesgo S que sigue un
modelo colectivo Poissonpλq está dada por VarpSq � λµ2. Por lo tanto, de
la condición VarpCtq � VarpC̃tq se obtiene

λµ2 � λ̃r2{α̃2s. (7.20)

Ahora hemos usado el hecho de que si X tiene distribución exppαq, entonces
EpX2q � 2{α2. Finalmente, recordemos que el tercer momento central de
un riesgo S que sigue un modelo colectivo Poissonpλq está dado por EpS �
EpSqq3 � λµ3. Por lo tanto, la tercera condición EpCt �EpCtqq3 � EpC̃t �
EpC̃tqq3 produce la ecuación

λµ3 � λ̃r6{α̃3s. (7.21)

Hemos usado el hecho de que si X tiene distribución exppαq, entonces
EpX3q � 6{α3. Despejando λ̃ de (7.20) y (7.21) e igualando,

1

2
λµ2α̃

2 � 1

6
λµ3α̃

3.

Por lo tanto,
α̃ � 3µ2{µ3. (7.22)

Substituyendo en (7.20),

λ̃ � 9

2
λµ32{µ23. (7.23)

Substituyendo (7.22) y (7.23) en (7.19),

c̃ � c� λµ� 3

2
λµ22{µ3. (7.24)

De esta forma hemos encontrado los parámetros c̃, λ̃ y α̃ en términos de los
parámetros del riesgo original c, λ y los momentos de Y . �
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7.7. Fórmula de Pollaczek-Khinchin

La fórmula de Pollaczek-Khinchin es una expresión general que permite
escribir a la probabilidad de ruina en términos de una serie infinita de con-
voluciones. La demostración que presentaremos hace uso de la transformada
de Laplace de la cual se recuerda su definición y algunas propiedades en el
apéndice. Para obtener la fórmula de Pollaczek-Khinchin se necesita conocer
primero la transformada de Laplace de una distribución geométrica com-
puesta. Sea entonces X una variable aleatoria con distribución geométrica
compuesta, es decir, una variable aleatoria de la forma

X � Ņ

j�1

Uj,

en donde N tiene distribución geop1 � pq, y las variables U1, U2, . . . son
independientes, no negativas, idénticamente distribuidas, y con función de
distribución definida por

Hpxq � 1

µ

» x
0

F pyq dy,
en donde F pyq es una función de distribución de una variablea aleatoria no
negativa con media finita µ, y corresponderá, siguiendo la misma notación
que en el modelo de Cramér-Lundberg, a la función de distribución del
monto de una reclamación. Sea Gpxq la función de distribución de X.

Proposición 7.9 La transformada de Laplace de Gpxq es» 8
0

e�sxGpxq dx � p

s
� p1� pq pLF psq

µs� pLF psq .
Demostración. Primeramente tenemos que

Gpxq � 8̧
n�0

H�npxqp1 � pqpn.
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Entonces

Gpxq � 1� p1� pq 8̧
n�0

pnH�npxq� p� p1� pq 8̧
n�1

pnH�npxq.
La transformada de Laplace de esta función es» 8

0

e�sxGpxq dx � p

s
� p1� pq » 8

0

e�sx p 8̧
n�1

pnH�npxq q dx� p

s
� p1� pq 8̧

n�1

pn
» 8
0

e�sxH�npxq dx� p

s
� p1� pq 8̧

n�1

pn sn�1 LnHpsq� p

s
� p1� pq

s

8̧
n�1

ppsLHpsqqn� p

s
� p1� pq pLHpsq

1� psLHpsq .
A partir de la definición de Hpxq, puede demostrarse que µsLHpsq � LF psq.
Por lo tanto, » 8

0

e�sxGpxq dx � p

s
� p1� pq

s

pLF psq
µ� pLF psq .

�

Con la notación y las hipótesis utilizadas en el modelo de Cramer-Lundberg,
tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 7.2 (Fórmula de Pollaczek-Khinchin) La probabilidad de
ruina en el modelo de Cramer-Lundberg está dada por

ψpuq � p1� pq 8̧
n�1

pnH�npuq,
en donde p � λµ

c
y Hpxq � 1

µ

» x
0

F pyq dy.
Demostración. Sabemos que la probabilidad de ruina satisface la ecuación
integral

ψpuq � λ

c
r » 8
u

F pyq dy � » u
0

ψpu� yqF pyq dy s� λ

c
rµ� » u

0

F pxq dx� pψ � F qpuqs.
Tomando la transformada de Laplace de esta función tenemos que

Lψpsq � λ

c
r µ
s
� 1

s
LF psq � LψpsqLF psq s,

de donde se obtiene

Lψpsq � λ
cs
pµ� LF psqq
1� λ

c
LF psq� λ

cs
pµ� pp� p1� pqqLF psqq

1� λ
c
LF psq

Definiendo p � λµ{c, se puede escribir

Lψpsq � p
s
rµ� pp� p1� pqqLF psqs

µ� pLF psq� p

s
� p1� pq

s

pLF psq
µ� pLF psq .
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De esta forma hemos encontrado que la transformada de Laplace de la
probabilidad de ruina coincide con la transformada de Laplace de la función
Gpxq � 1 � Gpxq, en donde Gpxq es la función de distribución geométrica
compuesta con las caracteŕısticas descritas en la proposición anterior. Por
la unicidad de la transformada de Laplace tenemos que ambas funciones
deben ser iguales, es decir,

ψpuq � Gpuq� 1� p1� pq 8̧
n�0

pnH�npuq� p� p1� pq 8̧
n�1

pnH�npuq� p� p1� pq 8̧
n�1

pn p1�H�npuqq� p1� pq 8̧
n�1

pnH�npuq.
�

7.8. Ejercicios

Proceso de riesgo a tiempo discreto

134. El total de montos por reclamaciones durante cada periodo uni-
tario en el proceso de riesgo a tiempo discreto se ha modelado me-
diante una variable aleatoria discreta Y con valores en el conjuntot0, 1, . . .u y se ha supuesto que la esperanza de esta variable es finita.
Demuestre que

EpY q � 8̧
y�0

F pyq.
135. A partir de la fórmula recursiva para la probabilidad de ruina ψpuq

en el proceso de riesgo a tiempo discreto que aparece en el enunciado
de la Proposición 7.1, demuestre que
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a) ψpu� 1q ¤ ψpuq.
b) ĺım

uÑ8ψpuq � 0.

136. Encuentre la matriz de probabilidades de transición en un paso de
la cadena de Markov dada por el proceso de riesgo a tiempo discretotCn : n ¥ 0u.
Modelo de Cramér-Lundberg

137. Considere el proceso de Cramér-Lundberg tCt : t ¥ 0u con la no-
tación e hipótesis usuales. Demuestre que

a) EpCtq � u� pc� λµqt.
b) VarpCtq � λtµ2.

c) MCtprq � exp r rpu� ctq � λtpMY p�rq � 1q s.
Probabilidades de ruina

138. Suponga que las reclamaciones en el modelo de Cramér-Lundberg
siguen una distribución exponencial de parámetro α � 1. Suponga
además que λ � 1{2 y c � 2. Observe que se cumple la condición
de ganancia neta c ¡ λµ. ¿Cuál debe ser el capital inicial u para
que la probabilidad de ruina sea menor o igual a 0.01?

Coeficiente de ajuste

139. Demuestre que si las reclamaciones son variables aleatorias aco-
tadas, entonces el coeficiente de ajuste existe.

140. Se ha demostrado que cuando las reclamaciones tienen distribución
exppαq el coeficiente de ajuste es R � α � λ{c. Usando la condi-
ción de ganancia neta compruebe que este valor de R efectivamente
cumple la desigualdad

0   R   2pc � λµq
λµ2

.



156 7. Teoŕıa de la ruina

Desigualdad de Lundberg

141. Demuestre que efectivamente el evento pτ ¤ tq converge monótona-
mente al evento pτ   8q cuando t tiende a infinito monótonamente.
Este resultado fue usado en la demostración de la desigualdad de
Lundberg.

Aproximación de De Vylder

142. Demuestre que la aproximación de De Vylder coincide con la pro-
babilidad de ruina en el caso cuando las reclamaciones tienen dis-
tribución exppαq.
Fórmula de Pollaczek-Khinchin

143. Suponga que las reclamaciones en el modelo de Cramér-Lundberg
tienen distribución exppαq, es decir, F pxq � 1� eαx para x ¡ 0.

a) Demuestre que F spxq � 1� eαx para x ¡ 0, es decir, se trata
nuevamente de la distribución exppαq.

b) Como consecuencia del inciso anterior, se tiene que pF sq�npxq
es la función de distribución gammapn, αq. Demuestre que para
n ¥ 1, pF sq�npxq � 8̧

k�n e�αx pαxqkk!
.

c) Use los incisos anteriores y la fórmula de Pollaczek-Khinchin
para obtener nuevamente la solución

ψpuq � λ

cα
e�pα�λ{cqu.



Apéndice A

Formulario y resultados
varios

Fórmula de De Pril en R

####################################

# F\’ormula de De Pril en R v1.1 #

####################################

I <- 5 # Montos de reclamaciones

J <- 3 # \’Indice m\’aximo para tasas de mortalidad

R <- 20 # Valor m\’aximo para r en g(r)

#

n <- array(1:15, dim=c(5,3))

n[1,1]<-1

n[2,1]<-3

n[3,1]<-5

n[4,1]<-2

n[5,1]<-2

n[1,2]<-3

n[2,2]<-5

n[3,2]<-3

n[4,2]<-2

n[5,2]<-3

n[1,3]<-1

n[2,3]<-4

n[3,3]<-4

157
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n[4,3]<-6

n[5,3]<-4

#

q <- array(1:3, dim=c(3))

q[1]<-0.03

q[2]<-0.04

q[3]<-0.05

#...............................

# Funci\’on h(i,k)

#...............................

h <- function(i,k) {

aux <- 0

for (j in 1:J) {

aux <- aux+n[i,j]*(q[j]/(1-q[j]))^k

}

aux <- i*((-1)^(k-1))*aux

return(aux)

}

#...............................

# C\’alculo de la densidad de S

#...............................

gc <- array(1:R, dim=c(R))

gc0 <- g(0)

#

g <- function(r) {

if (r==0) {

aux <- 1

for (i in 1:I) {

for (j in 1:J) {

aux <- aux*((1-q[j])^n[i,j])

}

}

return(aux)

}

else

{

aux <- 0

for (i in 1:min(r,I)) {

for (k in 1:floor(r/i)) {

if (r-i*k==0) { aux <- aux + gc0*h(i,k) }

else {aux <- aux + gc[r-i*k]*h(i,k)}



159

}

}

aux <- aux/r

gc[r] <- aux

return(aux)

}

}

#...............................

# Asignaci\’on en el arreglo "gc" y graficaci\’on.

#...............................

for (i in 1:R) {

gc[i] <- g(i)

}

# Nota: Se omite en la gr\’afica el valor de la densidad en cero "gc0".

barplot(gc,main="Funci?n de densidad de S",xlab="r", ylab="g(r)")

#################################################################

# Fin de c\’odigo

#################################################################

Fórmula de Panjer en R
(Caso Poisson)

####################################

# F\’ormula de Panjer en R v1.0 #

# [Caso Poisson] #

####################################

#

R <- 20 # Valor m\’aximo para r en g(r)

#

#...............................

# c\’alculo de p_k=P(N=k) (Caso Poisson)

#...............................

a <- 0

b <- 3.5 #lambda

p0 <- 2.7172^{-b}

p <- array(1:R, dim=c(R))

p[1] <- (a+b)*p0

for (k in 2:R) {

p[k] <- (a+b/k)*p[k-1]

}
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#...............................

# c\’alculo de f_r=P(Y=r), r>=1

#...............................

#

f <- array(1:R, dim=c(R))

f[1] <- 0.1

f[2] <- 0.1

f[3] <- 0.2

f[4] <- 0.3

f[5] <- 0.3

for (i in 5:R) { f[i] <- 0 }

#................................

# C\’alculo de la densidad de S

#................................

g0 <- p0

g <- array(1:R, dim=c(R))

g[1] <- (a+b)*f[1]*g0

for (r in 2: R) {

aux <- 0

for (i in 1:{r-1}) {

aux <- aux + (a+b*i/r)*f[i]*g[r-i]

}

aux <- aux + (a+b)*f[r]*g0

g[r] <- aux

}

#...............................

# Graficaci\’on

#...............................

# Nota: Se omite en la gr\’afica el valor de la densidad en cero "g0".

barplot(g,main="Funcin de densidad de S",xlab="r", ylab="g(r)")

#

#################################################################

# Fin de c\’odigo

#################################################################
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Alfabeto griego

A α alpha I ι iota P ρ, ̺ rho
B β beta K κ kappa Σ σ, ς sigma
Γ γ gamma Λ λ lambda T τ tau
∆ δ delta M µ mu Υ υ upsilon
E ǫ, ε epsilon N ν nu Φ φ,ϕ phi
Z ζ zeta Ξ ξ xi X χ chi
H η eta O o omikron Ψ ψ psi
Θ θ, ϑ theta Π π pi Ω ω omega

Función indicadora
La función indicadora de un conjunto A � Ω es la función 1A : Ω Ñ t0, 1u
definida por

1Apωq � " 1 si ω P A,
0 si ω R A.

De este modo la función 1A toma el valor uno dentro del conjunto A y cero
fuera de él, y cumple las siguientes propiedades.

a) 1AYB � máxt1A, 1Bu � 1A � 1B � 1A 1B .

b) 1AXB � mı́nt1A, 1Bu � 1A 1B .

c) 1Ac � 1� 1A.

d) 1A�B � 1A � 1A 1B .

e) 1A△B � |1A � 1B| � 1A � 1B � 2 1A 1B � p1A � 1Bq2.
f) A � B ñ 1A ¤ 1B .

Función gamma
Para valores de α donde la integral es convergente se define

Γpαq � » 8
0

xα�1e�x dx,
y se cumplen las siguientes propiedades
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a) Γpα� 1q � αΓpαq.
b) Γpα� 1q � α! cuando α es entero positivo.

c) Γp2q � Γp1q � 1.

d) Γp1{2q � ?
π.

Funciones de utilidad
Una función de utilidad es una función vpxq que representa el valor o uti-
lidad que un individuo o institución asocia a cada cantidad de un bien.
Matemáticamente a una función de utilidad se le define a través de las
siguientes dos propiedades:

a) Es estrictamente creciente.

b) Es cóncava.

Suponiendo diferenciabilidad, estas propiedades se escriben como v1pxq ¡ 0
y v2pxq ¤ 0, respectivamente. La primera propiedad representa el hecho evi-
dente de que una cantidad mayor de dinero siempre tiene un valor o utilidad
mayor. Para interpretar la segunda propiedad consideremos la situación en
la que tanto una persona pobre como una persona rica incrementan ambos
su capital por una misma cantidad. Entonces este incremento representa
para una persona con poco dinero un gran incremento en su utilidad, mien-
tras que el mismo incremento representa un menor incremento en la utilidad
para una persona con mayor cantidad de dinero. En otras palabras, cuan-
do hay un incremento de capital fijo, el valor o utilidad crece más rápido
cuando uno tiene poco dinero y más lento cuando uno tiene mucho dinero.
Dos funciones de utilidad upxq y vpxq son equivalentes si existen constantes
a y b, con a ¡ 0, tales que vpxq � aupxq � b. La razón que subyace en esta
definición de equivalencia radica en el hecho de que si un persona con capital
x, función de utilidad upxq, y usando el principio de la utilidad esperada,
prefiere la inversión I1 sobre la inversión I2 si

Erupx� I1qs ¡ Erupx� I2qs,
y tal decisión no cambia si en lugar de usar la función de utilidad upxq
utiliza ahora vpxq � aupxq� b, pues la desigualdad anterior es equivalente a

Eraupx � I1q � bs ¡ Eraupx� I2q � bs.
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Del conjunto de funciones de utilidad equivalentes a una función de utilidad
dada upxq, uno puede escoger aquella función de utilidad vpxq tal que vp0q �
0 y vp1q � 1. Tal función de utilidad vpxq está dada por

vpxq � upxq � up0q
up1q � up0q ,

suponiendo que los valores x � 0 y x � 1 pertenecen al dominio de definición
de la función upxq. Es por ello que a una función de utilidad upxq se le puede
pedir la condición up0q � 0, sin perder generalidad ni provocar cambios en
la toma de decisiones bajo el criterio de utilidad esperada.

Coeficiente de asimetŕıa de Fisher
Para una variable aleatoria X con tercer momento finito se define el coefi-
ciente de asimetŕıa de Fisher α3 como el número

α3 � ErpX �EpXqq3srVarpXqs3{2 .

Esta cantidad es una medida de la asimetŕıa de la distribución alrededor
de su media. Cuando α3 � 0 la distribución es completamente simétrica
alrededor de su media, como es el caso, por ejemplo, de la distribución
normal. Cuando α3 ¡ 0 se dice que la distribución es asimétrica positiva
o que tiene mayor sesgo hacia la derecha (es decir, la cola a la derecha
de la media es más larga que la de la izquierda, o bien que hay valores
más separados de la media a la derecha). Cuando α3   0, se dice que la
distribución es asimétrica negativa o que tiene mayor sesgo a la izquierda
(es decir, la cola a la izquierda de la media es más larga que la de la derecha,
o bien que hay valores más separados de la media a la izquierda).

α3 � 0

µ

α3 ¡ 0

µ

α3   0

µ
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Desigualdad de Jensen
Sea u una función convexa y sea X una variable aleatoria tal que tanto X
como upXq tienen esperanza finita. Entonces

upEpXqq ¤ EpupXqq.
En el caso cuando u es cóncava, el resultado es

upEpXqq ¥ EpupXqq.
Esperanza condicional
Sean pΩ,F , P q un espacio de probabilidad, X una variable aleatoria con
esperanza finita y G una sub-σ-álgebra de F . La esperanza condicional de
X dado G es una variable aleatoria denotada por EpX |G q que cumple las
siguientes tres propiedades:

1. Es G -medible.

2. Tiene esperanza finita.

3. Para cualquier evento G en G , ErEpX |G q 1G s � ErX 1G s.
Puede demostrarse que esta variable aleatoria existe y es única casi se-
guramente, esto significa que si existe otra variable aleatoria con las tres
propiedades anteriores, entonces con probabilidad uno coincide con EpX |G q.
Cuando G � σpY q para alguna variable aleatoria Y , se escribe EpX |Y q en
lugar de EpX |σpY qq. En particular, el término P pA |Y q significa Ep1A |Y q.
Se enuncian a continuación algunas propiedades de esta esperanza.

a) EpX | tH,Ωu q � EpXq.
b) Ep1A | tH,Ωu q � P pAq.
c) Ep1A | tH, B,Bc,Ωu q � P pA|Bq1B � P pA|Bcq1Bc .

d) EpEpX |G qq � EpXq. En particular, EpP pA |Y qq � Ep1Aq � P pAq.
e) Si X es G -medible, entonces EpX |G q � X. En particular, si c es una

constante, entonces Epc |G q � c.

f) EpaX � Y |G q � aEpX |G q �EpY |G q.
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g) Si X ¥ 0, entonces EpX |G q ¥ 0.

h) Teorema de convergencia monótona.
Si 0 ¤ Xn Õ X, entonces EpXn |G q Õ EpX |G q c.s.

i) Teorema de convergencia dominada.
Si |Xn| ¤ Y , E|Y |   8 y Xn Ñ X c.s., entonces EpXn |G q Ñ
EpX |G q c.s.

j) Desigualdad de Jensen.
Si ϕ es convexa, entonces ϕpEpX |G qq ¤ EpϕpXq |G q.

k) Si H es una sub σ-álgebra de G , entonces EpEpX |G q |H q � EpX |H q.
l) Si Z es G -medible y acotada, entonces EpZ X |G q � Z EpX |G q.

m) Si X es independiente de G , entonces EpX |G q � EpXq.
Un estudio más detallado de la esperanza condicional puede ser encontrado
en libros dedicados a probabilidad como [13] o [21].

Integral de Riemann-Stieltjes
Esta es una integral que generaliza la integral usual de Riemann y se trata de
la integral de una función hpxq respecto de otra función F pxq. Su definición
es análoga al caso de la integral de Riemann: si a � x0   x1   � � �   xn � b

es una partición del intervalo ra, bs, entonces definimos de manera informal» b
a

hpxq dF pxq :� ĺım
∆xÑ0

ņ

i�1

hpxiqpF pxiq � F pxi�1qq,
en donde ∆x es el máximo de las distancias xi � xi�1, y las funciones hpxq
y F pxq deben cumplir ciertas condiciones para que la integral tenga sentido
y esté bien definida. En particular, a la función integradora F pxq se le pide
que sea continua por la derecha, monótona no decreciente y tal que F p8q�
F p�8q   M , para algún número M ¡ 0. Observe que F pxq debe cumplir
propiedades semejantes a las de una función de distribución, justamente
usaremos a las funciones de distribución como funciones integradoras. En
particular, cuando F pxq � x sobre el intervalo ra, bs se tiene que» b

a

hpxq dF pxq � » b
a

hpxq dx,
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suponiendo la existencia de tal integral. Igualmente, bajo la hipótesis de
existencia de todas las integrales que aparecen a continuación, la integral
de Riemann-Stieltjes cumple las siguientes propiedades:

a) Es lineal en el integrando, es decir,» b
a

pαh1pxq � h2pxqq dF pxq � α

» b
a

h1pxq dF pxq � » b
a

h2pxq dF pxq.
b) Es también lineal en el integrador, es decir,» b

a

hpxq dpαF1pxq � F2pxqq � α

» b
a

hpxq dF1pxq � » b
a

hpxq dF2pxq.
c) Cuando hpxq tiene primera derivada continua se cumple la siguiente

fórmula de integración por partes:» b
a

hpxq dF pxq � hpbqF pbq � hpaqF paq � » b
a

F pxqh1pxq dx.
d) De especial interés en la teoŕıa de la probabilidad es el caso cuando

F pxq es diferenciable. Bajo tal hipótesis se tiene la igualdad» b
a

hpxq dF pxq � » b
a

hpxqF 1pxq dx.
En particular, tomando hpxq � x y si X es una v.a. absolutamente
continua con esperanza finita, con función de distribución F pxq y fun-
ción de densidad f pxq, entonces

EpXq � » 8�8 x dF pxq � » 8�8 xf pxq dx.
e) Otro caso interesante para la teoŕıa de la probabilidad ocurre cuando

hpxq es continua y F pxq es constante excepto en los puntos x0, x1, . . .,
en donde la función tiene saltos positivos de tamaño ppx0q, ppx1q, . . .
respectivamente. En este caso y suponiendo convergencia,» b

a

hpxq dF pxq � 8̧
i�0

hpxiq ppxiq.
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Esto significa que integrar respecto de la función de distribución de una
variable aleatoria discreta se reduce a efectuar una suma. Nuevamente
tomando hpxq � x y si X es una v.a. discreta con esperanza finita y
con función de distribución como se mencionó antes, entonces

EpXq � » 8�8 x dF pxq � 8̧
i�0

xippxiq.
En el caso cuando X es una v.a. mixta con esperanza finita, en el
cálculo de la esperanza se separa la parte continua de la parte discreta
de la siguiente forma

EpXq � » 8�8 x dF pxq � » 8�8 xf pxq dx� 8̧
i�0

xi ppxiq.
Un tratamiento más riguroso y completo de la integral de Riemann-Stieltjes
puede encontrarse en el texto de probabilidad de Harris [12], o en tratados
de análisis matemático como el de Apostol [1].

Variables aleatorias mixtas
Una variable aleatoria mixta X es aquella que no es ni continua ni es disc-
reta. Su función de distribución puede escribirse de la siguiente forma

F pxq � » x�8 f puq du� x̧i¤x ppxiq,
en donde f puq es una función no negativa y ppxiq � P pX � xiq ¡ 0 para
ciertos valores x0, x1, . . . Si g es una función tal que gpXq es una variable
aleatoria integrable, entonces su esperanza se calcula de la siguiente forma

EpgpXqq � » 8�8 gpxq dF pxq � » 8�8 gpxqf pxq dx � 8̧
i�0

gpxiqppxiq.
Varianza condicional
Sea X una variable aleatoria con segundo momento finito, y sea G una sub-
σ-álgebra de F . La varianza condicional de X dado G se define como la
variable aleatoria dada por

VarpX|G q � Er pX �EpX|G qq2 |G s.



168 A. Formulario y resultados varios

Nuevamente, cuando la sub-σ-álgebra G es σpY q para alguna variable aleato-
ria Y , entonces VarpX|G q se escribe VarpX|Y q, y puede tomarse como defini-
ción la igualdad

VarpX|Y q � Er pX �EpX|Y qq2 |Y s.
Se enuncian a continuación algunas propiedades de esta variable aleatoria.

a) VarpX | tH,Ωuq � VarpXq.
b) Varp1A | tH,Ωuq � P pAqp1 � P pAqq.
c) VarpX |G q � EpX2 |G q �E2pX |G q.
d) VarpXq � ErVarpX |G qs �VarrEpX |G qs.

Ley de los grandes números
Sea X1,X2, . . . una sucesión de variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas con media µ. Entonces

1

n

ņ

i�1

Xi Ñ µ.

Cuando la convergencia es en probabilidad este resultado se conoce como la
ley débil. Y cuando la convergencia es casi segura se llama ley fuerte.

Teorema central del ĺımite
Sea X1,X2, . . . una sucesión de variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas con media µ y varianza σ2. Entonces

1

n

°n
i�1

Xi � µ

σ{?n dÑ Np0, 1q.
Teorema de convergencia dominada
Sea X1 ¤ X2 ¤ � � � una sucesión de variables aleatorias para la cual existe
otra variable aleatoria Y con esperanza finita y tal que |Xn| ¤ Y , para
n ¥ 1. Si Xn converge casi seguramente a una variable X, entonces tanto
X como Xn tienen esperanza finita y EpXnq Ñ EpXq.
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Teorema de convergencia monótona
Sea 0 ¤ X1 ¤ X2 ¤ � � � una sucesión monótona de variables aleatorias
convergente casi seguramente a una variable X. Entonces EpXnq Ñ EpXq.
Fórmulas recursivas para calcular convoluciones
Sean X1,X2, . . . variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas. Nos interesa encontrar la distribución de Sn � X1 � � � � � Xn.
Cuando las variables tXiu tienen función de distribución F , a la función de
distribución de Sn se le llama la n-ésima convolución de F , y se le denota
por F �n, es decir, F �npxq � P pSn ¤ xq. Cuando las variables tXiu tienen
función de probabilidad o de densidad f , a la función de probabilidad o de
densidad de Sn se le llama la n-ésima convolución de f , y se le denota por
f�n, es decir, en el caso discreto, f�npxq � P pSn � xq.

1. Cuando las variables tXiu son discretas con valores en el conjuntot0, 1, 2, . . .u, se cumplen las siguientes fórmulas recursivas.

a) P pSn � xq � x̧

j�0

P pSn�1 � x� jqP pXn � jq.
b) P pSn ¤ xq � x̧

j�0

P pSn�1 ¤ x� jqP pXn � jq.
2. Cuando las variables tXiu son continuas con soporte en el intervalop0,8q, con función de distribución F , y con función de densidad f , se

cumplen las siguientes fórmulas recursivas.

a) f�npxq � » x
0

f�pn�1qpx� yq f pyq dy.
b) F �npxq � » x

0

F �pn�1qpx� yq f pyq dy.
Transformada de Laplace
Para una función ψpuq : r0,8q Ñ R, la transformada de Laplace es

Lψpsq � » 8
0

esuψpuqdu,
suponiendo que tal integral existe. Esta transformación cumple las siguientes
propiedades.
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1. Lα1ψ1�α2ψ2
psq � α1 Lψ1

psq � α2 Lψ2
psq.

2. LHpsq � 1

s
Lψpsq cuando Hpuq � » u

0

ψpxqdx.
3. Lψ1psq � sLψ � ψp0q.
4. Lψ1�ψ2

psq � Lψ1
psqLψ2

psq cuando pψ1�ψ2qpuq � » u
0

ψ1pu�xqψ2pxqdx.
Sin embargo, cuando Gpxq es la convolución de dos funciones de dis-
tribución F1pxq y F2pxq de variables aleatorias no negativas, es decir,

Gpxq � » x
0

F1px� yqdF2pyq � » x
0

F1px� yqf2pyqdy � pF1 � f2qpxq,
entonces

LGpsq � LF1
psqLf2psq � sLF1

psqLF2
psq.

5. Unicidad: la transformada de Laplace determina de manera única a la
función objeto.
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Distribuciones de probabilidad

En esta sección se presentan en orden alfabético algunas distribuciones de
probabilidad utilizadas en el texto. La función generadora de probabilidad
se denota por P ptq, y la función generadora de la momentos por Mptq.

fpxq
x

pp � 0.7q
0 1

Distribución Bernoulli

X � Berppq con p P p0, 1q.
f pxq � pxp1� pq1�x para x � 0, 1.
EpXq � p.
VarpXq � pp1� pq.
P ptq � 1� p� pt.
Mptq � p1� pq � pet.

fpxq
x

Distribución beta

X � betapa, bq con a ¡ 0, b ¡ 0.
f pxq � xa�1p1 � xqb�1{Bpa, bq para x Pp0, 1q.
en donde Bpa, bq � ΓpaqΓpbq{Γpa� bq,
con Γpaq � ³8

0
ta�1e�t dt.

EpXq � a{pa� bq.
VarpXq � ab{rpa� b� 1qpa� bq2s.
Cuando a � b � 1 se obtiene la dist. unifp0, 1q.
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fpxq
x

pn � 8, p � 0.3qDistribución binomial

X � binpn, pq con n P t1, 2, . . .u y p Pp0, 1q.
f pxq � �n

k



pxp1�pqn�x para x � 0, 1, . . . , n.

EpXq � np.
VarpXq � npp1� pq.
P ptq � p1� p� ptqn.
Mptq � rp1� pq � petsn.

fpxq
x

pk � 3, p � 1{2qDistribución binomial negativa

X � bin negpk, pq con p P p0, 1q y k Pt1, 2, . . .u.
f pxq � �

k � x� 1

x



pkp1 � pqx para x �

0, 1, . . .
EpXq � kp1 � pq{p.
VarpXq � kp1� pq{p2.
P ptq � rp{p1� p1� pqtqsk.
Mptq � rp{p1�p1�pqetqsk para t   � lnp1�
pq.
Cuando r � 1 se obtiene la distribución
geoppq.

a

fpxq
x

Distribución Cauchy

X � Cauchypa, bq con a P R y b ¡ 0.

f pxq � 1

bπr1� ppx� aq{bq2s , para x P R.

F pxq � 1{2� p1{πq arctanppx� aq{bq.
La esperanza y varianza no existen.
La función generadora de momentos no ex-
iste.
Cuando a � 0 y b � 1 se obtiene la dis-
tribución Cauchy estándar, Cauchyp0, 1q.



173

λ

fpxq
x

Distribución exponencial

X � exppλq con λ ¡ 0.
f pxq � λe�λx para x ¡ 0.
F pxq � 1� e�λx para x ¡ 0.
EpXq � 1{λ.
VarpXq � 1{λ2.
Mptq � λ{pλ� tq para t   λ.

fpxq
x

Distribución gamma

X � gammapα, λq con α ¡ 0 y λ ¡ 0.

f pxq � pλxqα�1

Γpαq λe�λx para x ¡ 0.

F pxq � 1 � e�λx°α�1

j�0
pλxqj{j! para x ¡ 0

y α entero.
EpXq � α{λ.
VarpXq � α{λ2.
EpXnq � Γpα� nq{pΓpαqλnq.
Mptq � rλ{pλ� tqsα para t   λ.
Cuando α � 1 se obtiene la distribución
exppλq. Cuando α es entero se conoce tam-
bién con el nombre de distribución Erlang.

fpxq
x

pp � 1{5qDistribución geométrica

X � geoppq con p P p0, 1q.
f pxq � pp1� pqx para x � 0, 1, . . .
EpXq � p1� pq{p.
VarpXq � p1� pq{p2.
P ptq � p{p1� p1� pqtq.
Mptq � p{p1�p1�pqetq para t   � lnp1�pq.
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fpxq
x

Distribución ji-cuadrada

X � χ2pnq con n ¡ 0.

f pxq � p1{2qn{2
Γpn{2q xn{2�1e�x{2 para x ¡ 0.

EpXq � n.
VarpXq � 2n.
Mptq � p1� 2tq�n{2 para t   1{2.

fpxq
x

Distribución log normal

X � lognormalpµ, σ2q con µ P R y σ2 ¡
0.

f pxq � 1

x
?
2πσ2

expr�plnx�µq2{2σ2s, x ¡
0.
F pxq � Φpplnx� µq{σq.
EpXq � exppµ� σ2{2q.
EpXnq � exppnµ� n2σ2{2q.
VarpXq � expp2µ� 2σ2q � expp2µ� σ2q.
SiX � Npµ, σ2q, entonces eX � lognormalpµ, σ2q.

fpxq
x

µ

Distribución normal

X � Npµ, σ2q con µ P R y σ2 ¡ 0.

f pxq � 1?
2πσ2

e�px�µq2{2σ2 .
EpXq � µ.
VarpXq � σ2.
Mptq � exp pµt� σ2t2{2q.
φptq � exp piµt� σ2t2{2q.
Cuando µ � 0 y σ2 � 1 se obtiene la dis-
tribución normal estándar, Np0, 1q.
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a{b fpxq
x

Distribución Pareto

X � Paretopa, bq con a, b ¡ 0.

f pxq � abapb� xqa�1
para x ¡ 0.

F pxq � 1� rb{pb� xqsa para x ¡ 0.
EpXq � b{pa� 1q para a ¡ 1.
VarpXq � ab2{rpa� 1q2pa� 2qs, a ¡ 2.

fpxq
x

pλ � 4qDistribución Poisson

X � Poissonpλq con λ ¡ 0.

f pxq � e�λλx
x!

para x � 0, 1, . . .

EpXq � λ.
VarpXq � λ.
P ptq � e�λp1�tq.
Mptq � exprλpet � 1qs.

fpxq
x

Distribución t

X � tpnq con n ¡ 0.

f pxq � Γpn� 1{2q?
nπ Γpn{2q p1� x2

n
q�n�1{2.

EpXq � 0.
VarpXq � n{pn� 2q para n ¡ 2.
Mptq no existe para t � 0.
φptq � expp|t|q.
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fpxq
x

Distribución Weibull

X �Weibullpr, αq con r, α ¡ 0.
f pxq � e�pαxqrrαrxr�1 para x ¡ 0.
F pxq � 1� e�pαxqr para x ¡ 0.
EpXq � Γp1� 1{rq{α.
VarpXq � rΓp1� 2{rq � Γ2p1� 1{rqs{α2.
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Tabla de la distribución normal estándar

x

Φpxq � 1?
2π

» x�8 e�t2{2dt
x 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359

0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753

0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141

0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517

0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879

0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224

0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549

0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852

0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133

0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8399

1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621

1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830

1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015

1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177

1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319

1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441

1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545

1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633

1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706

1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767

2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817

2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857

2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890

2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916

2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936

2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952

2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964

2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974

2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981

2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986

3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990

3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993

3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995

3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997

3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
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geométrica, 172, 173
geométrica compuesta, 22
ji-cuadrada, 174
log normal, 174
normal, 174
Pareto, 175
Poisson, 175
Poisson compuesta, 22
Poisson compuesta mixta, 30
t de Student, 175
Weibull, 176

Espacio
de prob. filtrado, 112

Esperanza condicional, 164
Esscher

principio de, 70
transformada de, 70

Excess of loss, 87
Exponente de Lundberg, 138, 141
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Índice anaĺıtico 183

Panjer
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