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Capitulo 1

Ideas preliminares

Considere un sistema que puede caracterizarse por estar en cualquiera de
un conjunto de estados previamente especificado. Suponga que el sistema
evoluciona o cambia de un estado a otro a lo largo del tiempo de acuerdo con
una cierta ley de movimiento, y sea X; el estado del sistema al tiempo ¢. Si
se considera que la forma en la que el sistema evoluciona no es determinista,
sino provocada por algin mecanismo azaroso, entonces puede considerarse
que X; es una variable aleatoria para cada valor del indice t. Esta coleccién
de variables aleatorias es la definicién de proceso estocdstico, y sirve como
modelo para representar la evolucion aleatoria de un sistema a lo largo del
tiempo. En general, las variables aleatorias que conforman un proceso no
son independientes entre si, sino que estdn relacionadas unas con otras de
alguna manera particular. Las distintas formas en que pueden darse estas
dependencias es una de las caracteristicas que distingue a unos procesos
de otros. Més precisamente, la definicién de proceso estocédstico toma como
base un espacio de probabilidad (2, .%#, P) y puede enunciarse de la siguiente
forma.

Definiciéon 1.1 Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleato-
rias {X; : t € T'} parametrizada por un conjunto T, llamado espacio parame-
tral, en donde las variables toman valores en un conjunto S llamado espacio
de estados.

En los casos mas sencillos se toma como espacio parametral el conjunto
discreto T' = {0, 1,2,...} y estos nimeros se interpretan como tiempos. En
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este caso se dice que el proceso es a tiempo discreto, y en general este tipo
de procesos se denotara por {X,, : n =0,1,...}, o explicitamente,

Xo, X1, X2, ...
asi, para cada n, X, es el valor del proceso o estado del sistema al tiempo n.

Este modelo corresponde a un vector aleatorio de dimensién infinita. Véase
la Figura 1.1.

Xn(w)
X5
X3 ‘.. ......
X, ..°'.
@ X4
XO 7 ...'.

F— - } } } n
1 ~2. 3 4 5

Y
Xo

Figura 1.1

El espacio parametral puede también tomarse como el conjunto continuo
T = [0,00). Se dice entonces que el proceso es a tiempo continuo, y se
denotara por

Por lo tanto, seguiremos la convencién de que si el subindice es n, entonces
los tiempos son discretos, y si el subindice es ¢, el tiempo se mide de manera
continua. Los posibles espacios de estados que consideraremos son subcon-
juntos de Z, y un poco mas generalmente tomaremos como espacio de esta-
dos el conjunto de nimeros reales R, aunque en algunos pocos casos tam-
bién consideraremos a Z" o R™. Naturalmente, espacios més generales son
posibles, tanto para el espacio parametral como para el espacio de estados.
En particular, para poder hablar de variables aleatorias con valores en el
espacio de estados S, es necesario asociar a este conjunto una o-algebra.



Xt (LU)
Xi,
X,
Xi,
: : : t
t1 to t3
Figura 1.2

Considerando que S es un subconjunto de R, puede tomarse la o-dlgebra
de Borel de R restringida a S, es decir, S n Z(R).

Un proceso estocastico, también llamado proceso aleatorio, puede conside-
rarse como una funciéon de dos variables

X:TxOQ—S

tal que a la pareja (t,w) se le asocia el valor o estado X (t,w), lo cual
también puede escribirse como X;(w). Para cada valor de ¢ en T, el mapeo
w — X;(w) es una variable aleatoria, mientras que para cada w en ( fijo,
la funcién t — X;(w) es llamada una trayectoria o realizacién del proceso.

Es decir, a cada w del espacio muestral le corresponde una trayectoria del
proceso. Es por ello que a veces se define un proceso estocdstico como una
funcion aleatoria. Una de tales trayectorias tipicas que ademds cuenta con
la propiedad de ser continua se muestra en la Figura 1.2, y corresponde a
una trayectoria de un movimiento Browniano, proceso que definiremos y
estudiaremos mas adelante.

Si A es un conjunto de estados, el evento (X,, € A) corresponde a la situacién
en donde al tiempo n el proceso toma algin valor dentro del conjunto A. En
particular, (X,, = z) es el evento en donde al tiempo n el proceso se encuen-
tra en el estado z. Considerando distintos tiempos, estaremos interesados
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en eventos de la forma (X, = z1, Xy, = 22,..., X, = ).

Los diferentes tipos de procesos estocasticos se obtienen al considerar las
distintas posibilidades para el espacio parametral, el espacio de estados,
las caracteristicas de las trayectorias, y principalmente las relaciones de
dependencia entre las variables aleatorias que conforman el proceso. Los
siguientes son algunos ejemplos generales de procesos estocdsticos. Estos son
procesos que cumplen una cierta propiedad particular, no necesariamente
excluyentes unas de otras. A lo largo del texto estudiaremos y definiremos
con mayor precision algunos de estos tipos de procesos.

Proceso de ensayos independientes

El proceso a tiempo discreto {X,, : n = 0,1,...} puede estar constituido por
variables aleatorias independientes. Este modelo representa una sucesién de
ensayos independientes de un mismo experimento aleatorio, por ejemplo,
lanzar un dado o una moneda repetidas veces. El resultado u observacién
del proceso en un momento cualquiera es, por lo tanto, independiente de
cualquier otra observacién pasada o futura del proceso.

Procesos de Markov

Estos tipos de procesos son modelos en donde, suponiendo conocido el estado
presente del sistema, los estados anteriores no tienen influencia en los estados
futuros del sistema. Esta condicion se llama propiedad de Markov y puede
expresarse de la siguiente forma: para cualesquiera estados xg, T1,...,Zn 1
(pasado), z,, (presente), z,+1 (futuro), se cumple la igualdad

P(Xn+1 = Tn+1 |X0 =T0,...,Xp = xn) = P(Xn+1 = Tn+1 |Xn = xN)

De esta forma la probabilidad del evento futuro (X,4+1 = zp,4+1) sélo de-
pende el evento (X, = x,), mientras que la informacién correspondiente
al evento pasado (X9 = xg,...,Xn—1 = x,_1) es irrelevante. Los proce-
sos de Markov han sido estudiados extensamente y existe un gran nimero
de sistemas que surgen en muy diversas disciplinas del conocimiento para
los cuales el modelo de proceso estocdstico y la propiedad de Markov son
razonables. En particular, los sistemas dindmicos deterministas dados por
una ecuacién diferencial pueden considerarse procesos de Markov, pues su
evolucién futura queda determinada por la posicién inicial del sistema y la
ley de movimiento especificada.



Procesos con incrementos independientes

Se dice que un proceso estocastico a tiempo continuo {X; : ¢ > 0} tiene
incrementos independientes si para cualesquiera tiempos 0 <t <ty < --- <
tn, las variables X; , Xy, — Xy, ..., Xt, — X¢,_, son independientes. Esto
quiere decir que los desplazamientos que tiene el proceso en estos intervalos
disjuntos de tiempo son independientes unos de otros.

Procesos estacionarios

Se dice que un proceso estocastico a tiempo continuo {X; : t > 0} es
estacionario en el sentido estricto si para cualesquiera tiempos tq,...,t,,
la distribucién del vector (Xy,,...,X:,) es la misma que la del vector
(Xty +hs - - - Xt,+n) para cualquier valor de h > 0. En particular, la dis-
tribucién de X; es la misma que la de Xy, para cualquier h > 0.

Procesos con incrementos estacionarios

Se dice que un proceso estocéstico a tiempo continuo {X; : ¢ > 0} tiene in-
crementos estacionarios si para cualesquiera tiempos s < t, y para cualquier
h > 0, las variables Xy, — X515 v Xt — X tienen la misma distribucion de
probabilidad. Es decir, el incremento que tiene el proceso entre los tiempos
sy t s6lo depende de estos tiempos a través de la diferencia ¢t — s, y no de
los valores especificos de s y t.

Martingalas
Una martingala a tiempo discreto es, en términos generales, un proceso
{X, :n=0,1,...} que cumple la condicién

E(Xn+1 |X0 = Ty -- ,Xn = :L'n) = Tp. (11)

En palabras, esta igualdad significa que el valor promedio del proceso al
tiempo futuro n + 1 es el valor del proceso en su ultimo momento observa-
do, es decir, x,. Esto es, se trata de una ley de movimiento aleatorio que es
equilibrada o simétrica, pues en promedio el sistema no cambia del 1ltimo
momento observado. A estos procesos también se les conoce como proce-
sos de juegos justos, pues si se considera una sucesion infinita de apuestas
sucesivas y si X, denota el capital de uno de los jugadores al tiempo n,
entonces la propiedad de martingala (1.1) establece que el juego es justo
pues en promedio el jugador no pierde ni gana en cada apuesta.



6 1. IDEAS PRELIMINARES

Procesos de Levy

Se dice que un proceso estocdstico a tiempo continuo {X; : ¢ > 0} es un
proceso de Lévy si sus incrementos son independientes y estacionarios. Mas
adelante veremos que tanto el proceso de Poisson como el movimiento Brow-
niano son ejemplos de este tipo de procesos.

Procesos Gausianos

Se dice que un proceso estocastico a tiempo continuo {X; : ¢ > 0} es un
proceso Gausiano si para cualesquiera coleccion finita de tiempos tq, ..., t,,
el vector (Xy,...,Xy,) tiene distribucién normal o Gausiana multivaria-
da. Nuevamente, el movimiento Browniano es un ejemplo de este tipo de
procesos.

En el presente texto el lector encontrard una descripcién introductoria a
algunos de estos tipos de procesos y varios resultados elementales al respecto.

1.1. Ejercicios

1. Sean Xy, X1,... los resultados de una sucesiéon de ensayos indepen-
dientes Bernoulli. Determine si el proceso {X,, :n =0,1,...}

a) tiene incrementos independientes.
b

(¢

d

)
) tiene incrementos estacionarios.
) es una martingala.

) cumple la propiedad de Markov.

2. Sea X una variable aleatoria con distribucién Ber(p). Para cada t > 0
defina la variable

Y, — cosmt si X =0,
P77 sinmt si X =1
a) Dibuje todas las trayectorias del proceso {X; : t > 0}.
b) Calcule la distribucién de X;.
c) Calcule E(Xy).

3. Demuestre que todo proceso a tiempo discreto {X,, : n =0,1,...} con
incrementos independientes cumple la propiedad de Markov.



Capitulo 2

Caminatas aleatorias

En este capitulo se presenta una introduccién breve al tema de caminatas
aleatorias en una dimension. Encontraremos la distribucion de probabilidad
de la posicién de una particula que efectiia una caminata aleatoria en Z,
y la probabilidad de retorno a la posiciéon de origen. Se plantea y resuelve
después el problema de la ruina del jugador, y se analizan algunos aspectos
de la solucion.

2.1. Caminatas aleatorias

Una caminata aleatoria simple sobre el conjunto de nimeros enteros Z es
un proceso estocastico a tiempo discreto {X,, : n = 0,1,...} que evoluciona
como se muestra en la Figura 2.1. Es

decir, iniciando en el estado 0, al si-

guiente tiempo el proceso puede pasar q p

al estado +1 con probabilidad p, o N N

al estado —1 con probabilidad ¢, en
donde p + ¢ = 1. Se usa la misma regla
para los siguientes tiempos, es decir,
pasa al estado de la derecha con pro-
babilidad p, o al estado de la izquierda
con probabilidad ¢. El valor de X,, es el estado del proceso al tiempo n.
Este proceso cambia de un estado a otro en dos tiempos consecutivos de
acuerdo con las probabilidades de transicién que se muestran en la Figu-

Figura 2.1

7
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ra 2.1, validas para cualquier n > 0, y para cualesquiera enteros 7 y j. Estas
probabilidades se pueden escribir de la forma siguiente:

p sij=1+1,
P(Xn+1:j|Xn:i): q Sij:i_ly
0 otro caso.

Como estas probabilidades no dependen de n, se dice que son homogéneas
en el tiempo, es decir, son las mismas para cualquier valor de n. A partir
de estas consideraciones, es intuiti-
vamente claro que este proceso
cumple la propiedad de Markov,
es decir, el estado futuro del pro-
ceso depende tUnicamente del esta-
do presente y no de los estados
previamente visitados. Una posible
trayectoria de este proceso se mues-
tra en la Figura 2.2. Una camina-
ta aleatoria puede también definirse
de la forma siguiente: sea £1,&a, . .. Figura 2.2

una sucesion de variables aleatorias

independientes e idénticamente dis-

tribuidas. Por la idéntica distribucién denotaremos a cualquiera de ellas

mediante la letra £ sin subindice. Supondremos que P(§ = +1) = py
P(¢ = —1) = g, en donde, como antes, p + ¢ = 1. Entonces para n > 1 se
define

Xp=Xo+& +--+ &

Sin pérdida de generalidad supondremos que Xy = 0. Nos interesa encon-
trar algunas propiedades de la variable X,,, y de su comportamiento como
funcién de n. Por ejemplo, a partir de la expresiéon anterior, es inmediato
encontrar su esperanza y varianza.

Proposicion 2.1 Para cualquier entero n = 0,
1. E(Xn) =n(p—q)-

2. Var(X,,) = 4npq.
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Demostracion. Para la esperanza tenemos que:

n

E(X,) = Y E(&) =nE(€) =n(p - q)-

i=1

Por otro lado, como E(¢2) = p4+q = 1y E(§) = p — ¢, se tiene que
Var(§) =1 —(p— q)2 = 4pq. Por lo tanto,

Var(X,,) = Zn: Var(§;) = n Var(§) = 4npq.
i=1

Analicemos estas dos primeras férmulas. Si p > ¢, es decir, si la cami-
nata toma pasos a la derecha con mayor probabilidad, entonces el estado
promedio después de n pasos es un nimero positivo, es decir, su compor-
tamiento promedio es tender hacia la derecha, lo cual es intuitivamente
claro. Andlogamente, si p < g, entonces el estado final promedio de la ca-
minata después de n pasos es un nimero negativo, es decir, en promedio la
caminata tiende a moverse hacia la izquierda. En ambos casos la varianza
crece conforme el nimero de pasos n crece, eso indica que mientras mayor
es el numero de pasos que se dan, mayor es la incertidumbre acerca de la
posicién final del proceso. Cuando p # ¢ se dice que la caminata es asimétri-
ca. Cuando p = ¢ = 1/2 se dice que la caminata es simétrica, y en promedio
el proceso se queda en su estado inicial, pues F(X,) = 0, sin embargo, para
tal valor de p la varianza es Var(X,,) = n, y es sencillo demostrar que ese
valor es el maximo de la expresién 4npq, para p € (0,1).

Probabilidades de transicion

Como hemos supuesto que la caminata inicia en cero, es intuitivamente
claro que después de efectuar un nimero par de pasos el proceso sélo puede
terminar en una posicién par, y si se efectiian un nimero impar de pasos la
posicién final sélo puede ser un nimero impar. Adema4s, es claro que después
de efectuar n pasos, la caminata sélo puede llegar a una distancia maxima
de n unidades, a la izquierda o a la derecha. Teniendo esto en mente, en el
siguiente resultado se presenta la distribucion de probabilidad de la variable
X,.
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Proposicion 2.2 Para cualesquiera numeros enteros x y n tales que —n <
x < n, y para el caso cuando T y n son ambos pares o ambos impares,

n 1 1
P(X,=z|Xo=0)= 2(nte) g3 (n=a), 2.1
=l Xo=0)= (1" ) pHer gl 1)
Para valores de x y n que no cumplen las condiciones indicadas la probabi-
lidad en cuestion vale cero.

Demostracion. Suponga que se observa la posiciéon de la caminata des-
pués de efectuar n pasos. Sean R, vy L, el numero de pasos realizados hacia
la derecha y hacia la izquierda, respectivamente. Entonces X,, = R, — L.,
y ademés n = R, + L,. Sumando estas dos ecuaciones y substituyendo la
expresiéon X, = " | & se obtiene

R, 1 (n+ X,) i L (1 +&).
2 ('
Esta ecuacion es la identidad clave para obtener el resultado buscado. Ob-
serve que esta formula arroja un valor entero para R, cuando n y X, son
ambos pares o ambos impares. Como las variables independientes & toman
los valores +1 y —1 con probabilidades p y ¢ respectivamente, entonces las
variables independientes %(1 + ¢;) toman los valores 1 y 0 con probabilida-
des p y q. Esto lleva a la conclusién de que la variable R,, tiene distribucién
binomial(n, p). Por lo tanto, para cualquier valor de x que cumpla las condi-
ciones enunciadas se tiene que

P(Xy—2|Xg=0) = P(Rp— %(n-l—:n))

_ n l(n+:(:) l(nfsc)
(an+m>p2 oo

En particular, cuando la caminata es simétrica, es decir, cuando p = 1/2, y
con las mismas restricciones parany x (—n < x < n, ambos pares o ambos
impares) se tiene la expresién

P(X, = 2| Xo = 0) = <%(n"+x)> 2in (2.2)
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Esta féormula puede también justificarse mediante argumentos de andlisis
combinatorio de la siguiente forma: en total hay 2" posibles trayectorias
que la caminata puede seguir al efectuar n pasos, todas ellas con la mis-
ma probabilidad de ocurrir debido a la simetria. Ahora, jcuantas de estas
trayectorias terminan en z > 0, por ejemplo? Como se ha argumentado
antes, el nimero de pasos a la derecha debe ser %(n + ), y el nimero de
trayectorias que cumplen la condicién es el nimero de formas en que los
%(n + x) pasos a la derecha pueden escogerse de los n pasos totales. La res-
puesta es entonces el cociente que aparece en (2.2). La férmula (2.1) puede
extenderse facilmente al caso general de pasar de un estado cualquiera y a

otro estado x en n pasos, como se muestra a continuacién.

Proposicion 2.3 Si los numeros n y x —y son ambos pares o ambos im-
pares, entonces para —n < T —Yy <N,

n
P(Xn=x|X0=y)=<1

Ln+a—y) ) pitmgilemst. 23
2

Para valores de la diferencia x — y y el entero n que no cumplen las condi-
citones indicadas la probabilidad en cuestion vale cero.

Demostracion. Tenemos como hipétesis que Xy = y. Consideremos el
proceso Z, = X, —y. Entonces {Z,, : n > 0} es ahora una caminata aleatoria
que inicia en cero como en el caso antes demostrado. El resultado enunciado
se obtiene de la identidad

P(Xn:x|X0:y):P(Zn:x_y|Zn:0)'

Probabilidad de regreso a la posicion de origen

Nos plantearemos ahora el problema de encontrar la probabilidad de que
una caminata aleatoria, que inicia en el origen, regrese eventualmente al
punto de partida. Demostraremos que en el caso asimétrico, p # 1/2, la
probabilidad de tal evento es estrictamente menor que 1, es decir, no es
seguro que ello ocurra, pero en el caso simétrico, p = 1/2, se cumple que
con probabilidad uno la caminata regresa eventualmente al origen. Para el
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ultimo caso demostraremos ademds que el niimero de pasos promedio para
regresar al origen es, sin embargo, infinito. La demostracién es un tanto
técnica y hace uso de las funciones generadoras de probabilidad. Como este
capitulo es introductorio, tal vez sea mejor recomendar al lector, cuando se
trate de una primera lectura, omitir los detalles de esta demostracién.

Proposicion 2.4 Para una caminata aleatoria sobre 7., la probabilidad de
un eventual regreso al punto de partida es

1 stp=q,
1—|p—q|—{ <1 sip#q.

Es decir, solo en el caso simétrico, p = q, se tiene la certeza de un eventual
retorno, sin embargo el tiempo promedio de regreso en tal caso es infinito.

Demostracion. Para demostrar estas afirmaciones utilizaremos los si-
guientes elementos:

a) Para cada n > 0 denotaremos por p, a la probabilidad de que la
caminata se encuentre en el estado 0 al tiempo n, es decir, p, =
P(X,, = 0] Xy = 0). Esta probabilidad es distinta de cero sélo cuando
n es un numero par. Naturalmente pg = 1. Denotaremos también por
fr ala probabilidad de que la caminata visite el estado 0 por primera
vez en el paso k > 0. El uso de la letra f proviene el término en inglés
first. Por conveniencia se define fy = 0. Observe que en términos
de las probabilidades fi, la probabilidad de que la caminata regrese
eventualmente al origen es ZIZO:O fr. Esta serie es convergente, pues
se trata de la suma de probabilidades de eventos disjuntos, y por lo
tanto a lo sumo vale uno. Demostraremos que en el caso simétrico
la suma vale uno. Recordemos nuevamente que los valores de f; son
estrictamente positivos sélo para valores pares de k distintos de cero.

b) No es dificil comprobar que se cumple la siguiente igualdad

Pn= D [kDnk (2.4)
k=0

En esta expresién simplemente se descompone la probabilidad de re-
greso al origen, p,, en las distintas posibilidades en donde se efectia
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el primer regreso al origen. Este primero regreso puede darse en el
paso 1, o en el paso 2, ..., o en el ultimo momento, el paso n. Des-
pués de efectuado el primer regreso se multiplica por la probabilidad
de regresar al origen en el nimero de pasos restantes. Observe que
el primer sumando es cero. Esta férmula serd demostrada mas ade-
lante en el contexto de las cadenas de Markov, véase la férmula (3.2)
en la péagina 49. Usaremos (2.4) para encontrar la funcién generado-
ra de probabilidad de la colecciéon de numeros fy, fi1, f2,..., es decir,
encontraremos que

G(t) = Z fr ¢k,
k=0

Multiplicando (2.4) por t", sumando y cambiando el orden de las
sumas se obtiene que

[ee]
2 Pn " =
n=1

fk pn—k) t"

18
-

S
Il
—

I
18
18

fk Pn—k t"

i
o
3
Il

k

Q0
=k

= G(t) D, pat™

n=0

Il
18
=

e
Il
o
S

Por lo tanto,
o6} o0
(O pat™) =1 =G(t) D] pat™ (2.5)
n=0 n=0

Para encontrar G(t) se necesita encontrar una expresién para la suma
que aparece en la iltima ecuacién, y que no es otra cosa sino la funcién
generadora de los nimeros pg, p1, p2, ... Haremos esto a continuacién.

Para el andlisis que sigue necesitamos recordar que para cualquier
numero real a y para cualquier entero n, se tiene el coeficiente binomial

(a) _ale—=1)-(a—(n=1) (2.6)

n n!
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Observe que en el numerador hay n factores. Este nimero es una
generalizacion del coeficiente binomial usual y aparece en la siguiente
expansién binomial infinita vélida para [t| < 1,

141)" = “) e 2.7
aror=3 () (27)
En particular y como una aplicacién de (2.6) se tiene que
(271) _ 2n(2n—-1)(2n—2)---3-2-1
n B nln!

~ 2"n!(2n-1)(2n —3)---5-3-1

- nln!

= 22 A HE 30

gnon 1 3 5. 3.1
" (-1) (—TH‘5)(‘”"‘5)"'(—5)(—5)(—5)
= (4" (‘im). (2.8)

d) Usando (2.7) y

(2.8) podemos ahora encontrar una expresion cerrada

para la funcién generadora de la coleccién de ntimeros pg, p1,p2, - - -

0

2n
2 ( )pnqnt2n
n
n=0

ni ( 1/2> g
( 1/2)( 4pgt®)"

06
(1 — 4pqt?)~1/2,

o0
D) pat”
n=0

)

e) Substituyendo (2.9) en (2.5) se llega a la igualdad

(1 —4pgt®) 12 =1 = G(t) (1 — dpqt®) 2.
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De donde se obtiene finalmente
G(t) =1— (1 — 4pgt>)Y? (2.10)

Usando esta expresiéon podemos ahora calcular la probabilidad de un
eventual regreso al estado inicial. En efecto, por el lema de Abel,

o0
Y (A2 1
1;0 Ju = lim G() = 1= (1~ 4pg) 1—|p—ql|

En el caso asimétrico, p # 1/2, esta cantidad es estrictamente menor
a uno y por lo tanto no hay seguridad de que la caminata sea capaz
de regresar al origen. En cambio, en el caso simétrico, p = 1/2, esta
cantidad vale uno, es decir, con probabilidad uno la cadena aleatoria
simétrica regresa eventualmente a su posicién de origen. Ademas, el
tiempo promedio de regreso se obtiene derivando la funcién generadora
G(t) =1 — (1 —t*)12, es decir,

o6}

t
D nfo =lim G'(t) = lim ——— =
= t/1 t14/1 — 2

I
() N
1 0 1 R >5 1

N .-
(a) (b)

Figura 2.3

Puede considerarse también el caso de una caminata en donde sea posible
permanecer en el mismo estado después de una unidad de tiempo. Esta
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situacion se ilustra en la Figura 2.3(a), en donde p, ¢ y r son probabilidades
tales que p + ¢ + r = 1. También pueden considerarse caminatas aleatorias
en Z? como la que se muestra en la Figura 2.3(b), en donde p+q+7+s =1,
o mas generalmente en Z" o cualquier otro conjunto reticulado. Para estos
y otros modelos pueden plantearse diversas preguntas sobre el cdlculo de
probabilidades de los distintos eventos en caminatas aleatorias. Existe una
amplia literatura sobre la teoria y aplicaciones de las caminatas aleatorias,
el lector interesado en el tema puede consultar los textos sugeridos al final
del presente capitulo. Mds adelante estudiaremos algunas otras propiedades
de las caminatas aleatorias en el contexto de las cadenas de Markov.

2.2. El problema del jugador

En esta secciéon consideraremos un ejemplo particular de una caminata
aleatoria puesta en el contexto de un juego de apuestas.

Planteamiento del problema

Suponga que un jugador A apuesta sucesivamente una unidad monetaria a
un jugador B. Inicialmente el jugador A tiene k unidades y B tiene N —
k unidades, es decir, el capital conjunto entre los dos jugadores es de NV
unidades monetarias. En cada
apuesta el jugador A tiene pro-
babilidad de ganar p, y proba-
bilidad de perder ¢ = 1 — p,
suponga ademas que no hay em-
pates. Sea X, la fortuna del ju-
gador A al tiempo n. Entonces
{X, :n =0,1,...} es una ca- .
minata aleatoria que inicia en el T
estado k y eventualmente puede
terminar en el estado 0 cuando
el jugador A ha perdido todo su
capital, o bien, puede terminar
en el estado N que corresponde a la situacién en donde el jugador A ha
ganado todo el capital. Este proceso es entonces una caminata aleatoria so-
bre el conjunto {0,1,..., N}, en donde los estados 0 y N son absorbentes,

Figura 2.4
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pues una vez que la cadena llega a alguno de ellos, jamas lo abandona. Una
posible trayectoria cuando la caminata se absorbe en el estado 0 se muestra
en la Figura 2.4. Una de las preguntas que resolveremos para esta caminata
es la siguiente: jcudl es la probabilidad de que eventualmente el jugador A
se arruine? Es decir, jcudl es la probabilidad de que la caminata se absorba
en el estado 0 y no en el estado IV, u oscile entre estos dos estados? Este
problema se conoce como el problema de la ruina del jugador, y encon-
traremos a continuacién su solucién. Como veremos, usando probabilidad
condicional es posible transformar este problema en resolver una ecuacion
en diferencias.

Solucién al problema

Sea 7 el primer momento en el que la caminata visita alguno de los dos
estados absorbentes, es decir, 7 = min{n > 0: X,, =06 X,, = N}. Puede
demostrarse que 7 es una variable aleatoria y que es finita casi seguramente.
La pregunta planteada se traduce en encontrar la probabilidad

up = P(X; =0| Xy = k).
Por el teorema de probabilidad total se obtiene la ecuacién en diferencias

Uk = PUEL+1 + qUE—1, (2.11)

valida para k = 1,2,..., N —1. La interpretacion intuitiva de esta identidad
es sencilla: a partir del estado k se busca la probabilidad de ruina analizando
lo que sucede en la siguiente apuesta. Se tienen dos casos: el jugador gana
con probabilidad p y ahora se busca la probabilidad de ruina a partir del
estado k£ + 1, o bien el jugador pierde con probabilidad ¢ y se busca la
probabilidad de ruina ahora a partir del estado k — 1. Las condiciones de
frontera son ug = 1 y uy = 0. Esta ecuacién es una ecuacién en diferencias,
lineal, de segundo orden y homogénea. Puede encontrarse su soluciéon de
la siguiente forma: multiplicando el lado izquierdo de (2.11) por (p+¢q) y
agrupando términos se llega a la expresiéon equivalente

U1 — up = (q/p) (uk — ug—1). (2.12)

Resolviendo iterativamente, las primeras k& — 1 ecuaciones se escriben de la
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forma siguiente:

ug —ur = (g/p) (w1 —1)
uz—uy = (q/p)*(uy —1)
up —up—1 = (q/p)" (- 1).

Hemos usado aqui la condicion de frontera ug = 1. Conviene ahora definir
Sk =1+ (g/p) +--- + (g/p)* pues al sumar las k — 1 ecuaciones anteriores
se obtiene wur —u; = (Sk_1 — 1) (ug — 1). O bien,

ug =1+ Skp_1 (ug —1). (2.13)

De manera anéloga pero ahora sumando todas las ecuaciones de (2.12) se

obtiene uy =1+ Sy_1 (u; — 1). Usando la segunda condicién de frontera

uy = 0sellegaau;—1 = —1/Sn_1. Substituyendo en (2.13) y simplificando

se llega a la solucién

Sk
Sn-1

Es necesario ahora distinguir los siguientes dos casos:

up =1

E+1 sip=1/2,
Sk=1+(a/p) +---+(a/p)" ={ 1 (g/p)*+!

= (a/p) sip#1/2.

Por lo tanto,

(N —k)/N si p=1/2,
up, = k_ N (2.14)
T et - ;5)@ sip#1/2

En la Figura 2.5 se muestra la gréafica de la probabilidad u; como funcién
del parametro k para varios valores de p y con N = 50. En el caso simétrico
la solucion es la linea recta que une la probabilidad 1 con la probabilidad
0. Naturalmente la probabilidad de ruina decrece cuando el capital inicial
k aumenta. En la seccién de ejercicios se sugiere otra forma de resolver la
ecuacién en diferencias (2.11).



2.2. EL PROBLEMA DEL JUGADOR 19

Uk
] p=0.01
p=20.2
-~ p=0.35
AN - p=03
p=099-
: - - : ] k
10 20 30 40 50

Figura 2.5

Anadlisis de la solucién

Es interesante analizar la férmula (2.14) en sus varios aspectos. Por ejemplo,
para el caso simétrico p = 1/2, es decir, cuando el juego es justo, la proba-
bilidad de ruina es muy cercana a 1 cuando k es muy pequeno comparado
con N. Esto sugiere que no conviene jugar esta serie de apuestas contra
adversarios demasiado ricos, aun cuando el juego sea justo. Es también un
tanto inesperado observar que la probabilidad u; es muy sensible a los va-
lores de p cercanos a 1/2. Esto puede apreciarse en la Figura 2.6. Cuando p
es distante de 1/2 la probabilidad wuy, es casi constante, pero para valores de
p cercanos a 1/2 la probabilidad cambia rapidamente de un extremo a otro.
Estas gréficas fueron elaboradas tomando N = 50.

Numero esperado de apuestas antes de la ruina

Hemos comprobado en el ejercicio anterior que con probabilidad uno ocurre
que eventualmente alguno de los dos jugadores se arruina. Es natural en-
tonces plantearse el problema de encontrar el tiempo promedio que transcu-
rre antes de observar la eventual ruina de alguna de las partes. Este ntimero
de apuestas promedio antes de la ruina puede encontrarse explicitamente, y
el método que usaremos para encontrarlo es nuevamente el planteamiento
de una ecuacion en diferencias que resolveremos del modo mostrado antes.
Sea entonces my el nimero esperado de apuesta antes de que termine el
juego, en donde el jugador A tiene un capital inicial de k& unidades, y B
tiene N — k.
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Figura 2.6

Proposicion 2.5 FEl numero esperado de apuestas antes de la ruina es

k’(N—k‘) sip=q,

1— (q/p)*

my .
W) st p #q.

Il
—

— (k-N
q—D

Demostracion. Condicionando sobre el resultado de la primera apuesta
se obtiene que my, satisface la ecuacién

my =1+ pmpgp1 +qgmy_1,

valida para k = 1,2,...,N — 1. Esta es una ecuacién en diferencias, de
segundo orden, lineal y no homogénea. Las condiciones de frontera son ahora
mo = 0y my = 0. Substituyendo (p + q)my por my y agrupando términos
convenientemente la ecuaciéon anterior puede reescribirse del siguiente modo:

1

Mmrg+1 — Mg = (mk - mk_l) - ]—) (2.15)

T IR

Recordando la notacién Sy = 1 + (¢/p) + --- + (¢/p)*, y substituyendo
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iterativamente, las primeras k — 1 ecuaciones son

1
me —mi1 = (g/p)mi — . So,
2 1
m3—my = (q/p)*mi — p S1,
mE—mi1 = (g/p)" g — . Sk 2.

Aqui se ha hecho uso de la condicién de frontera mg = 0. Sumando todas
estas ecuaciones se obtiene

k—2
1
mp —myp = ml(Sk,l — 1) - = Z Sz
P i
Es decir,
1 k—2
myg = mq Sp_1— — 2 S;. (2.16)
P iz
En particular, sumando todas las ecuaciones de (2.15) se obtiene
1 N=2
my = Mma SNfl - — Z Sz
P i

Ahora se hace uso de la condicion mpy = 0, y se obtiene

Zs

my =

SN 1P
Substituyendo en (2.16),
Sk_1 1
m S; — - S;. 2.17
" Snoip ZZ(]] Z (2.17)

Nuevamente se deben distinguir los siguientes dos casos:
k+1 sip=1/2,
Sk=14(a/p)+--+(a/p)" =< 1- (q/p)*

D sip#1/2.
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Substituyendo en (2.17) y simplificando, después de algunos calculos se llega
a la respuesta enunciada. [ |

La forma en la que mj cambia al

variar el pardmetro k£ se muestra P
en la Figura 2.7 cuando N = 50. p —05 :
La duracién maxima promedio del :
juego se obtiene cuando el juego es
justo, p = 1/2, y ambos jugadores :
tienen el mismo capital inicial, es p=01p=09
decir, k = N/2. Esto arroja un : ' '
promedio méximo de (N/2)(N —
N/2) = (N/2)? apuestas antes del
fin del juego. En el caso ilustrado,
la duracién méaxima promedio del
juego es de (50/2)% = 625 apuestas.
Notas y referencias. El tema de caminatas aleatorias puede ser encon-
trado en la mayoria de los textos sobre procesos estocasticos, ya sea de
una manera explicita o como un ejemplo importante de cadena de Markov.
En particular el libro de Jones y Smith [15], y el de Basu [1] contienen un
capitulo completo sobre el tema. En el texto de Lawler [22] puede encon-
trarse una exposicién a nivel elemental sobre las caminatas aleatorias y la
ecuacion del calor, entre otros temas. Como lectura mas avanzada véase el
texto de Resnick [27] y el de Spitzer [32].

; t t y k
10 20 30 40 50

Figura 2.7

2.3. Ejercicios

Caminatas aleatorias

4. Propiedad de Markov. Demuestre que una caminata aleatoria simple
{X,, : n = 0} sobre Z cumple la propiedad de Markov, es decir, de-
muestre que para cualquier valor natural de n y para cualesquiera
enteros zg, 1, ..., Tnt+1, la probabilidad

P(Xn+1 :xn+1|X0 :‘T07"'7Xn :xW/)

coincide con P(Xp4+1 = Tnt1 | Xn = Tn).
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10.

11.

. Para una caminata aleatoria simple {X,, : n > 0} sobre Z demuestre

que
PXpt1=2z)=pP(X,=2—-1)+qP(X, =z +1).

. Una particula realiza una caminata aleatoria simétrica sobre Z em-

pezando en cero. Encuentre la probabilidad de que la particula se
encuentre nuevamente en el origen en el sexto paso.

. Una particula realiza una caminata aleatoria simétrica sobre Z em-

pezando en cero. ;Cudl es la probabilidad de que la particula regrese
al estado cero por primera vez en el sexto paso?

. Demuestre que la funcién generadora de momentos de la variable X,

de la caminata aleatoria simple sobre Z es
M(t) = B(™") = (pe' +qe )™

A partir de esta expresién encuentre nuevamente la esperanza y va-
rianza de X,,.

. Demuestre nuevamente la identidad (2.1) analizando ahora la varia-

ble L, es decir, demuestre primero las igualdades que aparecen aba-
jo. Concluya que L, tiene distribucién binomial(n,q). A partir de
aqui obtenga (2.1).

L,=-(n-X,) =

N =

Z (1—=&)-
izl

Demuestre que la probabilidad (2.1) es una funcién simétrica de x si,
y sélo si, la caminata es simétrica. La simetria de la probabilidad se
expresa de la forma siguiente

P(Xy = x| Xo = 0) = P(X, = —2| Xo = 0).

Primera visita a un estado dado. Considere una caminata aleatoria
simple sobre Z que empieza en cero y tal que la probabilidad de pasar
al estado de la derecha es p y la probabilidad de pasar al estado de
la izquierda es ¢ = 1 — p. Sea 7, el primer momento en el que la
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12.

13.

caminata visita el estado n > 1. Usando anélisis del primer paso (es
decir, condicionando sobre si el primer paso se efectiia a la izquierda
o a la derecha) demuestre que

(p/q)" sip<1/2,

2.18
1 sip>1/2. ( )

P(1, < ) ={

En particular, la probabilidad de que la caminata se mantenga siempre
en el conjunto {...,—1,0,1,... ,n—1} es 1—(p/q)" enelcasop < 1/2,y
con probabilidad uno llegard al estado n en el caso p > 1/2. Generalice
la férmula (2.18) en el caso cuando el estado inicial es m, menor o
mayor a n.

Un algoritmo aleatorio de bisqueda del estado cero opera del siguiente
modo: si se encuentra en el estado k£ en algiin momento, entonces el
estado del algoritmo al siguiente paso es aleatorio con distribucion
uniforme en el conjunto {0,1,...,k—1}. Encuentre el nimero esperado
de pasos en los que el algoritmo alcanza el estado cero cuando inicia
en el estado k.

Recurrencia. Sea {X,, : n > 0} una caminata aleatoria simple sobre Z
que inicia en Xg = 0. Sea f;; la probabilidad de que eventualmente la
caminata visite el estado j a partir del estado i, es decir,

fij = P(X,, = j para alguna n > 1| Xy = 19).

Lleve a cabo cada uno de los siguientes pasos para encontrar nueva-
mente la probabilidad de un eventual retorno a la posiciéon de origen

Jfoo-

a) Demuestre que f_11 = f_10 for = f&.

b) Condicionando sobre el primer paso de la caminada, demuestre
que foo = pfio+qf-1,0 = pfio+ ¢ for.

c¢) Usando la misma técnica que en el inciso anterior demuestre que
for=p+af§

d) Resuelva la ecuacién cuadrética del inciso anterior y obtenga las
dos raices fo1 = 1,p/q.
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14.

15.

)
f)

De manera andloga obtenga fio = 1, q/p.

Analice los casos p > ¢ y p < ¢ por separado para encontrar que
foo = 2q y foo = 2p, respectivamente. Concluya que

foo =2 min{p,q} =1—[p—q|

El problema de la ruina del jugador

Ecuacion en diferencias. Siguiendo la notacién usada en el proble-
ma de la ruina del jugador, demuestre la validez de la ecuacién en
diferencias que aparece abajo, para k =1,2,..., N — 1.

Uk = PUL+1 + qUE—1.

Para resolver el problema del jugador se requiere resolver la ecuacién
en diferencias uy = pugy1+qui_1. Resuelva nuevamente esta ecuacién
siguiendo los siguientes pasos sugeridos en [16]:

a)

b)

Proponga la solucién u, = am®, con a y m constantes distintas

de cero, y que encontraremos a continuacion.

Substituya la solucién propuesta en la ecuaciéon en diferencias y
encuentre la ecuacién cuadréatica pm?—m+q = 0. Esta ecuacién
se conoce como la ecuacion caracteristica de la ecuacién en dife-
rencias.

Suponiendo el caso p # ¢, esta ecuacién cuadratica tiene dos
soluciones distintas: m; = 1y mg = ¢/p. Dada la linealidad de la
ecuacién en diferencias, la solucién general puede escribirse como
UL = aq m'f + a2 m'§ = a1 + a2 (Q/p)k-

Use las condiciones de frontera uy = 1 y uy = 0 para encontrar

los valores de las constantes a; y as, y obtener nuevamente la
solucién (2.14).

Cuando p = ¢ la ecuacién caracteristica tiene una unica raiz:
my1 = 1. Como segundo valor para m se propone k veces el valor
de la primera solucién, es decir, mo = k. Proceda como en el
inciso anterior para encontrar (2.14) en este caso.
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16.

17.

18.

19.

Probabilidad de ruina del sequndo jugador. Si el juego se considera
desde el punto de vista del jugador B, entonces se trata de la misma
caminata aleatoria sélo que ahora el capital inicial es N — k y la pro-
babilidad de ganar en cada apuesta es ¢q. Substituya estos parametros
en la solucién (2.14) y compruebe que la probabilidad de ruina del ju-
gador B, denotada por vy_g, es la que aparece abajo. Verifique ademéds
que ur + vy_g = 1, es decir, la probabilidad de que eventualmente el
juego termine con la ruina de alguno de los jugadores es uno.

k/N si g =1/2,
UN—k = kE_

Siguiendo la notaciéon usada para encontrar el ntmero esperado de
apuestas antes de la ruina en el problema del jugador, demuestre la
siguiente igualdad vélida para k =1,2,..., N — 1.

mp =1+pmgi1 +qmy1.

Considere el problema de la ruina del jugador permitiendo ahora que
existan empates en cada una de las apuestas. Las probabilidades de
ganar, perder o empatar para el jugador A son p, g y r, respectiva-
mente, con p+q+r = 1. Demuestre que la probabilidad de ruina para
el jugador A sigue siendo la misma expresion (2.14). Es decir, la posi-
bilidad de empate en cada apuesta extiende posiblemente la duracion
del juego pero no modifica las probabilidades de ruina.

Demuestre que la duracién promedio del juego en el problema de la
ruina del jugador es siempre menor o igual a (N/2)?, es decir, para
cada k = 1,..., N, se cumple que m; < (N/2)2, tanto en el caso
simétrico como en el no simétrico.



Capitulo 3

Cadenas de Markov

Las cadenas de Markov fueron introducidas por
el matemaético ruso Andrey Markov alrededor de
1905. Su intencién era crear un modelo proba-
bilistico para analizar la frecuencia con la que
aparecen las vocales en poemas y textos litera-
rios. El éxito del modelo propuesto por Mar-
kov radica en que es lo suficientemente com-
plejo como para describir ciertas caracteristicas
no triviales de algunos sistemas, pero al mis-
mo tiempo es lo suficientemente sencillo para
ser analizado matematicamente. Las cadenas de
Markov pueden aplicarse a una amplia gama de

Andrey Markov
(Rusia, 1856-1922)

fenémenos cientificos y sociales, y se cuenta con una teoria matematica ex-
tensa al respecto. En este capitulo presentaremos una introduccién a algunos

aspectos basicos de este modelo.

3.1. Propiedad de Markov

Vamos a considerar procesos estocasticos a tiempo discreto {X,, : n = 0} que
cumplen la propiedad de Markov. Para describir a esta propiedad y varias
de sus condiciones equivalentes de una manera simple, a la probabilidad
P(X,, = zy,) se le escribird como p(zy,), es decir, el subindice indica también
la variable a la que se hace referencia. El significado de la probabilidad

27
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condicional p(z,11|zy) es andlogo. Hacemos énfasis en que esta notacién
ayuda a escribir la propiedad de Markov y sus equivalencias de una manera
simple y clara. Mas adelante retomaremos la notacion que se usa de manera
estandar para estas probabilidades.

Definicion 3.1 Una cadena de Markov es un proceso estocdstico a tiempo
discreto {X,, : m = 0,1,...}, con espacio de estados discreto, y que satis-
face la propiedad de Markov, esto es, para cualquier entero n = 0, y para
cualesquiera estados xq, . ..,Tny1, Se cumple

P(@nt1|zo, s 70) = p(Tng1 | ). (3.1)

Si al tiempo n + 1 se le considera como un tiempo futuro, al tiempo n
como el presente y a los tiempos 0,1,...,n — 1 como el pasado, entonces la
condicién (3.1) establece que la distribucién de probabilidad del estado del
proceso al tiempo futuro n + 1 depende tinicamente del estado del proceso al
tiempo n, y no depende de los estados en los tiempos pasados 0,1,...,n—1.
Existen otras formas equivalentes de expresar esta propiedad, algunas de
ellas se encuentran enunciadas en la seccién de ejercicios. Por ejemplo, es
posible demostrar que la condicién (3.1) es equivalente a poder calcular la
distribucién conjunta de las variables Xg, X1, ..., X, de la siguiente forma:

p(xo, 21, ..., 2n) = p(xo) p(z1 | 20) - - - (X0 | Tr—1)-

Sin pérdida de generalidad tomaremos como espacio de estados de una ca-
dena de Markov al conjunto discreto {0,1,2,...}, o cualquier subconjunto
finito que conste de los primeros elementos de este conjunto. Cuando el es-
pacio de estados de una cadena de Markov es un conjunto finito se dice que
la cadena es finita.

Probabilidades de transicion
Sean i y j dos estados de una cadena de Markov. A la probabilidad

P(Xn+1 =j|Xn=i)

se le denota por p;j(n,n + 1), y representa la probabilidad de transicién del
estado ¢ en el tiempo n, al estado j en el tiempo n + 1. Estas probabilidades
se conocen como las probabilidades de transicién en un paso. Cuando los
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nimeros p;j(n,n+1) no dependen de n se dice que la cadena es estacionaria u
homogénea en el tiempo. Por simplicidad se asume tal situacién de modo que
las probabilidades de transicién en un paso se escriben como p;;. Variando
los indices ¢ y j, por ejemplo, sobre el conjunto de estados {0, 1,2,...}, se
obtiene la matriz de probabilidades de transicién en un paso que aparece
en la Figura 3.1. La entrada (i,j) de esta matriz es la probabilidad de
transiciéon p;;, es decir, la probabilidad de pasar del estado i al estado j
en una unidad de tiempo. En general, al escribir estas matrices omitiremos
escribir la identificacion de los estados en los renglones y columnas como
aparece en la Figura 3.1, tal identificacion serd evidente a partir de conocer
el espacio de estados del proceso. El indice i se refiere al renglén de la matriz,
y el indice j a la columna.

0 1 2
0 Poo Po1 Po2
1 bPio P11 P12
2 b20 P21 P22

Figura 3.1

Proposicién 3.1 La matriz de probabilidades de transicion P = (p;;) cum-
ple las siguientes dos propiedades.

a) pij Z O

b) Zpij =1
J

Demostracion. La primera condicion es evidente a partir del hecho de que
estos numeros son probabilidades. Para la segunda propiedad observamos
primero que se cumple la descomposicién disjunta:

Q=U(X1=j)-
J

Por lo tanto, para cualquiera estados 7 y 7,
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P(JX1=0) X =) =) P(X1=j|Xo=1) =) pij.
J J J

Esto ultimo significa que a partir de cualquier estado ¢ con probabilidad uno
la cadena pasa necesariamente a algin elemento del espacio de estados al
siguiente momento. En general toda matriz cuadrada que cumpla estas dos
propiedades se dice que es una matriz estocdstica. Debido a la propiedad
de Markov, esta matriz captura la esencia del proceso y determina el com-
portamiento de la cadena en cualquier tiempo futuro. Si ademds la matriz
satisface la condicién )}, p;; = 1, es decir, cuando la suma por columnas
también es uno, entonces se dice que es doblemente estocastica.

Distribucion de probabilidad inicial

FEn general puede considerarse que una cadena de Markov inicia su evolucién
partiendo de un estado ¢ cualquiera, o méas generalmente considerando una
distribucién de probabilidad inicial sobre el espacio de estados. Una distribu-
cién inicial para una cadena de Markov con espacio de estados {0,1,2,...} es
simplemente una distribuciéon de probabilidad sobre este conjunto, es decir,
es una coleccién de nimeros pg, p1, P2 . .. que son no negativos y que suman
uno. El nimero p; corresponde a la probabilidad de que la cadena inicie en
el estado 7. En general, la distribucion inicial juega un papel secundario en
el estudio de las cadenas de Markov.

Existencia

Hemos mencionado que la propiedad de Markov (3.1) es equivalente a la
igualdad p(zg,z1,...,2n) = p(xo) p(x1 |20) - - (20 | TH—1). Esta identidad
establece que las distribuciones conjuntas p(xg,x1,...,%,) se encuentran
completamente especificadas por la matriz de probabilidades de transicién
y por una distribucién inicial. En el texto de Chung [5] puede encontrarse
una demostracién del hecho de que dada una matriz estocéstica y una dis-
tribucién de probabilidad inicial, existe un espacio de probabilidad y una
cadena de Markov con matriz de probabilidades de transicion y distribucién
inicial las especificadas. Es por ello que a la matriz misma se le llama a veces
cadena de Markov.
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Probabilidades de transiciéon en n pasos

La probabilidad P(X,4+m = j| X, = i) corresponde a la probabilidad de
pasar del estado 7 al tiempo m, al estado j al tiempo m +n. Dado que hemos
supuesto la condicién de homogeneidad en el tiempo, esta probabilidad no
depende realmente de m, por lo tanto coincide con P(X,, = j| Xo = 1), y se

le denota por p;j(n). A esta probabilidad también se le denota por pgy), en
donde el niimero de pasos n se escribe entre paréntesis para distinguirlo de
algin posible exponente, y se le llama probabilidad de transicién en n pasos.
Usaremos ambas notaciones a conveniencia. Haciendo variar ¢ y j se obtiene
la matriz de probabilidades de transicién en n pasos que denotaremos por
P(n) o P™"):
poo(n)  po1(n)
P(n) = | pw(n) pu(n)

Cuando el nimero de pasos n es uno, simplemente se omite su escritura en
estas probabilidades de transicion, a menos que se quiera hacer énfasis en
ello. Ademas, cuando n = 0 es natural definir p;;(0) como la funcién delta
de Kronecker:
0 sii#j
ii(0) = d;; = L
Pig (0) = 3 {1 sii=j.
Es decir, después de realizar cero pasos la cadena no puede estar en otro
lugar mas que en su estado de partida. Para algunas pocas cadenas de Mar-
kov encontraremos férmulas compactas para las probabilidades de transicién
pij(n). Estas probabilidades en general no son faciles de encontrar.

3.2. Ejemplos

Estudiaremos a continuacién algunos ejemplos particulares de cadenas de
Markov. Retomaremos més adelante varios de estos ejemplos para ilustrar
otros conceptos y resultados generales de la teoria, de modo que nos referire-
mos a estos ejemplos por los nombres que indicaremos y, a menos que se diga
lo contrario, usaremos la misma notacién e hipdtesis que aqui se presentan.

Cadena de dos estados
Considere una cadena de Markov con espacio de estados {0, 1}, y con matriz
y diagrama de transicién como aparece en la Figura 3.2, en donde 0 < a < 1,
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y 0 < b < 1. Suponga que la distribucién inicial estd dada por pg = P(X( =
0) y pr = P(Xo=1).

0 1 @
7N\
0 [ 1—a a
Pt () (@ @)
1 b 1-0b CVQ
b

Figura 3.2

Aunque de aspecto sencillo, esta cadena es susceptible de muchas aplica-
ciones pues es comun encontrar situaciones en donde se presenta siempre
la dualidad de ser o no ser, estar o no estar, tener o no tener, siempre en
una constante alternancia entre un estado y el otro. Cuando a = 1 — b, las
variables X1, Xs,... son independientes e idénticamente distribuidas con
P(X,=0)=1—-ay P(X,, =1) =a, para cadan > 1. Cuando a # 1 — b,
X,, depende de X, 1. Mas adelante daremos la solucién al problema no
trivial de encontrar las probabilidades de transicién en n pasos. Estas pro-
babilidades son, para a + b > 0,

n)

")

1 b a +(1—a—b)" a -—a
a+b\ b a a+b b b )

Cadena de variables aleatorias independientes

Sea &1, &9, . .. una sucesion de variables aleatorias independientes con valores
en el conjunto {0,1,...}, y con idéntica distribucién dada por las probabi-
lidades ag, a1, ... Definiremos varias cadenas de Markov a partir de esta
sucesion.

1
p1o(n)  pia(

P(’I’L) _ <p00(n) pO(

a) Sea X,, = ,. La sucesién {X,, : n > 1} es una cadena de Markov
con espacio de estados {0,1,...}, y con probabilidades de transicién
pij = P(Xn = j| Xn-1 =) = P(X,, = j) = a;. Es decir, la matriz de
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probabilidades de transicién es de la siguiente forma:

apg a1 az
P = ap ap ag

Por la hipétesis de independencia, esta cadena tiene la cualidad de
poder pasar a un estado cualquiera siempre con la misma probabi-
lidad en cualquier momento, sin importar el estado de partida. En
consecuencia, para cualquiera estados ¢ y j, y para cualquier entero
n > 1, las probabilidades de transicién en n pasos son ficiles de cal-
cular y estan dadas por p;;(n) = a;. Esta cadena puede modelar, por
ejemplo, una sucesion de lanzamientos independientes de una moneda.

b) Sea X,, = max{{y,...,&,}. La sucesién {X,, : n > 1} es una cadena
de Markov con espacio de estados {0, 1,...} y matriz

ao ai az as
0 ap+ar as as

P = 0 0 ap +a; +az asg

c) Sea X, = & + -+ &,. La sucesién {X,, : n > 1} es una cadena de
Markov con espacio de estados {0,1,...} y matriz

ap aip a2
0 apg ai

P=1 10 0 a

Cadena de rachas de éxitos

Sea £1,&2, ... una sucesién de ensayos independientes Bernoulli con proba-
bilidad de éxito p, y probabilidad de fracaso ¢ = 1 — p. Sea X, el niimero
de éxitos consecutivos previos al tiempo n, incluyendo el tiempo n. Se dice
que una racha de éxitos de longitud r ocurre al tiempo n si en el ensayo
n —r se obtiene un fracaso y los resultados de los ensayos n —r +1 al n son
todos éxitos. Graficamente esta situacion se ilustra en la Figura 3.3.
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r éxitos

Figura 3.3

La coleccién de variables aleatorias {X, : n = 1,2,...} es una cadena de
Markov con espacio de estados {0,1,...}. Las probabilidades de transicién
y la matriz correspondiente se muestran en la Figura 3.4.

01 23
sij=i+l, o (¢ P 00
s 1{q¢0p0
pij =y 4 sij=0, P= ¢ 0 0 p

0 otro caso.

Figura 3.4

Las posibles transiciones de un estado a otro para esta cadena de Markov
se pueden observar en la Figura 3.5.

Cadena de la caminata aleatoria

Una caminata aleatoria simple sobre el conjunto de niimeros enteros cons-
tituye una cadena de Markov con espacio de estados el conjunto Z, y con
probabilidades de transicion

p sij=1+1,
pij =4 a sij=i—-1,

0 otro caso,

en donde p+¢ = 1. Hemos demostrado en la Proposicién 2.3 de la pagina 11
que las probabilidades de transicién en n pasos son las siguientes: siny j—i
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Figura 3.5

es ambos pares o ambos impares con —n < j — ¢ < n, entonces

() — n (n+j—i)/2 (n—j+i)/2
i \T) = . . .
pig() (%(nﬂ—Z))p !

En otro caso p;j(n) = 0, excepto cuando n = 0 e i = j. Mas adelante

usaremos este modelo para ilustrar algunos conceptos generales de cadenas
de Markov.

Cadena del jugador

El modelo usado para el problema del jugador estudiado en el segundo
capitulo es una caminata aleatoria sobre el conjunto de ntimeros enteros
{0,1,,...,N}, en donde los estados 0 y N son absorbentes. Las proba-
bilidades de transicién son como las de la caminata aleatoria simple sélo
que ahora pog = 1 y pyny = 1. Este proceso es otro ejemplo de cadena
de Markov con espacio de estados finito. Hemos demostrado antes que con
probabilidad uno la cadena eventualmente se absorbe en alguno de los dos
estados absorbentes, hemos calculado la probabilidad de ruina, es decir, la
probabilidad de que la absorcién se observe en el estado 0, y hemos ademas
encontrado el tiempo medio de absorcion.

Cadena de Ehrenfest
Sean A y B dos urnas dentro de las cuales se encuentran distribuidas un
total de N bolas de acuerdo a cierta configuracién inicial, por ejemplo, en



36 3. CADENAS DE MARKOV

la urna A hay ¢ bolas y en la urna B
hay N —i bolas. En cada unidad de /—\
tiempo se escoge una bola al azar y

se cambia de urna. Para tal efecto

puede considerarse que las bolas se O " O O "' O
encuentran numeradas y que se es- i bolas N — i bolas
coge un numero al azar, se busca la

bola con ese nimero y se cambia de Urna A Urna B
urna. Véase la Figura 3.6. Sea X, el

numero de bolas en la urna A des- Figura 3.6

pués de n extracciones. Entonces la

coleccién {X,, : n = 0,1,...} cons-

tituye una cadena de Markov con espacio de estados finito {0,1,..., N}. Es
claro que a partir del estado 7 la cadena sélo puede pasar al estadio i — 1 o
al estado 7 4+ 1 al siguiente momento, de modo que las probabilidades son
Pii—1 = /N,y piit+1 = (N —i)/N, vélidas parai =1,2,...,N — 1. Natu-
ralmente pg1 = 1y py,nv—1 = 1. En este caso se dice que los estados 0 y NV
son reflejantes. La matriz de probabilidades de transicién aparece més aba-
jo. Este modelo fue propuesto por Ehrenfest para describir el intercambio
aleatorio de moléculas en dos regiones separadas por una membrana porosa.
La region con mayor niimero de moléculas tendera a liberar mas moléculas.

0o 1 0 0 e 00
I/N 0 (N-1)/N 0 e 00
0 2/N 0 (N=2)/N -~ 0 0
P = : : : : .
0 0 0 0 0 1/N
0 0 0 0 1 0

Cadena de ramificacién

Considere una particula u objeto que es capaz de generar otras particulas
del mismo tipo al final de un periodo establecido de tiempo. El conjun-
to de particulas iniciales constituye la generacion 0. Cada una de estas
particulas simultdneamente y de manera independiente genera un nimero
de descendientes dentro del conjunto {0,1,...}, y el total de estos descen-
dientes pertenece a la generacién 1, éstos a su vez son los progenitores de la
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generacién 2, y asi sucesivamente. Una posible sucesién de generaciones se
muestra en la Figura 3.7. El posible evento cuando una particula no genera
ningin descendiente se interpreta en el sentido de que la particula se ha
muerto o extinguido.

Generacién Xn,
R 1
1 e N 9
9 e e 6 3
3 e e N 3
4 e e e 9
Figura 3.7

Sea & la variable aleatoria que modela el nimero de descendientes de la
k-ésima particula. Para cada n > 0 defina X, como el nimero de particulas
en la generacién n. Entonces {X,, : n = 0,1,...} es una cadena de Markov
con espacio de estados {0,1, ...} y probabilidades de transicién p;; = P(& +
<-4+ & = j), para i > 1. Si en algiin momento X,, = 0, entonces se dice
que la poblacién de particulas se ha extinguido. Naturalmente el estado 0
es un estado absorbente. Este modelo ha sido usado para determinar la
probabilidad de extincién de la descendencia de una persona.

Cadena de la fila de espera

Considere una cola o linea de espera de “clientes” que solicitan algin tipo de
servicio de un “servidor”. Suponga que el sistema es observado en los tiem-
pos discretos n = 0,1,..., y que la fila funciona del siguiente modo: cuando
hay algin cliente esperando servicio al inicio de un periodo, el cliente al
frente de la fila es atendido terminando el servicio al final del periodo. Na-
turalmente si no existiera ningun cliente en la fila al inicio de algtiin periodo,
entonces ningun cliente es atendido. Para cada entero n > 1 defina &,, como
el nimero de nuevos clientes que se incorporan a la fila durante el periodo
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n. Bajo ciertas condiciones es natural suponer que estas variables aleato-
rias son independientes, idénticamente distribuidas y con valores enteros no
negativos. Suponga que P(§, = k) = ag, con ap = 0y ag+ay +--- = 1.
Sea X el nimero de clientes iniciales, y para cada n > 1 defina a X,, como
el numero de clientes en la fila al final del periodo n. Las dos reglas de
operacién mencionadas se pueden escribir de la siguiente forma:

X . Ent1 si X;, =0,
i Xp +&ns1—1 siX,>L

Esto puede escribirse como X1 = (X, — 1) + &,11, en donde 2t =
méx{z,0}. Por lo tanto, el proceso {X,, : n = 0,1,...} es una cadena de
Markov con espacio de estados {0, 1,...} y probabilidades de transicién

P(¢ = j) sii=0,
Pij =
’ P=j—i+1) sii>1

Es decir,
ap ap ag
ap a1 a2
P = 0 ay am

0 OCL()

Cadena de inventarios

Suponga que se almacena un cierto nimero de bienes en una bodega, y que
se requiere una demanda aleatoria &, del bien en el periodo n. Suponga que
P(&, = k) = ap, parak = 0,1,... con ap = 0y >, ar = 1, es decir, la
distribucién de &, es la misma para cualquier n. El nimero de bienes en el
almacén es revisado al final de cada periodo y se aplica la siguiente politica
de reabastecimiento: si al final del periodo la cantidad del bien es menor o
igual a un cierto nivel s, entonces se reabastece la bodega inmediatamente
hasta un nivel maximo S. Si al final del periodo el niimero de bienes es mayor
a s, entonces no hay ningun reabastecimiento. Naturalmente s < S. Sea X,
el nimero de bienes al final del periodo n y justo antes de aplicar la politica
de reabastecimiento. Entonces {X,, : n = 0} es una cadena de Markov con
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espacio de estados {...,—2,-1,0,1,2,...,S}. Se permiten valores negativos
para X, los cuales corresponden a demandas del bien no satisfechas en su
momento pero que seran cubiertas en el siguiente reabastecimiento. El valor
de X, 11 en términos de X,, se escribe de la forma siguiente:

X _ Xn—gn_;,_l Singn<S,
T S = s X, <

Las probabilidades de transicién para esta cadena son

P(pi1=1—j) =a;—; sis<i<§,
ij = P(Xnt1 =7 |Xn=1) =

La primera expresién corresponde al caso cuando no hay reabastecimiento,
la probabilidad de pasar de 7 a j es la probabilidad de que la demanda al final
de ese periodo sea de j—i pues el nuevo nivel del almacén serd de i —(i—j) =
j. La segunda expresion corresponde al caso cuando hay reabastecimiento
y el nuevo nivel serd de S — (S — j) = j, cuando la demanda sea S — j.

3.3. Ecuacién de Chapman-Kolmogorov

Esta ecuacién es una formula sen-

cilla y muy 1util que permite des- i

componer la probabilidad de pasar o

del estado ¢ al estado j en n pa- R .
sos, en la suma de probabilidades

de las trayectorias que van de i a ¢

7, ¥ que atraviesan por un estado (R °

k cualquiera en un tiempo interme- o :
dio r. Graficamente, las trayecto- r n
rias que van del estado 7 al estado j

en n pasos se descomponen como se Figura 3.8

muestra en la Figura 3.8. Para fines

ilustrativos se dibujan las trayectorias de manera continua pero en realidad
no lo son. La ecuacién de Chapman-Kolmogorov es importante para hacer
ciertos célculos y se usa con regularidad en el estudio de las cadenas de
Markov.
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Proposicién 3.2 (Ecuacién de Chapman-Kolmogorov) Para cualquier
par de numeros enteros v y n tales que 0 < r < n, y para cualesquiera esta-
dos i y j se cumple

pij(n) = 2 pik(r) prj(n —1).
k

Demostracion. Por el teorema de probabilidad total y la propiedad de
Markov,

pij(n) = P(X,=j|Xo=1)

I
= =] =

P(Xp =j| X, = k) P(X, = k| Xo = )
Prj(n — 1) pik(r).

En particular, la siguiente desigualdad serd utilizada més adelante: para
cualquier estado k y para 0 < r < n, se tiene que

pij(n) = pir(r) prj(n — 7).

Como una consecuencia importante de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov
se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 3.3 La probabilidad de transicion en n pasos, p;;(n), estd da-
da por la entrada (i,7) de la n-ésima potencia de la matriz P, es decir,

pij(n) = (P");.
Demostracion. Esta identidad es consecuencia de la ecuacién de Chap-

man-Kolmogorov aplicada n — 1 veces. La suma que aparece abajo corres-
ponde a la entrada (i,7) de la matriz resultante de multiplicar P consigo
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misma n veces.

pij(n)

D piiy (1) piy j(n — 1)
(51

D piia (1) pir o (1) pis (0 — 2)

11,02

D P (V)P (1) - pi (1)

11500 —1

(P")ij-

En palabras este resultado establece que el dificil problema de calcular las
probabilidades de transicion en n pasos se transforma en obtener la n-ésima
potencia de la matriz de probabilidades de transicién en un paso, es decir,

n

poo(n) poi(n) --- Poo  Pot
P(n) = | pw() pu(m) -+ |=| po pu - = p".

Si se conoce esta matriz y si p; = P(Xp = i) es una distribucién inicial,
entonces la distribucién de la variable X,, es

P(X, =j) = Z i pi (n).

Cuando una matriz estocastica P es diagonalizable, es decir, cuando puede
ser escrita en la forma QDQ~! en donde D es una matriz diagonal, las
potencias de P se calculan ficilmente, pues P?* = QD"Q . Como D es
diagonal, D" es la matriz con cada elemento de la diagonal elevado a la
n-ésima potencia.

Ejemplo 3.1 Consideremos nuevamente la cadena general de dos estados

1—a a
P=( b 1—b)'
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Los eigenvalores de esta matriz estin dados por la ecuacion |P — X| = 0,
y resultan ser A1 =1 y Ao =1 —a — b. Los correspondientes eigenvectores
escritos como vectores renglon son (1,1) y (a, —b), respectivamente. La ma-
triz Q estd compuesta por los eigenvectores como columnas, y si se cumple
que a + b > 0, entonces es invertible, es decir,

1 a _ 1 b «a
o-(15) e s)

La matriz D es la matriz diagonal que contiene a los dos eigenvalores. Puede
entonces comprobarse la identidad P = QDQ™!, es decir,

1—a a B 1 a 1 0 1 b a
b 1—b ) 1 b 0 1—a-25 a+b\ 1 -1/

Por lo tanto,

PTL

QD" Q!

1 a 1 0 b a 1
(1 —b><0 (1—a—b)”><1 —1>a+b
B L(b a)+(1—a—b)"(a —a)

T a+b\b oa a+b -b b )

Este resultado fue mencionado cuando se presentd la cadena de Markov de
dos estados en la pdgina 32.

Ejemplo 3.2 Toda matriz estocdstica P con renglones idénticos es idem-
potente, es decir, para cualquier entero n = 1, se cumple que P"™ = P. Este
es el caso de la cadena de variables aleatorias independientes.

3.4. Comunicacion

Definiremos a continuacién el concepto de comunicaciéon entre dos estados
de una cadena de Markov como la posibilidad de pasar de un estado a otro
en algin numero finito de transiciones.
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Definicion 3.2 Se dice que el estado j es accesible desde el estado i si
existe un entero n = 0 tal que p;; (n) > 0, esto se escribe simplemente como
i — j. Se dice ademds que los estados © y j son comunicantes, y se escribe
1> j, si se cumple que i — j y j — 1.

Observe que siempre se cumple que ¢ — 7, pues por

definicién p;;(0) = 1. Ademads observe que si ocurre Accesibilidad
que 7 < 7, la accesibilidad de ¢ a j puede darse en

, lad s e—©@
un numero de pasos distinto que la accesibilidad

de j a i. Graficamente la accesibilidad y la comu-

nicacién se representan, como lo hemos hecho antes

en los ejemplos, mediante flechas entre nodos como Comunicacién
se muestra en la Figura 3.9. Es sencillo verificar que @ (_)@
la comunicacién es una relacién de equivalencia, es

decir, cumple las siguientes propiedades.

a) Es reflexiva: ¢ < i. Figura 3.9

b) Es simétrica: si ¢ < j, entonces j < i.

c) Es transitiva: si i <> j y j < k, entonces
1o k.

En consecuencia, la comunicacién induce una particion del espacio de esta-
dos de una cadena de Markov dada por los subconjuntos de estados comuni-
cantes, es decir, dos estados pertenecen al mismo elemento de la particién si,
y sélo si, son estados que se comunican. De este modo el espacio de estados
de una cadena de Markov se subdivide en clases de comunicacién. A la clase
de comunicacion de un estado ¢ se le denotard por C(7). Por lo tanto, i < j
si, y solo si, C(i) = C(j).

Ejemplo 3.3 La cadena de Markov con espacio de estados {0,1,2,3} y
matriz de probabilidades de transicion que se muestra en la Figura 3.11
tiene tres clases de comunicacion que son C(0) = {0}, C(1) = {1,2} y
C(3) = {3}. Es evidente que el estado 0 se comunica consigo mismo pues
existe una flecha que parte de tal estado y llega a él mismo. Visualmente
tampoco hay duda de que la sequnda coleccion de estados es una clase de
comunicacion. Para la clase C(3) no existe una conexion fisica del estado
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S

Particién de un espacio de estados
en clases de comunicacién

Figura 3.10

3 consigo mismo, sin embargo, por definicion p33(0) = 1, y ello hace que
esta clase de unicamente un estado sea de comunicacion. Observe que estas
clases de comunicacion conforman una particion del espacio de estados.

r 0 0 0
/2 0 1/2 0 '

P = 0 1/2 1/2 0 SR T ....... : 1
/2 0 1/2 0 :

Figura 3.11

El estado i de una cadena de Markov se llama absorbente si p;;(1) = 1. Por
ejemplo, el estado 0 de la cadena de la Figura 3.11 es absorbente.

Definicion 3.3 Se dice que una cadena de Markov es irreducible si todos
los estados se comunican entre si.

En otras palabras, una cadena de Markov es irreducible si existe sélo una
clase de comunicacién, es decir, si la particion generada por la relacién de
comunicacién es trivial. Por ejemplo, la cadena de racha de éxitos o la cadena
de la caminata aleatoria son cadenas irreducibles, pues todos los estados se
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comunican entre si. La cadena de la Figura 3.11 no es irreducible, pues no
se cumple que todos los estados se comuniquen.

3.5. Periodo

El periodo es un niimero entero no negativo que se calcula para cada estado
de una cadena. Una interpretaciéon de este nimero serd mencionada mas
adelante y aparecerd también dentro de los enunciados generales sobre el
comportamiento limite de cadenas de Markov.

Definicion 3.4 FEl periodo de un estado i es un numero entero no negativo
denotado por d(i), y definido como sigue:

d(i) = m.c.d. {n =1: p;(n) > 0},

en donde m.c.d. significa maximo comun divisor. Cuando p;;(n) = 0 para
toda n = 1, se define d(i) = 0. En particular, se dice que un estado i es
aperiddico si d(i) = 1. Cuando d(i) = k = 2 se dice que i es periddico de
periodo k.

En palabras, para calcular el periodo de un estado ¢ se considera el conjunto
de nimeros naturales n tales que p;;(n) > 0y se obtiene el entero més grande
que divide a todos los elementos de este conjunto. Tal divisor méximo es
el periodo del estado i. Observe que si en el conjunto mencionado aparece
como elemento el nimero uno, o un nimero primo, o dos nimeros primos
relativos, entonces el periodo es uno.

Ejemplo 3.4 Considere una cadena de Markov con diagrama de transicion
como en la Figura 3.12. No es dificil comprobar que d(0) = 1, d(1) = 2,
d(2) =2y d(3) =0.

Demostraremos a continuacién

que el periodo es una propiedad C‘ o~ a

de clase, es decir, todos los es- @ ®\_/@v@
tados de una misma clase de co-

municacién tienen el mismo pe-

riodo. De este modo uno puede Figura 3.12

hablar de clases de comunicacién

periddicas o clases aperiddicas.
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Proposicion 3.4 Si los estados i y j pertenecen a la misma clase de co-
municacion, entonces tienen el mismo periodo.

Demostracién. Claramente el resultado es valido para ¢ = j. Suponga
entonces que ¢ y j son distintos. Como los estados i y j estan en la misma
clase de comunicacion, existen enteros n > 1y m > 1 tales que p;;(n) > 0
y pji(m) > 0. Sea s > 1 un entero cualquiera tal que p;(s) > 0. Tal
entero existe pues por la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, p;(n + m) >
pij(n) pji(m) > 0. Esto quiere decir que d(i)|s y lo hace de manera maxima.
Por otro lado, nuevamente por la ecuacién de Chapman-Kolmogorov,

pjj(n +m+s) = pji(m) pii (s)pij(n) > 0.
Andlogamente,
pji(n 4+ m + 2s) = pji(m) pii(2s) pij(n) > 0.

Por lo tanto d(j)|(n +m +s) y d(j)|(n +m +2s). Entonces d(j) divide a la
diferencia (n +m 4+ 2s) — (n + m + s) = s. Por lo tanto, todo entero s > 1
tal que p;;(s) > 0 cumple d(j)|s. Pero d(i) divide a s de manera méxima,
por lo tanto d(i) = d(j). De manera anéloga, escribiendo ¢ por j, y j por i,
se obtiene d(j) > d(i). Se concluye entonces que d(i) = d(j). [

El reciproco del resultado anterior es en general falso, es decir, dos estados
pueden tener el mismo periodo y sin embargo no ser comunicantes. ;Puede
usted dar un ejemplo de tal situacién? El siguiente resultado establece que
después de un nimero suficientemente grande de pasos, con probabilidad
positiva toda cadena puede regresar a cada estado ¢ cada d(i) pasos. Esta
es la razén por la que a tal ntmero se le llama periodo.

Proposicion 3.5 Para cada estado i, existe un entero N tal que para toda
n = N, se cumple p;;(nd(i)) > 0.

Demostracion. Sip;;(n) =0 para cada n > 1, entonces d(i) = 0 y por lo
tanto la afirmacién es valida pues p;;(0) = 1, sin embargo la interpretacién
de recurrencia periédica no se aplica en este caso. Suponga entonces que
ny,...,nE son enteros tales que p;(n1) > 0, ..., pi(ng) > 0. Sea d =
m.c.d.{ni,...,ng} = d(i). Como d(i) es divisor de cada entero ny, ..., ng, se
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tiene que d(i)|d, y por lo tanto existe un entero ¢ tal que ¢d(i) = d. Ahora
se hace uso del siguiente resultado cuya demostracién puede encontrarse
en [17]:

Seanni,...,ny enteros no negativos y sea d = m.c.d.{ny, ... ,ng}.
Entonces existe un entero M tal que para cada m = M existen
enteros no negativos ci,...,c tales que md = cyny + -+ - + cpny.

Entonces existe un entero no negativo M tal que para cada m > M, md =
cini + - - - + cgng, para algunos enteros cy,...,cg, y por lo tanto,

pii(md) = pii(cing + -+ + cgng) = pii(cina) - - - pii(egng) > 0.

Por lo tanto, para cada m > M, p;;(md) = p;;(mqd(i)) > 0. Defina N = Mgq.
Se puede entonces concluir que para toda n = N, p;;(nd(i)) > 0. [ |

Como corolario de la proposiciéon anterior se tiene que si acaso es posible
pasar de ¢ a j en m pasos, entonces también es posible tal transicién en
m + nd(j) pasos con n suficientemente grande, suponiendo d(j) > 1.

Proposicién 3.6 Si p;j(m) > 0 para algin entero m, entonces existe un
entero N tal que para toda n = N se cumple p;;(m + nd(j)) > 0.

Demostracion. Por el resultado anterior y por la ecuacién de Chapman-
Kolmogorov, para n suficientemente grande, se tiene que

pij(m +nd(5)) = pij(m) pj;(nd(j)) > 0.

3.6. Primeras visitas

En ocasiones interesa estudiar el primer momento en el que una cadena de
Markov visita un estado particular o un conjunto de estados. Definiremos
a continuacion este tiempo aleatorio y después demostraremos una férmula
util que lo relaciona con las probabilidades de transicion.
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Definicion 3.5 Sea A un subconjunto del espacio de estados de una cadena
de Markov {X,, : n = 0}. El tiempo de primera visita al conjunto A es la
variable aleatoria

{mln{n 1:X,eA} st X, € A para algin n > 1,
TA =

0 otro caso.

Es decir, 74 es el primer momento positivo en el cual la cadena toma un valor
dentro de la coleccién de estados A, si ello eventualmente sucede. Estaremos
interesados principalmente en el caso cuando el conjunto A consta de un solo
estado j, y si suponemos que la cadena inicia en i, entonces el tiempo de
primera visita al estado j se escribe 7;;. Cuando los estados 7 y j coinciden
se escribe simplemente 7;. En general no es ficil encontrar la distribucién de
probabilidad de la variable aleatoria 7;;. Definiremos a continuacién como
fij(n) a la probabilidad de que 7;; tome el valor n.

Definicién 3.6 Para cada n > 1, el nimero fi;(n) denota la probabilidad
de que una cadena que inicia en el estado i, llegue al estado j por primera
vez en exactamente n pasos, es decir,

Adicionalmente se define f;;(0) = 0, incluyendo el caso i = j.

Es decir, fij(n) = P(7;; = n). En particular, observe que f;;(n) es la proba-
bilidad de regresar por primera vez al mismo estado ¢ en el n-ésimo paso, y
que fii(1) es simplemente p;;(1). El uso de la letra f para esta probabilidad
proviene del término en inglés first para indicar que es la probabilidad de
primera visita; saber esto ayuda a recordar su significado.

Ejemplo 3.5 Considere la cadena de Markov de dos estados. Teniendo en
cuenta la Figura 3.2 de la pdgina 32, es inmediato comprobar que

a) for(n) =1 —a)"'a, paran=1.
b) fio(n) = (1 —0b)""1b, paran > 1.
c) foo(n) =a(l =b)"2b, paran > 2.
d) fii(n) =b(1 —a)" 2a, paran > 2.
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Ejemplo 3.6 Para la cadena de racha de éxitos se tiene que
a) for(n) =q"'p paran =1.
b) foo(n) =p""'q paran>1.

El siguiente resultado establece que la probabilidad de visitar el estado j,
a partir de 7, en n pasos, puede descomponerse en las probabilidades de
los eventos disjuntos en los que se presenta la primera visita, la cual puede
efectuarse en el primer paso, o en el segundo paso, y asi sucesivamente,
hasta el ultimo momento posible n.

Proposicion 3.7 Para cadan > 1,
pij(n) = Y fi(k) pjj(n — k). (3.2)
k=1

Demostracion. Defina los eventos

Al = (XTL =j7X1 =j7X0 =Z)
A2 = (Xn:j7X2:j7Xl 75]7X0:Z)
A3 = (Xn:j7X3:j7X2 75j7X1 75]7X0:Z)

A, = (Xn =43, Xn 1% ...,X20# 75, X1 #J,X9= Z)
No es dificil darse cuenta que estos eventos son disjuntos y la unién de todos

ellos es el evento (X,, = j, Xo = 7). Ademas, por la propiedad de Markov,
la probabilidad de cada uno de ellos es, para k =1,2,...,n,

P(Ay) = P(Xo = 1) fij(k) Pjj(n — k).

Por lo tanto,

P(X, =j,Xo=1i) = P(Xo=1) Y. fij(k) P;(n — k).
k=1
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En términos de las probabilidades de primera visita, la probabilidad de una
eventual visita al estado 7, a partir del estado i, es el nimero

fij = Z fij(n).
n=1

Recordemos que fj;j(n) es la probabilidad de que la primera visita al estado
j, a partir de ¢, se efectie exactamente en el paso n. Siendo estos eventos
disjuntos para valores distintos de n, esta suma representa la probabilidad
de una eventual visita al estado j.

3.7. Recurrencia y transitoriedad

Veremos a continuacion que los estados de una cadena de Markov pueden
ser clasificados, en una primera instancia, en dos tipos, dependiendo si la
cadena es capaz de regresar con certeza al estado de partida.

Definicién 3.7 (1) Se dice que un estado i es recurrente si la probabilidad
de eventualmente regresar a i, partiendo de i, es uno, es decir, si

P(X,, =i para algunan>1| Xg=1) = 1.

Un estado que no es recurrente se llama transitorio, y en tal caso la proba-
bilidad anterior es estrictamente menor a uno.

De manera intuitiva, un estado es recurrente si con probabilidad uno la
cadena es capaz de regresar eventualmente a ese estado, y cuando ello ocurre
en algin momento finito, por la propiedad de Markov, se puede regresar a
él una y otra vez con probabilidad uno. Debido a este comportamiento
es que al estado en cuestién se le llama recurrente. En cambio, el estado
se llama transitorio si existe una probabilidad positiva de que la cadena,
iniciando en él, ya no regrese nunca a ese estado. De este modo la definicién
de recurrencia y transitoriedad puede enunciarse de manera equivalente de
la siguiente forma.

Definicién 3.8 (1I) Un estado i es recurrente si fi; = 1, es decir, si la
probabilidad de regresar a él en un tiempo finito es uno. Andlogamente, un
estado 1 es transitorio si f;; < 1.
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Ademas de la definicién, tenemos el siguiente criterio 1til para determinar
si un estado es recurrente o transitorio.

Proposicion 3.8 FEl estado i es:

o0
a) recurrente si, y solo si 2 pii(n) = oo.

n=1

0
b) transitorio si, y sdlo si Z pii(n) < oo.

n=1

Demostracion. Sea N; la variable aleatoria que cuenta el nimero de
veces que el proceso regresa al estado ¢ a partir del primer paso, es decir,

o0
N; = Z Lix, =iy
n=1

cuando Xg = ¢. Entonces N; tiene una distribuciéon geométrica, pues para
k=1,

o0
= Y PWNizk|Xp =0, X1 #14,..., X1 #1, Xo =)
1
P(XmZZ‘,Xm,1 #i,...,X1 ;éi|X0=i)

3
[

- i P(N; 2 k—1|Xo =1) fii(m)
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La esperanza de N;, posiblemente infinita, puede calcularse de las siguientes
dos formas. Primero,

18

E(N;| Xo=1) = P(N; 2 k| Xo = 1)
k=1
oo
= > ()"
k=1
B 1f“'f“ si0< fi <1,
0 si fi = 1.

Por otro lado, por el teorema de convergencia mondétona,

18

E(N;i| Xo=1) = E(1(x,-i | Xo=1)
n=1
o0
= ) P(Xy =i|Xo=1)
n=1
o0
= Z pii(n).
n=1
El resultado se sigue de igualar estas dos expresiones. |

Siguiendo con la notaciéon de la demostraciéon anterior, observe que la es-
peranza FE(N;|Xo = i) es el nimero promedio de retornos al estado i, de
modo que un estado ¢ es recurrente si, y sélo si, el nimero promedio de
retornos a él es infinito. En contraparte, un estado ¢ es transitorio si, y solo
si, el nimero promedio de retornos a él es finito.

Ejemplo 3.7 Considere una caminata aleatoria sobre Z.. En el sequndo ca-
pitulo demostramos que Y. foo(n) = 1 —|p —q|. De aqui hemos concluido
que el estado 0 es recurrente en el caso simétrico. Siendo la cadena irre-
ducible, la cadena toda es recurrente. Alternativamente, hemos encontrado
también la formula p;(n) = (732) 2%, para n par. Estimando los factoriales

mediante la formula de Stirling: n! ~ /2w n Y2 e=n  puede comprobarse
que ZZD:O poo(n) = o, confirmando nuevamente la recurrencia del estado
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0 y de la cadena completa en el caso simétrico. La cadena es transitoria
cuando es asimétrica.

Demostraremos a continuacién que la recurrencia y la transitoriedad son
propiedades de clase, es decir, si dos estados estan en una misma clase de
comunicacion, entonces ambos estados son recurrentes o ambos son transi-
torios.

Proposicion 3.9 La recurrencia es una propiedad de clase, es decir,
a) Si i es recurrente e i < j, entonces j es recurrente.

b) Si i es transitorio e i <> j, entonces j es transitorio.

Demostracion. Como i < j, existen enteros n > 1y m = 1 tales que
pij(n) > 0y pji(m) > 0. Entonces p;;(m +n + 1) = pji(m) pi(r) pij(n). De
modo que, por la ecuacion de Chapman-Kolmogorov,

Dipjim 0 +1) = pji(m) Y piilr) pij(n).
r=1

r=1

Si i es recurrente, la suma del lado derecho es infinita. Se sigue entonces
que la suma del lado izquierdo también lo es, es decir, j es recurrente. La
segunda afirmacién se demuestra facilmente por contradiccién usando el
primer resultado. u

En consecuencia, cuando una cadena es irreducible y algin estado es recu-
rrente, todos los estados lo son, y se dice que la cadena es recurrente. Tam-
bién puede presentarse la
situacion en donde el es-
pacio de estados conste de Estados Estados

varias clases de comuni- transitorios recurrentes
caciéon recurrentes, en tal
caso la cadena también se

llama recurrente. En con- Descomposicién del espacio de estados
traparte, una cadena es
transitoria si todos los es- Figura 3.13

tados lo son, ya sea confor-
mando una sola clase de comunicacion de estados transitorios o varias de
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ellas. Sin embargo, demostraremos mas adelante que cuando el espacio de
estados es finito, siempre existe por lo menos un estado recurrente, y por
lo tanto no existen cadenas finitas transitorias. De este modo el espacio
de estados de una cadena de Markov puede descomponerse en dos subcon-
juntos ajenos de estados, aquellos que son transitorios y aquellos que son
recurrentes. Tal particién se muestra en la Figura 3.13. Cada uno de estos
subconjuntos puede constar de ninguna, una o varias clases de comunicacién.

Ejemplo 3.8 La cadena de dos estados es irreducible y recurrente cuando
a,be (0,1). En efecto, tenemos que foo(1) =1 —a, y foo(n) = a(l —b)"~2b
para n = 2. Por lo tanto,

fOOZHZ:]lfoo(n):(l—a)Jrab 2(1—5)“—2=(1—a)+%b=1.

n=2

Ejemplo 3.9 Considere la cadena de rachas de éxitos. En este caso es
sencillo demostrar que el estado 0 es recurrente pues

foo = Zfoo(n)=q(1+p+p2+---)=%=1.
n=1 p

Dado que la cadena es irreducible y la recurrencia es una propiedad de clase,
cualquier otro estado es recurrente. Por lo tanto, la cadena es recurrente.

Veremos a continuaciéon algunos ejemplos de aplicacién del criterio de la
Proposicion 3.8.

Proposicion 3.10 Sea j un estado transitorio. Para cualquier estado ini-
cial i, se cumple que Y| pij(n) < 0. En consecuencia, lim p;;(n) = 0.
n—00
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Demostracion. Usando (3.2), y siendo todos los términos no negativos,

0 n—1
Z pij(n) = Z fij(n — k) pj; (k)
n=1

Ms

i
I

I
M8

Z fij(n = k) pjj (k)

n= k+1
Z fij(m) pjj (k)
= f,-ijjj(k;)

=0

pjj (k)

e
Il
o

I
M8

e
Il
o

N
ol
SJ‘DMSPT

Proposicion 3.11 Toda cadena de Markov finita tiene por lo menos un
estado recurrente.

Demostracion. Por contradiccién, suponga que todos los estados son
transitorios. Entonces para cualesquiera estados ¢ y j, se cumple que la
suma >, p;j(n) es finita. Sumando sobre el conjunto finito de todos los
posibles estados j se obtiene

Por otro lado, intercambiando el orden de las sumas se llega a la afirmacién

contraria,
o0 o6}
2 Epij(n) = Z 1= c0.
n=1

n=1 j

Por lo tanto es erréneo suponer que todos los estados son transitorios, debe
existir por lo menos uno que es recurrente. |
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FEn consecuencia, toda cadena finita e irreducible es recurrente. Més adelante
demostraremos que en tal caso, con probabilidad uno la cadena visita cada
uno de sus estados una infinidad de veces.

3.8. Tiempo medio de recurrencia

Hemos visto que si una cadena de Markov inicia en un estado recurrente,
entonces regresa a él una infinidad de veces con probabilidad uno. Y hemos
definido el tiempo de primera visita a un estado j, a partir de cualquier
estado 4, como la variable aleatoria discreta 7;; = min{n > 1 : X,, =
j | Xo =i}, con la posibilidad de que tome el valor infinito. Vamos a definir
el tiempo medio de recurrencia como la esperanza de esta variable aleatoria
en el caso cuando el estado a visitar es recurrente.

Definicion 3.9 El tiempo medio de recurrencia de un estado recurrente j,
a partir del estado i, se define como la esperanza de ;;, y se denota por pu;j,

es decir,
o0

wij = B(rij) = Y nfij(n).

n=1

Recordemos que cuando el tiempo de primera visita se refiere al mismo
estado de inicio y de llegada j, se escribe 7; en lugar de 7;;. En este caso el
tiempo medio de recurrencia se escribe simplemente como p;. Esta esperanza
puede ser finita o infinita, y representa el niimero de pasos promedio que a
la cadena le toma regresar al estado recurrente j.

Ejemplo 3.10 La cadena de Markov de dos estados es irreducible y recu-
rrente cuando a,b € (0,1). Vamos a calcular los tiempos medios de recurren-
cia de estos dos estados. Tenemos que foo(1) = 1—a, y foo(n) = a(1—b)""2b
para n = 2. Por lo tanto,

fo = Z nfoo(n) = (1—a)+ab 2 n(l—b)" 2
n=1 n=2
= (-w+an(CH

a+b
;T
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De manera andloga, o bien intercambiando los valores de a y b, se encuentra
que py = (a+b)/a. Observe que 1/pg+1/p1 = 1, mds adelante explicaremos
la razon de ello. Observe también que estos dos tiempos medios de recurren-
cia son, en general, distintos. Esto ejemplifica el hecho de que los tiempos
medios de recurrencia no son mecesariamente idénticos para cada elemento
de una misma clase de comunicacion recurrente.

3.9. Clases cerradas

Las clases cerradas son subconjuntos de estados de una cadena de Markov
que cumplen la propiedad de que partiendo de cualquiera estado de este
subconjunto, no se puede pasar a cualquier otro estado fuera del subconjun-
to. Esta propiedad hace que a tales subconjuntos de estados se les considere
como subsistemas propios de la cadena de Markov, es decir, constituyen
subcadenas de Markov.

Definicion 3.10 Una coleccion de estados no vacia € es cerrada si ningin
estado fuera de € es accesible desde algin estado dentro de €, es decir, si
para cualquier i€ € yj ¢ €, i j.

Por ejemplo, si i es un estado absorbente, entonces la coleccién € = {i}
es claramente una clase cerrada. Mas generalmente se tiene el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.11 Demostreremos que toda clase de comunicacion recurrente
es cerrada. Sea € una clase de comunicacion recurrente. Es claro que esta
clase es cerrada pues de lo contrario, sii € € y j ¢ € con € recurrente,
e 1 — j, entonces mecesariamente j — i pues hemos supuesto que i es
recurrente. Por lo tanto i < j, y entonces j € €, contrario a la hipdtesis
j & €. En conclusion, no es posible salir de una clase de comunicacion
recurrente.

El siguiente resultado es una especie de reciproco del ejemplo anterior y
caracteriza a aquellas clases cerradas que son irreducibles.

Proposicion 3.12 Toda coleccion de estados que es cerrada e irreducible
es una clase de comunicacion.



58 3. CADENAS DE MARKOV

Demostracion. Sea % una coleccion no vacia de estados que es irreducible
y cerrada, y sea i € €. Entonces ¥ < C'(i) pues como % es irreducible, todos
sus estados se comunican y por lo tanto deben pertenecer a la misma clase
de comunicacién. Como ¥ es cerrada, no es posible salir de tal coleccion,
de modo que la diferencia C'(i) — % es vacia, pues si existiera j € C(i) — €,
entonces i — j, lo cual contradice el supuesto de que ¥ es cerrada. Por lo
tanto € = C(i). [

3.10. Numero de visitas

En esta seccidon vamos a estudiar la variable aleatoria que registra el niimero
de visitas que una cadena realiza sobre un estado j a partir del estado i, es
decir, para cualquier tiempo finito n se define la variable aleatoria

n
Nij(n) = 2 l(x,=j), cuando Xo = .
k=1

Cuando los estados ¢ y j coinciden, se escribe N;(n) en lugar de N;;(n).
Observe que 0 < N;;(1) < N;j(2) < ---, es decir, se trata de una sucesién
monotona creciente de variables aleatorias no negativas que converge casi
seguramente a la variable

0
Nij = Z 1(Xk:j)’ cuando X(] = .
k=1

Los siguientes resultados acerca de estas variables aleatorias permiten distin-
guir la diferencia cualitativa en el comportamiento de los estados transitorios
respecto de los recurrentes.

Proposicion 3.13 Para cualesquiera estados i y j,

) P(Ni; > k) = 1 si k=0,
‘ YT fU)Et s k=1
1-— fij st k= 0,

) P =0 = { Fi(fi) 1A= fi)  si k=1
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0 st fij = 0,

g — si 0< fi <1,
] L= fjj ”
0 si fij #0y fi; =1L

_ {0 si j es transitorio,
d) P(Nw =) = { fij  sij es recurrente.

1 st j es transitorio

P(N;; <o) = B ’

e) P(Nij ) { 1—fij sij es recurrente.
Demostracion.

a) La primera parte de esta igualdad es evidente. Para demostrar el caso
k > 1 se usa analisis del primer paso,

o0
P(Nijzk) = Y, fi(n) P(Nj; = k—1)
n=1
= [fij P(Nj; =2 k—1)
= fu(fip)t
b) Este resultado se sigue de la férmula del inciso (a) y de la igualdad

P(Nij = k) = P(Nij = k) = P(Nij = k +1).

c¢) Por el teorema de convergencia mondétona,

oe}

E(Nij) = E()]1x,=|Xo=1)
n=1
o0
= >, E(lx,—j) | Xo=1)
n=1
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Por otro lado, usando la primera férmula

Rk
e

E(Nyj) (Nij = k)

e
Il
—

Fig(Fi)t

I
18

k=1
0 si fij = 0,
= fij si 0< fjj <1,
L= fjj
0 si f,-j;«éOyfjj:l.
d) Por la férmula del inciso (a),
—00
- ()R
kl_{{.lo fzy(fyj)
_ 0 si j es transitorio,
N fij sij es recurrente.

e) El evento que aparece en esta expresién es el complemento del que
aparece en la férmula del inciso (d).

Distribuciéon de probabilidad del niimero de visitas

La variable aleatoria discreta INV;; toma valores en el conjunto {0,1,...,0}y
la funcién de probabilidad que hemos encontrado para esta variable incluye
los siguientes tres casos:

1. Si f;; = 0, entonces no es posible visitar j a partir de ¢, y por lo tanto
P(Nj; = 0) =1, es decir, la probabilidad se concentra completamente
en el valor 0.

2. Si fi; > 0y fj; = 1, es decir, si se puede pasar de i a j y j es recurrente,
entonces para cualquier valor de k > 1, P(N;; = k) = fi;, y por lo
tanto P(N;; = ) = f;;. Mientras que P(N;; = 0) = 1 — f;;. Se trata
entonces de una medida de probabilidad concentrada en los valores 0
e o0.
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3. Si fi; > 0y fj; <1, esdecir, sise puede pasar dei a j y j es transitorio,
entonces la probabilidad se distribuye sobre los valores finitos 0,1, ...
como indica la férmula del inciso (b).

A partir de las férmulas recién demostradas podemos distinguir el compor-
tamiento del nimero de visitas en los casos cuando el estado j es transitorio
O recurrente.

Transitoriedad y niimero de visitas

Si j es transitorio, entonces sin importar el estado inicial ¢, con probabilidad
uno la cadena realiza sélo un numero finito de visitas al estado j, esto es
lo que dice la férmula del inciso (e), y el nimero esperado de visitas a tal
estado es siempre finito por la férmula del inciso (c) con fj; < 1, es decir,
E(N;j) = > 1 pij(n) < oo. Por lo tanto, encontramos nuevamente que
lim p;;(n) = 0.

n—a0

Recurrencia y nimero de visitas

Si j es recurrente, y si se inicia en j, entonces con probabilidad uno la cadena
regresa a j una infinidad de veces, esto es lo que dice la férmula del inciso (d)
con f;; = fj; = 1, y el nimero esperado de visitas al estado j es infinito.
Si la cadena inicia en cualquier otro estado i, entonces existe la posibilidad
de que la cadena nunca visite j (es decir, f;; = 0), y el nimero esperado de
visitas es naturalmente cero (férmula del inciso (c) con f;; = 0). Pero si la
cadena visita j alguna vez (f;; > 0), entonces regresard a j una infinidad de
veces, y el nimero esperado de visitas al estado j es infinito por la férmula
del inciso (c) con fi; >0y f;; = 1.

Numero esperado de visitas

Anteriormente habiamos demostrado un criterio para la transitoriedad y la
recurrencia del estado ¢ en términos de la convergencia o divergencia de
la serie >0 ; p;i(n). En vista de la férmula del inciso (c¢) ahora podemos
corroborar que un estado ¢ es recurrente si, y sélo si, el nimero promedio de
regresos a €l es infinito, y es transitorio si, y sélo si, el nimero promedio de
regresos es finito. También en particular, la férmula del inciso (d) muestra
que toda cadena de Markov irreducible y recurrente, visita cada uno de sus
estados una infinidad de veces con probabilidad uno.
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Ejemplo 3.12 La cadena de racha de éxitos es irreducible y recurrente. Por
lo tanto con probabilidad uno visita cada uno de sus estados una infinidad
de veces.

Propiedad fuerte de Markov

Para justificar adecuadamente las siguientes aplicaciones y resultados para
cadenas de Markov vamos a extender la propiedad de Markov al caso de
tiempos aleatorios. Supongamos que Xg, X1, ... €s un proceso estocastico a
tiempo discreto y que 7 es un tiempo aleatorio que indica el momento en el
que ocurre algin evento de interés del proceso. Por ejemplo, el momento en
el que el proceso llega por primera vez a un cierto estado o a un conjunto
de estados. Asi, 7 es un tiempo aleatorio con posibles valores {0,1,...} U
{oo}. Se incluye el valor infinito pues el evento a observar podria nunca
ocurrir. A estos tiempos aleatorios los llamaremos tiempos de paro y les
pediremos que cumplan con cierta condicién técnica. Mas especificamente,
se dice que una variable aleatoria 7 : 2 — {0, 1, ..., 0} es un tiempo de paro
respecto del proceso estocéstico indicado si para cada entero n = 0, el evento
(7 = n) depende tinicamente de las variables Xy, X1, ..., X,,. Intuitivamente
esto significa que la ocurrencia o no ocurrencia del evento (7 = n) puede
verificarse a partir de la informacién o historia del proceso hasta el tiempo n.
En el capitulo sobre martingalas estudiaremos con mas detalle a los tiempos
de paro, lo que necesitamos saber por el momento es que la propiedad de
Markov que hemos mencionado para cadenas puede extenderse al caso de
tiempos de paro de la siguiente forma:

Proposicién 3.14 (Propiedad fuerte de Markov) Sea {X, : n > 0}
una cadena de Markov y sea T un tiempo de paro respecto de este proceso.
Condicionado al evento (T < ), el proceso {X;1y : n = 0} es una cadena
de Markov, es decir, la probabilidad

P(XT+7L+1 = ] | XO = Z0y--- 7XT+TL—1 = Tn-1, XT+n = Z) (33)
es igual a P(Xrin+1 = 7| Xergn = 19).

La demostracion de la propiedad fuerte de Markov consiste en condicionar
sobre el valor del tiempo de paro 7 y desarrollar ambas probabilidades. Vea
el ejercicio 78 en la pagina 107 para los detalles.
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Ejemplo 3.13 (El problema del mono). Suponga que un mono escribe
caracteres al azar en una mdquina de escribir. ;Cudl es la probabilidad de
que eventualmente el mono escriba exactamente, y sin ningun error, las
obras completas de Shakespeare?

Usaremos la teoria de cadenas de Markov

para demostrar que la probabilidad bus- ~ -
cada es uno. Imaginemos entonces que un
mono escribe caracteres al azar en una
maquina de escribir, y que lo hace de
manera continua generando una sucesién

lineal de caracteres. Cada uno de los carac-

teres tiene la misma probabilidad de apare- Figura 3.14

cer y se genera un caracter independiente-

mente de otro. Sea m el total de caracteres disponibles que se pueden im-
primir, y sea N la longitud de caracteres de los cuales consta las obras com-
pletas de Shakespeare. Sea X,, el nimero de caracteres correctos obtenidos
inmediatamente antes e incluyendo el iltimo momento observado n, es de-
cir, se trata de un modelo de racha de éxitos. Es claro que las variables X,
toman valores en el conjunto {0,1,2,..., N}, y dado que los caracteres se
generan de manera independiente, el valor de X,,;1 depende inicamente del
valor de X,, y no de los anteriores, es decir, se trata efectivamente de una
cadena de Markov. Considerando entonces un conjunto de simbolos de m
caracteres se tiene que

PXppi=z+1|X,=2) = 1/m
y PXpy1=0|Xp,=2) = (m—-1)/m.

El primer caso corresponde a obtener el caracter correcto al siguiente tiem-
po n + 1. La segunda igualdad refleja la situaciéon de cometer un error en el
siguiente caracter generado cuando ya se habian obtenido = caracteres co-
rrectos. Técnicamente existen algunas otras posibles transiciones de algunos
estados en otros, pero ello no modifica substancialmente el comportamien-
to cualitativo del modelo. Como se ha observado, se trata de la cadena de
racha de éxitos, y por lo tanto la matriz de probabilidades de transicién es
finita, irreducible y recurrente. Entonces, con probabilidad uno la cadena
visita cada uno de sus estados una infinidad de veces. En particular, cada
vez que la cadena visita el estado IV el mono concluye una sucesion exitosa
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de caracteres, y sorprendentemente ello sucederd una infinidad de veces con
probabilidad uno. El lector puede encontrar otras maneras de resolver este
problema en [29].

El siguiente resultado lleva el nombre de ergddico y establece el compor-
tamiento limite del promedio en el tiempo de la funcién que registra las
visitas a un estado cualquiera. El término ergddico proviene del griego er-
gon que significa trabajo y hodos que significa trayectoria, fue acunado por
L. Boltzmann al estudiar algunos problemas de la mecéanica estadistica. La
famosa hipotesis ergddica establece que los promedios temporales son iguales
a los promedios espaciales en los sistemas dinamicos, y esto es justamente
lo que se afirma en el siguiente resultado.

Teorema 3.1 (Teorema ergdédico para cadenas de Markov) Para
cualesquiera estados © y j de una cadena de Markov irreducible se cumple

que
Nij 1
lim Niy(n) = — c.s. (3.4)

n—00 n 1y

siendo este limite cero cuando ji; = o0.

Demostracion. Si la cadena es transitoria, entonces ambos lados de
la igualdad se anulan. Suponga que la cadena es recurrente. El tiempo de
primera visita al estado j a partirdeies 7;; = min{n > 1: X,, = j | Xy = i}.
Dada la recurrencia e irreducibilidad, P(7;; < o) = 1, y entonces para
cualquier n > 1 se cumple la identidad

Nij(Tij + ’I’L) =1+ ij(n).
Por lo tanto es suficiente demostrar la convergencia para N;;(n)/n pues
i N Nig(7ig + )
n—o n n—o Tij +n
~ km 1+ ij (’I’L)
_ g Nai(m)
n—w N Tij + 1
o Nii(n)

n—00 n
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Sea Y (k) la variable que registra el nimero de pasos que transcurren en-
tre la visita k — 1 y la visita k que la cadena realiza al estado j. Sabemos
que el tiempo medio de recurrencia es E(Y (k)) = pj, para j = 1,2,...,y
usando la propiedad fuerte de Markov puede demostrarse que las variables

Y (1),Y(2),... son independientes. Se tienen entonces las siguientes estima-
ciones
YA) +--- +Y(Nj(n)) _ _» Y(1) + -+ Y(Nj;(n) +1)
Nj;(n) ~ Nji(n) Njj(n) '

Por la recurrencia, N;;(n) — o, cuando n — 00, de modo que por la ley de
los grandes ntmeros, los dos extremos de esta desigualdad convergen a p;
casi seguramente. Por lo tanto,

Njj(n) 1

lim = — cC.s.
n—00 n 1

Interpretacion: para una cadena de Markov irreducible, el nimero 7; = 1/p;
representa el tiempo promedio que la cadena permanece en el estado j a
largo plazo, suponiendo que tal cantidad es positiva.

Tomando esperanza en (3.4), por el teorema de convergencia dominada, y
para una cadena irreducible, se cumple que

L B L Ny m) = 1im L BNy ()

En particular, cuando el tiempo medio de recurrencia y; es infinito, o cuando
el estado j es transitorio, se tiene que

n—w N

1 n
lim — > pij(k) = 0.
k=1

3.11. Recurrencia positiva y nula

Hemos visto que si una cadena de Markov inicia en un estado recurrente,
entonces regresa a él una infinidad de veces con probabilidad uno. Sin em-
bargo, esta recurrencia puede presentarse de dos formas: cuando el tiempo
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promedio de retorno es finito o cuando es infinito. Esto lleva a la definicién
de recurrencia positiva y recurrencia nula respectivamente. Consideremos
entonces que j es un estado recurrente. El tiempo de primera visita a este
estado, a partir de cualquier otro estado i, es la variable aleatoria discreta
7i; =min{n > 1: X,, = j| Xo = i}. Recordemos que cuando el tiempo de
primera visita se refiere al mismo estado recurrente de inicio y de llegada i,
se escribe simplemente como 7; en lugar de 7;. La esperanza de esta variable
aleatoria es naturalmente el tiempo medio de recurrencia.

Definicion 3.11 El tiempo medio de recurrencia de un estado recurrente
J, a partir del estado i, se define como la esperanza de 75, y se denota por

ij, es decir,
o0

pij = B(rij) = Y nfij(n).

n=1

Nuevamente cuando el tiempo medio de recurrencia se refiere al mismo
estado recurrente de inicio y de llegada i, se escribe simplemente como p;.
Como hemos mencionado, esta esperanza puede ser finita o infinita, y ello
lleva a la siguiente clasificacién de estados recurrentes.

Definicion 3.12 Se dice que un estado recurrente i es:
a) recurrente positivo si p; < 0.
b) recurrente nulo si p; = 0.

Demostraremos a continuacién que la recurrencia positiva y la recurrencia
nula son propiedades de las clases de comunicacién. Es decir, dos estados en
una misma clase de comunicaciéon recurrente, son ambos recurrentes posi-
tivos o recurrente nulos.

Proposicion 3.15 Sea i un estado recurrente. Entonces,
a) sii es recurrente positivo e i <> j, entonces j es recurrente positivo.
b) sii es recurrente nulo e i <> j, entonces j es recurrente nulo.

Demostracion. Observe que es suficiente demostrar cualquiera de estas
afirmaciones. Demostraremos la primera. Suponga que i es un estado recu-
rrente positivo, es decir, ¢ es recurrente y es tal que p; < 00. Como i < j,
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se tiene que j es también un estado recurrente. Ademas existen enteros no
negativos n y m tales que p;j(n) > 0y pji(m) > 0. Entonces para cualquier
entero natural k,

pjj(n+m+k) = pji(m) pii(k) pij(n).

Sumando para k = 1,..., N, y dividiendo entre N,
1 & 1 &
N > pjj(n+m+ k) = pji(m) N > pii(k) pij(n).
k=1 k=1

Haciendo N — oo se obtiene

1 1

— = pji(m) — pij(n) > 0.

2 ) ()

Por lo tanto el cociente 1/, es estrictamente positivo. Ello significa que p;
es finito, es decir, j es recurrente positivo. |

De esta forma, el espacio de estados de toda cadena de Markov puede des-
componerse en tres grandes subconjuntos ajenos de estados: transitorios,
recurrentes positivos y recurrentes nulos. Esto se muestra en la Figura 3.15.
Cada una de estas colecciones de estados puede estar constituida por ningu-
na, una o varias clase de comunicacion.

Estados Estados
Estados
e recurrentes recurrentes
nulos positivos

Descomposicién del espacio de estados
Figura 3.15

Ejemplo 3.14 Anteriormente demostramos que para la caminata aleatoria
sobre Z., el tiempo promedio de regreso al estado 0 es

0

po = Z n foo(n) = \/%%pq-

n=0
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En el caso simétrico, es decir, en el caso en el que la cadena es recurrente,
este cociente se hace infinito. Esto demuestra que el estado 0 es recurrente
nulo, y por lo tanto la cadena entera es recurrente nula.

Ejemplo 3.15 Demostraremos ahora que la cadena de Markov de rachas
de éxitos es recurrente positiva. Recordemos que dicha cadena es irreducible
y recurrente. Comprobaremos que el tiempo medio de recurrencia del estado
0 es finito. En efecto,

0

po =Y, n foo(n) =

n=1 n

18

o0
1
n(L—pp" ' =(1=p) Y np" ! = — <.
n=1

1 p

Esto demuestra que el estado 0 es recurrente positivo y siendo la cadena
wrreducible, es recurrente positiva. Por lo tanto, el tiempo medio de recu-
rrencia de cada estado es finito. Hemos aprovechado la facilidad del cdlculo
de las probabilidades de primer regreso al estado 0.

Se ha demostrado antes que toda cadena finita tiene por lo menos un estado
recurrente. Demostraremos ahora que para cadenas finitas s6lo puede haber
dos tipos de estados: transitorios o recurrentes positivos.

Proposicion 3.16 No existen estados recurrentes nulos en cadenas de Mar-
kov finitas.

Demostracion. Sea j un estado recurrente y sea C' su clase de comuni-
cacion. La clase C es cerrada y ademds es finita, pues la cadena completa
lo es. Demostraremos que p; < c0. Para cualquier i € C', y k natural,

Entonces

Haciendo n — o0, por el teorema ergédico aplicado a la clase cerrada C se
obtiene

jeC Hj
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Para que esta suma sea uno debe existir por lo menos un valor de j en C
tal que p; < o0, pues de lo contrario cada sumando serfa cero y la suma
total no podria ser uno. Por lo tanto existe un estado j que es recurrente
positivo. Dado que la recurrencia positiva es una propiedad de clase, todos
los elementos de C' son recurrentes positivos. [ |

Observe que en particular, todos los estados de una cadena finita e irredu-
cible son recurrentes positivos.

3.12. Evolucion de distribuciones

Una matriz estocéstica establece una dindmica en el conjunto de las dis-
tribuciones de probabilidad definidas sobre el espacio de estados de la corres-
pondiente cadena de Markov. Para explicar la situacién de manera simple
consideraremos un espacio de estados finito {0,1,...,n}, y una distribu-
cién de probabilidad inicial 70 = (718,779, ..., ). Después de transcurrida
la primera unidad de tiempo, la cadena se encuentre en cualquiera de sus
posibles estados de acuerdo a la distribucién 7! = (773, 71%, ...,m}), en donde
la j-ésima entrada de este vector es
T = P(X1=}j)
n
= Y. P(Xy =j|Xo=i)P(Xo =)
i=0

n
0
- Y
=0

se obtiene a partir del vector 70 y de la matriz de
L =70 P, esto

Es decir, el vector '

probabilidades de transicién P a través de la multiplicacién 7
es,
Poo - Pon

Pno ' DPnn

A su vez el vector 7! se transforma en el vector 72 a través de la ecuacién

72 =7l P = 70 P2, y asi sucesivamente. En general, para m > 1,

=gl p =70 pm, (3.5)
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De esta forma se obtiene una sucesion infinita de distribuciones de proba-
bilidad 79, 7!, 72,..., en donde cada una de ellas, excepto la primera, es
obtenida de la anterior multiplicada por la derecha por la matriz de proba-
bilidades de transicién en un paso. Es natural preguntarse si existe algin
limite para esta sucesién de distribuciones. En las siguientes secciones estu-
diaremos tal problema y encontraremos condiciones bajo las cuales existe
un dnico limite para esta sucesion.

Ejemplo 3.16 Considere la matriz estocdstica

0 1 0

P = 0 0 1

172 1/2 0
con distribucion inicial el vector ° = (1/10,0,9/10). Los subsecuentes vec-
tores de probabilidad w72, ... se calculan a continuacion y las grdficas de

estas distribuciones se muestran en la Figura 3.16. ;FExistird el limite para
esta sucesion de vectores de probabilidad?

= 7%P =(0.45,0.55,0)
72 = 7t P =1(0,0.45,0.55)
7w = w2 P =(0.2750.2750.45)
at = w3 P =(0.225 0.5 0.275)

) : : i‘: ilih
012 012 012 012 012

Figura 3.16

Ejemplo 3.17 Considere la matriz estocdstica

r=(10)
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con distribucion inicial cualquier vector de probabilidad 7° = (o, 1—a), con
0 < a < 1. No es dificil darse cuenta que la multiplicacion de un vector
renglon por la matriz P tiene el efecto de intercambiar las entradas del
vector. Por lo tanto la sucesion de vectores de probabilidad es

0

™ = (a,1—a)
= (1-a,a)
2 = (a,1—a)
™ = (1-—a,a)

que claramente no es convergente, pues tiene un comportamiento oscilatorio,
a menos que o = 1/2.

Antes de encontrar condiciones bajo las cuales la sucesién de distribuciones
de probabilidad definidas por (3.5) es convergente, estudiaremos a conti-
nuacién el caso particular cuando la distribucién inicial no cambia al ser
multiplicada por la derecha por P. A tales distribuciones se les llama esta-
cionarias o invariantes en el tiempo.

3.13. Distribuciones estacionarias

Definicién 3.13 Una distribucion de probabilidad m = (mo, 71,...) es esta-
ctonaria o invariante para una cadena de Markov con matriz de probabili-
dades de transicion P = (p;j) si

Ty = 2 i Pij-
i

En términos matriciales, la distribucién de probabilidad m es estacionaria
si m = wP. Esta identidad tiene como consecuencia el hecho de que para
cualquier niimero natural n se cumpla que m = w P", es decir, 7 es también
una distribucién estacionaria para la matriz P". Esto significa que si la
variable aleatoria inicial X tiene esa distribucién 7, entonces la distribucion
de X, también es m pues P(X,, = j) = >, mipij(n) = 7j, es decir, esta
distribucién no cambia con el paso del tiempo y por ello es que se le llama
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estacionaria o invariante. Observe que el vector de ceros cumple la condicién
m = mw P, sin embargo no corresponde a una distribucién de probabilidad.
Los siguientes ejemplos muestran que las distribuciones estacionarias pueden
no ser Unicas y pueden incluso no existir.

Ejemplo 3.18 (Existencia multiple) Considere una cadena de Markov
sobre el conjunto de estados {0, 1,2} y con probabilidades de transicién dada

por la siguiente matriz
1 0 0
P=| 1/3 1/3 1/3 |.

0 0 1

Es inmediato comprobar que el vector m = (1 — «,0,«) satisface el sis-
tema de ecuaciones T = wP para cada o € [0,1]. Ewxisten entonces una in-
finidad de distribuciones estacionarias para esta cadena. Observe que el vec-
tor (1—a,0,) se puede escribir como la combinacion lineal (1—«)(1,0,0)+
a(0,0,1).

Ejemplo 3.19 (No existencia) Para la caminata aleatoria simétrica sim-
ple sobre 7 no existe ninguna distribucion estacionaria pues la condicion
m =nP se traduce en el sistema de ecuaciones

1 1 .
77]25 jfl+§ﬂ-j+l7 jEZ,
o0 bien mj 1 —7; = m; —mj_1. Mds explicitamente, iniciando con la identidad
m — Ty = W — T, Y escribiendo algunas de estas diferencias en términos
de la diferencia m1 — g se encuentra que

T —To = T1 —To
g —T1 = T1 — T
3 — T2 = T — T
Ty — Tp1 = ™| —TQ-

Sumando estas n ecuaciones se llega a que para todo enteron > 1,

T — 7o = n(m — o).
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El lado izquierdo es acotado pues es la diferencia de dos probabilidades
mientras el lado derecho crece sin limite cuando n es grande, a menos que
m1 — 7o = 0. Esto demuestra que todas las diferencias wj — mj_1 con j € Z
son cero, y por lo tanto m; es constante para cualquier valor de j. Es decir,
el vector constante es la solucion al sistema de ecuaciones en diferencias
planteado, pero ello es incompatible con la condicion Zj m; = 1. Por lo tan-
to no existe ninguna distribucion de probabilidad © que cumpla la igualdad
m = P para esta cadena.

Ejemplo 3.20 (Existencia unica) La cadena de Markov de dos estados

dada por la matriz
1—a a
P= ( b 1—b)

tiene una unica distribucion estacionaria dada por

b e
a+b a+b

7 = (m,m1) = ( ),

cuando a + b > 0. En cambio, cuando a = b = 0, la matriz resultante es
la matriz identidad que acepta como distribucion estacionaria a cualquier
distribucion de probabilidad sobre {0,1}, es decir, en este caso eziste una
infinidad de distribuciones estacionarias para esta cadena.

Con base en los ejemplos anteriores haremos algunas observaciones sobre las
distribuciones estacionarias. Primeramente observe que para encontrar una
posible distribucién estacionaria de una cadena con matriz P, un primer
método consiste en resolver el sistema de ecuaciones m = 7P, sujeto a la
condicién ) ; ™ = 1. Més adelante expondremos una forma alternativa de
buscar distribuciones estacionarias para cadenas reversibles. Por otro lado,
suponga que m y 7' son dos distribuciones estacionarias distintas para una
matriz P. Entonces la combinacién lineal convexa ar + (1 — a)7n’, para
a € [0, 1], también es una distribucién estacionaria pues

(ar+(1—a))P=arP + (1 —a)r'P =ar + (1 —a)r'.

Por lo tanto, si existen dos distribuciones estacionarias distintas para una ca-
dena, entonces existe una infinidad de ellas. Esto demuestra que el conjunto
de distribuciones estacionarias es un conjunto convexo. Tomando en cuenta
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las observaciones anteriores y de acuerdo a los ejemplos mostrados, sélo hay
tres situaciones sobre la existencia de distribuciones estacionarias para una
cadena de Markov cualquiera: no existe ninguna distribucién estacionaria,
existe una distribucién estacionaria y es uinica, o existe una infinidad de dis-
tribuciones estacionarias. Dadas estas consideraciones, es natural plantearse
el problema de encontrar condiciones necesarias y suficientes para que una
cadena tenga alguna distribucién estacionaria. Primeramente demostrare-
mos que cuando existe una distribucién estacionaria, ésta tiene como soporte
el conjunto de estados recurrentes positivos.

Proposicién 3.17 (Soporte de una distribucién estacionaria) Sea 7
una distribucion estacionaria para una cadena de Markov. Si j es un estado
transitorio o recurrente nulo, entonces w; = 0.

Demostracion. Usaremos el hecho de que si j es un estado transitorio o
recurrente nulo, entonces para cualquier estado 1,

J&nZMa =0
Como 7 es una distribucién estacionaria,
> mipi
i
Z ; pij(k
i
1 n
n Z_: 2 s pij(k'
n
) k=1
Tomando el limite cuando n — o0, por el teorema de convergencia dominada,

se obtiene
= &%ng -0

i

T

3|>—‘
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En particular, si m; > 0, entonces j es un estado recurrente positivo. Es-
to es una consecuencia inmediata del resultado anterior y para ello puede
usarse un argumento por contradiccién. Por otro lado, la proposicién recién
demostrada también nos ayuda a corroborar nuevamente, por ejemplo, que
una caminata aleatoria simétrica simple no tiene distribucién estacionaria,
pues se trata de una cadena cuyos estados son todos recurrentes nulos y por
lo tanto 7; = 0 para cualquier valor entero de j. Se presenta a continuacién
una solucion al problema de encontrar condiciones suficientes que garanticen
la existencia y unicidad de la distribucién estacionaria.

Proposicién 3.18 (Existencia y unicidad de la distribucién esta-
cionaria) Toda cadena de Markov que es irreducible y recurrente positiva
tiene una unica distribucion estacionaria dada por

mj=— >0,
I

en donde p; es el tiempo medio de recurrencia del estado j. En particular,
toda cadena finita e irreducible tiene una unica distribucion estacionaria.

Demostracion. Sea m; = 1/p;. Demostraremos que

(1) 7Tj = Z Wipij'
7

(3) m; es tnica.

Como la cadena es irreducible y recurrente positiva, se tiene que p; < 00,
para cualquier estado j. Por lo tanto el cociente 1/11; es estrictamente posi-
tivo. Por el teorema ergddico para cadenas de Markov,

i 1 Z": (m) 1
m — pij\m) = —.
n—o0 nm:1 K /L]
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(1) Estacionariedad. Para cualquier natural N,

N 1 &
Z T Pij = 2 (ngrolo ; Z pki(m))pij
=0 .

R
= Jim ~ Z Zpki(m)pij

n—0o0

1 n
< lim — j 1
fm Z pri(m + 1)

n—00
= 7'(']'.
Haciendo N — o,
2 Wipij <7Tj- (36)
%

Suponga que para algtin valor de j la desigualdad anterior es estricta.
Sumando sobre todos los valores j, por el teorema de Fubini,

Zﬂj>22mpij=2m2pij22m~
J Jjo i J i

Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto (3.6) es una igualdad. Esto
demuestra que 7 es estacionaria.

(2) Distribucién de probabilidad. Para cualquier niimero natural N,

N N 1 n
2= (i =5 pi(k))
=0 7=0 k=1
1 n N
= Jim = > > pi(k)
k=1 j=0
1 n
< lKm =
< i 1
k=1
- 1.

Por otra parte, recordemos que si 7 es estacionaria para P, entonces
también lo es para P(m) para cualquier m natural, es decir,

T = 2 ™ pij(m), (3.7)
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de modo que para cualquier n natural,
n

m=,m(= Y, pi(m)).

7 m=1

Sl

Haciendo n — o0, por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue,
y usando el hecho de que Zj i <1,

o0 1 n o0
T = 2 m(nh_rgoﬁ Z pij(m)) = Z T ).
i=0 m=1 i=0
Dado que 7; es estrictamente positivo, se obtiene que >, m; = 1.

Unicidad. Sean 7 y 7’ dos distribuciones estacionarias para la matriz
P. Entonces para cualquier valor natural de n,

n N n
W=Dl Y ppm) = Y Al Y )

7 m=1 =0 m=1

S|

Haciendo n — oo,
N
> Z T
] = )
i=0
Ahora hacemos N — o0 para obtener

773 = T (3.8)

Si esta desigualdad fuera estricta para algin valor de j, entonces
sumando sobre todos los valores de j se obtiene 1 = Zj 719 >, ;=
1, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto (3.8) es una igualdad para
cada valor de j, y ello demuestra la unicidad.

Ejemplo 3.21 La cadena de Markov de dos estados es finita e irreducible
cuando a + b > 0, y por lo tanto es recurrente positiva. Por la Proposi-
cion 8.18 existe una unica distribucion estacionaria para esta cadena. Re-
solviendo el sistema de ecuaciones m = P para m = (7, m1), con o +m =
1, se encuentra que

b a
a+b a+b

).

(0, m1) = (
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Como otra aplicacion de la Proposicion 3.18 encontramos nuevamente que,
sin hacer mayores cdlculos, los tiempos medios de recurrencia son

1, a+b a+b

) )'

7T0’7T1 b a

(105 p11) = (

Ejemplo 3.22 La cadena de Ehrenfest es finita e irreducible, en consecuen-
cia es recurrente positiva. Por lo tanto tiene una unica distribucion esta-
cionaria. Resolviendo el sistema de ecuaciones m = wP junto con Y }; mj =1
se encuentra que el vector estacionario T tiene distribucion bin(N,p), con
p =1/2, es decir,

N\ 1
7rj=<j>2—N, para j =0,1,..., N. (3.9)

En efecto, el sistema de ecuaciones m = wP se escribe

1
™0 = N’ﬂ'l
2
™ = 7T0+N7T2
N -1 3
g = N 7T1+N7T3
2
TN—1 = NTFN—1+7TN
1
™ = N’]TN_l.

Se busca resolver este sistema de ecuaciones junto con la condicion Zj T =
1. Reescribiendo cada una de estas ecuaciones en términos de g se encuen-
tra que

N
= (j)wo, para 7 =0,1,..., N.

Sumando todas estas ecuaciones se llega a la identidad

N
1 = T Z <JZ) =7T02N.
k=0
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De donde se obtiene mg = 1/2" y de esta forma se demuestra (3.9). En vista
de la Proposicion 3.18, los tiempos medios de recurrencia para esta cadena

son
1 oN

Yi=—=—-, paraj=0,1,... N.
om ())
Para fines ilustrativos concretos podemos tomar el caso N = 2, es decir, se
tienen unicamente dos bolas distribuidas en las dos urnas de la cadena de
Ehrenfest. Entonces la distribucion binomial bin(N,p), como el vector de

probabilidad invariante de esta cadena, se escribe

(71'0,71’1,71’2) = (1/4, 1/2, 1/4).

1 LT /\
v © ©

0 1 2 Urna A Urna B

Figura 3.17

En vista del teorema ergddico, esto significa que, a largo plazo, la cadena de
Ehrenfest se encontrard en el estado 1 el 50 % del tiempo, y en los estados 0 y
2 el 25 % del tiempo en cada uno de ellos. Los tiempos medios de recurrencia
son

(MO) M1, M2) = (47 27 4)7

es decir, si por ejemplo la cadena se encuentra en algun momento en el
estado 0, entonces tardard en promedio 4 tiempos para regresar nuevamente
a ese estado. En este caso particular, estos tiempos medios de recurrencia
pueden corroborarse usando la definicion bdsica de esperanza.

Ejemplo 3.23 La cadena de racha de éxitos, aunque no es finita, es irre-
ducible y recurrente positiva. Por lo tanto tiene una unica distribucion esta-
cionaria dada por la distribucion geo(1 — p), es decir, el sistema de ecua-
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ciones m = TP junto con },; m; =1 tiene como tnica solucion la distribu-
cion
mj=(1—-p)p’, paraj=0,1,2...
Como consecuencia de la Proposicion 3.18, se resuelve un problema dificil
de manera inmediata: los tiempos medios de recurrencia para cada uno de
los estados de esta cadena son
1 1
pi=—=-———— paraj=0,1,2...
Toom (A-p)p
En particular, pup = 1/(1 — p). Esto confirma los cdlculos realizados antes
para po a partir de la formula po = >0 1 foo(n).

3.14. Distribuciones limite

Como hemos mencionado antes, toda matriz de probabilidades de transicion

P determina una sucesién de distribuciones de probabilidad 7%, 7!, . .. sobre
el espacio de estados, dada por
" =a" P =7P", n>1. (3.10)

Bajo ciertas condiciones tal sucesion es convergente a una distribucion de
probabilidad limite 7. Imaginemos por ahora que tal es el caso y supongamos
entonces que

= lim ="
n—00

FExaminaremos algunas propiedades de esta distribucién limite. Tomando el
limite cuando n — oo en las dos igualdades de (3.10) se tiene que

- 7P (3.11)
y 7© = 7°(lim P"). (3.12)

n—o0

Estas igualdades revelan varias cosas. Primero, la supuesta distribucion
limite es una distribucién estacionaria, (3.11). Segundo, la distribucién limite
no depende de la distribucién inicial, pues nuevamente la igualdad (3.11)
indica que 7 se determina a través de la ecuacién (3.11). Tercero, la distribu-
ci6n limite estd dada por el limite de las potencias de P, (3.12). Cuarto, a
partir de (3.12), el limite de las potencias de P es una matriz con todos sus
renglones idénticos, siendo este regléon la distribucién limite. En esta seccién
se establecen condiciones para obtener rigurosamente estos resultados.
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Definicion 3.14 Considere una cadena de Markov con matriz de probabi-
lidades de transicion P = (p;;) y distribucién inicial 7°. Se le llama dis-
tribucion limite de esta cadena al vector

7= lim 7°P" = lim Z 7 pij(n).
Observe que el vector limite 7 en la definiciéon anterior podria no ser una
distribucién de probabilidad verdadera, a pesar de esto mantendremos dicho
término en la definicién. Como se ha mencionado, toda posible distribucién
limite es estacionaria pero el reciproco es en general falso, como se ilustra
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.24 Es inmediato comprobar que la distribucion (1/2,1/2) es
estacionaria para la cadena con matriz

p=<$é)

Sin embargo las potencias de P mo convergen, pues para cualquier n = 0,

0 1 1 0
2n+1 2n

El siguiente resultado es vélido para espacios de estados finitos o infinitos,
y establece que si el limite de las probabilidades p;j(n), cuando n — o,
existen y no dependen de 7, entonces la distribucién limite podria ser una
distribucién estacionaria. Esto es solamente una posibilidad, pues los limites
podrian ser todos cero. En el caso finito, sin embargo, demostraremos que
tales limites conforman una distribucién de probabilidad verdadera.

Proposicion 3.19 Considere una cadena de Markov con probabilidades de

transicion p;; tales que los limites m; = limy,_,« pi;(n) existen para cada j,
y no dependen del estado i. Entonces

1LY m <.
J

2. 7Tj = Z Wipij-
7
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Cuando el espacio de estados es finito se cumple la igualdad en el primer
resultado obteniéndose una distribucion de probabilidad verdadera.

Demostracion.
Caso 1. Espacio de estados finito. Suponga que el espacio de estados es el
conjunto finito {0,1,..., N}. Entonces la primera afirmacién se cumple con

igualdad pues

Para la segunda afirmacion se tiene que para cualquier n > 1,

hm Pri(m) | pij

\\Mz

N
Z TiPij =
i=0
N

= lim Zpki(m)pij

m—00
i
=l pgi(m +1)

= 7Tj.

Caso 2. Espacio de estados infinito. Suponga ahora que el espacio de estados
es infinito. En este caso no es posible garantizar la validez del intercambio
de limite y suma efectuado en el caso anterior. Para la primera afirmacién
se tiene que para cualquier nimero natural N > 1

N N
2, ™ = 2, Ll I (o —J%pr < Jim 1=1
]j= :

Haciendo N — o0 se obtiene el resultado buscado. Para la segunda afirma-
cién, nuevamente para cualquier numero natural N > 1, y para cualquier
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estado j,

N N
Z TiPij = Z H;O n) pij
i=0 i=0

N
= lim Z pkz ng

n—00
Ii ; 1
A P o+
7Tj .
Tomando el limite cuando N — o0 se obtiene que para cualquier estado j,

2 7Tipij Sﬂ'j. (3.13)
7

Si m; = 0 para cualquier j, entonces estas desigualdades se convierten en
identidades como dice el enunciado. Suponga entonces que Zj m; > 0. De-
mostraremos que las desigualdades que aparecen en (3.13) no pueden ser
estrictas. Suponga que para algin estado j, >} m; p;; < ;. Entonces

27j>277ipij2277i2pij227i-
J 0] i J i

Esto es una contradiccién, por lo tanto (3.13) es en realidad una igualdad.
[

Ahora se establecen condiciones suficientes para que exista el limite de las
probabilidades de transiciéon cuando el nimero de pasos n crece a infini-
to. Este resultado es una especie de reciproco del resultado anterior, pues
supone la existencia de una distribucion estacionaria para concluir que los
limites de las probabilidades existen.

Teorema 3.2 (Convergencia a la distribucién estacionaria) Con-
sidere una cadena de Markov que es:

a) irreducible,
b) aperiddica, y

¢) con distribucion estacionaria .
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Entonces para cualesquiera estados i y j, lm p;;(n) = w;.
n—00

Demostracion. El método de esta demostracién se conoce como técnica
de acople. Sea {Y,, : n > 0} una cadena de Markov independiente de la
original {X,, : n > 0}, pero con la misma matriz de probabilidades de
transicién. Entonces el proceso {Z,, : n > 0} definido por Z,, = (X,,Y,,) es
una cadena de Markov con probabilidades de transicién

P(Zyi1 = (Tni1,Yns1) | Zn = (Tn, yn)) = Pz, znt1 Pynynt1o

y puede facilmente comprobarse que tiene distribucién estacionaria

ﬂ—xmyn = Tzyn 7Tyn’

Puede ademas verificarse que la cadena {Z,, : n > 0} es recurrente positiva.
Ademss es irreducible, pues como {X,, : n = 0} y {Y}, : n = 0} son aperiédi-
cas, existe un nimero natural IV tal que p;;(n) pri(n) > 0, para todan > N.
Por lo tanto p(; x)j)(n) > 0.

Sea j un estado cualquiera de la cadena original. Defina el primer momento
en el que la cadena {Z, : n > 0} visita el estado (j,j) como 7; = min{n >
1: 27, =(j,7)} Sea ademds 7 = min{n > 1: X,, =Y, }. Este es el primer
momento de acople de las dos cadenas. Como {Z,, : n = 0} es recurrente,
P(r <o) =1. Ademés 7 < 7;. Por la propiedad de Markov,

P(X,=xz,T<n) = Z 2 P(X,=2,X,=j,7=r)

g r=1

= 2. PXu=2|X, =jir =) P(X, = j,7 =7)
j r=1

= > Y PVp=x|Y,=j47=r)P(Y, =j71=r1)
j r=1

= Y. PYVu=x|Y, =j)P(Y, = j,7 =)
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es decir, sobre el evento (7 < n), las variables X,, y Y,, tienen la misma
distribucién de probabilidad. Por otro lado,

=

5
I

s
I

P(X,=j,7<n)+ P(X, =7,7>n)
PY,=j717<n)+P(X, =j,7>n)
P(Y, =j)+ P(tr >n).

N

De manera analoga, P(Y,, = j) < P(X,, = j) + P(t > n). Por lo tanto,
P(Xo = j) — P(Yo = )| < P(r > n) -0, (3.14)

cuando n — 00. Si ahora se toma Xy = ¢ con probabilidad uno, entonces se
tiene que

P(Xp =j) = P(Xy, = j| Xo = 1)P(Xo = i) = pij(n) P(Xo = i) = pij(n).
Por otro lado, si se toma Yy con la distribucién estacionaria 7, entonces

P(Y, =) =) P(Y,=j|Yy=i)m Zw = .

Substituyendo estas expresiones en (3.14) se conluye que
[pij(n) —mj| = 0.

El siguiente resultado establece condiciones suficientes para la existencia
del limite de las probabilidades de transicién cuando el nimero de pasos
crece a infinito, asegurando ademds que el limite obtenido constituye una
distribucién de probabilidad estacionaria.

Teorema 3.3 (Convergencia para cadenas de Markov) Considere
una cadena de Markov que es:

a) irreducible,
b) recurrente positiva, y

¢) aperiddica.
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Entonces las probabilidades limite m; = lim p;;(n) existen, estan dadas por
n—00

mj = 1/p;, y constituyen la tunica solucion al sistema de ecuaciones
7Tj 22 Wipij, (315)
i

sujeto a las condiciones m; = 0, y Zj ;= 1.

Demostracion. Como la cadena es irreducible y recurrente positiva, tiene
una tnica distribucién estacionaria dada por m; = 1/p;. Es decir, es la tinica
solucién al sistema de ecuaciones 7 = 7P, con m; = 0y >, ;=1 Ademis,
por la aperiodicidad, p;;(n) — ;. |

3.15. Cadenas regulares

Las cadenas de Markov regulares son cadenas finitas que cumplen la pro-
piedad de que a partir de un cierto momento, con probabilidad positiva se
puede pasar de un estado a otro cualquiera en un paso. Demostraremos que
para este tipo de cadenas siempre existe la distribucién limite.

Definicion 3.15 Se dice que una cadena finita o su matriz de probabilida-
des de transicion es reqular si existe un entero natural n tal que p;;(n) > 0,
para cualesquiera estados i y j.

En palabras, una cadena de Markov finita es regular si alguna potencia de
su matriz de probabilidades de transicion tiene todas sus entradas estricta-
mente positivas. Otra forma de definir a una cadena regular es a través del
siguiente resultado.

Proposicion 3.20 Una matriz estocdstica es regqular si, y solo si, es finita,
1rreducible y aperiodica.

Demostracion. Si la matriz es regular, entonces claramente es finita,
irreducible y aperiddica. Reciprocamente, por la irreducibilidad, para cua-
lesquiera dos estados i y j, existe un entero m tal que p;;(m) > 0. Entonces
existe un entero N tal que p;j(m + nd(j)) > 0, para cada n > N. Como
d(j) = 1y siendo la matriz finita, esto implica la regularidad. |
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Para este tipo particular de cadenas finitas se conocen los siguientes resul-
tados acerca de su comportamiento limite.

Proposicion 3.21 Toda cadena finita que ademds es:

1. regular, tiene como distribucion limite la Unica solucion mo negativa
del sistema de ecuaciones (3.15).

2. reqular y doblemente estocdstica, tiene como distribucion limite la dis-
tribucion uniforme.

3. irreducible, aperiodica y doblemente estocdstica, tiene como distribu-
cion limite la distribucion uniforme.

Demostracion.

1. Como la cadena es regular, es irreducible, aperiddica, y es recurrente
positiva por ser finita. Por el Teorema 3.3, la distribucion limite existe
y estd dada por el sistema de ecuaciones (3.15).

2. Como la cadena es regular, es aperiddica, irreducible y recurrente
positiva por ser finita. Entonces la distribucion limite existe. Por
la hipodtesis de doble estocasticidad y suponiendo que el espacio de
estados es {0,1,..., N}, se tiene que Zﬁiopij(n) = 1. Tomando el
limite cuando n tiende a infinito se obtiene ZZ]\L o™ = 1. Por lo tanto,
;= 1/(N +1).

3. Este resultado es idéntico al anterior, pues hemos demostrado que la
regularidad es equivalente a la finitud, irreducibilidad y aperiodicidad
conjuntamente.

Ejemplo 3.25 Sea S, la suma de los resultados que se obtienen al lanzar
un dado equilibrado n veces. Encontraremos

lim P(S, es multiplo de 7).

n—00
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Defina el proceso X,, = Sy, mod. 7 cuyo espacio de estados es {0,1,...,6}.
No es dificil convencerse de que {X,, : n = 1} es una cadena de Markov con
matriz de probabilidades de transicion

0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1/6 0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1/6 1/6 0 1/6 1/6 1/6 1/6
P=|1/6 1/6 1/6 0 1/6 1/6 1/6
1/6 1/6 1/6 1/6 0 1/6 1/6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 0 1/6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 0

El evento (S, es multiplo de 7) es idéntico al evento (X, = 0), de modo
que la probabilidad de que S,, sea multiplo de 7 a largo plazo es el tiempo de
estancia a largo plazo que la cadena {X, : n = 1} pasa en el estado 0. El
problema se reduce a encontrar la distribucion limite de P. Pero esta matriz
es reqular, y entonces su distribucion limite es la uniforme. Por lo tanto,

lim P(X, = 0) = 1/7.

n—ao0

3.16. Cadenas reversibles

Sea {X, : n = 0} una cadena de Markov con probabilidades de transicién
pij- Sea m = 1 un entero fijo y defina un nuevo proceso Y,, = X,,_, para
n=0,...,m, es decir, {Y,, : n =0,...,m} es la cadena original pero vista
en sentido inverso en el tiempo, ahora del tiempo m al tiempo 0. Este nuevo
proceso resulta también ser una cadena de Markov, pues cumple el criterio
de independencia entre pasado y futuro cuando se conoce el presente, las
nociones de pasado y futuro se intercambian debido al cambio en el sentido
del tiempo. En efecto, para 1 < r < n < m, considere la probabilidad
condicional

P(y17”’7y7“717y7’+17”’7yn|y7“)-

En términos del proceso {X,, : n = 0}, esta probabilidad es

P(Xm—l =Y1,--. 7Xm—7“+1 =Yr-1,
Xm—r—l =Yr4+1,--- 7Xm—n = Un | Xm—r = yr)-
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Por la propiedad de Markov del proceso {X,, : n > 0}, esta probabilidad es
el producto

P(Xm—l =Y1y--.- 7Xm—7“+1 = Yr—1 |Xm—7" = yr)
P(Xm—r—l =Yr+1, .- 7Xm—n =Yn |Xm—r = yr)7

que en términos del proceso {Y,, : n =0,...,m} es la propiedad de Markov
para este proceso

Py, Yr—1 | yr) PWrs1s -3 Un | Ur)-

Sin embargo, las probabilidades de transicion del nuevo proceso no son ho-
mogéneas pues para 0 < n < m,

P(men = Z‘amenfl = .7)

P(Yn+1=j|yn=i) =

P(men :i)
. . Pmenflzj
= P(Xm—n=Z|Xm—n—1=]) f()(X B :Z))
S S S )
Je P(Yn :Z) )

es decir, estas probabilidades dependen de n a través del cociente P(Y, 1 =
7)/P (Y, = i). Tal dependencia desaparece cuando se toma como hipdtesis
la existencia de una distribucién estacionaria 7 para {X,, : n = 0}, pues en
tal caso la igualdad anterior se reduce a
. . 5
P(Yoi1 =Y =) =pj (3.16)
(3
Bajo tal hipétesis las probabilidades de transicion de la nueva cadena son
ahora estacionarias. Si adicionalmente se pide que las probabilidades de
transicién son las mismas para ambas cadenas, entonces de la ecuacion (3.16)
se obtiene que debe satisfacerse la ecuacion p;; = pj; mj/7;, es decir, m; p;; =
m; pji- Bsto lleva a la siguiente definicién de reversibilidad, la cual anade la
hipdtesis de irreducibilidad.

Definiciéon 3.16 Se dice que una cadena de Markov irreducible con proba-
bilidades de transicion p;; y con distribucion estacionaria 7 es reversible en
el tiempo si para cualesquiera estados i y 7,

Ti Pij = Tj Dji- (3.17)
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A la ecuacién (3.17) se llama ecuacién de balance detallado. La utilidad de
las cadenas reversibles estd dada por el siguiente resultado, el cual ejempli-
ficaremos mas adelante con un par de aplicaciones.

Proposicion 3.22 Considere una cadena irreducible para la cual existe una
distribucion m que cumple la identidad (3.17). Entonces m es una distribu-
cion estacionaria y la cadena es reversible.

Demostracion. Si 7 cumple (3.17), entonces es una distribucién esta-
cionaria pues ), m; p;j = >, T; pji = 7j. Ademds la cadena es reversible por
definicién. |

Ejemplo 3.26 Considere nuevamente la cadena de FEhrenfest. El espacio

de estados es {0,...,N}, y las probabilidades de transicion son, para i =
1,...,N—1,
(N —4i)/N sij=i+]1,
pij =4 /N sij=1i-—1,
0 otro caso,

con po1 = 1 y pyN—1 = 1. Esta cadena es finita, irreducible y recurrente
positiva. Estas propiedades garantizan que la cadena tiene una unica dis-
tribucion estacionaria. Si se desea encontrar esta distribucion estacionaria
a través de la ecuacion m = w P, uno tendria que resolver el sistema

1

o = Nﬂ-la
N—-i+1 +1 .

mo= sz,l—i—szH, parat=1,...,N —1,
1

TN = 3 TN-L

A partir de estas ecuaciones hemos demostrado en el Ejemplo 3.22 de la
pdgina 78 que 7 es la distribucion bin(N,1/2). Alternativamente, usando el
concepto de reversibilidad se puede intentar encontrar una posible solucion
al sistema de ecuaciones
T Pij = Tj Dji,
el cual, después de algunos cdlculos, se reduce al sistema
N —i

Z'-I——lm’ para ¢ =0,1,...,N — 1.

Ti4+1 =



3.16. CADENAS REVERSIBLES 91

St existiera una solucion a este sistema de ecuaciones que resulte ser una
distribucion de probabilidad, entonces por la Proposicion 3.22 sabriamos que
dicha distribucion es estacionaria y la cadena seria reversible. Dado que las
probabilidades buscadas se encuentran en términos de la inmediata anterior,
se puedan escribir todas en términos de wy y de esa forma se obtienen las
siguientes exrpresiones

B N

T2 = 9 o,
B N

™ = | y)m

Sumando todas estas cantidades junto a wy se tiene que

N
N
1=7T02(Z,) =7TO2N.
=0

Por lo tanto my = 1/2V, y encontramos nuevamente que m; = (]2[)/2]\7 es
la solucion al sistema. Esta es la distribucion bin(N,1/2). Por la Proposi-
cion 3.22, sabemos entonces que la distribucion encontrada es estacionaria
y la cadena es reversible.

Ejemplo 3.27 Considere una caminata aleatoria no homogénea sobre el
conjunto {0,1,...}, con probabilidades de transicion

i st =141,
o qi st =1—1,
PUIT) 1-pi—a sij=i,

0 otro caso,

en donde qo = 0. Esta es una cadena irreducible. Si uno busca una distribu-
cion estacionaria a través de la ecuacion m = w P, se tendria que resolver
el sistema de ecuaciones

o = 7o(l —po) + q1 71,
T = Tit1¢i+1 +m(l —pi —qi) + mi—1pic1, para i = 1.
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Sin embargo la condicion (3.17) se traduce en el sistema mds simple 7; p; =
Ti+1 i+1- Una posible solucion de este sistema (su existencia dependerd de
los parametros p; y q;), serd la distribucion estacionaria para esta caminata
y la cadena serd entonces reversible en el tiempo.

Resumen de la notacién utilizada. Como referencia se presenta a con-
tinuacién una lista de la notacién utilizada en este capitulo.

Dij

pij(n)

fij(n)

Tij

Probabilidad de pasar del estado 7 al estado j en un paso, es decir,
pij = P(X1=j|Xo =1).

Probabilidad de pasar del estado i al estado j en n pasos, es decir,
pij(n) = P(X, = j| Xo = 1). En algunos textos aparece también como
pg-L). En particular, se define p;;(0) = d;;, que vale uno cuando ¢ = j,

y cero cuando i # j.

Probabilidad de llegar por primera vez al estado j a partir del esta-
do i exactamente en el paso n, es decir, f;j(n) = P(X, = j, X, 1 #
Js-.y X1 # J| Xo =1). A veces se escribe también como fi(]ﬁ). En par-
ticular se define f;;(0) = 0 para cualesquiera estados i y j, incluyendo
el caso 1 = j.

Probabilidad de una eventual visita el estado j a partir del estado 1.
En términos de probabilidades de primeras visitas, esta probabilidad

es fij = 2peo fij(n)-

Variable aleatoria que registra el niimero de visitas realizadas al estado

j durante las primeras n transiciones, cuando la cadena inicia en el
. . " —

estado i, es decir, N;;(n) = > _; 1(x,=j), cuando Xo = i.

Variable aleatoria que cuenta el ntimero total de visitas realizadas
al estado j cuando la cadena inicia en el estado 7, es decir, N;; =
Sy 1(x,=j), cuando X = i. Puede tomar el valor infinito.

Tiempo en el que se logra la primera visita el estado j a partir del
estado 4, es decir, 7;; = min{n > 1: X,, = j}, cuando Xy = i. Toma el
valor infinito cuando nunca ocurre tal evento. Cuando i = j se escribe
T;, v corresponde al tiempo del primer regreso al estado 1.
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pij  Tiempo medio de primera visita al estado j a partir del estado 4, es
decir, p;; = E(7i;). Puede ser infinito. Cuando i = j se escribe p; y se
le llama tiempo medio de recurrencia del estado i.

Notas y referencias. El tema de cadenas de Markov a tiempo discreto
aparece en casi cualquier texto de procesos estocdsticos en mayor o menor
profundidad, e incluso puede encontrarse también en los 1ltimos capitulos
de algunos textos de probabilidad. El tema es regularmente la parte inicial
y obligada de un curso elemental de procesos estocasticos. Las siguientes
referencias son una muestra de algunos textos que contienen capitulos sobre
el tema de cadenas de Markov a un nivel similar al presentado: Karlin y
Taylor [17], Brzezniak y Zastawniak [3], Jones y Smith [15], Hoel, Port y
Stone [14], y Stirzaker [34]. Los textos de Caballero et al [4] y Norris [24],
estan dedicados enteramente al tema de cadenas de Markov.

3.17. A. A. Markov

Andrey Andreyevich Markov (Rusia, 1856—
1922) tuvo una salud muy precaria durante
sus primeros anos de vida, teniendo que ca-
minar con muletas hasta la edad de 10 anos.
En 1874 ingresé a la Facultad de Fisica y
Matematicas de la universidad de San Pe-
tersburgo, y asistié a las clases de recono-
cidos matematicos de la época, entre ellos
P. L. Chebyshev, quien tuvo una influencia
decisiva en el quehacer futuro de Markov. Se A. A. Markov
gradué brillantemente en 1878, y continué con

sus estudios de maestria, los cuales concluyé en 1880. Trabaj6é como profe-
sor en la universidad de San Petersburgo al mismo tiempo que estudiaba
para su doctorado, el cual concluyé en 1884. Continué trabajando en la
misma universidad por pricticamente el resto de su vida. Después de 1900,
y siguiendo los trabajos de P. L. Chebyshev, aplic6 el método de fracciones
continuas en la teoria de la probabilidad. Markov fue el mejor exponente
y continuador de las ideas de Chebyshev y de sus temas de investigacién
en probabilidad. Especialmente sobresalientes son sus trabajos sobre la ley
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de los grandes numeros y el teorema central del limite, asi como otros re-
sultados fundamentales de la teoria de la probabilidad, y sobre el método
de minimos cuadrados. Markov fue un profesor muy estricto pero también
muy claro en sus exposiciones, y demandaba mucho rigor matematico en
los argumentos de sus estudiantes. Markov desarrollé su teoria de cadenas
de Markov desde un punto de vista matematico, aunque también aplicd su
modelo en el andlisis de estilos de escritura en poemas. Con sus trabajos so-
bre cadenas de Markov fundé una nueva rama de la probabilidad e inici6 la
teoria de los procesos estocasticos.

Fuente: Archivo MacTutor, Universidad de St. Andrews.

3.18. Ejercicios

Recordemos que para hacer la notacién més corta, a la probabilidad P(X,, =
x) se le ha escrito como p(z,,), es decir, el subindice indica también la varia-
ble a la que se hace referencia. El significado de la probabilidad condicional
p(Tnt1 | zn) es andlogo.

Propiedad de Markov

20. Demuestre que la propiedad de Markov (3.1) es equivalente a cada
una de las siguientes condiciones.

a) Esta condicién establece que la distribucién conjunta queda es-
pecificada a través de la distribucién inicial y las probabilidades
de transicién en un paso: para cualesquiera estados xg, ..., Ty,

p($07$17 s 733”) = p(:EO)p(:El |$0) t p(:En |3§‘n_1).

b) Esta condicién establece que el futuro, sin importar lo distante
que se encuentre, depende solamente del 1ltimo momento obser-
vado: para cualesquiera enteros n,m > 1,

P(Tnim | To,. ., Tn) = P(Tnim | Tp).

c) Esta es la condicién de Markov para tiempos no necesariamente
consecutivos: para cualesquiera enteros 0 < nj; < -+ < nypy1,

p($n7rl+1 | ':Un17 e 7xnm) = p($n7rl+1 | xnm)
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d) Esta condicién expresa la independencia entre el pasado y el
futuro cuando se conoce el presente: para cualesquiera enteros
0<k<n,

P(T0, - s Tty Tht1s - -+ T | Th)

= p(x0, .- Tho1 | Tk) P(Ths1s- -, T | TR).

e) En esta condicién se consideran varios eventos en el futuro: para
cualesquiera enteros n,m > 1,

p(xn—i-my ceoy T4l | ZOy - ,xn) = p(xn+m | $n+m—1) T

o 'p(xn-i-l | $n)

Matrices estocasticas

21. Demuestre que:

a) si Py @ dos matrices estocédsticas (o doblemente estocasticas)
de la misma dimensién, entonces P(Q también es estocéstica (o
doblemente estocastica).

b) si P es estocdstica (o doblemente estocéstica), entonces para cual-
quier entero positivo n, la potencia P" también es estocéstica (o
doblemente estocastica).

22. Demuestre que una matriz cuadrada P puede ser tal que la potencia
P™ sea estocastica para algun entero n > 2, sin ser P misma estocasti-
ca.

23. Demuestre que si una matriz estocastica P es simétrica, entonces para
cualquier n > 1, la potencia P™ también es simétrica.

24. Demuestre que toda matriz estocdstica simétrica es doblemente es-
tocéstica.

25. Demuestre que toda matriz estocéstica finita tiene siempre al nimero
uno como valor propio.
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26.

27.

28.

Probabilidades de transicion

Sea {X, : n = 0} una cadena de Markov con espacio de estados
{0,1,2} y con matriz de probabilidades de transicién

04 03 0.3
P=1 03 02 05
0.7 0 0.3

Calcule:

a) P(X2 ZO,Xl =O|X()=1).
b) P(X5=1,X,=1|X; =2).

Sea {X, : n = 0} una cadena de Markov con dos estados {0, 1}, con
distribucién inicial P(Xy = 0) = 1/2, P(Xo = 1) = 1/2, y con matriz
de probabilidades de transicién

r-(and i)

Calcule:

X1 =0,Xo=1,X3=1).

Sea {X,, : n = 0} una cadena de Markov con espacio de estados {0, 1},
con distribucién inicial P(Xo = 0) = 1/5, P(Xy = 1) = 4/5, y con
matriz de probabilidades de transicién

p_ 1/2 1/2
o 2/3 1/3 )
Encuentre:

a) la distribucién de Xj.
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29.

30.

31.

b) la distribucién de Xos.
c¢) la distribucién conjunta de X7 y Xo.

d) la esperanza condicional E(Xs | X7).

Considere una cadena de Markov de dos estados: 0 y 1, con matriz de
probabilidades de transicién

r= (e 1s):

Suponga que la cadena tiene una distribucién inicial dada por el vector
(3/5,2/5). Encuentre P(X; = 0), P(X; =1), P(Xo =0)y P(Xy =1).

Considere una cadena de Markov de dos estados: 0 y 1, con distribu-
cién inicial (1/2,1/2), y con matriz de probabilidades de transicién

P= ()

Encuentre:

a) la distribucién de Xj.

b) P(X5 =1|X4=0).

c) P(X3=0|X; =0).

d) P(X100 =0|Xgg =0).

e) P(X1 =0|Xy=0).

f) P(X;=1]Xo=1,X3=1).
g) P(X3=0,Xo=0]X; =0)

FEcuacion de Chapman-Kolmogorov para cadenas no homogéneas. Con-
sidere una cadena de Markov con probabilidades de transiciéon no nece-
sariamente homogéneas p;;(n,m) = P(X,, = j | X, = i), paran < m.
Demuestre que para cualquier tiempo u tal que n < u < m,

Dij (n,m) = Z Pik(n, u) Pkj (u,m).
k

32. Demuestre o proporcione un contraejemplo.
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a) pij(n) = pij(1)pj;(n—1).
b) pij(n) =1 —pji(n).

33. Demuestre que:
a) pii(n) pi(m) < pii(n +m) < pi(n) pi(m) + (1 = pi(n)).
) SUP {plj flj Z pzy

c) @ — j si, y sdlo si, f,-j > 0.

d) i < jsi, y solo si, fijfji > 0.

e) Y pig(n) = fi [ D pii(n) +1
n=1 n=1

Cadenas de Markov

34. Sea £1,&s, ... una sucesién de variables aleatorias independientes con
valores en el conjunto {0,1,...}, y con idéntica distribucién dada por
las probabilidades ag,ay, ... Determine si el proceso {X,, : n > 1}
dado por X,, = min{{,...,&,} es una cadena de Markov. En caso

afirmativo encuentre la matriz de probabilidades de transicidn.
35. Para la cadena de Markov de dos estados, compruebe que:
a) P(XO = O,Xl = 1,X2 = 0) = abpo.
b) P(XO =0,X, = 1) = [ab + (1 — a)a]po.
¢) P(Xy=0)=[(1-a)?+ab]po+[(1—-0b)b+b(1l—a)lp:.

36. Para la cadena de Markov de dos estados con distribucién inicial
(7o, 1), use induccién sobre n para demostrar que para a + b > 0,

b b
a) P(X, =0) = + (w0~ ——

a+b
+(7T_L)(1_ —b)"
1 a+b a .

)(1—a—b)"

T a+b

;,Cudl es el limite de esta distribucién cuando n — oo0?
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37.

38.

39.

40.

41.

Encuentre la matriz de probabilidades de transicién de la cadena de
Markov de cuatro estados dada por el laberinto de la Figura 3.18.
A partir de cada posicién sélo se permite pasar a los estados como
indica el diagrama, con idéntica probabilidad para todas las posibili-
dades. Suponga que no se permite permanecer en la misma posicién
al efectuarse un movimiento.

Figura 3.18

Se lanza un dado equilibrado repetidas veces. Sea X, el numero de
lanzamientos realizados al tiempo n desde la dltima vez que aparecio el
nimero “6”. Demuestre que {X,, : n > 1} es una cadena de Markov y
encuentre las probabilidades de transicién.

Sea {X,, : n > 0} una cadena de Markov con probabilidades de tran-
sicién p;j, y sea m = 1 un entero fijo. Demuestre que los siguientes

procesos son también cadenas de Markov y encuentre las correspon-
dientes probabilidades de transicién.

a) {Xp4m :n =0}
b) {Xnm :n =0}

Demuestre que para cualquier entero n > 1,
a) P(Xy, =j) =Y P(Xn-1 =) pi;(1).
)

b) P(X, =j) = 2 P(Xo = 1) pij(n).

Considere una cadena de Markov con espacio de estados {0,1,..., N},
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42.

43.

44.

y probabilidades de transicién tales que para cualquier estado 4,
N
E(Xni1| Xn =14) = ] jpij =1,
§=0

es decir, el estado promedio después de una transicion es el estado
inicial. Demuestre que esta cadena es una martingala y que los estados
0 y N son absorbentes.

Renovaciones discretas. Sea &1, &s, . .. una sucesion de variables aleato-
rias independientes idénticamente distribuidas, y con valores en el
conjunto {1,2,...}. Interpretaremos estas variables discretas como los
tiempos de vida de articulos puestos en operacién uno después de otro
en un proceso de renovacién a tiempo discreto. Sea Xy = 0 y para
cadan>1sea X, =& +---+&,. Paracada k =1,2,... defina

Ny =méx{n>1:X, <k}

Si el conjunto indicado es vacio, entonces el méximo se define como
cero. La variable N;, cuenta el ntimero de renovaciones efectuadas has-
ta el tiempo k. Sea A, = k — Xy, , es decir, Ay, es la edad del articulo
que se encuentra en operacion al tiempo k, o bien, el tiempo transcu-
rrido desde la 1ltima renovacién. La notaciéon A proviene del término
en inglés Age. Demuestre que el proceso {Ay : k = 1} es una cadena
de Markov con espacio de estados {0,1,...}, y con probabilidades de
transicion

P(X =i+1) P

pbio = ma Pii+1 = P(

S| o
VWV

i+2)
i+1)
Considere la cadena de inventarios en donde &, tiene distribucién uni-

forme en el conjunto {0,1,2,3}, con s = 1 y S = 4. Encuentre la
matriz de probabilidades de transiciéon de esta cadena.

Sea {X,, : n = 0} la cadena de Markov de dos estados. Demuestre
que el proceso Y,, = (X,,_1, X;,) es una cadena de Markov. Determine
el espacio de estados de este nuevo proceso y encuentre la matriz de
probabilidades de transicion. Generalice este resultado para cualquier
cadena con espacio de estados {0,1,...}.
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45.

46.

47.

48.

49.

Se colocan N bolas negras en una primera urna, y N bolas blancas en
una segunda urna. Se selecciona al azar una bola de cada urna y se
intercambian. Este ensayo se repite varias veces. Sea X, el nimero de
bolas blancas en la primera urna después del n-ésimo ensayo. Justi-
fique que {X,, : n > 1} es una cadena de Markov y encuentre la matriz
de probabilidades de transicion.

Sea &y,&1,... una sucesion de variables independientes con idéntica
distribucién Ber(p). Determine si el proceso {X,, : n > 1} definido
a continuaciéon es una cadena de Markov. En caso afirmativo deter-
mine el espacio de estados y encuentre la matriz de probabilidades de
transicion.

a) Xn = gn + én—l-
b) X, = X, 1 + &,
c) Xp=Xp1+&, (mod. 2).

Sea £1,&,... una sucesién infinita de variables independientes con
valores en el conjunto {0,1,2,3,4} y con idéntica distribucién dada
por {po, p1,p2, P3,p4}. Determine si el proceso {X,, : n > 1} definido a
continuacion es una cadena de Markov. En caso afirmativo encuentre
el espacio de estados y la matriz de probabilidades de transicion.

Xo = 0,
Xpni1 = Xy +&p1 (méd. 5), paran > 0.

Modificacion de la cadena de Ehrenfest. Considere el esquema de dos
urnas como en la cadena de Ehrenfest con un total de IV bolas. Supon-
ga ahora que un ensayo consiste en que cada una de las bolas se cambia
de urna con una distribucién de probabilidad especificada p1,...,pnN,
sin importar la posicién de las bolas. Sea X, el nimero de bolas en
una de las urnas después del n-ésimo ensayo. ;Es esta una cadena de
Markov? En caso afirmativo encuentre la matriz de probabilidades de
transicion.

Sea {X, : n = 0} una cadena de Markov con espacio de estados E.
Defina el proceso {Y;, : n = 0} de la siguiente forma: Y,, = (X,,, Xp41)-
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50.

ol.

92.

93.

o4.

Determine el espacio de estados del proceso {Y,, : n > 0}, demuestre
que es una cadena de Markov y encuentre sus probabilidades de tran-
sicién en términos de las probabilidades de transicién de {X,, : n > 0}.

Comunicacién

Demuestre que la comunicacion entre los estados de una cadena de
Markov es una relaciéon de equivalencia.

Dibuje un diagrama de transicién e identifique las clases de comuni-
cacién para las siguientes cadenas de Markov.

0 02 0 08
04 06 0 O
0o 0 1 0
0 0 03 07

03 0 0.7
a) P=| 04 06 0 b) P=
05 0 0.5

;,Cudl es el nimero maximo y minimo de clases de comunicacién que
puede existir para una cadena de Markov de n estados? Dibuje un
diagrama de transicién ilustrando cada una de estas dos situaciones.

Dibuje el diagrama de transicién de una cadena de Markov que sea:

a) finita e irreducible.
b) finita y reducible.
¢) infinita e irreducible.

d) infinita y reducible.

Dibuje un diagrama de transicién y encuentre las clases de comuni-
cacién para cada una de las siguientes cadenas de Markov.

12 1/2 0 PO
a) P= 162 8 1{2 b)) P= 12 12 0 0
1/3 1/3 1/3 0
0 1 0 0
0 0 0 1
o P=1 4 1 0 o0
1/2 0 1/2 0



3.18. EJERCICIOS

55. Considere una cadena de Markov con n estados. Demuestre que si
1 — j con ¢ # j, entonces es posible pasar de ¢ a j en a lo sumon —1

96.

o7.

98.

pasos.

Periodo

Dibuje un diagrama de transicién, determine las clases de comuni-
cacién y calcule el periodo de cada uno de los estados de las siguientes

cadenas de Markov.

1/2 1/2

a) P=| 1/2 1/2
0 1/2 1/2
/2 0 1/2
0 0

A P=1 15 o 15

b) P =

0
1
0

1/4 1/4 1/4 1/4

Dibuje un diagrama de transicién, determine las clases de comuni-
cacién y calcule el periodo de cada uno de los estados de las siguientes

cadenas de Markov.
1/4 1/4 1/4 1/4

0
a) P= 0
0
0
0
b) P = 0
0

1/2 1/2
0 0
0 1
0 0
0 1
0 0
0 1

0
1

0

0 1
0 0
1/2 1/2
0 0

1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

En la Proposicién 3.4 se ha demostrado que el periodo es una propie-
dad de clase, es decir, dos estados que pertenecen a la misma clase de
comunicacion tienen el mismo periodo. El reciproco de tal afirmacién
es en general falso, es decir, dos estados pueden tener el mismo perio-
do y sin embargo no ser comunicantes. Proporcione un ejemplo de tal

situacién.

1/3 1/3 1/3 0

1/3 1/3 1/3 0
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99

60.

61.

62.

63.

64.

Demuestre que no existe una cadena de Markov irreducible de periodo
cero.

Demuestre que toda cadena de Markov finita tiene por lo menos un
estado de periodo positivo.

Tiempo y probabilidad de primera visita
Demuestre que ¢ — j, si y sélo si, f;; > 0.

Use la identidad (3.2) para demostrar que para cada n > 1, se cumple
la desigualdad p;;(n) < P(7;; < n). Observe que la igualdad se cumple
en particular cuando j es un estado absorbente.

Demuestre las siguientes igualdades.

a) P(r; =1) = pi(1).

b) P(rij =2) = > pir(1) prs(1).
k#j

¢) P(rj =n+1) = > pir(1) P(rij =n), para n>1.
oy

Tiempo medio de absorcion

Se efectia un sucesién de lanzamientos independientes de una moneda
equilibrada con resultados A y S. Encuentre el nimero esperado de
lanzamientos para que aparezca la secuencia particular

a) “ S b X

b) “ SA ” i

c) “SAS”.
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65.

66.
67.

68.

69.

70.

71.
72.

Recurrencia y transitoriedad

Encuentre las clases de comunicacion de la siguiente cadena de Mar-
kov. Encuentre ademaés los periodos, y clasifique cada clase de comu-
nicacién como transitoria o recurrente.

1/2 1/2 0 0 0 0

1/2 12 0 0 0 0

0 0 1/2 1/2 0 0

0 0 1/2 1/2 0 0

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Demuestre que todo estado absorbente es recurrente.

Determine las clases de comunicacién de las siguientes cadenas de
Markov y clasifique éstas como recurrentes o transitorias.

1/2 1/2 0 0

1/2 1/2 0 0 1/2 1/2 0
a) P= 8 ig Jltg DP=1 0 12 12 0

1/4 1/4 1/4 1/4
Dibuje un diagrama de transicién de una cadena de Markov tal que:
a) Todos sus estados sean recurrentes.

b) Todos sus estados sean transitorios.

c) Tenga igual nimero de estados transitorios y recurrentes.

Demuestre que el estado 0 de la cadena de Markov dada por el dia-
grama de transicién de la Figura 3.19(a) es transitorio.

Demuestre que el estado 0 de la cadena de Markov dada por el dia-
grama de transicién de la Figura 3.19(b) es recurrente. Suponga que
0<a<1ly 0<pB < 1. Concluya que todos los estados de esta
cadena son recurrentes.

Demuestre que si ¢ es un estado recurrente e ¢ — j, entonces j — 1.

Demuestre que toda cadena de Markov finita tiene por lo menos una
clase de comunicacién recurrente.
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1/2
— o e lo— @
1/2 \ 1/2 1 ’ \ 1

@ ) @‘5—@0 18

(a) (b)
Figura 3.19

Tiempo medio de recurrencia

73. Considere una sucesién de ensayos independientes Bernoulli con re-
sultados A y B, y con probabilidades P(A) =py P(B) =q=1—p.
Calcule el nimero promedio de ensayos para la primera ocurrencia de
la secuencia “AB”.

Clases cerradas

74. Demuestre que:

a) La unién de dos clases cerradas es una clase cerrada.
b) Toda cadena de Markov tiene por lo menos una clase cerrada.

75. Demuestre que la coleccion de estados € es cerrada si, y sélo si, alguna
de las siguientes condiciones se cumple. Para cualesquiera ¢ € € y

JEeE,
a) pij(n) =0, paracadan > 1.
b) pij(1) =0.
76. Demuestre que:

a) Toda clase de comunicacién recurrente es cerrada.

b) La unién de dos clases de comunicacién recurrentes es una clase
cerrada.
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¢) La unién de todas las clases de comunicacién recurrentes de una
cadena de Markov es una clase cerrada.

77. Proporcione ejemplos que muestren la invalidez de las siguientes afir-
maciones.
a) Si ¢ es una clase cerrada, entonces ¢ es cerrada.
b) Si €1 y %, son dos clases cerradas, entonces 1 N 62 es cerrada.

c) Si €1 y ¢» son dos clases cerradas distintas tales que ) < %,
entonces %5 — % es una clase cerrada.

Propiedad fuerte de Markov

78. Sea {X, : n = 0} una cadena de Markov con probabilidades de transi-
cién estacionarias y sea 7 un tiempo de paro respecto de este proceso.
Suponiendo que T es finito, use el método de induccién para demostrar
que

a) P(Xrin+1 =7| Xerin =1) = P(X1 = j| Xo = 7). Esta propiedad
es la estacionariedad de las probabilidades de transicién en una
version mas general.

b) Se cumple la propiedad fuerte de Markov: La probabilidad
P(XTJrnJrl = ,7 |XO = Zg,--- 7XT+n71 = xnflaXTﬁ'n = Z)
esigual a P(Xrint1 =7 | Xegn =1).

79. Sea {X,, : n > 0} una cadena de Markov con espacio de estados Sy sea
S1 es subconjunto propio no vacio de S. Defina el proceso {Y,, : n > 0}
como el proceso original visto tinicamente cuando toma valores en 5.

a) Demuestre que 79, 71, . . . definidos abajo son tiempos de paro res-
pecto del proceso {X,, : n = 0}.

min {n >0: X, €51},

T, = min{n>71,_1:X,€85}, n=1

70
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b) Suponiendo que P(7, < ©) = 1 para toda n > 0, demuestre que
{Y,, : n > 0} es una cadena de Markov y encuentre su matriz de
probabilidades de transicién. Observe que Y,, = X, paran = 0.

80. Sea {X,, : n > 0} una cadena de Markov y defina el proceso {Y,, :
n = 0} como el proceso original visto inicamente cuando cambia de
estado.

a) Demuestre que 79, 71, . . . definidos abajo son tiempos de paro res-
pecto del proceso {X,, : n = 0}.

T = 07
Tp+1 = min {n>7,: X, # X}, n=0.

Observe que se puede escribir Y, = X, , paran > 0.

b) Suponiendo que P(7, < o) = 1 para toda n > 0, es decir, no hay
estados absorbentes, demuestre que {Y,, : n > 0} es una cadena
de Markov y encuentre su matriz de probabilidades de transicion.

Recurrencia positiva y nula

81. Determine si la cadena de racha de éxitos es recurrente positiva o nula.

82. Sea {X,, : n > 0} una cadena de Markov con espacio de estados
{0,1,2,...} y probabilidades de transicién

poi = a; parat=0,1,2,...
Pii-1 = 1 parai=1,23,...
en donde ag + a1 + --- = 1. Encuentre condiciones suficientes sobre

estas probabilidades para que la cadena sea:

a) Irreducible.
b) Recurrente.
¢) Recurrente positiva.

83. Sea P una matriz doblemente estocédstica. Demuestre directamente
que:
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84.

85.

86.

87.

88.

89.

a) Si P es finita, entonces todos los estados son recurrentes positivos.

b) Si P es infinita e irreducible, entonces todos los estados son tran-
sitorios o recurrentes nulos.

Distribuciones estacionarias

Encuentre todas las distribuciones estacionarias, si existen, para cada
una de las siguientes cadenas de Markov.

/2 1/2 0 0

/2 172 0 0 1/2 1/2 0
a) P= 8 }g %g DP=1 0 12 12 o

1/4 1/4 1/4 1/4

Determine si existe alguna distribucion estacionaria para la siguiente
matriz estocastica. En caso afirmativo encuentre todas las distribu-
ciones estacionarias.

1—p p 0 0

_ 0 0 1—-p p
P= 1-p p 0 O
0 1 0 0

Demuestre que la siguiente cadena de Markov tiene un niimero infinito
de distribuciones estacionarias.

12 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2
12 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2

P:

Demuestre que la cadena del jugador tiene una infinidad de distribu-
ciones estacionarias.

Demuestre que la cadena de variables aleatorias independientes tiene
una unica distribucién estacionaria dada por (7o, 71, ...) = (ag, a1, ..).

Demuestre que toda matriz doblemente estocéastica, aperiédica, finita
e irreducible tiene una tnica distribucion estacionaria dada por la
distribucién uniforme.
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90. Demuestre que si la distribuciéon uniforme es una distribucién esta-
cionaria para una cadena de Markov finita, entonces la correspondien-
te matriz de probabilidades de transicién es doblemente estocastica.

91. Considere una cadena de Markov a tiempo discreto con espacio de
estados finito y tal que para cada estado j los siguientes limites existen
y no dependen del estado 1,

dim pi;(n) = 7.

Demuestre que 7 = {m;} es una distribucién estacionaria.

92. Justifique la existencia y unicidad, y encuentre la distribucién esta-
cionaria para una caminata aleatoria simple no simétrica sobre el con-

junto {0,1,...,n}, en donde los estados 0 y n son reflejantes, es decir:
Poo = ¢, Po1 = D, Pnn = P, Pnn—1 = ¢. Las otras probabilidades de
transicién son: p; ;11 =py pis—1 =qparai=1,2,...,n— 1.

93. Considere una caminata aleatoria {X, : n > 0} sobre el conjunto
{0,1,...,N—1, N} en donde los estados 0 y IV son reflejantes, es decir,
P(Xp1=1|X,=0=1y P(X,s1=N—-1|X,, = N) =1. El resto
de las probabilidades de transicién son P(X,+1 =i+ 1| X, =17) =p
y P(Xp4+1 =1—1|X,, =1i) =¢q, parai = 1,2,...,N — 1. Véase la
Figura 3.20. Calcule el nimero promedio de visitas que la caminata
realiza a cada uno de sus estados.

1 q p 1
I/—NI } I/—NI Ir—\l
0 1 ti—1 ¢ +4+1 -+ N—1N

Figura 3.20

94. Sea P la matriz de probabilidades de transicién de una cadena de Mar-
kov con n estados. Demuestre que 7 es una distribucién estacionaria
para P siy sélo si

(I —-P+A) =aq,
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95.

96.

97.

en donde I es la matriz identidad de n xn, A es una matriz cuadrada de
nxn con el valor 1 en cada una de sus entradas, y a es un vector renglén
de dimensién 1 x n con el valor 1 también en todas sus entradas.
Este resultado permite encontrar la posible distribucién estacionaria
7 invirtiendo la matriz I — P + A, cuando tal operacién es posible.
Como un ejemplo véase el siguiente ejercicio.

Recuerde que una matriz cuadrada de 2 x 2 y su inversa tienen las
siguientes expresiones generales cuando ad — be # 0.

- a b -1 _ 1 d —b
A_<c d) A _ad—bc(—c a)'

Use este resultado y el ejercicio anterior para deducir nuevamente que
la distribucién estacionaria para la cadena de Markov de dos estados,
cuando a + b > 0, es

mom) = (3% o+

Demuestre que si 7 es una distribucién estacionaria para P, entonces
lo es para P™ para cualquier n natural. Por otra parte, si 7 es esta-
cionaria para P™ para algin n > 2, entonces no necesariamente 7 es
estacionaria para P. Considere por ejemplo la matriz estocastica

01
P = .
Entonces P? es la matriz identidad que acepta como distribucién esta-
cionaria a cualquier distribucién de probabilidad m = (7, 71), sin em-

bargo m no es estacionaria para P, a menos que sea la distribucion
uniforme.

Distribuciones limite

Calcule la distribucién limite, cuando existe, de las siguientes cadenas
de Markov.
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98.

99.

100.

101.

O = O
~ O O O
o o= O

1/2

El problema de la lluvia. Una persona se traslada todos los dias de su
casa a la oficina en la manana, y de la oficina a su casa por la tarde.
Esta persona tiene un coche que usa en cualquiera de estos dos viajes
en caso de lluvia, siempre y cuando tenga el coche disponible. No
siempre tiene el coche disponible pues ha decidido dejarlo en la casa
o en la oficina e irse caminando cuando al salir de alguno de estos
lugares no estd lloviendo. La probabilidad de lluvia por la manana o
por la tarde es p > 0, independiente un evento del otro.

a) Demuestre que la proporcién de viajes a largo plazo en los cuales
la persona se moja por la lluvia es p(1 — p)/(2 — p).

b) Demuestre que la respuesta a la pregunta del inciso anterior cuan-
do la persona posee r coches es p(1 —p)/(1 —p + ).

Cadenas regulares

Determine si las siguientes matrices estocasticas son regulares.

0 1 0
by P=| 0 1/2 1/2
1/2 12 0

a) P=

= o O
O O =
O = O

;,Cuéantas potencias de una matriz se necesitan calcular como méaximo
para verificar que es regular?

Sean {X,, : n = 0} y {Y,, : n > 0} dos cadenas de Markov indepen-
dientes y regulares. Demuestre que Z,, = (X,,Y,) es una cadena de
Markov regular y encuentre sus probabilidades de transicion.
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Cadenas reversibles

102. Resolviendo la ecuacién de balance detallado (3.17), demuestre que
la cadena de dos estados es reversible y encuentre nuevamente que,
cuando a + b > 0, la distribucién estacionaria estd dada por

b e
a+b a+b

)

(0, m1) = (
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Capitulo 4

El proceso de Poisson

En el presente y en el siguiente capitulo estudiaremos el modelo de cadena
de Markov a tiempo continuo. Como una introduccién a la teoria general que
se expondrd mas adelante, en este capitulo estudiaremos uno de los ejemplos
mas importantes de este tipo de modelos: el proceso de Poisson. Definiremos
este proceso de varias formas equivalentes y estudiaremos algunas de sus
propiedades, sus generalizaciones y algunas de sus aplicaciones. El proceso
de Poisson es un modelo relevante tanto en las aplicaciones como en la teoria
general de los procesos estocasticos.

4.1. Definicion

Suponga que un mismo evento ocurre
repetidas veces de manera aleatoria a |
lo largo del tiempo, como se muestra 0
en la Figura 4.1. Tal evento puede ser,

por ejemplo, la llegada de una recla-
macién a una compania aseguradora o

la recepciéon de una llamada a un conmutador, la llegada de un cliente
a una ventanilla para solicitar algiin servicio o los momentos en que una
cierta maquinaria requiere reparacion, etcétera. Suponga que las variables
aleatorias 11,75 ... representan los tiempos que transcurren entre una ocu-
rrencia del evento y la siguiente ocurrencia. Suponga que estos tiempos son
independientes uno del otro y que cada uno tiene distribucién exp(\). Se

Figura 4.1

115
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define el proceso de Poisson al tiempo t como el nimero de ocurrencias del
evento que se han observado hasta ese instante ¢. Esta es una definicién con-
structiva de este proceso y la formalizaremos a continuacién. Mas adelante
enunciaremos otras definiciones axiomaéticas equivalentes.

Definicién 4.1 (Primera definicién) Sea T, Ty, ... una sucesion de va-
riables aleatorias independientes cada una con distribucion exp(X\). El pro-
ceso de Poisson de pardmetro A es el proceso a tiempo continuo {X; : t = 0}
definido de la siguiente manera:

Xy =méx{n=>1:Ty+---+T, <t}

Se postula ademas que el proceso inicia en cero y para ello se define max ¢ =
0. En palabras, la variable X; es el entero n maximo tal que 17 +---+ 1T, es
menor o igual a t, y ello equivale a contar el nimero de eventos ocurridos
hasta el tiempo t. A este proceso se le llama proceso de Poisson homogéneo,
tal adjetivo se refiere a que el parametro A no cambia con el tiempo, es
decir, es homogéneo en
el tiempo. Una trayectoria
tipica de este proceso puede
observarse en la Figura 4.2,
la cual es no decreciente,
constante por partes, con-

tinua por la derecha y con
limite por la izquierda. A
los tiempos 17,75, ... se les
llama tiempos de estancia
o tiempos de interarribo,
y corresponden a los tiem-

5 ' } t
0 Wy Ws W3

T T T T

Figura 4.2: El proceso de Poisson
y los tiempos de ocurrencia de eventos.

pos que transcurren entre

un salto del proceso y el siguiente salto. Hemos supuesto que estos tiempos
son independientes y que todos tienen distribucién exp(A). En consecuencia,
la variable W,, = T1 + --- + T), tiene distribucién gama(n, ). Esta varia-
ble representa el tiempo real en el que se observa la ocurrencia del n-ésimo
evento. Observe la igualdad de eventos (X; = n) = (W,, <t), esto equivale
a decir que al tiempo ¢ han ocurrido por lo menos n eventos si, y sélo si, el
n-ésimo evento ocurrié antes de t. Una de las caracteristicas sobresalientes



4.1. DEFINICION 117

de este proceso es que puede encontrarse explicitamente la distribucién de
probabilidad de la variable X; para cualquier valor de ¢ > 0. La respuesta
es la distribucién Poisson, y de alli el proceso adquiere su nombre.

Proposicién 4.1 La variable X; tiene distribucion Poisson(At), es decir,
para cualquier t > 0, y paran =0,1,...

At)"
P(X, =n)=e M %
n!

Demostracion. Como W, tiene distribuciéon gama(n, ), su funcién de
distribucién es, para t > 0,

n—1 k
_ Y (At)
P(W,<t)=1-—c¢ ;OT.

Entonces para cualquier ¢ > 0 y para cadan =0,1,...
P(Xt=n) = P(XtZ’I’L)—P(XtZTL-l-l)
= P(ant)—P(Wn_;_l St)

_at (A?)
e k' .

=

Entonces, dado que X; tiene una distribucién Poisson(At), se tiene que
E(Xy) = A, y Var(X;) = At. Por lo tanto At es el promedio de obser-
vaciones o registros del evento de interés en el intervalo [0,¢]|. Asi, mientras
mayor es la longitud del intervalo de observacién, mayor es el promedio de
observaciones realizadas, y mayor también la incertidumbre del ntimero de
observaciones.

Pérdida de memoria y sus consecuencias
Una de las propiedades que caracterizan de manera tUnica a la distribucion
exponencial dentro del conjunto de distribuciones absolutamente continuas
es que satisface la propiedad de pérdida de memoria, esto es, si T tiene
distribucién exp(\), entonces para cualesquiera tiempos s,t > 0 se cumple
la igualdad

PT>t+s|T>s)=P(T>t).
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En otras palabras, condi- X, Y,
cionada al evento (1" > s),
la variable T — s sigue te-
niendo distribucién exp(A). 2 + 1 —
Esto significa que, para un :

valor de s > 0 fijo, to- 1 Dol ' t
dos los tiempos de interarri- — ‘ ‘ 3
bo a partir de s, incluyendo 5

el primero, siguen teniendo Figura 4.3

distribucién exp(\), y por lo

tanto el proceso de conteo de eventos a partir del tiempo s es un proceso de
Poisson. La situacién se muestra graficamente en la Figura 4.3. Demostra-
remos a continuacién que los incrementos de este proceso son estacionarios
y tienen distribucién Poisson.

Proposicion 4.2 Para cualesquiera tiempos 0 < s <t, y paran =0,1,...

P(X,— X, =n) = P(X;_s =n) = e =) I Gnt)) i (4.1)

n!
Demostracion. Por el teorema de probabilidad total,

o0
P(X; - Xo=n) = Y, P(X; — X, =n| X, = k) P(X, = k).
k=0

Nos concentraremos en analizar la probabilidad condicional indicada. Dado
que al tiempo s el proceso de Poisson se encuentra en el nivel k, por la
propiedad de pérdida de memoria podemos considerar que en ese momento
reinicia el proceso de Poisson, y la probabilidad del evento (X; — X = n)
es igual a la probabilidad del evento (X;_s = n). Por lo tanto,

o0
P(X;—X,=n) = P(X;_s =n) P(X, = k)
k=0

P(Xi_s = n) i P(X, = k)
k=0
= P(Xt,S = Tl)
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Lo que hemos demostrado en la Proposicién 4.2 es que no solamente la va-
riable X; del proceso de Poisson tiene distribucién Poisson(At), sino también
los incrementos X; — X, tienen distribucién Poisson, ahora con parametro
A(t — s), cuando 0 < s < t. De la propiedad de pérdida de memoria pueden
derivarse todas las propiedades del Proceso de Poisson, incluida la propiedad
de Markov, la cual demostraremos a continuacién.

Proposicién 4.3 El proceso de Poisson {X; : t = 0} satisface las siguientes
propiedades.

a) Es un proceso de Markov.
b) Tiene incrementos independientes.
¢) Tiene incrementos estacionarios.

d) Para cualesquiera s,t = 0, y enteros 0 < i < j, las probabilidades de
transicion son

e ()

P =1 X =) = e M Eogn

(4.2)

Demostracion.

a) Considere las probabilidades condicionales

P(th = .Z'n|Xt1 = X1y 7th—1 = .’L’nfl),
y P(th = Tn | th—l = xn71)7

para cualesquiera n tiempos 0 < t; < to < --- < t,, y cualesquiera estados
0 <z <...<x, Enambos casos se establece que al tiempo t,,_1 ha habido
T,_1 ocurrencias del evento de interés. A partir de ese momento inicia un
nuevo proceso de Poisson y para que al tiempo ¢, hayan x, ocurrencias
es necesario que en el intervalo de tiempo (t,-1,t,] hayan ocurrido =, —
T,_1 eventos. Ambas probabilidades coinciden entonces con la probabilidad
P(Xy, — Xi,_, =xp —xp—1) y ello demuestra la propiedad de Markov.

b) Considere cualesquiera n tiempos 0 < ¢t; < ty < --- < t,, y cualesquiera
estados x1,...,z,. Por comodidad llamaremos s,, a la suma z1 + --- + z,,
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para cada n > 1. Por la propiedad de Markov y después por la propiedad
de pérdida de memoria, la probabilidad conjunta

P(Xt1 =x1, Xe, — Xy =22, Xy, — Xy, = Tn)
es igual a

P(Xt1 = Slath = 327"'7th = Sn)
= P(Xy, = s1) P(Xy, = 52| Xyy = 51) - P(Xy,, = 80| Xy, = Sn—1)
= P(th = $1)P(Xt2 —th = :Eg) P(th —th71 = ﬂj‘n)

Las propiedades c¢), y d) son consecuencia inmediata de (4.1). La estaciona-
riedad de los incrementos significa que la distribucién de la variable X; — X,
para 0 < s < t, depende de s y de t Unicamente a través de la diferencia
t — s, lo cual es evidente de (4.1). [

La expresién (4.2) establece de manera clara que las probabilidades de tran-
sicién son estacionarias en el tiempo, es decir, no dependen del pardmetro s,
y se escriben simplemente como p;;(t). Pero también es interesante observar
que (4.2) dice que estas probabilidades son estacionarias en el espacio, es
decir, dependen de los estados ¢ y j unicamente a través de la diferencia
j — 1. En simbolos, para j > i,

pij(t) = po,j—i(t).

Ejemplo 4.1 (Paradoja del autobus) Suponga que la llegada de auto-
buses a una estacion se modela mediante un proceso de Poisson de pardmetro
A, es decir, el tiempo que transcurre entre la llegada de un autobis y el si-
guiente es una variable aleatoria con distribucion exp(\). Suponga que el
tiempo es medido en minutos. La propiedad de pérdida de memoria en este
contexto puede interpretarse de la siguiente forma: una persona ha llega-
do a la estacion y ha esperado s minutos sin que un autobis aparezca. La
probabilidad de que tenga que esperar mds de t minutos adicionales es la
misma que la probabilidad de espera de mds de t minutos para una persona
que jacaba de llegar a la estacion!

Ejemplo 4.2 Sea {X; :t = 0} un proceso de Poisson de parametro \ y sea
S una variable aleatoria continua con soporte el intervalo (0,00) e indepen-
diente del proceso de Poisson. Entonces para cualquier t > 0, el incremento



4.1. DEFINICION 121

Xgsit — Xy tiene distribucion Poisson(At). En efecto, para cualquier entero
k =0, y suponiendo que F(s) es la funcion de distribucion de la variable S,

0
P(XSth—Xt:k) = J P(Xs+t—Xt:]€|S:S)dF(S)
0

J N P(Xopt — Xy = k) dF (s)
0

f Y P(X, = k) dF(s)
0
_ P(X, = k).

En el siguiente ejemplo haremos uso de este pequeno resultado.

Ejemplo 4.3 (La suma de dos procesos de Poisson independientes
es un proceso de Poisson) Sean {X;:t > 0} y {Y; : t = 0} dos procesos
de Poisson independientes de pardmetros A1 y Ao respectivamente. Demos-
traremos que el proceso suma {X; +Y; : t = 0} es un proceso de Poisson
de pardametro A1 + X\o. Denotaremos por 11,15, ... a los tiempos de inter-
arribo del proceso suma. La forma en la que se obtienen estos tiempos se
muestra en la Figura 4.4. Demostraremos que estas variables aleatorias son
independientes con idéntica distribucion exp(A + A2).

—> o o X

Y,

e e SRR X, +Y,
Figura 4.4: Suma de dos procesos de Poisson.

En el siguiente andlisis el término X[,y denotard la diferencia X;— X, para
0 < s < t. Entonces para cualquier valor natural de n y para cualesquiera
tiempos t1, ..., tn, el evento (17 > t1, Ty > to,...,T,, > t,) puede expresarse
como

(X + )] =0 (X +Y)m 7y 445) = 0, oo, (X + V)1, 1y 0] = 0),
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esto es,
(X101 = 0) 0 (Y[o,,] = 0)
ﬂ (X[1y 1y +42] = 0) O (Y[my 1y 445] = 0)

ﬂ (X[Tn_l,Tn_1+tn] = 0) N (}/tTn—lyTn—1+t7L] = 0)

Por la independencia de los procesos, la propiedad de incrementos indepen-
dientes de cada uno de ellos, y el resultado del Ejemplo 4.2, la probabilidad
de este evento es

P(X[O ti1] = O)P }/[07151 = O)

)

1
P(X[T17T1+t2] = 0) P(}/[Tl,Tl‘i‘w] = 0)

P(X[Tn—lyTn—1+tn] = O) P(}/[Tn—lyTn—1+tn] = 0)

Por lo tanto,
P(T1 > tl,TQ > tQ, N ,Tn > tn) = 6_(>\1+)\2)t1 6_(>\1+)\2)t2 e 6_()\1+>\2)t”.

FEsta identidad demuestra que las variables T, Ts, ..., T}, son independientes
con idéntica distribucion exp(A + A2).

Distribuciones asociadas al proceso de Poisson

Ademas de las distribuciones exponencial y gama ya mencionadas, existen
otras distribuciones de probabilidad que surgen al estudiar ciertas carac-
teristicas del proceso de Poisson. Por ejemplo, el siguiente resultado es-
tablece una forma de obtener la distribucién binomial a partir del proceso
de Poisson. Suponga que durante el intervalo de tiempo [0, t] se han obser-
vado n ocurrencias del evento de interés, es decir, el evento (X; = n) ha
ocurrido. La pregunta es, jcuantos de estos eventos ocurrieron en el subinter-
valo [0, s]? Demostraremos a continuacion que esta variable aleatoria tiene
distribucién binomial(n, s/t).

Proposicion 4.4 Sean s y t tiempos tales que 0 < s < t, y sean k y n
enteros tales que 0 < k < n. Entonces

P =KX= = (1) G- S
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Demostracion. Por la definicion de probabilidad condicional,

P(X; =n|X, =k)P(X, = k)

P(X,=k|X; =n) = POX, = 1)

Substituyendo estas probabilidades y simplificando se obtiene el resultado.
[ |

Recordando que la suma de dos procesos de Poisson independientes es nue-
vamente un proceso de Poisson, se puede comprobar facilmente el siguiente
resultado.

Proposicion 4.5 Sean X;(t) y X2(t) dos procesos de Poisson independien-
tes con pardmetros A1 y Ao respectivamente, y sean k y n enteros tales que
0 <k <n. Entonces

P(Xi(t) =k| X1(t) + Xo(t) =n) = (Z) (/\1/:_1/\2)/% (1— >\1>-\|—1)\2)n_k’

Demostracion. Por la hipotesis de independencia entre los procesos,

P(X1(t) = k| X1(t) + Xa(t) =n)

= P(Xy(t) = k, Xu(t) + Xo(t) = n)/P(X1(t) + Xa(t) = n)

= P(X1(t) =k, Xa(t) = )/P(Xl()+X2() n)

= P(X1(t) = k) P( 2() — k)/P(X1(t) + Xa(t) = n).
Substituyendo estas probabilidades se obtiene el resultado. |
Proposicién 4.6 Dado el evento (Xy = n), el vector de tiempos reales
(W1,...,W,) tiene la misma distribucion que el vector de las estadisticas de
orden (Y(l), . ,Y(n)) de una muestra aleatoria Y1,...,Y, de la distribucion

uniforme en el intervalo 0,t], es decir,

n!

fwnwx, (W1, wg [n) = 40 27
0 otro caso.

st0<w <--- <w, <t,
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Demostracion. La férmula general para la funcién de densidad conjunta
de las estadisticas de orden Y(y), ..., ¥(;,) de una muestra aleatoria Y1, ..., Y,
de una distribucién con funcién de densidad f(y) es, para y1 < -+ < yp,

Iy Yoy Wis -5 yn) = 0L f (Y1) -+ f(yn)-

Cuando la funcién de densidad f(y) es la uniforme en el intervalo [0, ¢], esta
funcion de densidad conjunta es la que aparece en el enunciado. Demostrare-
mos que la distribuciéon conjunta de las variables W1, ..., W, condicionada
al evento (X; = n) también tiene esta misma funcién de densidad. Usaremos
nuevamente la identidad de eventos (X; > n) = (W,, < t). Para tiempos
0<w <---<wy <t,lafuncién de densidad conjunta condicional

ley---7Wn|Xt (wl, cee s Why | ’I’L)

se puede obtener a través de las siguientes derivadas

LP(Wl Swi, Wa Swa,..., Wy Swp | Xy =n)
&wl---awn
aTL
= mP(le Zlanz 22,,Xwn >n|Xt=n)
an
=— P(X;— Xy, =0, Xy, —Xp ., =1,...
awlawn ( t n n n—1
vy Xy — Xy =1, Xy, =1)/P(Xy =n)
" “A(twn) g M —wn 1)
= wn Wn—Wn=1) \ (g, — W, 1) - -
5w1---0wne e (w Wp—1)
e AW N (g —py) e Awy /[ e M (M) /! ]
an
=— nl(w, —wp_1) - — T
0w1---0wnn (Wn, — wp—1) -+ (w2 — wy)wy/
=nl/t".

Observe que bajo el signo de derivada, la probabilidad del evento (X, >
1, Xw, = 2,...,Xy, =n,Xy =n), que aparece en la primera igualdad, es
idéntica a la probabilidad de (X; — Xy, =0, Xu, — Xw, , =1,..., Xw, —
X, = 1,X,, = 1), pues si alguna de estas identidades (exceptuando la
primera) fuera distinta de uno, la derivada se anula. Observa ademds para
la ultima igualdad que es preferible llevar a cabo la derivacién en el orden
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indicado, pues de esa forma las expresiones en paréntesis van desapareciendo
sucesivamente. |

La férmula anterior nos provee de un mecanismo para obtener simulaciones
por computadora de las trayectorias del proceso Poisson. El procedimiento
es el siguiente: se fija un valor ¢ y se asigna un valor para A. Se genera un
valor al azar de la variable X; con distribucién Poisson(At). Suponga que
X; = n. A continuacién se generan n valores uq,...,u, de la distribucién
unif(0,¢), y se ordenan estos valores de menor a mayor: ugy < -+ < Ugy).
Estos son los tiempos en donde la trayectoria tiene saltos. De esta forma
pueden obtenerse trayectorias como la que se muestra en la Figura 4.2.

4.2. Definiciones alternativas

La Definicién 4.1 de proceso de Poisson es constructiva pues a partir de los
tiempos de interarribo se construye el proceso de conteo correspondiente.
Existen otras formas equivalentes y un tanto axiomaéticas de definir a este
proceso. Revisaremos y comentaremos a continuacién dos de ellas. Una de
las ventajas de contar con estas definiciones alternativas es que para de-
mostrar que un cierto proceso es de Poisson se puede tomar cualquiera de
las definiciones a conveniencia.

Definicién 4.2 (Segunda definicién) Un proceso de Poisson de pard-
metro X > 0 es un proceso a tiempo continuo {X; : t = 0}, con espacio de
estados {0,1,...}, y que cumple las siguientes propiedades:

a) Xo = 0.
b) Tiene incrementos independientes y estacionarios.

¢) Para cualquier t =0, y cuando h ™\, 0,

i) P(Xiyn —Xe = 1) = Ah+o(h).

it) P(Xion — Xt =2) = o(h).
Esta definicién hace uso de las probabilidades infinitesimales del proceso y
ello tiene algunas ventajas desde el punto de vista de la interpretacién de

lo que sucede en un intervalo infinitesimal de tiempo (t,¢ + h]. El proceso
empieza en cero y por el tercer postulado la probabilidad de que pase al
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estado uno al final de un intervalo de tiempo pequeno [0, k] es Ah + o(h), la
probabilidad de que el proceso no tenga ningin cambio en dicho intervalo
es 1 — Ah +o(h), y finalmente la probabilidad de que el proceso tenga dos o
mads incrementos en tal intervalo es o(h). Es decir, en un intervalo cualquiera
de longitud infinitesimal h s6lo pueden ocurrir dos situaciones: que haya un
incremento o que no lo haya.

Ejemplo 4.4 Demostraremos que la variable X1, — X tiene distribucion
Poisson(At) a partir de los postulados de la Definicion 4.2. Se define py(t) =
P(X; =n) y se considera cualquier h > 0. Denotaremos por py(t,t + h] a
la probabilidad P(Xyyp, — Xy = n). Por la hipdtesis de independencia, para
t >0 y cuando h \, 0,

po(t+h) = po(t)po(t,t+h]
= po(t) (1 — Ak +o(h)).

Haciendo h — 0 se obtiene la ecuacion diferencial

Po(t) = —Apo(t),

cuya solucion es po(t) = ce ™, en donde la constante ¢ es uno por la condi-

cion inicial po(0) = 1. Ahora encontraremos p,(t) para n = 1. Nuevamente
por independencia,

pu(t +h) = pu(t)po(t,t + h] + pn_1(t) p1(t,t + h] + o(h)
= pa(t) (1 = A+ 0(h)) + pa_1(t) (\h + o(R)) + o(h).

Haciendo h — 0 se obtiene

Pu(t) = =Apa(t) + App_1(t),

con condicion inicial p,(0) = 0 para n > 1. Definiendo g,(t) = e p,(t)
la ecuacidn diferencial se transforma en q;L(t) = A@n—1(t), con condiciones
qn(0) = 0 y qo(t) = 1. Esta ecuacion se resuelve iterativamente primero para
q1(t), después para qa2(t), y asi sucesivamente, en general g, (t) = (At)"/n!
Por lo tanto,

pn(t) = ef)‘t()\t)"/n!
Esto significa que Xy tiene distribucion Poisson(At). Debido al postulado de
incrementos estacionarios, la variable X, s— X, tiene la misma distribucion
que X;.
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Definicién 4.3 (Tercera definicién) Un proceso de Poisson de pardmetro
A > 0 es un proceso a tiempo continuo {X; : t = 0} con espacio de estados
{0,1,...}, con trayectorias no decrecientes y que cumple las siguientes pro-
piedades:

a) X() =0.
b) Tiene incrementos independientes.

¢) Xiys — Xs ~ Poisson(At), para cualesquiera s =0, t > 0.

Esta es posiblemente la definicién del proceso de Poisson que con mas fre-
cuencia se puede encontrar en las referencias. A partir de ella inmediata-
mente sabemos que la variable X; tiene distribucién Poisson(At). La inde-
pendencia de los incrementos es explicita, y la estacionariedad de los mis-
mos aparece de manera implicita en el tercer postulado. Para demostrar
la equivalencia con la definicion 4.1, el reto consiste en definir los tiempos
de interarribo y demostrar que éstos son variables aleatorias independientes
con distribucién exponencial(\).

Proposicion 4.7 Las definiciones del proceso de Poisson 4.1, 4.2 y 4.3 son
equivalentes.

Demostracion.  Hemos demostrado que (Def. 4.2) = (Def. 4.3). El
reciproco es inmediato, pues la propiedad de incrementos independientes
y estacionarios aparecen en ambas definiciones, y para cualquier ¢ > 0 y
h >0,

PXyp—Xe21) = 1—P(Xyp, — X =0)
1 — o=
1—(1=Ah+o(h))
= Ah+o(h).
Andlogamente

PXpp—X422) = 1-P(Xyip —Xe=0)— P(Xpyp — Xy = 1)
1—eM_eMAn
1—(1=Xh+o(h)) — (Ah + o(h))
= o(h).
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Estos cédlculos y lo desarrollado antes demuestran que (Def. 4.2) < (Def. 4.3).
También antes hemos demostrado que (Def. 4.1) = (Def. 4.3). Para de-
mostrar (Def. 4.3) = (Def. 4.1) es necesario comprobar que los tiempos
de interarribo 17,75, ... son independientes con distribucién exp(\). Dare-
mos una demostracién no completamente rigurosa de este resultado. Sean
t1,...,tn > 0 tiempos cualesquiera y sean Atq,...,At, las longitudes que
se muestran en la Figura 4.5.

t1 Aty ta Aty tn Aty
>
0
Figura 4.5

La probabilidad de que T} tome un valor en el intervalo Aty, T5 tome un
valor en el intervalo Aty, y asi sucesivamente es

fT1,...,Tn (tl, - ,tn)Atl <ALy,
— (ef)\tl . e*)\Ah )\Atl) (ef)\tz . ef)\Atz )\Atg) . (ef)\tn . e*)\Atn )\Atn)
= A e_Atl . A e_At2 R A e_Atn . Atl PO Atn . e_A(At1+"'+Atn)

Al hacer Atq,...,At, — 0 se obtiene
le,---,Tn (tl, .. ,tn) = )\eiktl - efM2 .- )\eikt".

Esto demuestra que las variables 17, ..., T, son independientes y cada una
de ellas tiene distribucién exp(A). En conjunto esto demuestra que

(Definicién 4.1) < (Definicién 4.3) < (Definicién 4.2).
|

Observe que la pregunta acerca de la existencia de un proceso estocéstico
que cumpla los postulados de las Definiciones 4.2 o 4.3 queda resuelta al
verificar la equivalencia de tales postulados con la definiciéon constructiva
4.1. Presentaremos a continuacién algunas generalizaciones del proceso de
Poisson. Una de tales generalizaciones que estudiaremos con mayor detalle
en un capitulo mas adelante es aquella en la que se considera que las variables
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de interarribo no son necesariamente exponenciales, en tal caso se pierde
la propiedad de Markov del proceso. A este tipo de procesos se les llama
procesos de renovacion.

4.3. Proceso de Poisson no homogéneo

Se considera ahora que el parametro A del proceso de Poisson no es ne-
cesariamente una constante sino una funcién del tiempo. A veces a este
proceso se le llama también proceso de Poisson con parametro dependiente
del tiempo. Este modelo puede ser naturalmente méas adecuado para algunas
situaciones reales aunque deja de cumplir la propiedad de Markov.

Definiciéon 4.4 Un proceso de Poisson no homogéneo es un proceso a tiem-
po continuo {X; : t = 0}, con espacio de estados {0,1,...}, con pardmetro
la funcion positiva y localmente integrable \(t), y que cumple las siguientes
propiedades:

a) X() =0.
b) Los incrementos son independientes.
¢) Para cualquier t =0, y cuando h ™\ 0,

i) P(Xpon — X, = 1) = At) b + o(h).
i) P(Xepn — Xt = 2) = o(h).

Comparando esta definicién con la Definicién 4.2 de proceso de Poisson se
observa mucha similaridad excepto por dos aspectos: en lugar de la constante
A se escribe ahora la funcién A(t), y la hipétesis de incrementos estacionarios
ya no aparece. Ello es consecuencia de que el pardmetro varia con el tiempo,
generalmente de manera decreciente. Es decir, la distribuciéon de probabili-
dad de la variable incremento Xy, s — X, depende de los valores de la funcién
A en el intervalo (s, s + t]. Sin embargo, y en completa analogia con el caso
homogéneo, la variable X; contintia teniendo distribuciéon Poisson, como a
continuacion demostraremos.

Proposicion 4.8 La variable X; en un proceso de Poisson no homogéneo
de pardmetro \(t) tiene distribucion Poisson(A(t)), en donde se define
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es decir, paran =0,1,...

P(Xt _ n) _ e—A(t) [A(t)]n

n!

Demostracion. La prueba es analoga a una de las realizadas en el caso ho-
mogéneo. Se define nuevamente p,(t) = P(X; = n) y se considera cualquier
h > 0. Denotaremos por p,(t,t + h] a la probabilidad P(X;.p — X; = n).
Por la hipétesis de independencia, para ¢t > 0 y cuando h \ 0,

po(t +h) = po(t)po(t,t+h]
= po(t) (1 = A(t)h + o(h)).

Calculando la derivada se obtiene la ecuacién diferencial py(t) = —A(t) po(t),
cuya solucién es py(t) = ce MB_en donde la constante ¢ es uno debido a
la condicién inicial pg(0) = 1. Ahora encontraremos p,(t) para n > 1.
Nuevamente por independencia,

pa(t+h) = pa(t)po(t,t +h] +pn1(t)pi(t,t +h] +o(h)
= pn(t) (1 = A(D)h + o(h)) + pp—1(t) (M)A + o(h)) + o(h).

Entonces p,, (t) = —A(t) pn(t) + A(t) pn_1(t), con condicién inicial p,(0) = 0
para n > 1. Definiendo g, (t) = e*®p,(t) la ecuacién diferencial se trans-
forma en g, (t) = A(t) ¢n_1(t), con condiciones ¢,(0) = 0 y go(t) = 1. Esta
ecuacion se resuelve iterativamente primero para q;(t), después para gs(t), y
asi sucesivamente, en general ¢, (t) = (A(¢))"/n! y de aqui se obtiene py(t).

|

Las trayectorias de un proceso de Poisson no homogéneo son semejantes
a las trayectorias de un proceso de Poisson, es decir, son trayectorias no
decrecientes y con saltos unitarios hacia arriba, pero la frecuencia promedio
con la que aparecen los saltos cambia a lo largo del tiempo. De manera
andloga al caso homogéneo, los incrementos de este proceso también tienen
distribucién Poisson.

Proposicion 4.9 Para el proceso de Poisson no homogéneo, la variable
incremento Xiys — X tiene distribucion Poisson(A(t + s) — A(s)).
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Demostracion. Se escribe Xy = X + (Xy15 — Xs), en donde, por el
axioma de incrementos independientes, en el lado derecho aparece la suma
de dos variables aleatorias independientes. Recordando que la funcién gene-
radora de momentos de la distribucién Poisson(\) es M (r) = exp [A(e" —1)],
al aplicar este resultado a la ecuacion anterior se obtiene

exp [A(t + ) (¢" —1)] = exp[A(s) (¢" = 1)] M, ,—x,(r)-
Por lo tanto, Mx,, —x,(r) = exp[(A(t + s5) — A(s)) (e" — 1)]. [ |

Si la funcién A(t) es constante igual a A, entonces A(t) = M, y se recupera
el proceso de Poisson homogéneo. Cuando A(t) es continua, A(t) es diferen-
ciable y por lo tanto A’(t) = A(t). A la funcién A(t) se le llama funcién de
intensidad y a A(t) se le conoce como funcién de valor medio. A un proceso
de Poisson no homogéneo en donde {A(t) : t > 0} es un proceso estocastico
se le llama proceso de Cox.

El siguiente resultado establece que bajo una transformacién del parametro
tiempo, un proceso de Poisson no homogéneo puede ser llevado a un proceso
de Poisson homogéneo de pardmetro uno. Antes de demostrar este resultado
observemos que como la funcién t — A(t) es positiva, la funcién de intensi-
dad A(t) es continua y no decreciente, y en general no es invertible. Puede
definirse, sin embargo, la inversa por la derecha

AN (t) = inf{u > 0: A(u) =t},

que cumple la identidad A(A~!(¢)) = ¢, y que es una funcién continua y
creciente.

Proposicién 4.10 Sea {X; : t = 0} un proceso de Poisson no homogéneo
de pardametro A\(t), y funcion de intensidad A(t) = SS A(s)ds. Defina la
funcion

A t) =inf {u>0:Au) =t}.

Entonces el proceso {Xy-1(4 1 t = 0} es un proceso de Poisson homogéneo
de pardametro \ = 1.

Demostracion. Usaremos la Definicion 4.3 del proceso de Poisson. El
proceso {X A-l@) it = 0} empieza en cero y tiene incrementos independien-
tes, pues si se consideran cualesquiera tiempos 0 < ¢ < tg < -+ < iy,
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bajo la funcién creciente A~!(t) estos tiempos se transforman en una nueva
colecciéon mondétona de tiempos

0< A Ht) <A l(ty) <--- < A M(ty).
Por lo tanto las siguientes variables son independientes
XAfl(tl), XAfl(tz) - XA—l(tl), “ee ,XA—l(tn) - XA—l(tnil)

Finalmente, para cualesquiera tiempos s,¢ = 0 el incremento Xp-1(;44) —
XA-1(s) tiene distribucién Poisson de pardmetro

AATIt+58) = AN (s) = (t+5) —s =t

[ |
Pueden definirse los tiempos de interarribo 17,715, . . ., y los tiempos de saltos
W1, Ws, ... para un proceso de Poisson no homogéneo de manera analoga

al caso homogéneo. Por hipétesis los incrementos de este proceso son inde-
pendientes, sin embargo, debido a que el pardmetro A(t) es una funcién del
tiempo, los tiempos de interarribo 737,75, ... no son independientes pues,
por ejemplo, Ty depende de A(t) para valores de ¢ mayores a 17. Y por las
mismas razones las distribuciones de estas variables no son idénticas.

4.4. Proceso de Poisson compuesto

Esta es una de las generalizaciones del proceso de Poisson méas conocidas y
de amplia aplicacion. La generalizacién consiste en que ahora los saltos ya
no son necesariamente unitarios.

Definicién 4.5 Sea {N; :t > 0} un proceso de Poisson y sea Y1,Ya,... una
sucesion de variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas
e independientes del proceso Poisson. Sea Yy = 0. El proceso de Poisson
compuesto se define de la siguiente forma:

N
Xy =) Y. (4.3)
n=0
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Observe que la variable X; del proceso de Poisson compuesto es una suma
de variables aleatorias en donde el nimero de sumandos es aleatorio. Tal
tipo de modelos encuentra aplicacién natural en distintos contextos. Por
ejemplo, la variable X; puede interpretarse como el monto total de recla-
maciones recibidas por una compania aseguradora al tiempo t. El pro-
ceso de Poisson determina el nimero de siniestros o reclamaciones efec-
tuadas hasta un momento cualquiera. La variable Y, representa el mon-
to de la n-ésima reclamaciéon y es natural suponer Y,, > 0, para n > 1.
FEn la Figura 4.6 se muestra una
trayectoria de este proceso y en el
siguiente resultado se presentan al-
gunas de sus propiedades basicas.
Este proceso es un ejemplo de pro- 1
ceso de Markov a tiempo continuo — 123

como los que estudiaremos en el si- Y

guiente capitulo. Cuando las varia-
bles Y7,Y5,... toman valores en el
conjunto {1,2,...} se dice que este Figura 4.6

proceso es un proceso de Poisson

generalizado, pues los saltos ya no son necesariamente unitarios. Observe
que si las variables Y7,Y5,... son todas idénticamente uno, el proceso de
Poisson compuesto se reduce al proceso de Poisson.

Xt((.d)

Proposicién 4.11 El proceso de Poisson compuesto (4.3) cumple las si-
guientes propiedades:

1. Tiene incrementos independientes y estacionarios.

2. E(Xy) =AtE(Y).

3. Var(Xy) = A\t E(Y?).

4. Cov(Xy, X5) = A E(Y?) min{s, t}.

5. La funcion generadora de momentos de la variable X; es

My, (u) = E(e"*) = exp [ M (My (u) - 1)].

Estos resultados se obtienen condicionando sobre el valor de N;. En el ejer-
cicio 135 se pide dar los detalles de estas demostraciones.
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4.5. Proceso de Poisson mixto

En esta generalizacién del proceso de Poisson se considera que el parametro
A no es constante sino una variable aleatoria.

Definiciéon 4.6 Sea A una variable aleatoria positiva con funcion de dis-
tribucion F'(X). Se dice que el proceso de conteo {X; :t = 0} es un proceso
de Poisson mixto con variable mezclante A si para cada enteron = 1, y
cada sucesion de enteros no megativos ki,...,kn,, y cualesquiera tiempos
0<a; <by <ag<by <---<ay < by, se cumple la igualdad

P(Xy, — Xo, = k1, Xp, — Xoy = k2, ..., X, — Xa, = kn)

n

_ JOO ﬁ [)\(bz - az)]kl ef)\(bifai) dF()\) (44)
0 =1

k;!

Cuando la variable aleatoria mezclante A es constante e igual a A, el proceso
de Poisson mixto se reduce al proceso de Poisson.

Proposicion 4.12 FEl proceso de Poisson mizto cumple las siguientes pro-
piedades.

1. Tiene incrementos estacionarios.

2. En general los incrementos mo son independientes. Lo son en el caso
del proceso de Poisson.

3. BE(Xy) =tE(A).
4. Var(Xy) = t2 Var(A) + t E(A).
5. Cou( Xy, Xpys — Xy) = st Var(A), s,t=0.

Estas propiedades se obtienen condicionando sobre el valor de la variable
aleatoria A y sus demostraciones se dejan como ejercicio al lector.

Notas y referencias. El estudio del proceso de Poisson generalmente se
incluye en los cursos elementales de procesos estocdsticos. La mayoria de los
textos sobre procesos estocdsticos que aparecen en la bibliografia cuentan
por lo menos con una seccién sobre este tema. Algunos textos especificos que
dedican un capitulo entero para el proceso de Poisson y que el lector puede
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consultar para profundizar en el tema son: Basu [1], Jones y Smith [15], y
Taylor y Karlin [35]. El lector puede encontrar otros resultados generales
sobre el proceso de Poisson en el capitulo sobre procesos de renovacién, en
el caso particular cuando los tiempos de interarribo son exponenciales.

4.6. Ejercicios

Proceso de Poisson

103. Los clientes de una tienda entran al establecimiento de acuerdo a un
proceso de Poisson {X; : ¢ > 0} de parametro A = 4. Calcule:

a) P(X2:1). d) P(X2=4|X1=2).
b) P(Xl =3,Xy = 6) e) P(X2 < 3)
C)P(X1=O|X3=4). f)P(X1>4|X122).

104. Los pasajeros llegan a una parada de autobts de acuerdo a un proceso
de Poisson {X; : t > 0} de pardmetro A\ = 2. Sea 7 el momento
en el que llega el primer autobts. Suponga que 7 es una variable
aleatoria con distribucién unif(0,1) e independiente del proceso de
Poisson. Calcule:

a) B(X, |7 =t). ) B(X2 |7 =t).
b) E(X,). d) Var(X;).

105. Sea {X; : t = 0} un proceso de Poisson de pardmetro A = 2. Sea W),
el instante en el que ocurre el n-ésimo evento. Calcule:

a) E(X5) d) E(W7|X2 = 3)
b) E(X5 |X2 = 1). e) E(W7 | W5 = 4).
¢) BE(Wa). £) E(Wr).

106. Simulacion de la distribucion exponencial. Demuestre que si X es
una variable aleatoria con distribucién unif(0, 1), entonces la variable
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107.

108.

109.

110.

aleatoria Y = —(1/A)In(1 — X) tiene distribucién exp(\). Este resul-
tado puede ser usado para generar valores de la distribucién exp(\) a
partir de valores de la distribucién unif(0, 1).

Simulacion de la distribucion Poisson. Sea T1,T5, ... una sucesién de
variables aleatorias independientes con idéntica distribucién exp(\).
Defina la variable aleatoria N de la siguiente forma:

N[0 s>
ko osi iAo+ T <1<Th+ -+ Thyn.

Demuestre que N tiene distribucién Poisson(\). Este resultado puede
ser usado para obtener valores de la distribucién Poisson.

Sean T1,...,T, variables aleatorias independientes cada una con dis-
tribucién exp(A). Demuestre que la suma W,, = Ty + --- + T, tiene
distribucién gama(n, \) y que la correspondiente funcién de distribu-
cién puede escribirse de la siguiente forma: para cada t > 0,

0 k

PW,<t)= > e (A]:!) .
k=n

Sea {X; : t = 0} un proceso de Poisson de parametro A\ = 1, e indepen-

diente de una variable aleatoria 6 con distribucién exp(\) con A = 1.

Defina el proceso Y; = Xg;. Demuestre los siguientes dos resultados y
concluya que las variables Y; y Y, — Y; no son independientes.

1 t
0 PYi=n) =5 (7

1
b) P(Y; =n,Y4ys =n+m) = (n-;m) tnsm(1+t+s)n+m+1_

)", paran=0,1,...

Sea {X; : t = 0} un proceso de Poisson de parametro A\. Demuestre
los siguientes resultados de manera sucesiva.

a) (W1 > t1, Wy > ty) = (Xy, =0, Xy, — Xy, =06 1).
b) P(Wy > t1, Wa > to) = e M (1 + Aty — t1)) e A2t

) fwyw(ti,ta) = AN2e M2, para 0 <ty < ta.
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111.

112.

113.

114.

115.

d) fw, (t1) = Xe M1,
e) fW2 (tQ) = \2 t1 e M,

f) Las variables T} = Wy y To = Wy — W7 son independientes.

Sea {X; : t = 0} proceso de Poisson de pardmetro A. Sean s y ¢ dos
tiempos tales que 0 < s < t. Demuestre que:

a) P(Xs =0,X; =1) = A\t — s)e™.
b) P(X, = X;) = e Mt=9),
Para un proceso de Poisson {X; : t > 0} de pardmetro A demuestre

que
Cov(X¢, Xs) = Amin{s, t}.

Las funciones seno y coseno hiperbdlico se definen de la siguiente for-
ma;

senh(z) = (e"—e7%)/2,
y cosh(z) = (e +e7%)/2.

Para un proceso de Poisson {X; : t > 0} de parametro A demuestre
que:

a) P(“X; sea impar”) = e *senh(\t).
b) P(“X; sea par”) = e~ cosh(\t).

Sea {X; : t = 0} un proceso de Poisson de pardmetro A, y sea s > 0
un tiempo fijo. Demuestre que el proceso {Y; = Xi15 — X5 : t = 0}
también es un proceso de Poisson de parametro A. En la Figura 4.3
en la pagina 118 se ilustra graficamente la definicién de este nuevo
proceso.

Sea {X; : ¢ > 0} un proceso de Poisson de parametro \. Demuestre
que:
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116.

117.

118.

119.

120.

Ae 2 6 0 < wy < wa,

a) fW1,W2(w1’w2) = { 0 otro caso
1/’[02 si w € (O,U)g),

0 otro caso.

b) fuy wy (w1 [we) = {

e AMw2—w1) i, € (wy, 00),

) fwy w (w2 |wr) = {

0 otro caso.

Sea {X; : t = 0} un proceso de Poisson de parametro \. Sea 1" una
variable aleatoria con distribucién exp(f) e independiente del proceso
de Poisson. Encuentre la funcién de densidad de la variable Xr.

Sea {X; : t = 0} un proceso de Poisson de pardmetro \. Sean r y n
dos enteros tales que 1 < r < n, y sea t > 0. Suponga que el evento
(Xt = n) ocurre. Encuentre la densidad condicional de W,.

Sean {X1(t) : t = 0} y {Xa(t) : t = 0} dos procesos de Poisson
independientes con parametros \; y Ay respectivamente. Calcule la
probabilidad de que:
a) Xi(t) =1 antes que Xo(t) =
b) Xi(t) = 2 antes que Xs(t)

1.
2.
Suponga que un cierto aparato eléctrico sufre desperfectos a lo largo
del tiempo de acuerdo a un proceso de Poisson de pardmetro A. Supon-
ga que cada vez que el aparato se descompone es enviado a reparacion
y después es puesto en funcionamiento nuevamente. Suponga ademas
que el aparato se reemplaza completamente por uno nuevo cuando el
tiempo que transcurre entre dos descomposturas sucesivas es menor o
igual a una cierta constante a > 0, incluyendo el tiempo antes de la
primera reparacién. Encuentre la funcién de densidad del

a) Tiempo de vida 1til del equipo antes de ser reemplazado.

b) Numero de reparaciones antes de realizar el reemplazo.

Suponga que un cierto circuito recibe impulsos eléctricos de acuerdo a
un proceso de Poisson de parametro \. Suponga ademas que el circuito
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121.

122.

123.

124.

125.

se descompone al recibir el k-ésimo impulso. Encuentre la funcién de
densidad del tiempo de vida del circuito.

Sean {Xt(l) tt =0}, {Xt(n) : t = 0} procesos de Poisson indepen-
dientes, todos de parametro A. Encuentre la distribucion de probabi-
lidad del primer momento en el cual:

a) Ha ocurrido en cada uno de los procesos al menos un evento.

b) Ocurre el primer evento en cualquiera de los procesos.
Sean {Xt(l) ct >0}y {Xt(2) : t = 0} dos procesos de Poisson inde-

pendientes con parametros A1 y Ao, respectivamente. Sea n cualquier
nimero natural, y defina el tiempo aleatorio

T=1’nf{t>0:Xt(1)=n}.

Demuestre que Xg) tiene distribuciéon binomial negativa, es decir,
para k =0,1,...

k n
(2) _ _ n + k —1 Al )\2
P(XT k) < k A+ Ao AL+ Ao '

Sea {X; : t > 0} un proceso de Poisson de pardmetro A, y sea a > 0
una constante. Demuestre que {X4 : ¢ = 0} es un proceso de Poisson
de parametro Aa.

Sea {X; : t = 0} un proceso de Poisson de parametro A. Demuestre
que, condicionado a que el proceso tiene exactamente un salto en el
intervalo [s, s +t], el momento en el que ese salto ocurre se distribuye
de manera uniforme en dicho intervalo.

Suponga que los mensajes llegan a una cierta cuenta de correo elec-
tronico de acuerdo a un proceso de Poisson de parametro A. Cada
mensaje recibido es de tipo “basura” con probabilidad « y “no ba-
sura” con probabilidad 1 — a.

a) Dado que hasta el tiempo t ha llegado n mensajes, encuentre la
distribucién del nimero de mensajes tipo “basura” que hasta ese
momento han llegado.
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126.

127.

128.

129.

b) Suponiendo que se recibe un mensaje tipo “basura” en algin
momento, encuentre la distribucién del niimero total de mensajes
recibidos hasta la llegada del siguiente mensaje tipo “basura”.

c) Encuentre la probabilidad de que al tiempo ¢ hayan llegado mas
mensajes tipo “basura” que “no basura”.

Sean 17,75, ... los tiempos de interarribo de un proceso de Poisson de
pardmetro A, y sea ¢ una constante positiva. Defina N = min{n > 1:
T,, > c}. Calcule E(Wn_1 + ¢).

Suma de procesos de Poisson. Usando la Definicién 4.3, demuestre que
la suma de dos procesos de Poisson independientes es nuevamente un
proceso de Poisson.

Procesos de Poisson marcados. Sean 0 < Wi < Wy < --- los momen-
tos en los que un proceso de Poisson {X; : ¢t > 0} tiene saltos, y sea
Y1,Y5, ... una sucesion de v.a.i.i.d. e independientes del proceso de
Poisson. Al proceso (W7,Y7), (Wa,Y3),... se le llama proceso de Poi-
sson marcado. Considere el caso particular cuando las v.a.s Y tienen
distribucién comun Ber(p) y defina los procesos:

Xy

DY)

k=1

Xy
y Xi(t) = DY
k=1

Xo(t)

Demuestre que los procesos {Xo(t) : ¢ = 0} y {Xi(t) : ¢ = 0} son
procesos de Poisson y que para cada t > 0, las variables X (t) y X1 (t)
son independientes. Nota: se define ZI; = 0 cuando a > b.

Sea {X; : t = 0} un proceso de Poisson de parametro \. Suponga que
cada evento registrado es de tipo 1 con probabilidad «, o de tipo 2
con probabilidad 1 — a. Sea Xt(l) el nimero de eventos del tipo 1 al
tiempo t, y sea Xt(2) lo correspondiente a eventos del tipo 2. Estos son
ejemplos de los asi llamados procesos de Poisson marcados.

a) Demuestre que {Xt(l) :t >0}y {Xt@) : t = 0} son procesos de
Poisson de pardmetros Aa y A(1 — «) respectivamente.
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130.

131.

132.

133.

b) Demuestre que para cada t > 0 las variables aleatorias Xt(l) y
Xt(2) son independientes.

Distribuciones asociadas al proceso de Poisson

Sea to un tiempo positivo fijo y suponga que hasta ese momento se ha
observado un solo evento de un proceso de Poisson, es decir, X;, = 1.
La pregunta es jcudando ocurrié tal evento? Demuestre que, condi-
cionado al evento (X;, = 1), la distribucién del momento en el que se
ha registrado el evento es uniforme en el intervalo [0, ¢o].

Sea {X; : t = 0} un proceso Poisson de tasa A\ y sean dos tiempos
0 < s < t. Defina la variable X, como el numero de eventos del
proceso de Poisson que ocurren en el intervalo (s,¢]. Demuestre que,
condicionada a la ocurrencia del evento (X; = n), la variable X,
tiene distribucién binomial(n, 1 — s/t).

Sea {X; : t = 0} un proceso de Poisson de pardmetro A. Suponga que
para un tiempo fijo t > 0 se observa el evento (X; = n), con n > 1.

a) Demuestre que la funcién de densidad del momento en el que
ocurre el k-ésimo evento (1 < k < n), condicionada al evento
(X = n), es la siguiente: para s € (0, ),

w1 x:(s|n) = (:)% (;)kfl (1 - ;)n,k

b) Demuestre que la funcién de densidad condicional del cociente
Wi /t, dado el evento (X; = n), es la densidad beta(k,n — k +1).

c) Encuentre nuevamente la funcién de densidad gama(k, ) de la
variable W} efectuando la siguiente suma

Z Jwi1x.(s[n) P(Xy = n).
n=k

Sea {X; : t = 0} un proceso de Poisson de pardametro A, y sean si, so
y t tiempos tales que 0 < s1 < sy < t. Demuestre que, condicionada
al evento (X; = n), la variable X, — X, tiene distribucién bin(n, p)
con p = (s2 — s1)/t.
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134.

135.

136.

137.

138.

139.

Proceso de Poisson no homogéneo

Sea {X; : t = 0} un proceso Poisson no homogéneo de intensidad
A(t), sean 11,75, ... los tiempos de interarribo, y sean Wi, Ws, ... los
tiempos reales de ocurrencia. Demuestre que para cualquier ¢t > 0,

a) fr,(t) = e 2MON(@).
b) frm (tls) = e_A(t+S)+A(S))\(t + s).

¢) fr(t) = JO " eAs) At + 5) A(s) ds.

n—1
D fin(t) =0 BOL .
e) FTk\Wk71(t|3) =1 — e~ AEFs)TA(s),

f) Fr.(t) =1~ f " A M)

. -2 A(s)ds, k= 2.

Proceso de Poisson compuesto

Demuestre las propiedades del proceso Poisson compuesto que apare-
cen en la Proposicion 4.11.

Suponga que las variables Y7,Y5,... en un proceso de Poisson com-
puesto tienen distribucién comin Ber(p). Demuestre que el proceso se
reduce al proceso de Poisson de parametro Ap.

Suponga que los sumandos de un proceso de Poisson compuesto { X :
t > 0} de pardmetro A tienen distribucién exp(u). Encuentre la dis-
tribucion de la variable X;.

Sea {X; : t = 0} un proceso de Poisson compuesto de pardmetro .
Suponga que cada uno de los sumandos de este proceso es constante
igual a k € IN. Encuentre la distribucion de X;.

Suponga que los usuarios de cuentas de correo electrénico solicitan
acceso al servidor de acuerdo a un proceso de Poisson homogéneo de
parametro A. Suponga ademads que cada usuario se mantiene conectado
al servidor un tiempo aleatorio con funcién de distribucién F'(x), e
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140.

141.

independiente uno del otro. Sea C el niimero de usuarios conectados
al servidor tiempo al £, y defina la funcién

at) = J (1 - F(x))dx.

0

Demuestre que para k = 0,

Proceso de Poisson mixto

Demuestre las propiedades del proceso de poisson mixto que aparecen
en la Proposicién 4.12.

Para un proceso de Poisson mixto {X; : ¢ > 0} con variable mezclante
A, demuestre que para 0 < s < t,

Cov(Xs, X¢) = st E(A) +t Var(A).
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Capitulo 5

Cadenas de Markov
a tiempo continuo

Vamos a estudiar ahora cadenas de Markov en donde el tiempo es continuo
y las variables toman valores enteros. Consideremos un proceso a tiempo
continuo {X; : t = 0} que

inicia en un estado ¢; al

tiempo cero. El proceso

permanece en ese estado Xi(w)

un tiempo aleatorio 75, y 14

después salta a un nue- is

vo estado i distinto del i

anterior. Kl sistema per-
manece ahora en el esta-
do iy un tiempo aleatorio ' ' '
T;, al cabo del cual brin-
ca a otro estado i3 distin-
to del inmediato anterior,
y asi sucesivamente. Esta
sucesion de saltos se mues-
tra graficamente en la Figura 5.1. Los tiempos aleatorios T son los tiempos
en los que el proceso permanece constante en alguno de sus estados, y se
llaman tiempos de estancia (passage times). Los momentos en donde el pro-
ceso tiene saltos son los tiempos W,, = T}, +---+1;, , paran > 1. El proceso

Figura 5.1

145
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puede entonces escribirse en la forma siguiente:

i1 st 0<t< Wi,
19 Si W1<t<W2,

X = i3 si Wo <t < Wsg,

A un proceso de estas caracteristicas se llama proceso de saltos, y parece ser
una buena versién continua de las cadenas de Markov a tiempo discreto. Sin
embargo, puede comprobarse que el proceso asi especificado puede no estar
definido para todo tiempo t = 0, y tampoco hay garantia de que se cumpla la
propiedad de Markov. Explicaremos a continuacién algunas condiciones que
impondremos a los procesos de saltos particulares que estudiaremos en este
capitulo. Puede suceder que los tiempos de estancia T sean cada vez mas
pequenos de tal forma que lim,_, W, < o0, es decir, existe la posibilidad
de que el proceso efectiie un nimero infinito de saltos durante un intervalo
de tiempo acotado. En tal situacién el proceso no estaria bien definido para
todo tiempo ¢ = 0, y se dice entonces que el proceso explota en un tiempo
finito. Para evitar tal comportamiento supondremos que

lim W, = c.s.

n—00
y por lo tanto, para cada t > 0, el valor de X; es finito, c.s. Por otro lado, sin
pérdida de generalidad supondremos que el espacio de estados es el conjunto

S =1{0,1,...}

y que el tiempo de estancia asociado el estado i es la variable aleatoria T;,
la cual supondremos positiva con funcién de distribucién F;(t). Como en el
caso de cadenas a tiempo discreto, se denotard por p;; a la probabilidad de
que la cadena pase del estado ¢ al estado j al efectuar un salto. Adicional-
mente impondremos la condicién p; = 0, y con ello se imposibilita que la
cadena salte al mismo estado de partida. Las probabilidades de saltos deben
entonces satisfacer las siguientes condiciones:

a) pij = 0.

b) pii = 0.
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C) Zpij = 1.
J

En forma de matriz, las probabilidades de saltos constituyen una matriz
estocastica de la siguiente forma:

0 por Po2
Pio 0 pi2
P= 0
D20 P21
Supondremos ademas que los tiempos de estancia 7;,,T;,, ... son indepen-

dientes entre si, y también son independientes del mecanismo mediante el
cual se escoge el estado j al cual la cadena salta después de estar en cual-
quier otro estado 7. Mas aiin, supondremos que cada variable T; es finita
con probabilidad uno, o bien, es infinita con probabilidad uno. En el primer
caso se dice que el estado i es no absorbente, y en el segundo caso que es
absorbente. El hecho de que T; = oo se interpreta en el sentido de que el
proceso deja de saltar y permanece en el estado i el resto del tiempo, es
decir, el estado i es absorbente. Estamos entonces suponiendo que sdlo hay
dos tipos de estados: absorbentes o no absorbentes. En otras palabras, con
probabilidad uno el tiempo de estancia es finito o con probabilidad uno es
infinito. Por otra parte, un resultado no trivial establece que

Un proceso de las caracteristicas arriba especificadas satisface la
propiedad de Markov si, y sélo si, los tiempos de estancia en los
estados no absorbentes tienen distribucién exponencial.

Este es un resultado importante cuya demostracién omitiremos y que sim-
plifica drasticamente el modelo general planteado. Como deseamos estudiar
procesos de saltos que cumplan la propiedad de Markov, pues tal propiedad
ayuda a calcular probabilidades con cierta facilidad, tendremos que supo-
ner entonces que el tiempo de estancia en un estado no absorbente 4 tiene
distribucion exp();), con A; > 0, es decir,

Fi(t) =1—e ' parat>0.

Observe que puede considerarse que A; = 0 en el caso cuando T; = oo.
Usando la misma notacion que en el caso de tiempos discretos, recordemos
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que el término p(x¢) significa P(X; = x4). La propiedad de Markov que
consideraremos tiene la siguiente forma: para cualesquiera tiempos 0 < t1 <
to <o+ < ty,

p($tn | Ltyyee- 7xtn71) = p(':Utn | ':Utnfl)'

Observe que no estamos suponiendo que se conoce la historia del proceso en
todo el pasado a tiempo continuo, sino unicamente en una coleccién arbi-
traria pero finita de tiempos pasados tq,...,t,_ 1. Supondremos nuevamente
que estas probabilidades de transicién son estacionarias en el tiempo, esto
significa que para cada s = 0y t > 0, la probabilidad P(X; s = j | Xs = 9)
es idéntica a P(X; = j| Xo = i), es decir, no hay dependencia del valor de s.
Esta probabilidad se escribe de manera breve mediante la expresién p;;(t),
para i y j enteros no negativos. Es decir,

pij(t) :P(Xt+s:j|Xs:i):P(Xt=j|X0=i).

En particular para t = 0 se define nuevamente p;;(0) como la funcién delta
de Kronecker, es decir,

1 sii=j
ii(0) = 0;5 = L
Pij (0) = 9 {0 sii# 7.
Haciendo variar los indices 7 y j en el espacio de estados se obtiene la matriz
de probabilidades de transicién al tiempo ¢, que denotaremos por P; y en
ocasiones se escribe también como P(t):

poo(t)  por(t)
P = (pij(t)) = plO(t) pll(t

~—

Puede demostrarse que cuando el espacio de estados es finito, esta matriz
es siempre estocéstica, es decir, los elementos de cada rengléon suman uno.
Sin embargo, existen ejemplos en el caso de espacios de estados infinito en
donde no se cumple tal propiedad, es decir, en general, Zj pij(t) < 1. Esta
es una diferencia inesperada respecto del modelo a tiempo discreto.

Definicion 5.1 A un proceso de saltos con las caracteristicas y postulados
arriba senalados se le llama cadena de Markov a tiempo continuo.
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Observe que en un proceso de Markov a tiempo continuo las probabilidades
de saltos p;; y las probabilidades de transicion p;;(t) representan aspectos
distintos del proceso. Las primeras son probabilidades de cambio al estado
7 cuando el proceso se encuentra en el estado ¢ y tiene un salto, mientras
que las segundas son probabilidades de encontrar al proceso en el estado j,
partiendo de i, al término de un intervalo de tiempo de longitud ¢. Observe
ademas que un proceso de Markov a tiempo continuo queda completamente
especificado por los siguientes tres elementos: una distribucién de proba-
bilidad inicial en el espacio de estados, el conjunto de los pardmetros no
negativos JA;, y las probabilidades de saltos p;;. En las siguientes secciones
estudiaremos algunas propiedades generales de los procesos arriba descritos
y revisaremos también algunos modelos particulares.

Ejemplo 5.1 (Proceso de Poisson) El proceso de Poisson es una cadena
de Markov a tiempo continuo que empieza en cero, es decir, la distribucion
de probabilidad inicial tiene el valor uno en el estado cero, los tiempos de
estancia son exponenciales de parametro A y las probabilidades de saltos de
un estado a otro son

1 s j=it,
Pi=NV0 si j#i+l.

Xt(W)

exp(A)
Figura 5.2

Ejemplo 5.2 (Cadena de primera ocurrencia) Sea {X; : t > 0} una
cadena de Markov a tiempo continuo con espacio de estados {0,1}. Suponga
que Xo = 0 y que el proceso cambia al estado 1 después de un tiempo
aleatorio con distribucion exp(\), y permanece alli el resto del tiempo. Una
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posible trayectoria de este proceso se muestra en la Figura 5.2. Este proceso
modela la situacion de espera exponencial para la primera ocurrencia de un
evento de interés. Las probabilidades de transicion son

_ (ool por() Y _ (e N 1
o= m6) - ().

Xt (LU)
exp(p) \ exp(p)

exp()) exp())
Figura 5.3

Ejemplo 5.3 (Cadena de dos estados) Considere el proceso {X; : t = 0}
con espacio de estados {0,1} y definido por la siguiente dindmica: cuando
el proceso entra al estado 0 permanece en él un tiempo exp(N), y luego va al
estado 1, entonces permanece en el estado 1 un tiempo exp(p) y después re-
gresa a 0, y asi sucesivamente. Se postula ademds que los tiempos de estancia
en cada estado son variables aleatorias independientes. Una trayectoria de
este proceso se muestra en la Figura 5.53. Para este proceso pueden encon-
trarse explicitamente las probabilidades de transicion p;;(t). Mds adelante
demostraremos que para cualquier t = 0,

H A —(A )t
t) = —+—e¢ Rt
En consecuencia, por complemento o simetria,
A A
P01( ) Xt Atp
A B
t) = —+ ——e¢ ( +“)t,
po(t) = L F Ot

ANtp A+p
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En notacién matricial,
(poo(t) po1(t) ) _ 1 (M >\>+ 1 ( A _)‘>e()\+u)t
pio(t) pu(t) Ap \ A Ap\ —p p '
5.1. Probabilidades de transicion

Hemos mencionado antes que para una cadena de Markov a tiempo continuo
las probabilidades de transicién son los nimeros p;;(t) = P(X; = j | Xo = ).
El problema que uno puede plantearse es encontrar una expresién para las
probabilidades de transicién p;;(t) para cada par de estados i y j, y para cada
tiempo t > 0. Este es un problema demasiado general y sélo en algunos pocos
casos es posible encontrar explicitamente tales probabilidades. El siguiente
resultado, sin embargo, nos permitira obtener algunas conclusiones generales
acerca de estas funciones.

Proposicion 5.1 Sean i y j dos estados. Para cualquier t = 0,
¢
pij(t) = 0ij e Nt )\ et J s ( Z Dik Pij(s) ) ds. (5.1)
0 k#i

Demostracion. Siies un estado absorbente, es decir, si A; = 0, entonces
la férmula de la proposicién se reduce a p;j(t) = d;5, lo cual es evidente. Si,
en cambio, ¢ no es un estado absorbente, entonces

pij(t) = P(Xt=]|X0=Z)
= PXy=4T; >t|Xg=1)+P(Xy =35,T; <t|Xo=1)

t
= §jje Nt +J Ixom | xo(d,u i) du
0
t
= 51) ei)\it + J 2 th,Xu,Ti | Xo (J7 k) U | Z) du7
0 ki
en donde por la propiedad de Markov y la independencia,
Ixoxom xoUsksuli) = fx,|x01,x0(0 | K u,1)

fxu 1T x0 (B T, 9) fry) x, (w]9)

= prj(t —u)pix e~ M,
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Por lo tanto,
A ‘ A
pij(t) = dije " + J Aie " ( Z Pik Prj(t — u) ) du.
0 k#i

Haciendo el cambio de variable s(u) = ¢ — u en la integral se obtiene el
resultado. |

Las probabilidades de transicion satisfacen también una version continua de
la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, que en este caso se conoce como la
propiedad de semigrupo.

Proposicién 5.2 (Ecuacién de Chapman-Kolmogorov) Para cualquier
par de estados i y j, y para todot =0 y s = 0,

pij(t +s) = Z Pik(t) prj(s).
k

En notacion matricial, P,y s = P; Ps.
Demostracion. Por la propiedad de Markov,

pij(t +5) = P(Xtps=j|Xo=1)
= ) P(Xtys = 5, X = k| Xo = i)
k

= EP(Xt+s=j|Xt:k)P(Xt:k|X0:i)
k
= > piklt) prj (s).
k
|

Por lo tanto, la coleccién {P; : t > 0} constituye un semigrupo de matrices,
esto quiere decir que cumple las siguientes propiedades:

a) Py =1, en donde I es la matriz identidad.

b) P,+s = P, P,, para cualesquiera t,s > 0.

Por otro lado, observemos que la ecuacion de Chapman-Kolmogorov es muy
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interesante pues permite expresar a las probabilidades de transicién p;;(t),
para cualquier tiempo t > 0, en términos de probabilidades infinitesimales,
es decir, probabilidades de transicién en intervalos de tiempo de longitud
muy pequeinia. Por ejemplo, para cualquier n natural se puede escribir

piit) = D, Pika (/1) Pry ko (t/0) - Pr,_y 5 (t/7).

k17~~~7kn—1

Esto quiere decir que es suficiente conocer el comportamiento de p;;(t) en
tiempos t pequenos para conocer su comportamiento para cualquier ¢t > 0.
Especificaremos con detalle este resultado mas adelante.

5.2. El generador infinitesimal

De la férmula general (5.1) es inmediato observar que las probabilidades de
transicién p;;(t) de una cadena de Markov a tiempo continuo son funciones
continuas en ¢, y en particular el integrando en (5.1) es una funcién continua.
Esto implica que la integral es diferenciable y por lo tanto la funcién ¢ —
pi;(t) también es diferenciable, con derivada como se indica a continuacién.

Proposicion 5.3 Para cualquier par de estados i y j, y para cualquier
t>0,

pii(t) = =Xipii(t) + N ). pir prs (1) (5.2)
i

Demostracion. Derivando directamente la identidad (5.1) se obtiene la
expresién anunciada. [ |

La ecuacién (5.2) constituye todo un sistema de ecuaciones diferenciales
para las probabilidades de transicién p;;(t), en donde, como se indica en la
férmula, la derivada p;j (t) puede depender de todas las probabilidades de
transicién de la forma py;(t) para k # i. Observe que la derivada pj;(t) es
una funcién continua del tiempo. Tomando ahora el limite cuando ¢t — 0, se
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tiene que
Pii(0) = —Nidij + N\ Z Dik Ok;j
k#i
= —Xidij + Aipij
_ -\ sii=yj,
A Dij sii# .
Definicién 5.2 A las cantidades p;j (0) se les denota por g;;, y se les conoce
con el nombre de pardametros infinitesimales del proceso. Es decir, estos

pardmetros son
_)\i S4 1 Zj
i = 0 5.3
i { Nipij 00 # J. (5:3)
Haciendo variar los indices i y j, estos nuevos pardametros conforman una
matriz G llamada el generador infinitesimal del proceso de Markov, es decir,

—Ao  AoPor  Aopo2
AP0 —A1 Aipr2

G=| dapao dopar =X

(5.4)

Esta matriz determina de manera unica el comportamiento de la cadena
de Markov a tiempo continuo, y es el concepto equivalente a la matriz de
probabilidades de transicién en un paso para cadenas a tiempo discreto. Se
trata de una matriz con las siguientes propiedades:

a) gijZO, sit# J.
b) gi; < 0.

C) Z Gij =0.
J

La demostracién de estas afirmaciones se sigue de la ecuacién (5.3), en
particular la ultima propiedad se obtiene a partir del hecho de que p; = 0
pues,

Dlgi = =i+ D Aipij = =X + Xi(1 = pig) = 0.

J J#i
Observe que la situacién cuando g; = 0 corresponde al caso cuando el estado
i es absorbente, es decir, cuando \; = 0.
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Ejemplo 5.4 FEl generador infinitesimal para el proceso de Poisson de pa-
rametro \ es

A A 0 0
0 —A XA 0
G=1 0 0 —-Xx ) (5.5)

Ejemplo 5.5 FEl generador infinitesimal para la cadena de Markov de dos
estados del Ejemplo 5.3 es
A A
G = . 5.6
() (5.6)

Demostraremos a continuacién que el generador infinitesimal caracteriza de
manera Unica a la cadena de Markov. Asi, a esta misma matriz se le llama
a veces cadena de Markov a tiempo continuo.

Proposicion 5.4 El generador infinitesimal determina de manera unica a
la cadena de Markov a tiempo continuo.

Demostracion. Este resultado es consecuencia de la igualdad (5.3), pues
a partir del generador G' = (g;;) se obtienen los pardmetros iniciales que
definen a la cadena de Markov:

Ai = —Giis

0 sii=j
o= . ) 5.7
Y P { —ij/g9ii sii# j. (5:7)

Un proceso de Markov a tiempo continuo puede ser también definido a
partir del comportamiento de las probabilidades de transicién p;;(t) cuando
t — 0. Tales probabilidades se llaman a veces probabilidades infinitesimales,
y pueden expresarse en términos de los parametros infinitesimales como
establece el siguiente resultado y del cual omitiremos su demostracién.

Proposicion 5.5 Cuando t — 0,

1. pii(t) =1+g;t +0(t).
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2. pij(t) = gijt +o(t), parai#j.

Observe que las dos férmulas de la proposicién anterior corresponden al
desarrollo de la serie de Taylor de la funcién p;;(t) alrededor de cero hasta
el término lineal.

5.3. Ecuaciones de Kolmogorov

Ecuaciones retrospectivas
En términos de los pardmetros infinitesimales, el sistema de ecuaciones dife-
renciales dado por la expresién (5.2) puede escribirse de la siguiente forma:

pi(t) = Z ik Prj (1) (5.8)
2

En términos de matrices esta igualdad se escribe como sigue

P'(t) = G P(t). (5.9)
Explicitamente,
Poo(t) por(t) -+ —Xo  Aopor - poo(t) po1(t)

Po) P - = AMpo =M - pio(t) pu(t)

A este sistema de ecuaciones diferenciales se le conoce como las ecuaciones
retrospectivas de Kolmogorov. Un poco més adelante explicaremos el origen
de este nombre y daremos un mecanismo para recordar la escritura exacta
de este sistema de ecuaciones para una cadena de Markov particular: los
procesos de nacimiento y muerte.

Ejemplo 5.6 (Proceso de Poisson) El sistema de ecuaciones retrospec-
tivas de Kolmogorov para el proceso de Poisson de pardametro A estd dado
por

Pi(t) = —Apilt)
pi(t) —Apij(t) + Apit1,5(t) para i < j.
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Y sabemos que la solucion es

e ()7

G—i) para i < j.

pij(t) =e

Ejemplo 5.7 (Cadena de dos estados) El sistema de ecuaciones retros-
pectivas de Kolmogorov para la cadena de Markov de dos estados definida
en el Ejemplo 5.3 estd dado por

poo(t) = —Apoo(t) + Apio(t),
Po1(t) —Apoi(t) + Api(t),
Pro(t) = —ppio(t) + ppoo(t),
put) = —ppu(t) + ppor(t).

Resolveremos este sistema de ecuaciones y encontraremos las probabilida-
des de transicion para esta cadena. Observe que el primer par de ecuaciones
estdn acopladas, y lo mismo se presenta con el sequndo par de ecuaciones.
Estos dos sistemas de ecuaciones son independientes uno del otro y tienen
la misma forma aunque con pardmetros posiblemente distintos. Es suficiente
entonces resolver uno de estos dos sistemas para también conocer la solu-
cion del otro. Definiendo qoo(t) = e poo(t), y quo(t) = e pio(t), el primer
sistema de ecuaciones se reduce y toma la siguiente forma

dho(t) = NePMlgig(t),
Go(t) = pe N goo(t).

Derivando la primera ecuacion e incorporando la sequnda se obtiene la
ecuacion diferencial

q00(t) + (1t = A) goo () = Argoo(t) = 0,

con condiciones iniciales qoo(0) = 1, y q(o(0) = —A. La ecuacion carac-
teristica asociada a esta ecuacion de segundo orden es r?+(u—\)r—Au = 0,
cuyas raices son vy = A y ro = —p. La solucion general es entonces de la
forma

qoo(t) = c1e™’ + cp e
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Usando las condiciones iniciales se encuentra que ¢1 = p/(A + p) y ca =
A(A+ ). De esta forma se llega a la solucion

H A e~ (At

poo(t)=m+/\+ﬂ

Tomando complemento se encuentra una expresion para po1(t). Por simetria
pueden obtenerse también las probabilidades p1o(t) y p11(t) como aparecen
enunciadas en el Ejemplo 5.3.

Ecuaciones prospectivas

Al sistema de ecuaciones diferenciales dado por la igualdad P'(t) = P(t) G se
le llama sistema de ecuaciones prospectivas de Kolmogorov. La diferencia
entre este sistema y el sistema retrospectivo mencionado antes es que el
orden de los factores en el lado derecho es distinto. Mds explicitamente, el
sistema prospectivo es el siguiente

pi;(t) = 2 Pik(t) gr;- (5.10)
k

En algunos casos los dos sistemas de ecuaciones son equivalentes y su solu-
cién produce las mismas probabilidades de transicién p;;(t). En general, el
sistema, retrospectivo es el que siempre se satisface como lo hemos demostra-
do, y no asi para el sistema prospectivo. En la siguiente seccién estudiaremos
una cadena de Markov a tiempo continuo que es un tanto general y que lleva
el nombre de proceso de nacimiento y muerte. Para esta cadena en particular
y para todas sus simplificaciones también se cumple el sistema prospectivo
de ecuaciones diferenciales de Kolmogorov con algunas hipdtesis adicionales.
A partir de esta cadena explicaremos el origen de los términos prospectivo
y retrospectivo. Antes de ello mostramos el sistema prospectivo para dos
ejemplos de cadenas de Markov.

Ejemplo 5.8 (Proceso de Poisson) FEl sistema de ecuaciones prospec-
tivas de Kolmogorov para el proceso de Poisson de pardmetro A estd dado
por

Pit) = —Apilt)
pi;(t) —Apij(t) + Apij—1(t) para i < j.
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Y sabemos que la solucion es

e ()i .
pij(t):eAtﬁ para i < j.

Ejemplo 5.9 (Cadena de dos estados) El sistema de ecuaciones prospec-
tivas de Kolmogorov para la cadena de Markov de dos estados definida en
el Ejemplo 5.8 estd dado por

Poot) = —Apoo(t) + ppoi(t),
po1(t) = —ppor(t) + Apoo(t),
Pro() = —Apio(t) + ppu(t),
Pi(t) = —ppu(t) + Apio(t).

Puede comprobarse que su solucion es la que se muestra en el Ejemplo 5.3.

5.4. Procesos de nacimiento y muerte

Un proceso de nacimiento y muerte es una cadena de Markov a tiempo
continuo con espacio de estados {0, 1, ...} y con generador infinitesimal dado
por

—Xo Ao 0 0
pr o —(Ar+ ) A1 0o -
G = 0 142 —(A2+p2) Az oo |
en donde Ay, A1, ...y @1, U2, ... son constantes positivas conocidas como las

tasas instantaneas de nacimiento y muerte, respectivamente. De acuerdo a lo
desarrollado antes, a partir de esta matriz podemos concluir que el tiempo
de estancia en cualquier estado i > 0 tiene distribucién exp(\; + p;), en
donde se define g = 0. Las probabilidades de saltos de un estado a otro
son

i L
sij =141,
Ai + i
p,'j = Hi si ] =7 — 1’ (5.11)
Ai + i
0 otro caso.

De este modo, un proceso de nacimiento y muerte permanece en cada uno
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de sus estados un tiempo expo-

nencial, al cabo del cual salta X (w)
una unidad hacia arriba o una
unidad hacia abajo de acuerdo
a las probabilidades arriba indi- 9 1 — -
cadas. Un salto hacia arriba se : : :
interpreta como un nacimiento, 1+ "O —
mientras que un salto hacia aba- ]
jo representa una muerte. Una
posible trayectoria de este pro-
ceso se muestra en la Figura 5.4
con Xy = 0. La variable X,
puede interpretarse como el niimero de individuos en una poblacién al tiem-
po t, en donde pueden presentarse nacimientos y muertes de individuos, uno
a la vez. Como Ag > 0y po = 0, la poblacién puede crecer cuando se en-
cuentre en el estado cero, pero nunca decrecer por abajo de ese nivel.

Otra manera alternativa de definir a los procesos de nacimiento y muerte es
a través de los siguientes postulados:

Figura 5.4

a) Los incrementos son independientes y estacionarios

b) Las probabilidades de transicién son estacionarias, es decir,
Pij(t) = P(Xeps = j| X =1).
Cuando h N\ 0,
¢) pii+1(h) = Aih +o(h), parai>=0.
d) pii—1(h) = pi h +o(h), parai>1.
e) pii(h) =1— (N + i) h+o(h), parai=0.

Como antes, las constantes Ag, A1, ... son parametros no negativos con g es-
trictamente positivo, y corresponden a las tasas de nacimiento, y o, 1, f2, - - -
son las tasas de muerte, con pg = 0. No es una consecuencia que se pueda
obtener de manera inmediata pero con ayuda de estos postulados se puede
demostrar que el tiempo de estancia en cada estado ¢ tiene distribucién ex-
ponencial de parametro \; + p;, v que las probabilidades de saltos estan
dadas por la expresién (5.11).



5.4. PROCESOS DE NACIMIENTO Y MUERTE 161

Ejemplo 5.10 Un proceso de Poisson es una cadena de nacimiento y muer-
te en donde las tasas instantaneas de muerte g, i1, ... son cero, y las tasas
instantdneas de nacimiento Ao, Ai,... son todas ellas iguales a una cons-
tante A > 0. La matriz de pardmetros infinitesimales es entonces de la
forma (5.5).

Ejemplo 5.11 Las ecuaciones prospectivas de Kolmogorov del proceso de
Poisson de pardmetro X para las probabilidades p,(t) := pon(t) son

po(t) = —Apo(t).
p;L(t) Apn—l(t) - Apn(t)7 para n = 17

Usaremos estas ecuaciones para comprobar nuevamente que X tiene dis-
tribucion Poisson(At). Usando la condicion inicial po(0) = 1, la primera
ecuacion tiene solucion po(t) = e~*. Definiendo q,,(t) = e p,(t), la sequn-
da ecuacion se transforma en q,,(t) = Agn—1(t), con condiciones q,(0) = don,
y qo(t) = 1. Esta nueva ecuacion se resuelve iterativamente, primero para
q1(t), después para qa2(t), y asi sucesivamente. En general, g, (t) = (At)"/n!
para n > 0. De aqui se obtiene p,(t) = e~ (A\t)"/n!

Ejemplo 5.12 FEsta es otra derivacion mas de la distribucion Poisson en
el proceso de Poisson, ahora usando las ecuaciones prospectivas de Kol-
mogorov y la funcion generadora de probabilidad. La variable aleatoria X
puede tomar los valores 0,1,... de modo que su funcion generadora de pro-
babilidad es

GXt (u) = E(uXt) = 2 pn(t) un’
n=0

para valores reales de u tales que |u| < 1, y en donde p,(t) = P(X; =
n). Consideraremos a esta funcion también como funcion del tiempo t y
por comodidad en los siguientes cdlculos la llamaremos G(t,u). Derivando
respecto de t, para el mismo radio de convergencia |u| < 1, y usando las
ecuaciones prospectivas de Kolmogorov para el proceso de Poisson se tiene
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que

G'(t,u) = D ph(t)u"
n=0

3 Ot — Apa(B)u”
n=0
= MuG(t,u) — \G(t,u)

= (u—1)AG(t,u),

de donde se obtiene la ecuacion diferencial G' /G = (u — 1)\. Integrando de
0 at y usando la condicion G(0,u) =1 se llega a
o0
)"
G(t,u) _ G(O,U) e(u—l))\t _ e—)\te)\tu _ 2 e—)\t( ') u”.
= n!

Esta es la funcion generadora de probabilidad de la distribucion Poisson(At).
Por la propiedad de unicidad se obtiene que la variable X; tiene distribucion
Poisson(\t).

Derivacion intuitiva de los sistemas de ecuaciones diferenciales
prospectivo y retrospectivo de Kolmogorov
Explicaremos a continuacion los términos prospectivo y retrospectivo de los
sistemas de ecuaciones diferenciales de Kolmogorov para las probabilida-
des de transicién p;;(t) en el caso particular de un proceso de nacimiento
y muerte. Veamos primero el caso restrospectivo. Para cualquier t > 0 y
h > 0 pequenio consideremos el intervalo [0,¢ + h] visto como la siguiente
descomposicion:

[0,t + h] =[0,h] U (h,t + h].

Supongamos que queremos calcular la probabilidad p;;(t + h). El sistema
de ecuaciones que obtendremos se llama retrospectivo porque analiza lo que
ocurre en el intervalo inicial [0,h] de longitud muy pequena h. En este
intervalo, a partir del estado i, inicamente pueden ocurrir tres cosas: que
haya un nacimiento, que haya una muerte o que no nazca ni muera nadie. Por
lo tanto, por la propiedad de incrementos independientes y estacionarios,
cuando h \ 0,

Pij(t + h) = Nhpig1j(t) + pihpi—1(t) + (1 — Ah — pih) pij(t) + o(h).
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O bien,

1 o(h
E(pij (t + h) = pij(t) = Aipit1,;(t) + pi pim1,5(8) — (Ai + ) pij(8) + —(h ),
Tomando el limite cuando h ™\, 0 se obtiene el sistema de ecuaciones dife-

renciales que hemos llamado retrospectivo

po; (1) = Aop1;(t) — Ao poj(t),
Pii(t) = Nipig1j(t) + pipio15(t) — (N + i) pi(t), =1

Asi, esta ecuacién puede leerse, o bien pueden verificarse sus coeficientes y
subindices, a partir de lo que sucede en un intervalo infinitesimal al inicio del
intervalo: hay un nacimiento (factor \;) y entonces el proceso debe transitar
de i + 1 a j, o hay una muerte (factor p;) y entonces el proceso debe pasar
de i — 1 a j, o bien no hay nacimientos ni decesos (factor 1 — \; — p;
pero omitiendo el 1) y entonces la cadena debe pasar de ¢ a j. De esta
manera pueden verificarse los sistemas retrospectivos que hemos mencionado
antes. Para el sistema prospectivo y considerando nuevamente un proceso
de nacimiento y muerte, se considera la descomposicién:

[0,t + k] = [0,£] U (t,t + h].

Ahora el intervalo de longitud infinitesinal h se encuentra en la parte final del
intervalo de tiempo completo. Nuevamente por la propiedad de incrementos
independientes y estacionarios, cuando h \, 0,

pij(t +h) = pij—1() Aj—1h + pij+1(8) pj1h + pij(t) (1 — Ajh — pjh) + o(h).

Reescribiendo esta ecuacion para que en el lado izquierdo aparezca una
prederivada, tomando limite cuando h \, 0 e imponiendo condiciones adi-
cionales para la convergencia de la prederivada se obtiene la ecuacion dife-
rencial prospectiva

Pio(t) = —Xopio(t) + p1 pi (),
pii(t) = Njo1pij—1(t) + w1 pigei(t) — (Aj + pg) pij (t).

La lectura de los coeficientes y subindices es similar a la anterior: la cadena
pasa de i a j — 1 y después hay instantdneamente un nacimiento (factor
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Aj—1), o la cadena transita de ¢ a j 4+ 1 y después hay instantdaneamente una
muerte (factor p;41), o bien la cadena pasa de ¢ a j y no hay nacimientos
ni muertes (factor 1 — \; — u; pero omitiendo el 1).

Proceso de nacimiento puro

Cuando en un proceso de nacimiento y muerte los pardmetros de decesos
1o, 11, ... son todos cero,

se obtiene un proceso de

nacimiento puro. La matriz =X Ao 0 0

de pardmetros infinitesima- G- 0 —A& A 0

les tiene la forma que se B 0 0 —A A
muestra en la Figura 5.5, en : : :

donde, como antes, los pa-

rémetros Ag, A1, ... se cono-

cen como las tasas instanta- Figura 5.5

neas de nacimiento.

En la Figura 5.6 se mues-

tra una trayectoria de este Xi(w)

proceso cuando inicia en el 3 -
estado cero. Por construc-

cién, el tiempo de estancia 2 1
en el estado ¢ tiene dis- 14+ R 3
tribucién exponencial con ]
parametro ;. Las probabi-

lidades de saltos son evi- : ' ' '
dentemente p;; = 1 cuan-

do j = i+ 1, y cero en Figura 5.6

cualquier otro caso. Puede

demostrarse que los incrementos de un proceso de nacimiento puro son
independientes pero no son necesariamente estacionarios. Un proceso de
nacimiento puro puede también definirse mediante las siguientes probabili-
dades infinitesimales: cuando h \ 0,

exp(ro) exp(A1)  exp(hz)  exp(As)

a) P(Xt+h—Xt:1|Xt:k) :)\kh+0(h)
b) P(Xppn —Xe = 0| Xy =k) =1— A h + o(h).

En general no es facil encontrar una férmula para las probabilidades de
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transicién p;;(t), sin embargo cuando el estado inicial es cero se conoce la
siguiente férmula recursiva.

Proposicion 5.6 Para cualquier t = 0 y cualquier entero n = 1, las pro-
babilidades de transicion en un proceso de nacimiento puro satisfacen la

relacion: .

pon(t) = Ap—1 et J et Pon—1(s) ds. (5.12)
0

Demostracién. El sistema de ecuaciones diferenciales prospectivas de
Kolmogorov para este proceso es

Pii(t) = Nj_1pij—1(t) — Njpij(t).
En particular, partiendo de cero,

Poo(t) = —Xopoo(t),
pon(t) = )\nflpO,nfl(t)_)\nPOn(t)y n>17

con las condiciones de frontera ppo(0) = 1 y pon(0) = 0, para n > 1. La
primera ecuacién tiene solucién pgo(t) = e !, mientras que para el caso
n > 1, multiplicando por el factor integrante e’ y resolviendo se obtiene
la férmula enunciada. n

Proceso de muerte puro

De manera andaloga puede definirse un proceso de muerte puro como un
proceso de nacimiento y muerte en donde los pardmetros de nacimiento
Ao, A1, ... son todos cero. El proceso puede iniciar con una poblacién de
tamafio k > 1, y presentar fallecimientos sucesivos hasta una posible extin-
cién completa de la poblacién.

El proceso de Yule

Este es un tipo particular de proceso de nacimiento puro, y para el cual
es posible encontrar explicitamente las probabilidades de transicién. Este
proceso puede definirse a través de los siguientes postulados:

a) El estado inicial es Xo = k > 1.
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b) Si X; = n, entonces cada uno de estos elementos puede dar nacimiento
a un nuevo elemento durante un periodo de longitud infinitesimal h >
0 con probabilidad Ak + o(h), en donde A > 0, es decir,

P(Xt+h—Xt=1|Xt=TL)

(T) Mo+ o(R)][L — AR + o(h)]"
Anh + o(h).

Es decir, las tasas instantaneas de nacimiento son A, = An, que crecen de
manera lineal conforme la poblacion crece. El tiempo de estancia en el estado
n tiene distribucién exp(An), en consecuencia el tiempo medio de estancia
en ese estado es (An)~!, cada vez menor conforme n crece. El sistema de
ecuaciones prospectivas para pg,(t), con n = k, se reduce a

Pre(t) = —Akpr(t),
p;cn(t) = )\(TL - 1)pk,nfl(t) - /\npkn(t)y nz k+ 1.

La férmula recursiva (5.12) es, paran = k + 1,

t

Prn(t) = A(n — 1) e_’\”tf e prn1(s) ds. (5.13)
0

Demostraremos a continuaciéon que el incremento X; — X tiene distribucién
binomial negativa de parametros (r,p), conr =ky p = e M,

Proposicion 5.7 Las probabilidades de transicion para el proceso de Yule
son

Demostracion. Usaremos induccién sobre n. Para n = k se tiene la
ecuacién diferencial pj . (t) = —Akpgi(t), con condicién inicial pg(0) = 1.
Esto produce la solucién pyi(t) = e M, que es de la forma enunciada. Para
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valores de n > k + 1 usaremos la férmula recursiva (5.13),

t —2
2t = An-—-1 _/\mf Ans n —Xks (] _ p—Asyn—1—k g
Prn(t) (n—1)e Oe no1_1)€ (I —e™) s

_ t
n—2 > e~ Ant JO (eAS)(n—k) (1 _ e—)\S)n—l—k ds

= ANn-1) n=2 e~ At Jt (1— e_’\s)_1 (e>‘s — 1)”_k ds
n—1—k o
-9 t
( n k> ef)\nt JO 6)\5 (eAs o 1)n717k ds

n=2\ 1 d —k
n “ s _1\yv kg
>e L)Mn—Mds@ )" ds

n—1( n—=2 N\ _\u x —k
_ n 1)
n—k(n—l—k)e (e )

|
N\
> 3
(I
— =
N——
ml
>
X
o~
—~~
—_
ml
>
=S
~
1
>

En la siguiente seccién revisaremos muy brevemente algunos conceptos ge-
nerales que se pueden definir para cadenas de Markov a tiempo continuo y
que corresponden a los conceptos analogos para el caso de tiempo discreto.

5.5. Conceptos y propiedades varias

Comunicacién

Se dice que el estado j es accesible desde el estado i si p;;(t) > 0 para algin
t > 0, y se escribe i — j. Se dice que los estados ¢ y j se comunican si i — j
y j — 1, y en tal caso se escribe i <> 5. Nuevamente puede demostrarse que
la comunicacién es una relacién de equivalencia, y eso lleva a una particién
del espacio de estados en clases de comunicacién. Se dice nuevamente que la
cadena es irreducible cuando todos los estados pertenecen a la misma clase
de comunicacién.
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Tiempos de primera visita
Para cualesquiera estados i y j, se define

7;j =inf{t >0: Xy =j}, cuando Xy = .

El tiempo medio de primera visita es entonces p;; = E(7;;). Cuando los
estados i y j coinciden se escribe 7;, y u; = E(7;) respectivamente. A p; se
le llama tiempo medio de recurrencia.

Recurrencia y transitoriedad

Se dice que el estado ¢ es transitorio si, partiendo de i, con probabilidad
uno el conjunto de tiempos {t > 0 : X; = i} es acotado. En cambio, se
dice que es recurrente si, partiendo de i, con probabilidad uno el conjunto
{t > 0: X; =i} es no acotado. Cuando E(7;) = o se dice que el estado i es
recurrente nulo, y cuando E(7;) < o se dice que es recurrente positivo.

Distribuciones estacionarias

Sea P(t) la matriz de probabilidades de transicién de una cadena de Mar-
kov a tiempo continuo. Se dice que una distribucién de probabilidad = =
(7o, 71, . . .) sobre el espacio de estados es estacionaria si para cualquier ¢ > 0,

m P(t) = .

Explicitamente, si para cualquier ¢t > 0, > . m; p;;(t) = 7. Por lo tanto, si
X tiene como distribucion inicial una distribucién estacionaria 7, entonces
P(X; = j) =2 mipij(t) = m;, es decir, la variable X; tiene la misma dis-
tribucién de probabilidad 7 para cualquier valor de ¢. El siguiente resultado,
cuya demostracién omitiremos, plantea una forma alternativa de encontrar
una posible distribucion estacionaria para una cadena de Markov a tiempo
continuo.

Proposicion 5.8 La distribucion 7 es estacionaria para la cadena con ge-
nerador infinitesimal G si y sdlo si 1 G = 0.

Ejemplo 5.13 Considere la cadena de Markov de dos estados cuyo gene-
rador infinitesimal estd dado por la matriz

a=( )
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Se busca una distribucion estacionaria m = (mwg, 71) para esta cadena y para
ello se hace uso de la ecuacion m# G = 0, junto con la condicion mg+m = 1.
Esto lleva a la solucidon

7 A
T, M) = (~—0 !, —).
(70, 1) (A+/~6 )\Jru)
Puede comprobarse ademds que las probabilidades de transicion mostradas
en el Ejemplo 5.3 convergen a esta distribucion estacionaria, es decir,

tig (20 2 ) (1),

Cadena a tiempo discreto asociada

Toda cadena de Markov a tiempo continuo {X; : ¢ > 0} tiene asociada una
cadena a tiempo discreto que denotaremos por el mismo simbolo {X,, : n =
0,1,...}, vy que estd dada por la primera pero observada en los tiempos en
donde se efectiian los saltos. Algunas caracteristicas de la cadena a tiempo
discreto se trasladan a su versién continua. Inversamente, a partir de una
cadena a tiempo discreto puede construirse su versiéon continua en el tiempo
tomando tiempos exponenciales independientes entre salto y salto.

Notas y referencias. La primera parte de la exposicién que hemos pre-
sentado estd basada en el texto de Hoel, Port y Stone [14]. Una exposicién
mas completa del tema de cadenas de Markov a tiempo continuo puede
encontrarse en Basu [1], Karlin y Taylor [17] o Stirzaker [34].

5.6. Ejercicios

Cadenas de Markov a tiempo continuo

142. Para la cadena de Markov de dos estados, demuestre que para cual-
quier t = 0,
A Ot

0
t) = —/—— + ——
Poo(t) X+ )\+M€
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143.

144.

145.

146.

Para la cadena de Markov de dos estados, demuestre que el tiempo de
estancia promedio en el estado cero, a largo plazo, es

1 Iz
lim E(- | 10 (Xs)ds) = ——.
Jim B | 100 as) = 7=
Observe que no es necesario establecer el estado inicial del proceso.
El tiempo de estancia promedio en el estado uno a largo plazo es la

fraccién complementaria.

Ecuaciones de Kolmogorov

Escriba el sistema de ecuaciones diferenciales retrospectivas de Kol-
mogorov para un proceso de Poisson de pardmetro A y compruebe que
la distribucién Poisson satisface este sistema de ecuaciones.

Sea {N; : t > 0} un proceso de Poisson de pardmetro A y sean
Y1,Ys, ... v.aii.d. con distribucién comin Bernoulli(p). Encuentre las
ecuaciones de Kolmogorov retrospectivas y prospectivas del proceso

Ny
Xy = )Y
j=1

Resuelva cualquiera de estos sistemas de ecuaciones y demuestre que
para j =1, o
__—Apt (/\pt)]il
pij(t) = e .

Y (j —)!

Procesos de nacimiento y muerte

Para la cadena de Markov a tiempo continuo de dos estados en donde
la estancia en el estado 0 tiene distribucién exp()), y la estancia en el
estado 1 es exp(u), demuestre que:

a) poo(t) = (u + e OT0) /(X + p).
b) por(t) = (A= Xe ) /(x4 )
c) pro(t) = (p—pe ALY /(X + p).
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147.

148.

149.

d) pri(t) = (A +pe L) /(X + p).

Considere una cadena de Markov a tiempo continuo de dos estados
en donde el tiempo de estancia en cada uno de ellos tiene distribucién
exp(A). Defina la variable IV; como el nimero de veces que la cadena
ha efectuado saltos hasta un tiempo ¢t > 0 cualquiera. Demuestre que
{N; : t > 0} es un proceso de Poisson de parametro \.

Procesos de nacimiento puros

Sea {X; : t = 0} un proceso de Yule con estado inicial Xy = k > 1
Demuestre que:

a) B(Xy) = ke,
b) Var(X;) = ke (1 — e™M).
Procesos de muerte puros
Sea {X; : t > 0} un proceso de muerte puro tal que Xo = N > 1y

con parametros fi, f42, .. ., un. Demuestre que el area promedio de la
trayectoria de este proceso hasta que alcanza el estado absorbente 0

[S) N
k
2
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Capitulo 6

Procesos de renovacion
y confiabilidad

FEn este capitulo se presenta otra generalizacion del proceso de Poisson. Se
considera ahora que los tiempos de interarribo no son necesariamente expo-
nenciales. A tales procesos de saltos unitarios se les conoce como procesos de
renovacién, y en general dejan de cumplir la propiedad de Markov. Ademas
de estudiar algunas propiedades generales de los procesos de renovacion, es-
tudiaremos también el concepto de confiabilidad para sistemas conformados
por varios componentes, los cuales son susceptibles de tener fallas en tiem-
pos aleatorios. Este capitulo es breve y se presentan sélo algunos aspectos
elementales de los procesos de renovacién.

6.1. Procesos de renovacion

Suponga que se pone en operacion
un cierto componente o articulo T Ty Ty Ty
cuya duracion de vida 1til se mo-

dela mediante una variable aleato-
ria T7. Una vez que el componente
falla se reemplaza o renueva con Figura 6.1

otro componente cuyo tiempo de

vida es T5, y asi sucesivamente. La

coleccion de variables aleatorias 17,15, ... representa la sucesion de tiempos

[ -

173
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de vida de componentes puestos en operacién uno tras otro. Esto se ilus-
tra en la Figura 6.1. En este contexto es natural suponer que las variables
que modelan los tiempos de vida son no negativas, independientes y con la
misma distribucién de probabilidad. Un proceso de estas caracteristicas se
conoce con el nombre de proceso de renovacion. Observe que exactamente
en los tiempos en los que se efectiian las renovaciones, el proceso reinicia
probabilisticamente. Empezaremos por dar un primera definicién formal de
un proceso de renovacién basada en lo recién mencionado.

Definicién 6.1 (Primera definicién) Un proceso de renovacion es una
sucesion infinita de variables aleatorias 11,15, ... que son no negativas, in-
dependientes e idénticamente distribuidas.

Otra forma equivalente de definir a este proceso es a través del registro de
los tiempos reales en los que se observan las renovaciones, o bien, a través
del conteo de renovaciones observadas hasta un tiempo cualquiera. Estos
puntos de vista alternativos se definen a continuacién.

Definicién 6.2 (Segunda definicién) Dado un proceso de renovacion
{11, T, ...}, se definen los tiempos reales de renovacion como Wy = 0 y
Wy =T1+---+1T,, para n = 1. El proceso de conteo de renovaciones es

Ny =méx{n >0: W, <t}, para cadat > 0.

La variable aleatoria W,, representa el tiempo real en el que se realiza la
n-ésima renovacion, mientras que IV indica el niimero de renovaciones efec-
tuadas hasta el tiempo t. En la literatura se le denomina proceso de reno-
vacién a cualquiera de los procesos {1, :n =1,2,...}, {W, :n =0,1,...},
o {N; : t = 0}, pues por construccién existe una correspondencia biunivoca
entre cualesquiera dos de estos procesos. Denotaremos por F'(t) a la funcién
de distribucién de los tiempos de vida. Por lo tanto, la funcién de distribu-
cién de W), es la convolucién de F'(t) consigo misma n veces, es decir,

Fu, (t) = P(Ty + -+ + Ty <t) = F*(t) = (F # -+ % F)(t).

En particular, F*}(t) = F(t) y cuando n = 0 se define

0 sit<0,
F*O(t)z{ 1 sit>0.
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Una de las primeras preguntas que uno puede hacerse acerca de un proceso
de renovacién es la de conocer la distribucién de la variable IV;. La respuesta
no es facil de encontrar, pues la distribucion de esta variable depende de la
distribucién de los tiempos de vida como indica la siguiente férmula general.

Proposicion 6.1 Para cualquier n = 0,
P(N; = n) = F*(t) — F*0HD (1),

Demostracion. Tomando en consideracién que las variables W, v 15,11
son independientes, tenemos que

P(N,=n) = P(Wp<t,Wni1>t)
= P(Wy < t,Wy +Tosr > 1)
= Pt—Th1 <W,<t)
= Fw,(t) — Fw,(t — Tht1)

= F*n(t)—LwFWn|Tn+1(t—u|u)dF(U)

<
<

_ Py — L C P - ) dF ()
_ F*n(t) o F*(n+1) (t)
|

FEn muy pocos casos es posible encontrar la distribucién explicita del niimero
de renovaciones N;. En el caso cuando los tiempo de vida son exponenciales
sabemos que la respuesta es la distribucién Poisson.

Ejemplo 6.1 Un proceso de Poisson homogéneo de tasa \ es un proce-
so de renovacién en donde los tiempos de vida tienen distribucion exp().
En consecuencia, los tiempos reales de renovacion W, tienen distribucion
gama(n,\), cuya funcion de distribucion es, para t > 0,

t T n—1 © i
Fy, (t) = L % Ne M gy — an Y ()\];) ‘
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La sequnda igualdad puede obtenerse después de aplicar integracion por
partes wvarias veces. A partir de esta expresion puede recuperarse la dis-
tribucion Poisson pues por la Proposicion 6.1,

At)"

P(N; = n) = F*(t) — F*0FD (1) = ¢ %

n!
Del mismo modo que sucedié en el caso del proceso de Poisson, para un
proceso de renovacién también es valida la igualdad de eventos (N; = n) =
(W, < t), parat > 0y para n > 0 entero. Esta identidad nos serd de
utilidad mas adelante.

6.2. Funcion y ecuacion de renovacion

Otra de las funciones que es natural desear conocer en un proceso de reno-
vacion es el ntimero promedio de renovaciones efectuadas hasta un tiempo ¢
cualquiera. A tal funcién se le llama funciéon de renovacion, y se le denota
por A(t), es decir, A(t) = E(N). En general tampoco es ficil encontrar una
forma explicita para esta funcién. Sin embargo, se cuenta con la siguiente
ecuacién integral general.

Proposicién 6.2 La funcion de renovacion A(t) satisface la ecuacion
t
A(t) = F(t) + J A(t —s)dF(s). (6.1)
0

Demostracion. Condicionando sobre el valor del primer tiempo de vida
T} se obtiene A(t) = SSO E(N¢| Ty = s)dF(s), en donde

0 sis>t,
E(Nt|T1_S)_{ 1+A(t—s) sis<t.

Por lo tanto

Alt) = Lu ©A(t— s))dF(s) = F(t) + L A(t — ) dF(s).
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Observe que la ecuacién (6.1) puede escribirse como A(t) = F(t)+ (A= F)(t).
Debido a que se condiciona sobre el valor del primer tiempo de renovacién,
a la técnica de la demostracién de este resultado se le llama a veces analisis
del primer paso o se dice también que se ha utilizado un argumento de
renovacién, pues es muy frecuente su uso en el calculo de probabilidades
de ciertos eventos en los procesos de renovacién. Més adelante tendremos
oportunidad de usar nuevamente esta técnica.

Ejemplo 6.2 Para el proceso de Poisson, el promedio de renovaciones o
saltos al tiempo t es A(t) = At. Puede comprobarse directamente que esta
funcion satisface (6.1) con F(t) =1 —e M, t > 0.

A una ecuacién integral del tipo (6.1) se le llama ecuacién de renovacién,
pues algunas funciones de interés en la teoria de la renovacién la cumplen.
La definicién general se incluye a continuacion.

Definicién 6.3 Sean F(t), g(t) y h(t) funciones definidas para t > 0.
Suponga que F(t) y h(t) son conocidas, y g(t) es desconocida. Se dice que
g(t) satisface una ecuacion de renovacion si cumple la ecuacion integral

t
g(t) = h(t) + J g(t — s)dF(s). (6.2)
0
Puede demostrarse que si h(t) es una funcién acotada, entonces existe una
Unica solucién g¢(t) a la ecuacién de renovacién (6.2) que cumple con la
condicion de ser acotada sobre intervalos finitos y esta dada explicitamente

por

g(t) = h(t) + JO h(t — s) dA(s), (6.3)

en donde A(s) es la funcién de renovacién. La demostracion de este resultado
general puede ser encontrado en el texto de Karlin y Taylor [17]. Acerca de
la funcién de renovacién tenemos la siguiente expresion general.

Proposicion 6.3 Para cualquier t > 0,

A(t) = ) F*"(1). (6.4)
n=1
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Demostracion.

At) = > nP(N;=n)

= P(N;=1)+2P(N; =2) +---
= [F*() = F20)]+2[F2(t) = F=(@)] + -

Ejemplo 6.3 Cuando los tiempos de interarribo tienen distribucion exp(\)
se tiene que

t ()\‘,E)nfl © (/\t)k
F*'(t) = J S Ne Mdp = E e M .
|
0 F(n) hen k!
Usando esta expresion y la formula recién demostrada puede corroborarse
que en este caso A(t) = At.

Es posible demostrar que para un proceso de renovacién la variable V; tiene
momentos finitos de cualquier orden, y en particular para la esperanza, la
suma que aparece en (6.4) siempre es convergente. Se puede también de-
mostrar que existe una correspondencia biunivoca entre las funciones A(t)
y F(t), y que ademds el proceso de renovacion {N; : t > 0} queda completa-
mente especificado por la funcién promedio A(t). La demostracién de estos
resultados puede consultarse en [1].

6.3. Tiempos de vida

Junto a todo proceso de renovacién y para cada tiempo fijo, pueden con-
siderarse tres variables aleatorias no negativas, v, d; y B¢, cuyo significado
geométrico se muestra en la Figura 6.2, y que definiremos con mayor pre-
cisién a continuacién.
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No+14 N

Wh, t Wh, +1

Figura 6.2

Tiempo de vida restante
Este es el tiempo de vida 1til que le resta al elemento que se encuentra en
operacion al tiempo t, y estd dado por la variable

Y =Wn,41 — 1.

Esta longitud aleatoria se muestra en la Figura 6.2. Usando un argumento
de renovacién demostraremos que para cada x > 0 la funcién ¢t — g¢(t) =
P(+y; > x) satisface una ecuacién de renovacion.

Proposicién 6.4 La funcion t — g(t) = P(y > x) satisface la ecuacion
de renovacion

gt) =1 F(t + ) + L gt — s)dF(s). (6.5)

Demostracion. Se condiciona sobre el valor de T de la siguiente forma:

g(t) = JOOO P(y > x|Ty = s)dF(s).

Se consideran entonces los tres posibles casos para los valores de T} como
se muestran en la Figura 6.3.
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Figura 6.3

Puesto que un proceso de renovacion puede considerarse que inicia nue-
vamente a partir del momento en que se observa una renovacion, se tiene
que
1 si s>t+x,
Plyy>z|Ti=s)=<% 0 si t<s<t+ua,
P(y—s >z) si 0<s<t.

Por lo tanto,

o) JwPﬁpxdﬂ=sMF@

0

L: dF(s) + Jot P(vi—s > ) dF(s)

= 1—F(t+a:)+fo g(t —s)dF(s).

Ejemplo 6.4 Cuando los tiempos de vida son exponenciales de pardmetro
A, la unica solucion de la ecuacion (6.5) es la funcion constante en t,
g(t) = P(y > x) = e ™, que equivale a decir que la variable v; tiene
distribucion exp(\). Esta es nuevamente la propiedad de pérdida de memo-
ria de la distribucion exponencial.

Tiempo de vida transcurrido
Este es el tiempo que ha estado en uso el elemento que se encuentra en
operacion al tiempo t, y estd dado por la variable

5 =t — Wy,
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Véase nuevamente la Figura 6.2. Es claro que esta variable estd acotada
superiormente por el valor ¢, pues el elemento en uso al tiempo t no puede
tener hasta ese momento un tiempo de uso mayor a t. Sea nuevamente x > 0
y defina la funcion ¢t — g(t) = P(6; > x). Por las consideraciones anteriores,
tenemos que g(t) = 0 para t € (0,z]. Usando un argumento de renovacién
demostraremos que la funcién g(t) satisface una ecuacién de renovacion.

Proposicién 6.5 Parat € (x,0), la funcion g(t) = P(6; > x) satisface la
ecuacion de renovacion

t—x

g(t) = 1—F(t)—|—f0 g(t — s)dF(s).

Demostracion. Nuevamente se condiciona sobre el valor de Tj. Los tres
posibles casos se muestran en la Figura 6.4.

T I T
(I) t—lx 7If
Figura 6.4
Por lo tanto,
1 si s>t
Po>z|T1=5)=1 0 si 0<t—x<s<t,

P(oi—s >x) si0<s<t—ux.

Entonces,

o) = LOO P, > 2| Th = 5)dF(s)

fo dF(s) + L T Pl > ) dF(s)

1—F(t)+f0 g(t —s)dF(s).
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En resumen,

0 si 0<t<x,
t—x

l—F(t)—i-J g(t —s)dF(s) si t>ux.

Ejemplo 6.5 Considerando otra vez el caso de tiempos de vida exponencial
de pardmetro \, puede comprobarse que el tiempo de vida transcurrido tiene
funcion de distribucion

l—e ™ si0<z<t,
P <x)=<% 1 six >t
0 otro caso.

Tiempo de vida total
Este es el tiempo completo de vida 1util que tiene el elemento que se encuen-
tra en operacion al tiempo t, y estd dado por la variable

Bt =+ 0t = Wni41 —Wn, = TN, 41

Nuevamente, para x > 0 se define la funcién ¢t — ¢(t) = P(5; > x). Demos-
traremos que esta funcién satisface una ecuacién de renovacion, en la cual
aparecera el término z v y, que significa max{x, y}.

Proposicién 6.6 La funcion g(t) = P(B; > x) satisface la ecuacion de

TENOVACION .

g(t)=1—F(tvx)+Lg(t—s)dF(8),

Demostracion. Nuevamente condicionaremos sobre un posible valor de
la. variable T7.

o(t) = LOO P, > 2 |Ti = 5)dF(s).

Los posibles casos para 17 se muestran en la Figura 6.5.



6.4. TEOREMAS DE RENOVACION 183

Figura 6.5

El caso s € (t,t + z) se debe subdividir en dos casos: s < x 6 s > z. De este
modo se obtienen los siguientes resultados

0 sit<s<t+4+z, ys<ua,

1 sit<s<t+4+wz, ys>ua,
P >x[Ti=9) =94 sis>t+a
= 5

P(Bi_s >x) si 0<s<t.

El segundo y tercer renglén se conjuntan en las condiciones tve < s <t+x
0 s =t+ x, lo cual se reduce a la condiciéon t v z < s < 0. Por lo tanto,

o) LOO P, > 2 |Th = s)dF(s)

f:o dF(s) + Jt P(Bi—s > x) dF(s)

v 0
t

1—F(tv:17)+fo g(t — s)dF(s).

Ejemplo 6.6 En el caso de tiempos de interarribo exponenciales de pard-
metro X\, puede demostrarse que el tiempo de vida total tiene funcion de
distribucion

IL—(1+AtArz))e ™ siz>0,

0 otro caso.

P(5t<33)={

6.4. Teoremas de renovacion

En esta seccion se estudian algunos resultados sobre el comportamiento
limite de los procesos de renovacién. Primeramente se demuestra que todo
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proceso de renovacion crece a infinito con probabilidad uno cuando el tiempo
crece a infinito.

Proposicion 6.7 Para todo proceso de renovacion, th Ny = 0 c.s.
—00

Demostracion. Recordemos la igualdad de eventos (IV; = n) = (W,, < t).
Entonces para cualquier n natural,

1 = lim Fy, (1)
= lim P(W, <)
t—00
= { >
Ji P>

= P(tll’glo N¢ = n).

Para la dltima igualdad se ha utilizado el hecho de que la funcién t — Ny es

mondétona no decreciente. Como el resultado demostrado vale para cualquier

valor de n natural, se tiene que P(th'm Ny =) = 1. [
—00

Por lo tanto, cuando t tiende a infinito el nimero de renovaciones Ny también
crece a infinito. Por otro lado, el tiempo que le toma al proceso llegar al valor
N; es Wy, v también crece a infinito. El siguiente resultado establece que
a largo plazo habra una renovacién cada p = E(T') unidades de tiempo, en
donde, dada la idéntica distribucion, la variable T representard cualquiera
de los tiempos de interarribo en un proceso de renovacion.

Proposicién 6.8 Para un proceso de renovacion {N; : t = 0} en donde
E(T) =, con 0 < u < o0, se cumple

. Wh,
lim

— = C.S.

Demostracion. Para valores enteros de n, por la ley fuerte de los grandes
numeros, W, /n — p casi seguramente cuando n — 0. Ahora observe la
contencién de eventos

(52 = 1) 0 (N = ) € (2 = ),
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Los dos eventos del lado izquierdo tienen probabilidad uno, por lo tanto
la interseccion también, y ello implica que el lado derecho también tiene
probabilidad uno. [ ]

Fl siguiente resultado establece la forma en la que la variable N; crece a
infinito. Observe que el cociente N;/t es una variable aleatoria que cuenta
el nimero de renovaciones por unidad de tiempo efectuadas hasta el tiem-
po t. Demostraremos a continuacion que cuando ¢t — oo la aleatoriedad
desaparece y el cociente se vuelve constante.

Teorema 6.1 (Teorema elemental de renovacion) [J. L. Doob, 1948]
Para un proceso de renovacion en donde E(T) = pu, con 0 < p < 00, se tiene

que
Ny 1

lim — =— c.s.
t—oo T M

Demostracion. Para cualquier ¢ > 0 se cumple Wy, <t < Wy, 41. Por

lo tanto,
Wh, < t W41 Ne+1
S == << — .
Ny Ny Ne+1 N
Cuando t tiende a infinito ambos extremos de estas desigualdades convergen

a p casi seguramente. Por lo tanto el término de en medio también. [ |

Otra forma de interpretar el resultado anterior es diciendo que NV; crece a
infinito cuando t — oo a la misma velocidad que la funcién lineal ¢/u. Ahora
veremos que la esperanza de N; tiene el mismo comportamiento.

Teorema 6.2 (Teorema elemental de renovacién) [W. Feller, 1941]
Considere un proceso de renovacion en donde E(T) = p, con 0 < p < 0.
Entonces

lim M = 1

t—oo t W
Demostracion. Por la identidad de Wald,
E(Wii1) = B(N, + 1) E(T) = (A(t) + D).
Obteniendo de esta identidad el término A(t) y dividiendo entre ¢ se obtiene

Alt) 1 11
2 EWa —t) + - — -
" i (W, 11 t)+ﬂ ;
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Como Wy, 11 > t, se tiene que E(Wy,11 —t) = 0. Por lo tanto
A(t) _ 1

liminf —= > —.
t—00 t 1%
Ahora estimaremos el limite superior del mismo cociente. Como Wy, 11—t <
Wi, +1—Wn, = TN, +1, se tiene que E(Wp, +1—t) < E(Tn,+1) y por lo tanto
At) 1 1
— < -+ —=ET )
t [ [t ( Ny +1)
Consideremos primero el caso particular cuando las variables 1" son uni-
formemente acotadas, es decir, supongamos que existe un entero k > 0 tal
que para cada n > 1, P(T,, < k) = 1. Entonces, condicionando sobre el
valor de N, puede comprobarse que E(Tn,+1) < k y por lo tanto
At 1
lim sup Q < —.
t—o0 t 1%
Esto concluye la demostracién en el caso particular mencionado. Ahora
consideremos que las variables T' no son necesariamente acotadas c.s. En
este caso se definen los tiempos recortados

{Tn si T, <k,

k _
To = k si T, > k.

n
Observe que T* T, cuando k — 0. A partir de estos tiempos se considera
un nuevo proceso de renovacién N con funcién de renovacién AF. Se cumple
que A(t) < AF y por lo tanto

A(t) 1
limsup —% < .
ol E(TF)

Ahora se hace k tender a infinito. Por el teorema de convergencia monétona,
E(T*) / E(T), y ello prueba la desigualdad faltante. [

El cociente A(t)/t es el nimero de renovaciones promedio por unidad de
tiempo. El resultado recién demostrado establece que a largo plazo habra en
promedio 1/E(T') renovaciones por unidad de tiempo. Por ejemplo, para el
proceso Poisson, E(T) = 1/X y A(t) = At. Por lo tanto A(t)/t = A. Los
siguientes dos resultados importantes se enuncian sin demostracién y los
términos técnicos a los que se hace referencia aparecen explicados en el
apéndice.



6.4. TEOREMAS DE RENOVACION 187

Teorema 6.3 (Teorema de renovacién) [D. Blackwell, 1948] Si F'(t)
es no aritmética, entonces para cualquier h > 0,

, h
Jim A+ ) = A@) = .

Si F(t) es aritmética con base d, entonces para cualquier natural n,

, nd
t{ngo A(t +nd) — A(t) = 7

Ejemplo 6.7 Para el proceso de Poisson se tiene que la funcion incremento
a la que hace referencia el teorema de renovacion de Blackwell en realidad
es una constante pues,

A(t+h)—A(t):A(t+h)—/\t:>\h=1/i/\=%.

Teorema 6.4 (Teorema clave de renovacién) [W. L. Smith, 1953|
Sea A(t) la solucion a la ecuacion de renovacion

A(t) = H(t) + L A(t — s)dF (s),

en donde H : [0,00) = R es una funcion directamente Riemann integrable.
Si F(t) es no aritmética,

lim A(t) J Hit
t—00

Si F'(t) es aritmética con base d, entonces

Q0

Z (t + kd).

hm A(t +nd) =

tl&

Puede demostrarse que los teoremas de Smith y Blackwell son equivalentes,
y que cualquiera de ellos implica el teorema elemental de Feller.
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6.5. Confiabilidad

Suponga que T > 0 es una variable aleatoria continua que registra el tiempo
de falla de un cierto componente que se encuentra en operacién al tiempo
cero. Nuevamente denotaremos por F'(t) y f(t) a la funcién de distribucién
y de densidad de esta variable aleatoria. En la teoria de la confiabilidad
interesa conocer la probabilidad de que el componente funcione correcta-
mente por lo menos hasta un tiempo t cualquiera o la probabilidad de que
deje de funcionar en el siguiente instante de tiempo, dado que ha funcionado
bien hasta un cierto momento. Es por ello que se definen las siguientes dos
funciones.

Definiciéon 6.4 La funcion de confiabilidad se define como
R(t) = P(T > t),
mientras que la funcion de tasa de falla es

_f®
r(t) = 1—7F(t)

A la funcién de confiabilidad se le llama también funcién de supervivencia,
y a la funcién de tasa de falla se le conoce también como funcién hazard. A
esta ultima se le llama asi pues dado que un componente ha sobrevivido al
tiempo ¢, fallard en el intervalo (¢,¢ + At] con probabilidad r(t) At + o(At),
en efecto,

Pt <T <t+At)
P(t>1t)

Pt<T<t+At|T>t) =

_ 1@
= mAt + o(At)

= r(t) At + o(At).

Después de algunos célculos sencillos es inmediato comprobar que estas dos
funciones estan relacionadas de la siguiente forma:
f(®) d

r(t) = mz—alnR(t),

y R(t) = exp(—fr(s)ds).

0
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Observe que la funcién de confiabilidad R(t) es siempre decreciente, mientras
que la funcién de tasa de falla r(¢) puede no presentar un comportamiento
monoétono global. Por otro aldo, debido a que T es una variable aleatoria
no negativa, el tiempo promedio de falla F(7T") puede escribirse en términos
de la funcién de confiabilidad como sigue

E(T) = LOO R(t) dt.

Ejemplo 6.8 Suponga que el tiempo de falla T de un componente tiene
una distribucion exponencial de pardmetro X. La funcién de confiabilidad es
R(t) = e ™, y la funcion de tasa de falla es constante r(t) = \. El hecho de
que la funcion de tasa de falla sea constante significa que la probabilidad de
falla en un intervalo de tiempo pequeno At, dado que el componente se en-
cuentra operando al tiempo t, es aprorimadamente AAt, independiente del
valor de t. Esta es otra manifestacion de la propiedad de pérdida de memo-
ria de la distribucion exponencial, y es la unica distribucion absolutamente
continua con tasa de falla constante. Por otro lado, el tiempo medio de falla
es E(T) =1/,

Confiabilidad para sistemas en serie

Considere un sistema de n componentes puestos en serie, como se muestra en
la Figura 6.6. Supondremos que cada uno de estos componentes funciona de
manera independiente uno del otro. Es intuitivamente claro que tal sistema
en su conjunto funciona si todos y cada uno de los componentes se encuentra
en buen estado. Nos interesa encontrar las funciones de confiabilidad y de
tasa de falla de este tipo de sis-
temas. Observe que el tiempo de
falla T' de un sistema de este tipo

es el tiempo de falla mds pequeiio | C—C— —Ch—
de cada uno de los componentes, es
decir, T' = min{T1,...,T,}. Esque- Figura 6.6

mas fisicos de este tipo ayudan a
justificar el plantearse la pregunta
de encontrar la distribuciéon de probabilidad del minimo de n variables
aleatorias independientes. No es dificil comprobar que si los tiempos de
falla Th, ..., T, de los componentes del sistema en serie de la Figura 6.6 son
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idénticamente distribuidos con funcién de distribucién F(t), y funcién de
densidad f(t), entonces el tiempo de falla T' del sistema tiene funcién de
distribucién y funcién de densidad dadas por las siguientes expresiones:

Fr(t) = 1-(1-F(@)",
y frt) = n(l-F@)" ).
Calcularemos a continuacién las funciones de confiabilidad y de tasa de falla
para sistemas en serie. Denotaremos por Ry(t),...,Ry(t) las funciones de

confiabilidad de cada componente en el sistema, y las funciones de tasa de
falla seran r1(t),...,r,(t).

Proposicion 6.9 Las funciones de confiabilidad y de tasa de falla del sis-
tema en serie de la Figura 6.6 son

a) R(t) = Ry(t)--- Ry(t).
b) r(t) =ri(t) + - + ().
Demostracion. Por la independencia de los componentes,
a) R(t)=P(Th > t,...,T,, > t)
=P(Th >t)---P(T, >t) = Ri(t)--- Ry(t).

b) r(t) = —% InR(t) = —% DU InRe(t) = Y re(t).
k=1 k=1

Observe que para sistemas de n componentes conectados en serie la funcién
de confiabilidad R(t) = Ry(t) -+ Ry, (t) es una funcién decreciente de n, y en
consecuencia el tiempo medio de falla también es una funcién decreciente
de n.

Ejemplo 6.9 La funcion de confiabilidad y la funcion de tasa de falla de
un sistema de n componentes puestos en serie en donde cada uno de ellos
tiene un tiempo de falla exponencial de pardmetro A son, respectivamente,

R(t) _ ef)\nt’
y r(t) = Ant
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La distribucion del tiempo de falla T es exponencial de pardmetro An. El
tiempo medio de falla es E(T) = 1/(An), naturalmente decreciente conforme
mayor es el numero de componentes en el sistema, es decir, mientras mas
componentes haya en el sistema en serie, menor es el tiempo de vida ope-
racional del sistema en su conjunto, pues una falla de cualesquiera de los
componentes provoca que el sistema completo deje de funcionar.

Confiabilidad para sistemas en paralelo
Considere ahora sistemas de n componentes
puestos en paralelo, como se muestra en la Figu-
ra 6.7, en donde cada uno de estos componentes
funciona de manera independiente uno del otro.
Tales tipos de sistemas funcionan en su conjun- : ' :
to si por lo menos uno de %os componentes‘ se L | = ]
encuentra en buen estado. Sistemas de este tipo @
se utilizan cuando se desea mantener un nivel
alto de confiabilidad de funcionamiento, como
por ejemplo los sistemas de vuelo de los aviones Figura 6.7

o los sistemas de manejo de reactores nucleares.

El tiempo de falla T' de un sistema de este tipo es el tiempo de falla mas
grande de los componentes, es decir, T' = méx {11, ...,T,}, y observe que el
evento (1" < t) es equivalente a que todos los componentes fallen antes del
tiempo ¢. A continuacién calcularemos la funcién de confiabilidad para sis-
temas en paralelo. Usaremos la misma notacién e hipdtesis que en la seccién
anterior.

Gy

Cy

Proposicion 6.10 La funcion de confiabilidad de un sistema de n compo-
nentes conectados en paralelo como en de la Figura 6.7 es

R(t)=1-(1-Ri(t)-- (1= Ru(t)).
Demostracion. Primeramente se tiene que, por independencia,

F(t)y = P(T
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Por lo tanto,
R(t)y = 1-F(t)
1_F1(t)"'Fn(t)
= 1-(1—=Ri(t)) - (1= Rn(?)).

Observemos que la funcién de confiabilidad R(t) para sistemas en paralelo
recién encontrada es una funcién creciente de n. Es decir, mientras mas
componentes haya en el sistema mas seguro es éste. En consecuencia, el
tiempo medio de falla es una funcién creciente de n. Por otro lado, no es
dificil demostrar que las funciones de distribucién y de densidad del tiempo
de falla T del sistema en paralelo de la Figura 6.7 son:

Fr(t) = F*(1),
y fr(t) = nF 7N f(1).

Puede calcularse la funcién de tasa de falla del sistema r(t) en términos
de las funciones r1(t), ..., r,(t) para sistemas en paralelo, pero la expresién
que resulta no es simple ni compacta como las que hemos presentado y por
lo tanto la omitiremos.

Ejemplo 6.10 Para un sistema de n componentes puestos en paralelo en
donde cada uno de ellos tiene un tiempo de falla exponencial de pardmetro
A se tiene que

R(t) = 1—(1—e)",
An(l — efAt nflef)\t
) T(t) = i _ (1 _ e)—)\t)n

Confiabilidad para sistemas combinados serie/paralelo

Pueden también considerarse sistemas que son una combinacion de sistemas
en serie y en paralelo como el que se muestra en la parte izquierda de
la Figura 6.8. Sistemas de este tipo pueden ser representados de manera
equivalente, como se muestra en la parte derecha de la misma figura. Para
este caso, la funcién de confiabilidad del sistema es

R(t) = Ri(t)[1 — (1 = Ra(8))(1 — R3(2))]-
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Notas y referencias. En los textos de Karlin y Taylor [17], Basu [1], y
Lawler [21] se pueden encontrar algunos otros resultados y aplicaciones de
los procesos de renovacién.

6.6.

150.

151.

152.

Ejercicios

Procesos de renovacién

Sea {N; : t = 0} un proceso de renovacién. Indique si cada una de
las siguientes igualdades de eventos es falsa o verdadera. Explique en
cada caso.

a) (Ny>n)= (W, <t
b) (Ny =n)= (W, <t)
c) (Nt =n)= (W, <1t)
d) (Nt <n)=(Wn =1)
e) (Nt <n)= (W, >1)

Sea F'(t) la funcién de distribucién de una variable aleatoria no nega-
tiva. Demuestre que

Respecto de la definicién de proceso de renovacion, demuestre que los
procesos {1, :n=1,2,...}, {W, :n=0,1,...} y {IV; : t = 0} pueden
escribirse cada uno en términos de cualquier otro.
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153.

154.

155.

156.

157.

. Es la suma de dos procesos de renovacién independientes nuevamente
un proceso de renovacién? Los siguientes ejercicios dan respuesta a
esta pregunta.

a) Demuestre que si la suma de dos procesos de renovacion inde-
pendientes resulta ser un proceso de Poisson, entonces ambos
sumandos son procesos de Poisson.

b) Demuestre que si la suma de dos procesos de renovacién inde-
pendientes y con la misma funcién de distribucién de interarribo
es un proceso de renovacion, entonces la suma y cada uno de los
sumandos es un proceso de Poisson.

¢) Mediante un contraejemplo demuestre que, en general, la suma
de dos procesos de renovacién independientes y con la misma
funcién de distribuciéon de interarribo no es necesariamente un
proceso de renovacion.

Sea {N; : t = 0} un proceso de renovacién. Demuestre que para cada
k=1,

E(NF) = 2 n + 1)F — k] g,

Sea {N; : t > 0} un proceso de renovacién. Demuestre directamente
que para cada n fijo,

lim P(Ny =n) =0.

t—00

Funcién y ecuacién de renovacién

Sea {N; : t = 0} un proceso de renovacién con funcién de renovacién
A(t) = E(Ny). Demuestre que para cualquier ¢ > 0,

1
0< AW < Ty

Sea {IN; : t > 0} el proceso de conteo de un proceso de renovacion.
Defina A(t) = E(N;), y Aa(t) = E(N?). Demuestre que:
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158.

159.

160.

161.

a) Aao(t) = ) (2n — 1)F*"(t).

n=1

b) As(t) = A(t) + 2£ A(t — 5) dA(s).

Encuentre ademas Ag(t) cuando {N; : ¢ = 0} es un proceso de Poisson.

Sea {N; : t = 0} un proceso de renovacién. Demuestre que la funcién
A(t) = E(Whn,+1) satisface la ecuacién de renovacién

A(t) = B(T) + L A(t — 5)dF(s).

Tiempos de vida

Demuestre que el tiempo de vida restante ; y el tiempo de vida
transcurrido ¢;, para un proceso de renovacion, tienen distribucién
conjunta dada por la siguiente expresién: para 0 < y < t,

Py > z,0; < y) :Jt (1-F(t+2z—u))dA(u).

-y

Use ahora este resultado para demostrar que en el caso cuando el
proceso de renovacion es el proceso de Poisson, las variables v; v &
son independientes.

Considere el proceso de Poisson visto como un proceso de renovacion,
es decir, los tiempos de vida tienen distribucién exponencial con para-
metro A. Demuestre que la funcién de renovacién A(t) = At satisface
la ecuacién de renovacion

t
At)=1—e M+ J A(t — s)he *ds.
0

Considere un proceso de Poisson {IV; : t > 0} de parametro A > 0 visto
como un proceso de renovacion. Para el tiempo de vida transcurrido
6 demuestre que:
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a) La funcién de distribucién de d; es

l—e™ si0<az<t,
POy <z)= 1 siz >t
0 otro caso.

b) La funcién de densidad de d; es

flz) =

Xe ™ §i0 <<t
0 otro caso.

1
c) E(6) = X(l — e,
Tome el limite cuando t — o0 y compruebe que las expresiones ante-
riores corresponden a las de la distribucién exp(\).

162. Considere un proceso de Poisson {N; : t¢ > 0} de pardmetro A > 0
visto como un proceso de renovacién. Para el tiempo de vida total 5;
demuestre que:

a) La funcién de distribucién de §; es

P(B <

) L—(1+AtArz))e ™™ siz>0,
"1:‘ =
0 otro caso.

b) La funcién de densidad de f; es

A2ge 7 sil<zx<t,
flz) =< M1+ M)e ™ siz>t,
0 otro caso.
1
¢) E(B) = X(2 — e,

Tome el limite cuando t — 0 y compruebe que las expresiones ante-
riores corresponden a las de la distribucién exp(\).

163. Sea 7 = Wn,+1 — t el tiempo de vida restante al tiempo ¢ en un
proceso de renovacion.
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164.

165.

a) Dibuje una posible trayectoria del proceso {; : t > 0}.
b) Demuestre que
1t E(T?)

lfm - | yeds =
Dot )y T 2E(T)

C.S.,

para ello observe la trayectoria dibujada en el inciso anterior,
aproxime la integral por la suma de las dreas de los tridngulos
y use el teorema elemental de renovacién y la ley fuerte de los
grandes nimeros.

Confiabilidad

Sean T1,...,T), los tiempos de falla de cada uno de los n componentes
puestos en serie como en la Figura 6.6. Suponga que las correspon-
dientes funciones de distribucién y de densidad son Fi(t),..., F,(t),
y fi(t),..., fa(t), respectivamente. Demuestre que las funciones de
distribucion y de densidad del tiempo de falla del sistema dado por
T =min{Ty,...,T,} son:

Sean T1,...,T, los tiempos de falla de cada uno de los n componentes
puestos en paralelo como en la Figura 6.7. Suponga que las correspon-
dientes funciones de distribucién y de densidad son Fi(t),..., F,(t),
y fi(t),..., fu(t), respectivamente. Demuestre que las funciones de
distribucion y de densidad del tiempo de falla del sistema dado por
T = max{T1,...,T,} son:

a) F(t) = Fi(t)--- Fu(t).
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166.

167.

168.

Confiabilidad para sistemas en serie

Suponga que los tiempos de falla T1,...,7T,, de los componentes del
sistema en serie de la Figura 6.6 son idénticamente distribuidos con
funcién de distribucién F(t), y funcién de densidad f(¢). Demuestre
que el tiempo de falla T' del sistema tiene funcién de distribucién y
densidad dada por las siguientes expresiones:

a) Fr(t)=1—(1—-F(@)".
b) fr(t) =n(l —F(t)" " f(1).
Confiabilidad para sistemas en paralelo

Demuestre que las funciones de distribucién y de densidad del tiempo
de falla T" del sistema en paralelo de la Figura 6.7 son:

a) Fr(t) = F(t).
b) fr(t) =nF"1(t) f(t).

Confiabilidad para sistemas combinados serie/paralelo

Encuentre la funcién de confiabilidad para cada uno de los sistemas
de componentes que aparecen en la Figura 6.9.

g I {gHgt

Figura 6.9




Capitulo 7

Martingalas

Existen varias acepciones para el término mar-
tingala. Una de ellas hace referencia a un tipo
de proceso estocastico que basicamente cum-
ple la identidad

E(Xn—i-l |X0 =£L‘0,...,Xn =xn) =Z,.

Hemos mencionado en la parte introductoria
de este texto que este tipo de modelo corres-
ponde a un proceso que representa la evolu-
cién del capital de un jugador que realiza una
sucesion de apuestas justas. Parte de la moti-
vacién para el estudio de este tipo de procesos

Joseph Doob
(E.U.A., 1910-2004)

fue buscar demostrar la inexistencia de estrategias ventajosas en este juego
de apuestas. El concepto de martingala fue incorporado a la teoria de la
probabilidad por Paul Leévy, y buena parte de su desarrollo inicial fue rea-
lizado por Joseph Doob. En este capitulo se presenta una introduccién a la
teoria de martingalas a tiempo discreto y se mencionan algunas definiciones
generales que incluyen el caso de tiempo continuo. Sin embargo, los resul-
tados se presentan Unicamente en el caso discreto. En la ultima parte del
capitulo haremos uso de algunas herramientas de la teoria de la medida.

199
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7.1. Filtraciones

Sea (§2,.#, P) un espacio de probabilidad para modelar un cierto experi-
mento aleatorio. La o-dlgebra # es la estructura que agrupa a los eventos
del experimento aleatorio a los cuales se les puede calcular su probabili-
dad. Suponga ahora que se consideran dos sub o-dlgebras %1 y % tales
que %, € %,. Entonces %5 contiene maés informacién que %#; en el sen-
tido de que, en general, un mayor nimero de conjuntos son considerados
como eventos. Mdas generalmente, puede considerarse una sucesién no de-
creciente de sub o-dlgebras .1 € %, € --- Este tipo de estructuras surgen
de manera natural, por ejemplo, para un proceso estocastico a tiempo discre-
to {X,, : n = 1}, pues puede construirse la sucesion {.#,},>1 de la siguiente
formas:

Fn =0{X1,..., Xn},

en donde efectivamente se cumple que ., € % < --- En este caso la
o-adlgebra %, contiene los eventos para los cuales puede determinarse su
ocurrencia o no ocurrencia, sélo con la informacién o historia del proceso
hasta el tiempo n.

Ejemplo 7.1 Si las variables {X,, : n > 1} representan los resultados de
lanzar sucesivamente un dado, y si se define el evento A como “La suma de
los dos primeros resultados es mayor a 37, entonces es claro que A ¢ F1, sin
embargo A € Fo. Por supuesto, si sucede por ejemplo que X1 = 4, entonces
sabemos que el evento A ocurre, pero sin esta informacion adicional la ocu-
rrencia o no ocurrencia del evento A no puede determinarse sino hasta el
sequndo lanzamiento del dado.

Estas consideraciones sobre sucesiones no decrecientes de o-dlgebras llevan
a la definicion de filtracion.

Definicién 7.1 Una filtracion es una coleccion de o-dlgebras {F,}n=1 tal
que Fp S Fp, cuando n < m. En particular, la filtracion natural o candnica
de un proceso {X,, :n = 1} es aquella sucesion de o-dlgebras definidas por

T =0{X1,...,Xn}, n>1

A tiempo continuo las definiciones de estos conceptos son andlogas: una
filtracién es una coleccién no numerable de sub o-édlgebras {%;}:>0 tal que
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Fs € Z4, cuando 0 < s < t. La filtracién natural o candnica de un proceso
a tiempo continuo {X; : ¢t > 0} es la coleccién de o-algebras {#;};>¢ dadas
por F# = o{Xs: 0 < s < t}, esto es, .#; es la minima o-algebra que hace
que cada una de las variables X, para valores de s en el intervalo [0,1],
sean medibles. A la o-dlgebra .%; se le denomina la historia del proceso al
tiempo t. Regresemos al caso de tiempo discreto.

Definicién 7.2 Se dice que un proceso estocdstico {X,, : n = 1} es adaptado
a una filtracion {F,}n=1 si la variable X,, es F,-medible, para cada n > 1.

Inicialmente sabemos que cada variable aleatoria X, del proceso es %-
medible. La condicién de adaptabilidad requiere que X, sea también una
variable aleatoria respecto de la sub o-dlgebra .%,. Esta condicién técnica
de adaptabilidad facilita el cdlculo de probabilidades de los eventos de un
proceso en ciertas situaciones. Naturalmente todo proceso es adaptado a
su filtracién natural, y puede demostrarse que la filtraciéon natural es la fil-
tracién mas pequena respecto de la cual el proceso es adaptado. El siguiente
caso particular es necesario de considerar.

Definicién 7.3 Se dice que el proceso {X,, : n = 1} es predecible respecto
de la filtracion {Fp}n=0 si para cadan = 1, la variable X,, es %, _1-medible.

Observe que en este caso la filtracién debe comenzar con el subindice cero.
Evidentemente todo proceso predecible es adaptado. La definicién de adap-
tabilidad es la misma en el caso de procesos a tiempo continuo, y se pueden
definir ademads las siguientes dos o-dlgebras:

Fo = o(|JF),
t=0
y Fp = )%
s>t

Se dice entonces que una filtracién es continua por la derecha si %, = .%;.
Si #; es una filtracién continua por la derecha y la o-dlgebra inicial %
contiene a todos los subconjuntos insignificantes de %, entonces la filtracién
se llama estdndar, o bien que satisface las condiciones usuales. Algunos
calculos requieren suponer estas hipdtesis.
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7.2. Tiempos de paro

Sea {X,, : n > 1} un proceso adaptado a una filtracién {.#, },>1. Un tiempo
de paro es una variable aleatoria con valores en el espacio parametral de
este proceso, que registra el tiempo en el que ocurre un cierto evento del
proceso de tal forma que puede determinarse si ha ocurrido o no ha ocurrido
tal evento al tiempo n con la informacién de la o-dlgebra .%,,. Esta variable
aleatoria puede tomar el valor infinito cuando el evento de interés nunca
ocurre.

Definicién 7.4 Una variable aleatoria T con valores en {1,2,...} u {0} es
un tiempo de paro respecto de una filtracion {F,}n=1 si para cada n =1 se
cumple que (T < n) € F,.

Bajo la interpretacion de que 7 es un tiempo aleatorio en el cual ocurre
un cierto evento de interés, la condicién (7 < n) € %, puede interpretarse
del siguiente modo: la pregunta de si el evento de interés ha ocurrido al
tiempo n o antes, debe poder ser respondida con la informacién dada por la
filtracién al tiempo n. No es dificil comprobar que la condicién que aparece
en la definicién es equivalente a la condicién (7 = n) € #,, para cadan > 1.

Ejemplo 7.2 (Tiempo de primer arribo) Sea X, Xo,... una sucesion
de variables aleatorias adaptada a la filtracion {Fp}n=1. Sea A un conjunto
de Borel de R, y defina

T=min{n>1:X, e A},

en donde conviene definir min ¢ = 00. Es decir, T es el primer momento
en el que la sucesion toma un valor dentro del conjunto A, si acaso ello
sucede. La variable aleatoria T es un tiempo de paro, pues para cualquier
valor entero de n,

(t=n)=(X1¢A)n-- n(Xp1¢A)n (X, €A €F,.

En particular, y recordando el problema de la ruina del jugador, tomando
A como el conjunto {0, N}, el primer momento en el que la variable X, =
&4+ -+ &, toma uno de los dos valores del conjunto A es un tiempo de
paro, y es el tiempo aleatorio en el cual el juego finaliza, ya sea porque el
jugador se arruina o porque gana todo el capital.
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Ejemplo 7.3 (Tiempo de segundo arribo) Sea nuevamente Xy, Xo, ...
una sucesion de variables aleatorias adaptada a la filtracion {Fp}n=1, y sea
A un conjunto de Borel de R. Dado un tiempo de paro finito T, defina ahora
un sequndo tiempo de paro de la siguiente forma:

7o =min{n > : X, € A}.

Es decir T es el primer momento, después de 11, en el que el proceso toma
un valor dentro del conjunto A. Naturalmente se cumple 11 < To. Fsta nueva
variable resulta también ser un tiempo de paro, pues el siguiente conjunto
es un elemento de S,.

n—1

(e=n)=Jm =k n (X ¢ 4) n- 0 (X1 ¢ A) 0 (X, € A).
k=1

En el caso de tiempos continuos, la definicién de tiempo de paro es la si-
guiente.

Definicién 7.5 Una variable aleatoria T : Q — [0,00) U {00} es un tiempo
de paro respecto de una filtracion {Fi}i=0 si se cumple que para cada t = 0,

(’7' <t)e§4}.

7.3. Martingalas

Definicién 7.6 Se dice que un proceso a tiempo discreto {X, : n > 1} es
una martingala respecto de una filtracion {Fp}n=1 si cumple las siguiente
tres condiciones:

a) Es integrable.
b) Es adaptado a la filtracion.
¢) Para cualesquiera n < m,
E(Xp | #n) = X5, c.s. (7.1)

Cuando en lugar de (7.1) se cumple la desigualdad E(X,, | %) = X,, en-
tonces el proceso es una submartingala, y si E(X,, | #,) < X, entonces es
una supermartingala.
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Las martingalas tienen una interpretacién sencilla en términos de juegos
justos que ya hemos mencionado antes: si X, denota el capital de un jugador
al tiempo n, entonces la igualdad (7.1) establece que la fortuna promedio al
tiempo futuro m, dado que se conoce la historia del juego hasta el tiempo
n, es su capital al tiempo n, es decir, el juego es justo pues en promedio el
jugador no pierde ni gana. En este sentido, la desigualdad E(X,, |.%,) =
X, correspondiente a la definicién de submartingala, equivale a un juego
favorable al jugador. La desigualdad contraria, el caso de submartingala,
corresponde a un juego desfavorable al jugador. Puede comprobarse que la
condicién (7.1) es equivalente a la igualdad aparentemente més débil

E(Xni1 | %n) = X,

Esta ultima condicién es la que a menudo usaremos para verificar la pro-
piedad de martingala de un proceso a tiempo discreto. Ademds, cuando la
filtracion es la natural, es decir, cuando %, = 0{X1,..., X,}, la condicién
de martingala puede escribirse en la forma

E(Xps1| X1,..., X)) = Xo.

Observe que toda martingala es al mismo tiempo una submartingala y una
supermartingala, y que si {X,, : n > 1} es una submartingala, entonces
{—=X, : n = 1} es una supermartingala. Por lo tanto, toda propiedad para
submartingalas puede ser escrita también para supermartingalas bajo este
cambio de signo. Por otro lado, tomando esperanza en (7.1) con n = 1 se
obtiene la igualdad

E(X,,) = E(Xy), paracadam >1,

esto quiere decir que todas las variables aleatorias que conforman una mar-
tingala tienen la misma esperanza. Andlogamente, tomando esperanza ahora
en la condicién de submartingala se obtiene que para cualesquiera tiempos
1<n<m,

B(Xm) = B(X,), (7.2)

esto puede interpretarse en el sentido de que las submartingalas son procesos
cuyas trayectorias, en promedio, tienden a crecer. Mas adelante demostrare-
mos que cuando la submartingala es acotada superiormente, es convergente.
Este interesante resultado es el analogo estocéastico al hecho de que toda
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sucesion de numeros reales creciente y acotada es convergente. Para procesos
a tiempo continuo, la condicién de martingala se escribe E(X; | %5) = X,
para cualesquiera tiempos s y t tales que 0 < s < ¢, sin olvidar la condi-
ciones de adaptabilidad e integrabilidad para poder llamar a tal proceso una
martingala.

7.4. Ejemplos

Veremos a continuacion algunos ejemplos de martingalas.

Martingala del juego de apuestas

Sea £1,&9,... una sucesién de variables aleatorias independientes idéntica-
mente distribuidas y con esperanza finita. Defina X,, = & + --- + &, ¥
considere la filtracién .%,, = o{&1,...,&,}. La variable aleatoria X,, puede
interpretarse como la fortuna de un jugador después de n apuestas sucesivas
en donde la ganancia o pérdida en la k-ésima apuesta es &,. Claramente el
proceso {X,, : n = 1} es integrable y es adaptado. Ademds, para cada n > 1,

E(Xn+1 | yn) E(Xn + §n+1 | yn)
Xn + E(§n+l | yn)

Xn + E(§n+l)'

Cuando el resultado promedio de cualquiera de las apuestas es cero, el se-
gundo sumando se anula y se tiene un ejemplo de martingala, es decir, un
juego justo. En particular, una caminata aleatoria simétrica es una mar-
tingala. Si el resultado promedio de las apuestas es mayor o igual a cero,
entonces E(X,,+1]-%n) = Xp, y por lo tanto el proceso es una submartingala,
un juego favorable al jugador. Finalmente, cuando el resultado promedio de
cualquier apuesta es menor o igual a cero, el proceso es una supermartin-
gala pues E(X,;+1|-%,) < X, correspondiente a un juego desfavorable al
jugador.

Martingala del proceso de Poisson centrado
Sea {X; : t = 0} un proceso de Poisson de parametro . Entonces el proceso
centrado {X; — At : t = 0} es una martingala. En efecto, este nuevo proceso
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es integrable y adaptado. Ademés, para cada 0 < s < t,

E(X; — M| Zs) = E(Xi|Zs)— M
E(X; — Xs + X5 | .F5) — At
E(X; — X, | Z5) + Xs— Xt

= BEX;—X)+Xs— X\
= AMt—s)+Xs— Xt
= X5 —As.

Este ejemplo es un caso particular del siguiente resultado que el lector puede
facilmente verificar siguiendo el calculo anterior: si un proceso integrable
{X; : t = 0} tiene incrementos independientes, entonces el proceso centrado
{X: — E(X¢) : t > 0} es una martingala.

Martingala de la esperanza condicional

Sea X una variable aleatoria integrable, y sean %7 y %5 dos sub o-algebras
tales que %1 € Z5. No es dificil comprobar la siguiente propiedad de la
esperanza condicional:

E(E(X | F2)|.71) = E(X | #1).

Sea {#),}n>1 una filtracién dada. Usando la identidad anterior demostra-
remos que la sucesion de variables aleatorias dada por X,, = E(X |.%,) es
una martingala. Es claro que cada una de estas variables es integrable y por
definicién de esperanza condicional el proceso es adaptado a la filtracién.
Ademas

E(Xn1 [ Fn) = E(E(X [ Fni1) | Fn) = E(X | Fn) = X,

Martingala de la urna de Polya

Suponga que una urna contiene inicialmente una bo-

la blanca y una bola negra. Un experimento consiste O O
en escoger una bola al azar y regresarla a la urna

junto con otra bola del mismo color. Este experi-

mento se repite varias veces. Sea X, el nimero de Figura 7.1
bolas blancas en la urna después del n-ésimo ensayo.
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Es claro que Xy = 1, y que después del n-ésimo ensayo hay n + 2 bolas en la
urna. Ademas 1 < X,, < n+1,y por lo tanto E|X,,| < o. Las probabilidades
de transicién son las siguientes

k
P(Xn+1=k+1|X“=k)=n+2’
n+2—k

Observe que se puede escribir X, 11 = X,, + Y11, en donde Y,,;1 es una
variable aleatoria que toma el valor +1 cuando se escoge una bola blanca
en la extraccién n + 1, y el valor 0 cuando la bola escogida es negra, por lo
tanto,

n+2—X,
n -+ 2

Xn
+ (1) S

n + 2 n+ 2

E(Xn+1 |Xn) = Xn + (0)

Este célculo demuestra que el proceso {X, : n > 0} no es una martingala.
Sin embargo, si se define M,, = X,,/(n +2), lo cual representa la fraccién de
bolas blancas en la urna después de la n-ésima extraccion, entonces se tiene

que
Xnt1

E(My1| Fn) = E(ﬁle%) =

Es decir, hemos comprobado que el proceso {M,, : n > 0} es una martingala.

i Se modifica el resultado si la configuracién inicial de la urna es distinta a

la considerada? ;Se modifica el resultado si en lugar de agregar una bola

adicional se agregan r bolas del mismo color?

Xn
n+2

n-

7.5. Procesos detenidos

Sea {X,}n>0 un proceso estocastico adaptado a una filtracién {%,},>o,
y sea T un tiempo de paro respecto de la misma filtracién. En ocasiones
es necesario considerar un proceso de la forma X, ,.,, en donde 7 A n =
min{7,n}. A este tipo de procesos se les llama procesos detenidos, por ejem-
plo, suponga que 7 = k, entonces,

¥ ) Xy sin<k,
ATl Xy sin > k.



208 7. MARTINGALAS

Es decir, como funcién del parametro n el proceso se vuelve constante a
partir del tiempo aleatorio 7.

Medibilidad y adaptabilidad de {X;.,}

Las variables del proceso detenido son efectivamente variables aleatorias y
el proceso mismo es adaptado a la misma filtracién, pues para cualquier
numero real x, y para cada nimero natural n,

(X7 UT_k; (Xp <2)] U [(T>n)n (X, <2)].

La expresion del lado derecho es claramente un elemento de .%,. Si el proceso
original es integrable, entonces el proceso detenido es también integrable,
pues

E|XT/\7L| = (|X |1 )+E(|X |1(T>n))

/A

Z (1 Xk| Lr=ry ) + E(|Xn| L5n))
< 2E|Xk|+E|X | < 0.

Por ejemplo, considere que {X,, : n > 1} es la martingala del juego de
apuestas. Suponga que el jugador decide dejar de jugar cuando pierda todo
su capital o cuando consigue ganar el doble de su capital inicial. El momento
aleatorio en el que ocurre alguno de estos dos eventos es un tiempo de paro 7.
El capital del jugador en cualquier tiempo n puede expresarse como X . Se
puede demostrar que si {X,, : » = 0} es un proceso adaptado a la filtracién
{Zn}n=0, y T es un tiempo de paro con valores en {0,1,...} que ademads
es finito, es decir, P(7 < o0) = 1, entonces X, es una variable aleatoria.
Teniendo como valido este resultado, demostraremos a continuaciéon que
una martingala detenida sigue siendo martingala.

Proposicién 7.1 Si {X,, : n = 0} es una martingala, submartingala o
supermartingala, y T es un tiempo de paro respecto de la misma filtracion,
entonces el proceso detenido {X;n : m = 0} también lo es.

Demostracion. Hemos demostrado antes que el proceso detenido es
adaptado e integrable. Resta demostrar la propiedad de martingala. El caso
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submartingala o supermartingala se obtiene modificando adecuadamente la
peniltima igualdad en el siguiente analisis.

1=

E(XTA(n+1) |ﬂn) = E(Xk 1(T:k) | yﬂ) + E(Xn+1 1(7'>n) |ﬂn)

3
I

Xi Ly + E(Xpg1 | Fn) Lirony

I
1=

3
I

I
1=

Xk Lr=k) + Xn 1(ron)

I
k??‘
N
>
3

7.6. Una aplicaciéon: estrategias de juego

Considere nuevamente la sucesiéon de variables aleatorias independientes
idénticamente distribuidas {&,} tal que P({ = +1) = 1/2y P({ = —1) =
1/2, y con filtracién natural {.#,},>1. Considere las sumas

Xn=8& + - +&n.

Sabemos que {X,, : n > 1} es una martingala que representa el total de
ganancias en una serie de n apuestas justas de una unidad monetaria. Supon-
ga ahora que el monto de cada apuesta no es uno, sino una cantidad a,, para
la n-ésima apuesta. Supondremos que a, es una variable aleatoria que el ju-
gador determina a partir de la informaciéon de las n — 1 apuestas previas,
y por lo tanto es una variable %, 1-medible, es decir, se trata de un pro-
ceso predecible. A la coleccién de variables aleatorias {a, : n > 1} con
esta caracteristica se le llama una estrategia de juego. Bajo una de estas
estrategias, el capital del jugador después de la n-ésima apuesta es ahora la
variable aleatoria
Ap=a1&§ + -+ an &y,

la cual es .#,,-medible. Bajo la hipdtesis de que la estrategia de juego consta
de variables aleatorias acotadas, se cumple que el proceso {4, : n > 1} es
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integrable y cumple ademas la propiedad de martingala, pues

E(An+1 |3?n) = E(An + ap41 £n+1 |ﬂn)
An + any1 E(§n1 | Fn)
An + ant1 E(Xni1 — Xn | Fn)
Ap + ans1 (B(Xpi1 | Fn) — Xn)
= A,.

Esto quiere decir que bajo cualquier estrategia de juego, el proceso de ganan-
cias {4, : n > 1} es una martingala siempre y cuando el proceso original
{X,, : n > 1} lo sea. Es importante que los apostadores conozcan este resul-
tado pues quiere decir que no existe una estrategia de juego que convierta
un juego justo en un juego favorable o desfavorable al jugador. El mismo
andlisis demuestra que si el proceso original {X,, : n > 1} es una submartin-
gala o supermartingala y la estrategia de juego consta de variables aleatorias
no negativas y acotadas, entonces el proceso {A,, : n > 1} sigue siendo una
submartingala o supermartingala.

Uno de los varios significados del témino martingala, y que parece ser el ori-
ginal, establece que una martingala es una estrategia de juego en la cual un
jugador apuesta sucesivamente en cada lanzamiento de una moneda honesta
del siguiente modo: inicialmente apuesta una unidad monetaria. En caso de
perder, dobla el monto de la apuesta para el siguiente lanzamiento. En caso
de ganar, vuelve a apostar una unidad monetaria en el siguiente lanzamien-
to. En la Figura 7.2 se muestra una tabla con algunos resultados siguiendo
esta estrategia de juego.

Monto de la apuesta 1|2 8|11 1] 2

Resultado del lanzamiento | x | x | x | v |V | x| V | x

Ganancia 1 )1-3|-7T| 121|312
Figura 7.2

Bajo esta estrategia de juego resulta que cada vez que el jugador acierta se
recupera de las pérdidas anteriores e incluso incrementa su fortuna en una
unidad monetaria. En efecto, si el jugador pierde las primeras n apuestas y
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gana la apuesta n + 1, entonces su capital al tiempo n + 1 es

n—1
:1_21_21_..._2n Ly 2 = - 24
n apuestas perdidas apuesta n + 1 ganada k=0
L 1-2" 4 on
1-2
= (1-2")+2"
= 1.

De esta manera si el jugador pudiera mantener esta estrategia de juego
tendria una unidad ganada por cada acierto que haya conseguido. Parece
ser una estrategia segura de ganar, sin embargo, veamos cuanto, en prome-
dio, podria ser su déficit justo antes de recuperarse, es decir, calcularemos
E(X;_1), en donde 7 es el tiempo de paro en el que el jugador acierta por
primera vez. Puede comprobarse que este tiempo de paro es finito casi segu-
ramente, es decir, P(7 < o) = 1. De hecho, con probabilidad uno, el jugador
tendria eventualmente un éxito aun cuando sus probabilidades de acertar
fueran pequenas. Como hemos visto, después de n apuestas consecutivas
perdidas el capital empenado es

—1-2t—22 ... _ontl—1_9on
y la probabilidad de perder n apuestas sucesivas y ganar la apuesta n + 1

es 1/2"*1. Por lo tanto,

E(XT_l) = E(XT_1|’7' =n) P(T =’I’L)

s

I
s
&
3
>
=
I

2

n=1

[ce]
1
= Z (1—27 1 —
n=1 2"

= —00.

Es decir, se requeriria de un capital promedio infinito y poder apostar una
infinidad de veces para llevar a cabo con éxito esta estrategia, algo no muy
factible en términos de dinero y tiempo.
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7.7. Teorema de paro opcional y aplicaciones

Hemos observado antes que para una martingala {X,, : n > 1} se cumple
que E(X,) = E(X;), para cualquier valor de n. Si ademds se tiene un
tiempo de paro finito 7, no necesariamente es cierto que E(X;) = E(X1), e
incluso expresiones como F(X ;) podrian no ser finitas como en la estrategia
de juego llamada martingala analizada en la seccion anterior. El siguiente
resultado establece condiciones bajo las cuales la variable X tiene la misma
esperanza que la martingala.

Teorema 7.1 (Teorema de paro opcional) Sea {X,,n > 1} una mar-
tingala y sea T un tiempo de paro finito, ambos respecto de una filtracion
{Fn}n=1, tales que:

a) X, es integrable.
b) r}i_{réo E(Xn1(7—>n)) = 0.

Entonces FE(X;) = E(X,,), para cualquier n > 1.

Demostracion. La observacion importante es que para cualquier n > 1,
Xr = Xoan + (Xr = Xp) Lirony.-

Tomando esperanza y usando el hecho de que X, .,, es una martingala,

E(X:) = E(Xran)+ E(Xr—Xy) 1(T>n))
E(X1)+ E(XTl(T>n)) - E(X, 1(T>n))'

Como el proceso original es una martingala, el primer sumando es F(X,,).
Haciendo n — o0, el tercer sumando se anula por hipotesis. Usando la
hipétesis de integrabilidad de X y el teorema de convergencia dominada,
el segundo sumando converge también a cero pues es la cola de la serie
convergente

o [ee]
E(X:)=E()) Xpliog) = . E(Xplirop)-
k=1 k=1
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Como una aplicacién del teorema de paro opcional calcularemos algunos
tiempos medios de arribo en caminatas aleatorias.

Caso caminata simétrica, barrera simétrica

Sea {X,, : n = 0} una caminata aleatoria simétrica simple sobre Z que inicia
en cero, y sea b > 1 un entero

cualquiera. Defina el tiempo de paro X, (w)

T7=min {n >1:|X,| =0},

es decir, 7 es el primer momento en el
que la caminata alcanza, en valor ab-
soluto, el nivel b, véase la Figura 7.3.
Nos interesa encontrar E(7), esto es, el
numero promedio de pasos que le toma
a la caminata llegar al nivel +b. Sabe- Figura 7.3

mos que tanto el proceso {X,, : n = 0}

como {X2 —n : n > 0} son martin-

galas. Suponiendo de manera preliminar que las condiciones del teorema de
paro opcional se cumplen, se tiene que E(X2 —7) = E(X? — 1) = 0. Por lo
tanto, F(7) = E(X?) = b%. La tltima igualdad se obtiene al observar que
|X-| = b. En palabras, este resultado dice que la caminata aleatoria simétri-
ca simple que inicia en cero necesita, en promedio, b*> pasos para alcanzar,
en valor absoluto, el nivel b.

—b

Caso caminata simétrica, barrera asimétrica

Generalizaremos ahora el calculo del parrafo anterior para el caso en el que
se tiene una barrera inferior —a y una barrera superior b, con a,b € IN, no
necesariamente idénticos. La idea es aplicar nuevamente el teorema de paro
opcional aunque los cdlculos no son tan inmediatos. Supongamos entonces
que {X,, : n = 0} es una caminata aleatoria simétrica simple que inicia en
cero y defina el tiempo de paro

T=min{n=>0:X, =006 X, =—a},

en donde a,b € IN. Nuevamente el proceso centrado {X2 —n :n > 0} es una
martingala y por lo tanto F(X2 —7) = E(X? —1) = 0, de donde se obtiene
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E(t) = E(X?). Ahora no es tan sencillo calcular esta esperanza pues X2
puede tomar dos valores, b> o a?. Entonces,

E(1) = BE(X2) = ¥’P(X, = b) + a*P(X, = —a).

Defina uy = P(X; = b| Xy = k). Usando andlisis del primer paso, es decir,
condicionando sobre el valor que toma la caminata aleatoria en el primer
paso, puede comprobarse que la probabilidad u; cumple la ecuaciéon en
diferencias

2u = ug41 + U1,

con condiciones de frontera up, =1y u_, = 0, y cuya solucién es

a+k
up = )
R A
Anélogamente, definiendo vy = P(X; = —a| Xy = k), se encuentra que vy,

cumple la ecuacién en diferencias
20 = V41 + V-1,

con condiciones de frontera v, =0y v_, = 1, y cuya solucién es
_b—k
a+b

Vg

Por lo tanto,
E(r) = E(X})
VP(X, =b) +a*P(X, = —a)
= b2ug+a’vy
2 a 2 b
PR

= qab.

Cuando a = b se recupera el resultado del caso cuando la barrera es simétri-
ca.

Caso caminata asimétrica, barrera asimétrica
En este caso el proceso {X,, : » = 0} no es una martingala pero debido a la
propiedad de incrementos independientes, el proceso centrado

{Xo —n(p—q):n =0}



7.7. TEOREMA DE PARO OPCIONAL Y APLICACIONES 215

lo es. Suponiendo nuevamente que las condiciones del teorema de paro op-
cional se cumplen, se tiene que E(X, —7(p —¢q)) = E(X1 —(p—q)) = 0.
De donde se obtiene E(7) = E(X;)/(p — ¢). El problema es nuevamente
encontrar F(X;). Tenemos que

E(X;)=bP(X; =b) —aP(X; = —a).
Defina nuevamente vy = P(X; = b| Xy = k). Usando analisis del primer
paso puede comprobarse que u; cumple la ecuacion en diferencias
Up = PUg4+1 T qUE—1,

con condiciones de frontera uy =1y u_, = 0, y cuya solucion es

(p/9)" " — (p/g)***
1 —(p/q)2+?

Anélogamente, definiendo vy = P(X; = —a| Xy = k), se encuentra que vy,
cumple la ecuacién en diferencias

U =

Vg = PVUk+1 + qUk—1,

con condiciones de frontera vy, =0y v_, = 1, y cuya solucién es

(q/p)*** — (q/p)***
1 —(g/p)e+?

Por lo tanto,

E(X;) = bup—av

(p/0)" = (/)" (a/p)" = (a/p)"*"
1 —(p/q)**? 1 — (q/p)**?

1—(p/q)°

L —(p/q)*+®

= b—(a+0b)

Entonces,
b a+b 1—(p/q)b

p—q p—gq 1—(p/g)**
Verificaremos a continuacion la validez de las tres condiciones del teorema
de paro opcional para esta aplicacién cuando la caminata y las barreras son
simétricas.

E(r)
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a) Demostraremos que 7 < o c.s. La estrategia consiste en considerar
bloques sucesivos de 2b pasos en la caminata aleatoria. Observe que
el evento (7 = ) es el limite de la sucesién decreciente de eventos
(1 > 2bk), para k =1,2,..., y que el evento (7 > 2bk) estd contenido
en el evento “Ninguno de los primeros k£ bloques contiene tnicamente
valores +1”. La utilidad de este evento mayor radica en que es facil
calcular su probabilidad, como veremos a continuaciéon. Tenemos que

e
=
I
8
I

lim P(r > 2bk)

N

khm P(“Ninguno de los primeros k bloques
—00

contiene inicamente valores +1")
= lim (1 —(1/2)®)k
k—00
= 0.

b) Demostraremos ahora que E(|X2 — 7|) < 0. Como X2 = b?, se tiene
que

E(|X2-7)) < V¥ +E(1)

= b2+ikP(T:k;)

k=0
o0
= b+ >0 > (2bk + ) P(r = 2bk + )
k=0 j=1
0 b
< B+ ) D (2b(k + 1)) P(r > 2bk)
k=0 j=1
o0
< b)? > (k+1)(1—(1/2)™)
k=0
< 0.

¢) Finalmente verificaremos que E((X2 — n)1(z=n)) = 0, cuando — co.

E(1X7 = nll=n) E(X21(720) + E(nl(;=p)

<
< N2P(T > n) + E(Tl(T>n)).
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La sucesién de eventos (7 > n) es moné6tona decreciente y por lo tanto
convergente, su limite es el evento (7 = ) que tiene probabilidad cero.
El primer sumando por lo tanto se hace pequenio cuando n crece. Como
E(1) < o0, la sucesién de variables T1(r~p) es también decreciente y
consta de variables aleatorias integrables cuyo limite es cero c.s. El
segundo sumando por tanto también converge a cero.

7.8. Algunas desigualdades

En esta secciéon se demostrardn algunas desigualdades asociadas a sub-
martingalas. No haremos mayor uso de ellas en lo sucesivo pero en sus
demostraciones se pondran en préactica algunos resultados estudiados antes.

Proposicién 7.2 (Desigualdad maximal de Doob) Sea {X,, : n > 1}
una submartingala no negativa y defina X = méx{Xy,...,X,}. Entonces
para cualquier A > 0,

AP(Xy 2 A) < B(Xn1(xss1)-

n

Demostracién. Para cada n natural defina el tiempo de paro
T=nArmin{l <k<n:Xp=>A\}

Es decir, 7 es el primer momento hasta n en el que el proceso alcanza o rebasa
el valor \. Si tal evento nunca ocurre, entonces 7 = n. Como {X,, : n > 1}
es una submartingala y 1 < 7 < n, se tiene que E(X,) > E(X;). Observe
que si ocurre el evento (X;¥ > \), entonces X, > A, y si ocurre (X < \),
entonces 7 = n. Por lo tanto,

E(X,) > B(X,)
> AP(X

Es decir,
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Proposicién 7.3 (Desigualdad maximal de Doob en L?) Sea {X,, :
n = 1} una submartingala no negativa y cuadrado integrable. Para X' =
max{X1,...,X,} se tiene que

E(|X5*) < 4B(X7).

Demostracion. El segundo momento de una variable aleatoria no nega-
tiva X puede expresarse, cuando existe, de la siguiente forma:
o0
E(X?) = 2f rP(X > z)da.
0
Usando esta expresion, la desigualdad maximal de la Proposicion 7.2, el
teorema de Fubini y después la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

Q0
B(X}?) = 2L rP(X} > x)dx

N

Q0
0

©
= 2 J (J X, dP)dx
XE>x

( )
X
= 2 an dz dP
0

0

Q

2 J X, X! dP
Q

— 2B(X,X)
< 2VEXPVEIXEE.

Por lo tanto,

E(IX;%)
——1 <2V E|X, %
BIXE R

Elevando al cuadrado se obtiene el resultado. [ |

7.9. Convergencia de martingalas

En esta seccion revisaremos algunos elementos que nos llevaran a enunciar y
demostrar el teorema de convergencia de submartingalas de Doob. Usaremos
algunas herramientas de la teoria de la medida.
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Proposicién 7.4 Sea {X,, : n = 0} una submartingala y sean 1 y T2 dos
tiempos de paro acotados tales que 0 < 71 < 0 < N, con N € N fijo.

FEntonces
E(X,,) < E(Xy,).

Demostracion. Sea k fijo tal que kK < n < N. Entonces

E(Xnt1 1 =k) Lmsn) = E(E(Xnt1 1 =k) Limysn) | Fn))
BE(E(Xn+1|70) Y —k) Liraon) )
E(Xn Y=ty Limp>n) )-

\%

Por lo tanto,
E(Xryanlin=k) = E(Xp gk linwm) + E(Xn L =k) Lnsn)
< E(XTZ 1(T1=k) 1(7'2<n)) + E(Xn+1 1(7'1=k) 1(7'2>n))
= E(XTZ A(n+1) 1(71:k))’

Esto quiere decir que la funcién n — E(X7,an 1z —x)) es mondtona cre-
ciente. Evaluando esta funcién en n = k y después en n = IN se obtiene la
desigualdad

E(Xy Lz =ry) < E(Xry 1y —p))-

Entonces,

M=

E(Xﬁ) = E(XTl 1(7’1:19))

i
=)

I
M=

E(Xk 1(71:k))

e
Il
o

N
M=

E(X7, 17y =k))

I
ol
&
NO
3
N—

Numero de cruces
Sea { X} : k = 0} un proceso adaptado a una filtracién {Z}r=0, y sean a < b
dos nuimeros reales. Consideraremos que n es un nimero natural cualquiera.
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Defina la sucesion creciente de tiempos de paro

71 = min{k>1:X; > b},
T = min{k >m7 : X <a}l,
13 = min{k > 7 : X > b},
74 = min{k>73: X, <al,

Si alguno de los conjuntos senalados es vacio o bien cuando 7, > n, para
alguna k, se define 7, = n. De esta forma se tiene la sucesién creciente de
tiempos de paro

TIST2< - <N (7.3)

Una de tales sucesiones se muestra en la Figura 7.4, en donde se pre-
senta una trayectoria del proceso con sus valores unidos por una linea
continua para una mejor
visualizacién. Nos in-
teresa contar el nime-
ro de cruces de arri-
ba hacia abajo, que
las trayectorias del pro-
ceso realizan sobre el
intervalo [a,b]. En la
grafica se muestran tres
cruces de este tipo, 11k
los cuales se encuen-
tran remarcados en la
trayectoria. Observe que Figura 7.4

antes del valor n y para

valores impares en el subindice de 7, el proceso se encuentra arriba de b en
ese momento, mientras que para valores pares del subindice, el proceso se
encuentra por abajo del nivel a, es decir, entre los tiempos Top_1 v Tor €l
proceso realiza un cruce de arriba hacia abajo.

El nimero de cruces completos, de arriba hacia abajo, que el proceso realiza
sobre el intervalo [a,b] antes del tiempo n es el maximo entero k tal que
Tor < n, y se denota por Dy[a,b], es decir,

Dyla,b] = max {k > 1: 1o < n}.
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Si el conjunto de cruces es vacio, se define Dy[a,b] = 0. La letra D usada
para denotar este ntmero proviene del término en inglés Downcrossing.
Observe que para cada n, la funcién Dy[a,b] : @ — {0,1,...} es una variable
aleatoria, pues para cada entero k, el conjunto (Dyla,b] = k) = (1o <
n) es medible. De esta manera se tiene la sucesién mondtona de variables
aleatorias Djla,b] < Dsla,b] < --- que es convergente al nimero total de
cruces
Dla,b] =sup{k >1: 1o < o0}.

En la demostracién que se presenta a continuacién sobre la convergencia
de submartingalas se hace uso de este nimero de cruces. Empezaremos
estimando la esperanza de Dy|[a, b].

Proposicién 7.5 Sea {X,, : n = 0} una submartingala. Entonces

E(Du[ab) < 7

1

—a

(sup E|X, | +[b]).

S

Demostracion. Defina la sucesion de eventos Ax = (1, < n) para k =
1,2,... Por la monotonia de los tiempos de paro (7.3) se tiene que A; 2
As; 2 --- Eventualmente los elementos de esta sucesién son el conjunto
vacio, pues no pueden efectuarse demasiados cruces en un tiempo limitado
n. Observe ademds que cuando ocurre el evento Ao, 1 el proceso al tiempo
Tor_1 Se encuentra por arriba de b, mientras que cuando ocurre Agg, el
proceso al tiempo 7o se encuentra por abajo de a. A continuacién usaremos
la propiedad de submartingala aplicada a los tiempos de paro acotados

Tok—1 < Top < n. Tenemos entonces que F(X,,, ,) < E(Xr,, ), es decir,

f Xy, dP < f X,,, dP.
Q Q

Separando ambas regiones de integraciéon como ) = Ao, U AS,,, se tiene
que

J Xy AP + J
A1 A

Ahora observe que sobre el conjunto AS; ;, se cumple que To_1 = T2 = n.
Por lo tanto, la segunda y cuarta integral coinciden y podemos omitirlas de

Xy AP < J Xr,, dP + J Xr,, dP.
Agp—1 A

c c
2k—1 2k—1
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esta desigualdad. Anadiendo la constante b, se llega al siguiente resultado:
0 < f (Xry,_, —b)dP
Agk—1
< f (X, —b)dP.
Agk—1

Entonces,
0 < J (Xr,, —b)dP
Aok
= j (XT% - b) ap + j (XTZk - b) apr
Az

Aok 1\ Azp

< (a—b)P(Ay) + f (X, — b) dP.
Agg—1\Azk

Por lo tanto,

PUaw) < 5 (X, — b)dP
b—a Agk 1\ Aok

1
< J (X, — b)+ dP.
b—a Aok 1\ Aok

Como P(Ag) = P(rex < n) = P(Dyla,b] = k),

E(Dyla,b]) = ). P(Dyla,b] > k)

k=1
= ) P(Ay)
k=1
1 & J
< (X, —b)TaP
b—a 1;1 Aog_1\ Aok
1
< —E(X,-b".
e b)

Para la ltima desigualdad se hace uso del hecho de que las diferencias
A1\ Az son conjuntos ajenos. Esto concluye la demostracién de la primera
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desigualdad. La segunda desigualdad del enunciado se sigue de las siguientes
estimaciones:

(Xn —b)" < | X —b| < |X,] + ).

Ahora estamos en condiciones de probar que toda submartingala acotada
en media es convergente.

Teorema 7.2 (Teorema de convergencia de submartingalas de Doob)
Sea {X,, : n = 0} una submartingala tal que sup,, E|X,| < . Entonces
existe una variable aleatoria integrable X tal que

Iim X, =X cs.

n—00

Demostracion. Verificaremos primero que la convergencia de tal suce-
sién de variables aleatorias es equivalente a la condicién: D[a,b] < oo casi
seguramente, para cualesquiera nimeros a < b. Sea w en ) y considere la
sucesion numérica X;(w), X2(w),... cuyo numero de cruces es Dla,b](w).
Demostraremos que la sucesién {X,,(w) : n > 1} es convergente si, y sélo si,
DJa,b](w) < o0, para cualesquiera a < b.

(=) Suponga que la sucesién es convergente pero que D[a,b](w) = oo para
algin par de ntmeros a y b tales que a < b. Entonces,

liminf X, (w) < a < b < limsup X, (w).

n— n—00
Esto contradice la hipotesis de que la sucesion es convergente.

(<) Suponga ahora que D[a,b](w) < oo para cualesquiera a < b. Suponga
que la sucesién no es convergente. Entonces existen a; < by tales que

liminf X, (w) < a1 < b; < limsup X, (w).

n—w n—00

Entonces, en particular, para este par de nimeros reales se tiene que
Dla1,b1](w) = 0, lo cual contradice la hipdtesis inicial.
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Por lo tanto es suficiente demostrar que con probabilidad uno, D[a,b] < co.
Para llegar a esta conclusién demostraremos que E(D|a,b]) < oo, pero ello
es consecuencia del teorema de convergencia mondtona y la Proposicién 7.5
pues,

E(DJa,b]) = lim E(Dyla,b])

n—ao0

1
< 7 CL(supE|Xn| + [b]) < o0.

La integrabilidad del limite X se sigue del lema de Fatou pues,

E|X|= E(h’H}Linf | X)) < h'mninfE|Xn| < sup Bl X, | < .
n
|

Como toda martingala es una submartingala, y toda supermartingala se
convierte en una submartingala a través de un cambio de signo, se tiene
que el teorema anterior es valido en cualquiera de los tres casos. Es decir,
toda martingala, submartingala o supermartingala acotada en la forma en
la que indica el enunciado del teorema es convergente casi seguramente, y
su limite es una variable aleatoria integrable.

La demostracién que se ha presentado aqui sobre la convergencia de sub-
martingalas es la prueba original de Doob de 1940. En [12] pueden encon-
trarse algunos otros métodos alternativos de demostracién. Como hemos
mencionado, las submartingalas son procesos que tienen trayectorias que en
promedio tienden a crecer, véase la ecuacién (7.2), de modo que en este caso
hemos encontrado una cota superior para el nimero promedio de cruces ha-
cia abajo. En algunos textos, por ejemplo [3], se enuncia y prueba el mismo
resultado para supermartingalas, procesos cuyas trayectorias en promedio
tienden a decrecer.

7.10. Representaciéon de martingalas

Fn esta seccién demostraremos que toda martingala que cumple la condicién
de ser uniformemente integrable puede escribirse en términos de una espe-
ranza condicional. Antes de enunciar el resultado explicaremos la condicién
de integrabilidad uniforme para un proceso.
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Integrabilidad uniforme
Puede comprobarse que una variable aleatoria X es integrable si, y sélo si,
para cada € > 0 puede encontrarse un numero M > 0 tal que

J |X|dP < e.
(I1X]>M)

Considere ahora una sucesién infinita de variables aleatorias integrables
X1, Xs,... Para cada € > 0 puede encontrarse entonces una sucesion de
numeros reales M, > 0 tales que

J | X | dP < e.
(1Xn|>Mx)

Cuando la sucesion M,, no depende de n, es decir, cuando sea una sucesion
constante, se dice que la sucesion de variables aleatorias es uniformemente
integrable. Es evidente que la integrabilidad uniforme es més fuerte que la
simple integrabilidad de las variables de un proceso. Tenemos entonces la
siguiente definicién, la cual ilustraremos después con un par de ejemplos.

Definicion 7.7 Se dice que una sucesion de variables aleatorias integrables
X1, Xo,... es uniformemente integrable si para cada € > 0 existe un niumero
M > 0 tal que para toda n > 1,

J X, dP < e.
(1%, =)

Ejemplo 7.4 Considere el espacio muestral @ = (0,1) con la o-dlgebra los
subcongjuntos de Borel de (0,1), y como medida de probabilidad la medida de
Lebesgue sobre dicho intervalo. La sucesion de variables aleatorias dada por
Xn =mnl/m) no es uniformemente integrable pues para cualquier M > 0,

1 sin>M
X dPZ{ ) ’
J(|X7L>M)| | 0 stn S M.

Ejemplo 7.5 Sea X una variable aleatoria integrable y sea F, una fil-
tracion. Demostraremos que la martingala X,, = E(X |.%,) es uniforme-
mente integrable. Como |X| es integrable, tenemos que para cada € > 0
existe § > 0 tal que si P(A) < 6, entonces §,|X|dP < e. Ademds, como
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| Xn| < E(|X|| %), tomando esperanzas y para cualquier M > 0 se tiene
que

ElX| = E|X,|

> J |1 X,,| dP
(1Xn|>M)

> M P(|X,| > M).

De modo que si se toma M > E(|X|)/d, con 6 > 0 arbitrario, entonces
P(|X,| > M) < E(|X]|)/M < 4. Por lo tanto,

f 1X,|dP < f E(X||Z,)dP
(1Xn]>M) (1Xn|>M)

= J | X|dP
(|Xn|>M)
< €.

La siguiente proposicién establece que la convergencia en media es una
condicion suficiente para que se cumpla la propiedad de integrabilidad uni-
forme en un proceso.

Proposicion 7.6 Toda sucesion Xi,Xa,... de variables aleatorias inte-
grables que es convergente en media es uniformemente integrable.

Demostracion. Suponga que X1, Xo,... es una sucesién de variables
aleatorias integrables convergente en media a la variable aleatoria integrable
X, es decir, E|X,, — X| — 0. Esto es, para cada ¢ > 0 existe un natural
N tal que para cualquier n > N, E|X, — X| < ¢/2. Dado que el limite X
es integrable, para cada e > 0 existe 0 > 0 tal que si P(A) < 0, entonces
§4|X|dP < €/2. Tomando un valor de § > 0 més pequeno si es necesario se
tiene ademds que SA | Xn| dP < €, paracadan = 1,..., N, cuando P(A) < 4.
Por otro lado, para cualquier n > 1,

E(X) > f X, dP
(IXn|>M)
> MP(|X,| > M).

Es decir, P(|X,,| > M) < ;E(]X,|) < § si se toma M = %sup, E((|X]).
Tal valor de M es finito pues como la sucesién converge en media, es aco-
tada en media. En particular y con el valor de M mencionado, lo anterior
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demuestra la integrabilidad uniforme de las variables X,, para valores de n
menores o iguales a N. Para el caso n > N se tiene que

f | X,|dP < f |X|dP+J X, — X|dP
(|Xn|>M) (|Xn|>M) (|Xn|>M)

< | IX|dP + E(|X,, - X])
(I Xn|>M)

€ €
< s+s =€

2 2

El siguiente resultado es un reciproco de la proposicién anterior, sélo que
hay que anadir la condicién de que el proceso sea una submartingala, en
particular, una martingala.

Proposicion 7.7 Toda submartingala uniformemente integrable es conver-
gente en media.

Demostracion. Sea {X,, : n > 1} una submartingala uniformemente inte-
grable. Hemos demostrado antes que en tales condiciones la submartingala
es necesariamente acotada en L', y por lo tanto satisface las condiciones
del teorema de convergencia de martingalas de Doob. Existe entonces una
variable aleatoria integrable X tal que X,, — X c.s. Demostraremos que
X, — X en media, es decir, que E|X, — X| — 0. Sea ¢ > 0 arbitrario.
Debido a la hipétesis de integrabilidad uniforme, existe M > 0 tal que para
toda n > 1,

€

| X, — X|dP < 3

J<Xn—X|>M>

Por otro lado, como la convergencia casi segura implica la convergencia en
probabilidad se tiene que P(|X,, — X| > ¢/3) — 0, cuando n — o0, es decir,
existe un entero N tal que paran > N,

€
P(X,—-X 3 —
(%0 = X| > ¢/3) < 2.
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en donde M > 0 es la constante de la estimacién anterior. Entonces

E(| X, — X]|) = f X, — X|dP
(1Xn—X[>M)
+J X, — X|dP
(¢/3<|Xn—X|<M)
+J X, — X|dP
(1Xn—X]|<e/3)
< g + MP(|X, — X| > ¢/3) + §P(|Xn — X| < ¢/3)
< €.

Finalmente se presenta el resultado que establece que toda martingala uni-
formemente integrable se puede escribir como una esperanza condicional.

Teorema 7.3 (Teorema de representacién de martingalas)

Sea {X,, : n = 0} una martingala uniformemente integrable, con filtracion
natural {Fn}n>0, y teniendo a la variable X como su limite en media. En-
tonces,

Demostracion. Para cualquier m > n, E(X,, |.%,) = X,,. Esto quiere
decir que para cualquier evento A en .%,,

J Xy dP =J Xy, dP.
A A

Entonces,
| =x0ap) = 1| (- x0ap
A A
< J|Xm—X|dP
A
< J|Xm—X|dP.
Q
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Por lo demostrado antes, el iltimo término converge a cero cuando m — o0.
Es decir, para cualquier A en .%,,

f XndP:f X dP.
A A

Esto significa que X,, = E(X |.%,) c.s. [

La variable X,, = E(X |.%,) puede interpretarse como una aproximacién
de la variable desconocida X cuando se cuenta con la informaciéon dada por
la o-algebra .%#,. Conforme n crece, la informacién acerca de X aumenta a
través de la filtracién, y en el limite se obtiene o reconstruye X.

Notas y referencias. Se pueden encontrar otras exposiciones introduc-
torias al tema de martingalas a tiempo discreto en Karlin y Taylor [17],
y Lawler [21]. Para lecturas mds avanzadas pueden consultarse Revuz y
Yor [28] y Tudor [36].

7.11. J. L. Doob

Joseph L. Doob (E.U.A., 1910-2004) empez6 a
tener interés por la ciencia desde pequeno,
cuando cursaba la escuela secundaria. Estu-
vo muy interesado en el funcionamiento de la
radio e incluso construyé él mismo su pro-
pio equipo. Este interés por la electrénica,
vy las comunicaciones se incrementé durante
la preparatoria, obteniendo incluso una licen-
cia para llevar a cabo transmisiones por ra-
dio. Dado este interés en la electrénica, Doob
pensé que la fisica era el drea que debia estu-
diar al ingresar a la universidad. Asf lo hizo cuando ingresé a la Universidad
de Harvard en 1926. Sin embargo, después de un ano de estudios se con-
vencié de que el curso que verdaderamente disfruté fue el de céalculo y sus
aplicaciones. Para el segundo ano se registré en cursos de matematicas. En
1930 obtuvo el grado de licenciatura de la Universidad de Harvard, y en 1931
el de maestria bajo la supervisién de J. L. Walsh en la misma universidad.
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En junio de ese mismo ano se casé con Elsie Field, con quien tuvo tres hijos.
Al ano siguiente, en 1932, obtuvo el doctorado con un trabajo de tesis sobre
las funciones analiticas y sus valores de frontera. Tiempo después recibié una
beca para trabajar en la teoria de la probabilidad con H. Hotelling en la Uni-
versidad de Columbia de 1934 a 1935. Al final de ese periodo fue contratado
como profesor asociado en la Universidad de Illinois en 1935, alli fue donde
desarroll6 su carrera como profesor hasta 1978, cuando se jubilé. Entre sus
estudiantes de doctorado figuran, entre otros, Paul Halmos (1938), David
Blackwell (1941), J. Laurie Snell (1951) y John Walsh (1966). El trabajo
de Doob se centra principalmente en la teoria de la medida, la teoria de la
probabilidad y las relaciones de esta tultima con la teoria del potencial. En
particular, y profundizando parte del trabajo de Paul Levy, durante los afios
cuarenta y cincuenta Doob desarrollé la teoria basica de las martingalas y
algunas de sus aplicaciones. En 1953 publicé su libro clasico Stochastic Pro-
cesses, el cual fue reeditado en 1990. En 1984 publicé Classical Potential
Theory and its Probabilistic Counterparts, reimpreso en 2001. En 1994, a la
edad de 84 anos, publicé su tultimo texto titulado Measure Theory. Doob
fue miembro de las Academias de Ciencias de Estados Unidos y de Francia,
presidio el Instituto de Estadistica Matemética (IMS) en 1950, y la Sociedad
Matemética Estadounidense (AMS) de 1963 a 1964. Recibié varios premios
prestigiosos de su pais por la trascendencia y profundidad de sus trabajos.
Durante muchos anos de su vida Doob mantuvo la costumbre y el gusto por
organizar y realizar las famosas caminatas de los sabados por la tarde junto
a profesores universitarios, colegas y amigos de la Universidad de Illinois.
A peticién propia, las cenizas de sus restos mortales fueron esparcidas por
sus compaifieros en uno de sus sitios favoritos donde acostumbraba caminar
junto con sus amigos. Para una informacién més amplia sobre la vida y el
trabajo de Doob véanse las siguientes referencias.

a) Bingham N. H., Doob: a half century on, Journal of Applied Probabi-
lity, Vol. 42, 257-266, 2005.

b) Burkholder D. y Protter P., Joseph Leo Doob, 1910-2004, Stochastic
Processes and their Applications, Vol. 115, 1061-1072, 2005.

c) Snell J. L., A Conversation with Joe Doob, Statistical Science, Vol. 12,
Niim. 4, 301-311, 1997.
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d) Smell J. L., Obituary: Joseph Leonard Doob, Journal of Applied Pro-

bability, Vol. 42, 247-256, 2005.

Fuente: Archivo MacTutor, Universidad de St. Andrews.

7.12. Ejercicios

169.

170.

171.

172.

173.

Filtraciones

Sea {X; : t = 0} un proceso adaptado a la filtracién {%;}i>0, y sea
{4, }+>0 la filtracién natural del proceso. Demuestre que para cada
t > 0 se cumple ¥, < .%;. Esto significa que la filtracién natural es la
filtracién maés pequena respecto de la cual un proceso es adaptado.

Tiempos de paro

Sea {X,, : n > 1} la sucesién de resultados que se obtienen al lanzar
sucesivamente un dado equilibrado. Sea {.%#,},>1 la filtracién natural
de este proceso y defina la variable 7 como el primer tiempo n tal que
X1+ -+ X, = 10. Determine si 7 es un tiempo de paro respecto de
la filtracién dada.

Demuestre que la condicién en la definicién de tiempo de paro a tiempo
discreto “(7 < n) € .%,” es equivalente a la condicién “(17 =n) € .%,”.

Sea n un entero positivo. Demuestre que la variable aleatoria constante
T = n es un tiempo de paro. Compruebe ademds que 7 = o0 es también
un tiempo de paro.

Sea 7 un tiempo de paro con valores en {1,2,...} U {00}, y sea n un
entero positivo. Demuestre que las siguientes variables también son
tiempos de paro.

a) T AN.

b) 7 v n.

c) T+mn.
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174. Sean 7 y 7 dos tiempos de paro respecto de la misma filtracién.
Demuestre que las siguientes variables aleatorias también son tiempos
de paro.
a) T1 N\ T9.
b) T V T92.
c) T + To.

175. Sea {X,, : n = 1} un proceso a tiempo discreto, y sea  un nimero
real cualquiera dentro del espacio de estados del proceso. Defina las
variables aleatorias: 71 como el primer momento en el que el proceso
toma el valor x, 79 como el segundo momento en el que el proceso
toma el valor z, etc. Demuestre que 7 < 7 < --- son tiempos de
paro.

176. Sea 7 un tiempo de paro con valores en [0,00) y sea ¢ = 1 una cons-
tante. Demuestre que ¢ 7 es tiempo de paro.

177. Sea 71,79, ... una sucesién infinita de tiempos de paro respecto de la
misma filtracién. Demuestre que las siguientes funciones también son
tiempos de paro.

a) T =sup {7, 7,...}.
b) 7 =1inf {71, 79,...}.
c) T= T(k), €s decir, T es la k-ésima estadistica de orden.

178. Sea {X,, : n = 0} un proceso adaptado a la filtracién {#,}n>0, y sea
7 un tiempo de paro discreto con valores en {0,1,...} y que ademds
es finito, es decir, P(t < o0) = 1. Demuestre que X, es una variable
aleatoria.

Martingalas
179. Definiciones equivalentes. Sea {X, : n = 0} una martingala a tiempo

discreto. Demuestre que la propiedad de martingala

a) E(X,, | %#,) = X,, para cualquier m > n
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180.

181.

182.

183.

184.

185.

es equivalente a la condicién
b) E(X,41|%n) = Xp, para cadan > 1.

Enuncie y demuestre la equivalencia andloga al caso submartingala
y supermartingala. Sugerencia: E(E(X |.#)|¥) = E(X |¥) cuando
g cZ.

Demuestre que

a) Toda martingala es una submartingala y una supermartingala.

b) Todo proceso que es al mismo tiempo una submartingala y una
supermartingala es una martingala.

Demuestre que para cualquier t > s > 0,

a) E(X;) = E(X;) cuando {X; :t > 0} es una martingala.
b) E(X;) > E(Xs) cuando {X; :¢ > 0} es una submartingala.
c) E(X:) < E(X;) cuando {X; : ¢t > 0} es una supermartingala.

Martingala de la esperanza condicional. Sea X una variable aleatoria
integrable, y sea {%;};>0 una filtracién a tiempo continuo. Demuestre
que el proceso {X; : t > 0} definido a continuacién es una martingala.

Xy = E(X|#).

Para la martingala del juego de apuestas justas X,, = & + -+« + &,
demuestre que el proceso {X2 —n : n > 0} es una martingala si, y s6lo
si, Var(§) = 1.

Sea {X, : n = 1} un proceso adaptado a la filtracién {%,}n=1.
Demuestre que si A es un evento .%#i-medible, entonces el proceso
{X, 14 :n > 1} es una martingala, submartingala o supermartingala
cuando {X,, : n > 1} lo es.

Sea M una constante. Demuestre que:

a) Si{X, :n = 0} es una submartingala, entonces {X,, v M : n > 0}
es una submartingala.
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186.

187.

188.

189.

190.

191.

192.

193.

b) Si{X, : n > 0} es una supermartingala, entonces {X,, A M :n >
0} es una supermartingala.

Sean {X; : t > 0} and {Y; : t > 0} dos martingalas, submartingalas
o supermartingalas respecto de la misma filtracion. Demuestre que
el proceso {aX; + bY; + ¢ : t = 0} es también una martingala, sub-
martingala o supermartingala, respectivamente, en donde a, by ¢ son
constantes. Para el caso de submartingala y supermartingala se nece-
sita suponer ademads que a y b son no negativos. En particular esto
demuestra que la suma de dos martingalas es una martingala, y que
el conjunto de martingalas respecto de la misma filtracién y definidas
en un mismo espacio de probabilidad es un espacio vectorial.

Sea {X, : n = 1} un proceso integrable. Demuestre que el proceso
dado por X} = max{Xi,...,X,} es una submartingala.

Sean {X; : t > 0} y {¥; : t > 0} dos martingalas o submartingalas
respecto de la misma filtraciéon. Demuestre que el proceso {X; v Y; :
t > 0} es una submartingala.

Sean {X; : t > 0} y {¥; : t = 0} dos martingalas o supermartingalas
respecto de la misma filtracién. Demuestre que el proceso {X; A Y; :
t > 0} es una supermartingala.

Martingala de de Moivre. Sea &1, o, . . . una sucesion de variables aleato-
rias independientes cada una de ellas con la misma distribucién dada
por P=+1)=py P({=-1)=qg=1-p. Sea X;, =& + - +&.
Demuestre que Y;, = (g¢/p)*" es una martingala respecto de la fil-
tracién generada por el proceso {X,, : n > 1}.

Sea {X; : t > 0} una martingala respecto de una filtracién {%}¢>o.
Demuestre que el proceso también es una martingala respecto de su
filtracién natural. En general el reciproco es falso.

Martingala producto. Sean £1,&s, ... variables aleatorias independien-
tes con esperanza unitaria. Demuestre que el proceso X,, = &1 ---&,
es una martingala respecto de su filtracion natural.

Sea {X,, : n > 0} una submartingala. Demuestre que los siguientes
procesos también son submartingalas.
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194.

195.

196.

197.

198.

a) X,b = max {X,,0}.
b) X, = —min{X,,0}.

c¢) |Xn|. Suponga, en este caso, que {X,, : n > 0} es una martingala.

Martingala del juego de apuestas. Sea &£1,&9,... una sucesién de va-
riables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Defina
X, =& + -+ &,. Demuestre que:

a) Si E(€) < oo, entonces el proceso {X, —nE({) : n > 1} es una
martingala.

b) Si E(£?) < oo, entonces el proceso {X2 —nE(£2) :n > 1} es una
martingala.

Sea {X; : t > 0} una martingala cuadrado integrable. Demuestre que
{X? : t > 0} es una submartingala respecto de la misma filtracién.
Véase el siguiente ejercicio para una generalizacion de este resultado.

Sea {X; : t > 0} una martingala tal que E|X;|P < oo para cada t > 0,
con p = 1. Demuestre que {|X;|P : t > 0} es también una submartin-
gala. Sugerencia: use la desigualdad de Jensen. En el siguiente ejercicio
se generaliza este resultado.

Sea {X; : t = 0} un proceso integrable, y sea g una funcién con-
vexa tal que g(X;) es integrable para cada t > 0. Demuestre que
bajo cualquiera de las siguientes condiciones se cumple que el proceso
{g(X¢) : t = 0} es una submartingala.

a) Cuando {X;: ¢t

b) Cuando {X; : ¢
decreciente.

0} es una martingala.

VoV

0} es una submartingala y ¢ es una funcién no

Sea £1,&o, ... una sucesion de variables aleatorias independientes tales
que E(&) = uk, Var(§g) = o7 < o0, para k > 1, y con filtracién na-
tural {%,}n>1. Demuestre que el siguiente proceso es una martingala
respecto de esta filtracion.

Xp =X & —m)* =D ot
=1

k=1
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199

200.

201.

202.

203.

204.

205.

206.

Sea {&, : m = 0} un proceso integrable y adaptado a la filtracién
{Zn}n=0. Demuestre que el siguiente proceso es una martingala.

X = Y [& = E(&| Fi) |-
il

Sea {X; : t = 0} un proceso de Poisson de pardmetro A > 0. Demuestre
que los siguientes procesos son martingalas.

a) Yy = (X; — \t)? — At
b) Y; = exp(—0X; + M (1 —e~?)), en donde 0 € R.

Sea {X; : t = 0} un proceso integrable con incrementos independien-
tes. Demuestre que el proceso centrado {X; — E(X;) : ¢t = 0} es una
martingala.

Considere la martingala de la urna de Polya con una configuracién
inicial de una bola blanca y una negra. Suponga ahora que cuando
se extrae una bola de un color se regresa a la urna junto con k bolas
del mismo color. Defina M,, = X,,/(2 + nk). (Es {M,, : n > 0} una
martingala?

Demuestre que el proceso {X, : n > 1} de la estrategia de juego
llamada martingala, cuando las apuestas son justas, es una martingala.

Sea {X,, : n > 0} una martingala. Demuestre que para 0 < n; < ng <
ns,
E((Xny — Xny)Xn,) = 0.

Sea &1,&9,... una sucesion de variables aleatorias tal que el proceso
Xy =&+ -+, es una martingala. Demuestre que E(§;§;) = 0 para
i #j.

Sea {X, : m > 0} una cadena de Markov con espacio de estados
{0,1,...}. Suponga que las probabilidades de transicién son ppp =1y
pij = e~/ /j! en los otros casos. Demuestre que {X,, : n > 0} es una
martingala.
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Teorema de paro opcional

207. Sea X,, = &1 + - -+ + &, una caminata aleatoria simple sobre Z y que
inicia en el origen. Suponga P(§ = +1) =py P(( =—-1)=q=1—p.
Sean a y b dos enteros positivos fijos. Defina el tiempo de paro 7 =
min{fn >1: X, = —a 6 X, =b}.

a) Use el teorema de paro opcional y el hecho de que {(¢/p)*" : n >
1} es una martingala para demostrar que

1—(¢/p)*
P(X, =b —
( ) 1 — (g/p)rt?
1—(p/q)’
P(X, =—-a — 1
R R
b) Demuestre que
ab si pb=4q,
E(t) = b +b 11— b
(1) _a+b (p/q) S pa.

p—qa p—q 1—(p/q)**®

Integrabilidad uniforme

208. Demuestre que una variable aleatoria X es integrable si, y sélo si, para
cada € > 0 existe M > 0 tal que

f |X|dP < e.
(1> M)
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Capitulo 8

Movimiento Browniano

El fenémeno natural que ahora se conoce como
movimiento Browniano tiene una interesante
historia. El primer registro, aunque no asi la
primera observacién, data de 1828, cuando el
botanico Robert Brown reporté en una revista
cientifica que granos de polen suspendidos en
una cierta substancia y vistos a través de un
microscopio realizaban un movimiento irregu-
lar e inexplicable [2]. Este extrano movimien-
to fue objeto de mucha discusién y muy diver-
sas controversias se suscitaron a partir de su di- R. Brown
vulgacién en la comunidad cientifica de aquella

época. Con la intencién de dar una explicacion

satisfactoria del extrano fenémeno observado, se llevaron a cabo diversos
experimentos y se formularon muy diversas hipétesis [23]. Hoy en dia este
movimiento es entendido y explicado a través de las muiltiples colisiones
aleatorias de las moléculas del liquido con los granos de polen. Llegar a
tal aseveracion tomdé muchos afnos, pues debid aceptarse la teoria cinético
molecular de la materia, y el seminal trabajo de Einstein de 1905 sobre este
fenémeno contribuyé decididamente a tal tarea. Aparentemente sin tener
informacién precisa de las observaciones de Brown, Einstein pudo prede-
cir que el movimiento irregular de particulas suspendidas en liquidos debia
poder observarse a través de un microscopio. En [8] se puede encontrar la

239
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reimpresion de los primeros trabajos de Einstein sobre el movimiento Brow-
niano. En este capitulo se presenta una introduccion al modelo matematico
para el movimiento Browniano. Se trata del ejemplo méas importante de un
proceso de Markov a tiempo continuo y con espacio de estados continuo.

8.1. Definicidon

Las observaciones reales del movimiento
de granos de polen a través del microsco-
pio sugieren que las trayectorias son con-
tinuas y que los desplazamientos son inde-
pendientes en intervalos de tiempo disjun-
tos. Ademas, debido al gran nimero de co-
lisiones del grano de polen con las molécu-
las circundantes en longitudes de tiempo
no pequenos, y teniendo en cuenta el teo-
rema central del limite, los incrementos
pueden modelarse como variables aleato-
rias Gausianas. La estructura matemaética
de un proceso estocastico a tiempo continuo, denotado en este caso por
{B; : t = 0}, ha resultado adecuada para modelar este tipo de fenémenos.
En tal modelo, la variable B; puede representar la posicién de la particu-
la al tiempo . La definicién matematica, en el caso unidimensional, es la
siguiente.

Figura 8.1:

Movimiento Browniano

Definicién 8.1 (Primera definicién) Un movimiento Browniano uni-
dimensional de pardmetro o? es un proceso estocdstico {B; : t > 0} con
valores en R que cumple las siguientes propiedades.

1. Bop =0 c.s.
2. Las trayectorias son continuas.
3. El proceso tiene incrementos independientes.

4. Para cualesquiera tiempos 0 < s < t, la variable incremento By — By
tiene distribucion N(0,0%(t — s)),
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Las condiciones que aparecen en esta definicién son consecuencia directa de
las observaciones del fenémeno fisico, pero eso no garantiza que tal objeto
matematico exista. En 1923 el matematico estadunidense Norbert Wiener
demostro la existencia y unicidad de un proceso con tales condiciones. Es
por esta razén que a menudo a este proceso también se le llama proceso
de Wiener, y se le denota también por {W; : ¢ > 0}. En sentido estricto,
el movimiento Browniano es el fenémeno fisico, mientras que su modelo
matematico es el proceso de Wiener, aunque es comin llamar a ambas
cosas por el mismo nombre: movimiento Browniano. Observe que la cuarta
propiedad que aparece en la definicién anterior establece implicitamente que
los incrementos son estacionarios. Demostraremos a continuacion que las
condiciones (3) y (4) de la definicién anterior son equivalentes a solicitar que
las distribuciones finito dimensionales del proceso sean las que se especifican
a continuacion.

Definicién 8.2 (Segunda definicién) Un movimiento Browniano uni-
dimensional de pardmetro o es un proceso estocdstico {B; : t > 0} con
valores en R que cumple las siguientes propiedades.

1. Bo =0 c.s.
2. Las trayectorias t — By son continuas.

3. Para cualesquiera tiempos 0 < t; < --- < t,, y para cualesquiera
conjuntos de Borel Aq,..., A, de R, se cumple que la probabilidad

P(Btl EAl,...,BtnEAn)

es igual a
J J p(t1,0,21) p(ta—t1, 21, 22) p(tn—tn—1,Tn_1,Tp) dy - - - day,
A Ay,

en donde )
—(y—x)%/20%t
p(t,z,y) = —— ¢ W) /207¢, 8.1

( ) ) ) m ( )
Observe que la tercera propiedad de la ultima definicion establece que la fun-
cién de densidad del vector (By,, ..., By, ) evaluada en el punto (z1,...,z,)
es

p(th 07 :El)p(t? —t1, 21, $2) t p(tn —tn—1,%Tn—1, ﬂj‘n)
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En particular, la variable B; tiene distribucién N(0, 02t). Demostraremos a
continuacion que las dos definiciones anteriores son equivalentes.

Proposicion 8.1 Las Definiciones 8.1 y 8.2 del movimiento Browniano
son equivalentes.

Demostracion.
(I) = (II). Se hace uso de la independencia de los incrementos y de la
hipétesis de que éstos tienen distribucién normal.

ththQ,m’Btn (1,22, .., 2Tp)

o (1,29 — X1y o, Ty — Tp—1)

= [B,,(¥1) fB1y-B,, (X2 — 1) -~ fBY) — By, (T — Tn—1)
=p(t1,0,z1) p(ta —t1,0,290 — 1) -+ - p(tyy — tpn—1,0,2p — Tp—1)
= p(t1,0,z1) p(ta —t1, 1, 22) - ptn — tn-1,Tn—1,Tn).

= [Bi, By~ Bty Bin— Bt

(II) = (I). De acuerdo al tercer postulado, para 0 < s < ¢, la funcién
de densidad del vector (Bs,B;) es fg, B, (z,y) = p(s,0,z)p(t — s,2,y).
Aplicando la férmula general para la funciéon de densidad de la diferencia
de dos variables aleatorias, fy_x(u) = { fxy(z,u + z)dz, se obtiene

Q0
fBi—p.(u) = J p(s,0,z) p(t — s, z,u + x) dx

—00
Q0

_ 1 e—m2/2s 1 e—u2/202(t—s) dz
—0 V2mo?2s \2mo?(t — s)

— ; 67u2/202(t75)

2o (t — )
= p(t - S, O,U),

es decir, By — By tiene distribucién N(0, 02 (¢ — s)). Entonces

fBi, Biy—Biy By —Bi,_, (T1,T2, ..., Tn)
= thlvBtzv'"vBtn (1,22 + X1y T + X1 + -+ +271)
= p(t1,0,21)p(ta — t1, 21,22 + 1) - - -
Pty —th—, 1+ g, s X))
= p(t1,0,21)p(ta — t1,0,22) - - p(tn — tn-1,0,2y)
= [, (®1)[B,-Bi, (¥2) - [By —B:, , (Tn).

n—1
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Esto demuestra que las variables By, , By, — By,, ..., By, — By, , son inde-
pendientes, cada una de ellas con distribucién normal con los parametros
mencionados. |

Se dice que un movimiento Browniano es estdndar cuando o = 1. A través
del cambio de variable 7 = ¢?t un movimiento Browniano no estdndar
puede convertirse en uno estdndar. Entonces, a menos que se especifique
lo contrario y sin pérdida de generalidad, a partir de ahora supondremos
que el movimiento Browniano es estandar, es decir, el incremento B; — By
tiene distribucién N (0, ¢ —s). Puede demostrarse que los siguientes procesos
también son movimientos Brownianos.

a {Wt —Bt it = 0}

)
b) {Wy = 1Bz, :t>0}, conc>0 constante.
¢) (Wy=tBy;, :t>0}, conWy=0.

)

d {Wt Bt0+t Bto = 0}, con to 0 ﬁJO

Funcién de probabilidad de transicién

A la funcién p(t, x,y) definida por (8.1) se le llama funcién de probabilidad
de transicién del movimiento Browniano de pardmetro 2. En particular, la
probabilidad de que un movimiento Browniano que inicia en x se encuentre
en un conjunto A € R (apropiadamente medible) después de ¢ unidades de
tiempo es

p(t, 2, A) = L p(t, 2,y) dy.

Hemos hecho énfasis en la tercera propiedad que aparece en la segunda
definicién del movimiento Browniano, pues ésta tiene la ventaja de que
proporciona una expresién explicita para la probabilidad del conjunto de
trayectorias Brownianas que cumplen las condiciones de encontrarse en el
conjunto A al tiempo %, estar en el conjunto A, al tiempo posterior to,
etcétera. La condicion de que el movimiento Browniano inicie en el origen
no es absolutamente necesaria. Pueden considerarse trayectorias Brownianas
que inicien en un punto z cualquiera a través del proceso {x + B; : t > 0},
el cual se denota a veces por {Bf : t > 0} para recordar la posicién de
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origen. Integrando directamente puede comprobarse que la probabilidad de
transicion p(t,x,y) cumple la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov,

Q0

p(t +5,2,y) = j Pt 2,0) p(s,u, ) du,

—0
y también cumple la ecuacion de difusiéon o ecuacion de calor,

op 1 %p

ot 20x2
En uno de sus trabajos de 1905 y a través de consideraciones tedricas fisicas,
Einstein encontré que la probabilidad de transicién p(t,z,y) satisface la

ecuacién de difusion y a partir de alli dedujo la expresién Gausiana para
esta probabilidad.

8.2. Propiedades basicas

Tenemos entonces que para el movimiento Browniano estandar cada va-
riable aleatoria B; tiene distribucién N(0,t) y por lo tanto E(B;) = 0y
Var(B;) = E(B?) = t. En particular E(B; — Bs)?> =t — s, para 0 < s < t.
El movimiento Browniano fisico real se presenta en tres dimensiones y es
completamente erratico. En la Figura 8.2 se puede apreciar una posible
trayectoria Browniana cuando ésta
se proyecta sobre una de sus coorde-

Bi(w)
nadas. Esta gréfica fue generada en
computadora y es sélo una aproxi-
macién del modelo matematico. En
la grafica pueden apreciarse algunas W ' Y,‘}f "

pequenas partes en donde aparente-
mente el comportamiento es lineal
y suave, ello no sucede en el mo-
delo tedrico. Usando esta probabili-
dad de transicién demostraremos a
continuacion que el movimiento Browniano cumple la propiedad de Markov
en el sentido débil.

Figura 8.2

Proposicion 8.2 FEl movimiento Browniano es un proceso de Markov.
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Demostracion. Para cualesquiera tiempos 0 <t <to < -+ <ty < tpi1,
y para cualquier evento A en R,

P(Bthrl EA|Bt1 =3§‘1,...,Btn an)
o p(thou‘rl)p(tQ - tluxlaxQ) o p(tn - tnfl7xn717xn)p(tn+l - tnaxnaA)

B p(tl, O, xl)p(tg - tl, I, xg) t -p(tn - tnfl, Tn—1, xn)
tn+1 - tn, Tn, A)

p(tn, 0, x,)

p(tn, 0, 2,)

P(By, ., € A| By, = xy).

= p(tn+1 —ln, Tn, A)

Puede demostrarse que cumple ademas la propiedad fuerte de Markov: si
7 es un tiempo de paro respecto de la filtracién del movimiento Brownia-
no, entonces el proceso {B;is — B; : t = 0} es también un movimiento
Browniano y es independiente de la o-algebra

Fr={A€e Fpn:An (1 <t)e % paracadat > 0}.

En particular, cuando 7 es constante ¢, el proceso {By,++— By, : t = 0} es un
movimiento Browniano. Como una consecuencia del hecho de que los incre-
mentos de este proceso son independientes, demostraremos a continuacién
la propiedad de martingala.

Proposicion 8.3 El movimiento Browniano es una martingala continua.

Demostracion. Claramente el proceso es adaptado a su filtracion natu-
ral y cada variable aleatoria del proceso es integrable. Por otro lado, para
cualesquiera tiempos s y t tales que 0 < s < t,

E(Bi|Zs) = E(Bi—Bs+ Bs| %)

(
E(B, — By| .Z,) + E(B, | %)
E(B; — By) + By

[
oy

S
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El siguiente resultado no trivial se debe a Paul Levy y establece condiciones
que caracterizan de manera tnica al movimiento Browniano en términos de
la propiedad de martingala.

Teorema 8.1 (Teorema de caracterizacién de Paul Lévy) Un proceso
{Xi :t = 0} es un movimiento Browniano si, y sdlo si, tiene trayectorias
continuas, empieza en cero, y tanto {X; : t = 0} como {X? —t :t > 0} son
martingalas.

El movimiento Browniano {B; : ¢ > 0} cumple claramente cada una de las
condiciones mencionadas, aunque posiblemente no sea tan evidente que el
proceso {B? —t : t > 0} sea también una martingala, ello no es dificil de ve-
rificar y se deja como ejercicio. La parte fuerte de esta caracterizacion radica
en que estas condiciones determinan un movimiento Browniano. Usando la
caracterizacion de Paul Levy puede demostrarse que los procesos definidos
en los incisos (a), (b), (¢) y (d) de la pdgina 243 son movimientos Brownia-
nos.

El movimiento Browniano

como limite de una caminata aleatoria

Considere una caminata aleatoria simétrica simple sobre Z que inicia en
el origen, es decir, sea X,, = &1 + --- + &,, en donde &1,&>, ... son varia-
bles aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tales que P(§ =
+1) = P(£ = —1) = 1/2. Sabemos que E(¢) = 0y Var(§) = E(€?) = 1.
Suponga que la unidad en la variable tiempo es ahora de longitud At = 1/N,
con N entero. El objetivo es hacer At cada vez méas pequeno. Para lograr
una version discreta del movimiento Browniano es necesario hacer también
un cambio en la escala en el tamano de los saltos, ahora no seran unita-
rios sino de longitud v/At, més adelante explicaremos las razones de esta
eleccién. Defina ahora la caminata aleatoria

Waat = VALE + -+ VALE,, n>1.

una de cuyas trayectorias aparece en la Figura 8.3. Dada la simetria de la
caminata, sigue cumpliéndose que E(W,a;) = 0. La razén por la que se
ha tomado esa nueva escala en el tamano de los saltos es que con ello se
logra similitud con el movimiento Browniano estdndar al cumplirse también
que para cualquier valor de n, Var(Wp,a¢) = nAt Var(§) = nAt. Puede de-
mostrarse que cuando At — 0 esta caminata tiende (en algin sentido) a un
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proceso a tiempo conti-
nuo con trayectorias con-
tinuas. El proceso limite 3VAL -+
resultante es el movimien-
to Browniano estandar. Es-
ta aproximacién del mo-
vimiento Browniano como
limite de wuna caminata AL+
aleatoria sugiere un meca-
nismo para simular trayec-
torias Brownianas por com-
putadora: se escoge At
pequeno y N el ntimero de
puntos que se deseen graficar. Se generan entonces N valores independientes
de la variable ¢ con distribucién uniforme en el conjunto {—1, +1}, y se grafi-
ca la sucesién de puntos (kAt, Wia:), para k = 0,1,..., N. En la practica
suelen generarse valores continuos para £ con distribucién normal estandar.
Este es el mecanismo seguido para generar la grafica de la Figura 8.2 y las
otras trayectorias Brownianas que aparecen en este capitulo.

2VAt +
VAt

VAT

Figura 8.3

Difusion

Suponga que se coloca una particula al azar en la recta real de acuerdo a una
densidad de probabilidad f(y). Suponga ahora que esta particula se mueve
siguiendo un movimiento Browniano estdndar unidimensional. Entonces la
densidad de probabilidad de la posicién de la particula después de ¢t unidades
de tiempo es la funcién f(¢,z) dada por

fen) = [ wstnas= [ s sy i

en donde para la segunda igualdad se ha hecho uso de la identidad p(t,y, z) =
p(t,x,y), pero ahora esta iltima expresion adquiere una interpretacién in-
teresante, pues corresponde a la esperanza de la variable f(B;) para un
movimiento Browniano que inicia en xz, es decir, f(t,x) = E(f(B})). A es-
ta funcién también se le denota por E*(f(B;)), y puede demostrarse que

satisface la ecuacion
0 1 02

af(tv$) = 5@17(75733)
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8.3. Propiedades de las trayectorias

Antes de establecer las siguientes propiedades, recordemos la definicién de
variaciéon de una funcién. Sea a = tg < t1 < --- < t, = b una particién
del intervalo [a,b], y defina At = max {|t;s1 —t;| : ¢ = 0,...,n —1}. La
variacién de una funcién g : [a,b] — R es el niumero

n—1
lim sup 2 lg(tiv1) — g(ts)]-
At—0 =0

Cuando este nimero es finito se dice que la funcién tiene variacion finita en
dicho intervalo. Andlogamente, la variacién cuadratica es

n—1

lim sup 2 lg(tiv1) — g(t,-)|2.

Demostraremos a continuacién que sobre un intervalo de tiempo acotado
[a, ], casi todas las trayectorias del movimiento Browniano tienen variacién
no acotada, esto es,

n—1
lim sup Z |Bt,,, — By;| =0 c.s.
At—-0 T

Esta propiedad es particularmente importante pues tiene como consecuen-
cia el hecho de que no se pueden usar las trayectorias Brownianas como
funciones integradoras en el sentido de Riemann-Stieltjes. El hecho de que
se desee definir algun tipo de integral respecto del movimiento Browniano
serd claro en el siguiente capitulo cuando se estudian ecuaciones diferen-
ciales estocdsticas. Por otro lado, demostraremos también que la variacion
cuadratica del movimiento Browniano sobre [a,b] es finita, de hecho, es la
longitud del intervalo en cuestion.

Proposicion 8.4 La variacion cuadrdtica de una trayectoria del movimien-
to Browniano sobre el intervalo [a,b] es la longitud del intervalo, es decir,

n—1

lim sup 2 |Bi;,, — B> =b—a, en el sentido L*(P).
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Demostracion. Sea {&), : n > 1} una sucesién de particiones finitas
del intervalo [a,b]. Denote por At; el incremento t;11 — t;, y sea AB; la

diferencia By, , — By,. Entonces

BB - b=

= EE (AB;)*(AB;)* —2(b — a)E Y (AB;)? + (b — a)?
i,J 7

= ZE (AB;)" + Y. E(AB;)’E(AB;))* = 2(b — a) ) (At;) + (b — a)?

1#] 7

_Z3At + ), At Aty — (b —a)’

1#£]

_22 (Aty) ZAt —(b—a)?

Recordemos ahora el resultado que establece que toda toda sucesién con-
vergente en el sentido L?(P) tiene una subsucesién convergente casi segu-
ramente. Por lo tanto existe una subsucesién de particiones {7, : k > 1}
del intervalo [a, b] tal que

n—1
lim sup 2 |Bt,,, — Bu,|> =b—a, cs.
At—>0 i=1

Proposicién 8.5 (Variacién del movimiento Browniano) La variacion
de una trayectoria del movimiento Browniano sobre el intervalo [a,b] es in-
finita, casi sequramente, es decir,

n—1
lim sup 2 |Bt;,, — B| = c.s.

Demostracion. Para cada n natural sea &2, la particion uniforme del
intervalo [a,b] en n subintervalos, es decir cada incremento At; = t;41 —t;
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tiene longitud (b — a)/n. Entonces se tiene la estimacién

n—1 n—1
D7 IAB? < (max |ABj|) ). |AB;|. (8.2)
i=0 1=0

0<i<n

Sea {Zy, : k > 1} una subsucesion de particiones uniformes tal que

ng—1
lim Z |ABi|> =b—a, c.s.
k—o0 A
=0
Por otro lado, como las trayectorias del movimiento Browniano son conti-
nuas casi seguramente, se tiene que

lim ( max |AB;|) =0, cs.
k—oo 0<ti<ng

Substituyendo los ultimos dos resultados en (8.2) se obtiene que, respecto
de la subsucesién de particiones,

TLk—l
lim 2 |AB;| = o0, c.s.
k—o0 4
=0
De donde se sigue que el limite superior es infinito casi seguramente. |

No diferenciabilidad
Demostraremos a continuaciéon que para cualquier tiempo ty > 0 fijo, con
probabilidad uno la trayectoria t — B; no es diferenciable en tg. Mas ade-

lante se enuncia sin demostracién un resultado mas fuerte acerca de esta no
diferenciabilidad.

Proposicion 8.6 Sea tg = 0 fijo. Con probabilidad uno, el movimiento
Browniano {B; : t = 0} no es diferenciable en t.

Demostracion. Debido a que {By,++ — By, : t > 0} es también un
movimiento Browniano, es suficiente demostrar la no diferenciabilidad de
B, en t = 0. Demostraremos que con probabilidad uno, para cada nimero
natural n existe ¢ en el intervalo [0,1/n?] tal que |$B;| > n. Esta propiedad
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implica que B; no es diferenciable en ¢ = 0. Para cada nimero natural n
defina el evento

1
Ay = { |;Bt| >n, para algin t e [0,1/n%] },

y observe que A1 2 Ay D --- Entonces,
1
P(A,) = P( |WBl/n4| >n)

1
- P(|B —
(|1/n4|>n3)

1
= P([n*Bmyml > )
= P |Bl|>%)—>1 cuando n — 0.

Hemos usado el hecho de que %Bczt es también un movimiento Browniano
para cualquier ¢ > 0 constante. Por lo tanto P(A;) > P(Az) > --- > 1. Es
decir, P(A,) = 1 para cualquier n > 1. |

Asi, para cada ty = 0, el conjunto de trayectorias t — B; que no son dife-
renciables en t( tiene probabilidad uno. Este conjunto de trayectorias puede
cambiar para cada valor de tg, aunque cada una de ellas tenga probabilidad
uno. El siguiente resultado, mas fuerte y que se enuncia sin demostracién,
asegura que con probabilidad uno no hay diferenciabilidad en ningtin punto.
Observe que el conjunto de tiempos t3 = 0 no es numerable y por lo tanto
la afirmacién no se sigue de manera obvia del resultado anterior.

Proposicién 8.7 Con probabilidad uno, el movimiento Browniano {By :
t > 0} no es diferenciable en ningin t = 0.

Las trayectorias Brownianas son entonces ejemplos de funciones, otrora con-
sideradas extrafnias, que son continuas pero no diferenciables en ningin pun-
to. La gréfica de la Figura 8.2 muestra una de tales trayectorias, el zigzagueo
incesante del movimiento de la particula no permite la diferenciabilidad de
su trayectoria en ningun punto. Este tipo de resultados son los que dan
la pauta para buscar desarrollar una teoria de la diferenciabilidad de fun-
ciones un poco mas amplia que la proporcionada por el cdlculo diferencial
tradicional.



252 8. MOVIMIENTO BROWNIANO

8.4. Movimiento Browniano multidimensional

El movimiento Browniano que hemos estudiado con valores en R puede
extenderse a un proceso con valores en R™ de la siguiente forma.

Definicién 8.3 Sean {Bi(t)},...,{Bn(t)} movimientos Brownianos inde-
pendientes unidimensionales. El movimiento Browniano en R™ es el proceso

B(t) = (Bi(t),...,By(t)).

En la Figura 8.4 puede apreciarse la si-
mulacién de una trayectoria Browniana en Bs(t)
R2. En completa analogia con el caso uni-
dimensional, este proceso puede definirse
de manera alternativa mediante los si-

guientes postulados. Primeramente se pi- - oY

de que B(0) = (0,...,0) casi seguramente. &/ B (t)
Se presupone ademdas que las trayectorias
t — B(t) son continuas, y que el proce-
so tiene incrementos independientes. Final- Figura 8.4

mente, para cualesquiera tiempos 0 < s <

t, el vector B(t) — B(s) tiene una distribu-

cién normal multivariada con media el vector de ceros (0,...,0), y matriz
de covarianzas la matriz diagonal

Var(B(t) — B(s)) =

Es decir, la funcién de densidad del vector B(t) — B(s) es

1 —22/2(t—s)02
T1y..oy T = ——— ¢ ...
i ) 2m(t — s)o?
L a2l
27(t — s)o2

Cuando los valores de los pardmetros o son todos uno, se dice nuevamente
que el movimiento Browniano es estandar, y la funcién de densidad de B(t)—
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B(s) adquiere la expresién compacta

1 2
N ——— I
flz, ..., xn) (27T(t—s))"/26 ,

en donde ||z|| = 4/2? + -+ + 22. Como en el caso unidimensional, puede
considerarse un movimiento Browniano que inicie en x € R", y entonces
para cualquier ¢ > 0 la probabilidad de transicién o densidad de B(t) es

1

L el
(27t)n/2 ’

p(t,z,y) =
que nuevamente cumple al ecuacién de Chapman-Kolmogorov

p(t+ 5,2,y) = f p(t, 2, 0) p(s, u, ) du.

n

El proceso de Bessel
Sea {B(t) : t = 0} un movimiento Browniano en R". El proceso de Bessel
es el proceso dado por

R(t) = 1B = (BI(t) +--- + B2()">.

Es decir, R(t) es la distancia Euclideana que guarda un movimiento Brow-
niano n-dimensional respecto al origen al tiempo ¢, y por eso se le llama a
veces movimiento Browniano radial. Se trata pues de un proceso con valores
en [0, o) que evidentemente tiene trayectorias continuas. Puede demostrarse
(véase [1]) que este proceso cumple la propiedad de Markov y que la funcién
de probabilidades de transicién p(t, z,y) puede expresarse en términos de las
funciones de Bessel, y de alli es de donde adquiere este nombre alternativo.

Ecuacion de calor en dominios acotados

Vamos a enunciar sin demostracién un resultado que nos llevara a una apli-
cacién del movimiento Browniano. Considere una regién abierta y acotada
D de R™ con frontera ¢D, y suponga que la funcién u(t,x) representa la
temperatura en el punto x € D al tiempo t > 0. La evolucién en el tiempo
de esta funcién estd dada por la ecuacion de calor

0

d
pr u(t,z) = 5 Ault,x),
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en donde A es el operador Laplaciano, y d es una constante positiva. Supon-
ga ademads que se tiene una temperatura inicial u(0,z) = f(x) para x € D,
y la condicién de frontera u(t,z) = g(x) para z € 0D. Sea x un punto
cualquiera en D y defina el tiempo 7 = inf {¢ > 0 : Bf € dD}, en donde
{B?} es un movimiento Browniano de pardmetro ¢ = d, y que inicia en
x. La solucion a esta ecuacién de calor con las condiciones mencionadas se
puede expresar en términos del movimiento Browniano de la siguiente forma

u(t,z) = ECf(Bf)(r>t) + 9(B7) (<) )- (8.3)

Conforme t — o0 la estructura de la ecuacién de calor hace que la solucién
u(t, ) se aproxime a una funcién u(zx), la solucién estacionaria de la ecuacién
de calor, que satisface

Au(x) =0, (8.4)

para x € D,y conservando la condicién de frontera u(z) = g(x) paraz € 0D,
es decir,

u(z) = tlilg) u(t,x) =

E(g(B7)) sizeD,
g(x) six € dD.

Ejemplo 8.1 (El problema de la ruina del jugador con trayectorias
Brownianas) Suponga que un movimiento Browniano unidimensional ini-
cia en el punto x dentro del intervalo (a,b), con 0 < a < b < 0. 5Cudl es la
probabilidad de que el proceso tome el valor a antes que b? Una trayectoria
Browniana que cumple tal condicion se muestra en la Figura 8.5(a). Este es
el problema de la ruina del jugador estudiado antes solo que ahora el capi-
tal del jugador cambia continuamente siguiendo un movimiento Browniano.
Llegar primero al valor a se interpreta como ruina, y el juego es justo pues
los incrementos del movimiento Browniano tienen esperanza nula. Defina
nuevamente el tiempo de paro T = inf{t > 0 : Bf = a 6 Bf = b}. Nos
interesa encontrar

u(w) = P(BE = a) = E(13,)(BY)).

Por la igualdad (8.4), esta funcion cumple la ecuacion u"(x) = 0, para
a <z <b, con condiciones de frontera u(a) =1 y u(b) = 0. La solucion es
u(z) = (b—1z)/(b—a), cuya grifica se muestra en la Figura 8.5(b).
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Figura 8.5

8.5. El principio de reflexién

El resultado que estudiaremos a continuacion es llamado principio de re-
flexién y tiene una interpretacion geométrica facil de entender. Considere
un movimiento Browniano que inicia en a, y sea b otro nimero tal que b > a.
En la Figura 8.6 se ilus-

tra esta situacion. El con-

junto de trayectorias que Bf(w)

tocan la linea horizontal
y = b en algin tiempo
7 € [0,t], se descompone
en dos conjuntos ajenos que
son simétricos uno del otro
y tienen idéntica probabi-
lidad: aquel conjunto de
trayectorias que finalizan en
algin punto arriba de b, y
el conjunto de trayectorias
que terminan por abajo de
b. Una vez que una trayec-
toria toca el punto b es igualmente probable que finalice al tiempo ¢ arriba de
b o abajo de b. Este resultado adquiere su nombre debido a esta propiedad de
reflexién y facilita el calculo de algunas probabilidades, en particular, lo us-

Figura 8.6
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aremos para demostrar la propiedad de recurrencia puntual del movimiento
Browniano unidimensional.

Proposicién 8.8 (Principio de reflexién) Sea {Bf : t = 0} un movi-
miento Browniano que empieza en a, y sea b > a. Para cualquier t > 0,

P(B$ >=0b para algin se€[0,t]) =2P(B} = b). (8.5)

Demostracion. Sea 7 el primer momento en el que el movimiento Brow-
niano es igual a b, es decir, sea 7 = inf{t > 0 : B = b}. Esta variable
aleatoria puede tomar el valor infinito si el evento mencionado nunca ocurre.
Entonces

P(Bg{ > b paraalgin se[0,t]) P(r <t)
P(r<t)y+P(r=1t)

= P(r<t).
La dltima igualdad se debe a que P(r = t) < P(Bf = b) = 0, por ser By
una variable aleatoria continua. Por otro lado,
P(Bf =2b) = P(Bf=b|T<t)P(t<t)
= PB!—-b=0|7<t)P(r <t), (8.6)
en donde, por la propiedad de Markov, y condicionada a la ocurrencia del

evento (7 < t), la variable B —b = B{— B tiene distribucién N(0, (t—7)o?).
Por lo tanto P(Bf —b > 0|7 <t) = 1/2. Substituyendo en (8.6) se obtiene

P(r <t) =2P(BS > b).

8.6. Recurrencia y transitoriedad

En esta seccién encontraremos la probabilidad de que el movimiento Brow-
niano eventualmente regrese a su posicion de origen. Veremos que la res-
puesta depende de la dimension del proceso. Empezaremos estudiando una
propiedad general en el caso unidimensional.
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Proposicién 8.9 Sea {B; : t > 0} un movimiento Browniano unidimen-
stonal que inicia en cero y considere dos tiempos t1 y to tales que 0 < t1 < to.
Entonces,

2 Vi
P(B; =0 para algin te |t;,t2]) =1— —arctan —.

( t p g [ 1 2] ) T m
Demostracion. Para cualquier v > 0, mediante argumentos de traslaciéon
y por el principio de reflexién se tiene que

P(B; =0 paraalgin te [t;,t2] | By, = u)
= P(B; < —u paraalgun te€ [0,ty —t1])
= P(By > u paraalgun te [0,t2 —t1])
= 2P(Bt2,t1 = U)
Por simetria se tiene la misma probabilidad para el caso u < 0. Entonces,

P(B; =0 para algun te [t1,t2])

Q0
= J P(By =0 paraalgin te [t1,t2] | By, = u)p(t1,0,u) du
—00

Q0
=J 2P(Bi,—t, = u) p(t1,0,u) du

—00

o0
= 4] P(Bi,—t, = u) p(t1,0,u) du
0

o0 Q0
= 4Jv (J p(tQ _t1707v) d?)) p(t170,u) du
0
) —2te—t) L e W24 gy du.

u
| T
a————°
0 Ju 27 (ty — t1) 21ty

Haciendo el cambio de variable (z,y) = (u/4/t1,v/4/t2 — t1) se obtiene la

expresion equivalente

=4

O[> 1 2,2
4J J — o=@V gy dy.
0 ZB\/H/\/tQ—tl 2

Ahora se resuelve esta integral usando coordenadas polares. La regiéon de

integracién {(x,y) : & = 0y y = x+4/t1/4/t2 — t1} que se muestra en la Figu-

ra 8.7 corresponde a la regién polar {(r,6) : r > 0y 6 € (arctan \/g%, 7/2)}.
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Por lo tanto la probabilidad buscada es
/2 © 1 5
- —re)2
4Jrctan\/rl Jo 2716 rdr df
Viz—ty

.
v Vit 1 [* _2p
=4(= —arctan —Y— ) — /2, 4
(2 arctan tg—tl)ZwL e rdr

2 A/t
=1 — —arctan 71.
™ Vi — 1

VY= Z-nt
0 = arctan ﬁtl
x
Figura 8.7

Con ayuda de este resultado demostramos ahora la recurrencia puntual del
movimiento Browniano unidimensional.

Proposicién 8.10 (Recurrencia puntual del movimiento Brownia-
no unidimensional) Con probabilidad uno el movimiento Browniano uni-
dimenstonal es recurrente puntual, es decir, regresa a su posicion de origen
una infinidad de veces casi sequramente.

Demostracion. Haciendo ty tender a infinito en la férmula recién de-
mostrada e intercambiando el limite con la probabilidad, lo cual es vélido,
pues la sucesion de eventos es creciente, se obtiene que para cualquier valor
positivo de tq,

2 t
P(B; =0 paraalgin te[t;,0)) = t;@w (1-— - arctan \/%) =1
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Esto es, la probabilidad de que el movimiento Browniano unidimensional
regrese al cero para algun tiempo ¢ dentro del intervalo [t1,00) es uno,
sin importar la magnitud de ¢;. Ahora, una vez que regresa a cero, por
la propiedad fuerte de Markov, inicia en ese momento otro movimiento
Browniano que eventualmente regresara nuevamente a cero con probabilidad
uno. De esta manera regresara a cero una infinidad de veces con probabilidad
uno. |

Esta propiedad de recurrencia significa que una trayectoria como la que se
muestra en la Figura 8.2 cruzard una infinidad de veces el eje horizontal, casi
seguramente. Puede uno también considerar que el movimiento inicia en un
punto cualquiera x obteniéndose la misma propiedad de recurrencia al punto
x. La siguiente conclusién es también muy interesante: hemos mencionado
antes que el proceso {W; = tBy; : t > 0}, con Wy = 0, es también un
movimiento Browniano. Ahora, dado que B; es cero para una infinidad de
valores de t en cualquier intervalo de la forma [t1, ), se tiene entonces que
Wy es cero una infinidad de veces dentro del intervalo (0,1/t;). Es decir,
en cualquier vecindad de ¢t = 0, las trayectorias del movimiento Browniano
cruzan el eje horizontal una infinidad de veces, casi seguramente. Esta misma
conclusiéon puede obtenerse directamente de la féormula recién demostrada
tomando £ > 0 fijo y haciendo t; — 0, es decir,

2 t
P(By =0 paraalgin te(0,t3]) = tlliglo (1 - P arctan \/%

En el caso de dimensiones mayores la situacién es distinta.

)=1.

Proposicién 8.11 (Recurrencia y transitoriedad del movimiento
Browniano) Sea {B(t) : t = 0} un movimiento Browniano n-dimensional
que inicia en el origen, y sea el disco D = {x € R" : ||z|| < r}, para algin
r > 0.

1. Cuando n = 2, con probabilidad uno el movimiento Browniano visita
la vecindad D en una infinidad de tiempos no acotados. Esto es, el
proceso es recurrente por vecindades. Sin embargo no es recurrente
puntual, pues la probabilidad de que regrese exactamente al punto de
partida es cero.
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2. Cuando n = 3, el proceso es transitorio por vecindades, es decir, existe
una probabilidad positiva de que el proceso nunca regrese a la vecindad
del punto de partida.

Demostracion. Sean ryy ro dos radios tales que 0 < ry < rq, y defina la
regién A = {x € R" : r; < ||z|| < r2} como se muestra en la Figura 8.8. La

frontera de A es 04 = {x e R" : ||z|| = r1 6 ||z]| = r2}, y ||z]] = /2% + 3.

X e

4
KJH T2

A

Figura 8.8

Suponga que el movimiento Browniano inicia en el origen y que en algin
tiempo posterior se encuentra en un punto x dentro de la regién A. Defina
la funcién f(x) como la probabilidad de que el movimiento Browniano que
parte de x llegue a la circunferencia exterior {z € R" : ||z|| = ra} antes que
a la circunferencia interior {x € R" : ||z|| = r1}. Es decir, si se define el
tiempo de paro

T=inf{t>0: B(t) € 0D},

entonces f(x) = P(||B(7)|| = r2| B(0) = z). Esta funcién puede también
escribirse como

f(z) = E(g9(B(1))| B(0) = z),
en donde g(x) : A — R es la funcién indicadora

1 si||z]] = re,
9(y) ={

0 si|lz||=r1.
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La funcién f(z) satisface la ecuacién diferencial

Af(z) =0, (8.7)

1 si[yl| = 72,

fly) =9y = {

0 sillyl|=r1.

Dada la simetria del movimiento Browniano, la funcién f(z) depende de x
sélo a través de la magnitud ||z||. Sea entonces f(x) = ¢(||x||) para alguna
funcién ¢(r) con r = ||z||. En este caso particular, conviene escribir al
operador de Laplace en coordenadas esféricas adquiriendo la expresién

1 d,, ,d
Ap = Jn—1 5(7“ gﬁb)
d? n—14d

Por lo tanto, la ecuacién (8.7) se escribe

-1
i ¢'(r) =0, para r € (r1,72),

" (r) +

y las nuevas condiciones de frontera son ¢(r2) =1y ¢(r1) = 0. La solucién
general de esta ecuacién es

clnr + ¢y si n=2,
o(r) =

Art ™ 4+ ¢y si n >3,
con c¢q y ¢y constantes. Usando ahora las condiciones de frontera se obtiene

In ||z|| —Inr

= - 1 :2 .
sy = =Ry (85)
2—n 2—n
ri " — ||z .
o(llel)) = ‘e I 2”,” sin>3. (8.9)

Estos resultados nos permitirdn encontrar las probabilidades buscadas toman-
do algunos limites sobre los radios 1 y 2. Para el caso n = 2, la probabilidad
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de que el movimiento Browniano que inicia en z nunca visite la bola de radio
r1 alrededor del cero es, por (8.8),

lim P(||B(7)|| = r2 antes que ||B(7)|| =71 |B(0) = z)

792 —>00
., Inllz||—Inr
= lim ——MWM—
ro—0  Inry —Inrg
=0.

Es decir, la probabilidad de que el movimiento Browniano en R? visite el
disco de radio r; alrededor del origen es uno. Y regresard a dicho disco en
una infinidad de tiempos no acotados. Este comportamiento se conoce con
el nombre de recurrencia por vecindades. Sin embargo, no se presenta la re-
currencia puntual, es decir, la probabilidad de que el movimiento Browniano
en R? regrese exactamente al punto de origen es cero. Esto es consecuencia
nuevamente de (8.8) al tomar el limite cuando , — 0. Es decir, la probabi-
lidad de que el proceso tome el valor (0,0) antes de que toque el circulo de
radio ro es

h’m0 P(||B(7)|| = r1 antes que ||B(7)|| =r2| B(0) = x)
T

1 -1
N
r1—0 lnrg — lnrl

=0.

Ahora consideremos el caso n > 3. La probabilidad de que el proceso que
inicia en  nunca visite el disco de radio 71 alrededor del cero es, por (8.9),

ll'mOO P(||B(7)|| = ro antes que ||B(7)|| =r1|B(0) = x)
ro—

o Tl
79—00 rl_n — ,,,,;—’n
7‘1 -2
=1 (o

1edl

> 0.

Es decir, existe una probabilidad estrictamente positiva de que el proceso
nunca visite el disco de radio r; alrededor del origen, cuando inicia en z.
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Este es el comportamiento transitorio del movimiento Browniano para di-
mensiones n > 3. Explicitamente, la probabilidad de un retorno exacto al
origen es cero, pues por (8.9) esta probabilidad es

h’m0 P(||B(7)|| = m1 antes que ||B(7)|| =r2 | B(0) = )
ri—

2—n 2—n
) ri " = lzl|
= lim (1 — 1 5 5 )
7‘1—>0 Tl - Tz
= 0.

Notas y referencias. El lector puede encontrar una muy interesante y mo-
tivadora exposicién histdrica sobre el descubrimiento del movimiento Brow-
niano en el excelente libro de Edward Nelson [23]. Este libro se encuentra
disponible en formato electrénico en la pagina web del autor. Para otras
primeras lecturas y mas resultados sobre el movimiento Browniano pueden
consultarse, por ejemplo, los textos de Karlin y Taylor [17], Lawler [21],
Nelson [23], y Tudor [36].

8.7. N. Wiener

Norbert Wiener (E.U.A., 1894-1964) fue un nifio
prodigio. En 1903, a la edad de nueve anos in-
gres6 a la preparatoria Ayer en Massachusetts, la
cual concluy6 en 1906 para ingresar después al cole-
gio Tufts, en donde estudié matemdticas con el
apoyo y asesoria de su padre. En 1909, a la edad
14 anos, se gradud del colegio Tufts e ingresé a la
Universidad de Harvard para realizar estudios de
posgrado en Zoologia. Con ayuda de una beca in-
gresé después a la Universidad de Cornell en 1910,
en donde tomo cursos de posgrado en matematicas N. Wiener

y filosofia, pero su desempeiio alli no fue del todo

satisfactorio y su padre lo regresé a Harvard para continuar sus estudios de
filosoffa. Se gradu6 en Harvard a la edad de 18 afios con una tesis sobre légica
matematica bajo la direcciéon de Karl Schmidt. Después de Harvard viajé a
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Cambridge, Inglaterra, para estudiar junto a Bertrand Russell y en donde
asistié a algunos cursos dictados por G. H. Hardy. En 1914 viajé a Got-
tingen para estudiar ecuaciones diferenciales con David Hilbert. Regres6 a
Estados Unidos dos dias antes del inicio de la primera Guerra Mundial.
Murié en Estocolmo a la edad de 69 anos después de sufrir un segundo
ataque al corazon. En su honor, una universidad en Peru lleva su nombre.
En las siguientes referencias el lector puede encontrar mayor informacién
sobre la vida, el trabajo y el pensamiento de Norbert Wiener.

a) Mandrekar V., Mathematical work of Norbert Wiener, Notices of the
AMS, Vol. 42, Num. 6, pp. 664—669, Junio 1995.

b) Norbert Wiener 1894-1964, Bulletin of the AMS, Vol. 72, Nim. 1,
parte IT, 1966.

c) Wiener N., I am a mathematician: the later life of a prodigy, The MIT
Press, Agosto 1964.

d) Wiener N., Ez-prodigy: my childhood and youth, The MIT Press, Agos-
to 1964.

Fuente: Archivo MacTutor, Universidad de St. Andrews.

8.8. P.P. Levy

Paul Pierre Leévy (Francia, 1886-1971) na-
ci6 dentro de una familia con tradicién
matematica. Su abuelo fue profesor de
matematicas y su padre estudié geometria
y trabajé en la Ecole Polytechnique. De
pequeno, Lévy asistio al Lycée Saint Louis en
Paris, en donde mostré ser un excelente es-
tudiante, sobresaliendo y ganando premios no
sélo en matematicas sino también en griego,
fisica y quimica. Ingresé después a la Ecole P. P. Lévy
Polytechnique y siendo alli atin estudiante

publicé su primer articulo en matematicas en 1905, el cual trataba temas
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de series convergentes. Después de un afio de servicio militar, en 1907 in-
gresé a la Ecole des Mines, y asistié a cursos de matematicas en la Sorbonne.
En 1910 concluyé sus estudios en la Ecole des Mines, y realizd a partir de
entonces trabajos de investigacién en andlisis funcional que le llevaron a
obtener el grado de Docteur és Sciences en 1912 bajo el escrutinio de E. Pi-
card, H. Poincaré y J. Hadamard. Trabajé como profesor en la Ecole des
Mines de Saint-Etienne en Paris de 1910 a 1913, y en la Ecole Nationale
Supérieure de Mines de 1914 a 1951. También impartié clases en la Ecole
Polytechnique de 1920 a 1959, anio en el que se jubilé. En 1963 fue nom-
brado miembro honorario de la London Mathematical Society, y en 1964
fue elegido miembro de la Académie des Sciences. Paul Lévy realizd con-
tribuciones importantes en la teoria de la probabilidad, el analisis funcional
y las ecuaciones diferenciales parciales. Entre sus textos publicados se en-
cuentran Legons d’analyse funtionelle (1922), Calcul des probabilités (1925),
Theorie de l’addition des variables aléatoires (1937), y Processus stochas-
tiques et mouvement Brownien (1948). Paul Levy fue uno de los més grandes
matematicos de su tiempo. Como cientifico fue un ejemplo de individualismo
absoluto, era un investigador solitario que sélo se preocupaba por plantearse
problemas matemaéticos de su interés y buscaba su solucién a través de la re-
flexién interior. No participaba mayormente en los congresos internacionales,
excepto hacia el final de su vida. A menudo encontraba por si mismo resul-
tados ya conocidos, y otras veces descubria resultados importantes nuevos
sin darles mucha publicidad, pues los creia ya conocidos. Paul Levy fue un
ejemplo de un hombre de pensamiento de originalidad profunda, indiferente
a las escuelas y métodos establecidos, y quien no dudaba en lanzarse so-
bre nuevos caminos de pensamiento, pues no temia de ninguna manera a la
soledad intelectual.

Fuente: Archivo MacTutor, Universidad de St. Andrews.

8.9. Ejercicios

Movimiento Browniano unidimensional
209. Simetria. Sea {B; : t > 0} un movimiento Browniano de pardmetro o2,

Demuestre que para cualesquiera tiempos t # s, P(By > Bg) = 1/2.

210. Cambios de escala 1. Sea o una constante distinta de cero. Demuestre
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211.

212.

213.

214.

215.

216.

que si {B; : t = 0} es un movimiento Browniano estdndar, entonces

los siguientes procesos son movimientos Brownianos de pardmetro 2.

}
}

Cambios de escala 2. Sea {By; : t = 0} un movimiento Browniano de
pardmetro o2. Demuestre que los siguientes procesos son movimientos
Brownianos estandar.

a) {Wy=0B;:t=0
b) (Wi =Bz, :t =0

a) {Wt: %BttZO}
b) {Wt = Bt/0'2 1t = 0}

Traslacion. Sea s > 0 fijo y sea {B; : t = 0} es un movimiento Brow-
niano estdndar. Demuestre que el proceso {X; = Byys — Bs : t = 0} es
un movimiento Browniano estandar.

Sean las funciones a(t) = €2 y b(t) = et Calcule la funcién de
covarianza del proceso {X; = b(t) B, : t > 0} en donde {B; : t > 0}
un movimiento Browniano estdndar.

Sea {B; : t > 0} un movimiento Browniano de pardmetro 2. A partir
de la definicién, demuestre que el proceso {W; = tB; it > 0}, con
Wy = 0, es un movimiento Browniano de pardmetro o2.

Movimiento Browniano con tiempo invertido. Sea s > 0 fijo y sea
{B; : t > 0} es un movimiento Browniano estdndar. Demuestre que
el proceso {X; = Bs — Bs_¢ : t € [0, s]} es un movimiento Browniano
en el intervalo [0, s]. Este es un movimiento Browniano con tiempo
invertido.

Demuestre que la probabilidad de transicién p(¢, z,y) del movimiento
Browniano unidimensional de pardmetro o2 satisface la ecuacién de
difusién, también llamada ecuacién de calor:

w_o

g
ot 2 dy

S

N
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217.

218.

219.

220.

221.

222.

Demuestre que la probabilidad de transicién p(t, z,y) del movimiento
Browniano unidimensional de pardmetro o2 cumple la ecuacién de
Chapman- Kolmogorov:

0

p(t+s,z,y) = J p(t, z,u) p(s,u,y) du.

—0

Sea {B; : t = 0} un movimiento Browniano estdndar. Demuestre que:

2t -
a E|Bt B|— u
T
b) E(B; — Bs)? = |t — s|.
E(Bq Bt)—S/\t

d COV(BS,Bt)—S/\t
(B, Bs) = 4/s/t, para0<s <

Sea {B; : t > 0} un movimiento Browniano. Demuestre que tanto el
proceso original {B; : t > 0} como {B? —t : t > 0} son martingalas
respecto de la filtracién natural del movimiento Browniano.

)
)
c)
)
) P

e

Use la caracterizacién de Paul Levy para demostrar que los siguientes
procesos son movimientos Brownianos:

a) {Wt = —Bt t = 0}
b) {Wy = 1Bz, :t>0}, conc>0 constante.
c) (Wy=tBy, :t>0}, conWy=0.
d) {Wt = Bt0+t - Bto 1t = 0}, con t() = 0 ﬁJO
Sea {B; : t > 0} un movimiento Browniano de pardmetro o2 que inicia

en cero. Sea a una constante y defina el tiempo 7 =inf {t > 0: B, =
a}. Encuentre la funcién de densidad de 7.

Sea {B; : t > 0} un movimiento Browniano unidimensional estandar.
Encuentre la distribuciéon conjunta de las variables M; y X; definidas
como sigue:

M; sup Bs

0<s<t

y Xt = Mt—Bt.
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223.

224.

Movimiento Browniano reflejado en el origen. Sea {B; : t > 0} un
movimiento Browniano estandar. El proceso {X; = |B| : t = 0} co-
rresponde a un movimiento Browniano que solo toma valores positivos
pues las trayectorias son reflejadas respecto del origen hacia la parte
positiva del eje. Demuestre que {X; : ¢ = 0} es un proceso de Mar-
kov con trayectorias continuas y que tiene funcién de probabilidad de
transicion q(t, x,y) dada por

q(t7$7y) = p(t7x7y) +p(t7$7 _y)v

para cualesquiera valores =,y > 0, en donde p(t,x,y) es la correspon-
diente funcién de probabilidad de transicién del movimiento Brownia-
no. Compruebe ademés que

a) E(Xp) =+/2t/7.
b) Var(X;) = (1 —2/n)t.

Movimiento Browniano con absorcion en el origen. Sea {Bf : t > 0}
un movimiento Browniano estdndar que inicia en x > 0. Defina el
tiempo 7 = inf{t > 0 : B = 0} y el proceso

x| BF siost<r,
P10 sit>T

el cual representa un movimiento Browniano que inicia en x con la
caracteristica de que una vez que llega al cero permanece en ese estado
el resto del tiempo.

a) Demuestre que {X; : ¢t > 0} es un proceso de Markov con trayec-
torias continuas.

b) Observe que la variable X; es mixta, es decir, no es discreta ni
continua. Demuestre que la funcién de probabilidad de transicién
del proceso {X; : t = 0} es, en su parte continua,

q(t7$7y) = p(t707y - :E) _p(t707y + Jj)) para r,y > 07

en donde p(t, z,y) es la correspondiente funcién para {B; : t = 0},
un movimiento Browniano que inicia en cero. Demuestre ademas
que, para la parte discreta,

Q(tv$70) = 2(1 - F(l‘)),
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225.

226.

227.

228.

en donde F(x) es la funcién de distribucién de la variable B;.
c) Calcule E(X;) y Var(X:).

La martingala exponencial. El proceso que se obtiene al tomar la ex-
ponencial de un movimiento Browniano no es, en general, una mar-
tingala, sin embargo, afladiendo un término extra este nuevo proceso
puede convertirse en una martingala y se le llama martingala exponen-
cial. Més especificamente, sea {B; : ¢ > 0} un movimiento Browniano
estandar y sea ¢ una constante. Defina el proceso

X; = exp (¢B; — ¢*t/2).

a) Compruebe que {X; : ¢t > 0} es efectivamente una martingala
respecto de la filtracién natural del movimiento Browniano.

b) Compruebe que F(X;) =1y Var(X;) = et 1.

El puente Browniano en [0,1]. Sea {B; : t > 0} un movimiento
Browniano unidimensional estdndar. Demuestre que la distribucion
condicional de la variable By, con t € (0, 1), dado que By = 0y B; =0,
es )
f(z) = 7m e 21 para — a0 < 2 < o0,

es decir, B, tiene distribucién condicional N(0,#(1—t)). A este proceso
condicionado se le conoce con el nombre de puente Browniano en el
intervalo unitario (0, 1). El siguiente ejercicio generaliza este resultado.

El puente Browniano en [t1,t2]. Sea {B; : t > 0} un movimiento
Browniano unidimensional estdndar, y sean t1 y t2 dos tiempos fijos
tales que 0 < t1 < to. Demuestre que la distribucién condicional de la
variable By, con t € (t1,t2), dado que By, = a'y By, = b, es N(u,0?)
con

t—t

= a+ b—a),

p el Gkl
y o = (ta = t)(t —t1)
to—t1

Sea {B; : t = 0} un movimiento Browniano que empieza en cero. Use
el principio de reflexién para demostrar que para cualquier a > 0,

P(B; > a para algin t > 0) = 1.
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Movimiento Browniano multidimensional

229. Sea B(t) = (Bi(t),..., By(t)) un movimiento Browniano estandar en
R™, y sea r > 0. Sea ||z|| = (7 + -+ + 22)'/? la norma Euclideana en
R"™. Demuestre que la funcién de densidad de ||B(t)|| es, para x > 0,

1IN a2\ o,
_ - il st —ax?/
1) = ) (2) (t ) P

En particular, demuestre que para n = 2,

P(IB®)|| <) =1—e =/,

230. Demuestre que el operator Laplaciano en R?:

°f  *f
Af(x,y) = —5 + —5
flay) = 53 o
adquiere la siguiente expresion en coordenadas polares:

02 10 1 02
Af(ﬂ@):mf‘i‘;gf‘f‘ﬁﬁf-

Compruebe que cuando f depende de x y de y tnicamente a través
de r = /22 + 92, el Laplaciano se reduce a la expresion:
d? 1d
Af(’r'v 9) = f + -

arr! Torar

I3

Este resultado fue usado en la demostracion de la propiedad de recu-
rrencia por vecindades del movimiento Browniano en R2.

231. Demuestre que el operator Laplaciano en R3:

adquiere la siguiente expresion en coordenadas esféricas:

10,,0 1 0 0 1 02

Sen 9—)f + m?&f

A _ 17 - v
f(r,0,¢) r2 Or (r 07‘) + r2sen 09( 00
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Compruebe que cuando f depende de x, y y z dnicamente a través de
r = /22 + y2 + 22, el Laplaciano se reduce a la expresion

d? 2d
A 0) = — -—7f.
[r8) = 25l + o]
Este resultado fue usado en la demostracién de la propiedad de tran-
sitoriedad del movimiento Browniano en R3.
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Capitulo 9

Calculo estocastico

En este ltimo capitulo se presenta una breve introduccién al cédlculo es-
tocastico de Itd y estd basado en [30]. Vamos a definir la integral de It6 de
un proceso estocastico respecto del movimiento Browniano. Mostraremos
ademas el uso y aplicacion de la férmula de Itd, y resolveremos algunos
modelos sencillos de ecuaciones estocdsticas.

9.1. Integracion estocastica

El objetivo de esta seccion es presentar la definicién de la integral de It6 de
un proceso {X;} respecto del movimiento Browniano, es decir, una integral
de la forma

t
f X, dB,. (9.1)
0

Este tipo de integrales no pueden definirse trayectoria por trayectoria, es de-
cir, como si fuera una integral de Riemann-Stieltjes de una funcién respecto
de otra funcion, pues en este caso la funcién integradora es una trayectoria
del movimiento Browniano que, como hemos visto antes, no tiene variacién
finita. La justificacion para desear definir este tipo de integrales sera evi-
dente méas adelante cuando estudiemos ecuaciones estocasticas basadas en
este tipo de integrales. Definir la integral de It6 a un nivel elemental nos con-
ducira necesariamente a dejar sin demostracién algunos resultados técnicos.
Daremos la definicién de integral estocdstica en varios pasos, primero para
procesos simples y después, por aproximacion, para procesos mas generales.

273
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Primeras hipoétesis

Consideraremos como elementos iniciales un espacio de probabilidad (2, .7, P),
y un movimiento Browniano estdndar unidimensional {B; : ¢ > 0}, junto
con su filtraciéon natural {#:};>0. Supondremos dado un proceso {X;} con
espacio parametral el intervalo [0,7], con T' > 0 fijo, y que visto como fun-
cion X : Q x [0,T] = R, es Fr ® #|0,T]-medible, en donde el término
Fr ® A[0,T] corresponde a la minima o-algebra generada por el espacio
producto Fr x [0, T]. Supondremos ademéds que el proceso es adaptado,
es decir, para cada t en el intervalo [0, T, la variable aleatoria X; es medible
respecto de Z;.

El espacio L?(P)
Denotaremos por L?(P) al espacio vectorial de variables aleatorias X que
son cuadrado integrables, es decir, que cumplen la condicién

1X]|2(p) = (B|X[2)2 < co.

La funcién || - ||z2(p) define una norma en L?(P), es decir, es una funcién
real definida sobre este espacio lineal que cumple las siguientes cuatro condi-
ciones:

a) ||X]| = 0.

b) [|X]|=0 & X =0 cs.
o) X+ Y[ < [[X][+ Y]]
d) ||aX]|| = |a]||X||, o constante.

Se puede verificar que el espacio lineal L?(P) es completo respecto de esta
norma, es decir, es un espacio de Banach. Esto quiere decir que toda sucesién
de Cauchy en este espacio tiene limite en él. A la convergencia usando esta
norma se le llama convergencia en L?(P), o también convergencia en media
cuadratica. Por ejemplo, la variable aleatoria B; del movimiento Browniano
pertenece a este espacio pues,

1Bl p2(py = (E |Bi|*)? = vt < 0.
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El espacio L?(P x dt)
Denotaremos también por L?(P x dt) al espacio lineal de todos los procesos
X ={X;:0<t<T}, que cumplen la condicién

T
X z2(pary = (B fo X2 )2 < oo,

Puede demostrarse que la funcion ||-|[12(pxar) €s efectivamente una norma y
que este espacio es completo respecto de esta norma, es decir, es un espacio
de Banach. Por ejemplo, el movimiento Browniano B = {B; : 0 < t < T}
pertenece a este espacio pues,

T
Bllpzpay = (E jo B 2dt)

T
= (J E |By|* dt )"/
0

= (JTtdt)l/z
0

T
= —= < o0

V2

Procesos simples
Definiremos primero la integral de It6 para procesos que tienen la forma
indicada a continuacién y que llamaremos procesos simples.

Definiciéon 9.1 Sea 0 = tg < t1 < --- < t, = T wuna particion finita del
intervalo [0,T]. Un proceso estocdstico simple es un proceso de la forma

n—1
Xt - 2 X(k) 1[tk,tk+1)(t)7 (92)
k=0
en donde X© ... X" es una coleccion de variables aleatorias adaptadas

a la filtracion {F, }Z;é, y que son cuadrado integrables.

La expresion 1f,;)(t) denota a la funcién indicadora del intervalo [a,b). Un
proceso simple es entonces un proceso constante por pedazos con trayec-
torias cadlag (continuas por la derecha, con limite por la izquierda), y las
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condiciones solicitadas garantizan que el proceso es adaptado y tiene trayec-
torias cuadrado integrables. Estas propiedades permitirdan dar una definicién
adecuada para la integral estocastica. Una trayectoria de este tipo de proce-
sos se muestra en la Figura 9.1. Denotaremos por 7-[(2) al espacio de todos los
procesos simples. Haciendo posi-

blemente algunos refinamientos X, (w)

en las particiones, dos procesos X (n=1)
simples pueden siempre expre- —

sarse en términos de una misma : : .
particién comin. De modo que ﬂo s —
la suma de dos procesos simples : .
tiene sentido y resultara ser tam- ; : |
bién un proceso simple. El espa- t to v g1t
cio 7—[(2) es efectivamente un espa-
cio vectorial.

Figura 9.1

Integral para procesos simples

Esta es la definicién intuitiva de integral y establece simplemente que si el
integrando es constante en algtin subintervalo, entonces la integral debe ser
esa constante multiplicada por el incremento del movimiento Browniano en
dicho subintervalo.

Definicion 9.2 La integral estocdstica de Ité de un proceso simple X de
la forma (9.2), respecto del movimiento Browniano, denotada por I(X), se
define como la variable aleatoria

T n—1
I(X) = J X,dB, = Y| XW(By,,, — By,).
0 k=0

Veamos algunas propiedades de esta variable aleatoria.

a) Es integrable pues siendo las variables X(¥) y By, ., — By, independien-
tes, cada sumando tiene esperanza cero, y por lo tanto la esperanza
de la integral es cero.

b) La integral es ademés cuadrado integrable y de hecho se cumple la
siguiente igualdad fundamental llamada Isometria de Ito:

(X)) z2py = (1 X1 2P xar)- (9.3)
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Para comprobar esta identidad vamos a denotar nuevamente por ABy,
a la diferencia By, — By, , y sea Aty = t1 — t;. Nuevamente por la
independencia de X*) y ABj se tiene que

n—1
X2y = E( D, XM (By,, = Bu)l®)
k=0
n—1
- E(XWX® AB,ABy)
k=0
-1
= E((X™)* (AB)?)

.

3

T
— B[ 1xPa
X aoary

Esta identidad establece que tanto el proceso simple X como la variable
aleatoria I(X) tienen la misma norma en sus respectivos espacios. Como se
verd mas adelante, esta igualdad juega un papel primordial en la definicién
general de integral estocdstica. La integral estocastica asigna entonces a
cada elemento del espacio 32 una variable aleatoria en el espacio L?(P). De
esta forma se tiene la transformacién lineal I : H3 — L?(P), que resulta ser
continua por la isometria de It6. Observe que se puede tomar como ejemplo
de proceso simple el movimiento Browniano discretizado, es decir, se puede
tomar como proceso simple X*) = By, , y de esta forma tener la integral
estocastica discreta del movimiento Browniano respecto de si mismo,

n—1

Z By, (Btk+1 - Btk)'
k=0

Extension por aproximacion
Ahora extenderemos la integral estocdstica a procesos un poco mas gene-
rales. Sea H? el espacio de todos los procesos {X;} medibles y adaptados,
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tales que

T
E J | X¢|? dt < o0.
0

El espacio H? resulta ser un subespacio lineal cerrado de L?(P x dt). Observe
que la unica diferencia entre estos dos espacios es que a los elementos de
H? se les pide ademds que sean medibles y adaptados. En particular, todo
proceso simple es un elemento de H2. Tenemos entonces la contencién de
espacios ”Hg c H? < L*(P x dt), en donde puede probarse que 7—[8 es denso
en H? respecto de la norma en L?(P x dt). Esto significa que para cualquier
proceso X en H? existe un sucesién de procesos X* en ”Hg tales que

Jim [|X ~ X*||2(pwary = 0- (9.4)
—00

Este procedimiento de aproximacién puede llevarse a cabo de la siguiente
forma: mediante la técnica de truncacién todo proceso en H? puede ser
aproximado por un proceso acotado. A su vez todo proceso en H? que es
acotado se puede aproximar por procesos acotados y continuos. Y éstos a
su vez se aproximan por procesos simples de la forma (9.2). Los detalles
completos de esta sucesién de aproximaciones pueden encontrarse en [25].
Usando la isometrfa de Ité es sencillo comprobar que la sucesién I(X*) es
una sucesiéon de Cauchy en el espacio L?(P), en efecto,

I1(X?) = 12y

(XY — XY p2py
X" = X L2(pwary
X — Xk||L2(P><dt) + X - Xl||L2(P><dt)'

N

Debido a (9.4) la tltima expresién puede hacerse tan pequena como se desee,
tomando indices k y [ suficientemente grandes.

Definicién 9.3 Sea X un proceso en H2, y sea X* una sucesién de procesos
en HE aprozimante a X. Se define la integral estocdstica de X como
I[(X) = lim I(X%),
k—o0
en donde el limite debe entenderse dentro del espacio L*(P), es decir, se

trata de la convergencia en media cuadrdtica de una sucesion de variables
aleatorias.
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Esto significa que la variable aleatoria I(X) es un elemento de L?(P) y
es tal que lim, o |[[I(X) — I(Xk)||L2(p) = 0. No es dificil verificar que
tal definicién es correcta en el sentido de que el limite no depende de la
sucesién aproximante. En este punto empieza a perderse nuestra concepcion
tradicional de integral, pues ahora ésta se encuentra definida a través de
una sucesién aproximante del proceso a integrar. De manera gréfica esta
extension se ilustra en la Figura 9.2.

Figura 9.2

La isometria de It6 se cumple también para procesos en 42 como se muestra
a continuacién.

Proposicién 9.1 (Isometria de 1té) Para cualquier proceso X en H? se
cumple

IH(Xz2epy = X2 xay- (9.5)
Demostracién. Sea X en H? y sea X,, en HZ tal que || X — X, |L2(Pxdt) =
0. Esta convergencia y la desigualdad |||a|| — ||b]|| < ||a — b|| implican que

[ Xnllz2(pxaty = [ X1 L2(pxar)- Andlogamente, como ||I(X)—I(Xy)||z2(p) —
0 se tiene que [|1(Xy)|[z2(p) = [I(X)|[z2(p)- El resultado buscado se ob-
tiene al tomar el limite en la isometria de It6 como se muestra en el siguiente
diagrama:

H(Xo)llzpy = I Xnllz2pxar
! I
[1L(X)|| 2Py 1 X1 L2(Pxdt)-
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La propiedad de esperanza nula se cumple también para procesos en H2,
pues usando probabilidad elemental, o por la desigualdad de Jensen,

0< EX(I(X)—I(X")) < BE(I(X) - I(X*))? > 0.
De donde se obtiene F(I(X) — I(X*)) — 0, es decir,

E(I(X)) = lim E(I(X")) =0.
De esta forma se tiene ahora la transformacién lineal y continua I : H? —
L?(P). Observe nuevamente que el movimiento Browniano B; es un ejemplo
de un proceso en el espacio H?, y es posible demostrar que tal proceso puede
ser aproximado en el sentido de la norma del espacio L?(P x dt) por el
proceso simple

n—1
Xe= ) By L) (),
k=0
en donde 0 =ty < t; < --- <t, =T es una particién de [0,7]. Se tiene
entonces la siguiente integral estocastica particular, y su aproximacién como
limite en media cuadratica

n—1

T
J Bt dBt = lim 2 Btk (Btk'+1 - Btk)7
k=0

0 n—00

en donde el limite debe entenderse en el sentido de que la distancia maxi-
ma entre dos puntos sucesivos de la particion tiende a cero. Mas adelante
calcularemos esta integral estocdstica de dos maneras, primero usando esta
representacion como limite en el espacio L?(P), y después usando la férmula
de Ito.

La integral como un proceso
Haremos ahora una pequena extension. Para cada t en [0, 7] y para cualquier
X en H? se define el proceso

T t
I,(X) :L X, 1j0,(s) dBy = L X, dB,.

Este pequeno artificio permite ver a la integral estocdstica no como una
variable aleatoria sino como un proceso. Es claro que tal proceso no es
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necesariamente continuo, sin embargo puede demostrarse que existe una
versién continua de él, y que esa versién es una martingala respecto de la
filtracién natural del movimiento Browniano. Denotaremos por el mismo
simbolo a tal martingala continua.

Extension por localizacién
Mediante un procedimiento llamado de localizacién es posible extender la
definicién de integral de It6 a procesos medibles y adaptados que cumplen
la condicién menos restrictiva

P(LT | X¢|?dt < o0) = 1. (9.6)

Denotaremos por El " . el espacio de todos estos procesos. Este nuevo espacio
contiene a H? y es tal que para cada proceso X en ﬁlzoc existe una sucesién
creciente de tiempos de paro 0 < 74 < o < --- tales que 7, / T cuando
n — o0, y para cada n = 1 el proceso X¢-1(, -4 pertenece al espacio H2. Se

define entonces la integral estocastica como el siguiente limite en el espacio
L*(P),

X dB = nh—I}c}o X ( n >t) (w) . 1[0,t](3) st.
Nuevamente es p0s1ble demostrar que tal limite existe, que existe una ver-
sién continua de él, y que es independiente de la sucesion de tiempos de
paro localizante. En este caso la integral ya no es una martingala sino una
martingala local, esto quiere decir que el proceso detenido Iy, (X) es una
martingala para cada natural n. En general, la isometria de It6 ya no se
cumple cuando la integral estocdstica tiene como dominio de definicién el
espacio £l -
Ejemplo 9.1 Para el movimiento Browniano unidimensional {By; : t > 0}
y para cualquier funcion continua f, el proceso {f(B:) : 0 < t < T} tiene
trayectorias continuas y acotadas, por lo tanto se cumplen las condiciones
de adaptabilidad y medibilidad y se cumple también (9.6), por lo tanto este
proceso es un elemento de £loc, y tiene sentido la expresion

¢
J f(Bs)dBs, 0<t<T.
0
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Se puede demostrar que esta integral puede ser calculada mediante el siguien-
te limite en el espacio L?(P), aunque también se verifica la convergencia en
probabilidad:

jo J(By)dB, = lim 3 f(By) By, — Byy): (9.7)

en donde 0 =ty <t; <...<t, =t esuna particion de [0,t], y nuevamente
el limite debe entenderse en el sentido de que la distancia mdzrima entre dos
puntos sucesivos de la particion tiende a cero.

Con esto concluimos la serie de ideas generales con las cuales puede cons-
truirse la integral de It6. Las demostraciones de algunos detalles técnicos
que hemos simplemente mencionado se pueden encontrar en [33]. El esquema
simplificado del procedimiento seguido para definir la integral estocastica se
ilustra la Figura 9.3.

)

Definicién

Aproximacién

Localizacién
otalzatlold |

/2 L?(P)
% ~__
Figura 9.3

Ejemplo 9.2 Con la ayuda de la identidad (9.7) calcularemos la integral
estocdstica .
f B; dB;. (9.8)
0
Sea 0 =ty <t < --- < t, =t una particion uniforme de [0,t], es decir
tiv1 —t; = 1/n. Usando la identidad

a(b— a) = %(zﬁ _a?) - %(a )2



9.1. INTEGRACION ESTOCASTICA 283

se obtiene

n—1

t
f By;dBs; = lim 2 By, (B, — By,)
0

n—o0 4
Jj=0

n—1
. 1 1
= lim § [i(BtzkH - Bt2k) - §(Btk+1 - Btk)2]

n—0o0

7=0

1 o 1

= —B; — -t

2 2
La primera suma es telescopica mientras que la seqgunda suma corresponde
a la variacion cuadrdtica del movimiento Browniano. Los limites indicados
son vdlidos en el sentido de media cuadrdtica. Observe que aparece el térmi-
no %BE como si se siguieran las reglas de integracion usual, pero aparece
también el término —%t, conocido como la correccion de Ito. Ahora veamos
el cambio en la solucion de la integral (9.8) cuando se modifica ligeramente
la forma de calcularla. El cambio consiste en evaluar el integrando en el
extremo derecho de cada subintervalo. Observe que en este caso el proceso
a integrar ya no es adaptado y por lo tanto queda fuera de la teoria desa-
rrollada antes. Usando la identidad

b(b—a) = %(zﬁ —a%) + %(a —b)?

se obtiene, nuevamente en el sentido de media cuadrdtica,

t n—1
J BydBs = lim » By, (By,, — B)
n—1 1 1
- nh—lgc}o 2 [§(Bt2k+1 - Btzk) + §(Btk+1 - Btk)z]
j=0
1 1
= —B?+ =t.
3t Ty

El signo del sequndo término cambid de negativo a positivo. Esto muestra
que, a diferencia de la integral de Riemann, la integral estocdstica es sen-

sible al punto donde se evalia el integrando. Al considerar el promedio de
las dos evaluaciones en los extremos se obtiene la asi llamada integral de
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Stratonovich, denotada de la forma siguiente:

t 1
f B,odB, = —=B?.
0 2

Observe que el término adicional de la integral de Ité ha desaparecido. La
integral de Stratonovich tiene algunas ventajas operacionales pues sigue al-
gunas reglas usuales del cdlculo integral, pero vista como proceso deja de ser
una martingala.

Ejemplo 9.3 Cualcularemos ahora la esperanza y varianza del proceso

¢
f B, dBs.
0

La esperanza es cero pues la integral estocdstica en este caso es una mar-
tingala que empieza en cero. Para la varianza se tiene que

t t
Var(f BsdBs) = E(J By dBy)?
0

0
¢
= E( f B2 ds)
0
¢
= JE(B?)ds
0
¢
= Jsds
0
_ Ll
2
Alternativamente, como Sé B,dBs; = %BE — %t, las cantidades anteriores

pueden calcularse usando el lado derecho de esta igualdad. Claramente E(%Bf—
$t) = 0. Ademds,

Lo 101 2

Var(iBt_it) = 4Var(Bt)
1

= L(B(BY - B(BY)

oo o

= (32—t

HED
Lo

= =t
2
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Ejemplo 9.4 Sean {X;} y {Y;} dos procesos en H%. Entonces

t t t
E(J X, dB, f stBs)zf E(X,Y,)ds.
0 0 0

Esta formula es facil de comprobar usando la isometria de Ito y la igualdad
ab = $(a +b)? — 1(a® + b?). En efecto,

t t
E(J X, dB; J stBs)
0 0
1 t 2 1 ¢ 2 ¢ 2
:E(§| (Xs+}/;)st| )_§(E| Xsst| +E| stBs| )
0 0 0

1 t 1 t t
= —f E|Xs + Y2 ds — —(J E|X,|%ds + f E|Ys|*ds)
2 Jo 2°Jo 0

t
J E(X,Y,)ds.
0

Propiedades de la integral

La integral estocastica de It6 cumple varias propiedades aunque sé6lo men-
cionaremos algunas de ellas aqui, a manera de resumen de las caracteristicas
senaladas antes.

a) La integral I; : L2 — L%*(P) es lineal, es decir, para c constante y

para cualesquiera procesos X, y Yy en 512007 se cumple que

¢ ¢ ¢
J (cXs +Ys)dBs = CJ X, dBg —i—j Y,dBg, c.s.
0 0 0

2

b) Tiene esperanza es cero, es decir, para cualquier proceso X, en L

t
E(J XsdBs) =0, c.s.
0

c¢) Cuando la integral se restringe al espacio H?, se cumple la isometria
de It6, es decir,

t t
E |f X, dB|* = EJ | X, [*ds.
0 0
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d) Nuevamente restringida al espacio H2, la integral es una martingala,
es decir, es integrable, adaptada y para 0 < s < ¢, se cumple

t S
E(J XudBu|34‘s)=J X, dB..
0 0

2

> la integral ya no es una martingala

En general, para procesos en £
sino una martingala local.

e) Existe una versién continua de la integral estocastica.

9.2. Férmula de Ito

Usualmente una integral de Riemann no se calcula a partir de su definicién,
en lugar de ello existen férmulas bien conocidas que agilizan y simplifican
los célculos. La misma situacién se presenta para integrales estocasticas: en
pocos casos se calculan éstas a través de su definicion. La famosa férmula de
It es la herramienta fundamental para este tipo de integrales. Se enuncia
a continuacion este resultado en una version simple y se ejemplifica su uso.
Maés adelante se presenta una versién un poco mas general. En lo sucesivo
haremos referencia a las siguientes espacios de funciones: una funcién real de
variable real es de clase C', cuando es diferenciable y su derivada es conti-
nua. Analogamente, una funcién es de clase C?, si es dos veces diferenciable
y su segunda derivada es una funcién continua.

Teorema 9.1 (Férmula de Itd) [I] Sea f(x) es un funcion de clase C2.
Entonces

f(By) — f(By) = Jo f'(Bs) dBs + % L 1"(Bs) ds. (9.9)

Explicaremos una forma de obtener este resultado usando el teorema de
Taylor pero sin dar una justificacién rigurosa. Para una funcién f(x) sufi-
cientemente suave, se tiene que

f(@) = f(zo) + f'(w0)(z — x0) + R(x),



9.2. FORMULA DE ITO 287

en donde el residuo R(z) puede escribirse como sigue

") — by dt

R(z) =
1
= Jo (1 —0)f"(xo + 0(z — x0))(x — x0)? db.

La segunda igualdad se obtiene después de un evidente cambio de variable.
Por lo tanto, si 0 = tg < t; < --- < t, = t es una particién de [0, t], entonces

f(Bt) — f(Bo) [ f(Bt,) — f(Bt,_,)]

Il
M=

i

1

Il
M=

f,(Btk—1)ABk

T

1

f 2 f"(By,_, +0ABy)(ABy)? df.

Puede comprobarse que al tomar el limite cuando n — oo las sumas conver-
gen casi seguramente y entonces se obtiene la igualdad

f(Bt) — f(Bo) = Jf ) dBs +J (1—6 Jf” ) ds df

Jf dB+Jf” )ds.

Esta férmula es una versiéon estocastica de la regla de la cadena del célculo
diferencial usual, y es comun escribirla en su forma diferencial del siguiente
modo:

df (By) = f'(By) dBy + % F"(By) dt

Esta expresion debe entenderse en el sentido de su forma integral dada por
la férmula (9.9). Hustraremos su uso mediante algunos ejemplos.

Ejemplo 9.5 Sea f(z) = % . Entonces la formula de Ité establece que

1 1 t 1t
—Bf——Bng BSdBSJr—J 1ds.
2 2 0 2 J
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Es decir,
¢
1 1
BsdB, = -B} — ~t.
L S R
Este resultado habia sido encontrado antes, ahora lo hemos obtenido de
manera inmediata a partir de la férmula de Ité. De manera andloga, para

la funcion f(x) = %x?’ se obtiene

t 1 t
J B%2dB, = - B} —J B, ds.
0 3 0

Mads generalmente, para f(z) = ﬁx”“ se obtiene
t 1 1 t
J B"dBy = —— B! — —J nB" L ds.
0 n+1 2 0

Ejemplo 9.6 Usaremos la formula de Ité para encontrar una expresion de
los momentos pares de una distribucion normal centrada. Demostraremos

que
2ny __ (2n)' n
E(B{") = 2”n!t .
Los momentos impares de dicha distribucion se anulan pues en tal caso el
integrando resulta ser una funcion impar. Consideremos entonces la funcion
flx) = %xzn, para cualquier entero natural n. De la formula de Ité se sigue

que

1 1 b oone 1t _
5 B =5 -B" =J B 1st+§J (2n — 1)B"*ds.

0 0
Tomando esperanza y resolviendo de manera iterada se obtiene
2n(2n —1) (*
E(BM) = 7"(2 )JE(BE"Q)ds

0

2n(2n —1) (2n —2)(2n —3) (* ™

nien 1) @n =20 =) [* [ g g
2 2 0 Jo

' 9 | t i1 tn—1
— ﬂ ldsd; ,---dt;.
27L o Jo 0 n—1

No es dificil verificar que los resultados sucesivos de estas integrales son:
tno1, t2_o/2, t3_5/3\, ..., t"/n! De esta forma se obtiene la férmula enun-
ciada.
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9.3. Ecuaciones diferenciales estocasticas

Sea (€2,.%, P) un espacio de probabilidad, y sea {B; : t > 0} un movimiento
Browniano unidimensional adaptado a la filtracién {%#}:>0.

Definicién 9.4 Sean b(t,z) y o(t,x) dos funciones de [0,T] xR en R. Una
ecuacién estocastica es una ecuacion de la forma

dXt = b(t, Xt) dt + O'(t, Xt) dBt, (910)

definida para wvalores de t en el intervalo [0,T], y con condicion inicial
la variable aleatoria Xy que se presupone Fo-medible e independiente del
movimiento Browniano. La ecuacion (9.10) se interpreta como la ecuacion
integral

t t

X, = X + J b(s, Xs) ds + f o(s, Xs) dBs, (9.11)

0 0
en donde la primera es una integral de Riemann, mientras que la sequnda
es una integral estocdstica de Ito. Al proceso {X;} se le llama proceso de
Ito.

Los elementos conocidos de esta ecuacion son los coeficientes b(t, z) y o(t, x),
junto con la variable aleatoria inicial Xj. La incdgnita es el proceso {X;}. A
la funcién b(t, x) se le conoce como coeficiente de tendencia (drift en inglés o
también deriva en espanol). A la funcién o (¢, x) se le llama coeficiente de di-
fusion. El proceso solucion puede interpretarse como el estado de un sistema
que evoluciona de manera determinista gobernado por la parte no aleatoria
de la ecuacién (la tendencia), pero alterado por un ruido aditivo dado por la
integral estocéstica (la difusién). Para que una ecuacién estocéstica tenga
solucién se deben pedir condiciones en los coeficientes. De manera andlo-
ga para el caso de ecuaciones diferenciales deterministas, existen teoremas
bésicos de existencia y unicidad para ecuaciones estocasticas que establecen
condiciones de regularidad para los coeficientes b(t,z) y o(t,z), bajo las
cuales la ecuacién (9.10) tiene solucién tnica. El siguiente es uno de tales
resultados.

Teorema 9.2 (Teorema de existencia y unicidad) Si los coeficientes
b(t,z) y o(t,z) de la ecuacion (9.10) satisfacen la condicion de Lipschitz en
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la variable x,
b(t, ) = b(t.y)* +|o(t,z) — ot y)* < K|z -y,
y la condicion de crecimiento en x,
b(t 2)|? + |o(t,2) [ < K(1+ |z,

para alguna constante K > 0, entonces existe un proceso estocdstico {Xy}
solucion de (9.10) que es adaptado a la filtracion, tiene trayectorias conti-
nuas, es uniformemente acotado en L?(P), es decir, supgc;<p E(X7?) < 00,
y ademas es unico en el sentido de indistinguibilidad.

En este caso a tal solucion se le llama solucién fuerte de la ecuacién es-
tocastica. No presentaremos la demostracion de este resultado, simplemente
comentaremos algunos aspectos de los que consta la prueba completa. La
demostracién es semejante al caso determinista, y hace uso del método de
iteraciones de Picard. Mediante este método se define la sucesién de procesos

x9 = X,

Xt(n-t-l)

¢ ¢
Xo + J b(s, X)) ds + J o(s, X)) dB,.

0 0
Para que estas iteraciones tengan sentido es necesario verificar que los inte-
grandos involucrados son efectivamente susceptibles de ser integrados res-
pecto de la diferencial respectiva. Para comprobar que tal sucesién de pro-
cesos es convergente se demuestra que, con probabilidad uno, esta sucesién
constituye una sucesién de Cauchy en el espacio de funciones continuas
C10,T], respecto de la norma uniforme || X|| = supg<;<7 |X¢|. Dado lo an-
terior, existe entonces un proceso continuo {X;}, tal que con probabilidad

uno, Xt(n) converge a X; de manera uniforme en el intervalo [0, T"]. Adicional-
mente puede demostrarse que el proceso limite es L2-acotado en [0,T], y

que la convergencia Xt(n) — X; también es valida en L?(P). También debe
demostrarse que el proceso limite es efectivamente solucién de la ecuacién
estocastica. Para ello se toma el limite en la ecuacién que define las ite-
raciones, y se verifica la convergencia uniforme en [0,7] con probabilidad
uno, término a término. Los detalles de esta demostracién pueden encon-
trarse por ejemplo en [33]. Observe que el teorema anterior no establece la
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forma de encontrar la solucién a una ecuacion estocastica dada, sino que ase-
gura Unicamente la existencia de dicha solucién. La siguiente version de la
férmula de It6 es un resultado bastante 1til para resolver algunas ecuaciones
estocasticas y generaliza la versiéon anteriormente enunciada.

Teorema 9.3 (Férmula de It6) [II] Si {X;} es un proceso de Ité dado
por (9.10) y f(t,x) es un funcion de clase C* en t y de clase C? en z,
entonces el proceso {Y; = f(t,Xy)} es también un proceso de Ité y satisface
la ecuacion estocdstica

A, = Jut, X0)dt + Fo(t, X)X, + 3 Faut, X0)(dX0)” (9.12)
Los subindices indican derivada y la ecuacién (9.10)
se substituye en (9.12) usando la tabla de multipli- [ < [ dt]dB]
cacion de McKean que se muestra en la Figura 9.4. dt 0 0
Observe que como las derivadas involucradas son dBy | 0 | dt
funciones continuas, las integrales estocasticas re-
sultantes estdn bien definidas. La demostracion de Figura 9.4

este resultado sigue las mismas lineas que la ver-
sién maéas simple. Ilustraremos a continuacién el uso de esta férmula con
varios ejemplos.

Ejemplo 9.7 Demostraremos que

¢ ¢
J sdBs =tB; — J Bgds.
0 0

Para verificar esta formula puede tomarse el proceso Xy = By y la funcion
f(t,x) = tz. Entonces,

1
d(f(t,B)) = [fi(t,Bt)dt + fu(t, Bt) dB; + §fm(t,Bt) (dB)?
d(tB)) = Bdt+tdB,.
Esta es la forma diferencial de la formula enunciada.

Ejemplo 9.8 Considere la funcion f(z) = e®. Por la formula de Ito,

¢ ¢
1
eBt — ePo :J ePs dBs + —J ePs ds,
0 2 Jo
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es decir, el proceso {Xy = Bt} satisface la ecuacion diferencial
1
dX; = X¢dBy + §Xt dt,

con condicion inicial Xg = 1. A este proceso se le llama movimiento Brow-
niano geomeétrico.

Ejemplo 9.9 Demostraremos que el proceso {X; = B;/(1 +1t)} es solucion
de la ecuacion estocdstica

X 1
- dt +

1+t 1+t

dX, — dB,,

con condicion inicial Xo = 0. Sea f(t,x) = x/(1 +t). El proceso {X; =
f(t,By)} cumple la condicion inicial y por la férmula de Ité satisface la
ecuacion

1
dX; fi(t, By)dt + fo(t, By) dB; + gfxx(ta By) dt
By 1
= — dt
(1+1t)? 1 +1

X 1
= — dt + —— dBs.
AR el

dB,

Ejemplo 9.10 Usando el método de igualacion de coeficientes resolveremos
la ecuacion

dXt = —Xt dt + e*t dBt,

con condicion inicial Xo = 0. Se busca un funcion f(t,x) tal que el proceso
solucion pueda escribirse como Xy = f(t, By). Igualando los coeficientes de
esta ecuacion con los de la formula de Ito,

1
dX; = fi(t, By)dt + f.(t, By) dBy + §fm(t,Bt)dt,

se obtiene el sistema de ecuaciones

felt,z) = et
filt ) + g frelta) = —f(t,).
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De la primera ecuacion se obtiene f(t,x) = e 'x + c(t). Substituyendo en
la sequnda ecuacion y simplificando se obtiene ' (t) = —c(t), cuya solucion
es c(t) = ce™t, en donde ¢ es una constante. Por lo tanto f(t,x) = e t(x +
¢). Para que el proceso Xy = f(t,B;) = e 4 (By + ¢) cumpla la condicién
wicial Xo = 0 forzosamente la constante ¢ debe ser cero. De esta forma la
funcion buscada es f(t,x) = e tx. En tal caso la férmula de Ité asequra que
efectivamente,

dX; = —e_tBt dt + et dB;
= —Xt dt + e_t dBt

9.4. Simulacion

Una ecuacién estocastica ha resultado muy ttil para modelar sistemas que
presentan algtn tipo de ruido o perturbacién aleatoria. Aplicaciones de tales
modelos se estudian en ingenieria, finanzas y fisica entre muchas otras areas
del conocimiento. Debido a la imposibilidad de encontrar soluciones ex-
plicitas a ciertas ecuaciones de interés, los métodos numéricos del caso de-
terminista se han extendido al caso estocdstico. En las siguientes secciones
presentaremos algunos modelos particulares de ecuaciones estocéasticas, y ex-
plicaremos un mecanismo para simular las trayectorias del proceso solucién.
Una trayectoria de un proceso {X; : ¢t = 0} que sigue la ley de movimiento
de una ecuacién estocastica de la forma:

dXt = b(t,Xt) dt + O'(t,Xt) dBt,

Xo = o,
puede obtenerse mediante el método de discretizaciéon de Euler-Maruyama.
En este procedimiento se divide el intervalo [0,¢] de manera uniforme en
n subintervalos de idéntica longitud At = t/n, y se define t; = jAt para
j=0,1,2,...,N. Suponiendo que Y; es un valor al azar de la distribucién

normal estandar, se definen los valores sucesivos de la trayectoria solucién
de la ecuacién estocdstica como sigue:

Xo = o,
thJrl = th+b(tj,th)At+O'(tj,th) VAL Y}

Ma3és adelante se presentard una implementacién de este procedimiento en
MATLAB para simular trayectorias de soluciones de ecuaciones particulares.
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9.5. Algunos modelos particulares

Movimiento Browniano geométrico
Este modelo es de amplio uso en finanzas y sirve para representar el pre-
cio de algunos bienes que fluctian siguiendo los vaivenes de los mercados
financieros. Su definicién es la siguiente.

Definicion 9.5 Sean pu y o > 0 dos constantes, y xg > 0. El movimiento
Browniano geométrico es el proceso {X; : t = 0} solucion de la ecuacion
estocastica

dX; = ,uXt dt + o X; dBt, (913)
Xo = o,
y puede escribirse como sigue:
L,
Xi =xoexp[(n— 5 )t + 0B ]. (9.14)

La ecuacién (9.13) puede interpretarse de la siguiente forma: en ausencia
del término estocastico, la ecuacién se reduce a dX; = puXdt, cuya solucién
es X; = xoet. Esta funcién representa el comportamiento en el tiempo de
un capital inicial positivo zg que

crece de manera continua y de-

terminista a una tasa efectiva del Xi(w)

100u %, suponiendo p > 0. Por otro
lado, la parte estocéastica correspon-
de a la volatilidad de una inver-
sién con riesgo sujeta a las fluctua-
ciones de los mercados financieros. T

El modelo supone que dicha varia- | | t
bilidad es proporcional al valor de 1 2

la inversién. A este proceso se le Figura 9.5

conoce también con el nombre de

movimiento Browniano exponencial. En la Figura 9.5 puede apreciarse una
trayectoria de este proceso con una inversién inicial xy de una unidad mo-
netaria, y con pardmetros u = 1, y 0 = 1/3. La curva creciente corresponde

E(X)
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al crecimiento determinista de la inversién cuando no hay aleatoriedad, es
decir, cuando el coeficiente de difusion es cero. El valor de ¢ en la simulacién
es pequeno y por esa razon la trayectoria aleatoria mostrada se mantiene
cerca de la trayectoria determinista. Cuando se incrementa el valor de o las
trayectorias pueden diferir considerablemente. En el programa de computa-
dora de la Figura 9.6 se muestra una manera de simular trayectorias de este
proceso. El cédigo es una traduccién a MATLAB de la discretizacién de la
ecuacién estocdstica, y es una adaptacién del cédigo que aparece en [13].
Este programa puede ser encontrado en la pagina web de Desmond J. High-
am, junto con la implementacién de otros modelos y otras técnicas de dis-
cretizacion. La funcién randn produce un valor al azar de la distribucién
normal estandar.

randn(’state’,100)
T=2; N=300; dt=T/N; xcero=1; mu=1; sigma=1/3;
dW=zeros(1,N); MBG=zeros(1,N);
dW(1)=sqrt(dt)*randn;
MBG(1)=xcero+muxdt+sigma*xcero*dW (1) ;
for j=2:N

dW(j)=sqrt(dt)*randn

MBG (j)=MBG (j-1) +mu*MBG (j-1) *dt+sigma*MBG (j-1)*dW(j)
end
plot([0:dt:T], [xcero,MBG], ’r-’)

Figura 9.6

Observe que los coeficientes de la ecuacién (9.13) son b(t,x) = pry o(t,z) =
ox, y satisfacen las condiciones para la existencia y unicidad de la solucién.
Resolveremos esta ecuacién usando el método de igualacién de coeficientes.
Encontraremos una funcién f(¢,z) tal que al aplicar la férmula de It6 al
proceso X; = f(t, By) se obtenga la ecuacién (9.13). Comparando entonces
los coeficientes de la férmula general

1
dX; = fi(t, Xs) dt + fo(t, X¢) dBy + §fm(t,Xt) dt
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con los de (9.13) se obtienen las igualdades

=
~
=
&
I

Flt ) + 3 fralt,2),
of(t,x) = fu(t,x).

De la segunda ecuacién se obtiene que f(t,x) = exp [ox + g(t)], para alguna

funcién ¢(t). Substituyendo en la primera ecuacién se obtiene ¢'(t) = p —

302, cuya solucién es g(t) = (u— 30?)t. De donde X; = f(t, B;) adquiere la

expresion indicada. Demostraremos ahora algunas caracteristicas numéricas
de este proceso.

Proposicion 9.2 Para el movimiento Browniano geométrico se cumple lo
siguiente:

1. B(X;) = zgett.
2. Var(Xy) = 23 2t (e%t — 1).

3. Cov(Xy, Xy) = xd ets+t) (e’ — 1), para 0 < s <t.

Demostracion. Usaremos el hecho de que la funcién generadora de mo-

mentos de la distribucién N(y, 0?) es M(s) = exp(us + $07s?).

1. Para la esperanza se tiene que

E(X;) = E(xoexp|(p— %ﬁ)t +0By))

= g exp[(u — %Uz)t] E(exp[oBy])

1 1
= xo exp[(p — gaz)t] exp[itoj]

= xgpet.
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2. Ahora calcularemos la varianza.
1
Var(X;) = Var(zg exp[(p — 502)t + 0By])

= 28 exp[2(p — 1<72)t] Var(exp[oBy])

2
= 23 exp[2(p — %a%t] (E(exp|[20B;]) — E*(exp[oB;]))
= o expl2(n — 507 (expl51(20)] — expl2(510°))

= 23 62”t(e"2t —1).

3. Calcularemos primero F(X;X;). Observe que B; + B se puede escribir
como 2B; + (B; — By), siendo estos sumandos independientes. Entonces,

E(X:X,) = E(z%exp[(u— %oz)(t +5) +0(B; + By)))
— a3 expl — 200Nt + ) Elexplo(Br + B)

1 .
= af expl(u = 30t + ) B(E7P) BB P)

1
= g expl(u — 5o%)(t + )P 2"

= af explu(t + 5) + s0”].
Por lo tanto,
Cov(Xy, Xs) = E(XyXs) — E(Xy)E(Xs)
LE% eu(t+s)+sa2 _ LE% eu(t+s)

— 1'(2) e,u(t—i—s) (6302 _ 1)

Proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Este modelo fue propuesto por Ornstein y Uhlenbeck para modelar la ve-
locidad del movimiento difuso de una particula en intervalos de tiempo
pequenos.
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Definiciéon 9.6 Sean o y o dos constantes positivas. El proceso de Ornstein-
Uhlenbeck es aquel proceso {X; : t = 0} solucion de la ecuacion estocdstica

dX; = —aXidt+ odBy, (9.15)
X0 = zo.
y dado por
X, =xpe ™ +0 f; e=(t=%) 4B,. (9.16)

La variable X se interpreta como la velocidad de una particula al tiempo t.
La parte determinista —a.X; corresponde a la fuerza de friccién, y el suman-
do o dB; es un ruido aleatorio. En la Figura 9.7 se muestra una simulacién
de una trayectoria de este
proceso y se compara con
E(X;), que calcularemos
mas adelante. El proce-
so muestra un decaimien-
to conforme el tiempo avan-
za y ello es debido al fac-
tor de friccién del mode-
lo. Es inmediato verificar
que los coeficientes de la 1 1 t
ecuacién (9.15) satisfacen
las condiciones del teore-
ma de existencia y unicidad
para ecuaciones estocdsti-
cas. Verificaremos entonces que (9.16) es efectivamente la solucién a la
ecuacién (9.15). Considere una solucién de la forma:

Figura 9.7

4&=a®hm+Lb®d&L (9.17)

en donde a(t) y b(t) son funciones diferenciables. Derivando (9.17) y usando
la férmula de Ito (9.12) se obtiene

dX; = d(t)[xo + Lt b(s) dBg]dt + a(t) b(t) dB;

_d@) "
= g Xedt+a)o(t) B
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Comparando con (9.15), las funciones a(t) y b(t) deben cumplir las ecua-
ciones

= —aq, a(t)b(t) = o.

Suponiendo a(0) = 1 se obtiene a(t) = exp(—at), y b(t) = o exp(at). Subs-
tituyendo en (9.17) se obtiene (9.16). Calcularemos a continuacién la espe-
ranza y varianza de este proceso.

Proposicion 9.3 Para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck se cumple lo si-
guiente.

a) B(X;) = zge L.

02 —2at
b) Var(Xt)zﬁ(l—e ).

0,2

c) Cov(Xy, Xs) = 5 (e—olt=s) _ gmalt+s)),

Demostracion.

a) Este resultado se obtiene al tomar esperanza en (9.16), y observar que
la integral estocéstica es una martingala que inicia en cero.

b) El célculo de la varianza de X; es una aplicacién de la isometria de
Ito,

t
Var(X;) = 02Var(J e =9 dB,)
0

t
_ 0_2 E(J efoa(tfs) st)2
0

t
_ 0_2 (J ef2a(tfs)ds)
0

1 t
— 0_2 ef2ozt |:—€2a5:|
200 0
2

o —2at
= —(1- .
5 (L—e)
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c) Nuevamente usaremos la isometria de It6. Para 0 < s < ¢,

Cov(X:, Xs) = E(X:Xs)— E(Xy)E(Xs)
¢
El(zoe ™ + O’J e 2= 4B,)

0
]

(xoe * +o J e 5w dB,)] — 3 e (t+s)
0

t S

o? B( J et 4B, J e = 4B,).
0 0

La primera integral puede descomponerse en la suma de dos integrales,

una sobre el intervalo [0,s] y otra sobre (s,t]. Dada la propiedad

de incrementos independientes del movimiento Browniano, el segundo

sumando desaparece. De modo que, por la isometria de Ito,

Cov(Xy, Xs) = o2e ot+s) E(J e dB,)*

0
_ 0_2 e—a(t+s) JS e2au du
0
2
_ U_ —a(t—s) _ —a(t+s)
50 (e e ).

Puente Browniano

El puente Browniano es un movimiento Browniano con espacio parametral
el intervalo unitario [0,1] y es tal que en los extremos de este intervalo
el proceso se hace cero. Una trayectoria de tal proceso se muestra en la
Figura 9.8. Existen varias formas equivalentes de definir a este proceso, la
siguiente es una de ellas.

Definicién 9.7 El puente Browniano en el intervalo [0,1] es aquel proceso
{X: :t€]0,1]} solucion de la ecuacion estocdstica

X
X, = —1_ttdt+dBt, te[0,1), (9.18)

Xy = 0.
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y que puede ser representado de la siguiente forma

¢
1
Xy =(1- t)f dBs. (9.19)
0 — S
Los coeficientes de la ecuacién
(9.18) son X (w)
x
b(t = —
y oftz) = 1, g t
1
que cumplen las condiciones del

teorema de existencia y unici-

dad. Puede resolverse la ecuacion Figura 9.8
(9.18) y obtener la representacién

(9.19) proponiendo nuevamente

una solucién de la forma

X¢ = a(t) |xo + Lt b(s) dBs], (9.20)

en donde a(t) y b(t) son dos funciones diferenciables, y xo = 0. Derivando
se obtiene nuevamente

X, d@)ho+£:M$dBQdﬁ+dﬁM0dBt

!
- %gxﬁ+awwm&.
Igualando coeficientes se obtienen las ecuaciones a'(t)/a(t) = —1/(1 — t),
y a(t)b(t) = 1. Suponiendo a(0) = 1 se obtiene a(t) = 1 —t, y por lo
tanto b(t) = 1/(1 — t). Substituyendo en (9.20) se obtiene (9.19). Puede
demostrarse que
tl—l/glf X =0,

y entonces efectivamente el puente Browniano se anula al final del intervalo.
Vamos a calcular a continuacién la esperanza, varianza y covarianza de este
proceso.
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Proposicién 9.4 Para el puente Browniano dado por (9.19) se cumple

1. E(X;) =0.
2. Var(Xy) = t(1 —t).
3. Cov(Xt, Xs) =s(1—1t), para0<s<t<1.

Demostracion.

1. La integral es una martingala continua que inicia en cero, por lo tanto
E(X;) =0.

2. Por la isometria de Ito,

t

Var(X;) = (1—t)2Var(J

0 — S

- (1—t)2E(f ! dB,)*

01—8
2 ! 1 2
= (1-t)2E| (~—)%d
(1=0*F | (;=)as
1 t
= (1—t)2[ ]
1-s],
= t(1-1t)
3. Para0<s<t <,
COV(XS,Xt) = E(Xth)
! !
= (1-s)(1-t)E dB, dB.,).
(=90 -0B(| =B, | =B

Nuevamente la segunda integral puede descomponerse en la suma de dos
integrales, una sobre el intervalo [0, s] y otra sobre (s,t]. Dada la propie-
dad de incrementos independientes del movimiento Browniano, el segundo
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sumando desaparece. De modo que, por la isometria de 1t6,

Cov(Xs, Xy) = (1_3)(1—t)E(Ls%udBu)2
= (=90 -0 [ (o du
_ (1—3)(1—t)[1iu}0

= s(1—1).

Como era de esperarse, la varianza se anula en los extremos del interva-
lo pues alli el proceso es cero con probabilidad uno. Observe ademas que
la varianza se hace maxima exactamente en la mitad de dicho intervalo.
El puente Browniano en [0, 1] puede representarse de varias formas, por
ejemplo, se conocen las siguientes representaciones mas compactas:

a) Xy = By —tB;, parate]l0,1].
b) Xy =Bi—+—(1—t)B;, parate]l0,1].

Notas y referencias. Para el desarrollo de la definicién de integral es-
tocastica respecto del movimiento Browniano hemos seguido el lineamiento
general presentado en el texto de Steele [33]. Alli pueden encontrarse las
demostraciones completas de varios de los resultados que hemos solamente
enunciado. Otros trabajos en donde pueden encontrarse exposiciones ele-
mentales sobre integracién estocdstica son Qksendal [25], Kuo [20], o Kle-
baner [18]. Para una exposicién més completa y general puede consultarse
por ejemplo Protter [26] o Revuz y Yor [28]. En los trabajos de D. J Higham
como [13] pueden encontrarse algunas primeras lecturas sobre los métodos
para simular ecuaciones estocésticas. En el texto de Kloeden y Platen [19] se
expone la teoria general, varios métodos numéricos y diversas aplicaciones
de ecuaciones estocasticas.
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9.6. Ejercicios
Integral de It6
232. Demuestre que dos procesos simples pueden siempre expresarse en
términos de una particién comin. Con ayuda de este resultado de-
muestre ahora que el espacio de procesos simples es un espacio vecto-
rial.
233. Demuestre que la integral estocastica para procesos simples [ : 7—[8 —
L?(P) es lineal y continua.
234. A partir de la definicién de integral estocdstica demuestre que:
¢ ¢
a) J sdBs; = tB; —J B, ds.
0 0
t 1 t
b) j B2dB, = - B} —J B, ds.
0 3 0
Para el segundo inciso se puede usar la identidad
1
2y —a) +a(y —x)® = 3l it = (y—2)’).
Formula de Ito
235. Use la formula de Itd para demostrar que:
T 1 t
a) j B%2dB, = - B} —J B, ds.
0 3 0
' L o _ 1 [ 1
n n n—
b) JO BS dBS = n—HBt - 5 JO nBs ds.
236. Use la férmula de Itd para demostrar que el proceso {X; : t > 0} es

una solucion de la ecuacién estocéstica indicada.
a) Xy = B?, dX; =dt+2B;dB;.
b) X; = B3, dX, =3X,"2at +3x* dB,.

X
C) Xt = tBt, dXt = Tt dt + tdBt
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237.

238.

239.

240.

241.

Use la férmula de It6 para demostrar que el proceso X; = (1 — B;)~!
es solucién de la siguiente ecuacién estocéstica para tiempos ¢ € (0, 7)
en donde 7 = inf{t > 0: B; = 1}.

dX; = X} dt + X} dB,.

Ecuaciones estocasticas

Demuestre que el proceso X; = exp{B; — t/2} satisface la ecuacién
estocastica
dXt = Xt dBt

Demuestre que cada una de las siguientes ecuaciones estocasticas tiene
una tunica solucién. En cada caso encuentre dicha solucién. Los térmi-
nos b, o y xg son constantes.

a) dXy = =bXydt +0dB;, Xo = zo.
b) dXy = —bdt + 0 X¢dBy, Xy = xo.
C) dXy = =bXpdt + 0 Xy dBy, X = xg.

Puente Browniano

Sea {X; : t € [0,1]} un puente Browniano. Demuestre que efectiva-
mente th’rin X; =0cs.

Demuestre que los siguientes procesos son puentes Brownianos.

a) Xy = B, —tB;, parate]l0,1].
b) Xy =Bi—+—(1—t)B;, parate]l0,1].
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Apéndice: conceptos
y resultados varios

Igualdad de procesos

Se dice que dos procesos estocasticos {X; : ¢ = 0} y {Y; : t > 0} son
equivalentes, o también se dice que uno es una version o modificaciéon del
otro, si para cada valor de t > 0 fijo se cumple que

P(Xt:Y;f):L

es decir, si las variables Xy y Y; son iguales c.s. Un tipo de igualdad maés
fuerte establece que los procesos son indistinguibles si

P(X; =Y; paracadat > 0) = 1.

Esto significa que con probabilidad uno las trayectorias de los dos pro-
cesos son idénticas. Claramente la indistinguibilidad es més fuerte que la
equivalencia. Sin embargo, puede demostrarse que cuando los procesos son
continuos, es decir, cuando sus trayectorias son funciones continuas del
parametro, ambas nociones de igualdad coinciden. Cuando el pardmetro es
discreto, las definiciones son andlogas y se puede demostrar la equivalencia
entre los dos tipos de igualdad sin ninguna condicién adicional.

Distribuciones finito dimensionales

Las distribuciones finito dimensionales de un proceso estocdstico a tiempo
continuo {X; : ¢ > 0} es la coleccién de todas las funciones de distribucién
conjuntas

Fx, o x, (X150, Tn),

307
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para cualesquiera tiempos 0 < t1 < --- < t,, y cualquier n natural. La
definicién es andloga cuando el proceso es a tiempo discreto.

Independencia de procesos

Se dice que una variable aleatoria X es independiente de un proceso {X; :
t > 0} si para cualesquiera tiempos 0 < t; < tg < -+ < t,, n € N,
la distribucién conjunta de la variable X y el vector (Xy,,...,Xs,) es el
producto de las distribuciones marginales, es decir,

FX,th,...,th (a;, L1y ,a;n) = FX (LE) Fti---,th (a;l, e ,xn),
o en términos de conjuntos de Borel A, Aq,..., A,, cuando la probabilidad
conjunta

P(XeA Xy, €Ay,.... Xy, €Ay)

es igual al producto
P(X € A)P(Xy, € A1,..., Xy, € Ap).

Maés generalmente, dos procesos estocésticos {X; : ¢ = 0} y {Y; : t = 0} son
independientes si para cualesquiera dos enteros naturales n y m, y tiempos
0<th <tg <+ <thby0<s <89 < -+ < 8y, se cumple que la
distribucién conjunta

Fth,...,th,Ysl,...,Ysm (.’L’l, sy Ty Y1, 7ym)

coincide con el producto

Fxy X, (T15 - 2n) Fy L ye, (Y1, oo Ym)-

En palabras, esta condicién significa que las distribuciones finito dimen-
sionales conjuntas son el producto de las distribuciones finito dimensionales
marginales. Las definiciones para el caso de tiempo discreto son andlogas.

Lema de Abel
a) Si la serie > ;7 aj es convergente, entonces

0

o0
lim 2 ap th = 2 ag.
¢l k=0 k=0
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b) Inversamente, si a = 0y lim; =~ Y0 ak t* < o0, entonces

o0 o0
2 ap = lim 2 aktk.
k=0 20

En Karlin y Taylor [17] puede encontrarse una demostracién de estos resul-
tados.

Lema de Fatou

a) Sea {apm : n,m € IN} una coleccién de nimeros reales. Entonces

n—00 n—00

2 lim inf a,,, < liminf 2 .-
m m

b) Ademés, si apm < by, con Y by, < 00, entonces

lim sup 2 Apm < 2 lim sup a,m,.
m m

n—0oo n—0o0

Teorema de convergencia monétona
Sea X1, Xs,... una sucesiéon de variables aleatorias tales que 0 < X; <

Xo <+ y lim X,, = X casi seguramente. Entonces
n—0o0

lim E(X,)=FE(lim X,).

n—00 n—00

Teorema de convergencia dominada
a) Sea X7, Xo,... una sucesién de variables aleatorias tales que lim X, =
n—00

X casi seguramente, y para cada valor de n, | X,,| <Y, para alguna variable
Y con E|Y| < . Entonces,

lim E(X,)=FE(lim X,).

n—o0 n—00
b) Sea {anm : n, m € IN} una coleccién de nimeros reales tales que lim,, o anm
existe para cada m, |apm| < by, independiente de n, y > by, < 0. En-
tonces,
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Ecuaciéon de Wald

Sea X1, Xo,... una sucesién de variables aleatorias independientes con la
misma distribucién que X y con esperanza finita. Sea N una variable aleato-
ria con valores en el conjunto {1, 2, ...}, con esperanza finita e independiente
de la sucesion. Entonces,

N
E( ). Xx) = E(X) E(N).
k=1

Distribuciéon tipo reticular

Se dice que una variable aleatoria discreta X, o su distribucién de probabi-
lidad, es de tipo reticular o que es de tipo lattice si P(X = c+ nd) > 0, en
donde ¢ y d > 0 son constantes reales y n = +£1,+2,...

Notaciéon o pequena
Sean f(t) y g(t) dos funciones que se encuentran definidas y son positivas
para valores de t suficientemente grandes. Se dice que f(t) es de orden mas
pequernio que ¢(t) cuando t — o0, y se escribe f(t) = o(g(t)) cuando t — oo,
si se cumple

lim & = 0.

t—e0 g(t)
En particular, se escribe f(t) = o(1) cuando f(t) converge a cero cuando
t — oo0. Se usa la misma notacién cuando t tiende a algin valor finito
particular y las funciones se encuentran definidas y son positivas en una
vecindad no trivial alrededor de ese valor. En este texto se usa la notacion o
pequena para establecer el comportamiento de probabilidades dependientes
del tiempo p(t), cuando t se aproxima a cero a través de valores positivos.

Foérmula de Stirling
Para n suficientemente grande,

n! ~ A/2rn /2 e m,

Esperanza condicional
Sea (€2,.%, P) un espacio de probabilidad. Sea X una variable aleatoria con
esperanza finita y sea ¢ una sub o-dlgebra de .%. La esperanza condicional
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de X dado ¢, es una variable aleatoria denotada por E(X |¥), que cumple
las siguientes tres propiedades:

a) Es ¥-medible.
b) Tiene esperanza finita.

c) Para cualquier evento G en ¥,
J E(X|9)dP = J X dP.
G G

Es importante enfatizar que la esperanza condicional es una variable aleato-
ria. Usando el teorema de Radon-Nikodym (véase por ejemplo [7]), puede
demostrarse que esta variable aleatoria existe y es tnica casi seguramente.
Esto significa que si existe otra variable aleatoria con las tres propiedades
anteriores, entonces con probabilidad uno coincide con E(X |¥¢). Cuando
la o-dlgebra ¢ es generada por una variable aleatoria Y, es decir, cuando
¢ = o(Y), la esperanza condicional se escribe simplemente como E(X |Y).
Mencionaremos a continuacién algunas propiedades de esta variable aleato-
ria, en estas expresiones se postula de manera implicita que la variable a la
que se le aplica la esperanza condicional es integrable.

1. Si ¢ es constante, entonces E(c|¥ ) = c.
2. B(X| 2,9} ) = B(X).
3. Si A es un evento, entonces E(14 | {J,Q} ) = P(A).

4. Si Ay B son eventos con 0 < P(B) < 1, entonces

E(14|{g,B,BQ} )=P(A|B)1p + P(A|B°) 1pe.

5. Si Aesuneventoy {By,..., By} es una particién de Q2 tal que P(B;) >
0 para i =1,...,n, entonces

n

E(la|o{Bi,...,Bx}) = >, P(A|B;) 1g,.
i=1
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6. Si Y es una variable aleatoria discreta con valores en {0,1,...}, en-
tonces

o6}
EX|Y)= Z (XY =n)1y_n).

7. E(E(X|¥9)) = E(X).

8. |E(X|¥9)| < E(|X]||¥). Este es un caso particular de la desigualdad
de Jensen que se enunciard mas adelante. En particular, tomando
esperanza se tiene el siguiente resultado.

9. BIE(X |9)| < E(X)).

10. Si ¢ es constante, entonces E(cX +Y |¥9) =cE(X |9) + E(Y |¥9).
11. Si X es ¥-medible, entonces E(X |¥9) = X c.s.
12. Si X > 0, entonces E(X |¥4) >0
13. Si X <Y, entonces E(X |¥9) < E(Y |¥9).
14. Si 4 < %, entonces

E(E(X |9)|%:) = E(E(X |4) %) = E(X |4).
15. Si X es independiente de ¢, entonces F(X |¥4) = E(X).
16. Si 4 y % son independientes, entonces

E(X|o(# v)) = E(X [4) + E(X |4) - E(X).
17. Si X es independiente de %, entonces

E(X|o(% v%)) = E(X |4).
18. Convergencia en media.
Si X, — X, entonces E(X, |¥9) - E(X|¥9).

19. Teorema de convergencia mondtona.

Si X, >0y X, /7 X cs., entonces (X, |¥9) / E(X|¥9) cs
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20. Si XY es integrable y X es ¥-medible, entonces

E(XY |9) = X E(Y |9).

21. X es independiente de ¥ si, y sélo si, E(f(X)|¥) = E(f(X)) para
cualquier funcién Lebesgue medible f tal que f(X) es integrable.

22. Desigualdad de Jensen.
Si u es convexa y u(X) es integrable, entonces

W(B(X |9)) < Bu(X)|9).

Funciones directamente Riemann integrables
Sea H :[0,00) — [0,00) una funcién Borel medible. Sea h > 0, y para cada
n natural defina las funciones

an(h) = Wmf{H(): (n—1)h
Bn(h) = sup{H(t): (n—1)h

t <nh},

<
<t<nh}.

Suponga que las siguientes funciones son absolutamente convergentes

2
=
|
>
s
Q
3
S

S
Il
—

=
=

|

>
s
sy

S
=

S
Il
—

y que ademas limy_,g a(h) = limy_,¢ 5(h). Entonces se dice que la funcién
H es directamente Riemann integrable. Esta condicion de integrabilidad es
mas fuerte que la integrabilidad usual de Riemann, es decir, toda funcién
directamente Riemann integrable es Riemann integrable, por ejemplo,

a) H(t) = 1jpq)(t) es d. R. integrable.

b) H : [0,00) — [0,00) no creciente y tal que {3 H(t)dt < oo, es d. R.
integrable.
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