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Caṕıtulo 1

Ideas preliminares

Considere un sistema que puede caracterizarse por estar en cualquiera de
un conjunto de estados previamente especificado. Suponga que el sistema
evoluciona o cambia de un estado a otro a lo largo del tiempo de acuerdo con
una cierta ley de movimiento, y sea Xt el estado del sistema al tiempo t. Si
se considera que la forma en la que el sistema evoluciona no es determinista,
sino provocada por algún mecanismo azaroso, entonces puede considerarse
que Xt es una variable aleatoria para cada valor del ı́ndice t. Esta colección
de variables aleatorias es la definición de proceso estocástico, y sirve como
modelo para representar la evolución aleatoria de un sistema a lo largo del
tiempo. En general, las variables aleatorias que conforman un proceso no
son independientes entre śı, sino que están relacionadas unas con otras de
alguna manera particular. Las distintas formas en que pueden darse estas
dependencias es una de las caracteŕısticas que distingue a unos procesos
de otros. Más precisamente, la definición de proceso estocástico toma como
base un espacio de probabilidad pΩ,F , P q y puede enunciarse de la siguiente
forma.

Definición 1.1 Un proceso estocástico es una colección de variables aleato-
rias tXt : t P T u parametrizada por un conjunto T , llamado espacio parame-
tral, en donde las variables toman valores en un conjunto S llamado espacio
de estados.

En los casos más sencillos se toma como espacio parametral el conjunto
discreto T � t0, 1, 2, . . .u y estos números se interpretan como tiempos. En

1



2 1. Ideas preliminares

este caso se dice que el proceso es a tiempo discreto, y en general este tipo
de procesos se denotará por tXn : n � 0, 1, . . .u, o expĺıcitamente,

X0,X1,X2, . . .

aśı, para cada n, Xn es el valor del proceso o estado del sistema al tiempo n.
Este modelo corresponde a un vector aleatorio de dimensión infinita. Véase
la Figura 1.1.

n

Xnpωq
b

b

b

b

b

b

X0

1

X1

2

X2

3

X3

4

X4

5

X5

Figura 1.1

El espacio parametral puede también tomarse como el conjunto continuo
T � r0,8q. Se dice entonces que el proceso es a tiempo continuo, y se
denotará por tXt : t ¥ 0u.
Por lo tanto, seguiremos la convención de que si el sub́ındice es n, entonces
los tiempos son discretos, y si el sub́ındice es t, el tiempo se mide de manera
continua. Los posibles espacios de estados que consideraremos son subcon-
juntos de Z, y un poco más generalmente tomaremos como espacio de esta-
dos el conjunto de números reales R, aunque en algunos pocos casos tam-
bién consideraremos a Z

n o R
n. Naturalmente, espacios más generales son

posibles, tanto para el espacio parametral como para el espacio de estados.
En particular, para poder hablar de variables aleatorias con valores en el
espacio de estados S, es necesario asociar a este conjunto una σ-álgebra.
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Figura 1.2

Considerando que S es un subconjunto de R, puede tomarse la σ-álgebra
de Borel de R restringida a S, es decir, S XBpRq.
Un proceso estocástico, también llamado proceso aleatorio, puede conside-
rarse como una función de dos variables

X : T � ΩÑ S

tal que a la pareja pt, ωq se le asocia el valor o estado Xpt, ωq, lo cual
también puede escribirse como Xtpωq. Para cada valor de t en T , el mapeo
ω ÞÑ Xtpωq es una variable aleatoria, mientras que para cada ω en Ω fijo,
la función t ÞÑ Xtpωq es llamada una trayectoria o realización del proceso.
Es decir, a cada ω del espacio muestral le corresponde una trayectoria del
proceso. Es por ello que a veces se define un proceso estocástico como una
función aleatoria. Una de tales trayectorias t́ıpicas que además cuenta con
la propiedad de ser continua se muestra en la Figura 1.2, y corresponde a
una trayectoria de un movimiento Browniano, proceso que definiremos y
estudiaremos más adelante.
Si A es un conjunto de estados, el evento pXn P Aq corresponde a la situación
en donde al tiempo n el proceso toma algún valor dentro del conjunto A. En
particular, pXn � xq es el evento en donde al tiempo n el proceso se encuen-
tra en el estado x. Considerando distintos tiempos, estaremos interesados
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en eventos de la forma pXn1
� x1,Xn2

� x2, . . . ,Xnk
� xkq.

Los diferentes tipos de procesos estocásticos se obtienen al considerar las
distintas posibilidades para el espacio parametral, el espacio de estados,
las caracteŕısticas de las trayectorias, y principalmente las relaciones de
dependencia entre las variables aleatorias que conforman el proceso. Los
siguientes son algunos ejemplos generales de procesos estocásticos. Estos son
procesos que cumplen una cierta propiedad particular, no necesariamente
excluyentes unas de otras. A lo largo del texto estudiaremos y definiremos
con mayor precisión algunos de estos tipos de procesos.

Proceso de ensayos independientes
El proceso a tiempo discreto tXn : n � 0, 1, . . .u puede estar constituido por
variables aleatorias independientes. Este modelo representa una sucesión de
ensayos independientes de un mismo experimento aleatorio, por ejemplo,
lanzar un dado o una moneda repetidas veces. El resultado u observación
del proceso en un momento cualquiera es, por lo tanto, independiente de
cualquier otra observación pasada o futura del proceso.

Procesos de Markov
Estos tipos de procesos son modelos en donde, suponiendo conocido el estado
presente del sistema, los estados anteriores no tienen influencia en los estados
futuros del sistema. Esta condición se llama propiedad de Markov y puede
expresarse de la siguiente forma: para cualesquiera estados x0, x1, . . . , xn�1

(pasado), xn (presente), xn�1 (futuro), se cumple la igualdad

P pXn�1 � xn�1 |X0 � x0, . . . ,Xn � xnq � P pXn�1 � xn�1 |Xn � xnq.
De esta forma la probabilidad del evento futuro pXn�1 � xn�1q sólo de-
pende el evento pXn � xnq, mientras que la información correspondiente
al evento pasado pX0 � x0, . . . ,Xn�1 � xn�1q es irrelevante. Los proce-
sos de Markov han sido estudiados extensamente y existe un gran número
de sistemas que surgen en muy diversas disciplinas del conocimiento para
los cuales el modelo de proceso estocástico y la propiedad de Markov son
razonables. En particular, los sistemas dinámicos deterministas dados por
una ecuación diferencial pueden considerarse procesos de Markov, pues su
evolución futura queda determinada por la posición inicial del sistema y la
ley de movimiento especificada.
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Procesos con incrementos independientes
Se dice que un proceso estocástico a tiempo continuo tXt : t ¥ 0u tiene
incrementos independientes si para cualesquiera tiempos 0 ¤ t1   t2   � � �  
tn, las variables Xt1 ,Xt2 � Xt1 , . . . ,Xtn � Xtn�1

son independientes. Esto
quiere decir que los desplazamientos que tiene el proceso en estos intervalos
disjuntos de tiempo son independientes unos de otros.

Procesos estacionarios
Se dice que un proceso estocástico a tiempo continuo tXt : t ¥ 0u es
estacionario en el sentido estricto si para cualesquiera tiempos t1, . . . , tn,
la distribución del vector pXt1 , . . . ,Xtnq es la misma que la del vectorpXt1�h, . . . ,Xtn�hq para cualquier valor de h ¡ 0. En particular, la dis-
tribución de Xt es la misma que la de Xt�h para cualquier h ¡ 0.

Procesos con incrementos estacionarios
Se dice que un proceso estocástico a tiempo continuo tXt : t ¥ 0u tiene in-
crementos estacionarios si para cualesquiera tiempos s   t, y para cualquier
h ¡ 0, las variables Xt�h�Xs�h y Xt�Xs tienen la misma distribución de
probabilidad. Es decir, el incremento que tiene el proceso entre los tiempos
s y t sólo depende de estos tiempos a través de la diferencia t� s, y no de
los valores espećıficos de s y t.

Martingalas
Una martingala a tiempo discreto es, en términos generales, un procesotXn : n � 0, 1, . . .u que cumple la condición

EpXn�1 |X0 � x0, . . . ,Xn � xnq � xn. (1.1)

En palabras, esta igualdad significa que el valor promedio del proceso al
tiempo futuro n� 1 es el valor del proceso en su último momento observa-
do, es decir, xn. Esto es, se trata de una ley de movimiento aleatorio que es
equilibrada o simétrica, pues en promedio el sistema no cambia del último
momento observado. A estos procesos también se les conoce como proce-
sos de juegos justos, pues si se considera una sucesión infinita de apuestas
sucesivas y si Xn denota el capital de uno de los jugadores al tiempo n,
entonces la propiedad de martingala (1.1) establece que el juego es justo
pues en promedio el jugador no pierde ni gana en cada apuesta.
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Procesos de Lèvy
Se dice que un proceso estocástico a tiempo continuo tXt : t ¥ 0u es un
proceso de Lèvy si sus incrementos son independientes y estacionarios. Más
adelante veremos que tanto el proceso de Poisson como el movimiento Brow-
niano son ejemplos de este tipo de procesos.

Procesos Gausianos
Se dice que un proceso estocástico a tiempo continuo tXt : t ¥ 0u es un
proceso Gausiano si para cualesquiera colección finita de tiempos t1, . . . , tn,
el vector pXt1 , . . . ,Xtnq tiene distribución normal o Gausiana multivaria-
da. Nuevamente, el movimiento Browniano es un ejemplo de este tipo de
procesos.

En el presente texto el lector encontrará una descripción introductoria a
algunos de estos tipos de procesos y varios resultados elementales al respecto.

1.1. Ejercicios

1. Sean X0,X1, . . . los resultados de una sucesión de ensayos indepen-
dientes Bernoulli. Determine si el proceso tXn : n � 0, 1, . . .u
a) tiene incrementos independientes.

b) tiene incrementos estacionarios.

c) es una martingala.

d) cumple la propiedad de Markov.

2. Sea X una variable aleatoria con distribución Berppq. Para cada t ¥ 0
defina la variable

Xt � " cos πt si X � 0,
sinπt si X � 1.

a) Dibuje todas las trayectorias del proceso tXt : t ¥ 0u.
b) Calcule la distribución de Xt.

c) Calcule EpXtq.
3. Demuestre que todo proceso a tiempo discreto tXn : n � 0, 1, . . .u con

incrementos independientes cumple la propiedad de Markov.



Caṕıtulo 2

Caminatas aleatorias

En este caṕıtulo se presenta una introducción breve al tema de caminatas
aleatorias en una dimensión. Encontraremos la distribución de probabilidad
de la posición de una part́ıcula que efectúa una caminata aleatoria en Z,
y la probabilidad de retorno a la posición de origen. Se plantea y resuelve
después el problema de la ruina del jugador, y se analizan algunos aspectos
de la solución.

2.1. Caminatas aleatorias

Una caminata aleatoria simple sobre el conjunto de números enteros Z es
un proceso estocástico a tiempo discreto tXn : n � 0, 1, . . .u que evoluciona
como se muestra en la Figura 2.1. Es

b b b b b�2 �1 0 �1 �2

q p

Figura 2.1

decir, iniciando en el estado 0, al si-
guiente tiempo el proceso puede pasar
al estado �1 con probabilidad p, o
al estado �1 con probabilidad q, en
donde p�q � 1. Se usa la misma regla
para los siguientes tiempos, es decir,
pasa al estado de la derecha con pro-
babilidad p, o al estado de la izquierda
con probabilidad q. El valor de Xn es el estado del proceso al tiempo n.
Este proceso cambia de un estado a otro en dos tiempos consecutivos de
acuerdo con las probabilidades de transición que se muestran en la Figu-

7



8 2. Caminatas aleatorias

ra 2.1, válidas para cualquier n ¥ 0, y para cualesquiera enteros i y j. Estas
probabilidades se pueden escribir de la forma siguiente:

P pXn�1 � j |Xn � iq � $&% p si j � i� 1,
q si j � i� 1,
0 otro caso.

Como estas probabilidades no dependen de n, se dice que son homogéneas
en el tiempo, es decir, son las mismas para cualquier valor de n. A partir
de estas consideraciones, es intuiti-

n

Xnpωq
b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

Figura 2.2

vamente claro que este proceso
cumple la propiedad de Markov,
es decir, el estado futuro del pro-
ceso depende únicamente del esta-
do presente y no de los estados
previamente visitados. Una posible
trayectoria de este proceso se mues-
tra en la Figura 2.2. Una camina-
ta aleatoria puede también definirse
de la forma siguiente: sea ξ1, ξ2, . . .

una sucesión de variables aleatorias
independientes e idénticamente dis-
tribuidas. Por la idéntica distribución denotaremos a cualquiera de ellas
mediante la letra ξ sin sub́ındice. Supondremos que P pξ � �1q � p y
P pξ � �1q � q, en donde, como antes, p � q � 1. Entonces para n ¥ 1 se
define

Xn :� X0 � ξ1 � � � � � ξn.

Sin pérdida de generalidad supondremos que X0 � 0. Nos interesa encon-
trar algunas propiedades de la variable Xn, y de su comportamiento como
función de n. Por ejemplo, a partir de la expresión anterior, es inmediato
encontrar su esperanza y varianza.

Proposición 2.1 Para cualquier entero n ¥ 0,

1. EpXnq � npp� qq.
2. VarpXnq � 4npq.
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Demostración. Para la esperanza tenemos que:

EpXnq � ņ

i�1

Epξiq � nEpξq � npp� qq.
Por otro lado, como Epξ2q � p � q � 1 y Epξq � p � q, se tiene que
Varpξq � 1� pp� qq2 � 4pq. Por lo tanto,

VarpXnq � ņ

i�1

Varpξiq � nVarpξq � 4npq.

�

Analicemos estas dos primeras fórmulas. Si p ¡ q, es decir, si la cami-
nata toma pasos a la derecha con mayor probabilidad, entonces el estado
promedio después de n pasos es un número positivo, es decir, su compor-
tamiento promedio es tender hacia la derecha, lo cual es intuitivamente
claro. Análogamente, si p   q, entonces el estado final promedio de la ca-
minata después de n pasos es un número negativo, es decir, en promedio la
caminata tiende a moverse hacia la izquierda. En ambos casos la varianza
crece conforme el número de pasos n crece, eso indica que mientras mayor
es el número de pasos que se dan, mayor es la incertidumbre acerca de la
posición final del proceso. Cuando p � q se dice que la caminata es asimétri-
ca. Cuando p � q � 1{2 se dice que la caminata es simétrica, y en promedio
el proceso se queda en su estado inicial, pues EpXnq � 0, sin embargo, para
tal valor de p la varianza es VarpXnq � n, y es sencillo demostrar que ese
valor es el máximo de la expresión 4npq, para p P p0, 1q.
Probabilidades de transición
Como hemos supuesto que la caminata inicia en cero, es intuitivamente
claro que después de efectuar un número par de pasos el proceso sólo puede
terminar en una posición par, y si se efectúan un número impar de pasos la
posición final sólo puede ser un número impar. Además, es claro que después
de efectuar n pasos, la caminata sólo puede llegar a una distancia máxima
de n unidades, a la izquierda o a la derecha. Teniendo esto en mente, en el
siguiente resultado se presenta la distribución de probabilidad de la variable
Xn.
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Proposición 2.2 Para cualesquiera números enteros x y n tales que �n ¤
x ¤ n, y para el caso cuando x y n son ambos pares o ambos impares,

P pXn � x |X0 � 0q � � n
1

2
pn� xq
 p

1
2
pn�xq q 1

2
pn�xq. (2.1)

Para valores de x y n que no cumplen las condiciones indicadas la probabi-
lidad en cuestión vale cero.

Demostración. Suponga que se observa la posición de la caminata des-
pués de efectuar n pasos. Sean Rn y Ln el número de pasos realizados hacia
la derecha y hacia la izquierda, respectivamente. Entonces Xn � Rn � Ln,
y además n � Rn � Ln. Sumando estas dos ecuaciones y substituyendo la
expresión Xn � °n

i�1
ξi se obtiene

Rn � 1

2
pn�Xnq � ņ

i�1

1

2
p1� ξiq.

Esta ecuación es la identidad clave para obtener el resultado buscado. Ob-
serve que esta fórmula arroja un valor entero para Rn cuando n y Xn son
ambos pares o ambos impares. Como las variables independientes ξi toman
los valores �1 y �1 con probabilidades p y q respectivamente, entonces las
variables independientes 1

2
p1� ξiq toman los valores 1 y 0 con probabilida-

des p y q. Esto lleva a la conclusión de que la variable Rn tiene distribución
binomialpn, pq. Por lo tanto, para cualquier valor de x que cumpla las condi-
ciones enunciadas se tiene que

P pXn � x |X0 � 0q � P pRn � 1

2
pn� xqq� �

n
1

2
pn � xq
 p

1
2
pn�xq q 1

2
pn�xq.

�

En particular, cuando la caminata es simétrica, es decir, cuando p � 1{2, y
con las mismas restricciones para n y x (�n ¤ x ¤ n, ambos pares o ambos
impares) se tiene la expresión

P pXn � x |X0 � 0q � � n
1

2
pn� xq
 1

2n
. (2.2)
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Esta fórmula puede también justificarse mediante argumentos de análisis
combinatorio de la siguiente forma: en total hay 2n posibles trayectorias
que la caminata puede seguir al efectuar n pasos, todas ellas con la mis-
ma probabilidad de ocurrir debido a la simetŕıa. Ahora, ¿cuántas de estas
trayectorias terminan en x ¥ 0, por ejemplo? Como se ha argumentado
antes, el número de pasos a la derecha debe ser 1

2
pn � xq, y el número de

trayectorias que cumplen la condición es el número de formas en que los
1

2
pn� xq pasos a la derecha pueden escogerse de los n pasos totales. La res-

puesta es entonces el cociente que aparece en (2.2). La fórmula (2.1) puede
extenderse fácilmente al caso general de pasar de un estado cualquiera y a
otro estado x en n pasos, como se muestra a continuación.

Proposición 2.3 Si los números n y x � y son ambos pares o ambos im-
pares, entonces para �n ¤ x� y ¤ n,

P pXn � x |X0 � yq � � n
1

2
pn� x� yq
 p

1
2
pn�x�yq q 1

2
pn�x�yq. (2.3)

Para valores de la diferencia x� y y el entero n que no cumplen las condi-
ciones indicadas la probabilidad en cuestión vale cero.

Demostración. Tenemos como hipótesis que X0 � y. Consideremos el
proceso Zn � Xn�y. Entonces tZn : n ¥ 0u es ahora una caminata aleatoria
que inicia en cero como en el caso antes demostrado. El resultado enunciado
se obtiene de la identidad

P pXn � x |X0 � yq � P pZn � x� y |Zn � 0q.
�

Probabilidad de regreso a la posición de origen
Nos plantearemos ahora el problema de encontrar la probabilidad de que
una caminata aleatoria, que inicia en el origen, regrese eventualmente al
punto de partida. Demostraremos que en el caso asimétrico, p � 1{2, la
probabilidad de tal evento es estrictamente menor que 1, es decir, no es
seguro que ello ocurra, pero en el caso simétrico, p � 1{2, se cumple que
con probabilidad uno la caminata regresa eventualmente al origen. Para el
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último caso demostraremos además que el número de pasos promedio para
regresar al origen es, sin embargo, infinito. La demostración es un tanto
técnica y hace uso de las funciones generadoras de probabilidad. Como este
caṕıtulo es introductorio, tal vez sea mejor recomendar al lector, cuando se
trate de una primera lectura, omitir los detalles de esta demostración.

Proposición 2.4 Para una caminata aleatoria sobre Z, la probabilidad de
un eventual regreso al punto de partida es

1� |p� q| � " 1 si p � q,  1 si p � q.

Es decir, sólo en el caso simétrico, p � q, se tiene la certeza de un eventual
retorno, sin embargo el tiempo promedio de regreso en tal caso es infinito.

Demostración. Para demostrar estas afirmaciones utilizaremos los si-
guientes elementos:

a) Para cada n ¥ 0 denotaremos por pn a la probabilidad de que la
caminata se encuentre en el estado 0 al tiempo n, es decir, pn �
P pXn � 0 |X0 � 0q. Esta probabilidad es distinta de cero sólo cuando
n es un número par. Naturalmente p0 � 1. Denotaremos también por
fk a la probabilidad de que la caminata visite el estado 0 por primera
vez en el paso k ¥ 0. El uso de la letra f proviene el término en inglés
first. Por conveniencia se define f0 � 0. Observe que en términos
de las probabilidades fk, la probabilidad de que la caminata regrese
eventualmente al origen es

°8
k�0

fk. Esta serie es convergente, pues
se trata de la suma de probabilidades de eventos disjuntos, y por lo
tanto a lo sumo vale uno. Demostraremos que en el caso simétrico
la suma vale uno. Recordemos nuevamente que los valores de fk son
estrictamente positivos sólo para valores pares de k distintos de cero.

b) No es dif́ıcil comprobar que se cumple la siguiente igualdad

pn � ņ

k�0

fk pn�k. (2.4)

En esta expresión simplemente se descompone la probabilidad de re-
greso al origen, pn, en las distintas posibilidades en donde se efectúa
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el primer regreso al origen. Este primero regreso puede darse en el
paso 1, o en el paso 2, ..., o en el último momento, el paso n. Des-
pués de efectuado el primer regreso se multiplica por la probabilidad
de regresar al origen en el número de pasos restantes. Observe que
el primer sumando es cero. Esta fórmula será demostrada más ade-
lante en el contexto de las cadenas de Markov, véase la fórmula (3.2)
en la página 49. Usaremos (2.4) para encontrar la función generado-
ra de probabilidad de la colección de números f0, f1, f2, . . . , es decir,
encontraremos que

Gptq � 8̧
k�0

fk t
k.

Multiplicando (2.4) por tn, sumando y cambiando el orden de las
sumas se obtiene que8̧

n�1

pn t
n � 8̧

n�1

p ņ

k�0

fk pn�kq tn� 8̧
k�0

8̧
n�k

fk pn�k t
n� 8̧

k�0

fk t
k

8̧
n�k

pn�k t
n�k� Gptq 8̧

n�0

pn t
n.

Por lo tanto, p 8̧
n�0

pn t
nq � 1 � Gptq 8̧

n�0

pn t
n. (2.5)

Para encontrar Gptq se necesita encontrar una expresión para la suma
que aparece en la última ecuación, y que no es otra cosa sino la función
generadora de los números p0, p1, p2, . . . Haremos esto a continuación.

c) Para el análisis que sigue necesitamos recordar que para cualquier
número real a y para cualquier entero n, se tiene el coeficiente binomial�

a

n


 � apa� 1q � � � pa� pn� 1qq
n!

. (2.6)
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Observe que en el numerador hay n factores. Este número es una
generalización del coeficiente binomial usual y aparece en la siguiente
expansión binomial infinita válida para |t|   1,p1� tqa � 8̧

n�0

�
a

n



tn. (2.7)

En particular y como una aplicación de (2.6) se tiene que�
2n

n


 � 2np2n � 1qp2n � 2q � � � 3 � 2 � 1
n!n!� 2n n! p2n� 1qp2n � 3q � � � 5 � 3 � 1
n!n!� 2n 2n

n!
p2n � 1

2
qp2n � 3

2
q � � � p5

2
qp3
2
qp1
2
q� 2n 2n

n!
p�1qnp�n� 1

2
qp�n� 3

2
q � � � p�5

2
qp�3

2
qp�1

2
q� p�4qn��1{2

n



. (2.8)

d) Usando (2.7) y (2.8) podemos ahora encontrar una expresión cerrada
para la función generadora de la colección de números p0, p1, p2, . . .8̧

n�0

pn t
n � 8̧

n�0

�
2n

n



pnqnt2n� 8̧

n�0

p�4qn��1{2
n



pnqnt2n� 8̧

n�0

��1{2
n


 p�4pqt2qn� p1� 4pqt2q�1{2. (2.9)

e) Substituyendo (2.9) en (2.5) se llega a la igualdadp1� 4pqt2q�1{2 � 1 � Gptq p1 � 4pqt2q�1{2.
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De donde se obtiene finalmente

Gptq � 1� p1� 4pqt2q1{2. (2.10)

Usando esta expresión podemos ahora calcular la probabilidad de un
eventual regreso al estado inicial. En efecto, por el lema de Abel,8̧

n�0

fn � ĺım
tÕ1

Gptq � 1� p1� 4pqq1{2 � 1� |p� q|.
En el caso asimétrico, p � 1{2, esta cantidad es estrictamente menor
a uno y por lo tanto no hay seguridad de que la caminata sea capaz
de regresar al origen. En cambio, en el caso simétrico, p � 1{2, esta
cantidad vale uno, es decir, con probabilidad uno la cadena aleatoria
simétrica regresa eventualmente a su posición de origen. Además, el
tiempo promedio de regreso se obtiene derivando la función generadora
Gptq � 1� p1� t2q1{2, es decir,8̧

n�0

n fn � ĺım
tÕ1

G1ptq � ĺım
tÕ1

t?
1� t2

� 8.

�

b b b�1 0 1

q p

r

(a)

b b

b

b

b

�1 1�1

1

p

q

r

s

(b)

Figura 2.3

Puede considerarse también el caso de una caminata en donde sea posible
permanecer en el mismo estado después de una unidad de tiempo. Esta
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situación se ilustra en la Figura 2.3(a), en donde p, q y r son probabilidades
tales que p� q � r � 1. También pueden considerarse caminatas aleatorias
en Z

2 como la que se muestra en la Figura 2.3(b), en donde p�q�r�s � 1,
o más generalmente en Z

n o cualquier otro conjunto reticulado. Para estos
y otros modelos pueden plantearse diversas preguntas sobre el cálculo de
probabilidades de los distintos eventos en caminatas aleatorias. Existe una
amplia literatura sobre la teoŕıa y aplicaciones de las caminatas aleatorias,
el lector interesado en el tema puede consultar los textos sugeridos al final
del presente caṕıtulo. Más adelante estudiaremos algunas otras propiedades
de las caminatas aleatorias en el contexto de las cadenas de Markov.

2.2. El problema del jugador

En esta sección consideraremos un ejemplo particular de una caminata
aleatoria puesta en el contexto de un juego de apuestas.

Planteamiento del problema
Suponga que un jugador A apuesta sucesivamente una unidad monetaria a
un jugador B. Inicialmente el jugador A tiene k unidades y B tiene N �
k unidades, es decir, el capital conjunto entre los dos jugadores es de N

n

Xn

N

k b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b b b b

τ

Figura 2.4

unidades monetarias. En cada
apuesta el jugador A tiene pro-
babilidad de ganar p, y proba-
bilidad de perder q � 1 � p,
suponga además que no hay em-
pates. Sea Xn la fortuna del ju-
gador A al tiempo n. EntoncestXn : n � 0, 1, . . .u es una ca-
minata aleatoria que inicia en el
estado k y eventualmente puede
terminar en el estado 0 cuando
el jugador A ha perdido todo su
capital, o bien, puede terminar
en el estado N que corresponde a la situación en donde el jugador A ha
ganado todo el capital. Este proceso es entonces una caminata aleatoria so-
bre el conjunto t0, 1, . . . , Nu, en donde los estados 0 y N son absorbentes,
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pues una vez que la cadena llega a alguno de ellos, jamás lo abandona. Una
posible trayectoria cuando la caminata se absorbe en el estado 0 se muestra
en la Figura 2.4. Una de las preguntas que resolveremos para esta caminata
es la siguiente: ¿cuál es la probabilidad de que eventualmente el jugador A
se arruine? Es decir, ¿cuál es la probabilidad de que la caminata se absorba
en el estado 0 y no en el estado N , u oscile entre estos dos estados? Este
problema se conoce como el problema de la ruina del jugador, y encon-
traremos a continuación su solución. Como veremos, usando probabilidad
condicional es posible transformar este problema en resolver una ecuación
en diferencias.

Solución al problema
Sea τ el primer momento en el que la caminata visita alguno de los dos
estados absorbentes, es decir, τ � mı́ntn ¥ 0 : Xn � 0 ó Xn � Nu. Puede
demostrarse que τ es una variable aleatoria y que es finita casi seguramente.
La pregunta planteada se traduce en encontrar la probabilidad

uk � P pXτ � 0 |X0 � kq.
Por el teorema de probabilidad total se obtiene la ecuación en diferencias

uk � p uk�1 � q uk�1, (2.11)

válida para k � 1, 2, . . . , N�1. La interpretación intuitiva de esta identidad
es sencilla: a partir del estado k se busca la probabilidad de ruina analizando
lo que sucede en la siguiente apuesta. Se tienen dos casos: el jugador gana
con probabilidad p y ahora se busca la probabilidad de ruina a partir del
estado k � 1, o bien el jugador pierde con probabilidad q y se busca la
probabilidad de ruina ahora a partir del estado k � 1. Las condiciones de
frontera son u0 � 1 y uN � 0. Esta ecuación es una ecuación en diferencias,
lineal, de segundo orden y homogénea. Puede encontrarse su solución de
la siguiente forma: multiplicando el lado izquierdo de (2.11) por pp � qq y
agrupando términos se llega a la expresión equivalente

uk�1 � uk � pq{pq puk � uk�1q. (2.12)

Resolviendo iterativamente, las primeras k � 1 ecuaciones se escriben de la
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forma siguiente:

u2 � u1 � pq{pq pu1 � 1q
u3 � u2 � pq{pq2 pu1 � 1q

...

uk � uk�1 � pq{pqk�1 pu1 � 1q.
Hemos usado aqúı la condición de frontera u0 � 1. Conviene ahora definir
Sk � 1� pq{pq � � � � � pq{pqk pues al sumar las k � 1 ecuaciones anteriores
se obtiene uk � u1 � pSk�1 � 1q pu1 � 1q. O bien,

uk � 1� Sk�1 pu1 � 1q. (2.13)

De manera análoga pero ahora sumando todas las ecuaciones de (2.12) se
obtiene uN � 1 � SN�1 pu1 � 1q. Usando la segunda condición de frontera
uN � 0 se llega a u1�1 � �1{SN�1. Substituyendo en (2.13) y simplificando
se llega a la solución

uk � 1� Sk�1

SN�1

.

Es necesario ahora distinguir los siguientes dos casos:

Sk � 1� pq{pq � � � � � pq{pqk � $'&'% k � 1 si p � 1{2,
1� pq{pqk�1

1� pq{pq si p � 1{2.
Por lo tanto,

uk � $'&'% pN � kq{N si p � 1{2,pq{pqk � pq{pqN
1� pq{pqN si p � 1{2. (2.14)

En la Figura 2.5 se muestra la gráfica de la probabilidad uk como función
del parámetro k para varios valores de p y con N � 50. En el caso simétrico
la solución es la ĺınea recta que une la probabilidad 1 con la probabilidad
0. Naturalmente la probabilidad de ruina decrece cuando el capital inicial
k aumenta. En la sección de ejercicios se sugiere otra forma de resolver la
ecuación en diferencias (2.11).
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k

uk

1

10 20 30 40 50

p � 0.01

p � 0.2

p � 0.35

p � 0.5

p � 0.99

p � 0.8

p � 0.65

Figura 2.5

Análisis de la solución
Es interesante analizar la fórmula (2.14) en sus varios aspectos. Por ejemplo,
para el caso simétrico p � 1{2, es decir, cuando el juego es justo, la proba-
bilidad de ruina es muy cercana a 1 cuando k es muy pequeño comparado
con N . Esto sugiere que no conviene jugar esta serie de apuestas contra
adversarios demasiado ricos, aun cuando el juego sea justo. Es también un
tanto inesperado observar que la probabilidad uk es muy sensible a los va-
lores de p cercanos a 1{2. Esto puede apreciarse en la Figura 2.6. Cuando p

es distante de 1{2 la probabilidad uk es casi constante, pero para valores de
p cercanos a 1{2 la probabilidad cambia rápidamente de un extremo a otro.
Estas gráficas fueron elaboradas tomando N � 50.

Número esperado de apuestas antes de la ruina
Hemos comprobado en el ejercicio anterior que con probabilidad uno ocurre
que eventualmente alguno de los dos jugadores se arruina. Es natural en-
tonces plantearse el problema de encontrar el tiempo promedio que transcu-
rre antes de observar la eventual ruina de alguna de las partes. Este número
de apuestas promedio antes de la ruina puede encontrarse expĺıcitamente, y
el método que usaremos para encontrarlo es nuevamente el planteamiento
de una ecuación en diferencias que resolveremos del modo mostrado antes.
Sea entonces mk el número esperado de apuesta antes de que termine el
juego, en donde el jugador A tiene un capital inicial de k unidades, y B

tiene N � k.
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p p p

uk uk uk

1 1 1

11{2 11{2 11{2k � 5 k � 25 k � 45

Figura 2.6

Proposición 2.5 El número esperado de apuestas antes de la ruina es

mk � $'&'% k pN � kq si p � q,

1

q � p
p k �N

1� pq{pqk
1� pq{pqN q si p � q.

Demostración. Condicionando sobre el resultado de la primera apuesta
se obtiene que mk satisface la ecuación

mk � 1� pmk�1 � q mk�1,

válida para k � 1, 2, . . . , N � 1. Esta es una ecuación en diferencias, de
segundo orden, lineal y no homogénea. Las condiciones de frontera son ahora
m0 � 0 y mN � 0. Substituyendo pp� qqmk por mk y agrupando términos
convenientemente la ecuación anterior puede reescribirse del siguiente modo:

mk�1 �mk � q

p
pmk �mk�1q � 1

p
. (2.15)

Recordando la notación Sk � 1 � pq{pq � � � � � pq{pqk, y substituyendo



2.2. El problema del jugador 21

iterativamente, las primeras k � 1 ecuaciones son

m2 �m1 � pq{pqm1 � 1

p
S0,

m3 �m2 � pq{pq2 m1 � 1

p
S1,

...

mk �mk�1 � pq{pqk�1 m1 � 1

p
Sk�2.

Aqúı se ha hecho uso de la condición de frontera m0 � 0. Sumando todas
estas ecuaciones se obtiene

mk �m1 � m1pSk�1 � 1q � 1

p

k�2̧

i�0

Si.

Es decir,

mk � m1 Sk�1 � 1

p

k�2̧

i�0

Si. (2.16)

En particular, sumando todas las ecuaciones de (2.15) se obtiene

mN � m1 SN�1 � 1

p

N�2̧

i�0

Si.

Ahora se hace uso de la condición mN � 0, y se obtiene

m1 � 1

SN�1

1

p

k�2̧

i�0

Si.

Substituyendo en (2.16),

mk � Sk�1

SN�1

1

p

N�2̧

i�0

Si � 1

p

k�2̧

i�0

Si. (2.17)

Nuevamente se deben distinguir los siguientes dos casos:

Sk � 1� pq{pq � � � � � pq{pqk � $'&'% k � 1 si p � 1{2,
1� pq{pqk�1

1� pq{pq si p � 1{2.
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Substituyendo en (2.17) y simplificando, después de algunos cálculos se llega
a la respuesta enunciada. �

k

mk

625

10 20 30 40 50

p � 0.5

p � 0.1 p � 0.9

Figura 2.7

La forma en la que mk cambia al
variar el parámetro k se muestra
en la Figura 2.7 cuando N � 50.
La duración máxima promedio del
juego se obtiene cuando el juego es
justo, p � 1{2, y ambos jugadores
tienen el mismo capital inicial, es
decir, k � N{2. Esto arroja un
promedio máximo de pN{2qpN �
N{2q � pN{2q2 apuestas antes del
fin del juego. En el caso ilustrado,
la duración máxima promedio del
juego es de p50{2q2 � 625 apuestas.
Notas y referencias. El tema de caminatas aleatorias puede ser encon-
trado en la mayoŕıa de los textos sobre procesos estocásticos, ya sea de
una manera expĺıcita o como un ejemplo importante de cadena de Markov.
En particular el libro de Jones y Smith [15], y el de Basu [1] contienen un
caṕıtulo completo sobre el tema. En el texto de Lawler [22] puede encon-
trarse una exposición a nivel elemental sobre las caminatas aleatorias y la
ecuación del calor, entre otros temas. Como lectura más avanzada véase el
texto de Resnick [27] y el de Spitzer [32].

2.3. Ejercicios

Caminatas aleatorias

4. Propiedad de Markov. Demuestre que una caminata aleatoria simpletXn : n ¥ 0u sobre Z cumple la propiedad de Markov, es decir, de-
muestre que para cualquier valor natural de n y para cualesquiera
enteros x0, x1, . . . , xn�1, la probabilidad

P pXn�1 � xn�1 |X0 � x0, . . . ,Xn � xnq
coincide con P pXn�1 � xn�1 |Xn � xnq.
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5. Para una caminata aleatoria simple tXn : n ¥ 0u sobre Z demuestre
que

P pXn�1 � xq � pP pXn � x� 1q � q P pXn � x� 1q.
6. Una part́ıcula realiza una caminata aleatoria simétrica sobre Z em-

pezando en cero. Encuentre la probabilidad de que la part́ıcula se
encuentre nuevamente en el origen en el sexto paso.

7. Una part́ıcula realiza una caminata aleatoria simétrica sobre Z em-
pezando en cero. ¿Cuál es la probabilidad de que la part́ıcula regrese
al estado cero por primera vez en el sexto paso?

8. Demuestre que la función generadora de momentos de la variable Xn

de la caminata aleatoria simple sobre Z es

Mptq � EpetXn q � ppet � qe�tqn.
A partir de esta expresión encuentre nuevamente la esperanza y va-
rianza de Xn.

9. Demuestre nuevamente la identidad (2.1) analizando ahora la varia-
ble Ln, es decir, demuestre primero las igualdades que aparecen aba-
jo. Concluya que Ln tiene distribución binomialpn, qq. A partir de
aqúı obtenga (2.1).

Ln � 1

2
pn�Xnq � 1

2

ņ

i�1

p1� ξiq.
10. Demuestre que la probabilidad (2.1) es una función simétrica de x si,

y sólo si, la caminata es simétrica. La simetŕıa de la probabilidad se
expresa de la forma siguiente

P pXn � x |X0 � 0q � P pXn � �x |X0 � 0q.
11. Primera visita a un estado dado. Considere una caminata aleatoria

simple sobre Z que empieza en cero y tal que la probabilidad de pasar
al estado de la derecha es p y la probabilidad de pasar al estado de
la izquierda es q � 1 � p. Sea τn el primer momento en el que la
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caminata visita el estado n ¥ 1. Usando análisis del primer paso (es
decir, condicionando sobre si el primer paso se efectúa a la izquierda
o a la derecha) demuestre que

P pτn   8q � # pp{qqn si p   1{2,
1 si p ¥ 1{2. (2.18)

En particular, la probabilidad de que la caminata se mantenga siempre
en el conjunto t. . . ,�1, 0, 1, . . . , n�1u es 1�pp{qqn en el caso p   1{2, y
con probabilidad uno llegará al estado n en el caso p ¥ 1{2. Generalice
la fórmula (2.18) en el caso cuando el estado inicial es m, menor o
mayor a n.

12. Un algoritmo aleatorio de búsqueda del estado cero opera del siguiente
modo: si se encuentra en el estado k en algún momento, entonces el
estado del algoritmo al siguiente paso es aleatorio con distribución
uniforme en el conjunto t0, 1, . . . , k�1u. Encuentre el número esperado
de pasos en los que el algoritmo alcanza el estado cero cuando inicia
en el estado k.

13. Recurrencia. Sea tXn : n ¥ 0u una caminata aleatoria simple sobre Z

que inicia en X0 � 0. Sea fij la probabilidad de que eventualmente la
caminata visite el estado j a partir del estado i, es decir,

fij � P pXn � j para alguna n ¥ 1 |X0 � iq.
Lleve a cabo cada uno de los siguientes pasos para encontrar nueva-
mente la probabilidad de un eventual retorno a la posición de origen
f00.

a) Demuestre que f�1,1 � f�1,0 f01 � f2
01.

b) Condicionando sobre el primer paso de la caminada, demuestre
que f00 � pf10 � q f�1,0 � pf10 � q f01.

c) Usando la misma técnica que en el inciso anterior demuestre que
f01 � p� q f2

01
.

d) Resuelva la ecuación cuadrática del inciso anterior y obtenga las
dos ráıces f01 � 1, p{q.
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e) De manera análoga obtenga f10 � 1, q{p.
f) Analice los casos p ¡ q y p   q por separado para encontrar que

f00 � 2q y f00 � 2p, respectivamente. Concluya que

f00 � 2 mı́ntp, qu � 1� |p� q|.
El problema de la ruina del jugador

14. Ecuación en diferencias. Siguiendo la notación usada en el proble-
ma de la ruina del jugador, demuestre la validez de la ecuación en
diferencias que aparece abajo, para k � 1, 2, . . . , N � 1.

uk � p uk�1 � q uk�1.

15. Para resolver el problema del jugador se requiere resolver la ecuación
en diferencias uk � p uk�1�q uk�1. Resuelva nuevamente esta ecuación
siguiendo los siguientes pasos sugeridos en [16]:

a) Proponga la solución uk � amk, con a y m constantes distintas
de cero, y que encontraremos a continuación.

b) Substituya la solución propuesta en la ecuación en diferencias y
encuentre la ecuación cuadrática pm2�m�q � 0. Esta ecuación
se conoce como la ecuación caracteŕıstica de la ecuación en dife-
rencias.

c) Suponiendo el caso p � q, esta ecuación cuadrática tiene dos
soluciones distintas: m1 � 1 y m2 � q{p. Dada la linealidad de la
ecuación en diferencias, la solución general puede escribirse como
uk � a1 m

k
1 � a2 m

k
2 � a1 � a2 pq{pqk.

d) Use las condiciones de frontera u0 � 1 y uN � 0 para encontrar
los valores de las constantes a1 y a2, y obtener nuevamente la
solución (2.14).

e) Cuando p � q la ecuación caracteŕıstica tiene una única ráız:
m1 � 1. Como segundo valor para m se propone k veces el valor
de la primera solución, es decir, m2 � k. Proceda como en el
inciso anterior para encontrar (2.14) en este caso.
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16. Probabilidad de ruina del segundo jugador. Si el juego se considera
desde el punto de vista del jugador B, entonces se trata de la misma
caminata aleatoria sólo que ahora el capital inicial es N � k y la pro-
babilidad de ganar en cada apuesta es q. Substituya estos parámetros
en la solución (2.14) y compruebe que la probabilidad de ruina del ju-
gador B, denotada por vN�k, es la que aparece abajo. Verifique además
que uk � vN�k � 1, es decir, la probabilidad de que eventualmente el
juego termine con la ruina de alguno de los jugadores es uno.

vN�k � $'&'% k{N si q � 1{2,pq{pqk � 1pq{pqN � 1
si q � 1{2.

17. Siguiendo la notación usada para encontrar el número esperado de
apuestas antes de la ruina en el problema del jugador, demuestre la
siguiente igualdad válida para k � 1, 2, . . . , N � 1.

mk � 1� pmk�1 � q mk�1.

18. Considere el problema de la ruina del jugador permitiendo ahora que
existan empates en cada una de las apuestas. Las probabilidades de
ganar, perder o empatar para el jugador A son p, q y r, respectiva-
mente, con p�q�r � 1. Demuestre que la probabilidad de ruina para
el jugador A sigue siendo la misma expresión (2.14). Es decir, la posi-
bilidad de empate en cada apuesta extiende posiblemente la duración
del juego pero no modifica las probabilidades de ruina.

19. Demuestre que la duración promedio del juego en el problema de la
ruina del jugador es siempre menor o igual a pN{2q2, es decir, para
cada k � 1, . . . , N , se cumple que mk ¤ pN{2q2, tanto en el caso
simétrico como en el no simétrico.



Caṕıtulo 3

Cadenas de Markov

Andrey Markov

(Rusia, 1856-1922)

Las cadenas de Markov fueron introducidas por
el matemático ruso Andrey Markov alrededor de
1905. Su intención era crear un modelo proba-
biĺıstico para analizar la frecuencia con la que
aparecen las vocales en poemas y textos litera-
rios. El éxito del modelo propuesto por Mar-
kov radica en que es lo suficientemente com-
plejo como para describir ciertas caracteŕısticas
no triviales de algunos sistemas, pero al mis-
mo tiempo es lo suficientemente sencillo para
ser analizado matemáticamente. Las cadenas de
Markov pueden aplicarse a una amplia gama de
fenómenos cient́ıficos y sociales, y se cuenta con una teoŕıa matemática ex-
tensa al respecto. En este caṕıtulo presentaremos una introducción a algunos
aspectos básicos de este modelo.

3.1. Propiedad de Markov

Vamos a considerar procesos estocásticos a tiempo discreto tXn : n ¥ 0u que
cumplen la propiedad de Markov. Para describir a esta propiedad y varias
de sus condiciones equivalentes de una manera simple, a la probabilidad
P pXn � xnq se le escribirá como ppxnq, es decir, el sub́ındice indica también
la variable a la que se hace referencia. El significado de la probabilidad

27
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condicional ppxn�1 |xnq es análogo. Hacemos énfasis en que esta notación
ayuda a escribir la propiedad de Markov y sus equivalencias de una manera
simple y clara. Más adelante retomaremos la notación que se usa de manera
estándar para estas probabilidades.

Definición 3.1 Una cadena de Markov es un proceso estocástico a tiempo
discreto tXn : n � 0, 1, . . .u, con espacio de estados discreto, y que satis-
face la propiedad de Markov, esto es, para cualquier entero n ¥ 0, y para
cualesquiera estados x0, . . . , xn�1, se cumple

ppxn�1 |x0, . . . , xnq � ppxn�1 |xnq. (3.1)

Si al tiempo n � 1 se le considera como un tiempo futuro, al tiempo n

como el presente y a los tiempos 0, 1, . . . , n� 1 como el pasado, entonces la
condición (3.1) establece que la distribución de probabilidad del estado del
proceso al tiempo futuro n�1 depende únicamente del estado del proceso al
tiempo n, y no depende de los estados en los tiempos pasados 0, 1, . . . , n�1.
Existen otras formas equivalentes de expresar esta propiedad, algunas de
ellas se encuentran enunciadas en la sección de ejercicios. Por ejemplo, es
posible demostrar que la condición (3.1) es equivalente a poder calcular la
distribución conjunta de las variables X0,X1, . . . ,Xn de la siguiente forma:

ppx0, x1, . . . , xnq � ppx0q ppx1 |x0q � � � ppxn |xn�1q.
Sin pérdida de generalidad tomaremos como espacio de estados de una ca-
dena de Markov al conjunto discreto t0, 1, 2, . . .u, o cualquier subconjunto
finito que conste de los primeros elementos de este conjunto. Cuando el es-
pacio de estados de una cadena de Markov es un conjunto finito se dice que
la cadena es finita.

Probabilidades de transición
Sean i y j dos estados de una cadena de Markov. A la probabilidad

P pXn�1 � j |Xn � iq
se le denota por pijpn, n� 1q, y representa la probabilidad de transición del
estado i en el tiempo n, al estado j en el tiempo n�1. Estas probabilidades
se conocen como las probabilidades de transición en un paso. Cuando los
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números pijpn, n�1q no dependen de n se dice que la cadena es estacionaria u
homogénea en el tiempo. Por simplicidad se asume tal situación de modo que
las probabilidades de transición en un paso se escriben como pij. Variando
los ı́ndices i y j, por ejemplo, sobre el conjunto de estados t0, 1, 2, . . .u, se
obtiene la matriz de probabilidades de transición en un paso que aparece
en la Figura 3.1. La entrada pi, jq de esta matriz es la probabilidad de
transición pij , es decir, la probabilidad de pasar del estado i al estado j

en una unidad de tiempo. En general, al escribir estas matrices omitiremos
escribir la identificación de los estados en los renglones y columnas como
aparece en la Figura 3.1, tal identificación será evidente a partir de conocer
el espacio de estados del proceso. El ı́ndice i se refiere al renglón de la matriz,
y el ı́ndice j a la columna.

P � ����� p00 p01 p02 � � �
p10 p11 p12 � � �
p20 p21 p22 � � �
...

...
...

�ÆÆÆ0 1 2 � � �
0
1

2
...

Figura 3.1

Proposición 3.1 La matriz de probabilidades de transición P � ppijq cum-
ple las siguientes dos propiedades.

a) pij ¥ 0.

b)
j̧

pij � 1.

Demostración. La primera condición es evidente a partir del hecho de que
estos números son probabilidades. Para la segunda propiedad observamos
primero que se cumple la descomposición disjunta:

Ω �¤
j

pX1 � jq.
Por lo tanto, para cualquiera estados i y j,
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1 � P p¤
j

pX1 � jq |X0 � iq �
j̧

P pX1 � j |X0 � iq �
j̧

pij.

�

Esto último significa que a partir de cualquier estado i con probabilidad uno
la cadena pasa necesariamente a algún elemento del espacio de estados al
siguiente momento. En general toda matriz cuadrada que cumpla estas dos
propiedades se dice que es una matriz estocástica. Debido a la propiedad
de Markov, esta matriz captura la esencia del proceso y determina el com-
portamiento de la cadena en cualquier tiempo futuro. Si además la matriz
satisface la condición

°
i pij � 1, es decir, cuando la suma por columnas

también es uno, entonces se dice que es doblemente estocástica.

Distribución de probabilidad inicial
En general puede considerarse que una cadena de Markov inicia su evolución
partiendo de un estado i cualquiera, o más generalmente considerando una
distribución de probabilidad inicial sobre el espacio de estados. Una distribu-
ción inicial para una cadena de Markov con espacio de estados t0, 1, 2, . . .u es
simplemente una distribución de probabilidad sobre este conjunto, es decir,
es una colección de números p0, p1, p2 . . . que son no negativos y que suman
uno. El número pi corresponde a la probabilidad de que la cadena inicie en
el estado i. En general, la distribución inicial juega un papel secundario en
el estudio de las cadenas de Markov.

Existencia
Hemos mencionado que la propiedad de Markov (3.1) es equivalente a la
igualdad ppx0, x1, . . . , xnq � ppx0q ppx1 |x0q � � � ppxn |xn�1q. Esta identidad
establece que las distribuciones conjuntas ppx0, x1, . . . , xnq se encuentran
completamente especificadas por la matriz de probabilidades de transición
y por una distribución inicial. En el texto de Chung [5] puede encontrarse
una demostración del hecho de que dada una matriz estocástica y una dis-
tribución de probabilidad inicial, existe un espacio de probabilidad y una
cadena de Markov con matriz de probabilidades de transición y distribución
inicial las especificadas. Es por ello que a la matriz misma se le llama a veces
cadena de Markov.
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Probabilidades de transición en n pasos
La probabilidad P pXn�m � j |Xm � iq corresponde a la probabilidad de
pasar del estado i al tiempo m, al estado j al tiempo m�n. Dado que hemos
supuesto la condición de homogeneidad en el tiempo, esta probabilidad no
depende realmente de m, por lo tanto coincide con P pXn � j |X0 � iq, y se

le denota por pijpnq. A esta probabilidad también se le denota por p
pnq
ij , en

donde el número de pasos n se escribe entre paréntesis para distinguirlo de
algún posible exponente, y se le llama probabilidad de transición en n pasos.
Usaremos ambas notaciones a conveniencia. Haciendo variar i y j se obtiene
la matriz de probabilidades de transición en n pasos que denotaremos por
P pnq o P pnq:

P pnq � ��� p00pnq p01pnq � � �
p10pnq p11pnq � � �

...
...

�Æ.

Cuando el número de pasos n es uno, simplemente se omite su escritura en
estas probabilidades de transición, a menos que se quiera hacer énfasis en
ello. Además, cuando n � 0 es natural definir pijp0q como la función delta
de Kronecker:

pijp0q � δij � " 0 si i � j,

1 si i � j.

Es decir, después de realizar cero pasos la cadena no puede estar en otro
lugar mas que en su estado de partida. Para algunas pocas cadenas de Mar-
kov encontraremos fórmulas compactas para las probabilidades de transición
pijpnq. Estas probabilidades en general no son fáciles de encontrar.

3.2. Ejemplos

Estudiaremos a continuación algunos ejemplos particulares de cadenas de
Markov. Retomaremos más adelante varios de estos ejemplos para ilustrar
otros conceptos y resultados generales de la teoŕıa, de modo que nos referire-
mos a estos ejemplos por los nombres que indicaremos y, a menos que se diga
lo contrario, usaremos la misma notación e hipótesis que aqúı se presentan.

Cadena de dos estados
Considere una cadena de Markov con espacio de estados t0, 1u, y con matriz
y diagrama de transición como aparece en la Figura 3.2, en donde 0 ¤ a ¤ 1,
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y 0 ¤ b ¤ 1. Suponga que la distribución inicial está dada por p0 � P pX0 �
0q y p1 � P pX0 � 1q.
P � �

1� a a

b 1� b


0 1

0

1
0 1

a

b

1� a 1� b

Figura 3.2

Aunque de aspecto sencillo, esta cadena es susceptible de muchas aplica-
ciones pues es común encontrar situaciones en donde se presenta siempre
la dualidad de ser o no ser, estar o no estar, tener o no tener, siempre en
una constante alternancia entre un estado y el otro. Cuando a � 1 � b, las
variables X1,X2, . . . son independientes e idénticamente distribuidas con
P pXn � 0q � 1� a y P pXn � 1q � a, para cada n ¥ 1. Cuando a � 1� b,
Xn depende de Xn�1. Más adelante daremos la solución al problema no
trivial de encontrar las probabilidades de transición en n pasos. Estas pro-
babilidades son, para a� b ¡ 0,

P pnq � �
p00pnq p01pnq
p10pnq p11pnq 
� 1

a� b

�
b a

b a


� p1� a� bqn
a� b

�
a �a�b b



.

Cadena de variables aleatorias independientes
Sea ξ1, ξ2, . . . una sucesión de variables aleatorias independientes con valores
en el conjunto t0, 1, . . .u, y con idéntica distribución dada por las probabi-
lidades a0, a1, . . . Definiremos varias cadenas de Markov a partir de esta
sucesión.

a) Sea Xn � ξn. La sucesión tXn : n ¥ 1u es una cadena de Markov
con espacio de estados t0, 1, . . .u, y con probabilidades de transición
pij � P pXn � j |Xn�1 � iq � P pXn � jq � aj. Es decir, la matriz de
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probabilidades de transición es de la siguiente forma:

P � ��� a0 a1 a2 � � �
a0 a1 a2 � � �
...

...
...

�Æ.

Por la hipótesis de independencia, esta cadena tiene la cualidad de
poder pasar a un estado cualquiera siempre con la misma probabi-
lidad en cualquier momento, sin importar el estado de partida. En
consecuencia, para cualquiera estados i y j, y para cualquier entero
n ¥ 1, las probabilidades de transición en n pasos son fáciles de cal-
cular y están dadas por pijpnq � aj . Esta cadena puede modelar, por
ejemplo, una sucesión de lanzamientos independientes de una moneda.

b) Sea Xn � máx tξ1, . . . , ξnu. La sucesión tXn : n ¥ 1u es una cadena
de Markov con espacio de estados t0, 1, . . .u y matriz

P � ����� a0 a1 a2 a3 � � �
0 a0 � a1 a2 a3 � � �
0 0 a0 � a1 � a2 a3 � � �
...

...
...

...

�ÆÆÆ.

c) Sea Xn � ξ1 � � � � � ξn. La sucesión tXn : n ¥ 1u es una cadena de
Markov con espacio de estados t0, 1, . . .u y matriz

P � ����� a0 a1 a2 � � �
0 a0 a1 � � �
0 0 a0 � � �
...

...
...

�ÆÆÆ.

Cadena de rachas de éxitos
Sea ξ1, ξ2, . . . una sucesión de ensayos independientes Bernoulli con proba-
bilidad de éxito p, y probabilidad de fracaso q � 1 � p. Sea Xn el número
de éxitos consecutivos previos al tiempo n, incluyendo el tiempo n. Se dice
que una racha de éxitos de longitud r ocurre al tiempo n si en el ensayo
n� r se obtiene un fracaso y los resultados de los ensayos n� r� 1 al n son
todos éxitos. Gráficamente esta situación se ilustra en la Figura 3.3.
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n

E

n� r � 1

E

n� r

F

2

�
1

� r éxitos

Figura 3.3

La colección de variables aleatorias tXn : n � 1, 2, . . .u es una cadena de
Markov con espacio de estados t0, 1, . . .u. Las probabilidades de transición
y la matriz correspondiente se muestran en la Figura 3.4.

pij � $'&'% p si j � i� 1,

q si j � 0,

0 otro caso.

P � ����� q p 0 0 � � �
q 0 p 0 � � �
q 0 0 p � � �
...

...
...

�ÆÆÆ.0 1 2 3 � � �
0
1

2
...

Figura 3.4

Las posibles transiciones de un estado a otro para esta cadena de Markov
se pueden observar en la Figura 3.5.

Cadena de la caminata aleatoria
Una caminata aleatoria simple sobre el conjunto de números enteros cons-
tituye una cadena de Markov con espacio de estados el conjunto Z, y con
probabilidades de transición

pij � $'&'% p si j � i� 1,

q si j � i� 1,

0 otro caso,

en donde p�q � 1. Hemos demostrado en la Proposición 2.3 de la página 11
que las probabilidades de transición en n pasos son las siguientes: si n y j�i
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0

1 2 3 r
p p p p

p q q q q

q

Figura 3.5

es ambos pares o ambos impares con �n ¤ j � i ¤ n, entonces

pijpnq � � n
1

2
pn� j � iq
 ppn�j�iq{2 qpn�j�iq{2.

En otro caso pijpnq � 0, excepto cuando n � 0 e i � j. Más adelante
usaremos este modelo para ilustrar algunos conceptos generales de cadenas
de Markov.

Cadena del jugador
El modelo usado para el problema del jugador estudiado en el segundo
caṕıtulo es una caminata aleatoria sobre el conjunto de números enterost0, 1, , . . . , Nu, en donde los estados 0 y N son absorbentes. Las proba-
bilidades de transición son como las de la caminata aleatoria simple sólo
que ahora p00 � 1 y pNN � 1. Este proceso es otro ejemplo de cadena
de Markov con espacio de estados finito. Hemos demostrado antes que con
probabilidad uno la cadena eventualmente se absorbe en alguno de los dos
estados absorbentes, hemos calculado la probabilidad de ruina, es decir, la
probabilidad de que la absorción se observe en el estado 0, y hemos además
encontrado el tiempo medio de absorción.

Cadena de Ehrenfest
Sean A y B dos urnas dentro de las cuales se encuentran distribuidas un
total de N bolas de acuerdo a cierta configuración inicial, por ejemplo, en
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Urna A Urna B

. . .

i bolas

. . .

N � i bolas

Figura 3.6

la urna A hay i bolas y en la urna B
hay N � i bolas. En cada unidad de
tiempo se escoge una bola al azar y
se cambia de urna. Para tal efecto
puede considerarse que las bolas se
encuentran numeradas y que se es-
coge un número al azar, se busca la
bola con ese número y se cambia de
urna. Véase la Figura 3.6. SeaXn el
número de bolas en la urna A des-
pués de n extracciones. Entonces la
colección tXn : n � 0, 1, . . .u cons-
tituye una cadena de Markov con espacio de estados finito t0, 1, . . . , Nu. Es
claro que a partir del estado i la cadena sólo puede pasar al estadio i� 1 o
al estado i � 1 al siguiente momento, de modo que las probabilidades son
pi,i�1 � i{N , y pi,i�1 � pN � iq{N , válidas para i � 1, 2, . . . , N � 1. Natu-
ralmente p01 � 1 y pN,N�1 � 1. En este caso se dice que los estados 0 y N

son reflejantes. La matriz de probabilidades de transición aparece más aba-
jo. Este modelo fue propuesto por Ehrenfest para describir el intercambio
aleatorio de moléculas en dos regiones separadas por una membrana porosa.
La región con mayor número de moléculas tenderá a liberar mas moléculas.

P � ��������� 0 1 0 0 � � � 0 0
1{N 0 pN � 1q{N 0 � � � 0 0
0 2{N 0 pN � 2q{N � � � 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 � � � 0 1{N
0 0 0 0 � � � 1 0

�ÆÆÆÆÆÆÆ.

Cadena de ramificación
Considere una part́ıcula u objeto que es capaz de generar otras part́ıculas
del mismo tipo al final de un periodo establecido de tiempo. El conjun-
to de part́ıculas iniciales constituye la generación 0. Cada una de estas
part́ıculas simultáneamente y de manera independiente genera un número
de descendientes dentro del conjunto t0, 1, . . .u, y el total de estos descen-
dientes pertenece a la generación 1, éstos a su vez son los progenitores de la
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generación 2, y aśı sucesivamente. Una posible sucesión de generaciones se
muestra en la Figura 3.7. El posible evento cuando una part́ıcula no genera
ningún descendiente se interpreta en el sentido de que la part́ıcula se ha
muerto o extinguido.

Generación Xn

0 b 1

1 b b 2

2 b b b 3

3 b b b 3

4 b b 2

b

b b

b

b b b

Figura 3.7

Sea ξk la variable aleatoria que modela el número de descendientes de la
k-ésima part́ıcula. Para cada n ¥ 0 defina Xn como el número de part́ıculas
en la generación n. Entonces tXn : n � 0, 1, . . .u es una cadena de Markov
con espacio de estados t0, 1, . . .u y probabilidades de transición pij � P pξ1�� � � � ξi � jq, para i ¥ 1. Si en algún momento Xn � 0, entonces se dice
que la población de part́ıculas se ha extinguido. Naturalmente el estado 0
es un estado absorbente. Este modelo ha sido usado para determinar la
probabilidad de extinción de la descendencia de una persona.

Cadena de la fila de espera
Considere una cola o ĺınea de espera de “clientes” que solicitan algún tipo de
servicio de un “servidor”. Suponga que el sistema es observado en los tiem-
pos discretos n � 0, 1, . . ., y que la fila funciona del siguiente modo: cuando
hay algún cliente esperando servicio al inicio de un periodo, el cliente al
frente de la fila es atendido terminando el servicio al final del periodo. Na-
turalmente si no existiera ningún cliente en la fila al inicio de algún periodo,
entonces ningún cliente es atendido. Para cada entero n ¥ 1 defina ξn como
el número de nuevos clientes que se incorporan a la fila durante el periodo
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n. Bajo ciertas condiciones es natural suponer que estas variables aleato-
rias son independientes, idénticamente distribuidas y con valores enteros no
negativos. Suponga que P pξn � kq � ak, con ak ¥ 0 y a0 � a1 � � � � � 1.
Sea X0 el número de clientes iniciales, y para cada n ¥ 1 defina a Xn como
el número de clientes en la fila al final del periodo n. Las dos reglas de
operación mencionadas se pueden escribir de la siguiente forma:

Xn�1 � # ξn�1 si Xn � 0,

Xn � ξn�1 � 1 si Xn ¥ 1.

Esto puede escribirse como Xn�1 � pXn � 1q� � ξn�1, en donde x� �
máxtx, 0u. Por lo tanto, el proceso tXn : n � 0, 1, . . .u es una cadena de
Markov con espacio de estados t0, 1, . . .u y probabilidades de transición

pij � # P pξ � jq si i � 0,

P pξ � j � i� 1q si i ¥ 1.

Es decir,

P � ������� a0 a1 a2 � � �
a0 a1 a2 � � �
0 a0 a1 � � �
0 0 a0 � � �
...

...
...

�ÆÆÆÆÆ.

Cadena de inventarios
Suponga que se almacena un cierto número de bienes en una bodega, y que
se requiere una demanda aleatoria ξn del bien en el periodo n. Suponga que
P pξn � kq � ak, para k � 0, 1, . . . con ak ¥ 0 y

°
k ak � 1, es decir, la

distribución de ξn es la misma para cualquier n. El número de bienes en el
almacén es revisado al final de cada periodo y se aplica la siguiente poĺıtica
de reabastecimiento: si al final del periodo la cantidad del bien es menor o
igual a un cierto nivel s, entonces se reabastece la bodega inmediatamente
hasta un nivel máximo S. Si al final del periodo el número de bienes es mayor
a s, entonces no hay ningún reabastecimiento. Naturalmente s   S. Sea Xn

el número de bienes al final del periodo n y justo antes de aplicar la poĺıtica
de reabastecimiento. Entonces tXn : n ¥ 0u es una cadena de Markov con
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espacio de estados t. . . ,�2,�1, 0, 1, 2, . . . , Su. Se permiten valores negativos
para Xn los cuales corresponden a demandas del bien no satisfechas en su
momento pero que serán cubiertas en el siguiente reabastecimiento. El valor
de Xn�1 en términos de Xn se escribe de la forma siguiente:

Xn�1 � # Xn � ξn�1 si s ¤ Xn   S,

S � ξn�1 si Xn ¤ s.

Las probabilidades de transición para esta cadena son

pij � P pXn�1 � j |Xn � iq � # P pξn�1 � i� jq � ai�j si s   i ¤ S,

P pξn�1 � S � jq � aS�j si i ¤ s.

La primera expresión corresponde al caso cuando no hay reabastecimiento,
la probabilidad de pasar de i a j es la probabilidad de que la demanda al final
de ese periodo sea de j�i pues el nuevo nivel del almacén será de i�pi�jq �
j. La segunda expresión corresponde al caso cuando hay reabastecimiento
y el nuevo nivel será de S � pS � jq � j, cuando la demanda sea S � j.

3.3. Ecuación de Chapman-Kolmogorov

i

j

r n

k

b

b

b

b

b

b

b

Figura 3.8

Esta ecuación es una fórmula sen-
cilla y muy útil que permite des-
componer la probabilidad de pasar
del estado i al estado j en n pa-
sos, en la suma de probabilidades
de las trayectorias que van de i a
j, y que atraviesan por un estado
k cualquiera en un tiempo interme-
dio r. Gráficamente, las trayecto-
rias que van del estado i al estado j

en n pasos se descomponen como se
muestra en la Figura 3.8. Para fines
ilustrativos se dibujan las trayectorias de manera continua pero en realidad
no lo son. La ecuación de Chapman-Kolmogorov es importante para hacer
ciertos cálculos y se usa con regularidad en el estudio de las cadenas de
Markov.
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Proposición 3.2 (Ecuación de Chapman-Kolmogorov) Para cualquier
par de números enteros r y n tales que 0 ¤ r ¤ n, y para cualesquiera esta-
dos i y j se cumple

pijpnq �
ķ

pikprq pkjpn � rq.
Demostración. Por el teorema de probabilidad total y la propiedad de
Markov,

pijpnq � P pXn � j |X0 � iq�
ķ

P pXn � j,Xr � k,X0 � iq{P pX0 � iq�
ķ

P pXn � j |Xr � kqP pXr � k |X0 � iq�
ķ

pkjpn � rq pikprq.
�

En particular, la siguiente desigualdad será utilizada más adelante: para
cualquier estado k y para 0 ¤ r ¤ n, se tiene que

pijpnq ¥ pikprq pkjpn� rq.
Como una consecuencia importante de la ecuación de Chapman-Kolmogorov
se tiene el siguiente resultado.

Proposición 3.3 La probabilidad de transición en n pasos, pijpnq, está da-
da por la entrada pi, jq de la n-ésima potencia de la matriz P , es decir,

pijpnq � pPnqij .
Demostración. Esta identidad es consecuencia de la ecuación de Chap-
man-Kolmogorov aplicada n � 1 veces. La suma que aparece abajo corres-
ponde a la entrada pi, jq de la matriz resultante de multiplicar P consigo



3.3. Ecuación de Chapman-Kolmogorov 41

misma n veces.

pijpnq �
i̧1

pi,i1p1q pi1,jpn� 1q�
i̧1,i2

pi,i1p1q pi1,i2p1q pi2,jpn� 2q
...� ¸

i1,...,in�1

pi,i1p1q pi1,i2p1q � � � pin�1,jp1q� pPnqij .
�

En palabras este resultado establece que el dif́ıcil problema de calcular las
probabilidades de transición en n pasos se transforma en obtener la n-ésima
potencia de la matriz de probabilidades de transición en un paso, es decir,

P pnq � ��� p00pnq p01pnq � � �
p10pnq p11pnq � � �

...
...

�Æ� ��� p00 p01 � � �
p10 p11 � � �
...

...

�Æn � Pn.

Si se conoce esta matriz y si pi � P pX0 � iq es una distribución inicial,
entonces la distribución de la variable Xn es

P pXn � jq �
i̧

pi pijpnq.
Cuando una matriz estocástica P es diagonalizable, es decir, cuando puede
ser escrita en la forma QDQ�1 en donde D es una matriz diagonal, las
potencias de P se calculan fácilmente, pues Pn � QDnQ�1. Como D es
diagonal, Dn es la matriz con cada elemento de la diagonal elevado a la
n-ésima potencia.

Ejemplo 3.1 Consideremos nuevamente la cadena general de dos estados

P � � 1� a a

b 1� b



.
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Los eigenvalores de esta matriz están dados por la ecuación |P � λI| � 0,
y resultan ser λ1 � 1 y λ2 � 1 � a � b. Los correspondientes eigenvectores
escritos como vectores renglón son p1, 1q y pa,�bq, respectivamente. La ma-
triz Q está compuesta por los eigenvectores como columnas, y si se cumple
que a� b ¡ 0, entonces es invertible, es decir,

Q � � 1 a

1 �b 
 , Q�1 � 1

a� b

�
b a

1 �1 
 .

La matriz D es la matriz diagonal que contiene a los dos eigenvalores. Puede
entonces comprobarse la identidad P � QDQ�1, es decir,�

1� a a

b 1� b


 � �
1 a

1 �b 
 �
1 0
0 1� a� b



1

a� b

�
b a

1 �1 
 .

Por lo tanto,

Pn � QDnQ�1� �
1 a

1 �b 
 � 1 0
0 p1� a� bqn 
 � b a

1 �1 
 1

a� b� 1

a� b

�
b a

b a


� p1� a� bqn
a� b

�
a �a�b b



.

Este resultado fue mencionado cuando se presentó la cadena de Markov de
dos estados en la página 32.

Ejemplo 3.2 Toda matriz estocástica P con renglones idénticos es idem-
potente, es decir, para cualquier entero n ¥ 1, se cumple que Pn � P . Este
es el caso de la cadena de variables aleatorias independientes.

3.4. Comunicación

Definiremos a continuación el concepto de comunicación entre dos estados
de una cadena de Markov como la posibilidad de pasar de un estado a otro
en algún número finito de transiciones.
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Definición 3.2 Se dice que el estado j es accesible desde el estado i si
existe un entero n ¥ 0 tal que pijpnq ¡ 0, esto se escribe simplemente como
iÑ j. Se dice además que los estados i y j son comunicantes, y se escribe
iØ j, si se cumple que iÑ j y j Ñ i.

i j

Accesibilidad

i j

Comunicación

Figura 3.9

Observe que siempre se cumple que iÑ i, pues por
definición piip0q � 1. Además observe que si ocurre
que iØ j, la accesibilidad de i a j puede darse en
un número de pasos distinto que la accesibilidad
de j a i. Gráficamente la accesibilidad y la comu-
nicación se representan, como lo hemos hecho antes
en los ejemplos, mediante flechas entre nodos como
se muestra en la Figura 3.9. Es sencillo verificar que
la comunicación es una relación de equivalencia, es
decir, cumple las siguientes propiedades.

a) Es reflexiva: iØ i.

b) Es simétrica: si iØ j, entonces j Ø i.

c) Es transitiva: si i Ø j y j Ø k, entonces
iØ k.

En consecuencia, la comunicación induce una partición del espacio de esta-
dos de una cadena de Markov dada por los subconjuntos de estados comuni-
cantes, es decir, dos estados pertenecen al mismo elemento de la partición si,
y sólo si, son estados que se comunican. De este modo el espacio de estados
de una cadena de Markov se subdivide en clases de comunicación. A la clase
de comunicación de un estado i se le denotará por Cpiq. Por lo tanto, iØ j

si, y sólo si, Cpiq � Cpjq.
Ejemplo 3.3 La cadena de Markov con espacio de estados t0, 1, 2, 3u y
matriz de probabilidades de transición que se muestra en la Figura 3.11
tiene tres clases de comunicación que son Cp0q � t0u, Cp1q � t1, 2u y
Cp3q � t3u. Es evidente que el estado 0 se comunica consigo mismo pues
existe una flecha que parte de tal estado y llega a él mismo. Visualmente
tampoco hay duda de que la segunda colección de estados es una clase de
comunicación. Para la clase Cp3q no existe una conexión f́ısica del estado
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Cpiq Cpjq
S

Partición de un espacio de estados
en clases de comunicación

Figura 3.10

3 consigo mismo, sin embargo, por definición p33p0q � 1, y ello hace que
esta clase de únicamente un estado sea de comunicación. Observe que estas
clases de comunicación conforman una partición del espacio de estados.

P � ���� 1 0 0 0
1{2 0 1{2 0
0 1{2 1{2 0
1{2 0 1{2 0

�ÆÆ 0 1

3 2

Cp0q Cp1q
Cp3q

Figura 3.11

El estado i de una cadena de Markov se llama absorbente si piip1q � 1. Por
ejemplo, el estado 0 de la cadena de la Figura 3.11 es absorbente.

Definición 3.3 Se dice que una cadena de Markov es irreducible si todos
los estados se comunican entre śı.

En otras palabras, una cadena de Markov es irreducible si existe sólo una
clase de comunicación, es decir, si la partición generada por la relación de
comunicación es trivial. Por ejemplo, la cadena de racha de éxitos o la cadena
de la caminata aleatoria son cadenas irreducibles, pues todos los estados se
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comunican entre śı. La cadena de la Figura 3.11 no es irreducible, pues no
se cumple que todos los estados se comuniquen.

3.5. Periodo

El periodo es un número entero no negativo que se calcula para cada estado
de una cadena. Una interpretación de este número será mencionada más
adelante y aparecerá también dentro de los enunciados generales sobre el
comportamiento ĺımite de cadenas de Markov.

Definición 3.4 El periodo de un estado i es un número entero no negativo
denotado por dpiq, y definido como sigue:

dpiq � m.c.d. tn ¥ 1 : piipnq ¡ 0u,
en donde m.c.d. significa máximo común divisor. Cuando piipnq � 0 para
toda n ¥ 1, se define dpiq � 0. En particular, se dice que un estado i es
aperiódico si dpiq � 1. Cuando dpiq � k ¥ 2 se dice que i es periódico de
periodo k.

En palabras, para calcular el periodo de un estado i se considera el conjunto
de números naturales n tales que piipnq ¡ 0 y se obtiene el entero más grande
que divide a todos los elementos de este conjunto. Tal divisor máximo es
el periodo del estado i. Observe que si en el conjunto mencionado aparece
como elemento el número uno, o un número primo, o dos números primos
relativos, entonces el periodo es uno.

Ejemplo 3.4 Considere una cadena de Markov con diagrama de transición
como en la Figura 3.12. No es dif́ıcil comprobar que dp0q � 1, dp1q � 2,
dp2q � 2 y dp3q � 0.

0 1 2 3

Figura 3.12

Demostraremos a continuación
que el periodo es una propiedad
de clase, es decir, todos los es-
tados de una misma clase de co-
municación tienen el mismo pe-
riodo. De este modo uno puede
hablar de clases de comunicación
periódicas o clases aperiódicas.
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Proposición 3.4 Si los estados i y j pertenecen a la misma clase de co-
municación, entonces tienen el mismo periodo.

Demostración. Claramente el resultado es válido para i � j. Suponga
entonces que i y j son distintos. Como los estados i y j están en la misma
clase de comunicación, existen enteros n ¥ 1 y m ¥ 1 tales que pijpnq ¡ 0
y pjipmq ¡ 0. Sea s ¥ 1 un entero cualquiera tal que piipsq ¡ 0. Tal
entero existe pues por la ecuación de Chapman-Kolmogorov, piipn�mq ¥
pijpnq pjipmq ¡ 0. Esto quiere decir que dpiq|s y lo hace de manera máxima.
Por otro lado, nuevamente por la ecuación de Chapman-Kolmogorov,

pjjpn�m� sq ¥ pjipmq pii psqpijpnq ¡ 0.

Análogamente,

pjjpn �m� 2sq ¥ pjipmq piip2sq pijpnq ¡ 0.

Por lo tanto dpjq|pn�m� sq y dpjq|pn�m� 2sq. Entonces dpjq divide a la
diferencia pn�m� 2sq � pn �m� sq � s. Por lo tanto, todo entero s ¥ 1
tal que piipsq ¡ 0 cumple dpjq|s. Pero dpiq divide a s de manera máxima,
por lo tanto dpiq ¥ dpjq. De manera análoga, escribiendo i por j, y j por i,
se obtiene dpjq ¥ dpiq. Se concluye entonces que dpiq � dpjq. �

El rećıproco del resultado anterior es en general falso, es decir, dos estados
pueden tener el mismo periodo y sin embargo no ser comunicantes. ¿Puede
usted dar un ejemplo de tal situación? El siguiente resultado establece que
después de un número suficientemente grande de pasos, con probabilidad
positiva toda cadena puede regresar a cada estado i cada dpiq pasos. Esta
es la razón por la que a tal número se le llama periodo.

Proposición 3.5 Para cada estado i, existe un entero N tal que para toda
n ¥ N , se cumple piipndpiqq ¡ 0.

Demostración. Si piipnq � 0 para cada n ¥ 1, entonces dpiq � 0 y por lo
tanto la afirmación es válida pues piip0q � 1, sin embargo la interpretación
de recurrencia periódica no se aplica en este caso. Suponga entonces que
n1, . . . , nk son enteros tales que piipn1q ¡ 0, . . ., piipnkq ¡ 0. Sea d �
m.c.d.tn1, . . . , nku ¥ dpiq. Como dpiq es divisor de cada entero n1, . . ., nk, se
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tiene que dpiq|d, y por lo tanto existe un entero q tal que qdpiq � d. Ahora
se hace uso del siguiente resultado cuya demostración puede encontrarse
en [17]:

Sean n1, . . . , nk enteros no negativos y sea d � m.c.d.tn1, . . . , nku.
Entonces existe un entero M tal que para cada m ¥ M existen
enteros no negativos c1, . . . , ck tales que md � c1n1�� � �� cknk.

Entonces existe un entero no negativo M tal que para cada m ¥M , md �
c1n1 � � � � � cknk, para algunos enteros c1, . . . , ck, y por lo tanto,

piipmdq � piipc1n1 � � � � � cknkq ¥ piipc1n1q � � � piipcknkq ¡ 0.

Por lo tanto, para cadam ¥M , piipmdq � piipmqdpiqq ¡ 0. DefinaN �Mq.
Se puede entonces concluir que para toda n ¥ N , piipndpiqq ¡ 0. �

Como corolario de la proposición anterior se tiene que si acaso es posible
pasar de i a j en m pasos, entonces también es posible tal transición en
m� ndpjq pasos con n suficientemente grande, suponiendo dpjq ¥ 1.

Proposición 3.6 Si pijpmq ¡ 0 para algún entero m, entonces existe un
entero N tal que para toda n ¥ N se cumple pijpm� ndpjqq ¡ 0.

Demostración. Por el resultado anterior y por la ecuación de Chapman-
Kolmogorov, para n suficientemente grande, se tiene que

pijpm� ndpjqq ¥ pijpmq pjjpndpjqq ¡ 0.

�

3.6. Primeras visitas

En ocasiones interesa estudiar el primer momento en el que una cadena de
Markov visita un estado particular o un conjunto de estados. Definiremos
a continuación este tiempo aleatorio y después demostraremos una fórmula
útil que lo relaciona con las probabilidades de transición.



48 3. Cadenas de Markov

Definición 3.5 Sea A un subconjunto del espacio de estados de una cadena
de Markov tXn : n ¥ 0u. El tiempo de primera visita al conjunto A es la
variable aleatoria

τA � # mı́n tn ¥ 1 : Xn P Au si Xn P A para algún n ¥ 1,8 otro caso.

Es decir, τA es el primer momento positivo en el cual la cadena toma un valor
dentro de la colección de estados A, si ello eventualmente sucede. Estaremos
interesados principalmente en el caso cuando el conjunto A consta de un solo
estado j, y si suponemos que la cadena inicia en i, entonces el tiempo de
primera visita al estado j se escribe τij. Cuando los estados i y j coinciden
se escribe simplemente τi. En general no es fácil encontrar la distribución de
probabilidad de la variable aleatoria τij. Definiremos a continuación como
fijpnq a la probabilidad de que τij tome el valor n.

Definición 3.6 Para cada n ¥ 1, el número fijpnq denota la probabilidad
de que una cadena que inicia en el estado i, llegue al estado j por primera
vez en exactamente n pasos, es decir,

fijpnq � P pXn � j,Xn�1 � j, . . . ,X1 � j | X0 � iq.
Adicionalmente se define fijp0q � 0, incluyendo el caso i � j.

Es decir, fijpnq � P pτij � nq. En particular, observe que fiipnq es la proba-
bilidad de regresar por primera vez al mismo estado i en el n-ésimo paso, y
que fiip1q es simplemente piip1q. El uso de la letra f para esta probabilidad
proviene del término en inglés first para indicar que es la probabilidad de
primera visita; saber esto ayuda a recordar su significado.

Ejemplo 3.5 Considere la cadena de Markov de dos estados. Teniendo en
cuenta la Figura 3.2 de la página 32, es inmediato comprobar que

a) f01pnq � p1� aqn�1a, para n ¥ 1.

b) f10pnq � p1� bqn�1b, para n ¥ 1.

c) f00pnq � ap1� bqn�2b, para n ¥ 2.

d) f11pnq � bp1� aqn�2a, para n ¥ 2.
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Ejemplo 3.6 Para la cadena de racha de éxitos se tiene que

a) f01pnq � qn�1p para n ¥ 1.

b) f00pnq � pn�1q para n ¥ 1.

El siguiente resultado establece que la probabilidad de visitar el estado j,
a partir de i, en n pasos, puede descomponerse en las probabilidades de
los eventos disjuntos en los que se presenta la primera visita, la cual puede
efectuarse en el primer paso, o en el segundo paso, y aśı sucesivamente,
hasta el último momento posible n.

Proposición 3.7 Para cada n ¥ 1,

pijpnq � ņ

k�1

fijpkq pjjpn� kq. (3.2)

Demostración. Defina los eventos

A1 � pXn � j,X1 � j,X0 � iq
A2 � pXn � j,X2 � j,X1 � j,X0 � iq
A3 � pXn � j,X3 � j,X2 � j,X1 � j,X0 � iq

...

An � pXn � j,Xn�1 � j, . . . ,X2 � j,X1 � j,X0 � iq.
No es dif́ıcil darse cuenta que estos eventos son disjuntos y la unión de todos
ellos es el evento pXn � j,X0 � iq. Además, por la propiedad de Markov,
la probabilidad de cada uno de ellos es, para k � 1, 2, . . . , n,

P pAkq � P pX0 � iq fijpkqPjjpn� kq.
Por lo tanto,

P pXn � j,X0 � iq � P pX0 � iq ņ

k�1

fijpkqPjjpn� kq.
�
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En términos de las probabilidades de primera visita, la probabilidad de una
eventual visita al estado j, a partir del estado i, es el número

fij � 8̧
n�1

fijpnq.
Recordemos que fijpnq es la probabilidad de que la primera visita al estado
j, a partir de i, se efectúe exactamente en el paso n. Siendo estos eventos
disjuntos para valores distintos de n, esta suma representa la probabilidad
de una eventual visita al estado j.

3.7. Recurrencia y transitoriedad

Veremos a continuación que los estados de una cadena de Markov pueden
ser clasificados, en una primera instancia, en dos tipos, dependiendo si la
cadena es capaz de regresar con certeza al estado de partida.

Definición 3.7 (I) Se dice que un estado i es recurrente si la probabilidad
de eventualmente regresar a i, partiendo de i, es uno, es decir, si

P pXn � i para alguna n ¥ 1 | X0 � iq � 1.

Un estado que no es recurrente se llama transitorio, y en tal caso la proba-
bilidad anterior es estrictamente menor a uno.

De manera intuitiva, un estado es recurrente si con probabilidad uno la
cadena es capaz de regresar eventualmente a ese estado, y cuando ello ocurre
en algún momento finito, por la propiedad de Markov, se puede regresar a
él una y otra vez con probabilidad uno. Debido a este comportamiento
es que al estado en cuestión se le llama recurrente. En cambio, el estado
se llama transitorio si existe una probabilidad positiva de que la cadena,
iniciando en él, ya no regrese nunca a ese estado. De este modo la definición
de recurrencia y transitoriedad puede enunciarse de manera equivalente de
la siguiente forma.

Definición 3.8 (II) Un estado i es recurrente si fii � 1, es decir, si la
probabilidad de regresar a él en un tiempo finito es uno. Análogamente, un
estado i es transitorio si fii   1.
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Además de la definición, tenemos el siguiente criterio útil para determinar
si un estado es recurrente o transitorio.

Proposición 3.8 El estado i es:

a) recurrente si, y sólo si
8̧

n�1

piipnq � 8.

b) transitorio si, y sólo si
8̧

n�1

piipnq   8.

Demostración. Sea Ni la variable aleatoria que cuenta el número de
veces que el proceso regresa al estado i a partir del primer paso, es decir,

Ni � 8̧
n�1

1pXn�iq,
cuando X0 � i. Entonces Ni tiene una distribución geométrica, pues para
k ¥ 1,

P pNi ¥ k |X0 � iq� 8̧
m�1

P pNi ¥ k,Xm � i,Xm�1 � i, . . . ,X1 � i |X0 � iq� 8̧
m�1

P pNi ¥ k |Xm � i,Xm�1 � i, . . . ,X1 � i,X0 � iq
P pXm � i,Xm�1 � i, . . . ,X1 � i |X0 � iq� 8̧

m�1

P pNi ¥ k � 1 |X0 � iq fiipmq� P pNi ¥ k � 1 |X0 � iq fii� P pNi ¥ k � 2 |X0 � iq pfiiq2
...� P pNi ¥ 1 |X0 � iq pfiiqk�1� pfiiqk.
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La esperanza de Ni, posiblemente infinita, puede calcularse de las siguientes
dos formas. Primero,

EpNi |X0 � iq � 8̧
k�1

P pNi ¥ k |X0 � iq� 8̧
k�1

pfiiqk� $&% fii

1� fii
si 0 ¤ fii   1,8 si fii � 1.

Por otro lado, por el teorema de convergencia monótona,

EpNi |X0 � iq � 8̧
n�1

Ep1pXn�iq |X0 � iq� 8̧
n�1

P pXn � i |X0 � iq� 8̧
n�1

piipnq.
El resultado se sigue de igualar estas dos expresiones. �

Siguiendo con la notación de la demostración anterior, observe que la es-
peranza EpNi |X0 � iq es el número promedio de retornos al estado i, de
modo que un estado i es recurrente si, y sólo si, el número promedio de
retornos a él es infinito. En contraparte, un estado i es transitorio si, y sólo
si, el número promedio de retornos a él es finito.

Ejemplo 3.7 Considere una caminata aleatoria sobre Z. En el segundo ca-
ṕıtulo demostramos que

°8
n�0

f00pnq � 1�|p� q|. De aqúı hemos concluido
que el estado 0 es recurrente en el caso simétrico. Siendo la cadena irre-
ducible, la cadena toda es recurrente. Alternativamente, hemos encontrado
también la fórmula piipnq � � 2

n{2� 1

2n
, para n par. Estimando los factoriales

mediante la fórmula de Stirling: n! � ?
2π nn�1{2 e�n, puede comprobarse

que
°8

n�0
p00pnq � 8, confirmando nuevamente la recurrencia del estado
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0 y de la cadena completa en el caso simétrico. La cadena es transitoria
cuando es asimétrica.

Demostraremos a continuación que la recurrencia y la transitoriedad son
propiedades de clase, es decir, si dos estados están en una misma clase de
comunicación, entonces ambos estados son recurrentes o ambos son transi-
torios.

Proposición 3.9 La recurrencia es una propiedad de clase, es decir,

a) Si i es recurrente e iØ j, entonces j es recurrente.

b) Si i es transitorio e iØ j, entonces j es transitorio.

Demostración. Como i Ø j, existen enteros n ¥ 1 y m ¥ 1 tales que
pijpnq ¡ 0 y pjipmq ¡ 0. Entonces pjjpm� n� rq ¥ pjipmq piiprq pijpnq. De
modo que, por la ecuación de Chapman-Kolmogorov,8̧

r�1

pjjpm� n� rq ¥ pjipmq 8̧
r�1

piiprq pijpnq.
Si i es recurrente, la suma del lado derecho es infinita. Se sigue entonces
que la suma del lado izquierdo también lo es, es decir, j es recurrente. La
segunda afirmación se demuestra fácilmente por contradicción usando el
primer resultado. �

En consecuencia, cuando una cadena es irreducible y algún estado es recu-
rrente, todos los estados lo son, y se dice que la cadena es recurrente. Tam-

Estados
transitorios

Estados
recurrentes

Descomposición del espacio de estados

Figura 3.13

bién puede presentarse la
situación en donde el es-
pacio de estados conste de
varias clases de comuni-
cación recurrentes, en tal
caso la cadena también se
llama recurrente. En con-
traparte, una cadena es
transitoria si todos los es-
tados lo son, ya sea confor-
mando una sola clase de comunicación de estados transitorios o varias de
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ellas. Sin embargo, demostraremos más adelante que cuando el espacio de
estados es finito, siempre existe por lo menos un estado recurrente, y por
lo tanto no existen cadenas finitas transitorias. De este modo el espacio
de estados de una cadena de Markov puede descomponerse en dos subcon-
juntos ajenos de estados, aquellos que son transitorios y aquellos que son
recurrentes. Tal partición se muestra en la Figura 3.13. Cada uno de estos
subconjuntos puede constar de ninguna, una o varias clases de comunicación.

Ejemplo 3.8 La cadena de dos estados es irreducible y recurrente cuando
a, b P p0, 1q. En efecto, tenemos que f00p1q � 1� a, y f00pnq � ap1� bqn�2b

para n ¥ 2. Por lo tanto,

f00 � 8̧
n�1

f00pnq � p1� aq � ab

8̧
n�2

p1� bqn�2 � p1� aq � ab

b
� 1.

Ejemplo 3.9 Considere la cadena de rachas de éxitos. En este caso es
sencillo demostrar que el estado 0 es recurrente pues

f00 � 8̧
n�1

f00pnq � qp1� p� p2 � � � � q � q

1� p
� 1.

Dado que la cadena es irreducible y la recurrencia es una propiedad de clase,
cualquier otro estado es recurrente. Por lo tanto, la cadena es recurrente.

Veremos a continuación algunos ejemplos de aplicación del criterio de la
Proposición 3.8.

Proposición 3.10 Sea j un estado transitorio. Para cualquier estado ini-
cial i, se cumple que

°8
n�1

pijpnq   8. En consecuencia, ĺım
nÑ8 pijpnq � 0.
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Demostración. Usando (3.2), y siendo todos los términos no negativos,8̧
n�1

pijpnq � 8̧
n�1

n�1̧

k�0

fijpn� kq pjjpkq� 8̧
k�0

8̧
n�k�1

fijpn� kq pjjpkq� 8̧
k�0

8̧
m�1

fijpmq pjjpkq� fij

8̧
k�0

pjjpkq¤ 8̧
k�0

pjjpkq  8.

�

Proposición 3.11 Toda cadena de Markov finita tiene por lo menos un
estado recurrente.

Demostración. Por contradicción, suponga que todos los estados son
transitorios. Entonces para cualesquiera estados i y j, se cumple que la
suma

°8
n�1

pijpnq es finita. Sumando sobre el conjunto finito de todos los
posibles estados j se obtiene

j̧

8̧
n�1

pijpnq   8.

Por otro lado, intercambiando el orden de las sumas se llega a la afirmación
contraria, 8̧

n�1 j̧

pijpnq � 8̧
n�1

1 � 8.

Por lo tanto es erróneo suponer que todos los estados son transitorios, debe
existir por lo menos uno que es recurrente. �
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En consecuencia, toda cadena finita e irreducible es recurrente. Más adelante
demostraremos que en tal caso, con probabilidad uno la cadena visita cada
uno de sus estados una infinidad de veces.

3.8. Tiempo medio de recurrencia

Hemos visto que si una cadena de Markov inicia en un estado recurrente,
entonces regresa a él una infinidad de veces con probabilidad uno. Y hemos
definido el tiempo de primera visita a un estado j, a partir de cualquier
estado i, como la variable aleatoria discreta τij � mı́n tn ¥ 1 : Xn �
j |X0 � iu, con la posibilidad de que tome el valor infinito. Vamos a definir
el tiempo medio de recurrencia como la esperanza de esta variable aleatoria
en el caso cuando el estado a visitar es recurrente.

Definición 3.9 El tiempo medio de recurrencia de un estado recurrente j,
a partir del estado i, se define como la esperanza de τij, y se denota por µij,
es decir,

µij � Epτijq � 8̧
n�1

nfijpnq.
Recordemos que cuando el tiempo de primera visita se refiere al mismo
estado de inicio y de llegada j, se escribe τj en lugar de τjj. En este caso el
tiempo medio de recurrencia se escribe simplemente como µj . Esta esperanza
puede ser finita o infinita, y representa el número de pasos promedio que a
la cadena le toma regresar al estado recurrente j.

Ejemplo 3.10 La cadena de Markov de dos estados es irreducible y recu-
rrente cuando a, b P p0, 1q. Vamos a calcular los tiempos medios de recurren-
cia de estos dos estados. Tenemos que f00p1q � 1�a, y f00pnq � ap1�bqn�2b

para n ¥ 2. Por lo tanto,

µ0 � 8̧
n�1

nf00pnq � p1� aq � ab

8̧
n�2

np1� bqn�2� p1� aq � ab pb� 1

b2
q� a� b

b
.
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De manera análoga, o bien intercambiando los valores de a y b, se encuentra
que µ1 � pa�bq{a. Observe que 1{µ0�1{µ1 � 1, más adelante explicaremos
la razón de ello. Observe también que estos dos tiempos medios de recurren-
cia son, en general, distintos. Esto ejemplifica el hecho de que los tiempos
medios de recurrencia no son necesariamente idénticos para cada elemento
de una misma clase de comunicación recurrente.

3.9. Clases cerradas

Las clases cerradas son subconjuntos de estados de una cadena de Markov
que cumplen la propiedad de que partiendo de cualquiera estado de este
subconjunto, no se puede pasar a cualquier otro estado fuera del subconjun-
to. Esta propiedad hace que a tales subconjuntos de estados se les considere
como subsistemas propios de la cadena de Markov, es decir, constituyen
subcadenas de Markov.

Definición 3.10 Una colección de estados no vaćıa C es cerrada si ningún
estado fuera de C es accesible desde algún estado dentro de C , es decir, si
para cualquier i P C y j R C , iÑ{ j.

Por ejemplo, si i es un estado absorbente, entonces la colección C � tiu
es claramente una clase cerrada. Más generalmente se tiene el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.11 Demostreremos que toda clase de comunicación recurrente
es cerrada. Sea C una clase de comunicación recurrente. Es claro que esta
clase es cerrada pues de lo contrario, si i P C y j R C con C recurrente,
e i Ñ j, entonces necesariamente j Ñ i pues hemos supuesto que i es
recurrente. Por lo tanto i Ø j, y entonces j P C , contrario a la hipótesis
j R C . En conclusión, no es posible salir de una clase de comunicación
recurrente.

El siguiente resultado es una especie de rećıproco del ejemplo anterior y
caracteriza a aquellas clases cerradas que son irreducibles.

Proposición 3.12 Toda colección de estados que es cerrada e irreducible
es una clase de comunicación.
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Demostración. Sea C una colección no vaćıa de estados que es irreducible
y cerrada, y sea i P C . Entonces C � Cpiq pues como C es irreducible, todos
sus estados se comunican y por lo tanto deben pertenecer a la misma clase
de comunicación. Como C es cerrada, no es posible salir de tal colección,
de modo que la diferencia Cpiq �C es vaćıa, pues si existiera j P Cpiq �C ,
entonces i Ñ j, lo cual contradice el supuesto de que C es cerrada. Por lo
tanto C � Cpiq. �

3.10. Número de visitas

En esta sección vamos a estudiar la variable aleatoria que registra el número
de visitas que una cadena realiza sobre un estado j a partir del estado i, es
decir, para cualquier tiempo finito n se define la variable aleatoria

Nijpnq � ņ

k�1

1pXk�jq, cuando X0 � i.

Cuando los estados i y j coinciden, se escribe Nipnq en lugar de Niipnq.
Observe que 0 ¤ Nijp1q ¤ Nijp2q ¤ � � � , es decir, se trata de una sucesión
monótona creciente de variables aleatorias no negativas que converge casi
seguramente a la variable

Nij � 8̧
k�1

1pXk�jq, cuando X0 � i.

Los siguientes resultados acerca de estas variables aleatorias permiten distin-
guir la diferencia cualitativa en el comportamiento de los estados transitorios
respecto de los recurrentes.

Proposición 3.13 Para cualesquiera estados i y j,

a) P pNij ¥ kq � # 1 si k � 0,

fijpfjjqk�1 si k ¥ 1.

b) P pNij � kq � # 1� fij si k � 0,

fijpfjjqk�1p1� fjjq si k ¥ 1.
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c) EpNijq � 8̧
n�1

pijpnq � $'''&'''% 0 si fij � 0,

fij

1� fjj
si 0 ¤ fjj   1,8 si fij � 0 y fjj � 1.

d) P pNij � 8q � " 0 si j es transitorio,
fij si j es recurrente.

e) P pNij   8q � " 1 si j es transitorio,
1� fij si j es recurrente.

Demostración.

a) La primera parte de esta igualdad es evidente. Para demostrar el caso
k ¥ 1 se usa análisis del primer paso,

P pNij ¥ kq � 8̧
n�1

fijpnqP pNjj ¥ k � 1q� fij P pNjj ¥ k � 1q� fijpfjjqk�1.

b) Este resultado se sigue de la fórmula del inciso (a) y de la igualdad

P pNij � kq � P pNij ¥ kq � P pNij ¥ k � 1q.
c) Por el teorema de convergencia monótona,

EpNijq � Ep 8̧
n�1

1pXn�jq |X0 � iq� 8̧
n�1

Ep1pXn�jq |X0 � iq� 8̧
n�1

pijpnq.
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Por otro lado, usando la primera fórmula

EpNijq � 8̧
k�1

P pNij ¥ kq� 8̧
k�1

fijpfjjqk�1� $'''&'''% 0 si fij � 0,

fij

1� fjj
si 0 ¤ fjj   1,8 si fij � 0 y fjj � 1.

d) Por la fórmula del inciso (a),

P pNij � 8q � ĺım
kÑ8P pNij ¥ kq� ĺım
kÑ8 fijpfjjqk�1.� "

0 si j es transitorio,
fij si j es recurrente.

e) El evento que aparece en esta expresión es el complemento del que
aparece en la fórmula del inciso (d).

�

Distribución de probabilidad del número de visitas
La variable aleatoria discreta Nij toma valores en el conjunto t0, 1, . . . ,8u y
la función de probabilidad que hemos encontrado para esta variable incluye
los siguientes tres casos:

1. Si fij � 0, entonces no es posible visitar j a partir de i, y por lo tanto
P pNij � 0q � 1, es decir, la probabilidad se concentra completamente
en el valor 0.

2. Si fij ¡ 0 y fjj � 1, es decir, si se puede pasar de i a j y j es recurrente,
entonces para cualquier valor de k ¥ 1, P pNij ¥ kq � fij, y por lo
tanto P pNij � 8q � fij. Mientras que P pNij � 0q � 1� fij. Se trata
entonces de una medida de probabilidad concentrada en los valores 0
e 8.
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3. Si fij ¡ 0 y fjj   1, es decir, si se puede pasar de i a j y j es transitorio,
entonces la probabilidad se distribuye sobre los valores finitos 0, 1, . . .
como indica la fórmula del inciso (b).

A partir de las fórmulas recién demostradas podemos distinguir el compor-
tamiento del número de visitas en los casos cuando el estado j es transitorio
o recurrente.

Transitoriedad y número de visitas
Si j es transitorio, entonces sin importar el estado inicial i, con probabilidad
uno la cadena realiza sólo un número finito de visitas al estado j, esto es
lo que dice la fórmula del inciso (e), y el número esperado de visitas a tal
estado es siempre finito por la fórmula del inciso (c) con fjj   1, es decir,
EpNijq � °8

n�1
pijpnq   8. Por lo tanto, encontramos nuevamente que

ĺım
nÑ8 pijpnq � 0.

Recurrencia y número de visitas
Si j es recurrente, y si se inicia en j, entonces con probabilidad uno la cadena
regresa a j una infinidad de veces, esto es lo que dice la fórmula del inciso (d)
con fij � fjj � 1, y el número esperado de visitas al estado j es infinito.
Si la cadena inicia en cualquier otro estado i, entonces existe la posibilidad
de que la cadena nunca visite j (es decir,fij � 0), y el número esperado de
visitas es naturalmente cero (fórmula del inciso (c) con fij � 0). Pero si la
cadena visita j alguna vez (fij ¡ 0), entonces regresará a j una infinidad de
veces, y el número esperado de visitas al estado j es infinito por la fórmula
del inciso (c) con fij ¡ 0 y fjj � 1.

Número esperado de visitas
Anteriormente hab́ıamos demostrado un criterio para la transitoriedad y la
recurrencia del estado i en términos de la convergencia o divergencia de
la serie

°8
n�1

piipnq. En vista de la fórmula del inciso (c) ahora podemos
corroborar que un estado i es recurrente si, y sólo si, el número promedio de
regresos a él es infinito, y es transitorio si, y sólo si, el número promedio de
regresos es finito. También en particular, la fórmula del inciso (d) muestra
que toda cadena de Markov irreducible y recurrente, visita cada uno de sus
estados una infinidad de veces con probabilidad uno.
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Ejemplo 3.12 La cadena de racha de éxitos es irreducible y recurrente. Por
lo tanto con probabilidad uno visita cada uno de sus estados una infinidad
de veces.

Propiedad fuerte de Markov
Para justificar adecuadamente las siguientes aplicaciones y resultados para
cadenas de Markov vamos a extender la propiedad de Markov al caso de
tiempos aleatorios. Supongamos que X0,X1, . . . es un proceso estocástico a
tiempo discreto y que τ es un tiempo aleatorio que indica el momento en el
que ocurre algún evento de interés del proceso. Por ejemplo, el momento en
el que el proceso llega por primera vez a un cierto estado o a un conjunto
de estados. Aśı, τ es un tiempo aleatorio con posibles valores t0, 1, . . .u Yt8u. Se incluye el valor infinito pues el evento a observar podŕıa nunca
ocurrir. A estos tiempos aleatorios los llamaremos tiempos de paro y les
pediremos que cumplan con cierta condición técnica. Más espećıficamente,
se dice que una variable aleatoria τ : ΩÑ t0, 1, . . . ,8u es un tiempo de paro
respecto del proceso estocástico indicado si para cada entero n ¥ 0, el eventopτ � nq depende únicamente de las variables X0,X1, . . . ,Xn. Intuitivamente
esto significa que la ocurrencia o no ocurrencia del evento pτ � nq puede
verificarse a partir de la información o historia del proceso hasta el tiempo n.
En el caṕıtulo sobre martingalas estudiaremos con más detalle a los tiempos
de paro, lo que necesitamos saber por el momento es que la propiedad de
Markov que hemos mencionado para cadenas puede extenderse al caso de
tiempos de paro de la siguiente forma:

Proposición 3.14 (Propiedad fuerte de Markov) Sea tXn : n ¥ 0u
una cadena de Markov y sea τ un tiempo de paro respecto de este proceso.
Condicionado al evento pτ   8q, el proceso tXτ�n : n ¥ 0u es una cadena
de Markov, es decir, la probabilidad

P pXτ�n�1 � j |X0 � x0, . . . ,Xτ�n�1 � xn�1,Xτ�n � iq (3.3)

es igual a P pXτ�n�1 � j |Xτ�n � iq.
La demostración de la propiedad fuerte de Markov consiste en condicionar
sobre el valor del tiempo de paro τ y desarrollar ambas probabilidades. Vea
el ejercicio 78 en la página 107 para los detalles.
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Ejemplo 3.13 (El problema del mono). Suponga que un mono escribe
caracteres al azar en una máquina de escribir. ¿Cuál es la probabilidad de
que eventualmente el mono escriba exactamente, y sin ningún error, las
obras completas de Shakespeare?

Figura 3.14

Usaremos la teoŕıa de cadenas de Markov
para demostrar que la probabilidad bus-
cada es uno. Imaginemos entonces que un
mono escribe caracteres al azar en una
máquina de escribir, y que lo hace de
manera continua generando una sucesión
lineal de caracteres. Cada uno de los carac-
teres tiene la misma probabilidad de apare-
cer y se genera un caracter independiente-
mente de otro. Sea m el total de caracteres disponibles que se pueden im-
primir, y sea N la longitud de caracteres de los cuales consta las obras com-
pletas de Shakespeare. Sea Xn el número de caracteres correctos obtenidos
inmediatamente antes e incluyendo el último momento observado n, es de-
cir, se trata de un modelo de racha de éxitos. Es claro que las variables Xn

toman valores en el conjunto t0, 1, 2, . . . , Nu, y dado que los caracteres se
generan de manera independiente, el valor de Xn�1 depende únicamente del
valor de Xn y no de los anteriores, es decir, se trata efectivamente de una
cadena de Markov. Considerando entonces un conjunto de śımbolos de m

caracteres se tiene que

P pXn�1 � x� 1 | Xn � xq � 1{m
y P pXn�1 � 0 | Xn � xq � pm� 1q{m.

El primer caso corresponde a obtener el caracter correcto al siguiente tiem-
po n� 1. La segunda igualdad refleja la situación de cometer un error en el
siguiente caracter generado cuando ya se hab́ıan obtenido x caracteres co-
rrectos. Técnicamente existen algunas otras posibles transiciones de algunos
estados en otros, pero ello no modifica substancialmente el comportamien-
to cualitativo del modelo. Como se ha observado, se trata de la cadena de
racha de éxitos, y por lo tanto la matriz de probabilidades de transición es
finita, irreducible y recurrente. Entonces, con probabilidad uno la cadena
visita cada uno de sus estados una infinidad de veces. En particular, cada
vez que la cadena visita el estado N el mono concluye una sucesión exitosa
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de caracteres, y sorprendentemente ello sucederá una infinidad de veces con
probabilidad uno. El lector puede encontrar otras maneras de resolver este
problema en [29].
El siguiente resultado lleva el nombre de ergódico y establece el compor-
tamiento ĺımite del promedio en el tiempo de la función que registra las
visitas a un estado cualquiera. El término ergódico proviene del griego er-
gon que significa trabajo y hodos que significa trayectoria, fue acuñado por
L. Boltzmann al estudiar algunos problemas de la mecánica estad́ıstica. La
famosa hipótesis ergódica establece que los promedios temporales son iguales
a los promedios espaciales en los sistemas dinámicos, y esto es justamente
lo que se afirma en el siguiente resultado.

Teorema 3.1 (Teorema ergódico para cadenas de Markov) Para
cualesquiera estados i y j de una cadena de Markov irreducible se cumple
que

ĺım
nÑ8 Nijpnq

n
� 1

µj
c.s. (3.4)

siendo este ĺımite cero cuando µj � 8.

Demostración. Si la cadena es transitoria, entonces ambos lados de
la igualdad se anulan. Suponga que la cadena es recurrente. El tiempo de
primera visita al estado j a partir de i es τij � mı́n tn ¥ 1 : Xn � j |X0 � iu.
Dada la recurrencia e irreducibilidad, P pτij   8q � 1, y entonces para
cualquier n ¥ 1 se cumple la identidad

Nijpτij � nq � 1�Njjpnq.
Por lo tanto es suficiente demostrar la convergencia para Njjpnq{n pues

ĺım
nÑ8 Nijpnq

n
� ĺım

nÑ8 Nijpτij � nq
τij � n� ĺım

nÑ8 1�Njjpnq
τij � n� ĺım

nÑ8 Njjpnq
n

n

τij � n� ĺım
nÑ8 Njjpnq

n
.
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Sea Y pkq la variable que registra el número de pasos que transcurren en-
tre la visita k � 1 y la visita k que la cadena realiza al estado j. Sabemos
que el tiempo medio de recurrencia es EpY pkqq � µj, para j � 1, 2, . . ., y
usando la propiedad fuerte de Markov puede demostrarse que las variables
Y p1q, Y p2q, . . . son independientes. Se tienen entonces las siguientes estima-
ciones

Y p1q � � � � � Y pNjjpnqq
Njjpnq ¤ n

Njjpnq ¤ Y p1q � � � � � Y pNjjpnq � 1q
Njjpnq .

Por la recurrencia, Njjpnq Ñ 8, cuando nÑ8, de modo que por la ley de
los grandes números, los dos extremos de esta desigualdad convergen a µj

casi seguramente. Por lo tanto,

ĺım
nÑ8 Njjpnq

n
� 1

µj
c. s.

�

Interpretación: para una cadena de Markov irreducible, el número πj � 1{µj

representa el tiempo promedio que la cadena permanece en el estado j a
largo plazo, suponiendo que tal cantidad es positiva.
Tomando esperanza en (3.4), por el teorema de convergencia dominada, y
para una cadena irreducible, se cumple que

1

µj
� Ep ĺım

nÑ8 1

n
Nijpnqq � ĺım

nÑ8 1

n
EpNijpnqq � ĺım

nÑ8 1

n

ņ

k�1

pijpkq.
En particular, cuando el tiempo medio de recurrencia µj es infinito, o cuando
el estado j es transitorio, se tiene que

ĺım
nÑ8 1

n

ņ

k�1

pijpkq � 0.

3.11. Recurrencia positiva y nula

Hemos visto que si una cadena de Markov inicia en un estado recurrente,
entonces regresa a él una infinidad de veces con probabilidad uno. Sin em-
bargo, esta recurrencia puede presentarse de dos formas: cuando el tiempo
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promedio de retorno es finito o cuando es infinito. Esto lleva a la definición
de recurrencia positiva y recurrencia nula respectivamente. Consideremos
entonces que j es un estado recurrente. El tiempo de primera visita a este
estado, a partir de cualquier otro estado i, es la variable aleatoria discreta
τij � mı́n tn ¥ 1 : Xn � j |X0 � iu. Recordemos que cuando el tiempo de
primera visita se refiere al mismo estado recurrente de inicio y de llegada i,
se escribe simplemente como τi en lugar de τii. La esperanza de esta variable
aleatoria es naturalmente el tiempo medio de recurrencia.

Definición 3.11 El tiempo medio de recurrencia de un estado recurrente
j, a partir del estado i, se define como la esperanza de τij , y se denota por
µij, es decir,

µij � Epτijq � 8̧
n�1

nfijpnq.
Nuevamente cuando el tiempo medio de recurrencia se refiere al mismo
estado recurrente de inicio y de llegada i, se escribe simplemente como µi.
Como hemos mencionado, esta esperanza puede ser finita o infinita, y ello
lleva a la siguiente clasificación de estados recurrentes.

Definición 3.12 Se dice que un estado recurrente i es:

a) recurrente positivo si µi   8.

b) recurrente nulo si µi � 8.

Demostraremos a continuación que la recurrencia positiva y la recurrencia
nula son propiedades de las clases de comunicación. Es decir, dos estados en
una misma clase de comunicación recurrente, son ambos recurrentes posi-
tivos o recurrente nulos.

Proposición 3.15 Sea i un estado recurrente. Entonces,

a) si i es recurrente positivo e iØ j, entonces j es recurrente positivo.

b) si i es recurrente nulo e iØ j, entonces j es recurrente nulo.

Demostración. Observe que es suficiente demostrar cualquiera de estas
afirmaciones. Demostraremos la primera. Suponga que i es un estado recu-
rrente positivo, es decir, i es recurrente y es tal que µi   8. Como i Ø j,



3.11. Recurrencia positiva y nula 67

se tiene que j es también un estado recurrente. Además existen enteros no
negativos n y m tales que pijpnq ¡ 0 y pjipmq ¡ 0. Entonces para cualquier
entero natural k,

pjjpn�m� kq ¥ pjipmq piipkq pijpnq.
Sumando para k � 1, . . . , N , y dividiendo entre N ,

1

N

Ņ

k�1

pjjpn�m� kq ¥ pjipmq 1

N

Ņ

k�1

piipkq pijpnq.
Haciendo N Ñ 8 se obtiene

1

µj
¥ pjipmq 1

µi
pijpnq ¡ 0.

Por lo tanto el cociente 1{µj es estrictamente positivo. Ello significa que µj

es finito, es decir, j es recurrente positivo. �

De esta forma, el espacio de estados de toda cadena de Markov puede des-
componerse en tres grandes subconjuntos ajenos de estados: transitorios,
recurrentes positivos y recurrentes nulos. Esto se muestra en la Figura 3.15.
Cada una de estas colecciones de estados puede estar constituida por ningu-
na, una o varias clase de comunicación.

Estados
transitorios

Estados
recurrentes

nulos

Estados
recurrentes
positivos

Descomposición del espacio de estados

Figura 3.15

Ejemplo 3.14 Anteriormente demostramos que para la caminata aleatoria
sobre Z, el tiempo promedio de regreso al estado 0 es

µ0 � 8̧
n�0

n f00pnq � 4pq?
1� 4pq

.
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En el caso simétrico, es decir, en el caso en el que la cadena es recurrente,
este cociente se hace infinito. Esto demuestra que el estado 0 es recurrente
nulo, y por lo tanto la cadena entera es recurrente nula.

Ejemplo 3.15 Demostraremos ahora que la cadena de Markov de rachas
de éxitos es recurrente positiva. Recordemos que dicha cadena es irreducible
y recurrente. Comprobaremos que el tiempo medio de recurrencia del estado
0 es finito. En efecto,

µ0 � 8̧
n�1

n f00pnq � 8̧
n�1

n p1� pqpn�1 � p1� pq 8̧
n�1

n pn�1 � 1

1� p
  8.

Esto demuestra que el estado 0 es recurrente positivo y siendo la cadena
irreducible, es recurrente positiva. Por lo tanto, el tiempo medio de recu-
rrencia de cada estado es finito. Hemos aprovechado la facilidad del cálculo
de las probabilidades de primer regreso al estado 0.

Se ha demostrado antes que toda cadena finita tiene por lo menos un estado
recurrente. Demostraremos ahora que para cadenas finitas sólo puede haber
dos tipos de estados: transitorios o recurrentes positivos.

Proposición 3.16 No existen estados recurrentes nulos en cadenas de Mar-
kov finitas.

Demostración. Sea j un estado recurrente y sea C su clase de comuni-
cación. La clase C es cerrada y además es finita, pues la cadena completa
lo es. Demostraremos que µj   8. Para cualquier i P C, y k natural,

j̧PC pijpkq � 1.

Entonces

1

n

ņ

k�1 j̧PC pijpkq �
j̧PC 1

n

ņ

k�1

pijpkq � 1.

Haciendo n Ñ 8, por el teorema ergódico aplicado a la clase cerrada C se
obtiene

j̧PC 1

µj
� 1.
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Para que esta suma sea uno debe existir por lo menos un valor de j en C

tal que µj   8, pues de lo contrario cada sumando seŕıa cero y la suma
total no podŕıa ser uno. Por lo tanto existe un estado j que es recurrente
positivo. Dado que la recurrencia positiva es una propiedad de clase, todos
los elementos de C son recurrentes positivos. �

Observe que en particular, todos los estados de una cadena finita e irredu-
cible son recurrentes positivos.

3.12. Evolución de distribuciones

Una matriz estocástica establece una dinámica en el conjunto de las dis-
tribuciones de probabilidad definidas sobre el espacio de estados de la corres-
pondiente cadena de Markov. Para explicar la situación de manera simple
consideraremos un espacio de estados finito t0, 1, . . . , nu, y una distribu-
ción de probabilidad inicial π0 � pπ0

0 , π
0
1 , . . . , π

0
nq. Después de transcurrida

la primera unidad de tiempo, la cadena se encuentre en cualquiera de sus
posibles estados de acuerdo a la distribución π1 � pπ1

0 , π
1
1 , . . . , π

1
nq, en donde

la j-ésima entrada de este vector es

π1
j � P pX1 � jq� ņ

i�0

P pX1 � j |X0 � iqP pX0 � iq� ņ

i�0

π0
i pij.

Es decir, el vector π1 se obtiene a partir del vector π0 y de la matriz de
probabilidades de transición P a través de la multiplicación π1 � π0 P , esto
es, pπ1

0 , . . . , π
1
nq � pπ0

0 , . . . , π
0
nq�� p00 � � � p0n

...
...

pn0 � � � pnn

�.

A su vez el vector π1 se transforma en el vector π2 a través de la ecuación
π2 � π1 P � π0 P 2, y aśı sucesivamente. En general, para m ¥ 1,

πm � πm�1 P � π0 Pm. (3.5)
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De esta forma se obtiene una sucesión infinita de distribuciones de proba-
bilidad π0, π1, π2, . . ., en donde cada una de ellas, excepto la primera, es
obtenida de la anterior multiplicada por la derecha por la matriz de proba-
bilidades de transición en un paso. Es natural preguntarse si existe algún
ĺımite para esta sucesión de distribuciones. En las siguientes secciones estu-
diaremos tal problema y encontraremos condiciones bajo las cuales existe
un único ĺımite para esta sucesión.

Ejemplo 3.16 Considere la matriz estocástica

P � �� 0 1 0
0 0 1

1/2 1/2 0

�
con distribución inicial el vector π0 � p1{10, 0, 9{10q. Los subsecuentes vec-
tores de probabilidad π1, π2, . . . se calculan a continuación y las gráficas de
estas distribuciones se muestran en la Figura 3.16. ¿Existirá el ĺımite para
esta sucesión de vectores de probabilidad?

π1 � π0 P � p0.45, 0.55, 0q
π2 � π1 P � p0, 0.45, 0.55q
π3 � π2 P � p0.275, 0.275, 0.45q
π4 � π3 P � p0.225, 0.5, 0.275q

...

π0

0 1 2

π1

0 1 2

π2

0 1 2

π3

0 1 2

π4

0 1 2

Figura 3.16

Ejemplo 3.17 Considere la matriz estocástica

P � � 0 1
1 0
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con distribución inicial cualquier vector de probabilidad π0 � pα, 1�αq, con
0 ¤ α ¤ 1. No es dif́ıcil darse cuenta que la multiplicación de un vector
renglón por la matriz P tiene el efecto de intercambiar las entradas del
vector. Por lo tanto la sucesión de vectores de probabilidad es

π0 � pα, 1 � αq
π1 � p1� α,αq
π2 � pα, 1 � αq
π3 � p1� α,αq

...

que claramente no es convergente, pues tiene un comportamiento oscilatorio,
a menos que α � 1{2.
Antes de encontrar condiciones bajo las cuales la sucesión de distribuciones
de probabilidad definidas por (3.5) es convergente, estudiaremos a conti-
nuación el caso particular cuando la distribución inicial no cambia al ser
multiplicada por la derecha por P . A tales distribuciones se les llama esta-
cionarias o invariantes en el tiempo.

3.13. Distribuciones estacionarias

Definición 3.13 Una distribución de probabilidad π � pπ0, π1, . . .q es esta-
cionaria o invariante para una cadena de Markov con matriz de probabili-
dades de transición P � ppijq si

πj �
i̧

πi pij.

En términos matriciales, la distribución de probabilidad π es estacionaria
si π � πP . Esta identidad tiene como consecuencia el hecho de que para
cualquier número natural n se cumpla que π � π Pn, es decir, π es también
una distribución estacionaria para la matriz Pn. Esto significa que si la
variable aleatoria inicial X0 tiene esa distribución π, entonces la distribución
de Xn también es π pues P pXn � jq � °

i πi pijpnq � πj, es decir, esta
distribución no cambia con el paso del tiempo y por ello es que se le llama
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estacionaria o invariante. Observe que el vector de ceros cumple la condición
π � π P , sin embargo no corresponde a una distribución de probabilidad.
Los siguientes ejemplos muestran que las distribuciones estacionarias pueden
no ser únicas y pueden incluso no existir.

Ejemplo 3.18 (Existencia múltiple) Considere una cadena de Markov
sobre el conjunto de estados t0, 1, 2u y con probabilidades de transición dada
por la siguiente matriz

P � � 1 0 0
1{3 1{3 1{3
0 0 1

�
.

Es inmediato comprobar que el vector π � p1 � α, 0, αq satisface el sis-
tema de ecuaciones π � πP para cada α P r0, 1s. Existen entonces una in-
finidad de distribuciones estacionarias para esta cadena. Observe que el vec-
tor p1�α, 0, αq se puede escribir como la combinación lineal p1�αqp1, 0, 0q�
αp0, 0, 1q.
Ejemplo 3.19 (No existencia) Para la caminata aleatoria simétrica sim-
ple sobre Z no existe ninguna distribución estacionaria pues la condición
π � πP se traduce en el sistema de ecuaciones

πj � 1

2
πj�1 � 1

2
πj�1, j P Z,

o bien πj�1�πj � πj�πj�1. Más expĺıcitamente, iniciando con la identidad
π1 � π0 � π1 � π0, y escribiendo algunas de estas diferencias en términos
de la diferencia π1 � π0 se encuentra que

π1 � π0 � π1 � π0

π2 � π1 � π1 � π0

π3 � π2 � π1 � π0
...

πn � πn�1 � π1 � π0.

Sumando estas n ecuaciones se llega a que para todo entero n ¥ 1,

πn � π0 � npπ1 � π0q.
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El lado izquierdo es acotado pues es la diferencia de dos probabilidades
mientras el lado derecho crece sin ĺımite cuando n es grande, a menos que
π1 � π0 � 0. Esto demuestra que todas las diferencias πj � πj�1 con j P Z

son cero, y por lo tanto πj es constante para cualquier valor de j. Es decir,
el vector constante es la solución al sistema de ecuaciones en diferencias
planteado, pero ello es incompatible con la condición

°
j πj � 1. Por lo tan-

to no existe ninguna distribución de probabilidad π que cumpla la igualdad
π � πP para esta cadena.

Ejemplo 3.20 (Existencia única) La cadena de Markov de dos estados
dada por la matriz

P � � 1� a a

b 1� b



tiene una única distribución estacionaria dada por

π � pπ0, π1q � p b

a� b
,

a

a� b
q,

cuando a � b ¡ 0. En cambio, cuando a � b � 0, la matriz resultante es
la matriz identidad que acepta como distribución estacionaria a cualquier
distribución de probabilidad sobre t0, 1u, es decir, en este caso existe una
infinidad de distribuciones estacionarias para esta cadena.

Con base en los ejemplos anteriores haremos algunas observaciones sobre las
distribuciones estacionarias. Primeramente observe que para encontrar una
posible distribución estacionaria de una cadena con matriz P , un primer
método consiste en resolver el sistema de ecuaciones π � πP , sujeto a la
condición

°
j πj � 1. Más adelante expondremos una forma alternativa de

buscar distribuciones estacionarias para cadenas reversibles. Por otro lado,
suponga que π y π1 son dos distribuciones estacionarias distintas para una
matriz P . Entonces la combinación lineal convexa απ � p1 � αqπ1, para
α P r0, 1s, también es una distribución estacionaria puespαπ � p1� αqπ1qP � απP � p1� αqπ1P � απ � p1� αqπ1.
Por lo tanto, si existen dos distribuciones estacionarias distintas para una ca-
dena, entonces existe una infinidad de ellas. Esto demuestra que el conjunto
de distribuciones estacionarias es un conjunto convexo. Tomando en cuenta
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las observaciones anteriores y de acuerdo a los ejemplos mostrados, sólo hay
tres situaciones sobre la existencia de distribuciones estacionarias para una
cadena de Markov cualquiera: no existe ninguna distribución estacionaria,
existe una distribución estacionaria y es única, o existe una infinidad de dis-
tribuciones estacionarias. Dadas estas consideraciones, es natural plantearse
el problema de encontrar condiciones necesarias y suficientes para que una
cadena tenga alguna distribución estacionaria. Primeramente demostrare-
mos que cuando existe una distribución estacionaria, ésta tiene como soporte
el conjunto de estados recurrentes positivos.

Proposición 3.17 (Soporte de una distribución estacionaria) Sea π

una distribución estacionaria para una cadena de Markov. Si j es un estado
transitorio o recurrente nulo, entonces πj � 0.

Demostración. Usaremos el hecho de que si j es un estado transitorio o
recurrente nulo, entonces para cualquier estado i,

ĺım
nÑ8 1

n

ņ

k�1

pijpkq � 0.

Como π es una distribución estacionaria,

πj �
i̧

πi pij�
i̧

πi pijpkq� 1

n

ņ

k�1 i̧

πi pijpkq�
i̧

πi p 1
n

ņ

k�1

pijpkq q
Tomando el ĺımite cuando nÑ8, por el teorema de convergencia dominada,
se obtiene

πj �
i̧

πi p ĺım
nÑ8 1

n

ņ

k�1

pijpkq q � 0.

�
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En particular, si πj ¡ 0, entonces j es un estado recurrente positivo. Es-
to es una consecuencia inmediata del resultado anterior y para ello puede
usarse un argumento por contradicción. Por otro lado, la proposición recién
demostrada también nos ayuda a corroborar nuevamente, por ejemplo, que
una caminata aleatoria simétrica simple no tiene distribución estacionaria,
pues se trata de una cadena cuyos estados son todos recurrentes nulos y por
lo tanto πj � 0 para cualquier valor entero de j. Se presenta a continuación
una solución al problema de encontrar condiciones suficientes que garanticen
la existencia y unicidad de la distribución estacionaria.

Proposición 3.18 (Existencia y unicidad de la distribución esta-
cionaria) Toda cadena de Markov que es irreducible y recurrente positiva
tiene una única distribución estacionaria dada por

πj � 1

µj
¡ 0,

en donde µj es el tiempo medio de recurrencia del estado j. En particular,
toda cadena finita e irreducible tiene una única distribución estacionaria.

Demostración. Sea πj � 1{µj . Demostraremos que

(1) πj �
i̧

πi pij .

(2)
j̧

πj � 1.

(3) πj es única.

Como la cadena es irreducible y recurrente positiva, se tiene que µj   8,
para cualquier estado j. Por lo tanto el cociente 1{µj es estrictamente posi-
tivo. Por el teorema ergódico para cadenas de Markov,

ĺım
nÑ8 1

n

ņ

m�1

pijpmq � 1

µj
.
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(1) Estacionariedad. Para cualquier natural N ,

Ņ

i�0

πi pij � Ņ

i�0

p ĺım
nÑ8 1

n

ņ

m�1

pkipmq q pij� ĺım
nÑ8 1

n

ņ

m�1

Ņ

i�0

pkipmq pij¤ ĺım
nÑ8 1

n

ņ

m�1

pkjpm� 1q� πj.

Haciendo N Ñ8,

i̧

πi pij ¤ πj. (3.6)

Suponga que para algún valor de j la desigualdad anterior es estricta.
Sumando sobre todos los valores j, por el teorema de Fubini,

j̧

πj ¡
j̧ i̧

πi pij �
i̧

πi
j̧

pij �
i̧

πi.

Lo cual es una contradicción. Por lo tanto (3.6) es una igualdad. Esto
demuestra que π es estacionaria.

(2) Distribución de probabilidad. Para cualquier número natural N ,

Ņ

j�0

πj � Ņ

j�0

p ĺım
nÑ8 1

n

ņ

k�1

pijpkq q� ĺım
nÑ8 1

n

ņ

k�1

Ņ

j�0

pijpkq¤ ĺım
nÑ8 1

n

ņ

k�1

1� 1.

Por otra parte, recordemos que si π es estacionaria para P , entonces
también lo es para P pmq para cualquier m natural, es decir,

πj �
i̧

πi pijpmq, (3.7)
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de modo que para cualquier n natural,

πj �
i̧

πi p 1
n

ņ

m�1

pijpmq q.
Haciendo nÑ8, por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue,
y usando el hecho de que

°
j πj ¤ 1,

πj � 8̧
i�0

πi p ĺım
nÑ8 1

n

ņ

m�1

pijpmq q � 8̧
i�0

πi πj .

Dado que πj es estrictamente positivo, se obtiene que
°

i πi � 1.

(3) Unicidad. Sean π y π1 dos distribuciones estacionarias para la matriz
P . Entonces para cualquier valor natural de n,

π1j �
i̧

π1i p 1n ņ

m�1

pijpmqq ¥ Ņ

i�0

π1i p 1n ņ

m�1

pijpmqq.
Haciendo nÑ 8,

π1j ¥ Ņ

i�0

π1i πj .
Ahora hacemos N Ñ8 para obtener

π1j ¥ πj. (3.8)

Si esta desigualdad fuera estricta para algún valor de j, entonces
sumando sobre todos los valores de j se obtiene 1 � °j π1j ¡ °j πj �
1, lo cual es una contradicción. Por lo tanto (3.8) es una igualdad para
cada valor de j, y ello demuestra la unicidad.

�

Ejemplo 3.21 La cadena de Markov de dos estados es finita e irreducible
cuando a � b ¡ 0, y por lo tanto es recurrente positiva. Por la Proposi-
ción 3.18 existe una única distribución estacionaria para esta cadena. Re-
solviendo el sistema de ecuaciones π � πP para π � pπ0, π1q, con π0�π1 �
1, se encuentra que pπ0, π1q � p b

a� b
,

a

a� b
q.
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Como otra aplicación de la Proposición 3.18 encontramos nuevamente que,
sin hacer mayores cálculos, los tiempos medios de recurrencia sonpµ0, µ1q � p 1

π0
,
1

π1
q � pa� b

b
,
a� b

a
q.

Ejemplo 3.22 La cadena de Ehrenfest es finita e irreducible, en consecuen-
cia es recurrente positiva. Por lo tanto tiene una única distribución esta-
cionaria. Resolviendo el sistema de ecuaciones π � πP junto con

°
j πj � 1

se encuentra que el vector estacionario π tiene distribución binpN, pq, con
p � 1{2, es decir,

πj � �N
j



1

2N
, para j � 0, 1, . . . , N. (3.9)

En efecto, el sistema de ecuaciones π � πP se escribe

π0 � 1

N
π1

π1 � π0 � 2

N
π2

π2 � N � 1

N
π1 � 3

N
π3

...

πN�1 � 2

N
πN�1 � πN

πN � 1

N
πN�1.

Se busca resolver este sistema de ecuaciones junto con la condición
°

j πj �
1. Reescribiendo cada una de estas ecuaciones en términos de π0 se encuen-
tra que

πj � �N
j



π0, para j � 0, 1, . . . , N.

Sumando todas estas ecuaciones se llega a la identidad

1 � π0

Ņ

k�0

�
N

k


 � π0 2
N .
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De donde se obtiene π0 � 1{2N y de esta forma se demuestra (3.9). En vista
de la Proposición 3.18, los tiempos medios de recurrencia para esta cadena
son

µj � 1

πj
� 2N�

N
j

� , para j � 0, 1, . . . , N.

Para fines ilustrativos concretos podemos tomar el caso N � 2, es decir, se
tienen únicamente dos bolas distribuidas en las dos urnas de la cadena de
Ehrenfest. Entonces la distribución binomial binpN, pq, como el vector de
probabilidad invariante de esta cadena, se escribepπ0, π1, π2q � p1{4, 1{2, 1{4q.

π

0 1 2

1{2
1{4

Urna A Urna B

Figura 3.17

En vista del teorema ergódico, esto significa que, a largo plazo, la cadena de
Ehrenfest se encontrará en el estado 1 el 50% del tiempo, y en los estados 0 y
2 el 25% del tiempo en cada uno de ellos. Los tiempos medios de recurrencia
son pµ0, µ1, µ2q � p4, 2, 4q,
es decir, si por ejemplo la cadena se encuentra en algún momento en el
estado 0, entonces tardará en promedio 4 tiempos para regresar nuevamente
a ese estado. En este caso particular, estos tiempos medios de recurrencia
pueden corroborarse usando la definición básica de esperanza.

Ejemplo 3.23 La cadena de racha de éxitos, aunque no es finita, es irre-
ducible y recurrente positiva. Por lo tanto tiene una única distribución esta-
cionaria dada por la distribución geop1 � pq, es decir, el sistema de ecua-
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ciones π � πP junto con
°

j πj � 1 tiene como única solución la distribu-
ción

πj � p1� pq pj , para j � 0, 1, 2 . . .

Como consecuencia de la Proposición 3.18, se resuelve un problema dif́ıcil
de manera inmediata: los tiempos medios de recurrencia para cada uno de
los estados de esta cadena son

µj � 1

πj
� 1p1� pq pj , para j � 0, 1, 2 . . .

En particular, µ0 � 1{p1 � pq. Esto confirma los cálculos realizados antes
para µ0 a partir de la fórmula µ0 � °8

n�1
n f00pnq.

3.14. Distribuciones ĺımite

Como hemos mencionado antes, toda matriz de probabilidades de transición
P determina una sucesión de distribuciones de probabilidad π0, π1, . . . sobre
el espacio de estados, dada por

πn � πn�1P � π0Pn, n ¥ 1. (3.10)

Bajo ciertas condiciones tal sucesión es convergente a una distribución de
probabilidad ĺımite π. Imaginemos por ahora que tal es el caso y supongamos
entonces que

π � ĺım
nÑ8 πn.

Examinaremos algunas propiedades de esta distribución ĺımite. Tomando el
ĺımite cuando nÑ8 en las dos igualdades de (3.10) se tiene que

π � π P (3.11)

y π � π0 p ĺım
nÑ8Pnq. (3.12)

Estas igualdades revelan varias cosas. Primero, la supuesta distribución
ĺımite es una distribución estacionaria, (3.11). Segundo, la distribución ĺımite
no depende de la distribución inicial, pues nuevamente la igualdad (3.11)
indica que π se determina a través de la ecuación (3.11). Tercero, la distribu-
ción ĺımite está dada por el ĺımite de las potencias de P , (3.12). Cuarto, a
partir de (3.12), el ĺımite de las potencias de P es una matriz con todos sus
renglones idénticos, siendo este reglón la distribución ĺımite. En esta sección
se establecen condiciones para obtener rigurosamente estos resultados.
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Definición 3.14 Considere una cadena de Markov con matriz de probabi-
lidades de transición P � ppijq y distribución inicial π0. Se le llama dis-
tribución ĺımite de esta cadena al vector

π � ĺım
nÑ8 π0 Pn � ĺım

nÑ8
i̧

π0
i pijpnq.

Observe que el vector ĺımite π en la definición anterior podŕıa no ser una
distribución de probabilidad verdadera, a pesar de esto mantendremos dicho
término en la definición. Como se ha mencionado, toda posible distribución
ĺımite es estacionaria pero el rećıproco es en general falso, como se ilustra
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.24 Es inmediato comprobar que la distribución p1{2, 1{2q es
estacionaria para la cadena con matriz

P � � 0 1
1 0



.

Sin embargo las potencias de P no convergen, pues para cualquier n ¥ 0,

P 2n�1 � � 0 1
1 0



y P 2n � � 1 0

0 1



.

El siguiente resultado es válido para espacios de estados finitos o infinitos,
y establece que si el ĺımite de las probabilidades pijpnq, cuando n Ñ 8,
existen y no dependen de i, entonces la distribución ĺımite podŕıa ser una
distribución estacionaria. Esto es solamente una posibilidad, pues los ĺımites
podŕıan ser todos cero. En el caso finito, sin embargo, demostraremos que
tales ĺımites conforman una distribución de probabilidad verdadera.

Proposición 3.19 Considere una cadena de Markov con probabilidades de
transición pij tales que los ĺımites πj � ĺımnÑ8 pijpnq existen para cada j,
y no dependen del estado i. Entonces

1.
j̧

πj ¤ 1.

2. πj �
i̧

πi pij.
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Cuando el espacio de estados es finito se cumple la igualdad en el primer
resultado obteniéndose una distribución de probabilidad verdadera.

Demostración.

Caso 1. Espacio de estados finito. Suponga que el espacio de estados es el
conjunto finito t0, 1, . . . , Nu. Entonces la primera afirmación se cumple con
igualdad pues

Ņ

j�0

πj � Ņ

j�0

ĺım
nÑ8 pijpnq � ĺım

nÑ8 Ņ

j�0

pijpnq � 1.

Para la segunda afirmación se tiene que para cualquier n ¥ 1,

Ņ

i�0

πi pij � Ņ

i�0

r ĺım
mÑ8 pkipmq s pij� ĺım

mÑ8 Ņ

i�0

pkipmq pij� ĺım
mÑ8 pkjpm� 1q� πj .

Caso 2. Espacio de estados infinito. Suponga ahora que el espacio de estados
es infinito. En este caso no es posible garantizar la validez del intercambio
de ĺımite y suma efectuado en el caso anterior. Para la primera afirmación
se tiene que para cualquier número natural N ¥ 1,

Ņ

j�0

πj � Ņ

j�0

r ĺım
nÑ8s pijpnq � ĺım

nÑ8 Ņ

j�0

pijpnq ¤ ĺım
nÑ8 1 � 1.

Haciendo N Ñ 8 se obtiene el resultado buscado. Para la segunda afirma-
ción, nuevamente para cualquier número natural N ¥ 1, y para cualquier
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estado j,

Ņ

i�0

πi pij � Ņ

i�0

ĺım
nÑ8 pkipnq pij� ĺım

nÑ8 Ņ

i�0

pkipnq pij¤ ĺım
nÑ8 pkjpn� 1q� πj.

Tomando el ĺımite cuando N Ñ8 se obtiene que para cualquier estado j,

i̧

πi pij ¤ πj. (3.13)

Si πj � 0 para cualquier j, entonces estas desigualdades se convierten en
identidades como dice el enunciado. Suponga entonces que

°
j πj ¡ 0. De-

mostraremos que las desigualdades que aparecen en (3.13) no pueden ser
estrictas. Suponga que para algún estado j,

°
i πi pij   πj. Entonces

j̧

πj ¡
i̧,j

πi pij �
i̧

πi
j̧

pij �
i̧

πi.

Esto es una contradicción, por lo tanto (3.13) es en realidad una igualdad.
�

Ahora se establecen condiciones suficientes para que exista el ĺımite de las
probabilidades de transición cuando el número de pasos n crece a infini-
to. Este resultado es una especie de rećıproco del resultado anterior, pues
supone la existencia de una distribución estacionaria para concluir que los
ĺımites de las probabilidades existen.

Teorema 3.2 (Convergencia a la distribución estacionaria) Con-
sidere una cadena de Markov que es:

a) irreducible,

b) aperiódica, y

c) con distribución estacionaria π.
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Entonces para cualesquiera estados i y j, ĺım
nÑ8 pijpnq � πj.

Demostración. El método de esta demostración se conoce como técnica
de acople. Sea tYn : n ¥ 0u una cadena de Markov independiente de la
original tXn : n ¥ 0u, pero con la misma matriz de probabilidades de
transición. Entonces el proceso tZn : n ¥ 0u definido por Zn � pXn, Ynq es
una cadena de Markov con probabilidades de transición

P pZn�1 � pxn�1, yn�1q |Zn � pxn, ynqq � pxn,xn�1
pyn,yn�1

,

y puede fácilmente comprobarse que tiene distribución estacionaria

πxn,yn � πxn πyn .

Puede además verificarse que la cadena tZn : n ¥ 0u es recurrente positiva.
Además es irreducible, pues como tXn : n ¥ 0u y tYn : n ¥ 0u son aperiódi-
cas, existe un número natural N tal que pijpnq pklpnq ¡ 0, para toda n ¡ N .
Por lo tanto ppi,kqpj,lqpnq ¡ 0.
Sea j un estado cualquiera de la cadena original. Defina el primer momento
en el que la cadena tZn : n ¥ 0u visita el estado pj, jq como τj � mı́ntn ¥
1 : Zn � pj, jqu. Sea además τ � mı́ntn ¥ 1 : Xn � Ynu. Este es el primer
momento de acople de las dos cadenas. Como tZn : n ¥ 0u es recurrente,
P pτ   8q � 1. Además τ ¤ τj . Por la propiedad de Markov,

P pXn � x, τ ¤ nq �
j̧

ņ

r�1

P pXn � x,Xr � j, τ � rq�
j̧

ņ

r�1

P pXn � x |Xr � j, τ � rqP pXr � j, τ � rq�
j̧

ņ

r�1

P pYn � x |Yr � j, τ � rqP pYr � j, τ � rq�
j̧

ņ

r�1

P pYn � x |Yr � jqP pYr � j, τ � rq� P pYn � x, τ ¤ nq,
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es decir, sobre el evento pτ ¤ nq, las variables Xn y Yn tienen la misma
distribución de probabilidad. Por otro lado,

P pXn � jq � P pXn � j, τ ¤ nq � P pXn � j, τ ¡ nq� P pYn � j, τ ¤ nq � P pXn � j, τ ¡ nq¤ P pYn � jq � P pτ ¡ nq.
De manera análoga, P pYn � jq ¤ P pXn � jq � P pτ ¡ nq. Por lo tanto,|P pXn � jq � P pYn � jq| ¤ P pτ ¡ nq Ñ 0, (3.14)

cuando nÑ8. Si ahora se toma X0 � i con probabilidad uno, entonces se
tiene que

P pXn � jq � P pXn � j |X0 � iqP pX0 � iq � pijpnqP pX0 � iq � pijpnq.
Por otro lado, si se toma Y0 con la distribución estacionaria π, entonces

P pYn � jq �
i̧

P pYn � j |Y0 � iqπi �
i̧

πi pijpnq � πj.

Substituyendo estas expresiones en (3.14) se conluye que|pijpnq � πj| Ñ 0.

�

El siguiente resultado establece condiciones suficientes para la existencia
del ĺımite de las probabilidades de transición cuando el número de pasos
crece a infinito, asegurando además que el ĺımite obtenido constituye una
distribución de probabilidad estacionaria.

Teorema 3.3 (Convergencia para cadenas de Markov) Considere
una cadena de Markov que es:

a) irreducible,

b) recurrente positiva, y

c) aperiódica.
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Entonces las probabilidades ĺımite πj � ĺım
nÑ8 pijpnq existen, están dadas por

πj � 1{µj , y constituyen la única solución al sistema de ecuaciones

πj �
i̧

πi pij, (3.15)

sujeto a las condiciones πj ¥ 0, y
°

j πj � 1.

Demostración. Como la cadena es irreducible y recurrente positiva, tiene
una única distribución estacionaria dada por πj � 1{µj . Es decir, es la única
solución al sistema de ecuaciones π � πP , con πj ¥ 0 y

°
j πj � 1. Además,

por la aperiodicidad, pijpnq Ñ πj . �

3.15. Cadenas regulares

Las cadenas de Markov regulares son cadenas finitas que cumplen la pro-
piedad de que a partir de un cierto momento, con probabilidad positiva se
puede pasar de un estado a otro cualquiera en un paso. Demostraremos que
para este tipo de cadenas siempre existe la distribución ĺımite.

Definición 3.15 Se dice que una cadena finita o su matriz de probabilida-
des de transición es regular si existe un entero natural n tal que pijpnq ¡ 0,
para cualesquiera estados i y j.

En palabras, una cadena de Markov finita es regular si alguna potencia de
su matriz de probabilidades de transición tiene todas sus entradas estricta-
mente positivas. Otra forma de definir a una cadena regular es a través del
siguiente resultado.

Proposición 3.20 Una matriz estocástica es regular si, y sólo si, es finita,
irreducible y aperiódica.

Demostración. Si la matriz es regular, entonces claramente es finita,
irreducible y aperiódica. Rećıprocamente, por la irreducibilidad, para cua-
lesquiera dos estados i y j, existe un entero m tal que pijpmq ¡ 0. Entonces
existe un entero N tal que pijpm � n dpjqq ¡ 0, para cada n ¥ N . Como
dpjq � 1 y siendo la matriz finita, esto implica la regularidad. �
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Para este tipo particular de cadenas finitas se conocen los siguientes resul-
tados acerca de su comportamiento ĺımite.

Proposición 3.21 Toda cadena finita que además es:

1. regular, tiene como distribución ĺımite la única solución no negativa
del sistema de ecuaciones (3.15).

2. regular y doblemente estocástica, tiene como distribución ĺımite la dis-
tribución uniforme.

3. irreducible, aperiódica y doblemente estocástica, tiene como distribu-
ción ĺımite la distribución uniforme.

Demostración.

1. Como la cadena es regular, es irreducible, aperiódica, y es recurrente
positiva por ser finita. Por el Teorema 3.3, la distribución ĺımite existe
y está dada por el sistema de ecuaciones (3.15).

2. Como la cadena es regular, es aperiódica, irreducible y recurrente
positiva por ser finita. Entonces la distribución ĺımite existe. Por
la hipótesis de doble estocasticidad y suponiendo que el espacio de
estados es t0, 1, . . . , Nu, se tiene que

°N
i�0

pijpnq � 1. Tomando el

ĺımite cuando n tiende a infinito se obtiene
°N

i�0
πj � 1. Por lo tanto,

πj � 1{pN � 1q.
3. Este resultado es idéntico al anterior, pues hemos demostrado que la

regularidad es equivalente a la finitud, irreducibilidad y aperiodicidad
conjuntamente.

�

Ejemplo 3.25 Sea Sn la suma de los resultados que se obtienen al lanzar
un dado equilibrado n veces. Encontraremos

ĺım
nÑ8P pSn es múltiplo de 7q.
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Defina el proceso Xn � Sn mod. 7 cuyo espacio de estados es t0, 1, . . . , 6u.
No es dif́ıcil convencerse de que tXn : n ¥ 1u es una cadena de Markov con
matriz de probabilidades de transición

P � ��������� 0 1{6 1{6 1{6 1{6 1{6 1{6
1{6 0 1{6 1{6 1{6 1{6 1{6
1{6 1{6 0 1{6 1{6 1{6 1{6
1{6 1{6 1{6 0 1{6 1{6 1{6
1{6 1{6 1{6 1{6 0 1{6 1{6
1{6 1{6 1{6 1{6 1{6 0 1{6
1{6 1{6 1{6 1{6 1{6 1{6 0

�ÆÆÆÆÆÆÆ
El evento pSn es múltiplo de 7q es idéntico al evento pXn � 0q, de modo
que la probabilidad de que Sn sea múltiplo de 7 a largo plazo es el tiempo de
estancia a largo plazo que la cadena tXn : n ¥ 1u pasa en el estado 0. El
problema se reduce a encontrar la distribución ĺımite de P . Pero esta matriz
es regular, y entonces su distribución ĺımite es la uniforme. Por lo tanto,

ĺım
nÑ8P pXn � 0q � 1{7.

3.16. Cadenas reversibles

Sea tXn : n ¥ 0u una cadena de Markov con probabilidades de transición
pij. Sea m ¥ 1 un entero fijo y defina un nuevo proceso Yn � Xm�n para
n � 0, . . . ,m, es decir, tYn : n � 0, . . . ,mu es la cadena original pero vista
en sentido inverso en el tiempo, ahora del tiempo m al tiempo 0. Este nuevo
proceso resulta también ser una cadena de Markov, pues cumple el criterio
de independencia entre pasado y futuro cuando se conoce el presente, las
nociones de pasado y futuro se intercambian debido al cambio en el sentido
del tiempo. En efecto, para 1 ¤ r   n ¤ m, considere la probabilidad
condicional

P p y1, . . . , yr�1, yr�1, . . . , yn | yr q.
En términos del proceso tXn : n ¥ 0u, esta probabilidad es

P pXm�1 � y1, . . . ,Xm�r�1 � yr�1,

Xm�r�1 � yr�1, . . . ,Xm�n � yn |Xm�r � yrq.
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Por la propiedad de Markov del proceso tXn : n ¥ 0u, esta probabilidad es
el producto

P pXm�1 � y1, . . . ,Xm�r�1 � yr�1 |Xm�r � yrq
P pXm�r�1 � yr�1, . . . ,Xm�n � yn |Xm�r � yrq,

que en términos del proceso tYn : n � 0, . . . ,mu es la propiedad de Markov
para este proceso

P py1, . . . , yr�1 | yrqP pyr�1, . . . , yn | yrq.
Sin embargo, las probabilidades de transición del nuevo proceso no son ho-
mogéneas pues para 0 ¤ n   m,

P pYn�1 � j |Yn � iq � P pXm�n � i,Xm�n�1 � jq
P pXm�n � iq� P pXm�n � i |Xm�n�1 � jq P pXm�n�1 � jq

P pXm�n � iq� pji
P pYn�1 � jq
P pYn � iq ,

es decir, estas probabilidades dependen de n a través del cociente P pYn�1 �
jq{P pYn � iq. Tal dependencia desaparece cuando se toma como hipótesis
la existencia de una distribución estacionaria π para tXn : n ¥ 0u, pues en
tal caso la igualdad anterior se reduce a

P pYn�1 � j |Yn � iq � pji
πj

πi
. (3.16)

Bajo tal hipótesis las probabilidades de transición de la nueva cadena son
ahora estacionarias. Si adicionalmente se pide que las probabilidades de
transición son las mismas para ambas cadenas, entonces de la ecuación (3.16)
se obtiene que debe satisfacerse la ecuación pij � pji πj{πi, es decir, πi pij �
πj pji. Esto lleva a la siguiente definición de reversibilidad, la cual añade la
hipótesis de irreducibilidad.

Definición 3.16 Se dice que una cadena de Markov irreducible con proba-
bilidades de transición pij y con distribución estacionaria π es reversible en
el tiempo si para cualesquiera estados i y j,

πi pij � πj pji. (3.17)
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A la ecuación (3.17) se llama ecuación de balance detallado. La utilidad de
las cadenas reversibles está dada por el siguiente resultado, el cual ejempli-
ficaremos más adelante con un par de aplicaciones.

Proposición 3.22 Considere una cadena irreducible para la cual existe una
distribución π que cumple la identidad (3.17). Entonces π es una distribu-
ción estacionaria y la cadena es reversible.

Demostración. Si π cumple (3.17), entonces es una distribución esta-
cionaria pues

°
i πi pij � °i πj pji � πj. Además la cadena es reversible por

definición. �

Ejemplo 3.26 Considere nuevamente la cadena de Ehrenfest. El espacio
de estados es t0, . . . , Nu, y las probabilidades de transición son, para i �
1, . . . , N � 1,

pij � $&% pN � iq{N si j � i� 1,
i{N si j � i� 1,
0 otro caso,

con p01 � 1 y pN,N�1 � 1. Esta cadena es finita, irreducible y recurrente
positiva. Estas propiedades garantizan que la cadena tiene una única dis-
tribución estacionaria. Si se desea encontrar esta distribución estacionaria
a través de la ecuación π � π P , uno tendŕıa que resolver el sistema

π0 � 1

N
π1,

πi � N � i� 1

N
πi�1 � i� 1

N
πi�1, para i � 1, . . . , N � 1,

πN � 1

N
πN�1.

A partir de estas ecuaciones hemos demostrado en el Ejemplo 3.22 de la
página 78 que π es la distribución binpN, 1{2q. Alternativamente, usando el
concepto de reversibilidad se puede intentar encontrar una posible solución
al sistema de ecuaciones

πi pij � πj pji,

el cual, después de algunos cálculos, se reduce al sistema

πi�1 � N � i

i� 1
πi, para i � 0, 1, . . . , N � 1.
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Si existiera una solución a este sistema de ecuaciones que resulte ser una
distribución de probabilidad, entonces por la Proposición 3.22 sabŕıamos que
dicha distribución es estacionaria y la cadena seŕıa reversible. Dado que las
probabilidades buscadas se encuentran en términos de la inmediata anterior,
se puedan escribir todas en términos de π0 y de esa forma se obtienen las
siguientes expresiones

π1 � �
N

1



π0,

π2 � �
N

2



π0,

...

πN � �
N

N



π0.

Sumando todas estas cantidades junto a π0 se tiene que

1 � π0

Ņ

i�0

�
N

i


 � π0 2
N .

Por lo tanto π0 � 1{2N , y encontramos nuevamente que πi � �
N
i

�{2N es
la solución al sistema. Esta es la distribución binpN, 1{2q. Por la Proposi-
ción 3.22, sabemos entonces que la distribución encontrada es estacionaria
y la cadena es reversible.

Ejemplo 3.27 Considere una caminata aleatoria no homogénea sobre el
conjunto t0, 1, . . .u, con probabilidades de transición

pij � $''&''% pi si j � i� 1,
qi si j � i� 1,
1� pi � qi si j � i,

0 otro caso,

en donde q0 � 0. Esta es una cadena irreducible. Si uno busca una distribu-
ción estacionaria a través de la ecuación π � π P , se tendŕıa que resolver
el sistema de ecuaciones

π0 � π0p1� p0q � q1 π1,

πi � πi�1 qi�1 � πip1� pi � qiq � πi�1 pi�1, para i ¥ 1.
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Sin embargo la condición (3.17) se traduce en el sistema más simple πi pi �
πi�1 qi�1. Una posible solución de este sistema (su existencia dependerá de
los parámetros pi y qi), será la distribución estacionaria para esta caminata
y la cadena será entonces reversible en el tiempo.

Resumen de la notación utilizada. Como referencia se presenta a con-
tinuación una lista de la notación utilizada en este caṕıtulo.

pij Probabilidad de pasar del estado i al estado j en un paso, es decir,
pij � P pX1 � j |X0 � iq.

pijpnq Probabilidad de pasar del estado i al estado j en n pasos, es decir,
pijpnq � P pXn � j |X0 � iq. En algunos textos aparece también como

p
pnq
ij . En particular, se define pijp0q � δij , que vale uno cuando i � j,

y cero cuando i � j.

fijpnq Probabilidad de llegar por primera vez al estado j a partir del esta-
do i exactamente en el paso n, es decir, fijpnq � P pXn � j,Xn�1 �
j, . . . ,X1 � j |X0 � iq. A veces se escribe también como f

pnq
ij . En par-

ticular se define fijp0q � 0 para cualesquiera estados i y j, incluyendo
el caso i � j.

fij Probabilidad de una eventual visita el estado j a partir del estado i.
En términos de probabilidades de primeras visitas, esta probabilidad
es fij � °8

k�0
fijpnq.

Nijpnq Variable aleatoria que registra el número de visitas realizadas al estado
j durante las primeras n transiciones, cuando la cadena inicia en el
estado i, es decir, Nijpnq � °n

k�1
1pXk�jq, cuando X0 � i.

Nij Variable aleatoria que cuenta el número total de visitas realizadas
al estado j cuando la cadena inicia en el estado i, es decir, Nij �°8

k�1
1pXk�jq, cuando X0 � i. Puede tomar el valor infinito.

τij Tiempo en el que se logra la primera visita el estado j a partir del
estado i, es decir, τij � mı́ntn ¥ 1 : Xn � ju, cuando X0 � i. Toma el
valor infinito cuando nunca ocurre tal evento. Cuando i � j se escribe
τi, y corresponde al tiempo del primer regreso al estado i.
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µij Tiempo medio de primera visita al estado j a partir del estado i, es
decir, µij � Epτijq. Puede ser infinito. Cuando i � j se escribe µi y se
le llama tiempo medio de recurrencia del estado i.

Notas y referencias. El tema de cadenas de Markov a tiempo discreto
aparece en casi cualquier texto de procesos estocásticos en mayor o menor
profundidad, e incluso puede encontrarse también en los últimos caṕıtulos
de algunos textos de probabilidad. El tema es regularmente la parte inicial
y obligada de un curso elemental de procesos estocásticos. Las siguientes
referencias son una muestra de algunos textos que contienen caṕıtulos sobre
el tema de cadenas de Markov a un nivel similar al presentado: Karlin y
Taylor [17], Brzeźniak y Zastawniak [3], Jones y Smith [15], Hoel, Port y
Stone [14], y Stirzaker [34]. Los textos de Caballero et al [4] y Norris [24],
están dedicados enteramente al tema de cadenas de Markov.

3.17. A. A. Markov

A. A. Markov

Andrey Andreyevich Markov (Rusia, 1856–
1922) tuvo una salud muy precaria durante
sus primeros años de vida, teniendo que ca-
minar con muletas hasta la edad de 10 años.
En 1874 ingresó a la Facultad de F́ısica y
Matemáticas de la universidad de San Pe-
tersburgo, y asistió a las clases de recono-
cidos matemáticos de la época, entre ellos
P. L. Chebyshev, quien tuvo una influencia
decisiva en el quehacer futuro de Markov. Se
graduó brillantemente en 1878, y continuó con
sus estudios de maestŕıa, los cuales concluyó en 1880. Trabajó como profe-
sor en la universidad de San Petersburgo al mismo tiempo que estudiaba
para su doctorado, el cual concluyó en 1884. Continuó trabajando en la
misma universidad por prácticamente el resto de su vida. Después de 1900,
y siguiendo los trabajos de P. L. Chebyshev, aplicó el método de fracciones
continuas en la teoŕıa de la probabilidad. Markov fue el mejor exponente
y continuador de las ideas de Chebyshev y de sus temas de investigación
en probabilidad. Especialmente sobresalientes son sus trabajos sobre la ley
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de los grandes números y el teorema central del ĺımite, aśı como otros re-
sultados fundamentales de la teoŕıa de la probabilidad, y sobre el método
de mı́nimos cuadrados. Markov fue un profesor muy estricto pero también
muy claro en sus exposiciones, y demandaba mucho rigor matemático en
los argumentos de sus estudiantes. Markov desarrolló su teoŕıa de cadenas
de Markov desde un punto de vista matemático, aunque también aplicó su
modelo en el análisis de estilos de escritura en poemas. Con sus trabajos so-
bre cadenas de Markov fundó una nueva rama de la probabilidad e inició la
teoŕıa de los procesos estocásticos.
Fuente: Archivo MacTutor, Universidad de St. Andrews.

3.18. Ejercicios

Recordemos que para hacer la notación más corta, a la probabilidad P pXn �
xnq se le ha escrito como ppxnq, es decir, el sub́ındice indica también la varia-
ble a la que se hace referencia. El significado de la probabilidad condicional
ppxn�1 |xnq es análogo.

Propiedad de Markov

20. Demuestre que la propiedad de Markov (3.1) es equivalente a cada
una de las siguientes condiciones.

a) Esta condición establece que la distribución conjunta queda es-
pecificada a través de la distribución inicial y las probabilidades
de transición en un paso: para cualesquiera estados x0, . . . , xn,

ppx0, x1, . . . , xnq � ppx0q ppx1 |x0q � � � ppxn |xn�1q.
b) Esta condición establece que el futuro, sin importar lo distante

que se encuentre, depende solamente del último momento obser-
vado: para cualesquiera enteros n,m ¥ 1,

ppxn�m |x0, . . . , xnq � ppxn�m |xnq.
c) Esta es la condición de Markov para tiempos no necesariamente

consecutivos: para cualesquiera enteros 0 ¤ n1   � � �   nm�1,

ppxnm�1
|xn1

, . . . , xnmq � ppxnm�1
|xnmq.
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d) Esta condición expresa la independencia entre el pasado y el
futuro cuando se conoce el presente: para cualesquiera enteros
0   k   n,

ppx0, . . . , xk�1, xk�1, . . . , xn |xkq� ppx0, . . . , xk�1 |xkq ppxk�1, . . . , xn |xkq.
e) En esta condición se consideran varios eventos en el futuro: para

cualesquiera enteros n,m ¥ 1,

ppxn�m, . . . , xn�1 |x0, . . . , xnq � ppxn�m |xn�m�1q � � �� � � ppxn�1 |xnq.
Matrices estocásticas

21. Demuestre que:

a) si P y Q dos matrices estocásticas (o doblemente estocásticas)
de la misma dimensión, entonces PQ también es estocástica (o
doblemente estocástica).

b) si P es estocástica (o doblemente estocástica), entonces para cual-
quier entero positivo n, la potencia Pn también es estocástica (o
doblemente estocástica).

22. Demuestre que una matriz cuadrada P puede ser tal que la potencia
Pn sea estocástica para algún entero n ¥ 2, sin ser P misma estocásti-
ca.

23. Demuestre que si una matriz estocástica P es simétrica, entonces para
cualquier n ¥ 1, la potencia Pn también es simétrica.

24. Demuestre que toda matriz estocástica simétrica es doblemente es-
tocástica.

25. Demuestre que toda matriz estocástica finita tiene siempre al número
uno como valor propio.
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Probabilidades de transición

26. Sea tXn : n ¥ 0u una cadena de Markov con espacio de estadost0, 1, 2u y con matriz de probabilidades de transición

P � �� 0.4 0.3 0.3
0.3 0.2 0.5
0.7 0 0.3

�.

Calcule:

a) P pX2 � 0,X1 � 0 |X0 � 1q.
b) P pX3 � 1,X2 � 1 |X1 � 2q.

27. Sea tXn : n ¥ 0u una cadena de Markov con dos estados t0, 1u, con
distribución inicial P pX0 � 0q � 1{2, P pX0 � 1q � 1{2, y con matriz
de probabilidades de transición

P � � 4{10 6{10
9{10 1{10 
 .

Calcule:

a) P pX0 � 0,X1 � 1,X2 � 0q.
b) P pX0 � 0 |X1 � 1q.
c) P pX1 � 0q.
d) P pX2 � 1q.
e) P pX0 � 0,X1 � 0,X2 � 1,X3 � 1q.

28. Sea tXn : n ¥ 0u una cadena de Markov con espacio de estados t0, 1u,
con distribución inicial P pX0 � 0q � 1{5, P pX0 � 1q � 4{5, y con
matriz de probabilidades de transición

P � � 1{2 1{2
2{3 1{3 
 .

Encuentre:

a) la distribución de X1.
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b) la distribución de X2.

c) la distribución conjunta de X1 y X2.

d) la esperanza condicional EpX2 |X1q.
29. Considere una cadena de Markov de dos estados: 0 y 1, con matriz de

probabilidades de transición

P � �
1{5 4{5
1{2 1{2 
 .

Suponga que la cadena tiene una distribución inicial dada por el vectorp3{5, 2{5q. Encuentre P pX1 � 0q, P pX1 � 1q, P pX2 � 0q y P pX2 � 1q.
30. Considere una cadena de Markov de dos estados: 0 y 1, con distribu-

ción inicial p1{2, 1{2q, y con matriz de probabilidades de transición

P � �
1{3 2{3
3{4 1{4 
 .

Encuentre:

a) la distribución de X1.

b) P pX5 � 1 |X4 � 0q.
c) P pX3 � 0 |X1 � 0q.
d) P pX100 � 0 |X98 � 0q.
e) P pX1 � 0 |X2 � 0q.
f) P pX1 � 1 |X2 � 1,X3 � 1q.
g) P pX3 � 0,X2 � 0 |X1 � 0q.

31. Ecuación de Chapman-Kolmogorov para cadenas no homogéneas. Con-
sidere una cadena de Markov con probabilidades de transición no nece-
sariamente homogéneas pijpn,mq � P pXm � j |Xn � iq, para n ¤ m.
Demuestre que para cualquier tiempo u tal que n   u   m,

pijpn,mq �
ķ

pikpn, uq pkjpu,mq.
32. Demuestre o proporcione un contraejemplo.
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a) pijpnq ¥ pijp1q pjjpn� 1q.
b) pijpnq � 1� pjipnq.

33. Demuestre que:

a) piipnq piipmq ¤ piipn�mq ¤ piipnq piipmq � p1� piipnqq.
b) sup

n
tpijpnqu ¤ fij ¤ 8̧

n�1

pijpnq.
c) iÑ j si, y sólo si, fij ¡ 0.

d) iØ j si, y sólo si, fijfji ¡ 0.

e)
8̧

n�1

pijpnq � fij r 8̧
n�1

pjjpnq � 1 s.
Cadenas de Markov

34. Sea ξ1, ξ2, . . . una sucesión de variables aleatorias independientes con
valores en el conjunto t0, 1, . . .u, y con idéntica distribución dada por
las probabilidades a0, a1, . . . Determine si el proceso tXn : n ¥ 1u
dado por Xn � mı́n tξ1, . . . , ξnu es una cadena de Markov. En caso
afirmativo encuentre la matriz de probabilidades de transición.

35. Para la cadena de Markov de dos estados, compruebe que:

a) P pX0 � 0,X1 � 1,X2 � 0q � ab p0.

b) P pX0 � 0,X2 � 1q � rab� p1� aqas p0.
c) P pX2 � 0q � rp1 � aq2 � abs p0 � rp1 � bqb� bp1� aqs p1.

36. Para la cadena de Markov de dos estados con distribución inicialpπ0, π1q, use inducción sobre n para demostrar que para a� b ¡ 0,

a) P pXn � 0q � b

a� b
� pπ0 � b

a� b
q p1� a� bqn.

b) P pXn � 1q � a

a� b
� pπ1 � a

a� b
q p1� a� bqn.

¿Cuál es el ĺımite de esta distribución cuando nÑ8?
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37. Encuentre la matriz de probabilidades de transición de la cadena de
Markov de cuatro estados dada por el laberinto de la Figura 3.18.
A partir de cada posición sólo se permite pasar a los estados como
indica el diagrama, con idéntica probabilidad para todas las posibili-
dades. Suponga que no se permite permanecer en la misma posición
al efectuarse un movimiento.

1 2

34

Figura 3.18

38. Se lanza un dado equilibrado repetidas veces. Sea Xn el número de
lanzamientos realizados al tiempo n desde la última vez que apareció el
número “6”. Demuestre que tXn : n ¥ 1u es una cadena de Markov y
encuentre las probabilidades de transición.

39. Sea tXn : n ¥ 0u una cadena de Markov con probabilidades de tran-
sición pij, y sea m ¥ 1 un entero fijo. Demuestre que los siguientes
procesos son también cadenas de Markov y encuentre las correspon-
dientes probabilidades de transición.

a) tXn�m : n ¥ 0u.
b) tXnm : n ¥ 0u.

40. Demuestre que para cualquier entero n ¥ 1,

a) P pXn � jq �
i̧

P pXn�1 � iq pijp1q.
b) P pXn � jq �

i̧

P pX0 � iq pijpnq.
41. Considere una cadena de Markov con espacio de estados t0, 1, . . . , Nu,
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y probabilidades de transición tales que para cualquier estado i,

EpXn�1 |Xn � iq � Ņ

j�0

j pij � i,

es decir, el estado promedio después de una transición es el estado
inicial. Demuestre que esta cadena es una martingala y que los estados
0 y N son absorbentes.

42. Renovaciones discretas. Sea ξ1, ξ2, . . . una sucesión de variables aleato-
rias independientes idénticamente distribuidas, y con valores en el
conjunto t1, 2, . . .u. Interpretaremos estas variables discretas como los
tiempos de vida de art́ıculos puestos en operación uno después de otro
en un proceso de renovación a tiempo discreto. Sea X0 � 0 y para
cada n ¥ 1 sea Xn � ξ1 � � � � � ξn. Para cada k � 1, 2, . . . defina

Nk � máx tn ¥ 1 : Xn ¤ ku.
Si el conjunto indicado es vaćıo, entonces el máximo se define como
cero. La variable Nk cuenta el número de renovaciones efectuadas has-
ta el tiempo k. Sea Ak � k�XNk

, es decir, Ak es la edad del art́ıculo
que se encuentra en operación al tiempo k, o bien, el tiempo transcu-
rrido desde la última renovación. La notación A proviene del término
en inglés Age. Demuestre que el proceso tAk : k ¥ 1u es una cadena
de Markov con espacio de estados t0, 1, . . .u, y con probabilidades de
transición

pi,0 � P pX � i� 1q
P pX ¥ i� 1q , pi,i�1 � P pX ¥ i� 2q

P pX ¥ i� 1q .
43. Considere la cadena de inventarios en donde ξn tiene distribución uni-

forme en el conjunto t0, 1, 2, 3u, con s � 1 y S � 4. Encuentre la
matriz de probabilidades de transición de esta cadena.

44. Sea tXn : n ¥ 0u la cadena de Markov de dos estados. Demuestre
que el proceso Yn � pXn�1,Xnq es una cadena de Markov. Determine
el espacio de estados de este nuevo proceso y encuentre la matriz de
probabilidades de transición. Generalice este resultado para cualquier
cadena con espacio de estados t0, 1, . . .u.
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45. Se colocan N bolas negras en una primera urna, y N bolas blancas en
una segunda urna. Se selecciona al azar una bola de cada urna y se
intercambian. Este ensayo se repite varias veces. Sea Xn el número de
bolas blancas en la primera urna después del n-ésimo ensayo. Justi-
fique que tXn : n ¥ 1u es una cadena de Markov y encuentre la matriz
de probabilidades de transición.

46. Sea ξ0, ξ1, . . . una sucesión de variables independientes con idéntica
distribución Berppq. Determine si el proceso tXn : n ¥ 1u definido
a continuación es una cadena de Markov. En caso afirmativo deter-
mine el espacio de estados y encuentre la matriz de probabilidades de
transición.

a) Xn � ξn � ξn�1.

b) Xn � Xn�1 � ξn.

c) Xn � Xn�1 � ξn, (mód. 2).

47. Sea ξ1, ξ2, . . . una sucesión infinita de variables independientes con
valores en el conjunto t0, 1, 2, 3, 4u y con idéntica distribución dada
por tp0, p1, p2, p3, p4u. Determine si el proceso tXn : n ¥ 1u definido a
continuación es una cadena de Markov. En caso afirmativo encuentre
el espacio de estados y la matriz de probabilidades de transición.

X0 � 0,

Xn�1 � Xn � ξn�1 (mód. 5), para n ¥ 0.

48. Modificación de la cadena de Ehrenfest. Considere el esquema de dos
urnas como en la cadena de Ehrenfest con un total de N bolas. Supon-
ga ahora que un ensayo consiste en que cada una de las bolas se cambia
de urna con una distribución de probabilidad especificada p1, . . . , pN ,
sin importar la posición de las bolas. Sea Xn el número de bolas en
una de las urnas después del n-ésimo ensayo. ¿Es esta una cadena de
Markov? En caso afirmativo encuentre la matriz de probabilidades de
transición.

49. Sea tXn : n ¥ 0u una cadena de Markov con espacio de estados E.
Defina el proceso tYn : n ¥ 0u de la siguiente forma: Yn � pXn,Xn�1q.
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Determine el espacio de estados del proceso tYn : n ¥ 0u, demuestre
que es una cadena de Markov y encuentre sus probabilidades de tran-
sición en términos de las probabilidades de transición de tXn : n ¥ 0u.
Comunicación

50. Demuestre que la comunicación entre los estados de una cadena de
Markov es una relación de equivalencia.

51. Dibuje un diagrama de transición e identifique las clases de comuni-
cación para las siguientes cadenas de Markov.

aq P � �� 0.3 0 0.7
0.4 0.6 0
0.5 0 0.5

� bq P � ���� 0 0.2 0 0.8
0.4 0.6 0 0
0 0 1 0
0 0 0.3 0.7

�ÆÆ
52. ¿Cuál es el número máximo y mı́nimo de clases de comunicación que

puede existir para una cadena de Markov de n estados? Dibuje un
diagrama de transición ilustrando cada una de estas dos situaciones.

53. Dibuje el diagrama de transición de una cadena de Markov que sea:

a) finita e irreducible.

b) finita y reducible.

c) infinita e irreducible.

d) infinita y reducible.

54. Dibuje un diagrama de transición y encuentre las clases de comuni-
cación para cada una de las siguientes cadenas de Markov.

aq P � �� 1{2 1{2 0
1{2 0 1{2
0 0 1

� bq P � ���� 0 0 1 0
1 0 0 0
1{2 1{2 0 0
1{3 1{3 1{3 0

�ÆÆ
cq P � ���� 0 1 0 0

0 0 0 1
0 1 0 0
1{2 0 1{2 0

�ÆÆ
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55. Considere una cadena de Markov con n estados. Demuestre que si
iÑ j con i � j, entonces es posible pasar de i a j en a lo sumo n� 1
pasos.

Periodo

56. Dibuje un diagrama de transición, determine las clases de comuni-
cación y calcule el periodo de cada uno de los estados de las siguientes
cadenas de Markov.

aq P � �� 1{2 1{2 0
1{2 1{2 0
0 1{2 1{2 � bq P � ���� 1{3 1{3 1{3 0

1 0 0 0
1{2 1{2 0 0
1{3 1{3 1{3 0

�ÆÆ
cq P � ���� 1{2 0 1{2 0

0 0 0 1
1{2 0 1{2 0
1{4 1{4 1{4 1{4 �ÆÆ

57. Dibuje un diagrama de transición, determine las clases de comuni-
cación y calcule el periodo de cada uno de los estados de las siguientes
cadenas de Markov.

a) P � ���� 1{4 1{4 1{4 1{4
0 1{2 1{2 0
0 0 0 1
0 0 1 0

�ÆÆ
b) P � ������ 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0
0 0 0 1{2 1{2
0 0 1 0 0
1{5 1{5 1{5 1{5 1{5

�ÆÆÆÆ
58. En la Proposición 3.4 se ha demostrado que el periodo es una propie-

dad de clase, es decir, dos estados que pertenecen a la misma clase de
comunicación tienen el mismo periodo. El rećıproco de tal afirmación
es en general falso, es decir, dos estados pueden tener el mismo perio-
do y sin embargo no ser comunicantes. Proporcione un ejemplo de tal
situación.
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59. Demuestre que no existe una cadena de Markov irreducible de periodo
cero.

60. Demuestre que toda cadena de Markov finita tiene por lo menos un
estado de periodo positivo.

Tiempo y probabilidad de primera visita

61. Demuestre que iÑ j, si y sólo si, fij ¡ 0.

62. Use la identidad (3.2) para demostrar que para cada n ¥ 1, se cumple
la desigualdad pijpnq ¤ P pτij ¤ nq. Observe que la igualdad se cumple
en particular cuando j es un estado absorbente.

63. Demuestre las siguientes igualdades.

a) P pτij � 1q � pijp1q.
b) P pτij � 2q �

ķ�j

pikp1q pkjp1q.
c) P pτij � n� 1q �

ķ�j

pikp1qP pτkj � nq, para n ¥ 1.

Tiempo medio de absorción

64. Se efectúa un sucesión de lanzamientos independientes de una moneda
equilibrada con resultados A y S. Encuentre el número esperado de
lanzamientos para que aparezca la secuencia particular

a) “S ”.

b) “SA ”.

c) “SAS ”.
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Recurrencia y transitoriedad

65. Encuentre las clases de comunicación de la siguiente cadena de Mar-
kov. Encuentre además los periodos, y clasifique cada clase de comu-
nicación como transitoria o recurrente.

P � �������� 1{2 1{2 0 0 0 0
1{2 1{2 0 0 0 0
0 0 1{2 1{2 0 0
0 0 1{2 1{2 0 0
1{6 1{6 1{6 1{6 1{6 1{6
1{6 1{6 1{6 1{6 1{6 1{6

�ÆÆÆÆÆÆ
66. Demuestre que todo estado absorbente es recurrente.

67. Determine las clases de comunicación de las siguientes cadenas de
Markov y clasifique éstas como recurrentes o transitorias.

aq P � �� 1{2 1{2 0
0 1{2 1{2
0 1{2 1{2 � bq P � ���� 1{2 1{2 0 0

0 1{2 1{2 0
0 1{2 1{2 0
1{4 1{4 1{4 1{4 �ÆÆ

68. Dibuje un diagrama de transición de una cadena de Markov tal que:

a) Todos sus estados sean recurrentes.

b) Todos sus estados sean transitorios.

c) Tenga igual número de estados transitorios y recurrentes.

69. Demuestre que el estado 0 de la cadena de Markov dada por el dia-
grama de transición de la Figura 3.19(a) es transitorio.

70. Demuestre que el estado 0 de la cadena de Markov dada por el dia-
grama de transición de la Figura 3.19(b) es recurrente. Suponga que
0   α   1 y 0   β   1. Concluya que todos los estados de esta
cadena son recurrentes.

71. Demuestre que si i es un estado recurrente e iÑ j, entonces j Ñ i.

72. Demuestre que toda cadena de Markov finita tiene por lo menos una
clase de comunicación recurrente.
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0 1

2

1{2
1{2 1{2
1

1{2
(a)

0 1

3 2

α1� α

11

β 1� β

(b)

Figura 3.19

Tiempo medio de recurrencia

73. Considere una sucesión de ensayos independientes Bernoulli con re-
sultados A y B, y con probabilidades P pAq � p y P pBq � q � 1 � p.
Calcule el número promedio de ensayos para la primera ocurrencia de
la secuencia “AB”.

Clases cerradas

74. Demuestre que:

a) La unión de dos clases cerradas es una clase cerrada.

b) Toda cadena de Markov tiene por lo menos una clase cerrada.

75. Demuestre que la colección de estados C es cerrada si, y sólo si, alguna
de las siguientes condiciones se cumple. Para cualesquiera i P C y
j R C ,

a) pijpnq � 0, para cada n ¥ 1.

b) pijp1q � 0.

76. Demuestre que:

a) Toda clase de comunicación recurrente es cerrada.

b) La unión de dos clases de comunicación recurrentes es una clase
cerrada.
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c) La unión de todas las clases de comunicación recurrentes de una
cadena de Markov es una clase cerrada.

77. Proporcione ejemplos que muestren la invalidez de las siguientes afir-
maciones.

a) Si C es una clase cerrada, entonces C c es cerrada.

b) Si C1 y C2 son dos clases cerradas, entonces C1 X C2 es cerrada.

c) Si C1 y C2 son dos clases cerradas distintas tales que C1 � C2,
entonces C2 � C1 es una clase cerrada.

Propiedad fuerte de Markov

78. Sea tXn : n ¥ 0u una cadena de Markov con probabilidades de transi-
ción estacionarias y sea τ un tiempo de paro respecto de este proceso.
Suponiendo que τ es finito, use el método de inducción para demostrar
que

a) P pXτ�n�1 � j |Xτ�n � iq � P pX1 � j |X0 � iq. Esta propiedad
es la estacionariedad de las probabilidades de transición en una
versión más general.

b) Se cumple la propiedad fuerte de Markov: La probabilidad

P pXτ�n�1 � j |X0 � x0, . . . ,Xτ�n�1 � xn�1,Xτ�n � iq
es igual a P pXτ�n�1 � j |Xτ�n � iq.

79. Sea tXn : n ¥ 0u una cadena de Markov con espacio de estados S y sea
S1 es subconjunto propio no vaćıo de S. Defina el proceso tYn : n ¥ 0u
como el proceso original visto únicamente cuando toma valores en S1.

a) Demuestre que τ0, τ1, . . . definidos abajo son tiempos de paro res-
pecto del proceso tXn : n ¥ 0u.

τ0 � mı́n tn ¥ 0 : Xn P S1u,
τn � mı́n tn ¡ τn�1 : Xn P S1u, n ¥ 1.
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b) Suponiendo que P pτn   8q � 1 para toda n ¥ 0, demuestre quetYn : n ¥ 0u es una cadena de Markov y encuentre su matriz de
probabilidades de transición. Observe que Yn � Xτn para n ¥ 0.

80. Sea tXn : n ¥ 0u una cadena de Markov y defina el proceso tYn :
n ¥ 0u como el proceso original visto únicamente cuando cambia de
estado.

a) Demuestre que τ0, τ1, . . . definidos abajo son tiempos de paro res-
pecto del proceso tXn : n ¥ 0u.

τ0 � 0,

τn�1 � mı́n tn ¡ τn : Xn � Xτnu, n ¥ 0.

Observe que se puede escribir Yn � Xτn , para n ¥ 0.

b) Suponiendo que P pτn   8q � 1 para toda n ¥ 0, es decir, no hay
estados absorbentes, demuestre que tYn : n ¥ 0u es una cadena
de Markov y encuentre su matriz de probabilidades de transición.

Recurrencia positiva y nula

81. Determine si la cadena de racha de éxitos es recurrente positiva o nula.

82. Sea tXn : n ¥ 0u una cadena de Markov con espacio de estadost0, 1, 2, . . .u y probabilidades de transición

p0,i � ai para i � 0, 1, 2, . . .

pi,i�1 � 1 para i � 1, 2, 3, . . .

en donde a0 � a1 � � � � � 1. Encuentre condiciones suficientes sobre
estas probabilidades para que la cadena sea:

a) Irreducible.

b) Recurrente.

c) Recurrente positiva.

83. Sea P una matriz doblemente estocástica. Demuestre directamente
que:
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a) Si P es finita, entonces todos los estados son recurrentes positivos.

b) Si P es infinita e irreducible, entonces todos los estados son tran-
sitorios o recurrentes nulos.

Distribuciones estacionarias

84. Encuentre todas las distribuciones estacionarias, si existen, para cada
una de las siguientes cadenas de Markov.

aq P � �� 1{2 1{2 0
0 1{2 1{2
0 1{2 1{2 � bq P � ���� 1{2 1{2 0 0

0 1{2 1{2 0
0 1{2 1{2 0
1{4 1{4 1{4 1{4 �ÆÆ

85. Determine si existe alguna distribución estacionaria para la siguiente
matriz estocástica. En caso afirmativo encuentre todas las distribu-
ciones estacionarias.

P � ���� 1� p p 0 0
0 0 1� p p

1� p p 0 0
0 1 0 0

�ÆÆ
86. Demuestre que la siguiente cadena de Markov tiene un número infinito

de distribuciones estacionarias.

P � ���� 1{2 0 1{2 0
0 1{2 0 1{2
1{2 0 1{2 0
0 1{2 0 1{2 �ÆÆ.

87. Demuestre que la cadena del jugador tiene una infinidad de distribu-
ciones estacionarias.

88. Demuestre que la cadena de variables aleatorias independientes tiene
una única distribución estacionaria dada por pπ0, π1, . . .q � pa0, a1, . . .q.

89. Demuestre que toda matriz doblemente estocástica, aperiódica, finita
e irreducible tiene una única distribución estacionaria dada por la
distribución uniforme.
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90. Demuestre que si la distribución uniforme es una distribución esta-
cionaria para una cadena de Markov finita, entonces la correspondien-
te matriz de probabilidades de transición es doblemente estocástica.

91. Considere una cadena de Markov a tiempo discreto con espacio de
estados finito y tal que para cada estado j los siguientes ĺımites existen
y no dependen del estado i,

ĺım
nÑ8 pijpnq � πj .

Demuestre que π � tπju es una distribución estacionaria.

92. Justifique la existencia y unicidad, y encuentre la distribución esta-
cionaria para una caminata aleatoria simple no simétrica sobre el con-
junto t0, 1, . . . , nu, en donde los estados 0 y n son reflejantes, es decir:
p00 � q, p01 � p, pnn � p, pn,n�1 � q. Las otras probabilidades de
transición son: pi,i�1 � p y pi,i�1 � q para i � 1, 2, . . . , n � 1.

93. Considere una caminata aleatoria tXn : n ¥ 0u sobre el conjuntot0, 1, . . . , N�1, Nu en donde los estados 0 y N son reflejantes, es decir,
P pXn�1 � 1 |Xn � 0q � 1 y P pXn�1 � N � 1 |Xn � Nq � 1. El resto
de las probabilidades de transición son P pXn�1 � i � 1 |Xn � iq � p

y P pXn�1 � i � 1 |Xn � iq � q, para i � 1, 2, . . . , N � 1. Véase la
Figura 3.20. Calcule el número promedio de visitas que la caminata
realiza a cada uno de sus estados.

0 1 � � � i� 1 i i� 1 � � � N � 1 N

q p1 1

Figura 3.20

94. Sea P la matriz de probabilidades de transición de una cadena de Mar-
kov con n estados. Demuestre que π es una distribución estacionaria
para P si y sólo si

πpI � P �Aq � a,
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en donde I es la matriz identidad de n�n,A es una matriz cuadrada de
n�n con el valor 1 en cada una de sus entradas, y a es un vector renglón
de dimensión 1 � n con el valor 1 también en todas sus entradas.
Este resultado permite encontrar la posible distribución estacionaria
π invirtiendo la matriz I � P � A, cuando tal operación es posible.
Como un ejemplo véase el siguiente ejercicio.

95. Recuerde que una matriz cuadrada de 2 � 2 y su inversa tienen las
siguientes expresiones generales cuando ad� bc � 0.

A � � a b

c d



A�1 � 1

ad� bc

�
d �b�c a



.

Use este resultado y el ejercicio anterior para deducir nuevamente que
la distribución estacionaria para la cadena de Markov de dos estados,
cuando a� b ¡ 0, es pπ0, π1q � p b

a� b
,

a

a� b
q.

96. Demuestre que si π es una distribución estacionaria para P , entonces
lo es para Pn para cualquier n natural. Por otra parte, si π es esta-
cionaria para Pn para algún n ¥ 2, entonces no necesariamente π es
estacionaria para P . Considere por ejemplo la matriz estocástica

P � � 0 1
1 0



.

Entonces P 2 es la matriz identidad que acepta como distribución esta-
cionaria a cualquier distribución de probabilidad π � pπ0, π1q, sin em-
bargo π no es estacionaria para P , a menos que sea la distribución
uniforme.

Distribuciones ĺımite

97. Calcule la distribución ĺımite, cuando existe, de las siguientes cadenas
de Markov.
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aq P � ���� 0 0 1 0
1 0 0 0
1{2 1{2 0 0
1{3 1{3 1{3 0

�ÆÆ bq P � ��� 0 1 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0
1{3 0 2{3 0

�Æ
cq P � ���� 0 1 0 0

0 0 0 1
0 1 0 0
1{2 0 1{2 0

�ÆÆ
98. El problema de la lluvia. Una persona se traslada todos los d́ıas de su

casa a la oficina en la mañana, y de la oficina a su casa por la tarde.
Esta persona tiene un coche que usa en cualquiera de estos dos viajes
en caso de lluvia, siempre y cuando tenga el coche disponible. No
siempre tiene el coche disponible pues ha decidido dejarlo en la casa
o en la oficina e irse caminando cuando al salir de alguno de estos
lugares no está lloviendo. La probabilidad de lluvia por la mañana o
por la tarde es p ¡ 0, independiente un evento del otro.

a) Demuestre que la proporción de viajes a largo plazo en los cuales
la persona se moja por la lluvia es pp1� pq{p2� pq.

b) Demuestre que la respuesta a la pregunta del inciso anterior cuan-
do la persona posee r coches es pp1� pq{p1� p� rq.

Cadenas regulares

99. Determine si las siguientes matrices estocásticas son regulares.

aq P � �� 0 1 0
0 0 1
1 0 0

� bq P � �� 0 1 0
0 1{2 1{2
1{2 1{2 0

�
100. ¿Cuántas potencias de una matriz se necesitan calcular como máximo

para verificar que es regular?

101. Sean tXn : n ¥ 0u y tYn : n ¥ 0u dos cadenas de Markov indepen-
dientes y regulares. Demuestre que Zn � pXn, Ynq es una cadena de
Markov regular y encuentre sus probabilidades de transición.
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Cadenas reversibles

102. Resolviendo la ecuación de balance detallado (3.17), demuestre que
la cadena de dos estados es reversible y encuentre nuevamente que,
cuando a� b ¡ 0, la distribución estacionaria está dada porpπ0, π1q � p b

a� b
,

a

a� b
q.
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Caṕıtulo 4

El proceso de Poisson

En el presente y en el siguiente caṕıtulo estudiaremos el modelo de cadena
de Markov a tiempo continuo. Como una introducción a la teoŕıa general que
se expondrá más adelante, en este caṕıtulo estudiaremos uno de los ejemplos
más importantes de este tipo de modelos: el proceso de Poisson. Definiremos
este proceso de varias formas equivalentes y estudiaremos algunas de sus
propiedades, sus generalizaciones y algunas de sus aplicaciones. El proceso
de Poisson es un modelo relevante tanto en las aplicaciones como en la teoŕıa
general de los procesos estocásticos.

4.1. Definición

0
� � � �
Figura 4.1

Suponga que un mismo evento ocurre
repetidas veces de manera aleatoria a
lo largo del tiempo, como se muestra
en la Figura 4.1. Tal evento puede ser,
por ejemplo, la llegada de una recla-
mación a una compañ́ıa aseguradora o
la recepción de una llamada a un conmutador, la llegada de un cliente
a una ventanilla para solicitar algún servicio o los momentos en que una
cierta maquinaria requiere reparación, etcétera. Suponga que las variables
aleatorias T1, T2 . . . representan los tiempos que transcurren entre una ocu-
rrencia del evento y la siguiente ocurrencia. Suponga que estos tiempos son
independientes uno del otro y que cada uno tiene distribución exppλq. Se

115
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define el proceso de Poisson al tiempo t como el número de ocurrencias del
evento que se han observado hasta ese instante t. Esta es una definición con-
structiva de este proceso y la formalizaremos a continuación. Más adelante
enunciaremos otras definiciones axiomáticas equivalentes.

Definición 4.1 (Primera definición) Sea T1, T2, . . . una sucesión de va-
riables aleatorias independientes cada una con distribución exppλq. El pro-
ceso de Poisson de parámetro λ es el proceso a tiempo continuo tXt : t ¥ 0u
definido de la siguiente manera:

Xt � máx tn ¥ 1 : T1 � � � � � Tn ¤ tu.
Se postula además que el proceso inicia en cero y para ello se define máx H �
0. En palabras, la variable Xt es el entero n máximo tal que T1�� � ��Tn es
menor o igual a t, y ello equivale a contar el número de eventos ocurridos
hasta el tiempo t. A este proceso se le llama proceso de Poisson homogéneo,
tal adjetivo se refiere a que el parámetro λ no cambia con el tiempo, es

1

2

3

b bc

b bc

b bc

b

t

Xtpωq
T1 T2 T3 T4

0 W1 W2 W3

Figura 4.2: El proceso de Poisson
y los tiempos de ocurrencia de eventos.

decir, es homogéneo en
el tiempo. Una trayectoria
t́ıpica de este proceso puede
observarse en la Figura 4.2,
la cual es no decreciente,
constante por partes, con-
tinua por la derecha y con
ĺımite por la izquierda. A
los tiempos T1, T2, . . . se les
llama tiempos de estancia
o tiempos de interarribo,
y corresponden a los tiem-
pos que transcurren entre
un salto del proceso y el siguiente salto. Hemos supuesto que estos tiempos
son independientes y que todos tienen distribución exppλq. En consecuencia,
la variable Wn � T1 � � � � � Tn tiene distribución gamapn, λq. Esta varia-
ble representa el tiempo real en el que se observa la ocurrencia del n-ésimo
evento. Observe la igualdad de eventos pXt ¥ nq � pWn ¤ tq, esto equivale
a decir que al tiempo t han ocurrido por lo menos n eventos si, y sólo si, el
n-ésimo evento ocurrió antes de t. Una de las caracteŕısticas sobresalientes
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de este proceso es que puede encontrarse expĺıcitamente la distribución de
probabilidad de la variable Xt para cualquier valor de t ¡ 0. La respuesta
es la distribución Poisson, y de alĺı el proceso adquiere su nombre.

Proposición 4.1 La variable Xt tiene distribución Poissonpλtq, es decir,
para cualquier t ¡ 0, y para n � 0, 1, . . .

P pXt � nq � e�λt pλtqn
n!

.

Demostración. Como Wn tiene distribución gamapn, λq, su función de
distribución es, para t ¡ 0,

P pWn ¤ tq � 1� e�λt
n�1̧

k�0

pλtqk
k!

.

Entonces para cualquier t ¡ 0 y para cada n � 0, 1, . . .

P pXt � nq � P pXt ¥ nq � P pXt ¥ n� 1q� P pWn ¤ tq � P pWn�1 ¤ tq� e�λt pλtqk
k!

.

�

Entonces, dado que Xt tiene una distribución Poissonpλtq, se tiene que
EpXtq � λt, y VarpXtq � λt. Por lo tanto λt es el promedio de obser-
vaciones o registros del evento de interés en el intervalo r0, ts. Aśı, mientras
mayor es la longitud del intervalo de observación, mayor es el promedio de
observaciones realizadas, y mayor también la incertidumbre del número de
observaciones.

Pérdida de memoria y sus consecuencias
Una de las propiedades que caracterizan de manera única a la distribución
exponencial dentro del conjunto de distribuciones absolutamente continuas
es que satisface la propiedad de pérdida de memoria, esto es, si T tiene
distribución exppλq, entonces para cualesquiera tiempos s, t ¡ 0 se cumple
la igualdad

P pT ¡ t� s |T ¡ sq � P pT ¡ tq.
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1
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b bc
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b bc
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t
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b t
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Figura 4.3

En otras palabras, condi-
cionada al evento pT ¡ sq,
la variable T � s sigue te-
niendo distribución exppλq.
Esto significa que, para un
valor de s ¥ 0 fijo, to-
dos los tiempos de interarri-
bo a partir de s, incluyendo
el primero, siguen teniendo
distribución exppλq, y por lo
tanto el proceso de conteo de eventos a partir del tiempo s es un proceso de
Poisson. La situación se muestra gráficamente en la Figura 4.3. Demostra-
remos a continuación que los incrementos de este proceso son estacionarios
y tienen distribución Poisson.

Proposición 4.2 Para cualesquiera tiempos 0 ¤ s   t, y para n � 0, 1, . . .

P pXt �Xs � nq � P pXt�s � nq � e�λpt�sq rλpt� sqsn
n!

. (4.1)

Demostración. Por el teorema de probabilidad total,

P pXt �Xs � nq � 8̧
k�0

P pXt �Xs � n |Xs � kqP pXs � kq.
Nos concentraremos en analizar la probabilidad condicional indicada. Dado
que al tiempo s el proceso de Poisson se encuentra en el nivel k, por la
propiedad de pérdida de memoria podemos considerar que en ese momento
reinicia el proceso de Poisson, y la probabilidad del evento pXt �Xs � nq
es igual a la probabilidad del evento pXt�s � nq. Por lo tanto,

P pXt �Xs � nq � 8̧
k�0

P pXt�s � nqP pXs � kq� P pXt�s � nq 8̧
k�0

P pXs � kq� P pXt�s � nq.
�
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Lo que hemos demostrado en la Proposición 4.2 es que no solamente la va-
riable Xt del proceso de Poisson tiene distribución Poissonpλtq, sino también
los incrementos Xt �Xs tienen distribución Poisson, ahora con parámetro
λpt� sq, cuando 0 ¤ s   t. De la propiedad de pérdida de memoria pueden
derivarse todas las propiedades del Proceso de Poisson, incluida la propiedad
de Markov, la cual demostraremos a continuación.

Proposición 4.3 El proceso de Poisson tXt : t ¥ 0u satisface las siguientes
propiedades.

a) Es un proceso de Markov.

b) Tiene incrementos independientes.

c) Tiene incrementos estacionarios.

d) Para cualesquiera s, t ¥ 0, y enteros 0 ¤ i ¤ j, las probabilidades de
transición son

P pXt�s � j |Xs � iq � e�λt pλtqj�ipj � iq! . (4.2)

Demostración.

a) Considere las probabilidades condicionales

P pXtn � xn |Xt1 � x1, . . . ,Xtn�1
� xn�1q,

y P pXtn � xn |Xtn�1
� xn�1q,

para cualesquiera n tiempos 0 ¤ t1 ¤ t2 ¤ � � � ¤ tn, y cualesquiera estados
0 ¤ x1 ¤ . . . ¤ xn. En ambos casos se establece que al tiempo tn�1 ha habido
xn�1 ocurrencias del evento de interés. A partir de ese momento inicia un
nuevo proceso de Poisson y para que al tiempo tn hayan xn ocurrencias
es necesario que en el intervalo de tiempo ptn�1, tns hayan ocurrido xn �
xn�1 eventos. Ambas probabilidades coinciden entonces con la probabilidad
P pXtn �Xtn�1

� xn � xn�1q y ello demuestra la propiedad de Markov.

b) Considere cualesquiera n tiempos 0 ¤ t1 ¤ t2 ¤ � � � ¤ tn, y cualesquiera
estados x1, . . . , xn. Por comodidad llamaremos sn a la suma x1 � � � � � xn,
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para cada n ¥ 1. Por la propiedad de Markov y después por la propiedad
de pérdida de memoria, la probabilidad conjunta

P pXt1 � x1,Xt2 �Xt1 � x2, . . . ,Xtn �Xtn�1
� xnq

es igual a

P pXt1 � s1,Xt2 � s2, . . . ,Xtn � snq� P pXt1 � s1qP pXt2 � s2 |Xt1 � s1q � � �P pXtn � sn |Xtn�1
� sn�1q� P pXt1 � x1qP pXt2 �Xt1 � x2q � � �P pXtn �Xtn�1

� xnq.
Las propiedades c), y d) son consecuencia inmediata de (4.1). La estaciona-
riedad de los incrementos significa que la distribución de la variable Xt�Xs,
para 0 ¤ s   t, depende de s y de t únicamente a través de la diferencia
t� s, lo cual es evidente de (4.1). �

La expresión (4.2) establece de manera clara que las probabilidades de tran-
sición son estacionarias en el tiempo, es decir, no dependen del parámetro s,
y se escriben simplemente como pijptq. Pero también es interesante observar
que (4.2) dice que estas probabilidades son estacionarias en el espacio, es
decir, dependen de los estados i y j únicamente a través de la diferencia
j � i. En śımbolos, para j ¥ i,

pijptq � p0,j�iptq.
Ejemplo 4.1 (Paradoja del autobús) Suponga que la llegada de auto-
buses a una estación se modela mediante un proceso de Poisson de parámetro
λ, es decir, el tiempo que transcurre entre la llegada de un autobús y el si-
guiente es una variable aleatoria con distribución exppλq. Suponga que el
tiempo es medido en minutos. La propiedad de pérdida de memoria en este
contexto puede interpretarse de la siguiente forma: una persona ha llega-
do a la estación y ha esperado s minutos sin que un autobús aparezca. La
probabilidad de que tenga que esperar más de t minutos adicionales es la
misma que la probabilidad de espera de más de t minutos para una persona
que ¡acaba de llegar a la estación!

Ejemplo 4.2 Sea tXt : t ¥ 0u un proceso de Poisson de parámetro λ y sea
S una variable aleatoria continua con soporte el intervalo p0,8q e indepen-
diente del proceso de Poisson. Entonces para cualquier t ¡ 0, el incremento
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XS�t �Xt tiene distribución Poissonpλtq. En efecto, para cualquier entero
k ¥ 0, y suponiendo que F psq es la función de distribución de la variable S,

P pXS�t �Xt � kq � » 8
0

P pXS�t �Xt � k |S � sq dF psq� » 8
0

P pXs�t �Xs � kq dF psq� » 8
0

P pXt � kq dF psq� P pXt � kq.
En el siguiente ejemplo haremos uso de este pequeño resultado.

Ejemplo 4.3 (La suma de dos procesos de Poisson independientes
es un proceso de Poisson) Sean tXt : t ¥ 0u y tYt : t ¥ 0u dos procesos
de Poisson independientes de parámetros λ1 y λ2 respectivamente. Demos-
traremos que el proceso suma tXt � Yt : t ¥ 0u es un proceso de Poisson
de parámetro λ1 � λ2. Denotaremos por T1, T2, . . . a los tiempos de inter-
arribo del proceso suma. La forma en la que se obtienen estos tiempos se
muestra en la Figura 4.4. Demostraremos que estas variables aleatorias son
independientes con idéntica distribución exppλ1 � λ2q.

Xt� � �
Yt� � �
Xt � Yt� � � � � �

Figura 4.4: Suma de dos procesos de Poisson.

En el siguiente análisis el término Xrs,ts denotará la diferencia Xt�Xs, para
0 ¤ s   t. Entonces para cualquier valor natural de n y para cualesquiera
tiempos t1, . . . , tn, el evento pT1 ¡ t1, T2 ¡ t2, . . . , Tn ¡ tnq puede expresarse
comoppX � Y qr0,t1s � 0, pX � Y qrT1,T1�t2s � 0, . . . , pX � Y qrTn�1,Tn�1�tns � 0q,
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esto es, pXr0,t1s � 0q X pYr0,t1s � 0q£ pXrT1,T1�t2s � 0q X pYrT1,T1�t2s � 0q� � �£ pXrTn�1,Tn�1�tns � 0q X pYrTn�1,Tn�1�tns � 0q.
Por la independencia de los procesos, la propiedad de incrementos indepen-
dientes de cada uno de ellos, y el resultado del Ejemplo 4.2, la probabilidad
de este evento es

P pXr0,t1s � 0qP pYr0,t1s � 0q
P pXrT1,T1�t2s � 0qP pYrT1,T1�t2s � 0q� � �
P pXrTn�1,Tn�1�tns � 0qP pYrTn�1,Tn�1�tns � 0q.

Por lo tanto,

P pT1 ¡ t1, T2 ¡ t2, . . . , Tn ¡ tnq � e�pλ1�λ2qt1 e�pλ1�λ2qt2 � � � e�pλ1�λ2qtn .
Esta identidad demuestra que las variables T1, T2, . . . , Tn son independientes
con idéntica distribución exppλ1 � λ2q.
Distribuciones asociadas al proceso de Poisson
Además de las distribuciones exponencial y gama ya mencionadas, existen
otras distribuciones de probabilidad que surgen al estudiar ciertas carac-
teŕısticas del proceso de Poisson. Por ejemplo, el siguiente resultado es-
tablece una forma de obtener la distribución binomial a partir del proceso
de Poisson. Suponga que durante el intervalo de tiempo r0, ts se han obser-
vado n ocurrencias del evento de interés, es decir, el evento pXt � nq ha
ocurrido. La pregunta es, ¿cuántos de estos eventos ocurrieron en el subinter-
valo r0, ss? Demostraremos a continuación que esta variable aleatoria tiene
distribución binomialpn, s{tq.
Proposición 4.4 Sean s y t tiempos tales que 0   s   t, y sean k y n

enteros tales que 0 ¤ k ¤ n. Entonces

P pXs � k |Xt � nq � �n
k


 ps
t
qk p1� s

t
qn�k.
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Demostración. Por la definición de probabilidad condicional,

P pXs � k |Xt � nq � P pXt � n |Xs � kqP pXs � kq
P pXt � nq .

Substituyendo estas probabilidades y simplificando se obtiene el resultado.
�

Recordando que la suma de dos procesos de Poisson independientes es nue-
vamente un proceso de Poisson, se puede comprobar fácilmente el siguiente
resultado.

Proposición 4.5 Sean X1ptq y X2ptq dos procesos de Poisson independien-
tes con parámetros λ1 y λ2 respectivamente, y sean k y n enteros tales que
0 ¤ k ¤ n. Entonces

P pX1ptq � k |X1ptq �X2ptq � nq � �n
k


 p λ1

λ1 � λ2

qk p1� λ1

λ1 � λ2

qn�k.

Demostración. Por la hipótesis de independencia entre los procesos,

P pX1ptq � k |X1ptq �X2ptq � nq� P pX1ptq � k,X1ptq �X2ptq � nq{P pX1ptq �X2ptq � nq� P pX1ptq � k,X2ptq � n� kq{P pX1ptq �X2ptq � nq� P pX1ptq � kqP pX2ptq � n� kq{P pX1ptq �X2ptq � nq.
Substituyendo estas probabilidades se obtiene el resultado. �

Proposición 4.6 Dado el evento pXt � nq, el vector de tiempos realespW1, . . . ,Wnq tiene la misma distribución que el vector de las estad́ısticas de
orden pYp1q, . . . , Ypnqq de una muestra aleatoria Y1, . . . , Yn de la distribución
uniforme en el intervalo r0, ts, es decir,

fW1,...,Wn|Xt
pw1, . . . , wn |nq � $&% n!

tn
si 0   w1   � � �   wn   t,

0 otro caso.
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Demostración. La fórmula general para la función de densidad conjunta
de las estad́ısticas de orden Yp1q, . . . , Ypnq de una muestra aleatoria Y1, . . . , Yn

de una distribución con función de densidad f pyq es, para y1   � � �   yn,

fYp1q,...,Ypnqpy1, . . . , ynq � n! f py1q � � � f pynq.
Cuando la función de densidad f pyq es la uniforme en el intervalo r0, ts, esta
función de densidad conjunta es la que aparece en el enunciado. Demostrare-
mos que la distribución conjunta de las variables W1, . . . ,Wn, condicionada
al evento pXt � nq también tiene esta misma función de densidad. Usaremos
nuevamente la identidad de eventos pXt ¥ nq � pWn ¤ tq. Para tiempos
0   w1   � � �   wn   t, la función de densidad conjunta condicional

fW1,...,Wn|Xt
pw1, . . . , wn |nq

se puede obtener a través de las siguientes derivadasBnBw1 � � � Bwn
P pW1 ¤ w1,W2 ¤ w2, . . . ,Wn ¤ wn |Xt � nq� BnBw1 � � � Bwn

P pXw1
¥ 1,Xw2

¥ 2, . . . ,Xwn ¥ n |Xt � nq� BnBw1 � � � Bwn
P pXt �Xwn � 0,Xwn �Xwn�1

� 1, . . .

. . . ,Xw2
�Xw1

� 1,Xw1
� 1q{P pXt � nq� BnBw1 � � � Bwn

e�λpt�wnq e�λpwn�wn�1qλpwn � wn�1q � � �� � � e�λpw2�w1qλpw2 � w1q e�λw1λw1{r e�λtpλtqn{n! s� BnBw1 � � � Bwn
n! pwn � wn�1q � � � pw2 � w1qw1{tn� n!{tn.

Observe que bajo el signo de derivada, la probabilidad del evento pXw1
¥

1,Xw2
¥ 2, . . . ,Xwn ¥ n,Xt � nq, que aparece en la primera igualdad, es

idéntica a la probabilidad de pXt �Xwn � 0,Xwn �Xwn�1
� 1, . . . ,Xw2

�
Xw1

� 1,Xw1
� 1q, pues si alguna de estas identidades (exceptuando la

primera) fuera distinta de uno, la derivada se anula. Observa además para
la última igualdad que es preferible llevar a cabo la derivación en el orden
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indicado, pues de esa forma las expresiones en paréntesis van desapareciendo
sucesivamente. �

La fórmula anterior nos provee de un mecanismo para obtener simulaciones
por computadora de las trayectorias del proceso Poisson. El procedimiento
es el siguiente: se fija un valor t y se asigna un valor para λ. Se genera un
valor al azar de la variable Xt con distribución Poissonpλtq. Suponga que
Xt � n. A continuación se generan n valores u1, . . . , un de la distribución
unifp0, tq, y se ordenan estos valores de menor a mayor: up1q ¤ � � � ¤ upnq.
Estos son los tiempos en donde la trayectoria tiene saltos. De esta forma
pueden obtenerse trayectorias como la que se muestra en la Figura 4.2.

4.2. Definiciones alternativas

La Definición 4.1 de proceso de Poisson es constructiva pues a partir de los
tiempos de interarribo se construye el proceso de conteo correspondiente.
Existen otras formas equivalentes y un tanto axiomáticas de definir a este
proceso. Revisaremos y comentaremos a continuación dos de ellas. Una de
las ventajas de contar con estas definiciones alternativas es que para de-
mostrar que un cierto proceso es de Poisson se puede tomar cualquiera de
las definiciones a conveniencia.

Definición 4.2 (Segunda definición) Un proceso de Poisson de pará-
metro λ ¡ 0 es un proceso a tiempo continuo tXt : t ¥ 0u, con espacio de
estados t0, 1, . . .u, y que cumple las siguientes propiedades:

a) X0 � 0.

b) Tiene incrementos independientes y estacionarios.

c) Para cualquier t ¥ 0, y cuando h× 0,

i) P pXt�h �Xt ¥ 1q � λh� ophq.
ii) P pXt�h �Xt ¥ 2q � ophq.

Esta definición hace uso de las probabilidades infinitesimales del proceso y
ello tiene algunas ventajas desde el punto de vista de la interpretación de
lo que sucede en un intervalo infinitesimal de tiempo pt, t � hs. El proceso
empieza en cero y por el tercer postulado la probabilidad de que pase al
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estado uno al final de un intervalo de tiempo pequeño r0, hs es λh� ophq, la
probabilidad de que el proceso no tenga ningún cambio en dicho intervalo
es 1� λh� ophq, y finalmente la probabilidad de que el proceso tenga dos o
más incrementos en tal intervalo es ophq. Es decir, en un intervalo cualquiera
de longitud infinitesimal h sólo pueden ocurrir dos situaciones: que haya un
incremento o que no lo haya.

Ejemplo 4.4 Demostraremos que la variable Xt�s �Xs tiene distribución
Poissonpλtq a partir de los postulados de la Definición 4.2. Se define pnptq �
P pXt � nq y se considera cualquier h ¡ 0. Denotaremos por pnpt, t � hs a
la probabilidad P pXt�h �Xt � nq. Por la hipótesis de independencia, para
t ¥ 0 y cuando h× 0,

p0pt� hq � p0ptq p0pt, t� hs� p0ptq p1� λh� ophqq.
Haciendo hÑ 0 se obtiene la ecuación diferencial

p
1
0ptq � �λ p0ptq,

cuya solución es p0ptq � c e�λt, en donde la constante c es uno por la condi-
ción inicial p0p0q � 1. Ahora encontraremos pnptq para n ¥ 1. Nuevamente
por independencia,

pnpt� hq � pnptq p0pt, t� hs � pn�1ptq p1pt, t� hs � ophq� pnptq p1� λh� ophqq � pn�1ptq pλh � ophqq � ophq.
Haciendo hÑ 0 se obtiene

p
1
nptq � �λ pnptq � λ pn�1ptq,

con condición inicial pnp0q � 0 para n ¥ 1. Definiendo qnptq � eλtpnptq
la ecuación diferencial se transforma en q

1
nptq � λ qn�1ptq, con condiciones

qnp0q � 0 y q0ptq � 1. Esta ecuación se resuelve iterativamente primero para
q1ptq, después para q2ptq, y aśı sucesivamente, en general qnptq � pλtqn{n!
Por lo tanto,

pnptq � e�λtpλtqn{n!
Esto significa que Xt tiene distribución Poissonpλtq. Debido al postulado de
incrementos estacionarios, la variable Xt�s�Xs tiene la misma distribución
que Xt.
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Definición 4.3 (Tercera definición) Un proceso de Poisson de parámetro
λ ¡ 0 es un proceso a tiempo continuo tXt : t ¥ 0u con espacio de estadost0, 1, . . .u, con trayectorias no decrecientes y que cumple las siguientes pro-
piedades:

a) X0 � 0.

b) Tiene incrementos independientes.

c) Xt�s �Xs � Poissonpλtq, para cualesquiera s ¥ 0, t ¡ 0.

Esta es posiblemente la definición del proceso de Poisson que con más fre-
cuencia se puede encontrar en las referencias. A partir de ella inmediata-
mente sabemos que la variable Xt tiene distribución Poissonpλtq. La inde-
pendencia de los incrementos es expĺıcita, y la estacionariedad de los mis-
mos aparece de manera impĺıcita en el tercer postulado. Para demostrar
la equivalencia con la definición 4.1, el reto consiste en definir los tiempos
de interarribo y demostrar que éstos son variables aleatorias independientes
con distribución exponencialpλq.
Proposición 4.7 Las definiciones del proceso de Poisson 4.1, 4.2 y 4.3 son
equivalentes.

Demostración. Hemos demostrado que pDef. 4.2q ñ pDef. 4.3q. El
rećıproco es inmediato, pues la propiedad de incrementos independientes
y estacionarios aparecen en ambas definiciones, y para cualquier t ¥ 0 y
h ¡ 0,

P pXt�h �Xt ¥ 1q � 1� P pXt�h �Xt � 0q� 1� e�λh� 1� p1� λh� ophqq� λh� ophq.
Análogamente

P pXt�h �Xt ¥ 2q � 1� P pXt�h �Xt � 0q � P pXt�h �Xt � 1q� 1� e�λh � e�λh λh� 1� p1� λh� ophqq � pλh� ophqq� ophq.
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Estos cálculos y lo desarrollado antes demuestran que pDef. 4.2q � pDef. 4.3q.
También antes hemos demostrado que pDef. 4.1q ñ pDef. 4.3q. Para de-
mostrar pDef. 4.3q ñ pDef. 4.1q es necesario comprobar que los tiempos
de interarribo T1, T2, . . . son independientes con distribución exppλq. Dare-
mos una demostración no completamente rigurosa de este resultado. Sean
t1, . . . , tn ¡ 0 tiempos cualesquiera y sean ∆t1, . . . ,∆tn las longitudes que
se muestran en la Figura 4.5.

t1 ∆t1 t2 ∆t2 tn ∆tn

0

Figura 4.5

La probabilidad de que T1 tome un valor en el intervalo ∆t1, T2 tome un
valor en el intervalo ∆t2, y aśı sucesivamente es

fT1,...,Tnpt1, . . . , tnq∆t1 � � �∆tn� pe�λt1 � e�λ∆t1 λ∆t1q pe�λt2 � e�λ∆t2 λ∆t2q � � � pe�λtn � e�λ∆tn λ∆tnq� λ e�λt1 � λ e�λt2 � � � λ e�λtn �∆t1 � � �∆tn � e�λp∆t1�����∆tnq
Al hacer ∆t1, . . . ,∆tn Ñ 0 se obtiene

fT1,...,Tnpt1, . . . , tnq � λ e�λt1 � λ e�λt2 � � � λ e�λtn .

Esto demuestra que las variables T1, . . . , Tn son independientes y cada una
de ellas tiene distribución exppλq. En conjunto esto demuestra quepDefinición 4.1q � pDefinición 4.3q � pDefinición 4.2q.

�

Observe que la pregunta acerca de la existencia de un proceso estocástico
que cumpla los postulados de las Definiciones 4.2 o 4.3 queda resuelta al
verificar la equivalencia de tales postulados con la definición constructiva
4.1. Presentaremos a continuación algunas generalizaciones del proceso de
Poisson. Una de tales generalizaciones que estudiaremos con mayor detalle
en un caṕıtulo más adelante es aquella en la que se considera que las variables
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de interarribo no son necesariamente exponenciales, en tal caso se pierde
la propiedad de Markov del proceso. A este tipo de procesos se les llama
procesos de renovación.

4.3. Proceso de Poisson no homogéneo

Se considera ahora que el parámetro λ del proceso de Poisson no es ne-
cesariamente una constante sino una función del tiempo. A veces a este
proceso se le llama también proceso de Poisson con parámetro dependiente
del tiempo. Este modelo puede ser naturalmente más adecuado para algunas
situaciones reales aunque deja de cumplir la propiedad de Markov.

Definición 4.4 Un proceso de Poisson no homogéneo es un proceso a tiem-
po continuo tXt : t ¥ 0u, con espacio de estados t0, 1, . . .u, con parámetro
la función positiva y localmente integrable λptq, y que cumple las siguientes
propiedades:

a) X0 � 0.

b) Los incrementos son independientes.

c) Para cualquier t ¥ 0, y cuando h× 0,

i) P pXt�h �Xt ¥ 1q � λptqh� ophq.
ii) P pXt�h �Xt ¥ 2q � ophq.

Comparando esta definición con la Definición 4.2 de proceso de Poisson se
observa mucha similaridad excepto por dos aspectos: en lugar de la constante
λ se escribe ahora la función λptq, y la hipótesis de incrementos estacionarios
ya no aparece. Ello es consecuencia de que el parámetro vaŕıa con el tiempo,
generalmente de manera decreciente. Es decir, la distribución de probabili-
dad de la variable incremento Xt�s�Xs depende de los valores de la función
λ en el intervalo ps, s� ts. Sin embargo, y en completa analoǵıa con el caso
homogéneo, la variable Xt continúa teniendo distribución Poisson, como a
continuación demostraremos.

Proposición 4.8 La variable Xt en un proceso de Poisson no homogéneo
de parámetro λptq tiene distribución PoissonpΛptqq, en donde se define

Λptq � » t

0

λpsq ds,
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es decir, para n � 0, 1, . . .

P pXt � nq � e�Λptq rΛptqsn
n!

.

Demostración. La prueba es análoga a una de las realizadas en el caso ho-
mogéneo. Se define nuevamente pnptq � P pXt � nq y se considera cualquier
h ¡ 0. Denotaremos por pnpt, t � hs a la probabilidad P pXt�h �Xt � nq.
Por la hipótesis de independencia, para t ¥ 0 y cuando h× 0,

p0pt� hq � p0ptq p0pt, t� hs� p0ptq p1 � λptqh � ophqq.
Calculando la derivada se obtiene la ecuación diferencial p

1
0ptq � �λptq p0ptq,

cuya solución es p0ptq � c e�Λptq, en donde la constante c es uno debido a
la condición inicial p0p0q � 1. Ahora encontraremos pnptq para n ¥ 1.
Nuevamente por independencia,

pnpt� hq � pnptq p0pt, t� hs � pn�1ptq p1pt, t� hs � ophq� pnptq p1 � λptqh� ophqq � pn�1ptq pλptqh � ophqq � ophq.
Entonces p

1
nptq � �λptq pnptq � λptq pn�1ptq, con condición inicial pnp0q � 0

para n ¥ 1. Definiendo qnptq � eΛptqpnptq la ecuación diferencial se trans-
forma en q

1
nptq � λptq qn�1ptq, con condiciones qnp0q � 0 y q0ptq � 1. Esta

ecuación se resuelve iterativamente primero para q1ptq, después para q2ptq, y
aśı sucesivamente, en general qnptq � pΛptqqn{n! y de aqúı se obtiene pnptq.

�

Las trayectorias de un proceso de Poisson no homogéneo son semejantes
a las trayectorias de un proceso de Poisson, es decir, son trayectorias no
decrecientes y con saltos unitarios hacia arriba, pero la frecuencia promedio
con la que aparecen los saltos cambia a lo largo del tiempo. De manera
análoga al caso homogéneo, los incrementos de este proceso también tienen
distribución Poisson.

Proposición 4.9 Para el proceso de Poisson no homogéneo, la variable
incremento Xt�s �Xs tiene distribución PoissonpΛpt� sq � Λpsqq.
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Demostración. Se escribe Xt�s � Xs � pXt�s �Xsq, en donde, por el
axioma de incrementos independientes, en el lado derecho aparece la suma
de dos variables aleatorias independientes. Recordando que la función gene-
radora de momentos de la distribución Poissonpλq es Mprq � exp rλper�1qs,
al aplicar este resultado a la ecuación anterior se obtiene

exp rΛpt� sq per � 1qs � exp rΛpsq per � 1qsMXt�s�Xsprq.
Por lo tanto, MXt�s�Xsprq � exp rpΛpt� sq � Λpsqq per � 1qs. �

Si la función λptq es constante igual a λ, entonces Λptq � λt, y se recupera
el proceso de Poisson homogéneo. Cuando λptq es continua, Λptq es diferen-
ciable y por lo tanto Λ1ptq � λptq. A la función Λptq se le llama función de
intensidad y a λptq se le conoce como función de valor medio. A un proceso
de Poisson no homogéneo en donde tΛptq : t ¥ 0u es un proceso estocástico
se le llama proceso de Cox.
El siguiente resultado establece que bajo una transformación del parámetro
tiempo, un proceso de Poisson no homogéneo puede ser llevado a un proceso
de Poisson homogéneo de parámetro uno. Antes de demostrar este resultado
observemos que como la función t ÞÑ λptq es positiva, la función de intensi-
dad Λptq es continua y no decreciente, y en general no es invertible. Puede
definirse, sin embargo, la inversa por la derecha

Λ�1ptq � ı́nftu ¥ 0 : Λpuq � tu,
que cumple la identidad ΛpΛ�1ptqq � t, y que es una función continua y
creciente.

Proposición 4.10 Sea tXt : t ¥ 0u un proceso de Poisson no homogéneo
de parámetro λptq, y función de intensidad Λptq � ³t

0
λpsq ds. Defina la

función
Λ�1ptq � ı́nf tu ¥ 0 : Λpuq � tu.

Entonces el proceso tXΛ�1ptq : t ¥ 0u es un proceso de Poisson homogéneo
de parámetro λ � 1.

Demostración. Usaremos la Definición 4.3 del proceso de Poisson. El
proceso tXΛ�1ptq : t ¥ 0u empieza en cero y tiene incrementos independien-
tes, pues si se consideran cualesquiera tiempos 0 ¤ t1   t2   � � �   tn,
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bajo la función creciente Λ�1ptq estos tiempos se transforman en una nueva
colección monótona de tiempos

0 ¤ Λ�1pt1q   Λ�1pt2q   � � �   Λ�1ptnq.
Por lo tanto las siguientes variables son independientes

XΛ�1pt1q,XΛ�1pt2q �XΛ�1pt1q, . . . ,XΛ�1ptnq �XΛ�1ptn�1q
Finalmente, para cualesquiera tiempos s, t ¥ 0 el incremento XΛ�1pt�sq �
XΛ�1psq tiene distribución Poisson de parámetro

ΛpΛ�1pt� sqq � ΛpΛ�1psqq � pt� sq � s � t.

�

Pueden definirse los tiempos de interarribo T1, T2, . . ., y los tiempos de saltos
W1,W2, . . . para un proceso de Poisson no homogéneo de manera análoga
al caso homogéneo. Por hipótesis los incrementos de este proceso son inde-
pendientes, sin embargo, debido a que el parámetro λptq es una función del
tiempo, los tiempos de interarribo T1, T2, . . . no son independientes pues,
por ejemplo, T2 depende de λptq para valores de t mayores a T1. Y por las
mismas razones las distribuciones de estas variables no son idénticas.

4.4. Proceso de Poisson compuesto

Esta es una de las generalizaciones del proceso de Poisson más conocidas y
de amplia aplicación. La generalización consiste en que ahora los saltos ya
no son necesariamente unitarios.

Definición 4.5 Sea tNt : t ¥ 0u un proceso de Poisson y sea Y1, Y2, . . . una
sucesión de variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas
e independientes del proceso Poisson. Sea Y0 � 0. El proceso de Poisson
compuesto se define de la siguiente forma:

Xt � Nţ

n�0

Yn. (4.3)
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Observe que la variable Xt del proceso de Poisson compuesto es una suma
de variables aleatorias en donde el número de sumandos es aleatorio. Tal
tipo de modelos encuentra aplicación natural en distintos contextos. Por
ejemplo, la variable Xt puede interpretarse como el monto total de recla-
maciones recibidas por una compañ́ıa aseguradora al tiempo t. El pro-
ceso de Poisson determina el número de siniestros o reclamaciones efec-
tuadas hasta un momento cualquiera. La variable Yn representa el mon-
to de la n-ésima reclamación y es natural suponer Yn ¡ 0, para n ¥ 1.

b bc

b bc

b bc

b

Xtpωq
t

Y1

Y2

Y3

Figura 4.6

En la Figura 4.6 se muestra una
trayectoria de este proceso y en el
siguiente resultado se presentan al-
gunas de sus propiedades básicas.
Este proceso es un ejemplo de pro-
ceso de Markov a tiempo continuo
como los que estudiaremos en el si-
guiente caṕıtulo. Cuando las varia-
bles Y1, Y2, . . . toman valores en el
conjunto t1, 2, . . .u se dice que este
proceso es un proceso de Poisson
generalizado, pues los saltos ya no son necesariamente unitarios. Observe
que si las variables Y1, Y2, . . . son todas idénticamente uno, el proceso de
Poisson compuesto se reduce al proceso de Poisson.

Proposición 4.11 El proceso de Poisson compuesto (4.3) cumple las si-
guientes propiedades:

1. Tiene incrementos independientes y estacionarios.

2. EpXtq � λ tEpY q.
3. VarpXtq � λ tEpY 2q.
4. CovpXt,Xsq � λEpY 2qmı́nts, tu.
5. La función generadora de momentos de la variable Xt es

MXtpuq � EpeuXtq � exp rλt pMY puq � 1q s.
Estos resultados se obtienen condicionando sobre el valor de Nt. En el ejer-
cicio 135 se pide dar los detalles de estas demostraciones.
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4.5. Proceso de Poisson mixto

En esta generalización del proceso de Poisson se considera que el parámetro
λ no es constante sino una variable aleatoria.

Definición 4.6 Sea Λ una variable aleatoria positiva con función de dis-
tribución F pλq. Se dice que el proceso de conteo tXt : t ¥ 0u es un proceso
de Poisson mixto con variable mezclante Λ si para cada entero n ¥ 1, y
cada sucesión de enteros no negativos k1, . . . , kn, y cualesquiera tiempos
0 ¤ a1 ¤ b1 ¤ a2 ¤ b2 ¤ � � � ¤ an ¤ bn se cumple la igualdad

P pXb1 �Xa1 � k1,Xb2 �Xa2 � k2, . . . ,Xbn �Xan � knq� » 8
0

n¹
i�1

rλpbi � aiqski
ki!

e�λpbi�aiq dF pλq. (4.4)

Cuando la variable aleatoria mezclante Λ es constante e igual a λ, el proceso
de Poisson mixto se reduce al proceso de Poisson.

Proposición 4.12 El proceso de Poisson mixto cumple las siguientes pro-
piedades.

1. Tiene incrementos estacionarios.

2. En general los incrementos no son independientes. Lo son en el caso
del proceso de Poisson.

3. EpXtq � t EpΛq.
4. VarpXtq � t2 VarpΛq � t EpΛq.
5. CovpXt,Xt�s �Xtq � stVarpΛq, s, t ¥ 0.

Estas propiedades se obtienen condicionando sobre el valor de la variable
aleatoria Λ y sus demostraciones se dejan como ejercicio al lector.
Notas y referencias. El estudio del proceso de Poisson generalmente se
incluye en los cursos elementales de procesos estocásticos. La mayoŕıa de los
textos sobre procesos estocásticos que aparecen en la bibliograf́ıa cuentan
por lo menos con una sección sobre este tema. Algunos textos espećıficos que
dedican un caṕıtulo entero para el proceso de Poisson y que el lector puede
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consultar para profundizar en el tema son: Basu [1], Jones y Smith [15], y
Taylor y Karlin [35]. El lector puede encontrar otros resultados generales
sobre el proceso de Poisson en el caṕıtulo sobre procesos de renovación, en
el caso particular cuando los tiempos de interarribo son exponenciales.

4.6. Ejercicios

Proceso de Poisson

103. Los clientes de una tienda entran al establecimiento de acuerdo a un
proceso de Poisson tXt : t ¥ 0u de parámetro λ � 4. Calcule:

a) P pX2 � 1q. d) P pX2 � 4 |X1 � 2q.
b) P pX1 � 3,X2 � 6q. e) P pX2 ¤ 3q.
c) P pX1 � 0 |X3 � 4q. f) P pX1 ¥ 4 |X1 ¥ 2q.

104. Los pasajeros llegan a una parada de autobús de acuerdo a un proceso
de Poisson tXt : t ¥ 0u de parámetro λ � 2. Sea τ el momento
en el que llega el primer autobús. Suponga que τ es una variable
aleatoria con distribución unifp0, 1q e independiente del proceso de
Poisson. Calcule:

a) EpXτ | τ � tq. c) EpX2
τ | τ � tq.

b) EpXτ q. d) VarpXτ q.
105. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso de Poisson de parámetro λ � 2. Sea Wn

el instante en el que ocurre el n-ésimo evento. Calcule:

a) EpX5q. d) EpW7 |X2 � 3q.
b) EpX5 |X2 � 1q. e) EpW7 |W5 � 4q.
c) EpW2q. f) EpW7q.

106. Simulación de la distribución exponencial. Demuestre que si X es
una variable aleatoria con distribución unifp0, 1q, entonces la variable
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aleatoria Y � �p1{λq lnp1 �Xq tiene distribución exppλq. Este resul-
tado puede ser usado para generar valores de la distribución exppλq a
partir de valores de la distribución unifp0, 1q.

107. Simulación de la distribución Poisson. Sea T1, T2, . . . una sucesión de
variables aleatorias independientes con idéntica distribución exppλq.
Defina la variable aleatoria N de la siguiente forma:

N � " 0 si T1 ¡ 1,
k si T1 � � � � � Tk ¤ 1   T1 � � � � � Tk�1.

Demuestre que N tiene distribución Poissonpλq. Este resultado puede
ser usado para obtener valores de la distribución Poisson.

108. Sean T1, . . . , Tn variables aleatorias independientes cada una con dis-
tribución exppλq. Demuestre que la suma Wn � T1 � � � � � Tn tiene
distribución gamapn, λq y que la correspondiente función de distribu-
ción puede escribirse de la siguiente forma: para cada t ¡ 0,

P pWn ¤ tq � 8̧
k�n

e�λt pλtqk
k!

.

109. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso de Poisson de parámetro λ � 1, e indepen-
diente de una variable aleatoria θ con distribución exppλq con λ � 1.
Defina el proceso Yt � Xθt. Demuestre los siguientes dos resultados y
concluya que las variables Yt y Yt�s � Yt no son independientes.

a) P pYt � nq � 1

1� t
p t

1� t
qn, para n � 0, 1, . . .

b) P pYt � n, Yt�s � n�mq � �n�m

n



tn sm p 1

1� t� s
qn�m�1.

110. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso de Poisson de parámetro λ. Demuestre
los siguientes resultados de manera sucesiva.

a) pW1 ¡ t1,W2 ¡ t2q � pXt1 � 0,Xt2 �Xt1 � 0 ó 1q.
b) P pW1 ¡ t1,W2 ¡ t2q � e�λt1 p1� λpt2 � t1qq e�λpt2�t1q.
c) fW1,W2

pt1, t2q � λ2 e�λt2 , para 0   t1   t2.
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d) fW1
pt1q � λ e�λt1 .

e) fW2
pt2q � λ2 t1 e

�λt1 .

f) Las variables T1 �W1 y T2 �W2 �W1 son independientes.

111. Sea tXt : t ¥ 0u proceso de Poisson de parámetro λ. Sean s y t dos
tiempos tales que 0 ¤ s   t. Demuestre que:

a) P pXs � 0,Xt � 1q � λpt� sqe�λt.

b) P pXs � Xtq � e�λpt�sq.
112. Para un proceso de Poisson tXt : t ¥ 0u de parámetro λ demuestre

que

CovpXt,Xsq � λmı́nts, tu.
113. Las funciones seno y coseno hiperbólico se definen de la siguiente for-

ma:

senhpxq � pex � e�xq{2,
y coshpxq � pex � e�xq{2.

Para un proceso de Poisson tXt : t ¥ 0u de parámetro λ demuestre
que:

a) P p“Xt sea impar”q � e�λt senhpλtq.
b) P p“Xt sea par”q � e�λt coshpλtq.

114. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso de Poisson de parámetro λ, y sea s ¡ 0
un tiempo fijo. Demuestre que el proceso tYt � Xt�s � Xs : t ¥ 0u
también es un proceso de Poisson de parámetro λ. En la Figura 4.3
en la página 118 se ilustra gráficamente la definición de este nuevo
proceso.

115. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso de Poisson de parámetro λ. Demuestre
que:
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a) fW1,W2
pw1, w2q � # λ2e�λw2 si 0   w1   w2,

0 otro caso.

b) fW1 |W2
pw1 |w2q � # 1{w2 si w1 P p0, w2q,

0 otro caso.

c) fW2 |W1
pw2 |w1q � # λe�λpw2�w1q si w2 P pw1,8q,

0 otro caso.

116. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso de Poisson de parámetro λ. Sea T una
variable aleatoria con distribución exppθq e independiente del proceso
de Poisson. Encuentre la función de densidad de la variable XT .

117. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso de Poisson de parámetro λ. Sean r y n

dos enteros tales que 1 ¤ r ¤ n, y sea t ¡ 0. Suponga que el eventopXt � nq ocurre. Encuentre la densidad condicional de Wr.

118. Sean tX1ptq : t ¥ 0u y tX2ptq : t ¥ 0u dos procesos de Poisson
independientes con parámetros λ1 y λ2 respectivamente. Calcule la
probabilidad de que:

a) X1ptq � 1 antes que X2ptq � 1.

b) X1ptq � 2 antes que X2ptq � 2.

119. Suponga que un cierto aparato eléctrico sufre desperfectos a lo largo
del tiempo de acuerdo a un proceso de Poisson de parámetro λ. Supon-
ga que cada vez que el aparato se descompone es enviado a reparación
y después es puesto en funcionamiento nuevamente. Suponga además
que el aparato se reemplaza completamente por uno nuevo cuando el
tiempo que transcurre entre dos descomposturas sucesivas es menor o
igual a una cierta constante a ¡ 0, incluyendo el tiempo antes de la
primera reparación. Encuentre la función de densidad del

a) Tiempo de vida útil del equipo antes de ser reemplazado.

b) Número de reparaciones antes de realizar el reemplazo.

120. Suponga que un cierto circuito recibe impulsos eléctricos de acuerdo a
un proceso de Poisson de parámetro λ. Suponga además que el circuito
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se descompone al recibir el k-ésimo impulso. Encuentre la función de
densidad del tiempo de vida del circuito.

121. Sean tXp1q
t : t ¥ 0u, . . . , tXpnq

t : t ¥ 0u procesos de Poisson indepen-
dientes, todos de parámetro λ. Encuentre la distribución de probabi-
lidad del primer momento en el cual:

a) Ha ocurrido en cada uno de los procesos al menos un evento.

b) Ocurre el primer evento en cualquiera de los procesos.

122. Sean tXp1q
t : t ¥ 0u y tXp2q

t : t ¥ 0u dos procesos de Poisson inde-
pendientes con parámetros λ1 y λ2, respectivamente. Sea n cualquier
número natural, y defina el tiempo aleatorio

τ � ı́nf tt ¥ 0 : X
p1q
t � nu.

Demuestre que X
p2q
τ tiene distribución binomial negativa, es decir,

para k � 0, 1, . . .

P pXp2q
τ � kq � �n� k � 1

k


 �
λ1

λ1 � λ2


k �
λ2

λ1 � λ2


n

.

123. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso de Poisson de parámetro λ, y sea a ¡ 0
una constante. Demuestre que tXat : t ¥ 0u es un proceso de Poisson
de parámetro λa.

124. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso de Poisson de parámetro λ. Demuestre
que, condicionado a que el proceso tiene exactamente un salto en el
intervalo rs, s� ts, el momento en el que ese salto ocurre se distribuye
de manera uniforme en dicho intervalo.

125. Suponga que los mensajes llegan a una cierta cuenta de correo elec-
trónico de acuerdo a un proceso de Poisson de parámetro λ. Cada
mensaje recibido es de tipo “basura” con probabilidad α y “no ba-
sura” con probabilidad 1� α.

a) Dado que hasta el tiempo t ha llegado n mensajes, encuentre la
distribución del número de mensajes tipo “basura” que hasta ese
momento han llegado.
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b) Suponiendo que se recibe un mensaje tipo “basura” en algún
momento, encuentre la distribución del número total de mensajes
recibidos hasta la llegada del siguiente mensaje tipo “basura”.

c) Encuentre la probabilidad de que al tiempo t hayan llegado mas
mensajes tipo “basura” que “no basura”.

126. Sean T1, T2, . . . los tiempos de interarribo de un proceso de Poisson de
parámetro λ, y sea c una constante positiva. Defina N � mı́n tn ¥ 1 :
Tn ¡ cu. Calcule EpWN�1 � cq.

127. Suma de procesos de Poisson. Usando la Definición 4.3, demuestre que
la suma de dos procesos de Poisson independientes es nuevamente un
proceso de Poisson.

128. Procesos de Poisson marcados. Sean 0   W1  W2   � � � los momen-
tos en los que un proceso de Poisson tXt : t ¥ 0u tiene saltos, y sea
Y1, Y2, . . . una sucesión de v.a.i.i.d. e independientes del proceso de
Poisson. Al proceso pW1, Y1q, pW2, Y2q, . . . se le llama proceso de Poi-
sson marcado. Considere el caso particular cuando las v.a.s Y tienen
distribución común Berppq y defina los procesos:

X0ptq � Xţ

k�1

p1� Ykq
y X1ptq � Xţ

k�1

Yk.

Demuestre que los procesos tX0ptq : t ¥ 0u y tX1ptq : t ¥ 0u son
procesos de Poisson y que para cada t ¥ 0, las variables X0ptq y X1ptq
son independientes. Nota: se define

°b
a � 0 cuando a ¡ b.

129. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso de Poisson de parámetro λ. Suponga que
cada evento registrado es de tipo 1 con probabilidad α, o de tipo 2

con probabilidad 1 � α. Sea X
p1q
t el número de eventos del tipo 1 al

tiempo t, y sea X
p2q
t lo correspondiente a eventos del tipo 2. Estos son

ejemplos de los aśı llamados procesos de Poisson marcados.

a) Demuestre que tXp1q
t : t ¥ 0u y tXp2q

t : t ¥ 0u son procesos de
Poisson de parámetros λα y λp1� αq respectivamente.
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b) Demuestre que para cada t ¥ 0 las variables aleatorias X
p1q
t y

X
p2q
t son independientes.

Distribuciones asociadas al proceso de Poisson

130. Sea t0 un tiempo positivo fijo y suponga que hasta ese momento se ha
observado un solo evento de un proceso de Poisson, es decir, Xt0 � 1.
La pregunta es ¿cuándo ocurrió tal evento? Demuestre que, condi-
cionado al evento pXt0 � 1q, la distribución del momento en el que se
ha registrado el evento es uniforme en el intervalo r0, t0s.

131. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso Poisson de tasa λ y sean dos tiempos
0   s   t. Defina la variable Xps,ts como el número de eventos del
proceso de Poisson que ocurren en el intervalo ps, ts. Demuestre que,
condicionada a la ocurrencia del evento pXt � nq, la variable Xps,ts
tiene distribución binomialpn, 1� s{tq.

132. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso de Poisson de parámetro λ. Suponga que
para un tiempo fijo t ¡ 0 se observa el evento pXt � nq, con n ¥ 1.

a) Demuestre que la función de densidad del momento en el que
ocurre el k-ésimo evento p1 ¤ k ¤ nq, condicionada al eventopXt � nq, es la siguiente: para s P p0, tq,

fWk |Xt
ps |nq � �n

k



k

t

�s
t

	k�1 �
1� s

t

	n�k

.

b) Demuestre que la función de densidad condicional del cociente
Wk{t, dado el evento pXt � nq, es la densidad betapk, n� k� 1q.

c) Encuentre nuevamente la función de densidad gamapk, λq de la
variable Wk efectuando la siguiente suma8̧

n�k

fWk |Xt
ps |nqP pXt � nq.

133. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso de Poisson de parámetro λ, y sean s1, s2
y t tiempos tales que 0 ¤ s1   s2 ¤ t. Demuestre que, condicionada
al evento pXt � nq, la variable Xs2 �Xs1 tiene distribución binpn, pq
con p � ps2 � s1q{t.
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Proceso de Poisson no homogéneo

134. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso Poisson no homogéneo de intensidad
λptq, sean T1, T2, . . . los tiempos de interarribo, y sean W1,W2, . . . los
tiempos reales de ocurrencia. Demuestre que para cualquier t ¡ 0,

a) fT1
ptq � e�Λptqλptq.

b) fT2|T1
pt|sq � e�Λpt�sq�Λpsqλpt� sq.

c) fT2
ptq � » 8

0

e�Λpt�sq λpt� sqλpsq ds.
d) fWnptq � e�Λptq rΛptqsn�1pn� 1q! λptq.
e) FTk |Wk�1

pt|sq � 1� e�Λpt�sq�Λpsq.
f) FTk

ptq � 1� » 8
0

e�Λpt�sq rΛpsqsk�2pk � 2q! λpsq ds, k ¥ 2.

Proceso de Poisson compuesto

135. Demuestre las propiedades del proceso Poisson compuesto que apare-
cen en la Proposición 4.11.

136. Suponga que las variables Y1, Y2, . . . en un proceso de Poisson com-
puesto tienen distribución común Berppq. Demuestre que el proceso se
reduce al proceso de Poisson de parámetro λp.

137. Suponga que los sumandos de un proceso de Poisson compuesto tXt :
t ¥ 0u de parámetro λ tienen distribución exppµq. Encuentre la dis-
tribución de la variable Xt.

138. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso de Poisson compuesto de parámetro λ.
Suponga que cada uno de los sumandos de este proceso es constante
igual a k P N. Encuentre la distribución de Xt.

139. Suponga que los usuarios de cuentas de correo electrónico solicitan
acceso al servidor de acuerdo a un proceso de Poisson homogéneo de
parámetro λ. Suponga además que cada usuario se mantiene conectado
al servidor un tiempo aleatorio con función de distribución F pxq, e
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independiente uno del otro. Sea Ct el número de usuarios conectados
al servidor tiempo al t, y defina la función

αptq � » t

0

p1� F pxqq dx.
Demuestre que para k ¥ 0,

P pCt � kq � e�λαptq rλαptqsk
k!

.

Proceso de Poisson mixto

140. Demuestre las propiedades del proceso de poisson mixto que aparecen
en la Proposición 4.12.

141. Para un proceso de Poisson mixto tXt : t ¥ 0u con variable mezclante
Λ, demuestre que para 0 ¤ s   t,

CovpXs,Xtq � stEpΛq � tVarpΛq.
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Caṕıtulo 5

Cadenas de Markov

a tiempo continuo

Vamos a estudiar ahora cadenas de Markov en donde el tiempo es continuo
y las variables toman valores enteros. Consideremos un proceso a tiempo
continuo tXt : t ¥ 0u que

Ti1

i1

Ti2

i2

Ti3

i3

Ti4

i4

b bc

b bc

b bc

b

t

Xtpωq
Figura 5.1

inicia en un estado i1 al
tiempo cero. El proceso
permanece en ese estado
un tiempo aleatorio Ti1 , y
después salta a un nue-
vo estado i2 distinto del
anterior. El sistema per-
manece ahora en el esta-
do i2 un tiempo aleatorio
Ti2 al cabo del cual brin-
ca a otro estado i3 distin-
to del inmediato anterior,
y aśı sucesivamente. Esta
sucesión de saltos se mues-
tra gráficamente en la Figura 5.1. Los tiempos aleatorios T son los tiempos
en los que el proceso permanece constante en alguno de sus estados, y se
llaman tiempos de estancia (passage times). Los momentos en donde el pro-
ceso tiene saltos son los tiempos Wn � Ti1�� � ��Tin , para n ¥ 1. El proceso
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puede entonces escribirse en la forma siguiente:

Xt � $'''&'''% i1 si 0 ¤ t  W1,

i2 si W1 ¤ t  W2,

i3 si W2 ¤ t  W3,
...

A un proceso de estas caracteŕısticas se llama proceso de saltos, y parece ser
una buena versión continua de las cadenas de Markov a tiempo discreto. Sin
embargo, puede comprobarse que el proceso aśı especificado puede no estar
definido para todo tiempo t ¥ 0, y tampoco hay garant́ıa de que se cumpla la
propiedad de Markov. Explicaremos a continuación algunas condiciones que
impondremos a los procesos de saltos particulares que estudiaremos en este
caṕıtulo. Puede suceder que los tiempos de estancia T sean cada vez más
pequeños de tal forma que ĺımnÑ8Wn   8, es decir, existe la posibilidad
de que el proceso efectúe un número infinito de saltos durante un intervalo
de tiempo acotado. En tal situación el proceso no estaŕıa bien definido para
todo tiempo t ¥ 0, y se dice entonces que el proceso explota en un tiempo
finito. Para evitar tal comportamiento supondremos que

ĺım
nÑ8Wn � 8 c.s.

y por lo tanto, para cada t ¥ 0, el valor de Xt es finito, c.s. Por otro lado, sin
pérdida de generalidad supondremos que el espacio de estados es el conjunto

S � t0, 1, . . .u
y que el tiempo de estancia asociado el estado i es la variable aleatoria Ti,
la cual supondremos positiva con función de distribución Fiptq. Como en el
caso de cadenas a tiempo discreto, se denotará por pij a la probabilidad de
que la cadena pase del estado i al estado j al efectuar un salto. Adicional-
mente impondremos la condición pii � 0, y con ello se imposibilita que la
cadena salte al mismo estado de partida. Las probabilidades de saltos deben
entonces satisfacer las siguientes condiciones:

a) pij ¥ 0.

b) pii � 0.
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c)
j̧

pij � 1.

En forma de matriz, las probabilidades de saltos constituyen una matriz
estocástica de la siguiente forma:

P � ����� 0 p01 p02 � � �
p10 0 p12 � � �
p20 p21 0 � � �
...

...
...

�ÆÆÆ.

Supondremos además que los tiempos de estancia Ti1 , Ti2 , . . . son indepen-
dientes entre śı, y también son independientes del mecanismo mediante el
cual se escoge el estado j al cual la cadena salta después de estar en cual-
quier otro estado i. Mas aún, supondremos que cada variable Ti es finita
con probabilidad uno, o bien, es infinita con probabilidad uno. En el primer
caso se dice que el estado i es no absorbente, y en el segundo caso que es
absorbente. El hecho de que Ti � 8 se interpreta en el sentido de que el
proceso deja de saltar y permanece en el estado i el resto del tiempo, es
decir, el estado i es absorbente. Estamos entonces suponiendo que sólo hay
dos tipos de estados: absorbentes o no absorbentes. En otras palabras, con
probabilidad uno el tiempo de estancia es finito o con probabilidad uno es
infinito. Por otra parte, un resultado no trivial establece que

Un proceso de las caracteŕısticas arriba especificadas satisface la
propiedad de Markov si, y sólo si, los tiempos de estancia en los
estados no absorbentes tienen distribución exponencial.

Este es un resultado importante cuya demostración omitiremos y que sim-
plifica drásticamente el modelo general planteado. Como deseamos estudiar
procesos de saltos que cumplan la propiedad de Markov, pues tal propiedad
ayuda a calcular probabilidades con cierta facilidad, tendremos que supo-
ner entonces que el tiempo de estancia en un estado no absorbente i tiene
distribución exppλiq, con λi ¡ 0, es decir,

Fiptq � 1� e�λit para t ¡ 0.

Observe que puede considerarse que λi � 0 en el caso cuando Ti � 8.
Usando la misma notación que en el caso de tiempos discretos, recordemos
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que el término ppxtq significa P pXt � xtq. La propiedad de Markov que
consideraremos tiene la siguiente forma: para cualesquiera tiempos 0 ¤ t1  
t2   � � �   tn,

ppxtn |xt1 , . . . , xtn�1
q � ppxtn |xtn�1

q.
Observe que no estamos suponiendo que se conoce la historia del proceso en
todo el pasado a tiempo continuo, sino únicamente en una colección arbi-
traria pero finita de tiempos pasados t1, . . . , tn�1. Supondremos nuevamente
que estas probabilidades de transición son estacionarias en el tiempo, esto
significa que para cada s ¥ 0 y t ¥ 0, la probabilidad P pXt�s � j |Xs � iq
es idéntica a P pXt � j |X0 � iq, es decir, no hay dependencia del valor de s.
Esta probabilidad se escribe de manera breve mediante la expresión pijptq,
para i y j enteros no negativos. Es decir,

pijptq � P pXt�s � j |Xs � iq � P pXt � j |X0 � iq.
En particular para t � 0 se define nuevamente pijp0q como la función delta
de Kronecker, es decir,

pijp0q � δij � " 1 si i � j,

0 si i � j.

Haciendo variar los ı́ndices i y j en el espacio de estados se obtiene la matriz
de probabilidades de transición al tiempo t, que denotaremos por Pt y en
ocasiones se escribe también como P ptq:

Pt � ppijptqq � ��� p00ptq p01ptq � � �
p10ptq p11ptq � � �

...
...

�Æ.

Puede demostrarse que cuando el espacio de estados es finito, esta matriz
es siempre estocástica, es decir, los elementos de cada renglón suman uno.
Sin embargo, existen ejemplos en el caso de espacios de estados infinito en
donde no se cumple tal propiedad, es decir, en general,

°
j pijptq ¤ 1. Esta

es una diferencia inesperada respecto del modelo a tiempo discreto.

Definición 5.1 A un proceso de saltos con las caracteŕısticas y postulados
arriba señalados se le llama cadena de Markov a tiempo continuo.
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Observe que en un proceso de Markov a tiempo continuo las probabilidades
de saltos pij y las probabilidades de transición pijptq representan aspectos
distintos del proceso. Las primeras son probabilidades de cambio al estado
j cuando el proceso se encuentra en el estado i y tiene un salto, mientras
que las segundas son probabilidades de encontrar al proceso en el estado j,
partiendo de i, al término de un intervalo de tiempo de longitud t. Observe
además que un proceso de Markov a tiempo continuo queda completamente
especificado por los siguientes tres elementos: una distribución de proba-
bilidad inicial en el espacio de estados, el conjunto de los parámetros no
negativos λi, y las probabilidades de saltos pij. En las siguientes secciones
estudiaremos algunas propiedades generales de los procesos arriba descritos
y revisaremos también algunos modelos particulares.

Ejemplo 5.1 (Proceso de Poisson) El proceso de Poisson es una cadena
de Markov a tiempo continuo que empieza en cero, es decir, la distribución
de probabilidad inicial tiene el valor uno en el estado cero, los tiempos de
estancia son exponenciales de parámetro λ y las probabilidades de saltos de
un estado a otro son

pij � " 1 si j � i� 1,
0 si j � i� 1.

1

b bc

b

t

Xtpωq
exppλq

Figura 5.2

Ejemplo 5.2 (Cadena de primera ocurrencia) Sea tXt : t ¥ 0u una
cadena de Markov a tiempo continuo con espacio de estados t0, 1u. Suponga
que X0 � 0 y que el proceso cambia al estado 1 después de un tiempo
aleatorio con distribución exppλq, y permanece alĺı el resto del tiempo. Una
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posible trayectoria de este proceso se muestra en la Figura 5.2. Este proceso
modela la situación de espera exponencial para la primera ocurrencia de un
evento de interés. Las probabilidades de transición son

P ptq � � p00ptq p01ptq
p10ptq p11ptq 
 � � e�λt 1� e�λt

0 1



.

1

b bc

b bc

b bc

b

t

Xtpωq
exppλq exppλqexppµq exppµq

Figura 5.3

Ejemplo 5.3 (Cadena de dos estados) Considere el proceso tXt : t ¥ 0u
con espacio de estados t0, 1u y definido por la siguiente dinámica: cuando
el proceso entra al estado 0 permanece en él un tiempo exppλq, y luego va al
estado 1, entonces permanece en el estado 1 un tiempo exppµq y después re-
gresa a 0, y aśı sucesivamente. Se postula además que los tiempos de estancia
en cada estado son variables aleatorias independientes. Una trayectoria de
este proceso se muestra en la Figura 5.3. Para este proceso pueden encon-
trarse expĺıcitamente las probabilidades de transición pijptq. Más adelante
demostraremos que para cualquier t ¥ 0,

p00ptq � µ

λ� µ
� λ

λ� µ
e�pλ�µqt.

En consecuencia, por complemento o simetŕıa,

p01ptq � λ

λ� µ
� λ

λ� µ
e�pλ�µqt,

p11ptq � λ

λ� µ
� µ

λ� µ
e�pλ�µqt,

p10ptq � µ

λ� µ
� µ

λ� µ
e�pλ�µqt.
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En notación matricial,�
p00ptq p01ptq
p10ptq p11ptq 
 � 1

λ� µ

�
µ λ

µ λ


� 1

λ� µ

�
λ �λ�µ µ



e�pλ�µqt.

5.1. Probabilidades de transición

Hemos mencionado antes que para una cadena de Markov a tiempo continuo
las probabilidades de transición son los números pijptq � P pXt � j |X0 � iq.
El problema que uno puede plantearse es encontrar una expresión para las
probabilidades de transición pijptq para cada par de estados i y j, y para cada
tiempo t ¥ 0. Este es un problema demasiado general y sólo en algunos pocos
casos es posible encontrar expĺıcitamente tales probabilidades. El siguiente
resultado, sin embargo, nos permitirá obtener algunas conclusiones generales
acerca de estas funciones.

Proposición 5.1 Sean i y j dos estados. Para cualquier t ¥ 0,

pijptq � δij e
�λit � λi e

�λit

» t

0

eλis p
ķ�i

pik pkjpsq q ds. (5.1)

Demostración. Si i es un estado absorbente, es decir, si λi � 0, entonces
la fórmula de la proposición se reduce a pijptq � δij , lo cual es evidente. Si,
en cambio, i no es un estado absorbente, entonces

pijptq � P pXt � j |X0 � iq� P pXt � j, Ti ¡ t |X0 � iq � P pXt � j, Ti ¤ t |X0 � iq� δij e
�λit � » t

0

fXt,Ti |X0
pj, u | iq du� δij e

�λit � » t

0 ķ�i

fXt,Xu,Ti |X0
pj, k, u | iq du,

en donde por la propiedad de Markov y la independencia,

fXt,Xu,Ti |X0
pj, k, u | iq � fXt |Xu,Ti,X0

pj | k, u, iq� fXu | Ti,X0
pk |u, iq fTi |X0

pu | iq� pkjpt� uq pik λie
�λiu.
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Por lo tanto,

pijptq � δij e
�λit � » t

0

λie
�λiu p

ķ�i

pik pkjpt� uq q du.
Haciendo el cambio de variable spuq � t � u en la integral se obtiene el
resultado. �

Las probabilidades de transición satisfacen también una versión continua de
la ecuación de Chapman-Kolmogorov, que en este caso se conoce como la
propiedad de semigrupo.

Proposición 5.2 (Ecuación de Chapman-Kolmogorov) Para cualquier
par de estados i y j, y para todo t ¥ 0 y s ¥ 0,

pijpt� sq �
ķ

pikptq pkjpsq.
En notación matricial, Pt�s � Pt Ps.

Demostración. Por la propiedad de Markov,

pijpt� sq � P pXt�s � j |X0 � iq�
ķ

P pXt�s � j,Xt � k |X0 � iq�
ķ

P pXt�s � j |Xt � kqP pXt � k |X0 � iq�
ķ

pikptq pkjpsq.
�

Por lo tanto, la colección tPt : t ¥ 0u constituye un semigrupo de matrices,
esto quiere decir que cumple las siguientes propiedades:

a) P0 � I, en donde I es la matriz identidad.

b) Pt�s � Pt Ps, para cualesquiera t, s ¥ 0.

Por otro lado, observemos que la ecuación de Chapman-Kolmogorov es muy
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interesante pues permite expresar a las probabilidades de transición pijptq,
para cualquier tiempo t ¡ 0, en términos de probabilidades infinitesimales,
es decir, probabilidades de transición en intervalos de tiempo de longitud
muy pequeña. Por ejemplo, para cualquier n natural se puede escribir

pijptq � ¸
k1,...,kn�1

pi,k1pt{nq pk1,k2pt{nq � � � pkn�1,jpt{nq.
Esto quiere decir que es suficiente conocer el comportamiento de pijptq en
tiempos t pequeños para conocer su comportamiento para cualquier t ¡ 0.
Especificaremos con detalle este resultado más adelante.

5.2. El generador infinitesimal

De la fórmula general (5.1) es inmediato observar que las probabilidades de
transición pijptq de una cadena de Markov a tiempo continuo son funciones
continuas en t, y en particular el integrando en (5.1) es una función continua.
Esto implica que la integral es diferenciable y por lo tanto la función t ÞÑ
pijptq también es diferenciable, con derivada como se indica a continuación.

Proposición 5.3 Para cualquier par de estados i y j, y para cualquier
t ¡ 0,

p1ijptq � �λi pijptq � λi

ķ�i

pik pkjptq. (5.2)

Demostración. Derivando directamente la identidad (5.1) se obtiene la
expresión anunciada. �

La ecuación (5.2) constituye todo un sistema de ecuaciones diferenciales
para las probabilidades de transición pijptq, en donde, como se indica en la
fórmula, la derivada p1ijptq puede depender de todas las probabilidades de
transición de la forma pkjptq para k � i. Observe que la derivada p1ijptq es
una función continua del tiempo. Tomando ahora el ĺımite cuando tÑ 0, se
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tiene que

p1ijp0q � �λi δij � λi

ķ�i

pik δkj� �λi δij � λi pij� " �λi si i � j,

λi pij si i � j.

Definición 5.2 A las cantidades p1ijp0q se les denota por gij , y se les conoce
con el nombre de parámetros infinitesimales del proceso. Es decir, estos
parámetros son

gij � " �λi si i � j,

λi pij si i � j.
(5.3)

Haciendo variar los ı́ndices i y j, estos nuevos parámetros conforman una
matriz G llamada el generador infinitesimal del proceso de Markov, es decir,

G � ����� �λ0 λ0p01 λ0p02 � � �
λ1p10 �λ1 λ1p12 � � �
λ2p20 λ2p21 �λ2 � � �

...
...

...

�ÆÆÆ. (5.4)

Esta matriz determina de manera única el comportamiento de la cadena
de Markov a tiempo continuo, y es el concepto equivalente a la matriz de
probabilidades de transición en un paso para cadenas a tiempo discreto. Se
trata de una matriz con las siguientes propiedades:

a) gij ¥ 0, si i � j.

b) gii ¤ 0.

c)
j̧

gij � 0.

La demostración de estas afirmaciones se sigue de la ecuación (5.3), en
particular la última propiedad se obtiene a partir del hecho de que pii � 0
pues,

j̧

gij � �λi �
j̧�i

λi pij � �λi � λip1� piiq � 0.

Observe que la situación cuando gii � 0 corresponde al caso cuando el estado
i es absorbente, es decir, cuando λi � 0.
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Ejemplo 5.4 El generador infinitesimal para el proceso de Poisson de pa-
rámetro λ es

G � ����� �λ λ 0 0 � � �
0 �λ λ 0 � � �
0 0 �λ λ � � �
...

...
...

�ÆÆÆ. (5.5)

Ejemplo 5.5 El generador infinitesimal para la cadena de Markov de dos
estados del Ejemplo 5.3 es

G � � �λ λ

µ �µ



. (5.6)

Demostraremos a continuación que el generador infinitesimal caracteriza de
manera única a la cadena de Markov. Aśı, a esta misma matriz se le llama
a veces cadena de Markov a tiempo continuo.

Proposición 5.4 El generador infinitesimal determina de manera única a
la cadena de Markov a tiempo continuo.

Demostración. Este resultado es consecuencia de la igualdad (5.3), pues
a partir del generador G � pgijq se obtienen los parámetros iniciales que
definen a la cadena de Markov:

λi � �gii,
y pij � "

0 si i � j,�gij{gii si i � j.
(5.7)

�

Un proceso de Markov a tiempo continuo puede ser también definido a
partir del comportamiento de las probabilidades de transición pijptq cuando
tÑ 0. Tales probabilidades se llaman a veces probabilidades infinitesimales,
y pueden expresarse en términos de los parámetros infinitesimales como
establece el siguiente resultado y del cual omitiremos su demostración.

Proposición 5.5 Cuando tÑ 0,

1. piiptq � 1� gii t� optq.
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2. pijptq � gij t� optq, para i � j.

Observe que las dos fórmulas de la proposición anterior corresponden al
desarrollo de la serie de Taylor de la función pijptq alrededor de cero hasta
el término lineal.

5.3. Ecuaciones de Kolmogorov

Ecuaciones retrospectivas
En términos de los parámetros infinitesimales, el sistema de ecuaciones dife-
renciales dado por la expresión (5.2) puede escribirse de la siguiente forma:

p1ijptq �
ķ

gik pkjptq. (5.8)

En términos de matrices esta igualdad se escribe como sigue

P 1ptq � GP ptq. (5.9)

Expĺıcitamente,��� p1
00
ptq p1

01
ptq � � �

p110ptq p111ptq � � �
...

...

�Æ� ��� �λ0 λ0p01 � � �
λ1p10 �λ1 � � �

...
...

�Æ��� p00ptq p01ptq � � �
p10ptq p11ptq � � �

...
...

�Æ.

A este sistema de ecuaciones diferenciales se le conoce como las ecuaciones
retrospectivas de Kolmogorov. Un poco más adelante explicaremos el origen
de este nombre y daremos un mecanismo para recordar la escritura exacta
de este sistema de ecuaciones para una cadena de Markov particular: los
procesos de nacimiento y muerte.

Ejemplo 5.6 (Proceso de Poisson) El sistema de ecuaciones retrospec-
tivas de Kolmogorov para el proceso de Poisson de parámetro λ está dado
por

p1iiptq � �λpiiptq
p1ijptq � �λpijptq � λpi�1,jptq para i   j.
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Y sabemos que la solución es

pijptq � e�λt pλtqj�ipj � iq! para i ¤ j.

Ejemplo 5.7 (Cadena de dos estados) El sistema de ecuaciones retros-
pectivas de Kolmogorov para la cadena de Markov de dos estados definida
en el Ejemplo 5.3 está dado por

p100ptq � �λ p00ptq � λ p10ptq,
p101ptq � �λ p01ptq � λ p11ptq,
p110ptq � �µ p10ptq � µ p00ptq,
p111ptq � �µ p11ptq � µ p01ptq.

Resolveremos este sistema de ecuaciones y encontraremos las probabilida-
des de transición para esta cadena. Observe que el primer par de ecuaciones
están acopladas, y lo mismo se presenta con el segundo par de ecuaciones.
Estos dos sistemas de ecuaciones son independientes uno del otro y tienen
la misma forma aunque con parámetros posiblemente distintos. Es suficiente
entonces resolver uno de estos dos sistemas para también conocer la solu-
ción del otro. Definiendo q00ptq � eλt p00ptq, y q10ptq � eµt p10ptq, el primer
sistema de ecuaciones se reduce y toma la siguiente forma

q100ptq � λ epλ�µqt q10ptq,
q110ptq � µ epµ�λqt q00ptq.

Derivando la primera ecuación e incorporando la segunda se obtiene la
ecuación diferencial

q200ptq � pµ� λq q100ptq � λµ q00ptq � 0,

con condiciones iniciales q00p0q � 1, y q1
00
p0q � �λ. La ecuación carac-

teŕıstica asociada a esta ecuación de segundo orden es r2�pµ�λqr�λµ � 0,
cuyas ráıces son r1 � λ y r2 � �µ. La solución general es entonces de la
forma

q00ptq � c1 e
r1t � c2 e

r2t.



158 5. Cadenas de Markov a tiempo continuo

Usando las condiciones iniciales se encuentra que c1 � µ{pλ � µq y c2 �
λ{pλ� µq. De esta forma se llega a la solución

p00ptq � µ

λ� µ
� λ

λ� µ
e�pλ�µqt.

Tomando complemento se encuentra una expresión para p01ptq. Por simetŕıa
pueden obtenerse también las probabilidades p10ptq y p11ptq como aparecen
enunciadas en el Ejemplo 5.3.

Ecuaciones prospectivas
Al sistema de ecuaciones diferenciales dado por la igualdad P 1ptq � P ptqG se
le llama sistema de ecuaciones prospectivas de Kolmogorov. La diferencia
entre este sistema y el sistema retrospectivo mencionado antes es que el
orden de los factores en el lado derecho es distinto. Más expĺıcitamente, el
sistema prospectivo es el siguiente

p1ijptq �
ķ

pikptq gkj . (5.10)

En algunos casos los dos sistemas de ecuaciones son equivalentes y su solu-
ción produce las mismas probabilidades de transición pijptq. En general, el
sistema retrospectivo es el que siempre se satisface como lo hemos demostra-
do, y no aśı para el sistema prospectivo. En la siguiente sección estudiaremos
una cadena de Markov a tiempo continuo que es un tanto general y que lleva
el nombre de proceso de nacimiento y muerte. Para esta cadena en particular
y para todas sus simplificaciones también se cumple el sistema prospectivo
de ecuaciones diferenciales de Kolmogorov con algunas hipótesis adicionales.
A partir de esta cadena explicaremos el origen de los términos prospectivo
y retrospectivo. Antes de ello mostramos el sistema prospectivo para dos
ejemplos de cadenas de Markov.

Ejemplo 5.8 (Proceso de Poisson) El sistema de ecuaciones prospec-
tivas de Kolmogorov para el proceso de Poisson de parámetro λ está dado
por

p1iiptq � �λpiiptq
p1ijptq � �λpijptq � λpi,j�1ptq para i   j.
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Y sabemos que la solución es

pijptq � e�λt pλtqj�ipj � iq! para i ¤ j.

Ejemplo 5.9 (Cadena de dos estados) El sistema de ecuaciones prospec-
tivas de Kolmogorov para la cadena de Markov de dos estados definida en
el Ejemplo 5.3 está dado por

p100ptq � �λ p00ptq � µ p01ptq,
p101ptq � �µ p01ptq � λ p00ptq,
p110ptq � �λ p10ptq � µ p11ptq,
p111ptq � �µ p11ptq � λ p10ptq.

Puede comprobarse que su solución es la que se muestra en el Ejemplo 5.3.

5.4. Procesos de nacimiento y muerte

Un proceso de nacimiento y muerte es una cadena de Markov a tiempo
continuo con espacio de estados t0, 1, . . .u y con generador infinitesimal dado
por

G � ���� �λ0 λ0 0 0 � � �
µ1 �pλ1 � µ1q λ1 0 � � �
0 µ2 �pλ2 � µ2q λ2 � � �
...

...
...

�ÆÆ,

en donde λ0, λ1, . . . y µ1, µ2, . . . son constantes positivas conocidas como las
tasas instantáneas de nacimiento y muerte, respectivamente. De acuerdo a lo
desarrollado antes, a partir de esta matriz podemos concluir que el tiempo
de estancia en cualquier estado i ¥ 0 tiene distribución exppλi � µiq, en
donde se define µ0 � 0. Las probabilidades de saltos de un estado a otro
son

pij � $''''&''''% λi

λi � µi
si j � i� 1,

µi

λi � µi
si j � i� 1,

0 otro caso.

(5.11)

De este modo, un proceso de nacimiento y muerte permanece en cada uno
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Figura 5.4

de sus estados un tiempo expo-
nencial, al cabo del cual salta
una unidad hacia arriba o una
unidad hacia abajo de acuerdo
a las probabilidades arriba indi-
cadas. Un salto hacia arriba se
interpreta como un nacimiento,
mientras que un salto hacia aba-
jo representa una muerte. Una
posible trayectoria de este pro-
ceso se muestra en la Figura 5.4
con X0 � 0. La variable Xt

puede interpretarse como el número de individuos en una población al tiem-
po t, en donde pueden presentarse nacimientos y muertes de individuos, uno
a la vez. Como λ0 ¡ 0 y µ0 � 0, la población puede crecer cuando se en-
cuentre en el estado cero, pero nunca decrecer por abajo de ese nivel.
Otra manera alternativa de definir a los procesos de nacimiento y muerte es
a través de los siguientes postulados:

a) Los incrementos son independientes y estacionarios

b) Las probabilidades de transición son estacionarias, es decir,

pijptq � P pXt�s � j |Xs � iq.
Cuando h× 0,

c) pi,i�1phq � λi h� ophq, para i ¥ 0.

d) pi,i�1phq � µi h� ophq, para i ¥ 1.

e) pi,iphq � 1� pλi � µiqh� ophq, para i ¥ 0.

Como antes, las constantes λ0, λ1, . . . son parámetros no negativos con λ0 es-
trictamente positivo, y corresponden a las tasas de nacimiento, y µ0, µ1, µ2, . . .

son las tasas de muerte, con µ0 � 0. No es una consecuencia que se pueda
obtener de manera inmediata pero con ayuda de estos postulados se puede
demostrar que el tiempo de estancia en cada estado i tiene distribución ex-
ponencial de parámetro λi � µi, y que las probabilidades de saltos están
dadas por la expresión (5.11).
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Ejemplo 5.10 Un proceso de Poisson es una cadena de nacimiento y muer-
te en donde las tasas instantáneas de muerte µ0, µ1, . . . son cero, y las tasas
instantáneas de nacimiento λ0, λ1, . . . son todas ellas iguales a una cons-
tante λ ¡ 0. La matriz de parámetros infinitesimales es entonces de la
forma (5.5).

Ejemplo 5.11 Las ecuaciones prospectivas de Kolmogorov del proceso de
Poisson de parámetro λ para las probabilidades pnptq :� p0nptq son

p10ptq � �λ p0ptq.
p1nptq � λ pn�1ptq � λ pnptq, para n ¥ 1,

Usaremos estas ecuaciones para comprobar nuevamente que Xt tiene dis-
tribución Poissonpλtq. Usando la condición inicial p0p0q � 1, la primera
ecuación tiene solución p0ptq � e�λt. Definiendo qnptq � eλt pnptq, la segun-
da ecuación se transforma en q1nptq � λqn�1ptq, con condiciones qnp0q � δ0n
y q0ptq � 1. Esta nueva ecuación se resuelve iterativamente, primero para
q1ptq, después para q2ptq, y aśı sucesivamente. En general, qnptq � pλtqn{n!
para n ¥ 0. De aqúı se obtiene pnptq � e�λt pλtqn{n!
Ejemplo 5.12 Esta es otra derivación mas de la distribución Poisson en
el proceso de Poisson, ahora usando las ecuaciones prospectivas de Kol-
mogorov y la función generadora de probabilidad. La variable aleatoria Xt

puede tomar los valores 0, 1, . . . de modo que su función generadora de pro-
babilidad es

GXtpuq � EpuXtq � 8̧
n�0

pnptqun,
para valores reales de u tales que |u|   1, y en donde pnptq � P pXt �
nq. Consideraremos a esta función también como función del tiempo t y
por comodidad en los siguientes cálculos la llamaremos Gpt, uq. Derivando
respecto de t, para el mismo radio de convergencia |u|   1, y usando las
ecuaciones prospectivas de Kolmogorov para el proceso de Poisson se tiene
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que

G1pt, uq � 8̧
n�0

p1nptqun� 8̧
n�0

pλpn�1ptq � λpnptqqun� λuGpt, uq � λGpt, uq� pu� 1qλGpt, uq,
de donde se obtiene la ecuación diferencial G1{G � pu� 1qλ. Integrando de
0 a t y usando la condición Gp0, uq � 1 se llega a

Gpt, uq � Gp0, uq epu�1qλt � e�λteλtu � 8̧
n�0

e�λt pλtqn
n!

un.

Esta es la función generadora de probabilidad de la distribución Poissonpλtq.
Por la propiedad de unicidad se obtiene que la variable Xt tiene distribución
Poissonpλtq.
Derivación intuitiva de los sistemas de ecuaciones diferenciales
prospectivo y retrospectivo de Kolmogorov
Explicaremos a continuación los términos prospectivo y retrospectivo de los
sistemas de ecuaciones diferenciales de Kolmogorov para las probabilida-
des de transición pijptq en el caso particular de un proceso de nacimiento
y muerte. Veamos primero el caso restrospectivo. Para cualquier t ¥ 0 y
h ¡ 0 pequeño consideremos el intervalo r0, t � hs visto como la siguiente
descomposición: r0, t� hs � r0, hs Y ph, t � hs.
Supongamos que queremos calcular la probabilidad pijpt � hq. El sistema
de ecuaciones que obtendremos se llama retrospectivo porque analiza lo que
ocurre en el intervalo inicial r0, hs de longitud muy pequeña h. En este
intervalo, a partir del estado i, únicamente pueden ocurrir tres cosas: que
haya un nacimiento, que haya una muerte o que no nazca ni muera nadie. Por
lo tanto, por la propiedad de incrementos independientes y estacionarios,
cuando h× 0,

pijpt� hq � λihpi�1,jptq � µihpi�1,jptq � p1� λih� µihq pijptq � ophq.
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O bien,

1

h
ppijpt� hq � pijptqq � λi pi�1,jptq � µi pi�1,jptq � pλi � µiq pijptq � ophq

h
.

Tomando el ĺımite cuando h × 0 se obtiene el sistema de ecuaciones dife-
renciales que hemos llamado retrospectivo

p10jptq � λ0 p1,jptq � λ0 p0jptq,
p1ijptq � λi pi�1,jptq � µi pi�1,jptq � pλi � µiq pijptq, i ¥ 1.

Aśı, esta ecuación puede leerse, o bien pueden verificarse sus coeficientes y
sub́ındices, a partir de lo que sucede en un intervalo infinitesimal al inicio del
intervalo: hay un nacimiento (factor λi) y entonces el proceso debe transitar
de i� 1 a j, o hay una muerte (factor µi) y entonces el proceso debe pasar
de i � 1 a j, o bien no hay nacimientos ni decesos (factor 1 � λi � µi

pero omitiendo el 1) y entonces la cadena debe pasar de i a j. De esta
manera pueden verificarse los sistemas retrospectivos que hemos mencionado
antes. Para el sistema prospectivo y considerando nuevamente un proceso
de nacimiento y muerte, se considera la descomposición:r0, t� hs � r0, ts Y pt, t� hs.
Ahora el intervalo de longitud infinitesinal h se encuentra en la parte final del
intervalo de tiempo completo. Nuevamente por la propiedad de incrementos
independientes y estacionarios, cuando h× 0,

pijpt� hq � pi,j�1ptqλj�1h� pi,j�1ptqµj�1h� pijptq p1� λjh� µjhq � ophq.
Reescribiendo esta ecuación para que en el lado izquierdo aparezca una
prederivada, tomando ĺımite cuando h × 0 e imponiendo condiciones adi-
cionales para la convergencia de la prederivada se obtiene la ecuación dife-
rencial prospectiva

p1i0ptq � �λ0 pi0ptq � µ1 pi1ptq,
p1ijptq � λj�1 pi,j�1ptq � µj�1 pi,j�1ptq � pλj � µjq pijptq.

La lectura de los coeficientes y sub́ındices es similar a la anterior: la cadena
pasa de i a j � 1 y después hay instantáneamente un nacimiento (factor
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λj�1), o la cadena transita de i a j�1 y después hay instantáneamente una
muerte (factor µj�1), o bien la cadena pasa de i a j y no hay nacimientos
ni muertes (factor 1� λj � µj pero omitiendo el 1).

Proceso de nacimiento puro
Cuando en un proceso de nacimiento y muerte los parámetros de decesos

G � ����� �λ0 λ0 0 0 � � �
0 �λ1 λ1 0 � � �
0 0 �λ2 λ2 � � �
...

...
...

�ÆÆÆ
Figura 5.5

µ0, µ1, . . . son todos cero,
se obtiene un proceso de
nacimiento puro. La matriz
de parámetros infinitesima-
les tiene la forma que se
muestra en la Figura 5.5, en
donde, como antes, los pa-
rámetros λ0, λ1, . . . se cono-
cen como las tasas instantá-
neas de nacimiento.

1
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b bc

b bc

b

t

Xtpωq
exppλ0q exppλ1q exppλ2q exppλ3q

Figura 5.6

En la Figura 5.6 se mues-
tra una trayectoria de este
proceso cuando inicia en el
estado cero. Por construc-
ción, el tiempo de estancia
en el estado i tiene dis-
tribución exponencial con
parámetro λi. Las probabi-
lidades de saltos son evi-
dentemente pij � 1 cuan-
do j � i � 1, y cero en
cualquier otro caso. Puede
demostrarse que los incrementos de un proceso de nacimiento puro son
independientes pero no son necesariamente estacionarios. Un proceso de
nacimiento puro puede también definirse mediante las siguientes probabili-
dades infinitesimales: cuando h× 0,

a) P pXt�h �Xt � 1 |Xt � kq � λk h� ophq.
b) P pXt�h �Xt � 0 |Xt � kq � 1� λk h� ophq.

En general no es fácil encontrar una fórmula para las probabilidades de
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transición pijptq, sin embargo cuando el estado inicial es cero se conoce la
siguiente fórmula recursiva.

Proposición 5.6 Para cualquier t ¥ 0 y cualquier entero n ¥ 1, las pro-
babilidades de transición en un proceso de nacimiento puro satisfacen la
relación:

p0nptq � λn�1 e
�λnt

» t

0

eλns p0,n�1psq ds. (5.12)

Demostración. El sistema de ecuaciones diferenciales prospectivas de
Kolmogorov para este proceso es

p1ijptq � λj�1 pi,j�1ptq � λj pijptq.
En particular, partiendo de cero,

p
1
00ptq � �λ0 p00ptq,

p
1
0nptq � λn�1 p0,n�1ptq � λn p0nptq, n ¥ 1,

con las condiciones de frontera p00p0q � 1 y p0np0q � 0, para n ¥ 1. La
primera ecuación tiene solución p00ptq � e�λ0t, mientras que para el caso
n ¥ 1, multiplicando por el factor integrante eλnt y resolviendo se obtiene
la fórmula enunciada. �

Proceso de muerte puro
De manera análoga puede definirse un proceso de muerte puro como un
proceso de nacimiento y muerte en donde los parámetros de nacimiento
λ0, λ1, . . . son todos cero. El proceso puede iniciar con una población de
tamaño k ¥ 1, y presentar fallecimientos sucesivos hasta una posible extin-
ción completa de la población.

El proceso de Yule
Este es un tipo particular de proceso de nacimiento puro, y para el cual
es posible encontrar expĺıcitamente las probabilidades de transición. Este
proceso puede definirse a través de los siguientes postulados:

a) El estado inicial es X0 � k ¥ 1.
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b) Si Xt � n, entonces cada uno de estos elementos puede dar nacimiento
a un nuevo elemento durante un periodo de longitud infinitesimal h ¡
0 con probabilidad λh� ophq, en donde λ ¡ 0, es decir,

P pXt�h �Xt � 1 |Xt � nq � �
n

1


 rλh� ophqs r1 � λh� ophqsn�1� λnh� ophq.
Es decir, las tasas instantáneas de nacimiento son λn � λn, que crecen de
manera lineal conforme la población crece. El tiempo de estancia en el estado
n tiene distribución exppλnq, en consecuencia el tiempo medio de estancia
en ese estado es pλnq�1, cada vez menor conforme n crece. El sistema de
ecuaciones prospectivas para pknptq, con n ¥ k, se reduce a

p1kkptq � �λk pkkptq,
p1knptq � λpn� 1q pk,n�1ptq � λn pknptq, n ¥ k � 1.

La fórmula recursiva (5.12) es, para n ¥ k � 1,

pknptq � λpn� 1q e�λnt

» t

0

eλns pk,n�1psq ds. (5.13)

Demostraremos a continuación que el incremento Xt�X0 tiene distribución
binomial negativa de parámetros pr, pq, con r � k y p � e�λt.

Proposición 5.7 Las probabilidades de transición para el proceso de Yule
son

pknptq � �n� 1

n� k



e�λkt p1� e�λtqn�k, para n ¥ k.

Demostración. Usaremos inducción sobre n. Para n � k se tiene la
ecuación diferencial p1kkptq � �λk pkkptq, con condición inicial pkkp0q � 1.
Esto produce la solución pkkptq � e�λkt, que es de la forma enunciada. Para
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valores de n ¥ k � 1 usaremos la fórmula recursiva (5.13),

pknptq � λpn � 1q e�λnt

» t

0

eλns
�

n� 2

n� 1� k



e�λks p1� e�λsqn�1�k ds� λpn � 1q� n� 2

n� 1� k



e�λnt

» t

0

peλsqpn�kq p1� e�λsqn�1�k ds� λpn � 1q� n� 2

n� 1� k



e�λnt

» t

0

p1� e�λsq�1 peλs � 1qn�k ds� λpn � 1q� n� 2

n� 1� k



e�λnt

» t

0

eλs peλs � 1qn�1�k ds� λpn � 1q� n� 2

n� 1� k



e�λnt

» t

0

1

λpn� kq d

ds
peλs � 1qn�k ds� n� 1

n� k

�
n� 2

n� 1� k



e�λnt peλt � 1qn�k� �

n� 1

k � 1



e�λkt p1� e�λtqn�k.

�

En la siguiente sección revisaremos muy brevemente algunos conceptos ge-
nerales que se pueden definir para cadenas de Markov a tiempo continuo y
que corresponden a los conceptos análogos para el caso de tiempo discreto.

5.5. Conceptos y propiedades varias

Comunicación
Se dice que el estado j es accesible desde el estado i si pijptq ¡ 0 para algún
t ¥ 0, y se escribe iÑ j. Se dice que los estados i y j se comunican si iÑ j

y j Ñ i, y en tal caso se escribe iØ j. Nuevamente puede demostrarse que
la comunicación es una relación de equivalencia, y eso lleva a una partición
del espacio de estados en clases de comunicación. Se dice nuevamente que la
cadena es irreducible cuando todos los estados pertenecen a la misma clase
de comunicación.
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Tiempos de primera visita
Para cualesquiera estados i y j, se define

τij � ı́nf tt ¡ 0 : Xt � ju, cuando X0 � i.

El tiempo medio de primera visita es entonces µij � Epτijq. Cuando los
estados i y j coinciden se escribe τi, y µi � Epτiq respectivamente. A µi se
le llama tiempo medio de recurrencia.

Recurrencia y transitoriedad
Se dice que el estado i es transitorio si, partiendo de i, con probabilidad
uno el conjunto de tiempos tt ¥ 0 : Xt � iu es acotado. En cambio, se
dice que es recurrente si, partiendo de i, con probabilidad uno el conjuntott ¥ 0 : Xt � iu es no acotado. Cuando Epτiq � 8 se dice que el estado i es
recurrente nulo, y cuando Epτiq   8 se dice que es recurrente positivo.

Distribuciones estacionarias
Sea P ptq la matriz de probabilidades de transición de una cadena de Mar-
kov a tiempo continuo. Se dice que una distribución de probabilidad π �pπ0, π1, . . .q sobre el espacio de estados es estacionaria si para cualquier t ¥ 0,

π P ptq � π.

Expĺıcitamente, si para cualquier t ¥ 0,
°

i πi pijptq � πj . Por lo tanto, si
X0 tiene como distribución inicial una distribución estacionaria π, entonces
P pXt � jq � °i πi pijptq � πj , es decir, la variable Xt tiene la misma dis-
tribución de probabilidad π para cualquier valor de t. El siguiente resultado,
cuya demostración omitiremos, plantea una forma alternativa de encontrar
una posible distribución estacionaria para una cadena de Markov a tiempo
continuo.

Proposición 5.8 La distribución π es estacionaria para la cadena con ge-
nerador infinitesimal G si y sólo si πG � 0.

Ejemplo 5.13 Considere la cadena de Markov de dos estados cuyo gene-
rador infinitesimal está dado por la matriz

G � � �λ λ

µ �µ 
 .
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Se busca una distribución estacionaria π � pπ0, π1q para esta cadena y para
ello se hace uso de la ecuación πG � 0, junto con la condición π0�π1 � 1.
Esto lleva a la solución pπ0, π1q � p µ

λ� µ
,

λ

λ� µ
q.

Puede comprobarse además que las probabilidades de transición mostradas
en el Ejemplo 5.3 convergen a esta distribución estacionaria, es decir,

ĺım
tÑ8� p00ptq p01ptq

p10ptq p11ptq 
 � � π0 π1
π0 π1



.

Cadena a tiempo discreto asociada
Toda cadena de Markov a tiempo continuo tXt : t ¥ 0u tiene asociada una
cadena a tiempo discreto que denotaremos por el mismo śımbolo tXn : n �
0, 1, . . .u, y que está dada por la primera pero observada en los tiempos en
donde se efectúan los saltos. Algunas caracteŕısticas de la cadena a tiempo
discreto se trasladan a su versión continua. Inversamente, a partir de una
cadena a tiempo discreto puede construirse su versión continua en el tiempo
tomando tiempos exponenciales independientes entre salto y salto.

Notas y referencias. La primera parte de la exposición que hemos pre-
sentado está basada en el texto de Hoel, Port y Stone [14]. Una exposición
más completa del tema de cadenas de Markov a tiempo continuo puede
encontrarse en Basu [1], Karlin y Taylor [17] o Stirzaker [34].

5.6. Ejercicios

Cadenas de Markov a tiempo continuo

142. Para la cadena de Markov de dos estados, demuestre que para cual-
quier t ¥ 0,

p00ptq � µ

λ� µ
� λ

λ� µ
e�pλ�µqt.
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143. Para la cadena de Markov de dos estados, demuestre que el tiempo de
estancia promedio en el estado cero, a largo plazo, es

ĺım
tÑ8 Ep1

t

»
0

1t0upXsq dsq � µ

λ� µ
.

Observe que no es necesario establecer el estado inicial del proceso.
El tiempo de estancia promedio en el estado uno a largo plazo es la
fracción complementaria.

Ecuaciones de Kolmogorov

144. Escriba el sistema de ecuaciones diferenciales retrospectivas de Kol-
mogorov para un proceso de Poisson de parámetro λ y compruebe que
la distribución Poisson satisface este sistema de ecuaciones.

145. Sea tNt : t ¥ 0u un proceso de Poisson de parámetro λ y sean
Y1, Y2, . . . v.a.i.i.d. con distribución común Bernoullippq. Encuentre las
ecuaciones de Kolmogorov retrospectivas y prospectivas del proceso

Xt � Nţ

j�1

Yj.

Resuelva cualquiera de estos sistemas de ecuaciones y demuestre que
para j ¥ i,

pijptq � e�λpt pλptqj�ipj � iq! .
Procesos de nacimiento y muerte

146. Para la cadena de Markov a tiempo continuo de dos estados en donde
la estancia en el estado 0 tiene distribución exppλq, y la estancia en el
estado 1 es exppµq, demuestre que:

a) p00ptq � pµ� λ e�pλ�µqt q{pλ� µq.
b) p01ptq � pλ� λ e�pλ�µqt q{pλ� µq.
c) p10ptq � pµ� µ e�pλ�µqt q{pλ� µq.
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d) p11ptq � pλ� µ e�pλ�µqt q{pλ� µq.
147. Considere una cadena de Markov a tiempo continuo de dos estados

en donde el tiempo de estancia en cada uno de ellos tiene distribución
exppλq. Defina la variable Nt como el número de veces que la cadena
ha efectuado saltos hasta un tiempo t ¥ 0 cualquiera. Demuestre quetNt : t ¥ 0u es un proceso de Poisson de parámetro λ.

Procesos de nacimiento puros

148. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso de Yule con estado inicial X0 � k ¥ 1.
Demuestre que:

a) EpXtq � k eλt.

b) VarpXtq � k e2λt p1� e�λtq.
Procesos de muerte puros

149. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso de muerte puro tal que X0 � N ¥ 1 y
con parámetros µ1, µ2, . . . , µN . Demuestre que el área promedio de la
trayectoria de este proceso hasta que alcanza el estado absorbente 0
es

Ņ

k�1

k

µk
.
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Caṕıtulo 6

Procesos de renovación

y confiabilidad

En este caṕıtulo se presenta otra generalización del proceso de Poisson. Se
considera ahora que los tiempos de interarribo no son necesariamente expo-
nenciales. A tales procesos de saltos unitarios se les conoce como procesos de
renovación, y en general dejan de cumplir la propiedad de Markov. Además
de estudiar algunas propiedades generales de los procesos de renovación, es-
tudiaremos también el concepto de confiabilidad para sistemas conformados
por varios componentes, los cuales son susceptibles de tener fallas en tiem-
pos aleatorios. Este caṕıtulo es breve y se presentan sólo algunos aspectos
elementales de los procesos de renovación.

6.1. Procesos de renovación � � �T1 T2 T3 T4

0

Figura 6.1

Suponga que se pone en operación
un cierto componente o art́ıculo
cuya duración de vida útil se mo-
dela mediante una variable aleato-
ria T1. Una vez que el componente
falla se reemplaza o renueva con
otro componente cuyo tiempo de
vida es T2, y aśı sucesivamente. La
colección de variables aleatorias T1, T2, . . . representa la sucesión de tiempos
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de vida de componentes puestos en operación uno tras otro. Esto se ilus-
tra en la Figura 6.1. En este contexto es natural suponer que las variables
que modelan los tiempos de vida son no negativas, independientes y con la
misma distribución de probabilidad. Un proceso de estas caracteŕısticas se
conoce con el nombre de proceso de renovación. Observe que exactamente
en los tiempos en los que se efectúan las renovaciones, el proceso reinicia
probabiĺısticamente. Empezaremos por dar un primera definición formal de
un proceso de renovación basada en lo recién mencionado.

Definición 6.1 (Primera definición) Un proceso de renovación es una
sucesión infinita de variables aleatorias T1, T2, . . . que son no negativas, in-
dependientes e idénticamente distribuidas.

Otra forma equivalente de definir a este proceso es a través del registro de
los tiempos reales en los que se observan las renovaciones, o bien, a través
del conteo de renovaciones observadas hasta un tiempo cualquiera. Estos
puntos de vista alternativos se definen a continuación.

Definición 6.2 (Segunda definición) Dado un proceso de renovacióntT1, T2, . . .u, se definen los tiempos reales de renovación como W0 � 0 y
Wn � T1 � � � � � Tn, para n ¥ 1. El proceso de conteo de renovaciones es

Nt � máx tn ¥ 0 : Wn ¤ tu, para cada t ¥ 0.

La variable aleatoria Wn representa el tiempo real en el que se realiza la
n-ésima renovación, mientras que Nt indica el número de renovaciones efec-
tuadas hasta el tiempo t. En la literatura se le denomina proceso de reno-
vación a cualquiera de los procesos tTn : n � 1, 2, . . .u, tWn : n � 0, 1, . . .u,
o tNt : t ¥ 0u, pues por construcción existe una correspondencia biuńıvoca
entre cualesquiera dos de estos procesos. Denotaremos por F ptq a la función
de distribución de los tiempos de vida. Por lo tanto, la función de distribu-
ción de Wn es la convolución de F ptq consigo misma n veces, es decir,

FWnptq � P pT1 � � � � � Tn ¤ tq � F �nptq � pF � � � � � F qptq.
En particular, F �1ptq � F ptq y cuando n � 0 se define

F �0ptq � " 0 si t   0,
1 si t ¥ 0.
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Una de las primeras preguntas que uno puede hacerse acerca de un proceso
de renovación es la de conocer la distribución de la variable Nt. La respuesta
no es fácil de encontrar, pues la distribución de esta variable depende de la
distribución de los tiempos de vida como indica la siguiente fórmula general.

Proposición 6.1 Para cualquier n ¥ 0,

P pNt � nq � F �nptq � F �pn�1qptq.
Demostración. Tomando en consideración que las variables Wn y Tn�1

son independientes, tenemos que

P pNt � nq � P pWn ¤ t,Wn�1 ¡ tq� P pWn ¤ t,Wn � Tn�1 ¡ tq� P pt� Tn�1  Wn ¤ tq� FWnptq � FWnpt� Tn�1q� F �nptq � » 8
0

FWn |Tn�1
pt� u |uq dF puq� F �nptq � » 8

0

F �npt� uq dF puq� F �nptq � F �pn�1qptq.
�

En muy pocos casos es posible encontrar la distribución expĺıcita del número
de renovaciones Nt. En el caso cuando los tiempo de vida son exponenciales
sabemos que la respuesta es la distribución Poisson.

Ejemplo 6.1 Un proceso de Poisson homogéneo de tasa λ es un proce-
so de renovación en donde los tiempos de vida tienen distribución exp(λ).
En consecuencia, los tiempos reales de renovación Wn tienen distribución
gama(n, λ), cuya función de distribución es, para t ¡ 0,

FWnptq � » t

0

pλxqn�1

Γpnq λ e�λx dx � 8̧
k�n

e�λt pλtqk
k!

.
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La segunda igualdad puede obtenerse después de aplicar integración por
partes varias veces. A partir de esta expresión puede recuperarse la dis-
tribución Poisson pues por la Proposición 6.1,

P pNt � nq � F �nptq � F �pn�1qptq � e�λt pλtqn
n!

.

Del mismo modo que sucedió en el caso del proceso de Poisson, para un
proceso de renovación también es válida la igualdad de eventos pNt ¥ nq �pWn ¤ tq, para t ¥ 0 y para n ¥ 0 entero. Esta identidad nos será de
utilidad más adelante.

6.2. Función y ecuación de renovación

Otra de las funciones que es natural desear conocer en un proceso de reno-
vación es el número promedio de renovaciones efectuadas hasta un tiempo t

cualquiera. A tal función se le llama función de renovación, y se le denota
por Λptq, es decir, Λptq � EpNtq. En general tampoco es fácil encontrar una
forma expĺıcita para esta función. Sin embargo, se cuenta con la siguiente
ecuación integral general.

Proposición 6.2 La función de renovación Λptq satisface la ecuación

Λptq � F ptq � » t

0

Λpt� sq dF psq. (6.1)

Demostración. Condicionando sobre el valor del primer tiempo de vida
T1 se obtiene Λptq � ³8

0
EpNt |T1 � sq dF psq, en donde

EpNt |T1 � sq � " 0 si s ¡ t,

1� Λpt� sq si s ¤ t.

Por lo tanto

Λptq � » t

0

p1� Λpt� sqq dF psq � F ptq � » t

0

Λpt� sq dF psq.
�
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Observe que la ecuación (6.1) puede escribirse como Λptq � F ptq�pΛ�F qptq.
Debido a que se condiciona sobre el valor del primer tiempo de renovación,
a la técnica de la demostración de este resultado se le llama a veces análisis
del primer paso o se dice también que se ha utilizado un argumento de
renovación, pues es muy frecuente su uso en el cálculo de probabilidades
de ciertos eventos en los procesos de renovación. Más adelante tendremos
oportunidad de usar nuevamente esta técnica.

Ejemplo 6.2 Para el proceso de Poisson, el promedio de renovaciones o
saltos al tiempo t es Λptq � λt. Puede comprobarse directamente que esta
función satisface (6.1) con F ptq � 1� e�λt, t ¥ 0.

A una ecuación integral del tipo (6.1) se le llama ecuación de renovación,
pues algunas funciones de interés en la teoŕıa de la renovación la cumplen.
La definición general se incluye a continuación.

Definición 6.3 Sean F ptq, gptq y hptq funciones definidas para t ¥ 0.
Suponga que F ptq y hptq son conocidas, y gptq es desconocida. Se dice que
gptq satisface una ecuación de renovación si cumple la ecuación integral

gptq � hptq � » t

0

gpt� sq dF psq. (6.2)

Puede demostrarse que si hptq es una función acotada, entonces existe una
única solución gptq a la ecuación de renovación (6.2) que cumple con la
condición de ser acotada sobre intervalos finitos y está dada expĺıcitamente
por

gptq � hptq � » t

0

hpt� sq dΛpsq, (6.3)

en donde Λpsq es la función de renovación. La demostración de este resultado
general puede ser encontrado en el texto de Karlin y Taylor [17]. Acerca de
la función de renovación tenemos la siguiente expresión general.

Proposición 6.3 Para cualquier t ¡ 0,

Λptq � 8̧
n�1

F �nptq. (6.4)
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Demostración.

Λptq � 8̧
n�0

nP pNt � nq� P pNt � 1q � 2P pNt � 2q � � � �� rF �1ptq � F �2ptq s � 2 rF �2ptq � F �3ptq s � � � �� 8̧
n�1

F �nptq.
�

Ejemplo 6.3 Cuando los tiempos de interarribo tienen distribución exppλq
se tiene que

F �nptq � » t

0

pλxqn�1

Γpnq λ e�λx dx � 8̧
k�n

e�λt pλtqk
k!

.

Usando esta expresión y la fórmula recién demostrada puede corroborarse
que en este caso Λptq � λt.

Es posible demostrar que para un proceso de renovación la variable Nt tiene
momentos finitos de cualquier orden, y en particular para la esperanza, la
suma que aparece en (6.4) siempre es convergente. Se puede también de-
mostrar que existe una correspondencia biuńıvoca entre las funciones Λptq
y F ptq, y que además el proceso de renovación tNt : t ¥ 0u queda completa-
mente especificado por la función promedio Λptq. La demostración de estos
resultados puede consultarse en [1].

6.3. Tiempos de vida

Junto a todo proceso de renovación y para cada tiempo fijo, pueden con-
siderarse tres variables aleatorias no negativas, γt, δt y βt, cuyo significado
geométrico se muestra en la Figura 6.2, y que definiremos con mayor pre-
cisión a continuación.
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bc

b bc

b

WNt
WNt�1t

Nt � 1

Nt

Nt � 1
γtδt

βt

Figura 6.2

Tiempo de vida restante
Este es el tiempo de vida útil que le resta al elemento que se encuentra en
operación al tiempo t, y está dado por la variable

γt �WNt�1 � t.

Esta longitud aleatoria se muestra en la Figura 6.2. Usando un argumento
de renovación demostraremos que para cada x ¡ 0 la función t ÞÑ gptq �
P pγt ¡ xq satisface una ecuación de renovación.

Proposición 6.4 La función t ÞÑ gptq � P pγt ¡ xq satisface la ecuación
de renovación

gptq � 1� F pt� xq � » t

0

gpt� sq dF psq. (6.5)

Demostración. Se condiciona sobre el valor de T1 de la siguiente forma:

gptq � » 8
0

P pγt ¡ x |T1 � sq dF psq.
Se consideran entonces los tres posibles casos para los valores de T1 como
se muestran en la Figura 6.3.
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0 t t� x
�T1 �T1 �T1

Figura 6.3

Puesto que un proceso de renovación puede considerarse que inicia nue-
vamente a partir del momento en que se observa una renovación, se tiene
que

P pγt ¡ x |T1 � sq � $&% 1 si s ¡ t� x,

0 si t   s ¤ t� x,

P pγt�s ¡ xq si 0   s ¤ t.

Por lo tanto,

gptq � » 8
0

P pγt ¡ x |T1 � sq dF psq� » 8
t�x

dF psq � » t

0

P pγt�s ¡ xq dF psq� 1� F pt� xq � » t

0

gpt� sq dF psq.
�

Ejemplo 6.4 Cuando los tiempos de vida son exponenciales de parámetro
λ, la única solución de la ecuación (6.5) es la función constante en t,
gptq � P pγt ¡ xq � e�λx, que equivale a decir que la variable γt tiene
distribución exppλq. Esta es nuevamente la propiedad de pérdida de memo-
ria de la distribución exponencial.

Tiempo de vida transcurrido
Este es el tiempo que ha estado en uso el elemento que se encuentra en
operación al tiempo t, y está dado por la variable

δt � t�WNt .



6.3. Tiempos de vida 181

Véase nuevamente la Figura 6.2. Es claro que esta variable está acotada
superiormente por el valor t, pues el elemento en uso al tiempo t no puede
tener hasta ese momento un tiempo de uso mayor a t. Sea nuevamente x ¡ 0
y defina la función t ÞÑ gptq � P pδt ¡ xq. Por las consideraciones anteriores,
tenemos que gptq � 0 para t P p0, xs. Usando un argumento de renovación
demostraremos que la función gptq satisface una ecuación de renovación.

Proposición 6.5 Para t P px,8q, la función gptq � P pδt ¡ xq satisface la
ecuación de renovación

gptq � 1� F ptq � » t�x

0

gpt� sq dF psq.
Demostración. Nuevamente se condiciona sobre el valor de T1. Los tres
posibles casos se muestran en la Figura 6.4.

0 t� x t

�T1 �T1 �T1

Figura 6.4

Por lo tanto,

P pδt ¡ x |T1 � sq � $&% 1 si s ¥ t,

0 si 0   t� x ¤ s   t,

P pδt�s ¡ xq si 0   s   t� x.

Entonces,

gptq � » 8
0

P pδt ¡ x |T1 � sq dF psq� » 8
t

dF psq � » t�x

0

P pδt�s ¡ xq dF psq� 1� F ptq � » t�x

0

gpt� sq dF psq.
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En resumen,

gptq �$&% 0 si 0   t ¤ x,

1� F ptq � » t�x

0

gpt� sq dF psq si t ¡ x.

�

Ejemplo 6.5 Considerando otra vez el caso de tiempos de vida exponencial
de parámetro λ, puede comprobarse que el tiempo de vida transcurrido tiene
función de distribución

P pδt ¤ xq � $'&'% 1� e�λx si 0   x   t,

1 si x ¥ t,

0 otro caso.

Tiempo de vida total
Este es el tiempo completo de vida útil que tiene el elemento que se encuen-
tra en operación al tiempo t, y está dado por la variable

βt � γt � δt �WNt�1 �WNt � TNt�1.

Nuevamente, para x ¡ 0 se define la función t ÞÑ gptq � P pβt ¡ xq. Demos-
traremos que esta función satisface una ecuación de renovación, en la cual
aparecerá el término x_ y, que significa máxtx, yu.
Proposición 6.6 La función gptq � P pβt ¡ xq satisface la ecuación de
renovación

gptq � 1� F pt_ xq � » t

0

gpt� sq dF psq,
Demostración. Nuevamente condicionaremos sobre un posible valor de
la variable T1.

gptq � » 8
0

P pδt ¡ x |T1 � sq dF psq.
Los posibles casos para T1 se muestran en la Figura 6.5.
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0 t t� x
�T1 �T1 �T1

Figura 6.5

El caso s P pt, t� xq se debe subdividir en dos casos: s ¤ x ó s ¡ x. De este
modo se obtienen los siguientes resultados

P pβt ¡ x |T1 � sq � $''&''% 0 si t   s   t� x, y s ¤ x,

1 si t   s   t� x, y s ¡ x,

1 si s ¥ t� x,

P pβt�s ¡ xq si 0   s ¤ t.

El segundo y tercer renglón se conjuntan en las condiciones t_x   s   t�x

o s ¥ t� x, lo cual se reduce a la condición t_ x   s   8. Por lo tanto,

gptq � » 8
0

P pδt ¡ x |T1 � sq dF psq� » 8
t_x

dF psq � » t

0

P pβt�s ¡ xq dF psq� 1� F pt_ xq � » t

0

gpt� sq dF psq.
�

Ejemplo 6.6 En el caso de tiempos de interarribo exponenciales de pará-
metro λ, puede demostrarse que el tiempo de vida total tiene función de
distribución

P pβt ¤ xq � # 1� p1� λpt^ xqq e�λx si x ¡ 0,

0 otro caso.

6.4. Teoremas de renovación

En esta sección se estudian algunos resultados sobre el comportamiento
ĺımite de los procesos de renovación. Primeramente se demuestra que todo
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proceso de renovación crece a infinito con probabilidad uno cuando el tiempo
crece a infinito.

Proposición 6.7 Para todo proceso de renovación, ĺım
tÑ8 Nt � 8 c.s.

Demostración. Recordemos la igualdad de eventos pNt ¥ nq � pWn ¤ tq.
Entonces para cualquier n natural,

1 � ĺım
tÑ8FWnptq� ĺım
tÑ8P pWn ¤ tq� ĺım
tÑ8P pNt ¥ nq� P p ĺım

tÑ8Nt ¥ nq.
Para la última igualdad se ha utilizado el hecho de que la función tÑ Nt es
monótona no decreciente. Como el resultado demostrado vale para cualquier
valor de n natural, se tiene que P p ĺım

tÑ8Nt � 8q � 1. �

Por lo tanto, cuando t tiende a infinito el número de renovaciones Nt también
crece a infinito. Por otro lado, el tiempo que le toma al proceso llegar al valor
Nt es WNt y también crece a infinito. El siguiente resultado establece que
a largo plazo habrá una renovación cada µ � EpT q unidades de tiempo, en
donde, dada la idéntica distribución, la variable T representará cualquiera
de los tiempos de interarribo en un proceso de renovación.

Proposición 6.8 Para un proceso de renovación tNt : t ¥ 0u en donde
EpT q � µ, con 0   µ   8, se cumple

ĺım
tÑ8 WNt

Nt
� µ c.s.

Demostración. Para valores enteros de n, por la ley fuerte de los grandes
números, Wn{n Ñ µ casi seguramente cuando n Ñ 8. Ahora observe la
contención de eventospWn

n
Ñ µq X pNt Ñ8q � pWNt

Nt
Ñ µq.
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Los dos eventos del lado izquierdo tienen probabilidad uno, por lo tanto
la intersección también, y ello implica que el lado derecho también tiene
probabilidad uno. �

El siguiente resultado establece la forma en la que la variable Nt crece a
infinito. Observe que el cociente Nt{t es una variable aleatoria que cuenta
el número de renovaciones por unidad de tiempo efectuadas hasta el tiem-
po t. Demostraremos a continuación que cuando t Ñ 8 la aleatoriedad
desaparece y el cociente se vuelve constante.

Teorema 6.1 (Teorema elemental de renovación) [J. L. Doob, 1948]
Para un proceso de renovación en donde EpT q � µ, con 0   µ   8, se tiene
que

ĺım
tÑ8 Nt

t
� 1

µ
c.s.

Demostración. Para cualquier t ¡ 0 se cumple WNt ¤ t   WNt�1. Por
lo tanto,

WNt

Nt
¤ t

Nt
  WNt�1

Nt � 1

Nt � 1

Nt
.

Cuando t tiende a infinito ambos extremos de estas desigualdades convergen
a µ casi seguramente. Por lo tanto el término de en medio también. �

Otra forma de interpretar el resultado anterior es diciendo que Nt crece a
infinito cuando tÑ8 a la misma velocidad que la función lineal t{µ. Ahora
veremos que la esperanza de Nt tiene el mismo comportamiento.

Teorema 6.2 (Teorema elemental de renovación) [W. Feller, 1941]
Considere un proceso de renovación en donde EpT q � µ, con 0   µ   8.
Entonces

ĺım
tÑ8 Λptq

t
� 1

µ
.

Demostración. Por la identidad de Wald,

EpWNt�1q � EpNt � 1qEpT q � pΛptq � 1qµ.
Obteniendo de esta identidad el término Λptq y dividiendo entre t se obtiene

Λptq
t

� 1

µt
EpWNt�1 � tq � 1

µ
� 1

t
.
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Como WNt�1 ¡ t, se tiene que EpWNt�1 � tq ¥ 0. Por lo tanto

ĺım inf
tÑ8 Λptq

t
¥ 1

µ
.

Ahora estimaremos el ĺımite superior del mismo cociente. ComoWNt�1�t ¤
WNt�1�WNt � TNt�1, se tiene que EpWNt�1�tq ¤ EpTNt�1q y por lo tanto

Λptq
t

¤ 1

µ
� 1

µt
EpTNt�1q.

Consideremos primero el caso particular cuando las variables T son uni-
formemente acotadas, es decir, supongamos que existe un entero k ¡ 0 tal
que para cada n ¥ 1, P pTn ¤ kq � 1. Entonces, condicionando sobre el
valor de Nt, puede comprobarse que EpTNt�1q ¤ k y por lo tanto

ĺım sup
tÑ8 Λptq

t
¤ 1

µ
.

Esto concluye la demostración en el caso particular mencionado. Ahora
consideremos que las variables T no son necesariamente acotadas c.s. En
este caso se definen los tiempos recortados

T k
n � " Tn si Tn ¤ k,

k si Tn ¡ k.

Observe que T k
n Õ Tn cuando k Ñ8. A partir de estos tiempos se considera

un nuevo proceso de renovación Nk
t con función de renovación Λk

t . Se cumple
que Λptq ¤ Λk

t y por lo tanto

ĺım sup
tÑ8 Λptq

t
¤ 1

EpT kq .
Ahora se hace k tender a infinito. Por el teorema de convergencia monótona,
EpT kq Õ EpT q, y ello prueba la desigualdad faltante. �

El cociente Λptq{t es el número de renovaciones promedio por unidad de
tiempo. El resultado recién demostrado establece que a largo plazo habrá en
promedio 1{EpT q renovaciones por unidad de tiempo. Por ejemplo, para el
proceso Poisson, EpT q � 1{λ y Λptq � λt. Por lo tanto Λptq{t � λ. Los
siguientes dos resultados importantes se enuncian sin demostración y los
términos técnicos a los que se hace referencia aparecen explicados en el
apéndice.
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Teorema 6.3 (Teorema de renovación) [D. Blackwell, 1948] Si F ptq
es no aritmética, entonces para cualquier h ¡ 0,

ĺım
tÑ8 Λpt� hq � Λptq � h

µ
.

Si F ptq es aritmética con base d, entonces para cualquier natural n,

ĺım
tÑ8 Λpt� ndq � Λptq � nd

µ
.

Ejemplo 6.7 Para el proceso de Poisson se tiene que la función incremento
a la que hace referencia el teorema de renovación de Blackwell en realidad
es una constante pues,

Λpt� hq � Λptq � λpt� hq � λt � λh � h

1{λ � h

µ
.

Teorema 6.4 (Teorema clave de renovación) [W. L. Smith, 1953]
Sea Aptq la solución a la ecuación de renovación

Aptq � Hptq � » t

0

Apt� sq dF psq,
en donde H : r0,8q Ñ R es una función directamente Riemann integrable.
Si F ptq es no aritmética,

ĺım
tÑ8 Aptq � 1

µ

» 8
0

Hptq dt.
Si F ptq es aritmética con base d, entonces

ĺım
tÑ8 Apt� ndq � d

µ

8̧
k�0

Hpt� kdq.
Puede demostrarse que los teoremas de Smith y Blackwell son equivalentes,
y que cualquiera de ellos implica el teorema elemental de Feller.
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6.5. Confiabilidad

Suponga que T ¡ 0 es una variable aleatoria continua que registra el tiempo
de falla de un cierto componente que se encuentra en operación al tiempo
cero. Nuevamente denotaremos por F ptq y f ptq a la función de distribución
y de densidad de esta variable aleatoria. En la teoŕıa de la confiabilidad
interesa conocer la probabilidad de que el componente funcione correcta-
mente por lo menos hasta un tiempo t cualquiera o la probabilidad de que
deje de funcionar en el siguiente instante de tiempo, dado que ha funcionado
bien hasta un cierto momento. Es por ello que se definen las siguientes dos
funciones.

Definición 6.4 La función de confiabilidad se define como

Rptq � P pT ¡ tq,
mientras que la función de tasa de falla es

rptq � f ptq
1� F ptq .

A la función de confiabilidad se le llama también función de supervivencia,
y a la función de tasa de falla se le conoce también como función hazard. A
esta última se le llama aśı pues dado que un componente ha sobrevivido al
tiempo t, fallará en el intervalo pt, t�∆ts con probabilidad rptq∆t� op∆tq,
en efecto,

P pt   T ¤ t�∆t |T ¡ tq � P pt   T ¤ t�∆tq
P pt ¡ tq� f ptq

1� F ptq ∆t� op∆tq� rptq∆t� op∆tq.
Después de algunos cálculos sencillos es inmediato comprobar que estas dos
funciones están relacionadas de la siguiente forma:

rptq � f ptq
Rptq � � d

dt
lnRptq,

y Rptq � exp p� » t

0

rpsq dsq.
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Observe que la función de confiabilidadRptq es siempre decreciente, mientras
que la función de tasa de falla rptq puede no presentar un comportamiento
monótono global. Por otro aldo, debido a que T es una variable aleatoria
no negativa, el tiempo promedio de falla EpT q puede escribirse en términos
de la función de confiabilidad como sigue

EpT q � » 8
0

Rptq dt.
Ejemplo 6.8 Suponga que el tiempo de falla T de un componente tiene
una distribución exponencial de parámetro λ. La función de confiabilidad es
Rptq � e�λt, y la función de tasa de falla es constante rptq � λ. El hecho de
que la función de tasa de falla sea constante significa que la probabilidad de
falla en un intervalo de tiempo pequeño ∆t, dado que el componente se en-
cuentra operando al tiempo t, es aproximadamente λ∆t, independiente del
valor de t. Esta es otra manifestación de la propiedad de pérdida de memo-
ria de la distribución exponencial, y es la única distribución absolutamente
continua con tasa de falla constante. Por otro lado, el tiempo medio de falla
es EpT q � 1{λ.
Confiabilidad para sistemas en serie
Considere un sistema de n componentes puestos en serie, como se muestra en
la Figura 6.6. Supondremos que cada uno de estos componentes funciona de
manera independiente uno del otro. Es intuitivamente claro que tal sistema
en su conjunto funciona si todos y cada uno de los componentes se encuentra
en buen estado. Nos interesa encontrar las funciones de confiabilidad y de

C1 C2 Cn

Figura 6.6

tasa de falla de este tipo de sis-
temas. Observe que el tiempo de
falla T de un sistema de este tipo
es el tiempo de falla más pequeño
de cada uno de los componentes, es
decir, T � mı́ntT1, . . . , Tnu. Esque-
mas f́ısicos de este tipo ayudan a
justificar el plantearse la pregunta
de encontrar la distribución de probabilidad del mı́nimo de n variables
aleatorias independientes. No es dif́ıcil comprobar que si los tiempos de
falla T1, . . . , Tn de los componentes del sistema en serie de la Figura 6.6 son
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idénticamente distribuidos con función de distribución F ptq, y función de
densidad f ptq, entonces el tiempo de falla T del sistema tiene función de
distribución y función de densidad dadas por las siguientes expresiones:

FT ptq � 1� p1� F ptqqn,
y fT ptq � np1� F ptqqn�1f ptq.

Calcularemos a continuación las funciones de confiabilidad y de tasa de falla
para sistemas en serie. Denotaremos por R1ptq, . . . , Rnptq las funciones de
confiabilidad de cada componente en el sistema, y las funciones de tasa de
falla serán r1ptq, . . . , rnptq.
Proposición 6.9 Las funciones de confiabilidad y de tasa de falla del sis-
tema en serie de la Figura 6.6 son

a) Rptq � R1ptq � � �Rnptq.
b) rptq � r1ptq � � � � � rnptq.

Demostración. Por la independencia de los componentes,

a) Rptq � P pT1 ¡ t, . . . , Tn ¡ tq� P pT1 ¡ tq � � �P pTn ¡ tq � R1ptq � � �Rnptq.
b) rptq � � d

dt
lnRptq � � d

dt

ņ

k�1

lnRkptq � ņ

k�1

rkptq.
�

Observe que para sistemas de n componentes conectados en serie la función
de confiabilidad Rptq � R1ptq � � �Rnptq es una función decreciente de n, y en
consecuencia el tiempo medio de falla también es una función decreciente
de n.

Ejemplo 6.9 La función de confiabilidad y la función de tasa de falla de
un sistema de n componentes puestos en serie en donde cada uno de ellos
tiene un tiempo de falla exponencial de parámetro λ son, respectivamente,

Rptq � e�λnt,

y rptq � λnt.
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La distribución del tiempo de falla T es exponencial de parámetro λn. El
tiempo medio de falla es EpT q � 1{pλnq, naturalmente decreciente conforme
mayor es el número de componentes en el sistema, es decir, mientras mas
componentes haya en el sistema en serie, menor es el tiempo de vida ope-
racional del sistema en su conjunto, pues una falla de cualesquiera de los
componentes provoca que el sistema completo deje de funcionar.

Confiabilidad para sistemas en paralelo

C1

C2

Cn

Figura 6.7

Considere ahora sistemas de n componentes
puestos en paralelo, como se muestra en la Figu-
ra 6.7, en donde cada uno de estos componentes
funciona de manera independiente uno del otro.
Tales tipos de sistemas funcionan en su conjun-
to si por lo menos uno de los componentes se
encuentra en buen estado. Sistemas de este tipo
se utilizan cuando se desea mantener un nivel
alto de confiabilidad de funcionamiento, como
por ejemplo los sistemas de vuelo de los aviones
o los sistemas de manejo de reactores nucleares.
El tiempo de falla T de un sistema de este tipo es el tiempo de falla más
grande de los componentes, es decir, T � máx tT1, . . . , Tnu, y observe que el
evento pT ¤ tq es equivalente a que todos los componentes fallen antes del
tiempo t. A continuación calcularemos la función de confiabilidad para sis-
temas en paralelo. Usaremos la misma notación e hipótesis que en la sección
anterior.

Proposición 6.10 La función de confiabilidad de un sistema de n compo-
nentes conectados en paralelo como en de la Figura 6.7 es

Rptq � 1� p1�R1ptqq � � � p1�Rnptqq.
Demostración. Primeramente se tiene que, por independencia,

F ptq � P pT ¤ tq� P pT1 ¤ t, . . . , Tn ¤ tq� F1ptq � � �Fnptq.
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Por lo tanto,

Rptq � 1� F ptq� 1� F1ptq � � �Fnptq� 1� p1�R1ptqq � � � p1�Rnptqq.
�

Observemos que la función de confiabilidad Rptq para sistemas en paralelo
recién encontrada es una función creciente de n. Es decir, mientras mas
componentes haya en el sistema más seguro es éste. En consecuencia, el
tiempo medio de falla es una función creciente de n. Por otro lado, no es
dif́ıcil demostrar que las funciones de distribución y de densidad del tiempo
de falla T del sistema en paralelo de la Figura 6.7 son:

FT ptq � Fnptq,
y fT ptq � nFn�1ptq f ptq.

Puede calcularse la función de tasa de falla del sistema rptq en términos
de las funciones r1ptq, . . . , rnptq para sistemas en paralelo, pero la expresión
que resulta no es simple ni compacta como las que hemos presentado y por
lo tanto la omitiremos.

Ejemplo 6.10 Para un sistema de n componentes puestos en paralelo en
donde cada uno de ellos tiene un tiempo de falla exponencial de parámetro
λ se tiene que

Rptq � 1� p1� e�λtqn,
y rptq � λnp1� e�λtqn�1e�λt

1� p1� e�λtqn .

Confiabilidad para sistemas combinados serie/paralelo
Pueden también considerarse sistemas que son una combinación de sistemas
en serie y en paralelo como el que se muestra en la parte izquierda de
la Figura 6.8. Sistemas de este tipo pueden ser representados de manera
equivalente, como se muestra en la parte derecha de la misma figura. Para
este caso, la función de confiabilidad del sistema es

Rptq � R1ptqr1 � p1�R2ptqqp1 �R3ptqqs.
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C2

C1

C3

C1 C2

C1 C3

Figura 6.8

Notas y referencias. En los textos de Karlin y Taylor [17], Basu [1], y
Lawler [21] se pueden encontrar algunos otros resultados y aplicaciones de
los procesos de renovación.

6.6. Ejercicios

Procesos de renovación

150. Sea tNt : t ¥ 0u un proceso de renovación. Indique si cada una de
las siguientes igualdades de eventos es falsa o verdadera. Explique en
cada caso.

a) pNt ¡ nq � pWn   tq
b) pNt ¥ nq � pWn   tq
c) pNt � nq � pWn ¤ tq
d) pNt ¤ nq � pWn ¥ tq
e) pNt   nq � pWn ¥ tq

151. Sea F ptq la función de distribución de una variable aleatoria no nega-
tiva. Demuestre que

a) F �nptq ¤ Fnptq, para n ¥ 1.

b) F �nptq ¥ F �mptq, para n ¤ m.

152. Respecto de la definición de proceso de renovación, demuestre que los
procesos tTn : n � 1, 2, . . .u, tWn : n � 0, 1, . . .u y tNt : t ¥ 0u pueden
escribirse cada uno en términos de cualquier otro.
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153. ¿Es la suma de dos procesos de renovación independientes nuevamente
un proceso de renovación? Los siguientes ejercicios dan respuesta a
esta pregunta.

a) Demuestre que si la suma de dos procesos de renovación inde-
pendientes resulta ser un proceso de Poisson, entonces ambos
sumandos son procesos de Poisson.

b) Demuestre que si la suma de dos procesos de renovación inde-
pendientes y con la misma función de distribución de interarribo
es un proceso de renovación, entonces la suma y cada uno de los
sumandos es un proceso de Poisson.

c) Mediante un contraejemplo demuestre que, en general, la suma
de dos procesos de renovación independientes y con la misma
función de distribución de interarribo no es necesariamente un
proceso de renovación.

154. Sea tNt : t ¥ 0u un proceso de renovación. Demuestre que para cada
k ¥ 1,

EpNk
t q � 8̧

n�0

rpn� 1qk � nksF �pn�1qptq.
155. Sea tNt : t ¥ 0u un proceso de renovación. Demuestre directamente

que para cada n fijo,

ĺım
tÑ8P pNt � nq � 0.

Función y ecuación de renovación

156. Sea tNt : t ¥ 0u un proceso de renovación con función de renovación
Λptq � EpNtq. Demuestre que para cualquier t ¥ 0,

0 ¤ Λptq ¤ 1

1� F ptq .
157. Sea tNt : t ¥ 0u el proceso de conteo de un proceso de renovación.

Defina Λptq � EpNtq, y Λ2ptq � EpN2
t q. Demuestre que:
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a) Λ2ptq � 8̧
n�1

p2n � 1qF �nptq.
b) Λ2ptq � Λptq � 2

» t

0

Λpt� sq dΛpsq.
Encuentre además Λ2ptq cuando tNt : t ¥ 0u es un proceso de Poisson.

158. Sea tNt : t ¥ 0u un proceso de renovación. Demuestre que la función
Aptq � EpWNt�1q satisface la ecuación de renovación

Aptq � EpT q � » t

0

Apt� sq dF psq.
Tiempos de vida

159. Demuestre que el tiempo de vida restante γt y el tiempo de vida
transcurrido δt, para un proceso de renovación, tienen distribución
conjunta dada por la siguiente expresión: para 0   y   t,

P pγt ¡ x, δt ¤ yq � » t

t�y

p1� F pt� x� uqq dΛpuq.
Use ahora este resultado para demostrar que en el caso cuando el
proceso de renovación es el proceso de Poisson, las variables γt y δt
son independientes.

160. Considere el proceso de Poisson visto como un proceso de renovación,
es decir, los tiempos de vida tienen distribución exponencial con pará-
metro λ. Demuestre que la función de renovación Λptq � λt satisface
la ecuación de renovación

Λptq � 1� e�λt � » t

0

Λpt� sqλe�λsds.

161. Considere un proceso de Poisson tNt : t ¥ 0u de parámetro λ ¡ 0 visto
como un proceso de renovación. Para el tiempo de vida transcurrido
δt demuestre que:
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a) La función de distribución de δt es

P pδt ¤ xq � $'&'% 1� e�λx si 0   x   t,

1 si x ¥ t,

0 otro caso.

b) La función de densidad de δt es

f pxq � # λe�λx si 0   x   t,

0 otro caso.

c) Epδtq � 1

λ
p1� e�λtq.

Tome el ĺımite cuando t Ñ 8 y compruebe que las expresiones ante-
riores corresponden a las de la distribución exppλq.

162. Considere un proceso de Poisson tNt : t ¥ 0u de parámetro λ ¡ 0
visto como un proceso de renovación. Para el tiempo de vida total βt
demuestre que:

a) La función de distribución de βt es

P pβt ¤ xq � # 1� p1� λpt^ xqq e�λx si x ¡ 0,

0 otro caso.

b) La función de densidad de βt es

f pxq �$'&'% λ2xe�λx si 0   x   t,

λp1� λtqe�λx si x ¡ t,

0 otro caso.

c) Epβtq � 1

λ
p2� e�λtq.

Tome el ĺımite cuando t Ñ 0 y compruebe que las expresiones ante-
riores corresponden a las de la distribución exppλq.

163. Sea γt � WNt�1 � t el tiempo de vida restante al tiempo t en un
proceso de renovación.
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a) Dibuje una posible trayectoria del proceso tγt : t ¥ 0u.
b) Demuestre que

ĺım
tÑ8 1

t

» t

0

γs ds � EpT 2q
2EpT q c.s.,

para ello observe la trayectoria dibujada en el inciso anterior,
aproxime la integral por la suma de las áreas de los triángulos
y use el teorema elemental de renovación y la ley fuerte de los
grandes números.

Confiabilidad

164. Sean T1, . . . , Tn los tiempos de falla de cada uno de los n componentes
puestos en serie como en la Figura 6.6. Suponga que las correspon-
dientes funciones de distribución y de densidad son F1ptq, . . . , Fnptq,
y f1ptq, . . . , fnptq, respectivamente. Demuestre que las funciones de
distribución y de densidad del tiempo de falla del sistema dado por
T � mı́n tT1, . . . , Tnu son:
a) F ptq � 1� r1� F1ptqs � � � r1� Fnptqs.
b) f ptq � ņ

k�1

fkptq r1 � F1ptq 1pk�1qs � � � r1� Fnptq 1pk�nqs.
165. Sean T1, . . . , Tn los tiempos de falla de cada uno de los n componentes

puestos en paralelo como en la Figura 6.7. Suponga que las correspon-
dientes funciones de distribución y de densidad son F1ptq, . . . , Fnptq,
y f1ptq, . . . , fnptq, respectivamente. Demuestre que las funciones de
distribución y de densidad del tiempo de falla del sistema dado por
T � máx tT1, . . . , Tnu son:
a) F ptq � F1ptq � � �Fnptq.
b) f ptq � ņ

k�1

fkptq r1�p1�F1ptqq 1pk�1qs � � � r1�p1�Fnptqq 1pk�nqs.
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Confiabilidad para sistemas en serie

166. Suponga que los tiempos de falla T1, . . . , Tn de los componentes del
sistema en serie de la Figura 6.6 son idénticamente distribuidos con
función de distribución F ptq, y función de densidad f ptq. Demuestre
que el tiempo de falla T del sistema tiene función de distribución y
densidad dada por las siguientes expresiones:

a) FT ptq � 1� p1� F ptqqn.
b) fT ptq � np1� F ptqqn�1f ptq.

Confiabilidad para sistemas en paralelo

167. Demuestre que las funciones de distribución y de densidad del tiempo
de falla T del sistema en paralelo de la Figura 6.7 son:

a) FT ptq � Fnptq.
b) fT ptq � nFn�1ptq f ptq.

Confiabilidad para sistemas combinados serie/paralelo

168. Encuentre la función de confiabilidad para cada uno de los sistemas
de componentes que aparecen en la Figura 6.9.

C2C1

C3

C1 C3

C2 C4

Figura 6.9



Caṕıtulo 7

Martingalas

Joseph Doob

(E.U.A., 1910–2004)

Existen varias acepciones para el término mar-
tingala. Una de ellas hace referencia a un tipo
de proceso estocástico que básicamente cum-
ple la identidad

EpXn�1 |X0 � x0, . . . ,Xn � xnq � xn.

Hemos mencionado en la parte introductoria
de este texto que este tipo de modelo corres-
ponde a un proceso que representa la evolu-
ción del capital de un jugador que realiza una
sucesión de apuestas justas. Parte de la moti-
vación para el estudio de este tipo de procesos
fue buscar demostrar la inexistencia de estrategias ventajosas en este juego
de apuestas. El concepto de martingala fue incorporado a la teoŕıa de la
probabilidad por Paul Lèvy, y buena parte de su desarrollo inicial fue rea-
lizado por Joseph Doob. En este caṕıtulo se presenta una introducción a la
teoŕıa de martingalas a tiempo discreto y se mencionan algunas definiciones
generales que incluyen el caso de tiempo continuo. Sin embargo, los resul-
tados se presentan únicamente en el caso discreto. En la última parte del
caṕıtulo haremos uso de algunas herramientas de la teoŕıa de la medida.

199
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7.1. Filtraciones

Sea pΩ,F , P q un espacio de probabilidad para modelar un cierto experi-
mento aleatorio. La σ-álgebra F es la estructura que agrupa a los eventos
del experimento aleatorio a los cuales se les puede calcular su probabili-
dad. Suponga ahora que se consideran dos sub σ-álgebras F1 y F2 tales
que F1 � F2. Entonces F2 contiene más información que F1 en el sen-
tido de que, en general, un mayor número de conjuntos son considerados
como eventos. Más generalmente, puede considerarse una sucesión no de-
creciente de sub σ-álgebras F1 � F2 � � � � Este tipo de estructuras surgen
de manera natural, por ejemplo, para un proceso estocástico a tiempo discre-
to tXn : n ¥ 1u, pues puede construirse la sucesión tFnun¥1 de la siguiente
forma:

Fn � σtX1, . . . ,Xnu,
en donde efectivamente se cumple que F1 � F2 � � � � En este caso la
σ-álgebra Fn contiene los eventos para los cuales puede determinarse su
ocurrencia o no ocurrencia, sólo con la información o historia del proceso
hasta el tiempo n.

Ejemplo 7.1 Si las variables tXn : n ¥ 1u representan los resultados de
lanzar sucesivamente un dado, y si se define el evento A como “La suma de
los dos primeros resultados es mayor a 3”, entonces es claro que A R F1, sin
embargo A P F2. Por supuesto, si sucede por ejemplo que X1 � 4, entonces
sabemos que el evento A ocurre, pero sin esta información adicional la ocu-
rrencia o no ocurrencia del evento A no puede determinarse sino hasta el
segundo lanzamiento del dado.

Estas consideraciones sobre sucesiones no decrecientes de σ-álgebras llevan
a la definición de filtración.

Definición 7.1 Una filtración es una colección de σ-álgebras tFnun¥1 tal
que Fn � Fm, cuando n ¤ m. En particular, la filtración natural o canónica
de un proceso tXn : n ¥ 1u es aquella sucesión de σ-álgebras definidas por

Fn � σtX1, . . . ,Xnu, n ¥ 1.

A tiempo continuo las definiciones de estos conceptos son análogas: una
filtración es una colección no numerable de sub σ-álgebras tFtut¥0 tal que
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Fs � Ft, cuando 0 ¤ s ¤ t. La filtración natural o canónica de un proceso
a tiempo continuo tXt : t ¥ 0u es la colección de σ-álgebras tFtut¥0 dadas
por Ft � σtXs : 0 ¤ s ¤ tu, esto es, Ft es la mı́nima σ-álgebra que hace
que cada una de las variables Xs, para valores de s en el intervalo r0, ts,
sean medibles. A la σ-álgebra Ft se le denomina la historia del proceso al
tiempo t. Regresemos al caso de tiempo discreto.

Definición 7.2 Se dice que un proceso estocástico tXn : n ¥ 1u es adaptado
a una filtración tFnun¥1 si la variable Xn es Fn-medible, para cada n ¥ 1.

Inicialmente sabemos que cada variable aleatoria Xn del proceso es F -
medible. La condición de adaptabilidad requiere que Xn sea también una
variable aleatoria respecto de la sub σ-álgebra Fn. Esta condición técnica
de adaptabilidad facilita el cálculo de probabilidades de los eventos de un
proceso en ciertas situaciones. Naturalmente todo proceso es adaptado a
su filtración natural, y puede demostrarse que la filtración natural es la fil-
tración más pequeña respecto de la cual el proceso es adaptado. El siguiente
caso particular es necesario de considerar.

Definición 7.3 Se dice que el proceso tXn : n ¥ 1u es predecible respecto
de la filtración tFnun¥0 si para cada n ¥ 1, la variable Xn es Fn�1-medible.

Observe que en este caso la filtración debe comenzar con el sub́ındice cero.
Evidentemente todo proceso predecible es adaptado. La definición de adap-
tabilidad es la misma en el caso de procesos a tiempo continuo, y se pueden
definir además las siguientes dos σ-álgebras:

F8 � σp¤
t¥0

Ft q,
y Ft� � £

s¡t

Fs.

Se dice entonces que una filtración es continua por la derecha si Ft� � Ft.
Si Ft es una filtración continua por la derecha y la σ-álgebra inicial F0

contiene a todos los subconjuntos insignificantes de F , entonces la filtración
se llama estándar, o bien que satisface las condiciones usuales. Algunos
cálculos requieren suponer estas hipótesis.
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7.2. Tiempos de paro

Sea tXn : n ¥ 1u un proceso adaptado a una filtración tFnun¥1. Un tiempo
de paro es una variable aleatoria con valores en el espacio parametral de
este proceso, que registra el tiempo en el que ocurre un cierto evento del
proceso de tal forma que puede determinarse si ha ocurrido o no ha ocurrido
tal evento al tiempo n con la información de la σ-álgebra Fn. Esta variable
aleatoria puede tomar el valor infinito cuando el evento de interés nunca
ocurre.

Definición 7.4 Una variable aleatoria τ con valores en t1, 2, . . .uY t8u es
un tiempo de paro respecto de una filtración tFnun¥1 si para cada n ¥ 1 se
cumple que pτ ¤ nq P Fn.

Bajo la interpretación de que τ es un tiempo aleatorio en el cual ocurre
un cierto evento de interés, la condición pτ ¤ nq P Fn puede interpretarse
del siguiente modo: la pregunta de si el evento de interés ha ocurrido al
tiempo n o antes, debe poder ser respondida con la información dada por la
filtración al tiempo n. No es dif́ıcil comprobar que la condición que aparece
en la definición es equivalente a la condición pτ � nq P Fn, para cada n ¥ 1.

Ejemplo 7.2 (Tiempo de primer arribo) Sea X1,X2, . . . una sucesión
de variables aleatorias adaptada a la filtración tFnun¥1. Sea A un conjunto
de Borel de R, y defina

τ � mı́n tn ¥ 1 : Xn P Au,
en donde conviene definir mı́n H � 8. Es decir, τ es el primer momento
en el que la sucesión toma un valor dentro del conjunto A, si acaso ello
sucede. La variable aleatoria τ es un tiempo de paro, pues para cualquier
valor entero de n,pτ � nq � pX1 R Aq X � � � X pXn�1 R Aq X pXn P Aq P Fn.

En particular, y recordando el problema de la ruina del jugador, tomando
A como el conjunto t0, Nu, el primer momento en el que la variable Xn �
ξ1 � � � � � ξn toma uno de los dos valores del conjunto A es un tiempo de
paro, y es el tiempo aleatorio en el cual el juego finaliza, ya sea porque el
jugador se arruina o porque gana todo el capital.
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Ejemplo 7.3 (Tiempo de segundo arribo) Sea nuevamente X1,X2, . . .

una sucesión de variables aleatorias adaptada a la filtración tFnun¥1, y sea
A un conjunto de Borel de R. Dado un tiempo de paro finito τ1, defina ahora
un segundo tiempo de paro de la siguiente forma:

τ2 � mı́n tn ¡ τ1 : Xn P Au.
Es decir τ2 es el primer momento, después de τ1, en el que el proceso toma
un valor dentro del conjunto A. Naturalmente se cumple τ1 ¤ τ2. Esta nueva
variable resulta también ser un tiempo de paro, pues el siguiente conjunto
es un elemento de Fn.pτ2 � nq � n�1¤

k�1

pτ1 � kq X pXk�1 R Aq X � � � X pXn�1 R Aq X pXn P Aq.
En el caso de tiempos continuos, la definición de tiempo de paro es la si-
guiente.

Definición 7.5 Una variable aleatoria τ : Ω Ñ r0,8q Y t8u es un tiempo
de paro respecto de una filtración tFtut¥0 si se cumple que para cada t ¥ 0,pτ ¤ tq P Ft.

7.3. Martingalas

Definición 7.6 Se dice que un proceso a tiempo discreto tXn : n ¥ 1u es
una martingala respecto de una filtración tFnun¥1 si cumple las siguiente
tres condiciones:

a) Es integrable.

b) Es adaptado a la filtración.

c) Para cualesquiera n ¤ m,

EpXm |Fnq � Xn, c.s. (7.1)

Cuando en lugar de (7.1) se cumple la desigualdad EpXm |Fnq ¥ Xn, en-
tonces el proceso es una submartingala, y si EpXm |Fnq ¤ Xn, entonces es
una supermartingala.
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Las martingalas tienen una interpretación sencilla en términos de juegos
justos que ya hemos mencionado antes: siXn denota el capital de un jugador
al tiempo n, entonces la igualdad (7.1) establece que la fortuna promedio al
tiempo futuro m, dado que se conoce la historia del juego hasta el tiempo
n, es su capital al tiempo n, es decir, el juego es justo pues en promedio el
jugador no pierde ni gana. En este sentido, la desigualdad EpXm |Fnq ¥
Xn, correspondiente a la definición de submartingala, equivale a un juego
favorable al jugador. La desigualdad contraria, el caso de submartingala,
corresponde a un juego desfavorable al jugador. Puede comprobarse que la
condición (7.1) es equivalente a la igualdad aparentemente más débil

EpXn�1 |Fnq � Xn.

Esta última condición es la que a menudo usaremos para verificar la pro-
piedad de martingala de un proceso a tiempo discreto. Además, cuando la
filtración es la natural, es decir, cuando Fn � σtX1, . . . ,Xnu, la condición
de martingala puede escribirse en la forma

EpXn�1 |X1, . . . ,Xnq � Xn.

Observe que toda martingala es al mismo tiempo una submartingala y una
supermartingala, y que si tXn : n ¥ 1u es una submartingala, entoncest�Xn : n ¥ 1u es una supermartingala. Por lo tanto, toda propiedad para
submartingalas puede ser escrita también para supermartingalas bajo este
cambio de signo. Por otro lado, tomando esperanza en (7.1) con n � 1 se
obtiene la igualdad

EpXmq � EpX1q, para cada m ¥ 1,

esto quiere decir que todas las variables aleatorias que conforman una mar-
tingala tienen la misma esperanza. Análogamente, tomando esperanza ahora
en la condición de submartingala se obtiene que para cualesquiera tiempos
1 ¤ n ¤ m,

EpXmq ¥ EpXnq, (7.2)

esto puede interpretarse en el sentido de que las submartingalas son procesos
cuyas trayectorias, en promedio, tienden a crecer. Más adelante demostrare-
mos que cuando la submartingala es acotada superiormente, es convergente.
Este interesante resultado es el análogo estocástico al hecho de que toda
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sucesión de números reales creciente y acotada es convergente. Para procesos
a tiempo continuo, la condición de martingala se escribe EpXt |Fsq � Xs,
para cualesquiera tiempos s y t tales que 0 ¤ s ¤ t, sin olvidar la condi-
ciones de adaptabilidad e integrabilidad para poder llamar a tal proceso una
martingala.

7.4. Ejemplos

Veremos a continuación algunos ejemplos de martingalas.

Martingala del juego de apuestas
Sea ξ1, ξ2, . . . una sucesión de variables aleatorias independientes idéntica-
mente distribuidas y con esperanza finita. Defina Xn � ξ1 � � � � � ξn, y
considere la filtración Fn � σtξ1, . . . , ξnu. La variable aleatoria Xn puede
interpretarse como la fortuna de un jugador después de n apuestas sucesivas
en donde la ganancia o pérdida en la k-ésima apuesta es ξk. Claramente el
proceso tXn : n ¥ 1u es integrable y es adaptado. Además, para cada n ¥ 1,

EpXn�1 |Fnq � EpXn � ξn�1 |Fnq� Xn �Epξn�1 |Fnq� Xn �Epξn�1q.
Cuando el resultado promedio de cualquiera de las apuestas es cero, el se-
gundo sumando se anula y se tiene un ejemplo de martingala, es decir, un
juego justo. En particular, una caminata aleatoria simétrica es una mar-
tingala. Si el resultado promedio de las apuestas es mayor o igual a cero,
entonces EpXn�1|Fnq ¥ Xn, y por lo tanto el proceso es una submartingala,
un juego favorable al jugador. Finalmente, cuando el resultado promedio de
cualquier apuesta es menor o igual a cero, el proceso es una supermartin-
gala pues EpXn�1|Fnq ¤ Xn, correspondiente a un juego desfavorable al
jugador.

Martingala del proceso de Poisson centrado
Sea tXt : t ¥ 0u un proceso de Poisson de parámetro λ. Entonces el proceso
centrado tXt � λt : t ¥ 0u es una martingala. En efecto, este nuevo proceso
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es integrable y adaptado. Además, para cada 0 ¤ s ¤ t,

EpXt � λt |Fsq � EpXt |Fsq � λt� EpXt �Xs �Xs |Fsq � λt� EpXt �Xs |Fsq �Xs � λt� EpXt �Xsq �Xs � λt� λpt� sq �Xs � λt� Xs � λs.

Este ejemplo es un caso particular del siguiente resultado que el lector puede
fácilmente verificar siguiendo el cálculo anterior: si un proceso integrabletXt : t ¥ 0u tiene incrementos independientes, entonces el proceso centradotXt �EpXtq : t ¥ 0u es una martingala.

Martingala de la esperanza condicional
Sea X una variable aleatoria integrable, y sean F1 y F2 dos sub σ-álgebras
tales que F1 � F2. No es dif́ıcil comprobar la siguiente propiedad de la
esperanza condicional:

EpEpX |F2q |F1q � EpX |F1q.
Sea tFnun¥1 una filtración dada. Usando la identidad anterior demostra-
remos que la sucesión de variables aleatorias dada por Xn � EpX |Fnq es
una martingala. Es claro que cada una de estas variables es integrable y por
definición de esperanza condicional el proceso es adaptado a la filtración.
Además

EpXn�1 |Fnq � EpEpX |Fn�1q |Fnq � EpX |Fnq � Xn.

Martingala de la urna de Polya

Figura 7.1

Suponga que una urna contiene inicialmente una bo-
la blanca y una bola negra. Un experimento consiste
en escoger una bola al azar y regresarla a la urna
junto con otra bola del mismo color. Este experi-
mento se repite varias veces. Sea Xn el número de
bolas blancas en la urna después del n-ésimo ensayo.
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Es claro que X0 � 1, y que después del n-ésimo ensayo hay n�2 bolas en la
urna. Además 1 ¤ Xn ¤ n�1, y por lo tanto E|Xn|   8. Las probabilidades
de transición son las siguientes

P pXn�1 � k � 1 |Xn � kq � k

n� 2
,

y P pXn�1 � k |Xn � kq � n� 2� k

n� 2
.

Observe que se puede escribir Xn�1 � Xn � Yn�1, en donde Yn�1 es una
variable aleatoria que toma el valor �1 cuando se escoge una bola blanca
en la extracción n� 1, y el valor 0 cuando la bola escogida es negra, por lo
tanto,

EpXn�1 |Xnq � Xn � p0qn � 2�Xn

n� 2
� p1q Xn

n � 2
� n� 3

n� 2
Xn.

Este cálculo demuestra que el proceso tXn : n ¥ 0u no es una martingala.
Sin embargo, si se define Mn � Xn{pn�2q, lo cual representa la fracción de
bolas blancas en la urna después de la n-ésima extracción, entonces se tiene
que

EpMn�1 |Fnq � Ep Xn�1

n� 3
|Fnq � Xn

n� 2
�Mn.

Es decir, hemos comprobado que el proceso tMn : n ¥ 0u es una martingala.
¿Se modifica el resultado si la configuración inicial de la urna es distinta a
la considerada? ¿Se modifica el resultado si en lugar de agregar una bola
adicional se agregan r bolas del mismo color?

7.5. Procesos detenidos

Sea tXnun¥0 un proceso estocástico adaptado a una filtración tFnun¥0,
y sea τ un tiempo de paro respecto de la misma filtración. En ocasiones
es necesario considerar un proceso de la forma Xτ^n, en donde τ ^ n �
mı́ntτ, nu. A este tipo de procesos se les llama procesos detenidos, por ejem-
plo, suponga que τ � k, entonces,

Xτ^n � " Xn si n ¤ k,

Xk si n ¡ k.
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Es decir, como función del parámetro n el proceso se vuelve constante a
partir del tiempo aleatorio τ .

Medibilidad y adaptabilidad de tXτ^nu
Las variables del proceso detenido son efectivamente variables aleatorias y
el proceso mismo es adaptado a la misma filtración, pues para cualquier
número real x, y para cada número natural n,pXτ^n ¤ xq � r n¤

k�1

pτ � kq X pXk ¤ xqs Y rpτ ¡ nq X pXn ¤ xqs.
La expresión del lado derecho es claramente un elemento de Fn. Si el proceso
original es integrable, entonces el proceso detenido es también integrable,
pues

E|Xτ^n| � Ep |Xτ | 1pτ¤nq q �Ep |Xn| 1pτ¡nq q¤ ņ

k�1

Ep |Xk| 1pτ�kq q �Ep |Xn| 1pτ¡nq q¤ ņ

k�1

E|Xk| �E|Xn|   8.

Por ejemplo, considere que tXn : n ¥ 1u es la martingala del juego de
apuestas. Suponga que el jugador decide dejar de jugar cuando pierda todo
su capital o cuando consigue ganar el doble de su capital inicial. El momento
aleatorio en el que ocurre alguno de estos dos eventos es un tiempo de paro τ .
El capital del jugador en cualquier tiempo n puede expresarse comoXτ^n. Se
puede demostrar que si tXn : n ¥ 0u es un proceso adaptado a la filtracióntFnun¥0, y τ es un tiempo de paro con valores en t0, 1, . . .u que además
es finito, es decir, P pτ   8q � 1, entonces Xτ es una variable aleatoria.
Teniendo como válido este resultado, demostraremos a continuación que
una martingala detenida sigue siendo martingala.

Proposición 7.1 Si tXn : n ¥ 0u es una martingala, submartingala o
supermartingala, y τ es un tiempo de paro respecto de la misma filtración,
entonces el proceso detenido tXτ^n : n ¥ 0u también lo es.

Demostración. Hemos demostrado antes que el proceso detenido es
adaptado e integrable. Resta demostrar la propiedad de martingala. El caso
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submartingala o supermartingala se obtiene modificando adecuadamente la
penúltima igualdad en el siguiente análisis.

EpXτ^pn�1q |Fnq � ņ

k�1

EpXk 1pτ�kq |Fnq �EpXn�1 1pτ¡nq |Fnq� ņ

k�1

Xk 1pτ�kq �EpXn�1 |Fnq 1pτ¡nq� ņ

k�1

Xk 1pτ�kq �Xn 1pτ¡nq� Xτ^n

�

7.6. Una aplicación: estrategias de juego

Considere nuevamente la sucesión de variables aleatorias independientes
idénticamente distribuidas tξnu tal que P pξ � �1q � 1{2 y P pξ � �1q �
1{2, y con filtración natural tFnun¥1. Considere las sumas

Xn � ξ1 � � � � � ξn.

Sabemos que tXn : n ¥ 1u es una martingala que representa el total de
ganancias en una serie de n apuestas justas de una unidad monetaria. Supon-
ga ahora que el monto de cada apuesta no es uno, sino una cantidad an para
la n-ésima apuesta. Supondremos que an es una variable aleatoria que el ju-
gador determina a partir de la información de las n � 1 apuestas previas,
y por lo tanto es una variable Fn�1-medible, es decir, se trata de un pro-
ceso predecible. A la colección de variables aleatorias tan : n ¥ 1u con
esta caracteŕıstica se le llama una estrategia de juego. Bajo una de estas
estrategias, el capital del jugador después de la n-ésima apuesta es ahora la
variable aleatoria

An � a1 ξ1 � � � � � an ξn,

la cual es Fn-medible. Bajo la hipótesis de que la estrategia de juego consta
de variables aleatorias acotadas, se cumple que el proceso tAn : n ¥ 1u es
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integrable y cumple además la propiedad de martingala, pues

EpAn�1 |Fnq � EpAn � an�1 ξn�1 |Fnq� An � an�1Epξn�1 |Fnq� An � an�1EpXn�1 �Xn |Fnq� An � an�1 pEpXn�1 |Fnq �Xnq� An.

Esto quiere decir que bajo cualquier estrategia de juego, el proceso de ganan-
cias tAn : n ¥ 1u es una martingala siempre y cuando el proceso originaltXn : n ¥ 1u lo sea. Es importante que los apostadores conozcan este resul-
tado pues quiere decir que no existe una estrategia de juego que convierta
un juego justo en un juego favorable o desfavorable al jugador. El mismo
análisis demuestra que si el proceso original tXn : n ¥ 1u es una submartin-
gala o supermartingala y la estrategia de juego consta de variables aleatorias
no negativas y acotadas, entonces el proceso tAn : n ¥ 1u sigue siendo una
submartingala o supermartingala.
Uno de los varios significados del témino martingala, y que parece ser el ori-
ginal, establece que una martingala es una estrategia de juego en la cual un
jugador apuesta sucesivamente en cada lanzamiento de una moneda honesta
del siguiente modo: inicialmente apuesta una unidad monetaria. En caso de
perder, dobla el monto de la apuesta para el siguiente lanzamiento. En caso
de ganar, vuelve a apostar una unidad monetaria en el siguiente lanzamien-
to. En la Figura 7.2 se muestra una tabla con algunos resultados siguiendo
esta estrategia de juego.

Monto de la apuesta 1 2 4 8 1 1 2 1

Resultado del lanzamiento x x x X X x X x

Ganancia -1 -3 -7 1 2 1 3 2

Figura 7.2

Bajo esta estrategia de juego resulta que cada vez que el jugador acierta se
recupera de las pérdidas anteriores e incluso incrementa su fortuna en una
unidad monetaria. En efecto, si el jugador pierde las primeras n apuestas y
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gana la apuesta n� 1, entonces su capital al tiempo n� 1 es�1� 21 � 22 � � � � � 2n�1loooooooooooooooomoooooooooooooooon
n apuestas perdidas

� 2nloomoon
apuesta n� 1 ganada

� � n�1̧

k�0

2k � 2n� �1� 2n

1� 2
� 2n� p1� 2nq � 2n� 1.

De esta manera si el jugador pudiera mantener esta estrategia de juego
tendŕıa una unidad ganada por cada acierto que haya conseguido. Parece
ser una estrategia segura de ganar, sin embargo, veamos cuánto, en prome-
dio, podŕıa ser su déficit justo antes de recuperarse, es decir, calcularemos
EpXτ�1q, en donde τ es el tiempo de paro en el que el jugador acierta por
primera vez. Puede comprobarse que este tiempo de paro es finito casi segu-
ramente, es decir, P pτ   8q � 1. De hecho, con probabilidad uno, el jugador
tendŕıa eventualmente un éxito aun cuando sus probabilidades de acertar
fueran pequeñas. Como hemos visto, después de n apuestas consecutivas
perdidas el capital empeñado es�1� 21 � 22 � � � � � 2n�1 � 1� 2n,

y la probabilidad de perder n apuestas sucesivas y ganar la apuesta n � 1
es 1{2n�1. Por lo tanto,

EpXτ�1q � 8̧
n�1

EpXτ�1 | τ � nqP pτ � nq� 8̧
n�1

EpXn�1qP pτ � nq� 8̧
n�1

p1� 2n�1q 1

2n� �8.

Es decir, se requeriŕıa de un capital promedio infinito y poder apostar una
infinidad de veces para llevar a cabo con éxito esta estrategia, algo no muy
factible en términos de dinero y tiempo.
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7.7. Teorema de paro opcional y aplicaciones

Hemos observado antes que para una martingala tXn : n ¥ 1u se cumple
que EpXnq � EpX1q, para cualquier valor de n. Si además se tiene un
tiempo de paro finito τ , no necesariamente es cierto que EpXτ q � EpX1q, e
incluso expresiones como EpXτ q podŕıan no ser finitas como en la estrategia
de juego llamada martingala analizada en la sección anterior. El siguiente
resultado establece condiciones bajo las cuales la variable Xτ tiene la misma
esperanza que la martingala.

Teorema 7.1 (Teorema de paro opcional) Sea tXnn ¥ 1u una mar-
tingala y sea τ un tiempo de paro finito, ambos respecto de una filtracióntFnun¥1, tales que:

a) Xτ es integrable.

b) ĺım
nÑ8 EpXn1pτ¡nqq � 0.

Entonces EpXτ q � EpXnq, para cualquier n ¥ 1.

Demostración. La observación importante es que para cualquier n ¥ 1,

Xτ � Xτ^n � pXτ �Xnq 1pτ¡nq.
Tomando esperanza y usando el hecho de que Xτ^n es una martingala,

EpXτ q � EpXτ^nq �EppXτ �Xnq 1pτ¡nqq� EpX1q �EpXτ1pτ¡nqq �EpXn 1pτ¡nqq.
Como el proceso original es una martingala, el primer sumando es EpXnq.
Haciendo n Ñ 8, el tercer sumando se anula por hipótesis. Usando la
hipótesis de integrabilidad de Xτ y el teorema de convergencia dominada,
el segundo sumando converge también a cero pues es la cola de la serie
convergente

EpXτ q � Ep 8̧
k�1

Xk1pτ�kqq � 8̧
k�1

EpXk1pτ�kqq.
�
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Como una aplicación del teorema de paro opcional calcularemos algunos
tiempos medios de arribo en caminatas aleatorias.

Caso caminata simétrica, barrera simétrica
Sea tXn : n ¥ 0u una caminata aleatoria simétrica simple sobre Z que inicia

n

Xnpωq
b

�b

τ
b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

Figura 7.3

en cero, y sea b ¥ 1 un entero
cualquiera. Defina el tiempo de paro

τ � mı́n tn ¥ 1 : |Xn| � bu,
es decir, τ es el primer momento en el
que la caminata alcanza, en valor ab-
soluto, el nivel b, véase la Figura 7.3.
Nos interesa encontrar Epτq, esto es, el
número promedio de pasos que le toma
a la caminata llegar al nivel �b. Sabe-
mos que tanto el proceso tXn : n ¥ 0u
como tX2

n � n : n ¥ 0u son martin-
galas. Suponiendo de manera preliminar que las condiciones del teorema de
paro opcional se cumplen, se tiene que EpX2

τ � τq � EpX2
1
� 1q � 0. Por lo

tanto, Epτq � EpX2
τ q � b2. La última igualdad se obtiene al observar que|Xτ | � b. En palabras, este resultado dice que la caminata aleatoria simétri-

ca simple que inicia en cero necesita, en promedio, b2 pasos para alcanzar,
en valor absoluto, el nivel b.

Caso caminata simétrica, barrera asimétrica
Generalizaremos ahora el cálculo del párrafo anterior para el caso en el que
se tiene una barrera inferior �a y una barrera superior b, con a, b P N, no
necesariamente idénticos. La idea es aplicar nuevamente el teorema de paro
opcional aunque los cálculos no son tan inmediatos. Supongamos entonces
que tXn : n ¥ 0u es una caminata aleatoria simétrica simple que inicia en
cero y defina el tiempo de paro

τ � mı́n tn ¥ 0 : Xn � b ó Xn � �au,
en donde a, b P N. Nuevamente el proceso centrado tX2

n�n : n ¥ 0u es una
martingala y por lo tanto EpX2

τ � τq � EpX2
1
� 1q � 0, de donde se obtiene
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Epτq � EpX2
τ q. Ahora no es tan sencillo calcular esta esperanza pues X2

τ

puede tomar dos valores, b2 o a2. Entonces,

Epτq � EpX2
τ q � b2P pXτ � bq � a2P pXτ � �aq.

Defina uk � P pXτ � b |X0 � kq. Usando análisis del primer paso, es decir,
condicionando sobre el valor que toma la caminata aleatoria en el primer
paso, puede comprobarse que la probabilidad uk cumple la ecuación en
diferencias

2uk � uk�1 � uk�1,

con condiciones de frontera ub � 1 y u�a � 0, y cuya solución es

uk � a� k

a� b
.

Análogamente, definiendo vk � P pXτ � �a |X0 � kq, se encuentra que vk
cumple la ecuación en diferencias

2vk � vk�1 � vk�1,

con condiciones de frontera vb � 0 y v�a � 1, y cuya solución es

vk � b� k

a� b
.

Por lo tanto,

Epτq � EpX2
τ q� b2P pXτ � bq � a2P pXτ � �aq� b2 u0 � a2 v0� b2
a

a� b
� a2

b

a� b� ab.

Cuando a � b se recupera el resultado del caso cuando la barrera es simétri-
ca.

Caso caminata asimétrica, barrera asimétrica
En este caso el proceso tXn : n ¥ 0u no es una martingala pero debido a la
propiedad de incrementos independientes, el proceso centradotXn � npp� qq : n ¥ 0u
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lo es. Suponiendo nuevamente que las condiciones del teorema de paro op-
cional se cumplen, se tiene que EpXτ � τpp � qqq � EpX1 � pp � qqq � 0.
De donde se obtiene Epτq � EpXτ q{pp � qq. El problema es nuevamente
encontrar EpXτ q. Tenemos que

EpXτ q � b P pXτ � bq � aP pXτ � �aq.
Defina nuevamente uk � P pXτ � b |X0 � kq. Usando análisis del primer
paso puede comprobarse que uk cumple la ecuación en diferencias

uk � p uk�1 � q uk�1,

con condiciones de frontera ub � 1 y u�a � 0, y cuya solución es

uk � pp{qqb�k � pp{qqa�b

1� pp{qqa�b
.

Análogamente, definiendo vk � P pXτ � �a |X0 � kq, se encuentra que vk
cumple la ecuación en diferencias

vk � p vk�1 � q vk�1,

con condiciones de frontera vb � 0 y v�a � 1, y cuya solución es

vk � pq{pqa�k � pq{pqa�b

1� pq{pqa�b
.

Por lo tanto,

EpXτ q � b u0 � a v0� b
pp{qqb � pp{qqa�b

1� pp{qqa�b
� a

pq{pqa � pq{pqa�b

1� pq{pqa�b� b� pa� bq 1� pp{qqb
1� pp{qqa�b

.

Entonces,

Epτq � b

p� q
� a� b

p� q
� 1� pp{qqb
1� pp{qqa�b

.

Verificaremos a continuación la validez de las tres condiciones del teorema
de paro opcional para esta aplicación cuando la caminata y las barreras son
simétricas.
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a) Demostraremos que τ   8 c.s. La estrategia consiste en considerar
bloques sucesivos de 2b pasos en la caminata aleatoria. Observe que
el evento pτ � 8q es el ĺımite de la sucesión decreciente de eventospτ ¡ 2bkq, para k � 1, 2, . . ., y que el evento pτ ¡ 2bkq está contenido
en el evento “Ninguno de los primeros k bloques contiene únicamente
valores �1”. La utilidad de este evento mayor radica en que es fácil
calcular su probabilidad, como veremos a continuación. Tenemos que

P pτ � 8q � ĺım
kÑ8 P pτ ¡ 2bkq¤ ĺım
kÑ8 P p“Ninguno de los primeros k bloques

contiene únicamente valores �1”q� ĺım
kÑ8 p1� p1{2q2bqk� 0.

b) Demostraremos ahora que Ep|X2
τ � τ |q   8. Como X2

τ � b2, se tiene
que

Ep|X2
τ � τ |q ¤ b2 �Epτq� b2 � 8̧

k�0

k P pτ � kq� b2 � 8̧
k�0

2b̧

j�1

p2bk � jqP pτ � 2bk � jq¤ b2 � 8̧
k�0

2b̧

j�1

p2bpk � 1qqP pτ ¡ 2bkq¤ b2 � p2bq2 8̧
k�0

pk � 1q p1 � p1{2q2bqk  8.

c) Finalmente verificaremos que EppX2
n � nq1pτ¡nqq Ñ 0, cuando Ñ8.

Ep|X2
n � n|1pτ¡nqq ¤ EpX2

n1pτ¡nqq �Epn1pτ¡nqq¤ N2P pτ ¡ nq �Epτ1pτ¡nqq.
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La sucesión de eventos pτ ¡ nq es monótona decreciente y por lo tanto
convergente, su ĺımite es el evento pτ � 8q que tiene probabilidad cero.
El primer sumando por lo tanto se hace pequeño cuando n crece. Como
Epτq   8, la sucesión de variables τ1pτ¡nq es también decreciente y
consta de variables aleatorias integrables cuyo ĺımite es cero c.s. El
segundo sumando por tanto también converge a cero.

7.8. Algunas desigualdades

En esta sección se demostrarán algunas desigualdades asociadas a sub-
martingalas. No haremos mayor uso de ellas en lo sucesivo pero en sus
demostraciones se pondrán en práctica algunos resultados estudiados antes.

Proposición 7.2 (Desigualdad maximal de Doob) Sea tXn : n ¥ 1u
una submartingala no negativa y defina X�

n � máxtX1, . . . ,Xnu. Entonces
para cualquier λ ¡ 0,

λP pX�
n ¥ λq ¤ EpXn 1pX�

n¥λqq.
Demostración. Para cada n natural defina el tiempo de paro

τ � n^mı́nt1 ¤ k ¤ n : Xk ¥ λu.
Es decir, τ es el primer momento hasta n en el que el proceso alcanza o rebasa
el valor λ. Si tal evento nunca ocurre, entonces τ � n. Como tXn : n ¥ 1u
es una submartingala y 1 ¤ τ ¤ n, se tiene que EpXnq ¥ EpXτ q. Observe
que si ocurre el evento pX�

n ¥ λq, entonces Xτ ¥ λ, y si ocurre pX�
n   λq,

entonces τ � n. Por lo tanto,

EpXnq ¥ EpXτ q� EpXτ 1pX�
n¥λqq �EpXτ 1pX�

n λqq¥ λP pX�
n ¥ λq �EpXn 1pX�

n λqq.
Es decir,

λP pX�
n ¥ λq ¤ EpXnq �EpXn 1pX�

n λqq� EpXn 1pX�
n¥λqq.

�
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Proposición 7.3 (Desigualdad maximal de Doob en L2) Sea tXn :
n ¥ 1u una submartingala no negativa y cuadrado integrable. Para X�

n �
máxtX1, . . . ,Xnu se tiene que

Ep|X�
n |2q ¤ 4EpX2

nq.
Demostración. El segundo momento de una variable aleatoria no nega-
tiva X puede expresarse, cuando existe, de la siguiente forma:

EpX2q � 2

» 8
0

xP pX ¡ xq dx.
Usando esta expresión, la desigualdad maximal de la Proposición 7.2, el
teorema de Fubini y después la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

Ep|X�
n |2q � 2

» 8
0

xP pX�
n ¡ xq dx¤ 2

» 8
0

EpXn 1pX�
n¥xqq dx.� 2

» 8
0

p»pX�
n¥xqXn dP q dx� 2

»
Ω

Xn

» X�
n

0

dx dP� 2

»
Ω

XnX
�
n dP� 2EpXnX
�
nq¤ 2

a
E|Xn|2aE|X�

n |2.
Por lo tanto,

Ep|X�
n |2qa

E|X�
n |2 ¤ 2

a
E|Xn|2.

Elevando al cuadrado se obtiene el resultado. �

7.9. Convergencia de martingalas

En esta sección revisaremos algunos elementos que nos llevarán a enunciar y
demostrar el teorema de convergencia de submartingalas de Doob. Usaremos
algunas herramientas de la teoŕıa de la medida.
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Proposición 7.4 Sea tXn : n ¥ 0u una submartingala y sean τ1 y τ2 dos
tiempos de paro acotados tales que 0 ¤ τ1 ¤ τ2 ¤ N , con N P N fijo.
Entonces

EpXτ1q ¤ EpXτ2q.
Demostración. Sea k fijo tal que k ¤ n ¤ N . Entonces

EpXn�1 1pτ1�kq 1pτ2¡nqq � EpEpXn�1 1pτ1�kq 1pτ2¡nq |Fnqq� EpEpXn�1 |Fnq 1pτ1�kq 1pτ2¡nq q¥ EpXn 1pτ1�kq 1pτ2¡nq q.
Por lo tanto,

EpXτ2^n 1pτ1�kqq � EpXτ2 1pτ1�kq 1pτ2¤nqq �EpXn 1pτ1�kq 1pτ2¡nqq¤ EpXτ2 1pτ1�kq 1pτ2¤nqq �EpXn�1 1pτ1�kq 1pτ2¡nqq� EpXτ2^pn�1q 1pτ1�kqq.
Esto quiere decir que la función n ÞÑ EpXτ2^n 1pτ1�kqq es monótona cre-
ciente. Evaluando esta función en n � k y después en n � N se obtiene la
desigualdad

EpXk 1pτ1�kqq ¤ EpXτ2 1pτ1�kqq.
Entonces,

EpXτ1q � Ņ

k�0

EpXτ1 1pτ1�kqq� Ņ

k�0

EpXk 1pτ1�kqq¤ Ņ

k�0

EpXτ2 1pτ1�kqq� EpXτ2q.
�

Número de cruces
Sea tXk : k ¥ 0u un proceso adaptado a una filtración tFkuk¥0, y sean a   b

dos números reales. Consideraremos que n es un número natural cualquiera.



220 7. Martingalas

Defina la sucesión creciente de tiempos de paro

τ1 � mı́n tk ¥ 1 : Xk ¡ bu,
τ2 � mı́n tk ¡ τ1 : Xk   au,
τ3 � mı́n tk ¡ τ2 : Xk ¡ bu,
τ4 � mı́n tk ¡ τ3 : Xk   au,

...

Si alguno de los conjuntos señalados es vaćıo o bien cuando τk ¥ n, para
alguna k, se define τk � n. De esta forma se tiene la sucesión creciente de
tiempos de paro

τ1 ¤ τ2 ¤ � � � ¤ n. (7.3)

Una de tales sucesiones se muestra en la Figura 7.4, en donde se pre-
senta una trayectoria del proceso con sus valores unidos por una ĺınea

a

b

k

Xkpωq
τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6

Figura 7.4

continua para una mejor
visualización. Nos in-
teresa contar el núme-
ro de cruces de arri-
ba hacia abajo, que
las trayectorias del pro-
ceso realizan sobre el
intervalo ra, bs. En la
gráfica se muestran tres
cruces de este tipo,
los cuales se encuen-
tran remarcados en la
trayectoria. Observe que
antes del valor n y para
valores impares en el sub́ındice de τ , el proceso se encuentra arriba de b en
ese momento, mientras que para valores pares del sub́ındice, el proceso se
encuentra por abajo del nivel a, es decir, entre los tiempos τ2k�1 y τ2k el
proceso realiza un cruce de arriba hacia abajo.
El número de cruces completos, de arriba hacia abajo, que el proceso realiza
sobre el intervalo ra, bs antes del tiempo n es el máximo entero k tal que
τ2k   n, y se denota por Dnra, bs, es decir,

Dnra, bs � máx tk ¥ 1 : τ2k   nu.
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Si el conjunto de cruces es vaćıo, se define Dnra, bs � 0. La letra D usada
para denotar este número proviene del término en inglés Downcrossing.
Observe que para cada n, la funciónDnra, bs : ΩÑ t0, 1, . . .u es una variable
aleatoria, pues para cada entero k, el conjunto pDnra, bs ¥ kq � pτ2k  
nq es medible. De esta manera se tiene la sucesión monótona de variables
aleatorias D1ra, bs ¤ D2ra, bs ¤ � � � que es convergente al número total de
cruces

Dra, bs � sup tk ¥ 1 : τ2k   8u.
En la demostración que se presenta a continuación sobre la convergencia
de submartingalas se hace uso de este número de cruces. Empezaremos
estimando la esperanza de Dnra, bs.
Proposición 7.5 Sea tXn : n ¥ 0u una submartingala. Entonces

EpDnra, bsq ¤ 1

b� a
EpXn � bq� ¤ 1

b� a
p sup

n
E|Xn| � |b| q.

Demostración. Defina la sucesión de eventos Ak � pτk   nq para k �
1, 2, . . . Por la monotońıa de los tiempos de paro (7.3) se tiene que A1 �
A2 � � � � Eventualmente los elementos de esta sucesión son el conjunto
vaćıo, pues no pueden efectuarse demasiados cruces en un tiempo limitado
n. Observe además que cuando ocurre el evento A2k�1 el proceso al tiempo
τ2k�1 se encuentra por arriba de b, mientras que cuando ocurre A2k, el
proceso al tiempo τ2k se encuentra por abajo de a. A continuación usaremos
la propiedad de submartingala aplicada a los tiempos de paro acotados
τ2k�1 ¤ τ2k ¤ n. Tenemos entonces que EpXτ2k�1

q ¤ EpXτ2k q, es decir,»
Ω

Xτ2k�1
dP ¤ »

Ω

Xτ2k dP.

Separando ambas regiones de integración como Ω � A2k�1YAc
2k�1

, se tiene
que»

A2k�1

Xτ2k�1
dP � »

Ac
2k�1

Xτ2k�1
dP ¤ »

A2k�1

Xτ2k dP � »
Ac

2k�1

Xτ2k dP.

Ahora observe que sobre el conjunto Ac
2k�1

, se cumple que τ2k�1 � τ2k � n.
Por lo tanto, la segunda y cuarta integral coinciden y podemos omitirlas de



222 7. Martingalas

esta desigualdad. Añadiendo la constante b, se llega al siguiente resultado:

0 ¤ »
A2k�1

pXτ2k�1
� bq dP¤ »

A2k�1

pXτ2k � bq dP.
Entonces,

0 ¤ »
A2k�1

pXτ2k � bq dP� »
A2k

pXτ2k � bq dP � »
A2k�1zA2k

pXτ2k � bq dP¤ pa� bqP pA2kq � »
A2k�1zA2k

pXn � bq dP.
Por lo tanto,

P pA2kq ¤ 1

b� a

»
A2k�1zA2k

pXn � bq dP¤ 1

b� a

»
A2k�1zA2k

pXn � bq� dP.

Como P pA2kq � P pτ2k   nq � P pDnra, bs ¥ kq,
EpDnra, bsq � ņ

k�1

P pDnra, bs ¥ kq� ņ

k�1

P pA2kq¤ 1

b� a

ņ

k�1

»
A2k�1zA2k

pXn � bq� dP¤ 1

b� a
EpXn � bq�.

Para la última desigualdad se hace uso del hecho de que las diferencias
A2k�1zA2k son conjuntos ajenos. Esto concluye la demostración de la primera
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desigualdad. La segunda desigualdad del enunciado se sigue de las siguientes
estimaciones: pXn � bq� ¤ |Xn � b| ¤ |Xn| � |b|.

�

Ahora estamos en condiciones de probar que toda submartingala acotada
en media es convergente.

Teorema 7.2 (Teorema de convergencia de submartingalas de Doob)
Sea tXn : n ¥ 0u una submartingala tal que supn E|Xn|   8. Entonces
existe una variable aleatoria integrable X tal que

ĺım
nÑ8Xn � X c.s.

Demostración. Verificaremos primero que la convergencia de tal suce-
sión de variables aleatorias es equivalente a la condición: Dra, bs   8 casi
seguramente, para cualesquiera números a   b. Sea ω en Ω y considere la
sucesión numérica X1pωq,X2pωq, . . . cuyo número de cruces es Dra, bspωq.
Demostraremos que la sucesión tXnpωq : n ¥ 1u es convergente si, y sólo si,
Dra, bspωq   8, para cualesquiera a   b.pñq Suponga que la sucesión es convergente pero que Dra, bspωq � 8 para

algún par de números a y b tales que a   b. Entonces,

ĺım inf
nÑ8 Xnpωq ¤ a   b ¤ ĺım sup

nÑ8 Xnpωq.
Esto contradice la hipótesis de que la sucesión es convergente.pðq Suponga ahora que Dra, bspωq   8 para cualesquiera a   b. Suponga
que la sucesión no es convergente. Entonces existen a1   b1 tales que

ĺım inf
nÑ8 Xnpωq ¤ a1   b1 ¤ ĺım sup

nÑ8 Xnpωq.
Entonces, en particular, para este par de números reales se tiene que
Dra1, b1spωq � 8, lo cual contradice la hipótesis inicial.
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Por lo tanto es suficiente demostrar que con probabilidad uno, Dra, bs   8.
Para llegar a esta conclusión demostraremos que EpDra, bsq   8, pero ello
es consecuencia del teorema de convergencia monótona y la Proposición 7.5
pues,

EpDra, bsq � ĺım
nÑ8EpDnra, bsq¤ 1

b� a
psup

n
E|Xn| � |b|q   8.

La integrabilidad del ĺımite X se sigue del lema de Fatou pues,

E|X| � Epĺım inf
n

|Xn|q ¤ ĺım inf
n

E|Xn| ¤ sup
n

E|Xn|   8.

�

Como toda martingala es una submartingala, y toda supermartingala se
convierte en una submartingala a través de un cambio de signo, se tiene
que el teorema anterior es válido en cualquiera de los tres casos. Es decir,
toda martingala, submartingala o supermartingala acotada en la forma en
la que indica el enunciado del teorema es convergente casi seguramente, y
su ĺımite es una variable aleatoria integrable.
La demostración que se ha presentado aqúı sobre la convergencia de sub-
martingalas es la prueba original de Doob de 1940. En [12] pueden encon-
trarse algunos otros métodos alternativos de demostración. Como hemos
mencionado, las submartingalas son procesos que tienen trayectorias que en
promedio tienden a crecer, véase la ecuación (7.2), de modo que en este caso
hemos encontrado una cota superior para el número promedio de cruces ha-
cia abajo. En algunos textos, por ejemplo [3], se enuncia y prueba el mismo
resultado para supermartingalas, procesos cuyas trayectorias en promedio
tienden a decrecer.

7.10. Representación de martingalas

En esta sección demostraremos que toda martingala que cumple la condición
de ser uniformemente integrable puede escribirse en términos de una espe-
ranza condicional. Antes de enunciar el resultado explicaremos la condición
de integrabilidad uniforme para un proceso.
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Integrabilidad uniforme
Puede comprobarse que una variable aleatoria X es integrable si, y sólo si,
para cada ǫ ¡ 0 puede encontrarse un número M ¡ 0 tal que»p|X|¡Mq |X| dP   ǫ.

Considere ahora una sucesión infinita de variables aleatorias integrables
X1,X2, . . . Para cada ǫ ¡ 0 puede encontrarse entonces una sucesión de
números reales Mn ¡ 0 tales que»p|Xn|¡Mnq |Xn| dP   ǫ.

Cuando la sucesión Mn no depende de n, es decir, cuando sea una sucesión
constante, se dice que la sucesión de variables aleatorias es uniformemente
integrable. Es evidente que la integrabilidad uniforme es más fuerte que la
simple integrabilidad de las variables de un proceso. Tenemos entonces la
siguiente definición, la cual ilustraremos después con un par de ejemplos.

Definición 7.7 Se dice que una sucesión de variables aleatorias integrables
X1,X2, . . . es uniformemente integrable si para cada ǫ ¡ 0 existe un número
M ¡ 0 tal que para toda n ¥ 1,»p|Xn|¡Mq |Xn| dP   ǫ.

Ejemplo 7.4 Considere el espacio muestral Ω � p0, 1q con la σ-álgebra los
subconjuntos de Borel de p0, 1q, y como medida de probabilidad la medida de
Lebesgue sobre dicho intervalo. La sucesión de variables aleatorias dada por
Xn � n 1p0,1{nq no es uniformemente integrable pues para cualquier M ¡ 0,»p|Xn|¡Mq |Xn| dP � " 1 si n ¡M,

0 si n ¤M.

Ejemplo 7.5 Sea X una variable aleatoria integrable y sea Fn una fil-
tración. Demostraremos que la martingala Xn � EpX |Fnq es uniforme-
mente integrable. Como |X| es integrable, tenemos que para cada ǫ ¡ 0
existe δ ¡ 0 tal que si P pAq   δ, entonces

³
A
|X| dP   ǫ. Además, como
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que

E|X| ¥ E|Xn|¥ »p|Xn|¡Mq |Xn| dP¥ M P p|Xn| ¡Mq.
De modo que si se toma M ¡ Ep|X|q{δ, con δ ¡ 0 arbitrario, entonces
P p|Xn| ¡Mq ¤ Ep|X|q{M   δ. Por lo tanto,»p|Xn|¡Mq |Xn| dP ¤ »p|Xn|¡MqEp|X| |Fnq dP� »p|Xn|¡Mq |X| dP  ǫ.

La siguiente proposición establece que la convergencia en media es una
condición suficiente para que se cumpla la propiedad de integrabilidad uni-
forme en un proceso.

Proposición 7.6 Toda sucesión X1,X2, . . . de variables aleatorias inte-
grables que es convergente en media es uniformemente integrable.

Demostración. Suponga que X1,X2, . . . es una sucesión de variables
aleatorias integrables convergente en media a la variable aleatoria integrable
X, es decir, E|Xn � X| Ñ 0. Esto es, para cada ǫ ¡ 0 existe un natural
N tal que para cualquier n ¡ N , E|Xn �X|   ǫ{2. Dado que el ĺımite X

es integrable, para cada ǫ ¡ 0 existe δ ¡ 0 tal que si P pAq   δ, entonces³
A
|X| dP   ǫ{2. Tomando un valor de δ ¡ 0 más pequeño si es necesario se

tiene además que
³
A
|Xn| dP   ǫ, para cada n � 1, . . . , N , cuando P pAq   δ.

Por otro lado, para cualquier n ¥ 1,

Ep|Xn|q ¥ »p|Xn|¡Mq |Xn| dP¥ MP p|Xn| ¡Mq.
Es decir, P p|Xn| ¡ Mq ¤ 1

M
Ep|Xn|q ¤ δ si se toma M � 1

δ
supn Epp|Xn|q.

Tal valor de M es finito pues como la sucesión converge en media, es aco-
tada en media. En particular y con el valor de M mencionado, lo anterior
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demuestra la integrabilidad uniforme de las variables Xn para valores de n

menores o iguales a N . Para el caso n ¡ N se tiene que»p|Xn|¡Mq |Xn| dP ¤ »p|Xn|¡Mq |X| dP � »p|Xn|¡Mq |Xn �X| dP¤ »p|Xn|¡Mq |X| dP �Ep|Xn �X|q¤ ǫ

2
� ǫ

2
� ǫ.

�

El siguiente resultado es un rećıproco de la proposición anterior, sólo que
hay que añadir la condición de que el proceso sea una submartingala, en
particular, una martingala.

Proposición 7.7 Toda submartingala uniformemente integrable es conver-
gente en media.

Demostración. Sea tXn : n ¥ 1u una submartingala uniformemente inte-
grable. Hemos demostrado antes que en tales condiciones la submartingala
es necesariamente acotada en L1, y por lo tanto satisface las condiciones
del teorema de convergencia de martingalas de Doob. Existe entonces una
variable aleatoria integrable X tal que Xn Ñ X c.s. Demostraremos que
Xn Ñ X en media, es decir, que E|Xn � X| Ñ 0. Sea ǫ ¡ 0 arbitrario.
Debido a la hipótesis de integrabilidad uniforme, existe M ¡ 0 tal que para
toda n ¥ 1, »p|Xn�X|¡Mq |Xn �X| dP   ǫ

3
.

Por otro lado, como la convergencia casi segura implica la convergencia en
probabilidad se tiene que P p|Xn �X| ¡ ǫ{3q Ñ 0, cuando nÑ8, es decir,
existe un entero N tal que para n ¡ N ,

P p|Xn �X| ¡ ǫ{3q   ǫ

3M
,
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en donde M ¡ 0 es la constante de la estimación anterior. Entonces

Ep|Xn �X|q � »p|Xn�X|¡Mq |Xn �X| dP� »pǫ{3 |Xn�X|¤Mq |Xn �X| dP� »p|Xn�X|¤ǫ{3q |Xn �X| dP  ǫ

3
�MP p|Xn �X| ¡ ǫ{3q � ǫ

3
P p|Xn �X| ¤ ǫ{3q  ǫ.

�

Finalmente se presenta el resultado que establece que toda martingala uni-
formemente integrable se puede escribir como una esperanza condicional.

Teorema 7.3 (Teorema de representación de martingalas)
Sea tXn : n ¥ 0u una martingala uniformemente integrable, con filtración
natural tFnun¥0, y teniendo a la variable X como su ĺımite en media. En-
tonces,

Xn � EpX |Fnq c.s.
Demostración. Para cualquier m ¡ n, EpXm |Fnq � Xn. Esto quiere
decir que para cualquier evento A en Fn,»

A

Xm dP � »
A

Xn dP.

Entonces, | »
A

pXn �Xq dP | � | »
A

pXm �Xq dP |¤ »
A

|Xm �X| dP¤ »
Ω

|Xm �X| dP.
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Por lo demostrado antes, el último término converge a cero cuando mÑ8.
Es decir, para cualquier A en Fn,»

A

Xn dP � »
A

X dP.

Esto significa que Xn � EpX |Fnq c.s. �

La variable Xn � EpX |Fnq puede interpretarse como una aproximación
de la variable desconocida X cuando se cuenta con la información dada por
la σ-álgebra Fn. Conforme n crece, la información acerca de X aumenta a
través de la filtración, y en el ĺımite se obtiene o reconstruye X.

Notas y referencias. Se pueden encontrar otras exposiciones introduc-
torias al tema de martingalas a tiempo discreto en Karlin y Taylor [17],
y Lawler [21]. Para lecturas más avanzadas pueden consultarse Revuz y
Yor [28] y Tudor [36].

7.11. J. L. Doob

J. L. Doob

Joseph L. Doob (E.U.A., 1910–2004) empezó a
tener interés por la ciencia desde pequeño,
cuando cursaba la escuela secundaria. Estu-
vo muy interesado en el funcionamiento de la
radio e incluso construyó él mismo su pro-
pio equipo. Este interés por la electrónica,
y las comunicaciones se incrementó durante
la preparatoria, obteniendo incluso una licen-
cia para llevar a cabo transmisiones por ra-
dio. Dado este interés en la electrónica, Doob
pensó que la f́ısica era el área que deb́ıa estu-
diar al ingresar a la universidad. Aśı lo hizo cuando ingresó a la Universidad
de Harvard en 1926. Sin embargo, después de un año de estudios se con-
venció de que el curso que verdaderamente disfrutó fue el de cálculo y sus
aplicaciones. Para el segundo año se registró en cursos de matemáticas. En
1930 obtuvo el grado de licenciatura de la Universidad de Harvard, y en 1931
el de maestŕıa bajo la supervisión de J. L. Walsh en la misma universidad.
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En junio de ese mismo año se casó con Elsie Field, con quien tuvo tres hijos.
Al año siguiente, en 1932, obtuvo el doctorado con un trabajo de tesis sobre
las funciones anaĺıticas y sus valores de frontera. Tiempo después recibió una
beca para trabajar en la teoŕıa de la probabilidad con H. Hotelling en la Uni-
versidad de Columbia de 1934 a 1935. Al final de ese periodo fue contratado
como profesor asociado en la Universidad de Illinois en 1935, alĺı fue donde
desarrolló su carrera como profesor hasta 1978, cuando se jubiló. Entre sus
estudiantes de doctorado figuran, entre otros, Paul Halmos (1938), David
Blackwell (1941), J. Laurie Snell (1951) y John Walsh (1966). El trabajo
de Doob se centra principalmente en la teoŕıa de la medida, la teoŕıa de la
probabilidad y las relaciones de esta última con la teoŕıa del potencial. En
particular, y profundizando parte del trabajo de Paul Lèvy, durante los años
cuarenta y cincuenta Doob desarrolló la teoŕıa básica de las martingalas y
algunas de sus aplicaciones. En 1953 publicó su libro clásico Stochastic Pro-
cesses, el cual fue reeditado en 1990. En 1984 publicó Classical Potential
Theory and its Probabilistic Counterparts, reimpreso en 2001. En 1994, a la
edad de 84 años, publicó su último texto titulado Measure Theory. Doob
fue miembro de las Academias de Ciencias de Estados Unidos y de Francia,
presidió el Instituto de Estad́ıstica Matemática (IMS) en 1950, y la Sociedad
Matemática Estadounidense (AMS) de 1963 a 1964. Recibió varios premios
prestigiosos de su páıs por la trascendencia y profundidad de sus trabajos.
Durante muchos años de su vida Doob mantuvo la costumbre y el gusto por
organizar y realizar las famosas caminatas de los sábados por la tarde junto
a profesores universitarios, colegas y amigos de la Universidad de Illinois.
A petición propia, las cenizas de sus restos mortales fueron esparcidas por
sus compañeros en uno de sus sitios favoritos donde acostumbraba caminar
junto con sus amigos. Para una información más amplia sobre la vida y el
trabajo de Doob véanse las siguientes referencias.

a) Bingham N. H., Doob: a half century on, Journal of Applied Probabi-
lity, Vol. 42, 257–266, 2005.

b) Burkholder D. y Protter P., Joseph Leo Doob, 1910-2004, Stochastic
Processes and their Applications, Vol. 115, 1061-1072, 2005.

c) Snell J. L., A Conversation with Joe Doob, Statistical Science, Vol. 12,
Núm. 4, 301–311, 1997.
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d) Snell J. L., Obituary: Joseph Leonard Doob, Journal of Applied Pro-
bability, Vol. 42, 247–256, 2005.

Fuente: Archivo MacTutor, Universidad de St. Andrews.

7.12. Ejercicios

Filtraciones

169. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso adaptado a la filtración tFtut¥0, y seatGtut¥0 la filtración natural del proceso. Demuestre que para cada
t ¥ 0 se cumple Gt � Ft. Esto significa que la filtración natural es la
filtración más pequeña respecto de la cual un proceso es adaptado.

Tiempos de paro

170. Sea tXn : n ¥ 1u la sucesión de resultados que se obtienen al lanzar
sucesivamente un dado equilibrado. Sea tFnun¥1 la filtración natural
de este proceso y defina la variable τ como el primer tiempo n tal que
X1 � � � � �Xn ¥ 10. Determine si τ es un tiempo de paro respecto de
la filtración dada.

171. Demuestre que la condición en la definición de tiempo de paro a tiempo
discreto “pτ ¤ nq P Fn” es equivalente a la condición “pτ � nq P Fn”.

172. Sea n un entero positivo. Demuestre que la variable aleatoria constante
τ � n es un tiempo de paro. Compruebe además que τ � 8 es también
un tiempo de paro.

173. Sea τ un tiempo de paro con valores en t1, 2, . . .u Y t8u, y sea n un
entero positivo. Demuestre que las siguientes variables también son
tiempos de paro.

a) τ ^ n.

b) τ _ n.

c) τ � n.
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174. Sean τ1 y τ2 dos tiempos de paro respecto de la misma filtración.
Demuestre que las siguientes variables aleatorias también son tiempos
de paro.

a) τ1 ^ τ2.

b) τ1 _ τ2.

c) τ1 � τ2.

175. Sea tXn : n ¥ 1u un proceso a tiempo discreto, y sea x un número
real cualquiera dentro del espacio de estados del proceso. Defina las
variables aleatorias: τ1 como el primer momento en el que el proceso
toma el valor x, τ2 como el segundo momento en el que el proceso
toma el valor x, etc. Demuestre que τ1 ¤ τ2 ¤ � � � son tiempos de
paro.

176. Sea τ un tiempo de paro con valores en r0,8q y sea c ¥ 1 una cons-
tante. Demuestre que c τ es tiempo de paro.

177. Sea τ1, τ2, . . . una sucesión infinita de tiempos de paro respecto de la
misma filtración. Demuestre que las siguientes funciones también son
tiempos de paro.

a) τ � sup tτ1, τ2, . . .u.
b) τ � ı́nf tτ1, τ2, . . .u.
c) τ � τpkq, es decir, τ es la k-ésima estad́ıstica de orden.

178. Sea tXn : n ¥ 0u un proceso adaptado a la filtración tFnun¥0, y sea
τ un tiempo de paro discreto con valores en t0, 1, . . .u y que además
es finito, es decir, P pτ   8q � 1. Demuestre que Xτ es una variable
aleatoria.

Martingalas

179. Definiciones equivalentes. Sea tXn : n ¥ 0u una martingala a tiempo
discreto. Demuestre que la propiedad de martingala

a) EpXm |Fnq � Xn, para cualquier m ¥ n
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es equivalente a la condición

b) EpXn�1 |Fnq � Xn, para cada n ¥ 1.

Enuncie y demuestre la equivalencia análoga al caso submartingala
y supermartingala. Sugerencia: EpEpX |F q |G q � EpX |G q cuando
G � F .

180. Demuestre que

a) Toda martingala es una submartingala y una supermartingala.

b) Todo proceso que es al mismo tiempo una submartingala y una
supermartingala es una martingala.

181. Demuestre que para cualquier t ¡ s ¥ 0,

a) EpXtq � EpXsq cuando tXt : t ¥ 0u es una martingala.

b) EpXtq ¥ EpXsq cuando tXt : t ¥ 0u es una submartingala.

c) EpXtq ¤ EpXsq cuando tXt : t ¥ 0u es una supermartingala.

182. Martingala de la esperanza condicional. Sea X una variable aleatoria
integrable, y sea tFtut¥0 una filtración a tiempo continuo. Demuestre
que el proceso tXt : t ¥ 0u definido a continuación es una martingala.

Xt � EpX |Ftq.
183. Para la martingala del juego de apuestas justas Xn � ξ1 � � � � � ξn,

demuestre que el proceso tX2
n�n : n ¥ 0u es una martingala si, y sólo

si, Varpξq � 1.

184. Sea tXn : n ¥ 1u un proceso adaptado a la filtración tFnun¥1.
Demuestre que si A es un evento F1-medible, entonces el procesotXn 1A : n ¥ 1u es una martingala, submartingala o supermartingala
cuando tXn : n ¥ 1u lo es.

185. Sea M una constante. Demuestre que:

a) Si tXn : n ¥ 0u es una submartingala, entonces tXn_M : n ¥ 0u
es una submartingala.
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b) Si tXn : n ¥ 0u es una supermartingala, entonces tXn^M : n ¥
0u es una supermartingala.

186. Sean tXt : t ¥ 0u and tYt : t ¥ 0u dos martingalas, submartingalas
o supermartingalas respecto de la misma filtración. Demuestre que
el proceso taXt � bYt � c : t ¥ 0u es también una martingala, sub-
martingala o supermartingala, respectivamente, en donde a, b y c son
constantes. Para el caso de submartingala y supermartingala se nece-
sita suponer además que a y b son no negativos. En particular esto
demuestra que la suma de dos martingalas es una martingala, y que
el conjunto de martingalas respecto de la misma filtración y definidas
en un mismo espacio de probabilidad es un espacio vectorial.

187. Sea tXn : n ¥ 1u un proceso integrable. Demuestre que el proceso
dado por X�

n � máxtX1, . . . ,Xnu es una submartingala.

188. Sean tXt : t ¥ 0u y tYt : t ¥ 0u dos martingalas o submartingalas
respecto de la misma filtración. Demuestre que el proceso tXt _ Yt :
t ¥ 0u es una submartingala.

189. Sean tXt : t ¥ 0u y tYt : t ¥ 0u dos martingalas o supermartingalas
respecto de la misma filtración. Demuestre que el proceso tXt ^ Yt :
t ¥ 0u es una supermartingala.

190. Martingala de de Moivre. Sea ξ1, ξ2, . . . una sucesión de variables aleato-
rias independientes cada una de ellas con la misma distribución dada
por P pξ � �1q � p y P pξ � �1q � q � 1� p. Sea Xn � ξ1 � � � � � ξn.
Demuestre que Yn � pq{pqXn es una martingala respecto de la fil-
tración generada por el proceso tXn : n ¥ 1u.

191. Sea tXt : t ¥ 0u una martingala respecto de una filtración tFtut¥0.
Demuestre que el proceso también es una martingala respecto de su
filtración natural. En general el rećıproco es falso.

192. Martingala producto. Sean ξ1, ξ2, . . . variables aleatorias independien-
tes con esperanza unitaria. Demuestre que el proceso Xn � ξ1 � � � ξn
es una martingala respecto de su filtración natural.

193. Sea tXn : n ¥ 0u una submartingala. Demuestre que los siguientes
procesos también son submartingalas.
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a) X�
n � máx tXn, 0u.

b) X�
n � �mı́n tXn, 0u.

c) |Xn|. Suponga, en este caso, que tXn : n ¥ 0u es una martingala.

194. Martingala del juego de apuestas. Sea ξ1, ξ2, . . . una sucesión de va-
riables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Defina
Xn � ξ1 � � � � � ξn. Demuestre que:

a) Si Epξq   8, entonces el proceso tXn � nEpξq : n ¥ 1u es una
martingala.

b) Si Epξ2q   8, entonces el proceso tX2
n � nEpξ2q : n ¥ 1u es una

martingala.

195. Sea tXt : t ¥ 0u una martingala cuadrado integrable. Demuestre quetX2
t : t ¥ 0u es una submartingala respecto de la misma filtración.

Véase el siguiente ejercicio para una generalización de este resultado.

196. Sea tXt : t ¥ 0u una martingala tal que E|Xt|p   8 para cada t ¥ 0,
con p ¥ 1. Demuestre que t|Xt|p : t ¥ 0u es también una submartin-
gala. Sugerencia: use la desigualdad de Jensen. En el siguiente ejercicio
se generaliza este resultado.

197. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso integrable, y sea g una función con-
vexa tal que gpXtq es integrable para cada t ¥ 0. Demuestre que
bajo cualquiera de las siguientes condiciones se cumple que el procesotgpXtq : t ¥ 0u es una submartingala.

a) Cuando tXt : t ¥ 0u es una martingala.

b) Cuando tXt : t ¥ 0u es una submartingala y g es una función no
decreciente.

198. Sea ξ1, ξ2, . . . una sucesión de variables aleatorias independientes tales
que Epξkq � µk, Varpξkq � σ2

k   8, para k ¥ 1, y con filtración na-
tural tFnun¥1. Demuestre que el siguiente proceso es una martingala
respecto de esta filtración.

X2
n � r ņ

k�1

pξk � µkq s2 � ņ

k�1

σ2
k.
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199. Sea tξn : n ¥ 0u un proceso integrable y adaptado a la filtracióntFnun¥0. Demuestre que el siguiente proceso es una martingala.

Xn � ņ

k�1

r ξk �Epξk |Fk�1q s.
200. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso de Poisson de parámetro λ ¡ 0. Demuestre

que los siguientes procesos son martingalas.

a) Yt � pXt � λtq2 � λt.

b) Yt � expp�θXt � λt p1� e�θq q, en donde θ P R.

201. Sea tXt : t ¥ 0u un proceso integrable con incrementos independien-
tes. Demuestre que el proceso centrado tXt � EpXtq : t ¥ 0u es una
martingala.

202. Considere la martingala de la urna de Polya con una configuración
inicial de una bola blanca y una negra. Suponga ahora que cuando
se extrae una bola de un color se regresa a la urna junto con k bolas
del mismo color. Defina Mn � Xn{p2 � nkq. ¿Es tMn : n ¥ 0u una
martingala?

203. Demuestre que el proceso tXn : n ¥ 1u de la estrategia de juego
llamada martingala, cuando las apuestas son justas, es una martingala.

204. Sea tXn : n ¥ 0u una martingala. Demuestre que para 0 ¤ n1 ¤ n2  
n3,

EppXn3
�Xn2

qXn1
q � 0.

205. Sea ξ1, ξ2, . . . una sucesión de variables aleatorias tal que el proceso
Xn � ξ1�� � ��ξn es una martingala. Demuestre que Epξiξjq � 0 para
i � j.

206. Sea tXn : n ¥ 0u una cadena de Markov con espacio de estadost0, 1, . . .u. Suponga que las probabilidades de transición son p00 � 1 y
pij � e�i ij{j! en los otros casos. Demuestre que tXn : n ¥ 0u es una
martingala.
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Teorema de paro opcional

207. Sea Xn � ξ1 � � � � � ξn una caminata aleatoria simple sobre Z y que
inicia en el origen. Suponga P pξ � �1q � p y P pξ � �1q � q � 1� p.
Sean a y b dos enteros positivos fijos. Defina el tiempo de paro τ �
mı́ntn ¥ 1 : Xn � �a ó Xn � bu.
a) Use el teorema de paro opcional y el hecho de que tpq{pqXn : n ¥

1u es una martingala para demostrar que

P pXτ � bq � 1� pq{pqa
1� pq{pqa�b

,

y P pXτ � �aq � 1� pp{qqb
1� pp{qqa�b

,

b) Demuestre que

Epτq � $&% ab si p � q,

b

p� q
� a� b

p� q
� 1� pp{qqb
1� pp{qqa�b

si p � q.

Integrabilidad uniforme

208. Demuestre que una variable aleatoria X es integrable si, y sólo si, para
cada ǫ ¡ 0 existe M ¡ 0 tal que»p|X|¡Mq |X| dP   ǫ.
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Caṕıtulo 8

Movimiento Browniano

R. Brown

El fenómeno natural que ahora se conoce como
movimiento Browniano tiene una interesante
historia. El primer registro, aunque no aśı la
primera observación, data de 1828, cuando el
botánico Robert Brown reportó en una revista
cient́ıfica que granos de polen suspendidos en
una cierta substancia y vistos a través de un
microscopio realizaban un movimiento irregu-
lar e inexplicable [2]. Este extraño movimien-
to fue objeto de mucha discusión y muy diver-
sas controversias se suscitaron a partir de su di-
vulgación en la comunidad cient́ıfica de aquella
época. Con la intención de dar una explicación
satisfactoria del extraño fenómeno observado, se llevaron a cabo diversos
experimentos y se formularon muy diversas hipótesis [23]. Hoy en d́ıa este
movimiento es entendido y explicado a través de las múltiples colisiones
aleatorias de las moléculas del ĺıquido con los granos de polen. Llegar a
tal aseveración tomó muchos años, pues debió aceptarse la teoŕıa cinético
molecular de la materia, y el seminal trabajo de Einstein de 1905 sobre este
fenómeno contribuyó decididamente a tal tarea. Aparentemente sin tener
información precisa de las observaciones de Brown, Einstein pudo prede-
cir que el movimiento irregular de part́ıculas suspendidas en ĺıquidos deb́ıa
poder observarse a través de un microscopio. En [8] se puede encontrar la

239
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reimpresión de los primeros trabajos de Einstein sobre el movimiento Brow-
niano. En este caṕıtulo se presenta una introducción al modelo matemático
para el movimiento Browniano. Se trata del ejemplo más importante de un
proceso de Markov a tiempo continuo y con espacio de estados continuo.

8.1. Definición

bb

Figura 8.1:
Movimiento Browniano

Las observaciones reales del movimiento
de granos de polen a través del microsco-
pio sugieren que las trayectorias son con-
tinuas y que los desplazamientos son inde-
pendientes en intervalos de tiempo disjun-
tos. Además, debido al gran número de co-
lisiones del grano de polen con las molécu-
las circundantes en longitudes de tiempo
no pequeños, y teniendo en cuenta el teo-
rema central del ĺımite, los incrementos
pueden modelarse como variables aleato-
rias Gausianas. La estructura matemática
de un proceso estocástico a tiempo continuo, denotado en este caso portBt : t ¥ 0u, ha resultado adecuada para modelar este tipo de fenómenos.
En tal modelo, la variable Bt puede representar la posición de la part́ıcu-
la al tiempo t. La definición matemática, en el caso unidimensional, es la
siguiente.

Definición 8.1 (Primera definición) Un movimiento Browniano uni-
dimensional de parámetro σ2 es un proceso estocástico tBt : t ¥ 0u con
valores en R que cumple las siguientes propiedades.

1. B0 � 0 c.s.

2. Las trayectorias son continuas.

3. El proceso tiene incrementos independientes.

4. Para cualesquiera tiempos 0 ¤ s   t, la variable incremento Bt � Bs

tiene distribución Np0, σ2pt� sqq,
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Las condiciones que aparecen en esta definición son consecuencia directa de
las observaciones del fenómeno f́ısico, pero eso no garantiza que tal objeto
matemático exista. En 1923 el matemático estadunidense Norbert Wiener
demostró la existencia y unicidad de un proceso con tales condiciones. Es
por esta razón que a menudo a este proceso también se le llama proceso
de Wiener, y se le denota también por tWt : t ¥ 0u. En sentido estricto,
el movimiento Browniano es el fenómeno f́ısico, mientras que su modelo
matemático es el proceso de Wiener, aunque es común llamar a ambas
cosas por el mismo nombre: movimiento Browniano. Observe que la cuarta
propiedad que aparece en la definición anterior establece impĺıcitamente que
los incrementos son estacionarios. Demostraremos a continuación que las
condiciones p3q y p4q de la definición anterior son equivalentes a solicitar que
las distribuciones finito dimensionales del proceso sean las que se especifican
a continuación.

Definición 8.2 (Segunda definición) Un movimiento Browniano uni-
dimensional de parámetro σ2 es un proceso estocástico tBt : t ¥ 0u con
valores en R que cumple las siguientes propiedades.

1. B0 � 0 c.s.

2. Las trayectorias t ÞÑ Bt son continuas.

3. Para cualesquiera tiempos 0   t1   � � �   tn, y para cualesquiera
conjuntos de Borel A1, . . . , An de R, se cumple que la probabilidad

P pBt1 P A1, . . . , Btn P Anq
es igual a»
A1

� � � »
An

ppt1, 0, x1q ppt2�t1, x1, x2q pptn�tn�1, xn�1, xnq dxn � � � dx1,
en donde

ppt, x, yq � 1?
2πσ2t

e�py�xq2{2σ2t. (8.1)

Observe que la tercera propiedad de la última definición establece que la fun-
ción de densidad del vector pBt1 , . . . , Btnq evaluada en el punto px1, . . . , xnq
es

ppt1, 0, x1qppt2 � t1, x1, x2q � � � pptn � tn�1, xn�1, xnq.
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En particular, la variable Bt tiene distribución Np0, σ2tq. Demostraremos a
continuación que las dos definiciones anteriores son equivalentes.

Proposición 8.1 Las Definiciones 8.1 y 8.2 del movimiento Browniano
son equivalentes.

Demostración.pIq ñ pIIq. Se hace uso de la independencia de los incrementos y de la
hipótesis de que éstos tienen distribución normal.

fBt1
,Bt2

,...,Btn
px1, x2, . . . , xnq� fBt1

,Bt2
�Bt1

,...,Btn�Btn�1
px1, x2 � x1, . . . , xn � xn�1q� fBt1

px1q fBt2
�Bt1

px2 � x1q � � � fBtn�Btn�1
pxn � xn�1q� ppt1, 0, x1q ppt2 � t1, 0, x2 � x1q � � � pptn � tn�1, 0, xn � xn�1q� ppt1, 0, x1q ppt2 � t1, x1, x2q � � � pptn � tn�1, xn�1, xnq.pIIq ñ pIq. De acuerdo al tercer postulado, para 0 ¤ s   t, la función

de densidad del vector pBs, Btq es fBs,Btpx, yq � pps, 0, xq ppt � s, x, yq.
Aplicando la fórmula general para la función de densidad de la diferencia
de dos variables aleatorias, fY�Xpuq � ³ fX,Y px, u� xq dx, se obtiene

fBt�Bspuq � » 8�8 pps, 0, xq ppt � s, x, u� xq dx� » 8�8 1?
2πσ2s

e�x2{2s 1a
2πσ2pt� sq e�u2{2σ2pt�sq dx� 1a

2πσ2pt� sq e�u2{2σ2pt�sq� ppt� s, 0, uq,
es decir, Bt �Bs tiene distribución Np0, σ2pt� sqq. Entonces

fBt1
,Bt2

�Bt1
,...,Btn�Btn�1

px1, x2, . . . , xnq� fBt1
,Bt2

,...,Btn
px1, x2 � x1, . . . , xn � xn�1 � � � � � x1q� ppt1, 0, x1qppt2 � t1, x1, x2 � x1q � � �

. . . pptn � tn�1, x1 � � � � � xn�1, x1 � � � � � xnq� ppt1, 0, x1qppt2 � t1, 0, x2q � � � pptn � tn�1, 0, xnq� fBt1
px1qfBt2

�Bt1
px2q � � � fBtn�Btn�1

pxnq.
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Esto demuestra que las variables Bt1 , Bt2 � Bt1 , . . . , Btn � Btn�1
son inde-

pendientes, cada una de ellas con distribución normal con los parámetros
mencionados. �

Se dice que un movimiento Browniano es estándar cuando σ2 � 1. A través
del cambio de variable τ � σ2t un movimiento Browniano no estándar
puede convertirse en uno estándar. Entonces, a menos que se especifique
lo contrario y sin pérdida de generalidad, a partir de ahora supondremos
que el movimiento Browniano es estándar, es decir, el incremento Bt � Bs

tiene distribución Np0, t�sq. Puede demostrarse que los siguientes procesos
también son movimientos Brownianos.

a) tWt � �Bt : t ¥ 0u.
b) tWt � 1

c
Bc2t : t ¥ 0u, con c ¡ 0 constante.

c) tWt � tB1{t : t ¡ 0u, con W0 � 0.

d) tWt � Bt0�t �Bt0 : t ¥ 0u, con t0 ¥ 0 fijo.

Función de probabilidad de transición
A la función ppt, x, yq definida por (8.1) se le llama función de probabilidad
de transición del movimiento Browniano de parámetro σ2. En particular, la
probabilidad de que un movimiento Browniano que inicia en x se encuentre
en un conjunto A � R (apropiadamente medible) después de t unidades de
tiempo es

ppt, x,Aq � »
A

ppt, x, yq dy.
Hemos hecho énfasis en la tercera propiedad que aparece en la segunda
definición del movimiento Browniano, pues ésta tiene la ventaja de que
proporciona una expresión expĺıcita para la probabilidad del conjunto de
trayectorias Brownianas que cumplen las condiciones de encontrarse en el
conjunto A1 al tiempo t1, estar en el conjunto A2 al tiempo posterior t2,
etcétera. La condición de que el movimiento Browniano inicie en el origen
no es absolutamente necesaria. Pueden considerarse trayectorias Brownianas
que inicien en un punto x cualquiera a través del proceso tx� Bt : t ¥ 0u,
el cual se denota a veces por tBx

t : t ¥ 0u para recordar la posición de
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origen. Integrando directamente puede comprobarse que la probabilidad de
transición ppt, x, yq cumple la ecuación de Chapman-Kolmogorov,

ppt� s, x, yq � » 8�8 ppt, x, uq pps, u, yq du,
y también cumple la ecuación de difusión o ecuación de calor,BpBt � 1

2

B2pBx2 .
En uno de sus trabajos de 1905 y a través de consideraciones teóricas f́ısicas,
Einstein encontró que la probabilidad de transición ppt, x, yq satisface la
ecuación de difusión y a partir de alĺı dedujo la expresión Gausiana para
esta probabilidad.

8.2. Propiedades básicas

Tenemos entonces que para el movimiento Browniano estándar cada va-
riable aleatoria Bt tiene distribución Np0, tq y por lo tanto EpBtq � 0 y
VarpBtq � EpB2

t q � t. En particular EpBt � Bsq2 � t � s, para 0 ¤ s   t.
El movimiento Browniano f́ısico real se presenta en tres dimensiones y es
completamente errático. En la Figura 8.2 se puede apreciar una posible

t

Btpωq
b

b

Figura 8.2

trayectoria Browniana cuando ésta
se proyecta sobre una de sus coorde-
nadas. Esta gráfica fue generada en
computadora y es sólo una aproxi-
mación del modelo matemático. En
la gráfica pueden apreciarse algunas
pequeñas partes en donde aparente-
mente el comportamiento es lineal
y suave, ello no sucede en el mo-
delo teórico. Usando esta probabili-
dad de transición demostraremos a
continuación que el movimiento Browniano cumple la propiedad de Markov
en el sentido débil.

Proposición 8.2 El movimiento Browniano es un proceso de Markov.
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Demostración. Para cualesquiera tiempos 0 ¤ t1   t2   � � �   tn   tn�1,
y para cualquier evento A en R,

P pBtn�1
P A |Bt1 � x1, . . . , Btn � xnq� ppt1, 0, x1q ppt2 � t1, x1, x2q � � � pptn � tn�1, xn�1, xnq pptn�1 � tn, xn, Aq

ppt1, 0, x1q ppt2 � t1, x1, x2q � � � pptn � tn�1, xn�1, xnq� pptn�1 � tn, xn, Aq� pptn�1 � tn, xn, Aq pptn, 0, xnq
pptn, 0, xnq� P pBtn�1

P A |Btn � xnq.
�

Puede demostrarse que cumple además la propiedad fuerte de Markov: si
τ es un tiempo de paro respecto de la filtración del movimiento Brownia-
no, entonces el proceso tBτ�t � Bτ : t ¥ 0u es también un movimiento
Browniano y es independiente de la σ-álgebra

Fτ � tA P F8 : AX pτ ¤ tq P Ft para cada t ¥ 0u.
En particular, cuando τ es constante t0, el proceso tBt0�t�Bt0 : t ¥ 0u es un
movimiento Browniano. Como una consecuencia del hecho de que los incre-
mentos de este proceso son independientes, demostraremos a continuación
la propiedad de martingala.

Proposición 8.3 El movimiento Browniano es una martingala continua.

Demostración. Claramente el proceso es adaptado a su filtración natu-
ral y cada variable aleatoria del proceso es integrable. Por otro lado, para
cualesquiera tiempos s y t tales que 0 ¤ s   t,

EpBt |Fsq � EpBt �Bs �Bs |Fsq� EpBt �Bs |Fsq �EpBs |Fsq� EpBt �Bsq �Bs� Bs.

�
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El siguiente resultado no trivial se debe a Paul Lèvy y establece condiciones
que caracterizan de manera única al movimiento Browniano en términos de
la propiedad de martingala.

Teorema 8.1 (Teorema de caracterización de Paul Lèvy) Un procesotXt : t ¥ 0u es un movimiento Browniano si, y sólo si, tiene trayectorias
continuas, empieza en cero, y tanto tXt : t ¥ 0u como tX2

t � t : t ¥ 0u son
martingalas.

El movimiento Browniano tBt : t ¥ 0u cumple claramente cada una de las
condiciones mencionadas, aunque posiblemente no sea tan evidente que el
proceso tB2

t � t : t ¥ 0u sea también una martingala, ello no es dif́ıcil de ve-
rificar y se deja como ejercicio. La parte fuerte de esta caracterización radica
en que estas condiciones determinan un movimiento Browniano. Usando la
caracterización de Paul Lèvy puede demostrarse que los procesos definidos
en los incisos (a), (b), (c) y (d) de la página 243 son movimientos Brownia-
nos.

El movimiento Browniano
como ĺımite de una caminata aleatoria
Considere una caminata aleatoria simétrica simple sobre Z que inicia en
el origen, es decir, sea Xn � ξ1 � � � � � ξn, en donde ξ1, ξ2, . . . son varia-
bles aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tales que P pξ ��1q � P pξ � �1q � 1{2. Sabemos que Epξq � 0 y Varpξq � Epξ2q � 1.
Suponga que la unidad en la variable tiempo es ahora de longitud ∆t � 1{N ,
con N entero. El objetivo es hacer ∆t cada vez más pequeño. Para lograr
una versión discreta del movimiento Browniano es necesario hacer también
un cambio en la escala en el tamaño de los saltos, ahora no serán unita-
rios sino de longitud

?
∆t, más adelante explicaremos las razones de esta

elección. Defina ahora la caminata aleatoria

Wn∆t � ?
∆t ξ1 � � � � � ?∆t ξn, n ¥ 1.

una de cuyas trayectorias aparece en la Figura 8.3. Dada la simetŕıa de la
caminata, sigue cumpliéndose que EpWn∆tq � 0. La razón por la que se
ha tomado esa nueva escala en el tamaño de los saltos es que con ello se
logra similitud con el movimiento Browniano estándar al cumplirse también
que para cualquier valor de n, VarpWn∆tq � n∆tVarpξq � n∆t. Puede de-
mostrarse que cuando ∆tÑ 0 esta caminata tiende (en algún sentido) a un
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∆t 2∆t 3∆t 4∆t 5∆t 6∆t 7∆t 8∆t

3
?
∆t

2
?
∆t?
∆t�?∆t�2

?
∆t

Figura 8.3

proceso a tiempo conti-
nuo con trayectorias con-
tinuas. El proceso ĺımite
resultante es el movimien-
to Browniano estándar. Es-
ta aproximación del mo-
vimiento Browniano como
ĺımite de una caminata
aleatoria sugiere un meca-
nismo para simular trayec-
torias Brownianas por com-
putadora: se escoge ∆t

pequeño y N el número de
puntos que se deseen graficar. Se generan entonces N valores independientes
de la variable ξ con distribución uniforme en el conjunto t�1,�1u, y se grafi-
ca la sucesión de puntos pk∆t,Wk∆tq, para k � 0, 1, . . . , N . En la práctica
suelen generarse valores continuos para ξ con distribución normal estándar.
Este es el mecanismo seguido para generar la gráfica de la Figura 8.2 y las
otras trayectorias Brownianas que aparecen en este caṕıtulo.

Difusión
Suponga que se coloca una part́ıcula al azar en la recta real de acuerdo a una
densidad de probabilidad f pyq. Suponga ahora que esta part́ıcula se mueve
siguiendo un movimiento Browniano estándar unidimensional. Entonces la
densidad de probabilidad de la posición de la part́ıcula después de t unidades
de tiempo es la función f pt, xq dada por

f pt, xq � » 8�8 f pyq ppt, y, xq dx � » 8�8 f pyq ppt, x, yq dx,
en donde para la segunda igualdad se ha hecho uso de la identidad ppt, y, xq �
ppt, x, yq, pero ahora esta última expresión adquiere una interpretación in-
teresante, pues corresponde a la esperanza de la variable f pBtq para un
movimiento Browniano que inicia en x, es decir, f pt, xq � Epf pBx

t qq. A es-
ta función también se le denota por Expf pBtqq, y puede demostrarse que
satisface la ecuación BBtf pt, xq � 1

2

B2Bx2 f pt, xq.
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8.3. Propiedades de las trayectorias

Antes de establecer las siguientes propiedades, recordemos la definición de
variación de una función. Sea a � t0   t1   � � �   tn � b una partición
del intervalo ra, bs, y defina ∆t � máx t|ti�1 � ti| : i � 0, . . . , n � 1u. La
variación de una función g : ra, bs Ñ R es el número

ĺım sup
∆tÑ0

n�1̧

i�0

|gpti�1q � gptiq|.
Cuando este número es finito se dice que la función tiene variación finita en
dicho intervalo. Análogamente, la variación cuadrática es

ĺım sup
∆tÑ0

n�1̧

i�0

|gpti�1q � gptiq|2.
Demostraremos a continuación que sobre un intervalo de tiempo acotadora, bs, casi todas las trayectorias del movimiento Browniano tienen variación
no acotada, esto es,

ĺım sup
∆tÑ0

n�1̧

i�1

|Bti�1
�Bti | � 8 c.s.

Esta propiedad es particularmente importante pues tiene como consecuen-
cia el hecho de que no se pueden usar las trayectorias Brownianas como
funciones integradoras en el sentido de Riemann-Stieltjes. El hecho de que
se desee definir algún tipo de integral respecto del movimiento Browniano
será claro en el siguiente caṕıtulo cuando se estudian ecuaciones diferen-
ciales estocásticas. Por otro lado, demostraremos también que la variación
cuadrática del movimiento Browniano sobre ra, bs es finita, de hecho, es la
longitud del intervalo en cuestión.

Proposición 8.4 La variación cuadrática de una trayectoria del movimien-
to Browniano sobre el intervalo ra, bs es la longitud del intervalo, es decir,

ĺım sup
∆tÑ0

n�1̧

i�1

|Bti�1
�Bti |2 � b� a, en el sentido L2pP q.
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Demostración. Sea tPn : n ¥ 1u una sucesión de particiones finitas
del intervalo ra, bs. Denote por ∆ti el incremento ti�1 � ti, y sea ∆Bi la
diferencia Bti�1

�Bti . Entonces

E|
i̧

p∆Biq2 � pb� aq|2� E
i̧,j

p∆Biq2p∆Bjq2 � 2pb� aqE
i̧

p∆Biq2 � pb� aq2�
i̧

Ep∆Biq4 �
i̧�j

Ep∆Biq2Ep∆Bjq2 � 2pb� aq
i̧

p∆tiq � pb� aq2�
i̧

3p∆tiq2 �
i̧�j

∆ti∆tj � pb� aq2�
i̧

2p∆tiq2 � p
i̧

∆tiq2 � pb� aq2�
i̧

2p∆tiq2¤ 2pb� aq máx
0¤i n

∆ti Ñ 0.

�

Recordemos ahora el resultado que establece que toda toda sucesión con-
vergente en el sentido L2pP q tiene una subsucesión convergente casi segu-
ramente. Por lo tanto existe una subsucesión de particiones tPnk

: k ¥ 1u
del intervalo ra, bs tal que

ĺım sup
∆tÑ0

n�1̧

i�1

|Bti�1
�Bti |2 � b� a, c.s.

Proposición 8.5 (Variación del movimiento Browniano) La variación
de una trayectoria del movimiento Browniano sobre el intervalo ra, bs es in-
finita, casi seguramente, es decir,

ĺım sup
∆tÑ0

n�1̧

i�1

|Bti�1
�Bti | � 8, c.s.

Demostración. Para cada n natural sea Pn la partición uniforme del
intervalo ra, bs en n subintervalos, es decir cada incremento ∆ti � ti�1 � ti
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tiene longitud pb� aq{n. Entonces se tiene la estimación

n�1̧

i�0

|∆Bi|2 ¤ p máx
0¤i n

|∆Bi| q n�1̧

i�0

|∆Bi|. (8.2)

Sea tPnk
: k ¥ 1u una subsucesión de particiones uniformes tal que

ĺım
kÑ8 nk�1

i̧�0

|∆Bi|2 � b� a, c.s.

Por otro lado, como las trayectorias del movimiento Browniano son conti-
nuas casi seguramente, se tiene que

ĺım
kÑ8 p máx

0¤i nk

|∆Bi| q � 0, c.s.

Substituyendo los últimos dos resultados en (8.2) se obtiene que, respecto
de la subsucesión de particiones,

ĺım
kÑ8 nk�1

i̧�0

|∆Bi| � 8, c.s.

De donde se sigue que el ĺımite superior es infinito casi seguramente. �

No diferenciabilidad
Demostraremos a continuación que para cualquier tiempo t0 ¥ 0 fijo, con
probabilidad uno la trayectoria t ÞÑ Bt no es diferenciable en t0. Más ade-
lante se enuncia sin demostración un resultado más fuerte acerca de esta no
diferenciabilidad.

Proposición 8.6 Sea t0 ¥ 0 fijo. Con probabilidad uno, el movimiento
Browniano tBt : t ¥ 0u no es diferenciable en t0.

Demostración. Debido a que tBt0�t � Bt0 : t ¥ 0u es también un
movimiento Browniano, es suficiente demostrar la no diferenciabilidad de
Bt en t � 0. Demostraremos que con probabilidad uno, para cada número
natural n existe t en el intervalo r0, 1{n2s tal que |1

t
Bt| ¡ n. Esta propiedad
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implica que Bt no es diferenciable en t � 0. Para cada número natural n
defina el evento

An � t |1
t
Bt| ¡ n, para algún t P r0, 1{n2s u,

y observe que A1 � A2 � � � � Entonces,
P pAnq ¥ P p | 1

1{n4
B1{n4| ¡ n q� P p |B1{n4| ¡ 1

n3
q� P p |n2Bp1{n4qp1q| ¡ 1

n
q� P p |B1| ¡ 1

n
q Ñ 1 cuando nÑ8.

Hemos usado el hecho de que 1

c
Bc2t es también un movimiento Browniano

para cualquier c ¡ 0 constante. Por lo tanto P pA1q ¥ P pA2q ¥ � � � ¥ 1. Es
decir, P pAnq � 1 para cualquier n ¥ 1. �

Aśı, para cada t0 ¥ 0, el conjunto de trayectorias t ÞÑ Bt que no son dife-
renciables en t0 tiene probabilidad uno. Este conjunto de trayectorias puede
cambiar para cada valor de t0, aunque cada una de ellas tenga probabilidad
uno. El siguiente resultado, más fuerte y que se enuncia sin demostración,
asegura que con probabilidad uno no hay diferenciabilidad en ningún punto.
Observe que el conjunto de tiempos t0 ¥ 0 no es numerable y por lo tanto
la afirmación no se sigue de manera obvia del resultado anterior.

Proposición 8.7 Con probabilidad uno, el movimiento Browniano tBt :
t ¥ 0u no es diferenciable en ningún t ¥ 0.

Las trayectorias Brownianas son entonces ejemplos de funciones, otrora con-
sideradas extrañas, que son continuas pero no diferenciables en ningún pun-
to. La gráfica de la Figura 8.2 muestra una de tales trayectorias, el zigzagueo
incesante del movimiento de la part́ıcula no permite la diferenciabilidad de
su trayectoria en ningún punto. Este tipo de resultados son los que dan
la pauta para buscar desarrollar una teoŕıa de la diferenciabilidad de fun-
ciones un poco más amplia que la proporcionada por el cálculo diferencial
tradicional.
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8.4. Movimiento Browniano multidimensional

El movimiento Browniano que hemos estudiado con valores en R puede
extenderse a un proceso con valores en R

n de la siguiente forma.

Definición 8.3 Sean tB1ptqu, . . . , tBnptqu movimientos Brownianos inde-
pendientes unidimensionales. El movimiento Browniano en R

n es el proceso

Bptq � pB1ptq, . . . , Bnptqq.
B1ptq

B2ptq
b

b

Figura 8.4

En la Figura 8.4 puede apreciarse la si-
mulación de una trayectoria Browniana en
R

2. En completa analoǵıa con el caso uni-
dimensional, este proceso puede definirse
de manera alternativa mediante los si-
guientes postulados. Primeramente se pi-
de que Bp0q � p0, . . . , 0q casi seguramente.
Se presupone además que las trayectorias
t ÞÑ Bptq son continuas, y que el proce-
so tiene incrementos independientes. Final-
mente, para cualesquiera tiempos 0 ¤ s  
t, el vector Bptq �Bpsq tiene una distribu-
ción normal multivariada con media el vector de ceros p0, . . . , 0q, y matriz
de covarianzas la matriz diagonal

VarpBptq �Bpsqq � ��� pt� sqσ2
1 0

. . .

0 pt� sqσ2
n

�Æ.

Es decir, la función de densidad del vector Bptq �Bpsq es
f px1, . . . , xnq � 1a

2πpt� sqσ2
1

e�x2
1{2pt�sqσ2

1 � � �� � � 1a
2πpt� sqσ2

n

e�x2
n{2pt�sqσ2

n .

Cuando los valores de los parámetros σ son todos uno, se dice nuevamente
que el movimiento Browniano es estándar, y la función de densidad deBptq�
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Bpsq adquiere la expresión compacta

f px1, . . . , xnq � 1p2πpt � sqqn{2 e�||x||2{2pt�sq,
en donde ||x|| � a

x2
1
� � � � � x2n. Como en el caso unidimensional, puede

considerarse un movimiento Browniano que inicie en x P R
n, y entonces

para cualquier t ¡ 0 la probabilidad de transición o densidad de Bptq es
ppt, x, yq � 1p2πtqn{2 e�||y�x||2{2t,

que nuevamente cumple al ecuación de Chapman-Kolmogorov

ppt� s, x, yq � »
Rn

ppt, x, uq pps, u, yq du.
El proceso de Bessel
Sea tBptq : t ¥ 0u un movimiento Browniano en R

n. El proceso de Bessel
es el proceso dado por

Rptq � ||Bptq|| � pB2
1ptq � � � � �B2

nptqq1{2.
Es decir, Rptq es la distancia Euclideana que guarda un movimiento Brow-
niano n-dimensional respecto al origen al tiempo t, y por eso se le llama a
veces movimiento Browniano radial. Se trata pues de un proceso con valores
en r0,8q que evidentemente tiene trayectorias continuas. Puede demostrarse
(véase [1]) que este proceso cumple la propiedad de Markov y que la función
de probabilidades de transición ppt, x, yq puede expresarse en términos de las
funciones de Bessel, y de alĺı es de donde adquiere este nombre alternativo.

Ecuación de calor en dominios acotados
Vamos a enunciar sin demostración un resultado que nos llevará a una apli-
cación del movimiento Browniano. Considere una región abierta y acotada
D de R

n con frontera BD, y suponga que la función upt, xq representa la
temperatura en el punto x P D al tiempo t ¥ 0. La evolución en el tiempo
de esta función está dada por la ecuación de calorBBt upt, xq � d

2
△upt, xq,
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en donde △ es el operador Laplaciano, y d es una constante positiva. Supon-
ga además que se tiene una temperatura inicial up0, xq � f pxq para x P D,
y la condición de frontera upt, xq � gpxq para x P BD. Sea x un punto
cualquiera en D y defina el tiempo τ � ı́nf tt ¡ 0 : Bx

t P BDu, en dondetBx
t u es un movimiento Browniano de parámetro σ2 � d, y que inicia en

x. La solución a esta ecuación de calor con las condiciones mencionadas se
puede expresar en términos del movimiento Browniano de la siguiente forma

upt, xq � Ep f pBx
t q1pτ¡tq � gpBx

τ q1pτ¤tq q. (8.3)

Conforme tÑ 8 la estructura de la ecuación de calor hace que la solución
upt, xq se aproxime a una función upxq, la solución estacionaria de la ecuación
de calor, que satisface

△upxq � 0, (8.4)

para x P D, y conservando la condición de frontera upxq � gpxq para x P BD,
es decir,

upxq � ĺım
tÑ8upt, xq � # Ep gpBx

τ q q si x P D,

gpxq si x P BD.

Ejemplo 8.1 (El problema de la ruina del jugador con trayectorias
Brownianas) Suponga que un movimiento Browniano unidimensional ini-
cia en el punto x dentro del intervalo pa, bq, con 0 ¤ a   b   8. ¿Cuál es la
probabilidad de que el proceso tome el valor a antes que b? Una trayectoria
Browniana que cumple tal condición se muestra en la Figura 8.5(a). Este es
el problema de la ruina del jugador estudiado antes sólo que ahora el capi-
tal del jugador cambia continuamente siguiendo un movimiento Browniano.
Llegar primero al valor a se interpreta como ruina, y el juego es justo pues
los incrementos del movimiento Browniano tienen esperanza nula. Defina
nuevamente el tiempo de paro τ � ı́nf tt ¡ 0 : Bx

t � a ó Bx
t � bu. Nos

interesa encontrar

upxq � P pBx
τ � aq � Ep1taupBx

τ qq.
Por la igualdad (8.4), esta función cumple la ecuación u2pxq � 0, para
a   x   b, con condiciones de frontera upaq � 1 y upbq � 0. La solución es
upxq � pb� xq{pb� aq, cuya gráfica se muestra en la Figura 8.5(b).
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paq
Bt

t

b

a

x b

b pbqa b

1

upxq
x

b

b

Figura 8.5

8.5. El principio de reflexión

El resultado que estudiaremos a continuación es llamado principio de re-
flexión y tiene una interpretación geométrica fácil de entender. Considere
un movimiento Browniano que inicia en a, y sea b otro número tal que b ¡ a.

Ba
t pωq

a

b

tτ

b

b

b

b

Figura 8.6

En la Figura 8.6 se ilus-
tra esta situación. El con-
junto de trayectorias que
tocan la ĺınea horizontal
y � b en algún tiempo
τ P r0, ts, se descompone
en dos conjuntos ajenos que
son simétricos uno del otro
y tienen idéntica probabi-
lidad: aquel conjunto de
trayectorias que finalizan en
algún punto arriba de b, y
el conjunto de trayectorias
que terminan por abajo de
b. Una vez que una trayec-
toria toca el punto b es igualmente probable que finalice al tiempo t arriba de
b o abajo de b. Este resultado adquiere su nombre debido a esta propiedad de
reflexión y facilita el cálculo de algunas probabilidades, en particular, lo us-
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aremos para demostrar la propiedad de recurrencia puntual del movimiento
Browniano unidimensional.

Proposición 8.8 (Principio de reflexión) Sea tBa
t : t ¥ 0u un movi-

miento Browniano que empieza en a, y sea b ¡ a. Para cualquier t ¡ 0,

P pBa
s ¥ b para algún s P r0, ts q � 2P pBa

t ¥ bq. (8.5)

Demostración. Sea τ el primer momento en el que el movimiento Brow-
niano es igual a b, es decir, sea τ � ı́nf tt ¥ 0 : Ba

t � bu. Esta variable
aleatoria puede tomar el valor infinito si el evento mencionado nunca ocurre.
Entonces

P pBa
s ¥ b para algún s P r0, ts q � P pτ ¤ tq� P pτ   tq � P pτ � tq� P pτ   tq.

La última igualdad se debe a que P pτ � tq ¤ P pBa
t � bq � 0, por ser Ba

t

una variable aleatoria continua. Por otro lado,

P pBa
t ¥ bq � P pBa

t ¥ b | τ ¤ tqP pτ ¤ tq� P pBa
t � b ¥ 0 | τ   tqP pτ   tq, (8.6)

en donde, por la propiedad de Markov, y condicionada a la ocurrencia del
evento pτ   tq, la variable Ba

t �b � Ba
t �Ba

τ tiene distribución Np0, pt�τqσ2q.
Por lo tanto P pBa

t � b ¥ 0 | τ   tq � 1{2. Substituyendo en (8.6) se obtiene

P pτ   tq � 2P pBa
t ¥ bq.

�

8.6. Recurrencia y transitoriedad

En esta sección encontraremos la probabilidad de que el movimiento Brow-
niano eventualmente regrese a su posición de origen. Veremos que la res-
puesta depende de la dimensión del proceso. Empezaremos estudiando una
propiedad general en el caso unidimensional.
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Proposición 8.9 Sea tBt : t ¥ 0u un movimiento Browniano unidimen-
sional que inicia en cero y considere dos tiempos t1 y t2 tales que 0   t1   t2.
Entonces,

P pBt � 0 para algún t P rt1, t2s q � 1� 2

π
arctan

?
t1?

t2 � t1
.

Demostración. Para cualquier u ¡ 0, mediante argumentos de traslación
y por el principio de reflexión se tiene que

P pBt � 0 para algún t P rt1, t2s | Bt1 � u q� P pBt ¤ �u para algún t P r0, t2 � t1s q� P pBt ¥ u para algún t P r0, t2 � t1s q� 2P pBt2�t1 ¥ uq.
Por simetŕıa se tiene la misma probabilidad para el caso u   0. Entonces,

P pBt � 0 para algún t P rt1, t2s q� » 8�8 P pBt � 0 para algún t P rt1, t2s | Bt1 � u q ppt1, 0, uq du� » 8�8 2P pBt2�t1 ¥ u q ppt1, 0, uq du� 4

» 8
0

P pBt2�t1 ¥ u q ppt1, 0, uq du� 4

» 8
0

p» 8
u

ppt2 � t1, 0, vq dvq ppt1, 0, uq du� 4

» 8
0

» 8
u

1a
2πpt2 � t1q e�v2{2pt2�t1q 1?

2πt1
e�u2{2t1 dv du.

Haciendo el cambio de variable px, yq � pu{?t1, v{?t2 � t1q se obtiene la
expresión equivalente

4

» 8
0

» 8
x
?
t1{?t2�t1

1

2π
e�px2�y2q{2 dy dx.

Ahora se resuelve esta integral usando coordenadas polares. La región de
integración tpx, yq : x ¥ 0 y y ¥ x

?
t1{?t2 � t1u que se muestra en la Figu-

ra 8.7 corresponde a la región polar tpr, θq : r ¡ 0 y θ P parctan ?
t1?

t2�t1
, π{2qu.
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Por lo tanto la probabilidad buscada es

4

» π{2
arctan

?
t1?

t2�t1

» 8
0

1

2π
e�r2{2 r dr dθ� 4 pπ

2
� arctan

?
t1?

t2 � t1
q 1

2π

» 8
0

e�r2{2r dr� 1� 2

π
arctan

?
t1?

t2 � t1
.

�

x

y � ?
t1?

t2�t1
x

θ � arctan
?
t1?

t2�t1

Figura 8.7

Con ayuda de este resultado demostramos ahora la recurrencia puntual del
movimiento Browniano unidimensional.

Proposición 8.10 (Recurrencia puntual del movimiento Brownia-
no unidimensional) Con probabilidad uno el movimiento Browniano uni-
dimensional es recurrente puntual, es decir, regresa a su posición de origen
una infinidad de veces casi seguramente.

Demostración. Haciendo t2 tender a infinito en la fórmula recién de-
mostrada e intercambiando el ĺımite con la probabilidad, lo cual es válido,
pues la sucesión de eventos es creciente, se obtiene que para cualquier valor
positivo de t1,

P pBt � 0 para algún t P rt1,8q q � ĺım
t2Ñ8 p1� 2

π
arctan

?
t1?

t2 � t1
q � 1.
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Esto es, la probabilidad de que el movimiento Browniano unidimensional
regrese al cero para algún tiempo t dentro del intervalo rt1,8q es uno,
sin importar la magnitud de t1. Ahora, una vez que regresa a cero, por
la propiedad fuerte de Markov, inicia en ese momento otro movimiento
Browniano que eventualmente regresará nuevamente a cero con probabilidad
uno. De esta manera regresará a cero una infinidad de veces con probabilidad
uno. �

Esta propiedad de recurrencia significa que una trayectoria como la que se
muestra en la Figura 8.2 cruzará una infinidad de veces el eje horizontal, casi
seguramente. Puede uno también considerar que el movimiento inicia en un
punto cualquiera x obteniéndose la misma propiedad de recurrencia al punto
x. La siguiente conclusión es también muy interesante: hemos mencionado
antes que el proceso tWt � tB1{t : t ¡ 0u, con W0 � 0, es también un
movimiento Browniano. Ahora, dado que Bt es cero para una infinidad de
valores de t en cualquier intervalo de la forma rt1,8q, se tiene entonces que
Wt es cero una infinidad de veces dentro del intervalo p0, 1{t1q. Es decir,
en cualquier vecindad de t � 0, las trayectorias del movimiento Browniano
cruzan el eje horizontal una infinidad de veces, casi seguramente. Esta misma
conclusión puede obtenerse directamente de la fórmula recién demostrada
tomando t2 ¡ 0 fijo y haciendo t1 Ñ 0, es decir,

P pBt � 0 para algún t P p0, t2s q � ĺım
t1Ñ0

p1� 2

π
arctan

?
t1?

t2 � t1
q � 1.

En el caso de dimensiones mayores la situación es distinta.

Proposición 8.11 (Recurrencia y transitoriedad del movimiento
Browniano) Sea tBptq : t ¥ 0u un movimiento Browniano n-dimensional
que inicia en el origen, y sea el disco D � tx P R

n : ||x||   ru, para algún
r ¡ 0.

1. Cuando n � 2, con probabilidad uno el movimiento Browniano visita
la vecindad D en una infinidad de tiempos no acotados. Esto es, el
proceso es recurrente por vecindades. Sin embargo no es recurrente
puntual, pues la probabilidad de que regrese exactamente al punto de
partida es cero.
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2. Cuando n ¥ 3, el proceso es transitorio por vecindades, es decir, existe
una probabilidad positiva de que el proceso nunca regrese a la vecindad
del punto de partida.

Demostración. Sean r1 y r2 dos radios tales que 0   r1   r2, y defina la
región A � tx P R

n : r1   ||x||   r2u como se muestra en la Figura 8.8. La
frontera de A es BA � tx P R

n : ||x|| � r1 ó ||x|| � r2u, y ||x|| �ax2
1
� x2

2
.

bx

r1 r2

A

Figura 8.8

Suponga que el movimiento Browniano inicia en el origen y que en algún
tiempo posterior se encuentra en un punto x dentro de la región A. Defina
la función f pxq como la probabilidad de que el movimiento Browniano que
parte de x llegue a la circunferencia exterior tx P R

n : ||x|| � r2u antes que
a la circunferencia interior tx P R

n : ||x|| � r1u. Es decir, si se define el
tiempo de paro

τ � ı́nf tt ¡ 0 : Bptq P BDu,
entonces f pxq � P p ||Bpτq|| � r2 |Bp0q � x q. Esta función puede también
escribirse como

f pxq � Ep gpBpτqq |Bp0q � x q,
en donde gpxq : BAÑ R es la función indicadora

gpyq � # 1 si ||x|| � r2,

0 si ||x|| � r1.
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La función f pxq satisface la ecuación diferencial

∆f pxq � 0, (8.7)

con condiciones de frontera

f pyq � gpyq � # 1 si ||y|| � r2,

0 si ||y|| � r1.

Dada la simetŕıa del movimiento Browniano, la función f pxq depende de x

sólo a través de la magnitud ||x||. Sea entonces f pxq � φp||x||q para alguna
función φprq con r � ||x||. En este caso particular, conviene escribir al
operador de Laplace en coordenadas esféricas adquiriendo la expresión

∆φ � 1

rn�1

d

dr
prn�1 d

dr
φq� d2

dr2
φ� n� 1

r

d

dr
φ.

Por lo tanto, la ecuación (8.7) se escribe

φ2prq � n� 1

r
φ1prq � 0, para r P pr1, r2q,

y las nuevas condiciones de frontera son φpr2q � 1 y φpr1q � 0. La solución
general de esta ecuación es

φprq � # c1 ln r � c2 si n � 2,

c1r
2�n � c2 si n ¥ 3,

con c1 y c2 constantes. Usando ahora las condiciones de frontera se obtiene

φp||x||q � ln ||x|| � ln r1
ln r2 � ln r1

si n � 2, (8.8)

φp||x||q � r2�n
1

� ||x||2�n

r2�n
1

� r2�n
2

si n ¥ 3. (8.9)

Estos resultados nos permitirán encontrar las probabilidades buscadas toman-
do algunos ĺımites sobre los radios r1 y r2. Para el caso n � 2, la probabilidad
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de que el movimiento Browniano que inicia en x nunca visite la bola de radio
r1 alrededor del cero es, por (8.8),

ĺım
r2Ñ8 P p ||Bpτq|| � r2 antes que ||Bpτq|| � r1 |Bp0q � x q� ĺım

r2Ñ8 ln ||x|| � ln r1
ln r2 � ln r1� 0.

Es decir, la probabilidad de que el movimiento Browniano en R
2 visite el

disco de radio r1 alrededor del origen es uno. Y regresará a dicho disco en
una infinidad de tiempos no acotados. Este comportamiento se conoce con
el nombre de recurrencia por vecindades. Sin embargo, no se presenta la re-
currencia puntual, es decir, la probabilidad de que el movimiento Browniano
en R

2 regrese exactamente al punto de origen es cero. Esto es consecuencia
nuevamente de (8.8) al tomar el ĺımite cuando r1 Ñ 0. Es decir, la probabi-
lidad de que el proceso tome el valor p0, 0q antes de que toque el ćırculo de
radio r2 es

ĺım
r1Ñ0

P p ||Bpτq|| � r1 antes que ||Bpτq|| � r2 |Bp0q � x q� ĺım
r1Ñ0

p 1 � ln ||x|| � ln r1
ln r2 � ln r1

q� 0.

Ahora consideremos el caso n ¥ 3. La probabilidad de que el proceso que
inicia en x nunca visite el disco de radio r1 alrededor del cero es, por (8.9),

ĺım
r2Ñ8 P p ||Bpτq|| � r2 antes que ||Bpτq|| � r1 |Bp0q � x q� ĺım

r2Ñ8 r2�n
1

� ||x||2�n

r2�n
1

� r2�n
2� 1� p r1||x||qn�2¡ 0.

Es decir, existe una probabilidad estrictamente positiva de que el proceso
nunca visite el disco de radio r1 alrededor del origen, cuando inicia en x.
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Este es el comportamiento transitorio del movimiento Browniano para di-
mensiones n ¥ 3. Expĺıcitamente, la probabilidad de un retorno exacto al
origen es cero, pues por (8.9) esta probabilidad es

ĺım
r1Ñ0

P p ||Bpτq|| � r1 antes que ||Bpτq|| � r2 |Bp0q � x q� ĺım
r1Ñ0

p1� r2�n
1

� ||x||2�n

r2�n
1

� r2�n
2

q� 0.

�

Notas y referencias. El lector puede encontrar una muy interesante y mo-
tivadora exposición histórica sobre el descubrimiento del movimiento Brow-
niano en el excelente libro de Edward Nelson [23]. Este libro se encuentra
disponible en formato electrónico en la página web del autor. Para otras
primeras lecturas y mas resultados sobre el movimiento Browniano pueden
consultarse, por ejemplo, los textos de Karlin y Taylor [17], Lawler [21],
Nelson [23], y Tudor [36].

8.7. N. Wiener

N. Wiener

Norbert Wiener (E.U.A., 1894–1964) fue un niño
prodigio. En 1903, a la edad de nueve años in-
gresó a la preparatoria Ayer en Massachusetts, la
cual concluyó en 1906 para ingresar después al cole-
gio Tufts, en donde estudió matemáticas con el
apoyo y asesoŕıa de su padre. En 1909, a la edad
14 años, se graduó del colegio Tufts e ingresó a la
Universidad de Harvard para realizar estudios de
posgrado en Zooloǵıa. Con ayuda de una beca in-
gresó después a la Universidad de Cornell en 1910,
en donde tomó cursos de posgrado en matemáticas
y filosof́ıa, pero su desempeño alĺı no fue del todo
satisfactorio y su padre lo regresó a Harvard para continuar sus estudios de
filosof́ıa. Se graduó en Harvard a la edad de 18 años con una tesis sobre lógica
matemática bajo la dirección de Karl Schmidt. Después de Harvard viajó a
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Cambridge, Inglaterra, para estudiar junto a Bertrand Russell y en donde
asistió a algunos cursos dictados por G. H. Hardy. En 1914 viajó a Got-
tingen para estudiar ecuaciones diferenciales con David Hilbert. Regresó a
Estados Unidos dos d́ıas antes del inicio de la primera Guerra Mundial.
Murió en Estocolmo a la edad de 69 años después de sufrir un segundo
ataque al corazón. En su honor, una universidad en Perú lleva su nombre.
En las siguientes referencias el lector puede encontrar mayor información
sobre la vida, el trabajo y el pensamiento de Norbert Wiener.

a) Mandrekar V., Mathematical work of Norbert Wiener, Notices of the
AMS, Vol. 42, Núm. 6, pp. 664–669, Junio 1995.

b) Norbert Wiener 1894–1964, Bulletin of the AMS, Vol. 72, Núm. 1,
parte II, 1966.

c) Wiener N., I am a mathematician: the later life of a prodigy, The MIT
Press, Agosto 1964.

d) Wiener N., Ex-prodigy: my childhood and youth, The MIT Press, Agos-
to 1964.

Fuente: Archivo MacTutor, Universidad de St. Andrews.

8.8. P. P. Lèvy

P. P. Lèvy

Paul Pierre Lèvy (Francia, 1886–1971) na-
ció dentro de una familia con tradición
matemática. Su abuelo fue profesor de
matemáticas y su padre estudió geometŕıa
y trabajó en la École Polytechnique. De
pequeño, Lèvy asistió al Lycée Saint Louis en
Paŕıs, en donde mostró ser un excelente es-
tudiante, sobresaliendo y ganando premios no
sólo en matemáticas sino también en griego,
f́ısica y qúımica. Ingresó después a la École
Polytechnique y siendo alĺı aún estudiante
publicó su primer art́ıculo en matemáticas en 1905, el cual trataba temas
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de series convergentes. Después de un año de servicio militar, en 1907 in-
gresó a la École des Mines, y asistió a cursos de matemáticas en la Sorbonne.
En 1910 concluyó sus estudios en la École des Mines, y realizó a partir de
entonces trabajos de investigación en análisis funcional que le llevaron a
obtener el grado de Docteur és Sciences en 1912 bajo el escrutinio de E. Pi-
card, H. Poincaré y J. Hadamard. Trabajó como profesor en la École des
Mines de Saint-Etienne en Paŕıs de 1910 a 1913, y en la École Nationale
Supérieure de Mines de 1914 a 1951. También impartió clases en la École
Polytechnique de 1920 a 1959, año en el que se jubiló. En 1963 fue nom-
brado miembro honorario de la London Mathematical Society, y en 1964
fue elegido miembro de la Académie des Sciences. Paul Lèvy realizó con-
tribuciones importantes en la teoŕıa de la probabilidad, el análisis funcional
y las ecuaciones diferenciales parciales. Entre sus textos publicados se en-
cuentran Leçons d’analyse funtionelle (1922), Calcul des probabilités (1925),
Theorie de l’addition des variables aléatoires (1937), y Processus stochas-
tiques et mouvement Brownien (1948). Paul Lèvy fue uno de los más grandes
matemáticos de su tiempo. Como cient́ıfico fue un ejemplo de individualismo
absoluto, era un investigador solitario que sólo se preocupaba por plantearse
problemas matemáticos de su interés y buscaba su solución a través de la re-
flexión interior. No participaba mayormente en los congresos internacionales,
excepto hacia el final de su vida. A menudo encontraba por śı mismo resul-
tados ya conocidos, y otras veces descubŕıa resultados importantes nuevos
sin darles mucha publicidad, pues los créıa ya conocidos. Paul Lèvy fue un
ejemplo de un hombre de pensamiento de originalidad profunda, indiferente
a las escuelas y métodos establecidos, y quien no dudaba en lanzarse so-
bre nuevos caminos de pensamiento, pues no temı́a de ninguna manera a la
soledad intelectual.
Fuente: Archivo MacTutor, Universidad de St. Andrews.

8.9. Ejercicios

Movimiento Browniano unidimensional

209. Simetŕıa. Sea tBt : t ¥ 0u un movimiento Browniano de parámetro σ2.
Demuestre que para cualesquiera tiempos t � s, P pBt ¡ Bsq � 1{2.

210. Cambios de escala 1. Sea σ una constante distinta de cero. Demuestre
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que si tBt : t ¥ 0u es un movimiento Browniano estándar, entonces
los siguientes procesos son movimientos Brownianos de parámetro σ2.

a) tWt � σ Bt : t ¥ 0u.
b) tWt � Bσ2t : t ¥ 0u.

211. Cambios de escala 2. Sea tBt : t ¥ 0u un movimiento Browniano de
parámetro σ2. Demuestre que los siguientes procesos son movimientos
Brownianos estándar.

a) tWt � 1

σ
Bt : t ¥ 0u.

b) tWt � Bt{σ2 : t ¥ 0u.
212. Traslación. Sea s ¥ 0 fijo y sea tBt : t ¥ 0u es un movimiento Brow-

niano estándar. Demuestre que el proceso tXt � Bt�s�Bs : t ¥ 0u es
un movimiento Browniano estándar.

213. Sean las funciones aptq � e2t y bptq � e�t. Calcule la función de
covarianza del proceso tXt � bptqBaptq : t ¥ 0u en donde tBt : t ¥ 0u
un movimiento Browniano estándar.

214. Sea tBt : t ¥ 0u un movimiento Browniano de parámetro σ2. A partir
de la definición, demuestre que el proceso tWt � tB1{t : t ¡ 0u, con
W0 � 0, es un movimiento Browniano de parámetro σ2.

215. Movimiento Browniano con tiempo invertido. Sea s ¡ 0 fijo y seatBt : t ¥ 0u es un movimiento Browniano estándar. Demuestre que
el proceso tXt � Bs � Bs�t : t P r0, ssu es un movimiento Browniano
en el intervalo r0, ss. Este es un movimiento Browniano con tiempo
invertido.

216. Demuestre que la probabilidad de transición ppt, x, yq del movimiento
Browniano unidimensional de parámetro σ2 satisface la ecuación de
difusión, también llamada ecuación de calor:BpBt � σ

2

B2pBy2 .
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217. Demuestre que la probabilidad de transición ppt, x, yq del movimiento
Browniano unidimensional de parámetro σ2 cumple la ecuación de
Chapman- Kolmogorov:

ppt� s, x, yq � » 8�8 ppt, x, uq pps, u, yq du.
218. Sea tBt : t ¥ 0u un movimiento Browniano estándar. Demuestre que:

a) E|Bt �Bs| �2|t� s|
π

.

b) EpBt �Bsq2 � |t� s|.
c) EpBs Btq � s^ t.

d) CovpBs, Btq � s^ t.

e) ρpBt, Bsq �as{t, para 0 ¤ s ¤ t.

219. Sea tBt : t ¥ 0u un movimiento Browniano. Demuestre que tanto el
proceso original tBt : t ¥ 0u como tB2

t � t : t ¥ 0u son martingalas
respecto de la filtración natural del movimiento Browniano.

220. Use la caracterización de Paul Lèvy para demostrar que los siguientes
procesos son movimientos Brownianos:

a) tWt � �Bt : t ¥ 0u.
b) tWt � 1

c
Bc2t : t ¥ 0u, con c ¡ 0 constante.

c) tWt � tB1{t : t ¡ 0u, con W0 � 0.

d) tWt � Bt0�t �Bt0 : t ¥ 0u, con t0 ¥ 0 fijo.

221. Sea tBt : t ¥ 0u un movimiento Browniano de parámetro σ2 que inicia
en cero. Sea a una constante y defina el tiempo τ � ı́nf tt ¥ 0 : Bt �
au. Encuentre la función de densidad de τ .

222. Sea tBt : t ¥ 0u un movimiento Browniano unidimensional estándar.
Encuentre la distribución conjunta de las variables Mt y Xt definidas
como sigue:

Mt � sup
0¤s¤t

Bs

y Xt � Mt �Bt.
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223. Movimiento Browniano reflejado en el origen. Sea tBt : t ¥ 0u un
movimiento Browniano estándar. El proceso tXt � |Bt| : t ¥ 0u co-
rresponde a un movimiento Browniano que sólo toma valores positivos
pues las trayectorias son reflejadas respecto del origen hacia la parte
positiva del eje. Demuestre que tXt : t ¥ 0u es un proceso de Mar-
kov con trayectorias continuas y que tiene función de probabilidad de
transición qpt, x, yq dada por

qpt, x, yq � ppt, x, yq � ppt, x,�yq,
para cualesquiera valores x, y ¥ 0, en donde ppt, x, yq es la correspon-
diente función de probabilidad de transición del movimiento Brownia-
no. Compruebe además que

a) EpXtq �a2t{π.
b) VarpXtq � p1� 2{πqt.

224. Movimiento Browniano con absorción en el origen. Sea tBx
t : t ¥ 0u

un movimiento Browniano estándar que inicia en x ¡ 0. Defina el
tiempo τ � ı́nftt ¥ 0 : Bx

t � 0u y el proceso

Xt � " Bx
t si 0 ¤ t ¤ τ,

0 si t ¡ τ,

el cual representa un movimiento Browniano que inicia en x con la
caracteŕıstica de que una vez que llega al cero permanece en ese estado
el resto del tiempo.

a) Demuestre que tXt : t ¥ 0u es un proceso de Markov con trayec-
torias continuas.

b) Observe que la variable Xt es mixta, es decir, no es discreta ni
continua. Demuestre que la función de probabilidad de transición
del proceso tXt : t ¥ 0u es, en su parte continua,

qpt, x, yq � ppt, 0, y � xq � ppt, 0, y � xq, para x, y ¡ 0,

en donde ppt, x, yq es la correspondiente función para tBt : t ¥ 0u,
un movimiento Browniano que inicia en cero. Demuestre además
que, para la parte discreta,

qpt, x, 0q � 2p1 � F pxqq,
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en donde F pxq es la función de distribución de la variable Bt.

c) Calcule EpXtq y VarpXtq.
225. La martingala exponencial. El proceso que se obtiene al tomar la ex-

ponencial de un movimiento Browniano no es, en general, una mar-
tingala, sin embargo, añadiendo un término extra este nuevo proceso
puede convertirse en una martingala y se le llama martingala exponen-
cial. Más espećıficamente, sea tBt : t ¥ 0u un movimiento Browniano
estándar y sea c una constante. Defina el proceso

Xt � exp p cBt � c2t{2 q.
a) Compruebe que tXt : t ¥ 0u es efectivamente una martingala

respecto de la filtración natural del movimiento Browniano.

b) Compruebe que EpXtq � 1 y VarpXtq � ec
2t � 1.

226. El puente Browniano en r0, 1s. Sea tBt : t ¥ 0u un movimiento
Browniano unidimensional estándar. Demuestre que la distribución
condicional de la variable Bt, con t P p0, 1q, dado que B0 � 0 y B1 � 0,
es

f pxq � 1a
2π tp1� tq e�x2{2tp1�tq, para �8   x   8,

es decir, Bt tiene distribución condicional Np0, tp1�tqq. A este proceso
condicionado se le conoce con el nombre de puente Browniano en el
intervalo unitario p0, 1q. El siguiente ejercicio generaliza este resultado.

227. El puente Browniano en rt1, t2s. Sea tBt : t ¥ 0u un movimiento
Browniano unidimensional estándar, y sean t1 y t2 dos tiempos fijos
tales que 0 ¤ t1   t2. Demuestre que la distribución condicional de la
variable Bt, con t P pt1, t2q, dado que Bt1 � a y Bt2 � b, es Npµ, σ2q
con

µ � a� t� t1

t2 � t1
pb� aq,

y σ2 � pt2 � tqpt� t1q
t2 � t1

.

228. Sea tBt : t ¥ 0u un movimiento Browniano que empieza en cero. Use
el principio de reflexión para demostrar que para cualquier a ¡ 0,

P pBt ¥ a para algún t ¥ 0q � 1.
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Movimiento Browniano multidimensional

229. Sea Bptq � pB1ptq, . . . , Bnptqq un movimiento Browniano estándar en
R

n, y sea r ¡ 0. Sea ||x|| � px21 � � � � � x2nq1{2 la norma Euclideana en
R

n. Demuestre que la función de densidad de ||Bptq|| es, para x ¡ 0,

f pxq � 1

Γpn{2q �1

2


n{2�
x2

t


n{2�1
2x

t
e�x2{2t.

En particular, demuestre que para n � 2,

P p ||Bptq|| ¤ x q � 1� e�x2{2t.
230. Demuestre que el operator Laplaciano en R

2:

△f px, yq � B2fBx2 � B2fBy2
adquiere la siguiente expresión en coordenadas polares:

△f pr, θq � B2Br2 f � 1

r

BBr f � 1

r2
B2Bθ2 f.

Compruebe que cuando f depende de x y de y únicamente a través
de r �ax2 � y2, el Laplaciano se reduce a la expresión:

△f pr, θq � d2

dr2
f � 1

r

d

dr
f.

Este resultado fue usado en la demostración de la propiedad de recu-
rrencia por vecindades del movimiento Browniano en R

2.

231. Demuestre que el operator Laplaciano en R
3:

△f px, y, zq � B2fBx2 � B2fBy2 � B2fBz2
adquiere la siguiente expresión en coordenadas esféricas:

△f pr, θ, φq � 1

r2
BBr pr2 BBr qf � 1

r2 sen θ

BBθ psen θ BBθ qf � 1

r2 sen2 θ

B2Bφ2
f.
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Compruebe que cuando f depende de x, y y z únicamente a través de
r �ax2 � y2 � z2, el Laplaciano se reduce a la expresión

△f pr, θq � d2

dr2
f � 2

r

d

dr
f.

Este resultado fue usado en la demostración de la propiedad de tran-
sitoriedad del movimiento Browniano en R

3.
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Caṕıtulo 9

Cálculo estocástico

En este último caṕıtulo se presenta una breve introducción al cálculo es-
tocástico de Itô y está basado en [30]. Vamos a definir la integral de Itô de
un proceso estocástico respecto del movimiento Browniano. Mostraremos
además el uso y aplicación de la fórmula de Itô, y resolveremos algunos
modelos sencillos de ecuaciones estocásticas.

9.1. Integración estocástica

El objetivo de esta sección es presentar la definición de la integral de Itô de
un proceso tXtu respecto del movimiento Browniano, es decir, una integral
de la forma » t

0

Xs dBs. (9.1)

Este tipo de integrales no pueden definirse trayectoria por trayectoria, es de-
cir, como si fuera una integral de Riemann-Stieltjes de una función respecto
de otra función, pues en este caso la función integradora es una trayectoria
del movimiento Browniano que, como hemos visto antes, no tiene variación
finita. La justificación para desear definir este tipo de integrales será evi-
dente más adelante cuando estudiemos ecuaciones estocásticas basadas en
este tipo de integrales. Definir la integral de Itô a un nivel elemental nos con-
ducirá necesariamente a dejar sin demostración algunos resultados técnicos.
Daremos la definición de integral estocástica en varios pasos, primero para
procesos simples y después, por aproximación, para procesos más generales.

273
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Primeras hipótesis
Consideraremos como elementos iniciales un espacio de probabilidad pΩ,F , P q,
y un movimiento Browniano estándar unidimensional tBt : t ¥ 0u, junto
con su filtración natural tFtut¥0. Supondremos dado un proceso tXtu con
espacio parametral el intervalo r0, T s, con T ¡ 0 fijo, y que visto como fun-
ción X : Ω � r0, T s Ñ R, es FT b Br0, T s-medible, en donde el término
FT b Br0, T s corresponde a la mı́nima σ-álgebra generada por el espacio
producto FT �Br0, T s. Supondremos además que el proceso es adaptado,
es decir, para cada t en el intervalo r0, T s, la variable aleatoria Xt es medible
respecto de Ft.

El espacio L2pP q
Denotaremos por L2pP q al espacio vectorial de variables aleatorias X que
son cuadrado integrables, es decir, que cumplen la condición||X||L2pP q � pE |X|2q1{2   8.

La función || � ||L2pP q define una norma en L2pP q, es decir, es una función
real definida sobre este espacio lineal que cumple las siguientes cuatro condi-
ciones:

a) ||X|| ¥ 0.

b) ||X|| � 0 � X � 0 c.s.

c) ||X � Y || ¤ ||X|| � ||Y ||.
d) ||αX|| � |α| ||X||, α constante.

Se puede verificar que el espacio lineal L2pP q es completo respecto de esta
norma, es decir, es un espacio de Banach. Esto quiere decir que toda sucesión
de Cauchy en este espacio tiene ĺımite en él. A la convergencia usando esta
norma se le llama convergencia en L2pP q, o también convergencia en media
cuadrática. Por ejemplo, la variable aleatoria Bt del movimiento Browniano
pertenece a este espacio pues,||Bt||L2pP q � pE |Bt|2q1{2 � ?

t   8.
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El espacio L2pP � dtq
Denotaremos también por L2pP �dtq al espacio lineal de todos los procesos
X � tXt : 0 ¤ t ¤ T u, que cumplen la condición||X||L2pP�dtq � pE » T

0

|Xt|2 dtq1{2   8.

Puede demostrarse que la función || � ||L2pP�dtq es efectivamente una norma y
que este espacio es completo respecto de esta norma, es decir, es un espacio
de Banach. Por ejemplo, el movimiento Browniano B � tBt : 0 ¤ t ¤ T u
pertenece a este espacio pues,||B||L2pP�dtq � pE » T

0

|Bt|2dt q1{2� p» T

0

E |Bt|2 dt q1{2� p» T

0

t dt q1{2� T?
2
  8.

Procesos simples
Definiremos primero la integral de Itô para procesos que tienen la forma
indicada a continuación y que llamaremos procesos simples.

Definición 9.1 Sea 0 � t0   t1   � � �   tn � T una partición finita del
intervalo r0, T s. Un proceso estocástico simple es un proceso de la forma

Xt � n�1̧

k�0

Xpkq 1rtk ,tk�1qptq, (9.2)

en donde Xp0q, . . . ,Xpn�1q es una colección de variables aleatorias adaptadas
a la filtración tFtkun�1

k�0
, y que son cuadrado integrables.

La expresión 1ra,bqptq denota a la función indicadora del intervalo ra, bq. Un
proceso simple es entonces un proceso constante por pedazos con trayec-
torias càdlàg (continuas por la derecha, con ĺımite por la izquierda), y las



276 9. Cálculo estocástico

condiciones solicitadas garantizan que el proceso es adaptado y tiene trayec-
torias cuadrado integrables. Estas propiedades permitirán dar una definición
adecuada para la integral estocástica. Una trayectoria de este tipo de proce-
sos se muestra en la Figura 9.1. Denotaremos por H2

0 al espacio de todos los

b bc

b bc

b

bcb

bc

t1 t2 � � � tn�1 tn

Xp0q Xp1q Xpn�1q
t

Xtpωq
Figura 9.1

procesos simples. Haciendo posi-
blemente algunos refinamientos
en las particiones, dos procesos
simples pueden siempre expre-
sarse en términos de una misma
partición común. De modo que
la suma de dos procesos simples
tiene sentido y resultará ser tam-
bién un proceso simple. El espa-
cio H2

0 es efectivamente un espa-
cio vectorial.

Integral para procesos simples
Esta es la definición intuitiva de integral y establece simplemente que si el
integrando es constante en algún subintervalo, entonces la integral debe ser
esa constante multiplicada por el incremento del movimiento Browniano en
dicho subintervalo.

Definición 9.2 La integral estocástica de Itô de un proceso simple X de
la forma (9.2), respecto del movimiento Browniano, denotada por IpXq, se
define como la variable aleatoria

IpXq � » T

0

Xs dBs � n�1̧

k�0

Xpkq pBtk�1
�Btkq.

Veamos algunas propiedades de esta variable aleatoria.

a) Es integrable pues siendo las variables Xpkq y Btk�1
�Btk independien-

tes, cada sumando tiene esperanza cero, y por lo tanto la esperanza
de la integral es cero.

b) La integral es además cuadrado integrable y de hecho se cumple la
siguiente igualdad fundamental llamada Isometŕıa de Itô:||IpXq||L2pP q � ||X||L2pP�dtq. (9.3)
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Para comprobar esta identidad vamos a denotar nuevamente por ∆Bk

a la diferencia Btk�1
�Btk , y sea ∆tk � tk�1� tk. Nuevamente por la

independencia de Xpkq y ∆Bk se tiene que||IpXq||2L2pP q � Ep | n�1̧

k�0

Xpkq pBtk�1
�Btkq|2 q� n�1̧

j,k�0

EpXpjqXpkq∆Bj∆Bk q� n�1̧

k�0

Ep pXpkqq2 p∆Bkq2 q� n�1̧

k�0

EpXpkqq2 ∆tk� Ep » T

0

|Xt|2 dtq� ||X||2L2pP�dtq.
Esta identidad establece que tanto el proceso simple X como la variable
aleatoria IpXq tienen la misma norma en sus respectivos espacios. Como se
verá más adelante, esta igualdad juega un papel primordial en la definición
general de integral estocástica. La integral estocástica asigna entonces a
cada elemento del espacio H2

0
una variable aleatoria en el espacio L2pP q. De

esta forma se tiene la transformación lineal I : H2
0 Ñ L2pP q, que resulta ser

continua por la isometŕıa de Itô. Observe que se puede tomar como ejemplo
de proceso simple el movimiento Browniano discretizado, es decir, se puede
tomar como proceso simple Xpkq � Btk , y de esta forma tener la integral
estocástica discreta del movimiento Browniano respecto de śı mismo,

n�1̧

k�0

BtkpBtk�1
�Btkq.

Extensión por aproximación
Ahora extenderemos la integral estocástica a procesos un poco más gene-
rales. Sea H2 el espacio de todos los procesos tXtu medibles y adaptados,
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tales que

E

» T

0

|Xt|2 dt   8.

El espacioH2 resulta ser un subespacio lineal cerrado de L2pP�dtq. Observe
que la única diferencia entre estos dos espacios es que a los elementos de
H2 se les pide además que sean medibles y adaptados. En particular, todo
proceso simple es un elemento de H2. Tenemos entonces la contención de
espacios H2

0 � H2 � L2pP � dtq, en donde puede probarse que H2
0 es denso

en H2 respecto de la norma en L2pP �dtq. Esto significa que para cualquier
proceso X en H2 existe un sucesión de procesos Xk en H2

0 tales que

ĺım
kÑ8 ||X �Xk||L2pP�dtq � 0. (9.4)

Este procedimiento de aproximación puede llevarse a cabo de la siguiente
forma: mediante la técnica de truncación todo proceso en H2 puede ser
aproximado por un proceso acotado. A su vez todo proceso en H2 que es
acotado se puede aproximar por procesos acotados y continuos. Y éstos a
su vez se aproximan por procesos simples de la forma (9.2). Los detalles
completos de esta sucesión de aproximaciones pueden encontrarse en [25].
Usando la isometŕıa de Itô es sencillo comprobar que la sucesión IpXkq es
una sucesión de Cauchy en el espacio L2pP q, en efecto,||IpXkq � IpX lq||L2pP q � ||IpXk �X lq||L2pP q� ||Xk �X l||L2pP�dtq¤ ||X �Xk||L2pP�dtq � ||X �X l||L2pP�dtq.
Debido a (9.4) la última expresión puede hacerse tan pequeña como se desee,
tomando ı́ndices k y l suficientemente grandes.

Definición 9.3 Sea X un proceso en H2, y sea Xk una sucesión de procesos
en H2

0 aproximante a X. Se define la integral estocástica de X como

IpXq � ĺım
kÑ8 IpXkq,

en donde el ĺımite debe entenderse dentro del espacio L2pP q, es decir, se
trata de la convergencia en media cuadrática de una sucesión de variables
aleatorias.
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Esto significa que la variable aleatoria IpXq es un elemento de L2pP q y
es tal que ĺımnÑ8 ||IpXq � IpXkq||L2pP q � 0. No es dif́ıcil verificar que
tal definición es correcta en el sentido de que el ĺımite no depende de la
sucesión aproximante. En este punto empieza a perderse nuestra concepción
tradicional de integral, pues ahora ésta se encuentra definida a través de
una sucesión aproximante del proceso a integrar. De manera gráfica esta
extensión se ilustra en la Figura 9.2.

L2pP � dtqH2

H2

0

L2pP qI

Figura 9.2

La isometŕıa de Itô se cumple también para procesos en H2 como se muestra
a continuación.

Proposición 9.1 (Isometŕıa de Itô) Para cualquier proceso X en H2 se
cumple ||IpXq||L2pP q � ||X||L2pP�dtq. (9.5)

Demostración. SeaX en H2 y seaXn en H2
0
tal que ||X�Xn||L2pP�dtq Ñ

0. Esta convergencia y la desigualdad | ||a|| � ||b|| | ¤ ||a� b|| implican que||Xn||L2pP�dtq Ñ ||X||L2pP�dtq. Análogamente, como ||IpXq�IpXnq||L2pP q Ñ
0 se tiene que ||IpXnq||L2pP q Ñ ||IpXq||L2pP q. El resultado buscado se ob-
tiene al tomar el ĺımite en la isometŕıa de Itô como se muestra en el siguiente
diagrama: ||IpXnq||L2pP q � ||Xn||L2pP�dtqÓ Ó||IpXq||L2pP q ||X||L2pP�dtq.

�
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La propiedad de esperanza nula se cumple también para procesos en H2,
pues usando probabilidad elemental, o por la desigualdad de Jensen,

0 ¤ E2p IpXq � IpXkq q ¤ Ep IpXq � IpXkq q2 Ñ 0.

De donde se obtiene Ep IpXq � IpXkq q Ñ 0, es decir,

EpIpXqq � ĺım
kÑ8 EpIpXkqq � 0.

De esta forma se tiene ahora la transformación lineal y continua I : H2 Ñ
L2pP q. Observe nuevamente que el movimiento Browniano Bt es un ejemplo
de un proceso en el espacio H2, y es posible demostrar que tal proceso puede
ser aproximado en el sentido de la norma del espacio L2pP � dtq por el
proceso simple

Xt � n�1̧

k�0

Btk 1rtk ,tk�1qptq,
en donde 0 � t0   t1   � � �   tn � T es una partición de r0, T s. Se tiene
entonces la siguiente integral estocástica particular, y su aproximación como
ĺımite en media cuadrática» T

0

Bt dBt � ĺım
nÑ8 n�1̧

k�0

Btk pBtk�1
�Btkq,

en donde el ĺımite debe entenderse en el sentido de que la distancia máxi-
ma entre dos puntos sucesivos de la partición tiende a cero. Más adelante
calcularemos esta integral estocástica de dos maneras, primero usando esta
representación como ĺımite en el espacio L2pP q, y después usando la fórmula
de Itô.

La integral como un proceso
Haremos ahora una pequeña extensión. Para cada t en r0, T s y para cualquier
X en H2 se define el proceso

ItpXq � » T

0

Xs 1r0,tspsq dBs � » t

0

Xs dBs.

Este pequeño artificio permite ver a la integral estocástica no como una
variable aleatoria sino como un proceso. Es claro que tal proceso no es
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necesariamente continuo, sin embargo puede demostrarse que existe una
versión continua de él, y que esa versión es una martingala respecto de la
filtración natural del movimiento Browniano. Denotaremos por el mismo
śımbolo a tal martingala continua.

Extensión por localización
Mediante un procedimiento llamado de localización es posible extender la
definición de integral de Itô a procesos medibles y adaptados que cumplen
la condición menos restrictiva

P p» T

0

|Xt|2dt   8q � 1. (9.6)

Denotaremos por L2
loc el espacio de todos estos procesos. Este nuevo espacio

contiene a H2 y es tal que para cada proceso X en L2
loc existe una sucesión

creciente de tiempos de paro 0 ¤ τ1 ¤ τ2 ¤ � � � tales que τn Õ T cuando
nÑ8, y para cada n ¥ 1 el proceso Xt �1pτn¥tq pertenece al espacio H2. Se
define entonces la integral estocástica como el siguiente ĺımite en el espacio
L2pP q, » t

0

Xs dBs � ĺım
nÑ8 » T

0

Xs � 1pτn¥tqpωq � 1r0,tspsq dBs.

Nuevamente es posible demostrar que tal ĺımite existe, que existe una ver-
sión continua de él, y que es independiente de la sucesión de tiempos de
paro localizante. En este caso la integral ya no es una martingala sino una
martingala local, esto quiere decir que el proceso detenido It^τnpXq es una
martingala para cada natural n. En general, la isometŕıa de Itô ya no se
cumple cuando la integral estocástica tiene como dominio de definición el
espacio L2

loc.

Ejemplo 9.1 Para el movimiento Browniano unidimensional tBt : t ¥ 0u
y para cualquier función continua f , el proceso tf pBtq : 0 ¤ t ¤ T u tiene
trayectorias continuas y acotadas, por lo tanto se cumplen las condiciones
de adaptabilidad y medibilidad y se cumple también (9.6), por lo tanto este
proceso es un elemento de L2

loc, y tiene sentido la expresión» t

0

f pBsq dBs, 0 ¤ t ¤ T.
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Se puede demostrar que esta integral puede ser calculada mediante el siguien-
te ĺımite en el espacio L2pP q, aunque también se verifica la convergencia en
probabilidad: » t

0

f pBsq dBs � ĺım
nÑ8 n�1̧

k�0

f pBtkq pBtk�1
�Btkq, (9.7)

en donde 0 � t0   t1   . . .   tn � t es una partición de r0, ts, y nuevamente
el ĺımite debe entenderse en el sentido de que la distancia máxima entre dos
puntos sucesivos de la partición tiende a cero.

Con esto concluimos la serie de ideas generales con las cuales puede cons-
truirse la integral de Itô. Las demostraciones de algunos detalles técnicos
que hemos simplemente mencionado se pueden encontrar en [33]. El esquema
simplificado del procedimiento seguido para definir la integral estocástica se
ilustra la Figura 9.3.

L2

loc

H2

H2
0

L2pP q
Definición

Aproximación

Localización

Figura 9.3

Ejemplo 9.2 Con la ayuda de la identidad (9.7) calcularemos la integral
estocástica » t

0

Bs dBs. (9.8)

Sea 0 � t0   t1   � � �   tn � t una partición uniforme de r0, ts, es decir
ti�1 � ti � 1{n. Usando la identidad

apb� aq � 1

2
pb2 � a2q � 1

2
pa� bq2
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se obtiene» t

0

Bs dBs � ĺım
nÑ8 n�1̧

j�0

BtkpBtk�1
�Btkq� ĺım

nÑ8 n�1̧

j�0

r 1
2
pB2

tk�1
�B2

tk
q � 1

2
pBtk�1

�Btkq2 s� 1

2
B2

t � 1

2
t.

La primera suma es telescópica mientras que la segunda suma corresponde
a la variación cuadrática del movimiento Browniano. Los ĺımites indicados
son válidos en el sentido de media cuadrática. Observe que aparece el térmi-
no 1

2
B2

t como si se siguieran las reglas de integración usual, pero aparece
también el término �1

2
t, conocido como la corrección de Itô. Ahora veamos

el cambio en la solución de la integral (9.8) cuando se modifica ligeramente
la forma de calcularla. El cambio consiste en evaluar el integrando en el
extremo derecho de cada subintervalo. Observe que en este caso el proceso
a integrar ya no es adaptado y por lo tanto queda fuera de la teoŕıa desa-
rrollada antes. Usando la identidad

bpb� aq � 1

2
pb2 � a2q � 1

2
pa� bq2

se obtiene, nuevamente en el sentido de media cuadrática,» t

0

Bs dBs � ĺım
nÑ8 n�1̧

j�0

Btk�1
pBtk�1

�Btkq� ĺım
nÑ8 n�1̧

j�0

r 1
2
pB2

tk�1
�B2

tk
q � 1

2
pBtk�1

�Btkq2 s� 1

2
B2

t � 1

2
t.

El signo del segundo término cambió de negativo a positivo. Esto muestra
que, a diferencia de la integral de Riemann, la integral estocástica es sen-
sible al punto donde se evalúa el integrando. Al considerar el promedio de
las dos evaluaciones en los extremos se obtiene la aśı llamada integral de
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Stratonovich, denotada de la forma siguiente:» t

0

Bs � dBs � 1

2
B2

t .

Observe que el término adicional de la integral de Itô ha desaparecido. La
integral de Stratonovich tiene algunas ventajas operacionales pues sigue al-
gunas reglas usuales del cálculo integral, pero vista como proceso deja de ser
una martingala.

Ejemplo 9.3 Calcularemos ahora la esperanza y varianza del proceso» t

0

Bs dBs.

La esperanza es cero pues la integral estocástica en este caso es una mar-
tingala que empieza en cero. Para la varianza se tiene que

Varp» t

0

Bs dBsq � Ep» t

0

Bs dBsq2� Ep» t

0

B2
s dsq� » t

0

EpB2
s q ds� » t

0

s ds� 1

2
t2.

Alternativamente, como
³t
0
Bs dBs � 1

2
B2

t � 1

2
t, las cantidades anteriores

pueden calcularse usando el lado derecho de esta igualdad. Claramente Ep1
2
B2

t�
1

2
tq � 0. Además,

Varp1
2
B2

t � 1

2
tq � 1

4
VarpB2

t q� 1

4
pEpB4

t q �E2pB2
t qq� 1

4
p3t2 � t2q� 1

2
t2.
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Ejemplo 9.4 Sean tXtu y tYtu dos procesos en H2. Entonces

Ep» t

0

Xs dBs

» t

0

Ys dBsq � » t

0

EpXs Ysq ds.
Esta fórmula es fácil de comprobar usando la isometŕıa de Itô y la igualdad
ab � 1

2
pa� bq2 � 1

2
pa2 � b2q. En efecto,

Ep» t

0

Xs dBs

» t

0

Ys dBsq� Ep1
2
| » t

0

pXs � Ysq dBs|2q � 1

2
pE| » t

0

Xs dBs|2 �E| » t

0

Ys dBs|2q� 1

2

» t

0

E|Xs � Ys|2 ds� 1

2
p» t

0

E|Xs|2ds� » t

0

E|Ys|2dsq� » t

0

EpXs Ysq ds.
Propiedades de la integral
La integral estocástica de Itô cumple varias propiedades aunque sólo men-
cionaremos algunas de ellas aqúı, a manera de resumen de las caracteŕısticas
señaladas antes.

a) La integral It : L2
loc Ñ L2pP q es lineal, es decir, para c constante y

para cualesquiera procesos Xs y Ys en L2
loc, se cumple que» t

0

pcXs � Ysq dBs � c

» t

0

Xs dBs � » t

0

Ys dBs, c.s.

b) Tiene esperanza es cero, es decir, para cualquier proceso Xs en L2
loc,

Ep» t

0

Xs dBsq � 0, c.s.

c) Cuando la integral se restringe al espacio H2, se cumple la isometŕıa
de Itô, es decir,

E | » t

0

Xs dBs|2 � E

» t

0

|Xs|2ds.
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d) Nuevamente restringida al espacio H2, la integral es una martingala,
es decir, es integrable, adaptada y para 0 ¤ s ¤ t, se cumple

Ep» t

0

Xu dBu |Fsq � » s

0

Xu dBu.

En general, para procesos en L2
loc, la integral ya no es una martingala

sino una martingala local.

e) Existe una versión continua de la integral estocástica.

9.2. Fórmula de Itô

Usualmente una integral de Riemann no se calcula a partir de su definición,
en lugar de ello existen fórmulas bien conocidas que agilizan y simplifican
los cálculos. La misma situación se presenta para integrales estocásticas: en
pocos casos se calculan éstas a través de su definición. La famosa fórmula de
Itô es la herramienta fundamental para este tipo de integrales. Se enuncia
a continuación este resultado en una versión simple y se ejemplifica su uso.
Más adelante se presenta una versión un poco más general. En lo sucesivo
haremos referencia a las siguientes espacios de funciones: una función real de
variable real es de clase C1, cuando es diferenciable y su derivada es conti-
nua. Análogamente, una función es de clase C2, si es dos veces diferenciable
y su segunda derivada es una función continua.

Teorema 9.1 (Fórmula de Itô) [I] Sea f pxq es un función de clase C2.
Entonces

f pBtq � f pB0q � » t

0

f 1pBsq dBs � 1

2

» t

0

f2pBsq ds. (9.9)

Explicaremos una forma de obtener este resultado usando el teorema de
Taylor pero sin dar una justificación rigurosa. Para una función f pxq sufi-
cientemente suave, se tiene que

f pxq � f px0q � f 1px0qpx� x0q �Rpxq,
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en donde el residuo Rpxq puede escribirse como sigue

Rpxq � » x

x0

f2ptqpx� tq dt� »
1

0

p1� θqf2px0 � θpx� x0qqpx� x0q2 dθ.
La segunda igualdad se obtiene después de un evidente cambio de variable.
Por lo tanto, si 0 � t0   t1   � � �   tn � t es una partición de r0, ts, entonces

f pBtq � f pB0q � ņ

k�1

r f pBtkq � f pBtk�1
q s� ņ

k�1

f 1pBtk�1
q∆Bk� » 1

0

p1� θq ņ

k�1

f2pBtk�1
� θ∆Bkqp∆Bkq2 dθ.

Puede comprobarse que al tomar el ĺımite cuando nÑ8 las sumas conver-
gen casi seguramente y entonces se obtiene la igualdad

f pBtq � f pB0q � » t

0

f 1pBsq dBs � » 1

0

p1� θq » t

0

f2pBsq ds dθ� » t

0

f 1pBsq dBs � 1

2

» t

0

f2pBsq ds.
Esta fórmula es una versión estocástica de la regla de la cadena del cálculo
diferencial usual, y es común escribirla en su forma diferencial del siguiente
modo:

df pBtq � f 1pBtq dBt � 1

2
f2pBtq dt.

Esta expresión debe entenderse en el sentido de su forma integral dada por
la fórmula (9.9). Ilustraremos su uso mediante algunos ejemplos.

Ejemplo 9.5 Sea f pxq � 1

2
x2. Entonces la fórmula de Itô establece que

1

2
B2

t � 1

2
B2

0 � » t

0

Bs dBs � 1

2

» t

0

1 ds.
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Es decir, » t

0

Bs dBs � 1

2
B2

t � 1

2
t.

Este resultado hab́ıa sido encontrado antes, ahora lo hemos obtenido de
manera inmediata a partir de la fórmula de Itô. De manera análoga, para
la función f pxq � 1

3
x3 se obtiene» t

0

B2
s dBs � 1

3
B3

t � » t

0

Bs ds.

Más generalmente, para f pxq � 1

n�1
xn�1 se obtiene» t

0

Bn
s dBs � 1

n� 1
Bn�1

t � 1

2

» t

0

nBn�1
s ds.

Ejemplo 9.6 Usaremos la fórmula de Itô para encontrar una expresión de
los momentos pares de una distribución normal centrada. Demostraremos
que

EpB2n
t q � p2nq!

2n n!
tn.

Los momentos impares de dicha distribución se anulan pues en tal caso el
integrando resulta ser una función impar. Consideremos entonces la función
f pxq � 1

2n
x2n, para cualquier entero natural n. De la fórmula de Itô se sigue

que
1

2n
B2n

t � 1

2n
B2n

0 � » t

0

B2n�1
s dBs � 1

2

» t

0

p2n � 1qB2n�2
s ds.

Tomando esperanza y resolviendo de manera iterada se obtiene

EpB2n
t q � 2np2n� 1q

2

» t

0

EpB2n�2
s q ds� 2np2n� 1q

2

p2n� 2qp2n � 3q
2

» t

0

» t1

0

EpB2n�4
s q ds dt1

...� p2nq!
2n

» t

0

» t1

0

� � � » tn�1

0

1 ds dtn�1
� � � dt1.

No es dif́ıcil verificar que los resultados sucesivos de estas integrales son:
tn�1, t

2
n�2

{2!, t3n�3
{3!, . . ., tn{n! De esta forma se obtiene la fórmula enun-

ciada.
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9.3. Ecuaciones diferenciales estocásticas

Sea pΩ,F , P q un espacio de probabilidad, y sea tBt : t ¥ 0u un movimiento
Browniano unidimensional adaptado a la filtración tFtut¥0.

Definición 9.4 Sean bpt, xq y σpt, xq dos funciones de r0, T s�R en R. Una
ecuación estocástica es una ecuación de la forma

dXt � bpt,Xtq dt� σpt,Xtq dBt, (9.10)

definida para valores de t en el intervalo r0, T s, y con condición inicial
la variable aleatoria X0 que se presupone F0-medible e independiente del
movimiento Browniano. La ecuación (9.10) se interpreta como la ecuación
integral

Xt � X0 � » t

0

bps,Xsq ds� » t

0

σps,Xsq dBs, (9.11)

en donde la primera es una integral de Riemann, mientras que la segunda
es una integral estocástica de Itô. Al proceso tXtu se le llama proceso de
Itô.

Los elementos conocidos de esta ecuación son los coeficientes bpt, xq y σpt, xq,
junto con la variable aleatoria inicial X0. La incógnita es el proceso tXtu. A
la función bpt, xq se le conoce como coeficiente de tendencia (drift en inglés o
también deriva en español). A la función σpt, xq se le llama coeficiente de di-
fusión. El proceso solución puede interpretarse como el estado de un sistema
que evoluciona de manera determinista gobernado por la parte no aleatoria
de la ecuación (la tendencia), pero alterado por un ruido aditivo dado por la
integral estocástica (la difusión). Para que una ecuación estocástica tenga
solución se deben pedir condiciones en los coeficientes. De manera análo-
ga para el caso de ecuaciones diferenciales deterministas, existen teoremas
básicos de existencia y unicidad para ecuaciones estocásticas que establecen
condiciones de regularidad para los coeficientes bpt, xq y σpt, xq, bajo las
cuales la ecuación (9.10) tiene solución única. El siguiente es uno de tales
resultados.

Teorema 9.2 (Teorema de existencia y unicidad) Si los coeficientes
bpt, xq y σpt, xq de la ecuación (9.10) satisfacen la condición de Lipschitz en
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la variable x,|bpt, xq � bpt, yq|2 � |σpt, xq � σpt, yq|2 ¤ K|x� y|2,
y la condición de crecimiento en x,|bpt, xq|2 � |σpt, xq|2 ¤ Kp1� |x|2q,
para alguna constante K ¡ 0, entonces existe un proceso estocástico tXtu
solución de (9.10) que es adaptado a la filtración, tiene trayectorias conti-
nuas, es uniformemente acotado en L2pP q, es decir, sup0¤t¤T EpX2

t q   8,
y además es único en el sentido de indistinguibilidad.

En este caso a tal solución se le llama solución fuerte de la ecuación es-
tocástica. No presentaremos la demostración de este resultado, simplemente
comentaremos algunos aspectos de los que consta la prueba completa. La
demostración es semejante al caso determinista, y hace uso del método de
iteraciones de Picard. Mediante este método se define la sucesión de procesos

X
p0q
t � X0,

X
pn�1q
t � X0 � » t

0

bps,Xpnq
s q ds � » t

0

σps,Xpnq
s q dBs.

Para que estas iteraciones tengan sentido es necesario verificar que los inte-
grandos involucrados son efectivamente susceptibles de ser integrados res-
pecto de la diferencial respectiva. Para comprobar que tal sucesión de pro-
cesos es convergente se demuestra que, con probabilidad uno, esta sucesión
constituye una sucesión de Cauchy en el espacio de funciones continuas
Cr0, T s, respecto de la norma uniforme ||X|| � sup0¤t¤T |Xt|. Dado lo an-
terior, existe entonces un proceso continuo tXtu, tal que con probabilidad

uno,X
pnq
t converge aXt de manera uniforme en el intervalo r0, T s. Adicional-

mente puede demostrarse que el proceso ĺımite es L2-acotado en r0, T s, y
que la convergencia X

pnq
t Ñ Xt también es válida en L2pP q. También debe

demostrarse que el proceso ĺımite es efectivamente solución de la ecuación
estocástica. Para ello se toma el ĺımite en la ecuación que define las ite-
raciones, y se verifica la convergencia uniforme en r0, T s con probabilidad
uno, término a término. Los detalles de esta demostración pueden encon-
trarse por ejemplo en [33]. Observe que el teorema anterior no establece la
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forma de encontrar la solución a una ecuación estocástica dada, sino que ase-
gura únicamente la existencia de dicha solución. La siguiente versión de la
fórmula de Itô es un resultado bastante útil para resolver algunas ecuaciones
estocásticas y generaliza la versión anteriormente enunciada.

Teorema 9.3 (Fórmula de Itô) [II] Si tXtu es un proceso de Itô dado
por (9.10) y f pt, xq es un función de clase C1 en t y de clase C2 en x,
entonces el proceso tYt � f pt,Xtqu es también un proceso de Itô y satisface
la ecuación estocástica

dYt � ftpt,Xtqdt� fxpt,XtqdXt � 1

2
fxxpt,XtqpdXtq2. (9.12)� dt dBt

dt 0 0

dBt 0 dt

Figura 9.4

Los sub́ındices indican derivada y la ecuación (9.10)
se substituye en (9.12) usando la tabla de multipli-
cación de McKean que se muestra en la Figura 9.4.
Observe que como las derivadas involucradas son
funciones continuas, las integrales estocásticas re-
sultantes están bien definidas. La demostración de
este resultado sigue las mismas ĺıneas que la ver-
sión más simple. Ilustraremos a continuación el uso de esta fórmula con
varios ejemplos.

Ejemplo 9.7 Demostraremos que» t

0

s dBs � tBt � » t

0

Bsds.

Para verificar esta fórmula puede tomarse el proceso Xt � Bt y la función
f pt, xq � tx. Entonces,

dpf pt, Btqq � ftpt, Btq dt� fxpt, Btq dBt � 1

2
fxxpt, Btq pdBtq2

dptBtq � Bt dt� t dBt.

Esta es la forma diferencial de la fórmula enunciada.

Ejemplo 9.8 Considere la función f pxq � ex. Por la fórmula de Itô,

eBt � eB0 � » t

0

eBs dBs� 1

2

» t

0

eBs ds,
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es decir, el proceso tXt � eBtu satisface la ecuación diferencial

dXt � Xt dBt � 1

2
Xt dt,

con condición inicial X0 � 1. A este proceso se le llama movimiento Brow-
niano geométrico.

Ejemplo 9.9 Demostraremos que el proceso tXt � Bt{p1� tqu es solución
de la ecuación estocástica

dXt � � Xt

1� t
dt� 1

1� t
dBt,

con condición inicial X0 � 0. Sea f pt, xq � x{p1 � tq. El proceso tXt �
f pt, Btqu cumple la condición inicial y por la fórmula de Itô satisface la
ecuación

dXt � ftpt, Btqdt� fxpt, Btq dBt � 1

2
fxxpt, Btq dt� � Btp1� tq2 dt� 1

1� t
dBt� � Xt

1� t
dt� 1

1� t
dBt.

Ejemplo 9.10 Usando el método de igualación de coeficientes resolveremos
la ecuación

dXt � �Xt dt� e�t dBt,

con condición inicial X0 � 0. Se busca un función f pt, xq tal que el proceso
solución pueda escribirse como Xt � f pt, Btq. Igualando los coeficientes de
esta ecuación con los de la fórmula de Itô,

dXt � ftpt, Btqdt� fxpt, Btq dBt � 1

2
fxxpt, Btq dt,

se obtiene el sistema de ecuaciones

fxpt, xq � e�t

ftpt, xq � 1

2
fxxpt, xq � �f pt, xq.
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De la primera ecuación se obtiene f pt, xq � e�tx � cptq. Substituyendo en
la segunda ecuación y simplificando se obtiene c1ptq � �cptq, cuya solución
es cptq � ce�t, en donde c es una constante. Por lo tanto f pt, xq � e�tpx�
cq. Para que el proceso Xt � f pt, Btq � e�tpBt � cq cumpla la condición
inicial X0 � 0 forzosamente la constante c debe ser cero. De esta forma la
función buscada es f pt, xq � e�tx. En tal caso la fórmula de Itô asegura que
efectivamente,

dXt � �e�tBt dt� e�t dBt� �Xt dt� e�t dBt.

9.4. Simulación

Una ecuación estocástica ha resultado muy útil para modelar sistemas que
presentan algún tipo de ruido o perturbación aleatoria. Aplicaciones de tales
modelos se estudian en ingenieŕıa, finanzas y f́ısica entre muchas otras áreas
del conocimiento. Debido a la imposibilidad de encontrar soluciones ex-
pĺıcitas a ciertas ecuaciones de interés, los métodos numéricos del caso de-
terminista se han extendido al caso estocástico. En las siguientes secciones
presentaremos algunos modelos particulares de ecuaciones estocásticas, y ex-
plicaremos un mecanismo para simular las trayectorias del proceso solución.
Una trayectoria de un proceso tXt : t ¥ 0u que sigue la ley de movimiento
de una ecuación estocástica de la forma:

dXt � bpt,Xtq dt� σpt,Xtq dBt,

X0 � x0,

puede obtenerse mediante el método de discretización de Euler-Maruyama.
En este procedimiento se divide el intervalo r0, ts de manera uniforme en
n subintervalos de idéntica longitud ∆t � t{n, y se define tj � j∆t para
j � 0, 1, 2, . . . , N . Suponiendo que Yj es un valor al azar de la distribución
normal estándar, se definen los valores sucesivos de la trayectoria solución
de la ecuación estocástica como sigue:

X0 � x0,

Xtj�1
� Xtj � bptj ,Xtj q∆t� σptj ,Xtj q ?∆t Yj.

Más adelante se presentará una implementación de este procedimiento en
MATLAB para simular trayectorias de soluciones de ecuaciones particulares.
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9.5. Algunos modelos particulares

Movimiento Browniano geométrico
Este modelo es de amplio uso en finanzas y sirve para representar el pre-
cio de algunos bienes que fluctúan siguiendo los vaivenes de los mercados
financieros. Su definición es la siguiente.

Definición 9.5 Sean µ y σ ¡ 0 dos constantes, y x0 ¡ 0. El movimiento
Browniano geométrico es el proceso tXt : t ¥ 0u solución de la ecuación
estocástica

dXt � µXt dt� σXt dBt, (9.13)

X0 � x0,

y puede escribirse como sigue:

Xt � x0 exp r pµ� 1

2
σ2qt� σBt s. (9.14)

La ecuación (9.13) puede interpretarse de la siguiente forma: en ausencia
del término estocástico, la ecuación se reduce a dXt � µXtdt, cuya solución
es Xt � x0e

µt. Esta función representa el comportamiento en el tiempo de

1 2
t

Xtpωq
x0

EpXtq
Figura 9.5

un capital inicial positivo x0 que
crece de manera continua y de-
terminista a una tasa efectiva del
100µ%, suponiendo µ ¡ 0. Por otro
lado, la parte estocástica correspon-
de a la volatilidad de una inver-
sión con riesgo sujeta a las fluctua-
ciones de los mercados financieros.
El modelo supone que dicha varia-
bilidad es proporcional al valor de
la inversión. A este proceso se le
conoce también con el nombre de
movimiento Browniano exponencial. En la Figura 9.5 puede apreciarse una
trayectoria de este proceso con una inversión inicial x0 de una unidad mo-
netaria, y con parámetros µ � 1, y σ � 1{3. La curva creciente corresponde
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al crecimiento determinista de la inversión cuando no hay aleatoriedad, es
decir, cuando el coeficiente de difusión es cero. El valor de σ en la simulación
es pequeño y por esa razón la trayectoria aleatoria mostrada se mantiene
cerca de la trayectoria determinista. Cuando se incrementa el valor de σ las
trayectorias pueden diferir considerablemente. En el programa de computa-
dora de la Figura 9.6 se muestra una manera de simular trayectorias de este
proceso. El código es una traducción a MATLAB de la discretización de la
ecuación estocástica, y es una adaptación del código que aparece en [13].
Este programa puede ser encontrado en la página web de Desmond J. High-
am, junto con la implementación de otros modelos y otras técnicas de dis-
cretización. La función randn produce un valor al azar de la distribución
normal estándar.

randn(’state’,100)
T=2; N=300; dt=T/N; xcero=1; mu=1; sigma=1/3;

dW=zeros(1,N); MBG=zeros(1,N);
dW(1)=sqrt(dt)*randn;
MBG(1)=xcero+mu*dt+sigma*xcero*dW(1);
for j=2:N

dW(j)=sqrt(dt)*randn
MBG(j)=MBG(j-1)+mu*MBG(j-1)*dt+sigma*MBG(j-1)*dW(j)

end
plot([0:dt:T],[xcero,MBG],’r-’)

Figura 9.6

Observe que los coeficientes de la ecuación (9.13) son bpt, xq � µx y σpt, xq �
σx, y satisfacen las condiciones para la existencia y unicidad de la solución.
Resolveremos esta ecuación usando el método de igualación de coeficientes.
Encontraremos una función f pt, xq tal que al aplicar la fórmula de Itô al
proceso Xt � f pt, Btq se obtenga la ecuación (9.13). Comparando entonces
los coeficientes de la fórmula general

dXt � ftpt,Xtq dt� fxpt,Xtq dBt � 1

2
fxxpt,Xtq dt
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con los de (9.13) se obtienen las igualdades

µf pt, xq � ftpt, xq � 1

2
fxxpt, xq,

σf pt, xq � fxpt, xq.
De la segunda ecuación se obtiene que f pt, xq � exp rσx�gptqs, para alguna
función gptq. Substituyendo en la primera ecuación se obtiene g1ptq � µ �
1

2
σ2, cuya solución es gptq � pµ� 1

2
σ2qt. De donde Xt � f pt, Btq adquiere la

expresión indicada. Demostraremos ahora algunas caracteŕısticas numéricas
de este proceso.

Proposición 9.2 Para el movimiento Browniano geométrico se cumple lo
siguiente:

1. EpXtq � x0 e
µt.

2. VarpXtq � x2
0
e2µtpeσ2t � 1q.

3. CovpXt,Xsq � x20 e
µps�tqpeσ2s � 1q, para 0 ¤ s ¤ t.

Demostración. Usaremos el hecho de que la función generadora de mo-
mentos de la distribución Npµ, σ2q es Mpsq � exppµs� 1

2
σ2s2q.

1. Para la esperanza se tiene que

EpXtq � Epx0 exprpµ� 1

2
σ2qt� σBtsq� x0 exprpµ� 1

2
σ2qtsEpexprσBtsq� x0 exprpµ� 1

2
σ2qts expr1

2
tσ2s� x0 e

µt.
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2. Ahora calcularemos la varianza.

VarpXtq � Varpx0 exprpµ� 1

2
σ2qt� σBtsq� x20 expr2pµ� 1

2
σ2qtsVarpexprσBtsq� x20 expr2pµ� 1

2
σ2qts pEpexpr2σBtsq �E2pexprσBtsqq� x20 expr2pµ� 1

2
σ2qts pexpr1

2
tp2σq2s � expr2p1

2
tσ2qsq� x20 e

2µtpeσ2t � 1q.
3. Calcularemos primero EpXtXsq. Observe que Bt � Bs se puede escribir
como 2Bs � pBt �Bsq, siendo estos sumandos independientes. Entonces,

EpXtXsq � Epx20 exprpµ� 1

2
σ2qpt� sq � σpBt �Bsqsq� x20 exprpµ� 1

2
σ2qpt� sqEpexprσpBt �Bsqsq� x20 exprpµ� 1

2
σ2qpt� sqEpe2σBs qEpeσpBt�Bsqq� x20 exprpµ� 1

2
σ2qpt� sqe2sσ2

e
1
2
pt�sqσ2� x20 exprµpt� sq � sσ2s.

Por lo tanto,

CovpXt,Xsq � EpXtXsq �EpXtqEpXsq� x20 e
µpt�sq�sσ2 � x20 e

µpt�sq� x20 e
µpt�sq pesσ2 � 1q

�

Proceso de Ornstein-Uhlenbeck
Este modelo fue propuesto por Ornstein y Uhlenbeck para modelar la ve-
locidad del movimiento difuso de una part́ıcula en intervalos de tiempo
pequeños.
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Definición 9.6 Sean α y σ dos constantes positivas. El proceso de Ornstein-
Uhlenbeck es aquel proceso tXt : t ¥ 0u solución de la ecuación estocástica

dXt � �αXt dt� σ dBt, (9.15)

X0 � x0.

y dado por

Xt � x0 e
�αt � σ

» t

0

e�αpt�sq dBs. (9.16)

La variable Xt se interpreta como la velocidad de una part́ıcula al tiempo t.
La parte determinista �αXt corresponde a la fuerza de fricción, y el suman-
do σ dBt es un ruido aleatorio. En la Figura 9.7 se muestra una simulación

1

2

3

4

1 2
t

Xtpωq
x0 � 3

α � 1
σ � 1

EpXtq
Figura 9.7

de una trayectoria de este
proceso y se compara con
EpXtq, que calcularemos
más adelante. El proce-
so muestra un decaimien-
to conforme el tiempo avan-
za y ello es debido al fac-
tor de fricción del mode-
lo. Es inmediato verificar
que los coeficientes de la
ecuación (9.15) satisfacen
las condiciones del teore-
ma de existencia y unicidad
para ecuaciones estocásti-
cas. Verificaremos entonces que (9.16) es efectivamente la solución a la
ecuación (9.15). Considere una solución de la forma:

Xt � aptq rx0 � » t

0

bpsq dBss, (9.17)

en donde aptq y bptq son funciones diferenciables. Derivando (9.17) y usando
la fórmula de Itô (9.12) se obtiene

dXt � a1ptq rx0 � » t

0

bpsq dBss dt� aptq bptq dBt� a1ptq
aptqXt dt� aptq bptq dBt.
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Comparando con (9.15), las funciones aptq y bptq deben cumplir las ecua-
ciones

a1ptq
aptq � �α, aptq bptq � σ.

Suponiendo ap0q � 1 se obtiene aptq � expp�αtq, y bptq � σ exppαtq. Subs-
tituyendo en (9.17) se obtiene (9.16). Calcularemos a continuación la espe-
ranza y varianza de este proceso.

Proposición 9.3 Para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck se cumple lo si-
guiente.

a) EpXtq � x0 e
�αt.

b) VarpXtq � σ2

2α
p1� e�2αtq.

c) CovpXt,Xsq � σ2

2α
pe�αpt�sq � e�αpt�sqq.

Demostración.

a) Este resultado se obtiene al tomar esperanza en (9.16), y observar que
la integral estocástica es una martingala que inicia en cero.

b) El cálculo de la varianza de Xt es una aplicación de la isometŕıa de
Itô,

VarpXtq � σ2 Varp» t

0

e�αpt�sqdBsq� σ2 Ep» t

0

e�αpt�sqdBsq2� σ2 p» t

0

e�2αpt�sqdsq� σ2 e�2αt

�
1

2α
e2αs

�t
0� σ2

2α
p1� e�2αtq.
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c) Nuevamente usaremos la isometŕıa de Itô. Para 0 ¤ s ¤ t,

CovpXt,Xsq � EpXt Xsq �EpXtqEpXsq� Erpx0 e�αt � σ

» t

0

e�αpt�uq dBuqpx0 e�αs � σ

» s

0

e�αps�uq dBuqs � x20 e
�αpt�sq� σ2 Ep» t

0

e�αpt�uq dBu

» s

0

e�αps�uq dBuq.
La primera integral puede descomponerse en la suma de dos integrales,
una sobre el intervalo r0, ss y otra sobre ps, ts. Dada la propiedad
de incrementos independientes del movimiento Browniano, el segundo
sumando desaparece. De modo que, por la isometŕıa de Itô,

CovpXt,Xsq � σ2 e�αpt�sqEp» s

0

eαu dBuq2� σ2 e�αpt�sq » s

0

e2αu du� σ2

2α
pe�αpt�sq � e�αpt�sqq.

�

Puente Browniano
El puente Browniano es un movimiento Browniano con espacio parametral
el intervalo unitario r0, 1s y es tal que en los extremos de este intervalo
el proceso se hace cero. Una trayectoria de tal proceso se muestra en la
Figura 9.8. Existen varias formas equivalentes de definir a este proceso, la
siguiente es una de ellas.

Definición 9.7 El puente Browniano en el intervalo r0, 1s es aquel procesotXt : t P r0, 1su solución de la ecuación estocástica

dXt � � Xt

1� t
dt� dBt, t P r0, 1q, (9.18)

X0 � 0.
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y que puede ser representado de la siguiente forma

Xt � p1� tq » t

0

1

1� s
dBs. (9.19)

1
t

Xtpωq
b b

Figura 9.8

Los coeficientes de la ecuación
(9.18) son

bpt, xq � � x

1� t

y σpt, xq � 1,

que cumplen las condiciones del
teorema de existencia y unici-
dad. Puede resolverse la ecuación
(9.18) y obtener la representación
(9.19) proponiendo nuevamente
una solución de la forma

Xt � aptq rx0 � » t

0

bpsq dBss, (9.20)

en donde aptq y bptq son dos funciones diferenciables, y x0 � 0. Derivando
se obtiene nuevamente

dXt � a1ptq rx0 � » t

0

bpsq dBss dt� aptq bptq dBt� a1ptq
aptqXt dt� aptq bptq dBt.

Igualando coeficientes se obtienen las ecuaciones a1ptq{aptq � �1{p1 � tq,
y aptqbptq � 1. Suponiendo ap0q � 1 se obtiene aptq � 1 � t, y por lo
tanto bptq � 1{p1 � tq. Substituyendo en (9.20) se obtiene (9.19). Puede
demostrarse que

ĺım
tÑ1�Xt � 0,

y entonces efectivamente el puente Browniano se anula al final del intervalo.
Vamos a calcular a continuación la esperanza, varianza y covarianza de este
proceso.
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Proposición 9.4 Para el puente Browniano dado por (9.19) se cumple

1. EpXtq � 0.

2. VarpXtq � tp1� tq.
3. CovpXt,Xsq � sp1� tq, para 0 ¤ s ¤ t ¤ 1.

Demostración.

1. La integral es una martingala continua que inicia en cero, por lo tanto
EpXtq � 0.

2. Por la isometŕıa de Itô,

VarpXtq � p1� tq2 Varp» t

0

1

1� s
dBsq� p1� tq2 Ep» t

0

1

1� s
dBsq2� p1� tq2 E » t

0

p 1

1� s
q2 ds� p1� tq2 � 1

1� s

�t
0� tp1� tq.

3. Para 0 ¤ s ¤ t ¤ 1,

CovpXs,Xtq � EpXsXtq� p1� sqp1� tqEp» s

0

1

1� u
dBu

» t

0

1

1� u
dBuq.

Nuevamente la segunda integral puede descomponerse en la suma de dos
integrales, una sobre el intervalo r0, ss y otra sobre ps, ts. Dada la propie-
dad de incrementos independientes del movimiento Browniano, el segundo
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sumando desaparece. De modo que, por la isometŕıa de Itô,

CovpXs,Xtq � p1� sqp1� tqEp» s

0

1

1� u
dBuq2� p1� sqp1� tq » s

0

p 1

1� u
q2 du� p1� sqp1� tq � 1

1� u

�s
0� sp1� tq.

�

Como era de esperarse, la varianza se anula en los extremos del interva-
lo pues alĺı el proceso es cero con probabilidad uno. Observe además que
la varianza se hace máxima exactamente en la mitad de dicho intervalo.
El puente Browniano en r0, 1s puede representarse de varias formas, por
ejemplo, se conocen las siguientes representaciones más compactas:

a) Xt � Bt � tB1, para t P r0, 1s.
b) Xt � B1�t � p1� tqB1, para t P r0, 1s.

Notas y referencias. Para el desarrollo de la definición de integral es-
tocástica respecto del movimiento Browniano hemos seguido el lineamiento
general presentado en el texto de Steele [33]. Alĺı pueden encontrarse las
demostraciones completas de varios de los resultados que hemos solamente
enunciado. Otros trabajos en donde pueden encontrarse exposiciones ele-
mentales sobre integración estocástica son Øksendal [25], Kuo [20], o Kle-
baner [18]. Para una exposición más completa y general puede consultarse
por ejemplo Protter [26] o Revuz y Yor [28]. En los trabajos de D. J Higham
como [13] pueden encontrarse algunas primeras lecturas sobre los métodos
para simular ecuaciones estocásticas. En el texto de Kloeden y Platen [19] se
expone la teoŕıa general, varios métodos numéricos y diversas aplicaciones
de ecuaciones estocásticas.
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9.6. Ejercicios

Integral de Itô

232. Demuestre que dos procesos simples pueden siempre expresarse en
términos de una partición común. Con ayuda de este resultado de-
muestre ahora que el espacio de procesos simples es un espacio vecto-
rial.

233. Demuestre que la integral estocástica para procesos simples I : H2
0
Ñ

L2pP q es lineal y continua.

234. A partir de la definición de integral estocástica demuestre que:

a)

» t

0

s dBs � tBt � » t

0

Bs ds.

b)

» t

0

B2
s dBs � 1

3
B3

t � » t

0

Bs ds.

Para el segundo inciso se puede usar la identidad

x2py � xq � xpy � xq2 � 1

3
ry3 � x3 � py � xq3s.

Fórmula de Itô

235. Use la fórmula de Itô para demostrar que:

a)

» t

0

B2
s dBs � 1

3
B3

t � » t

0

Bs ds.

b)

» t

0

Bn
s dBs � 1

n� 1
Bn�1

t � 1

2

» t

0

nBn�1
s ds.

236. Use la fórmula de Itô para demostrar que el proceso tXt : t ¥ 0u es
una solución de la ecuación estocástica indicada.

a) Xt � B2
t , dXt � dt� 2Bt dBt.

b) Xt � B3
t , dXt � 3X

1{3
t dt� 3X

2{3
t dBt.

c) Xt � tBt, dXt � Xt

t
dt� t dBt.
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237. Use la fórmula de Itô para demostrar que el proceso Xt � p1�Btq�1

es solución de la siguiente ecuación estocástica para tiempos t P p0, τq
en donde τ � ı́nftt ¡ 0 : Bt � 1u.

dXt � X3
t dt�X2

t dBt.

Ecuaciones estocásticas

238. Demuestre que el proceso Xt � exptBt � t{2u satisface la ecuación
estocástica

dXt � Xt dBt.

239. Demuestre que cada una de las siguientes ecuaciones estocásticas tiene
una única solución. En cada caso encuentre dicha solución. Los térmi-
nos b, σ y x0 son constantes.

a) dXt � �bXt dt� σ dBt, X0 � x0.

b) dXt � �b dt� σXt dBt, X0 � x0.

c) dXt � �bXt dt� σXt dBt, X0 � x0.

Puente Browniano

240. Sea tXt : t P r0, 1su un puente Browniano. Demuestre que efectiva-
mente ĺım

tÑ1�Xt � 0 c.s.

241. Demuestre que los siguientes procesos son puentes Brownianos.

a) Xt � Bt � tB1, para t P r0, 1s.
b) Xt � B1�t � p1� tqB1, para t P r0, 1s.
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Apéndice: conceptos

y resultados varios

Igualdad de procesos
Se dice que dos procesos estocásticos tXt : t ¥ 0u y tYt : t ¥ 0u son
equivalentes, o también se dice que uno es una versión o modificación del
otro, si para cada valor de t ¥ 0 fijo se cumple que

P pXt � Ytq � 1,

es decir, si las variables Xt y Yt son iguales c.s. Un tipo de igualdad más
fuerte establece que los procesos son indistinguibles si

P pXt � Yt para cada t ¥ 0q � 1.

Esto significa que con probabilidad uno las trayectorias de los dos pro-
cesos son idénticas. Claramente la indistinguibilidad es más fuerte que la
equivalencia. Sin embargo, puede demostrarse que cuando los procesos son
continuos, es decir, cuando sus trayectorias son funciones continuas del
parámetro, ambas nociones de igualdad coinciden. Cuando el parámetro es
discreto, las definiciones son análogas y se puede demostrar la equivalencia
entre los dos tipos de igualdad sin ninguna condición adicional.

Distribuciones finito dimensionales
Las distribuciones finito dimensionales de un proceso estocástico a tiempo
continuo tXt : t ¥ 0u es la colección de todas las funciones de distribución
conjuntas

FXt1
,...,Xtn

px1, . . . , xnq,
307
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para cualesquiera tiempos 0 ¤ t1   � � �   tn, y cualquier n natural. La
definición es análoga cuando el proceso es a tiempo discreto.

Independencia de procesos
Se dice que una variable aleatoria X es independiente de un proceso tXt :
t ¥ 0u si para cualesquiera tiempos 0 ¤ t1   t2   � � �   tn, n P N,
la distribución conjunta de la variable X y el vector pXt1 , . . . ,Xtnq es el
producto de las distribuciones marginales, es decir,

FX,Xt1
,...,Xtn

px, x1, . . . , xnq � FXpxqFXt1
,...,Xtn

px1, . . . , xnq,
o en términos de conjuntos de Borel A,A1, . . . , An, cuando la probabilidad
conjunta

P pX P A,Xt1 P A1, . . . ,Xtn P Anq
es igual al producto

P pX P AqP pXt1 P A1, . . . ,Xtn P Anq.
Más generalmente, dos procesos estocásticos tXt : t ¥ 0u y tYt : t ¥ 0u son
independientes si para cualesquiera dos enteros naturales n y m, y tiempos
0 ¤ t1   t2   � � �   tn y 0 ¤ s1   s2   � � �   sm, se cumple que la
distribución conjunta

FXt1
,...,Xtn ,Ys1

,...,Ysm
px1, . . . , xn, y1, . . . , ymq

coincide con el producto

FXt1
,...,Xtn

px1, . . . , xnqFYs1
,...,Ysm

py1, . . . , ymq.
En palabras, esta condición significa que las distribuciones finito dimen-
sionales conjuntas son el producto de las distribuciones finito dimensionales
marginales. Las definiciones para el caso de tiempo discreto son análogas.

Lema de Abel

a) Si la serie
°8

k�0
ak es convergente, entonces

ĺım
tÕ1

8̧
k�0

ak t
k � 8̧

k�0

ak.
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b) Inversamente, si ak ¥ 0 y ĺımtÕ1

°8
k�0

ak t
k ¤ 8, entonces8̧

k�0

ak � ĺım
tÕ1

8̧
k�0

ak t
k.

En Karlin y Taylor [17] puede encontrarse una demostración de estos resul-
tados.

Lema de Fatou

a) Sea tanm : n,m P Nu una colección de números reales. Entonces

m̧

ĺım inf
nÑ8 anm ¤ ĺım inf

nÑ8
m̧

anm.

b) Además, si anm ¤ bm con
°

m bm   8, entonces

ĺım sup
nÑ8 m̧

anm ¤
m̧

ĺım sup
nÑ8 anm.

Teorema de convergencia monótona
Sea X1,X2, . . . una sucesión de variables aleatorias tales que 0 ¤ X1 ¤
X2 ¤ � � � y ĺım

nÑ8Xn � X casi seguramente. Entonces

ĺım
nÑ8 EpXnq � Ep ĺım

nÑ8 Xnq.
Teorema de convergencia dominada
a) Sea X1,X2, . . . una sucesión de variables aleatorias tales que ĺım

nÑ8Xn �
X casi seguramente, y para cada valor de n, |Xn| ¤ Y , para alguna variable
Y con E|Y |   8. Entonces,

ĺım
nÑ8 EpXnq � Ep ĺım

nÑ8 Xnq.
b) Sea tanm : n,m P Nu una colección de números reales tales que ĺımnÑ8 anm
existe para cada m, |anm| ¤ bm, independiente de n, y

°8
m�0

bm   8. En-
tonces,

ĺım
nÑ8 8̧

m�0

anm � 8̧
m�0

ĺım
nÑ8 anm.
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Ecuación de Wald
Sea X1,X2, . . . una sucesión de variables aleatorias independientes con la
misma distribución que X y con esperanza finita. Sea N una variable aleato-
ria con valores en el conjunto t1, 2, . . .u, con esperanza finita e independiente
de la sucesión. Entonces,

Ep Ņ

k�1

Xk q � EpXqEpNq.
Distribución tipo reticular
Se dice que una variable aleatoria discreta X, o su distribución de probabi-
lidad, es de tipo reticular o que es de tipo lattice si P pX � c� ndq ¡ 0, en
donde c y d ¡ 0 son constantes reales y n � �1,�2, . . .
Notación o pequeña
Sean f ptq y gptq dos funciones que se encuentran definidas y son positivas
para valores de t suficientemente grandes. Se dice que f ptq es de orden más
pequeño que gptq cuando tÑ8, y se escribe f ptq � opgptqq cuando tÑ8,
si se cumple

ĺım
tÑ8 f ptq

gptq � 0.

En particular, se escribe f ptq � op1q cuando f ptq converge a cero cuando
t Ñ 8. Se usa la misma notación cuando t tiende a algún valor finito
particular y las funciones se encuentran definidas y son positivas en una
vecindad no trivial alrededor de ese valor. En este texto se usa la notación o

pequeña para establecer el comportamiento de probabilidades dependientes
del tiempo pptq, cuando t se aproxima a cero a través de valores positivos.

Fórmula de Stirling
Para n suficientemente grande,

n! � ?
2π nn�1{2 e�n.

Esperanza condicional
Sea pΩ,F , P q un espacio de probabilidad. Sea X una variable aleatoria con
esperanza finita y sea G una sub σ-álgebra de F . La esperanza condicional
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de X dado G , es una variable aleatoria denotada por EpX |G q, que cumple
las siguientes tres propiedades:

a) Es G -medible.

b) Tiene esperanza finita.

c) Para cualquier evento G en G ,»
G

EpX |G q dP � »
G

X dP.

Es importante enfatizar que la esperanza condicional es una variable aleato-
ria. Usando el teorema de Radon-Nikodym (véase por ejemplo [7]), puede
demostrarse que esta variable aleatoria existe y es única casi seguramente.
Esto significa que si existe otra variable aleatoria con las tres propiedades
anteriores, entonces con probabilidad uno coincide con EpX |G q. Cuando
la σ-álgebra G es generada por una variable aleatoria Y , es decir, cuando
G � σpY q, la esperanza condicional se escribe simplemente como EpX |Y q.
Mencionaremos a continuación algunas propiedades de esta variable aleato-
ria, en estas expresiones se postula de manera impĺıcita que la variable a la
que se le aplica la esperanza condicional es integrable.

1. Si c es constante, entonces Ep c |G q � c.

2. EpX | tH,Ωu q � EpXq.
3. Si A es un evento, entonces Ep1A | tH,Ωu q � P pAq.
4. Si A y B son eventos con 0   P pBq   1, entonces

Ep1A | tH, B,Bc,Ωu q � P pA |Bq 1B � P pA |Bcq 1Bc .

5. Si A es un evento y tB1, . . . , Bnu es una partición de Ω tal que P pBiq ¡
0 para i � 1, . . . , n, entonces

Ep1A |σtB1, . . . , Bnuq � ņ

i�1

P pA |Biq 1Bi
.
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6. Si Y es una variable aleatoria discreta con valores en t0, 1, . . .u, en-
tonces

EpX |Y q � 8̧
n�0

EpX |Y � nq 1pY�nq.
7. EpEpX |G qq � EpXq.
8. |EpX |G q | ¤ Ep |X| |G q. Este es un caso particular de la desigualdad

de Jensen que se enunciará más adelante. En particular, tomando
esperanza se tiene el siguiente resultado.

9. E |EpX |G q| ¤ Ep|X|q.
10. Si c es constante, entonces EpcX � Y |G q � cEpX |G q �EpY |G q.
11. Si X es G -medible, entonces EpX |G q � X c.s.

12. Si X ¥ 0, entonces EpX |G q ¥ 0.

13. Si X ¤ Y , entonces EpX |G q ¤ EpY |G q.
14. Si G1 � G2, entonces

EpEpX |G1q |G2q � EpEpX |G2q |G1q � EpX |G1q.
15. Si X es independiente de G , entonces EpX |G q � EpXq.
16. Si G1 y G2 son independientes, entonces

EpX |σpG1 Y G2qq � EpX |G1q �EpX |G2q �EpXq.
17. Si X es independiente de G2, entonces

EpX |σpG1 Y G2qq � EpX |G1q.
18. Convergencia en media.

Si Xn
mÝÑ X, entonces EpXn |G q mÝÑ EpX |G q.

19. Teorema de convergencia monótona.
Si Xn ¥ 0 y Xn Õ X c.s., entonces EpXn |G q Õ EpX |G q c.s.



313

20. Si XY es integrable y X es G -medible, entonces

EpXY |G q � X EpY |G q.
21. X es independiente de G si, y sólo si, Epf pXq |G q � Epf pXqq para

cualquier función Lebesgue medible f tal que f pXq es integrable.
22. Desigualdad de Jensen.

Si u es convexa y upXq es integrable, entonces
upEpX |G qq ¤ EpupXq |G q.

Funciones directamente Riemann integrables
Sea H : r0,8q Ñ r0,8q una función Borel medible. Sea h ¡ 0, y para cada
n natural defina las funciones

αnphq � ı́nf tHptq : pn� 1qh ¤ t   nh u,
βnphq � sup tHptq : pn� 1qh ¤ t   nh u.

Suponga que las siguientes funciones son absolutamente convergentes

αphq � h

8̧
n�1

αnphq,
βphq � h

8̧
n�1

βnphq,
y que además ĺımhÑ0 αphq � ĺımhÑ0 βphq. Entonces se dice que la función
H es directamente Riemann integrable. Esta condición de integrabilidad es
más fuerte que la integrabilidad usual de Riemann, es decir, toda función
directamente Riemann integrable es Riemann integrable, por ejemplo,

a) Hptq � 1r0,asptq es d. R. integrable.
b) H : r0,8q Ñ r0,8q no creciente y tal que

³8
0
Hptq dt   8, es d. R.

integrable.
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Matemática Mexicana, 2004.

[5] Chung K. L., Markov chains with stationary transition probabil-
ities, Springer, 1960.

[6] Chung K. L. y Williams R. J., Introduction to stochastic inte-
gration, Birkhäuser, 1983.
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ma de Aguascalientes en Probabilidad, Noviembre de 2005.
Aguascalientes, Ags. Editorial Universidad Autónoma de Aguas-
calientes. Eds. Jorge A. León, Jorge E. Maćıas y José Villa. Di-
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rie Textos 2, Sociedad Matemática Mexicana, 1994.
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ergódico para cadenas, 64

Tiempo
— s de estancia, 116, 145
— s de interarribo, 116
— s de paro, 202
de primera visita, 48, 56, 66
de vida restante, 179
medio de recurrencia, 56, 66

Tiempo de paro, 203
Transitoriedad, 50

Variación, 248
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