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Proélogo

El presente texto contiene material basico en temas de procesos estocasticos a nivel
licenciatura. Esta dirigido a estudiantes de las carreras de matematicas, actuaria,
matematicas aplicadas y otras carreras afines. Este trabajo es una versiéon ampliada
de las notas de clase del curso semestral de procesos estocéastico que he impartido
en la Facultad de Ciencias de la UNAM a alumnos de las carreras de actuaria y
matematicas.

Los temas tratados en este texto corresponden a ciertos modelos clasicos de la
teoria de los procesos estocésticos, y a ciertas preguntas o problemas mateméticos
que uno puede plantearse al estudiar tales modelos. El texto inicia con una expli-
cacién del concepto de proceso estocastico y con algunas definiciones y ejemplos
generales de este tipo de modelos. A manera de un acercamiento inicial se presenta
primero una introduccién breve al tema de caminatas aleatorias en una dimension,
y particularmente se analiza el problema de la ruina del jugador. En el segundo
capitulo se estudian cadenas de Markov a tiempo discreto y después se estudia el
mismo tipo de modelo para tiempos continuos, para ello se presenta primero el
proceso de Poisson. Se estudian después los procesos de renovacion, y brevemente
también la teoria de la confiabilidad. Se presenta después una introduccién a la
teoria de martingalas a tiempo discreto, en donde se estudian solo algunos de sus
muchos resultados y aplicaciones. Se incluye ademas una introduccién al movimien-
to Browniano. El texto finaliza con una exposicién compacta y ligera del calculo
estocastico de Ito. El material completo excede lo que regularmente es impartido
en un curso semestral, y una seleccién adecuada de temas sera necesaria. Cada
capitulo contiene material que puede considerarse como introductorio al tema. Al
final de cada uno de ellos se proporcionan algunas referencias para que el lector
pueda precisar o profundizar lo que aqui se presenta.

El texto contiene una coleccién de ejercicios que se han colocado al final de cada
capitulo, y se han numerado de manera consecutiva a lo largo del libro. Se incluyen
también sugerencias o soluciones de algunos de estos ejercicios. A lo largo de la
exposicién el lector encontrara también algunos otros ejemplos y ejercicios, los
cuales son particularmente ttiles para el estudiante autodidacta, o para presentar
en clase si se adopta alguna parte de este texto como material de estudio en algtin
curso.

Este material fue escrito en INTEX, las gréaficas fueron elaboradas usando el excelente
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paquete PSTRICKS, y las fotos fueron tomadas del archivo MacTutor (http://www-
history.mcs.st-and.ac.uk/) de la universidad de St. Andrews en Escocia. La mayor
parte de este trabajo fue elaborado mientras realizaba una estancia sabatica en
la universidad de Nottingham durante el ano 2007, y agradezco sinceramente al
Prof. Belavkin su amable hospitalidad para llevar a cabo este proyecto, y a la
DGAPA-UNAM por el generoso apoyo econémico recibido durante esa agradable
estancia.
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CapriTuLO 1

Introduccion

Considere un sistema que puede caracterizarse por estar en cualquiera de un con-
junto de estados previamente especificado. Suponga que el sistema evoluciona o
cambia de un estado a otro a lo largo del tiempo de acuerdo a una cierta ley de
movimiento, y sea X; el estado del sistema al tiempo ¢. Si se considera que la for-
ma en la que el sistema evoluciona no es determinista, sino provocada por algin
mecanismo azaroso, entonces puede considerarse que X; es una variable aleatoria
para cada valor del indice t. Esta coleccién de variables aleatorias es la definicién
de proceso estocastico, y sirve como modelo para representar la evolucién aleato-
ria de un sistema a lo largo del tiempo. En general, las variables aleatorias que
conforman un proceso no son independientes entre si, sino que estan relacionadas
unas con otras de alguna manera particular. Més precisamente, la definiciéon de
proceso estocdstico toma como base un espacio de probabilidad (2, .%, P) y puede
enunciarse de la siguiente forma.

Definicion. Un proceso estocdstico es una colecciéon de variables aleatorias
{X; : t € T} parametrizada por un conjunto 7', llamado espacio parametral, y
con valores en un conjunto S llamado espacio de estados.

En los casos mas sencillos, y que son los que consideraremos en este texto, se toma
como espacio parametral el conjunto discreto T'= {0,1,2,...}, o bien el conjunto
continuo 7' = [0,00), y estos niimeros se interpretan como tiempos. En el primer
caso se dice que el proceso es a tiempo discreto, y en general este tipo de procesos
se denotard por {X,, : n =0,1,...}, mientras que en el segundo caso el proceso es a
tiempo continuo, y se denotard por {X; : t > 0}. Es decir, seguiremos la convencién



de que si el subindice es n, entonces los tiempos son discretos, y si el subindice es
t, el tiempo se mide de manera continua. Los posibles espacios de estados que
consideraremos son subconjuntos de Z, y un poco mds generalmente tomaremos
como espacio de estados el conjunto de nimeros reales R, aunque en algunos pocos
casos también consideraremos a Z"™ o R™. Naturalmente, espacios mas generales
son posibles, tanto para el espacio parametral como para el espacio de estados. En
particular, para poder hablar de variables aleatorias con valores en el espacio de
estados S, es necesario asociar a este conjunto una o-algebra. Considerando que S
es un subconjunto de R, puede tomarse la o-algebra de Borel de R restringida a
S, es decir, SN A(R).

Un proceso estocéastico puede con-

siderarse como una funcién de dos Xi(w)
variables X : T x Q@ — S tal
que a la pareja (t,w) se le asocia
el estado X (t,w), lo cual también
puede escribirse como X;(w). Pa-
ra cada valor de t en T', el mapeo
w +— X;(w) es una variable aleato-
ria, mientras que para cada w en €2
fijo, la funcién t — X;(w) es llama-
da una trayectoria o realizacion del
proceso. Es decir, a cada w del es-
pacio muestral le corresponde una
trayectoria del proceso. Es por ello
que a veces se define un proceso es-
tocastico como una funcion aleatoria. Una de tales trayectorias tipicas que ademas
cuenta con la propiedad de ser continua se muestra en la Figura 1.1, y corres-
ponde a una trayectoria de un movimiento Browniano, proceso que definiremos y
estudiaremos més adelante.

Espacio de estados

Espacio parametral

Figura 1.1:

Si A es un conjunto de estados, el evento (X, € A) corresponde a la situacién en
donde al tiempo ¢t el proceso toma algtn valor dentro del conjunto A. En particular,
(Xt = x) es el evento en donde al tiempo t el proceso se encuentra en el estado .

Los diferentes tipos de procesos estocasticos se obtienen al considerar las distintas
posibilidades para: el espacio parametral, el espacio de estados, las caracteristi-
cas de las trayectorias, y principalmente las relaciones de dependencia entre las
variables aleatorias que conforman el proceso. Los siguientes son algunos ejem-
plos generales de procesos estocasticos. Estos son procesos que cumplen una cierta
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propiedad particular, no necesariamente excluyentes unas de otras. A lo largo del
texto estudiaremos y especificaremos con mayor detalle algunos de estos tipos de
procesos.

Proceso de ensayos independientes. El proceso a tiempo discreto {X,, : n =
0,1,...} puede estar constituido por variables aleatorias independientes. Este mo-
delo representa una sucesién de ensayos independientes de un mismo experimento
aleatorio, por ejemplo, lanzar un dado o una moneda repetidas veces. El resultado
u observacién del proceso en un momento cualquiera es, por lo tanto, independiente
de cualquier otra observacién pasada o futura del proceso.

Procesos de Markov. Estos tipos de procesos son importantes y son modelos en
donde, suponiendo conocido el estado presente del sistema, los estados anteriores no
tienen influencia en los estados futuros del sistema. Esta condicién se llama propie-
dad de Markovy puede expresarse de la siguiente forma: Para cualesquiera estados
X0, T1, ..., Tn—1 (pasado), z, (presente), z,41 (futuro), se cumple la igualdad

P(Xn—i-l = Tp+1 |X0 =T, -.- ,Xn = ,Tn) = P(Xn—i-l = Tp+1 |Xn = ,Tn)

De esta forma la probabilidad del evento futuro (X,, = z,,) sélo depende el even-
to (X,—1 = x,—1), mientras que la informacién correspondiente al evento pasado
(Xo = 20,...,Xn—2 = x,—2) es irrelevante. Los procesos de Markov han sido es-
tudiados extensamente y existe un gran numero de sistemas que surgen en muy
diversas disciplinas del conocimiento para los cuales el modelo de proceso estocésti-
co y la propiedad de Markov son razonables. En particular, los sistemas dindmicos
deterministas dados por una ecuacion diferencial pueden considerarse procesos de
Markov pues su evolucion futura queda determinada por la posicién inicial del
sistema y una ley de movimiento especificada.

Procesos con incrementos independientes. Se dice que un proceso {X; : t >
0} tiene incrementos independientes si para cualesquiera tiempos 0 < ¢ < to <
- < ty, las variables Xy, , Xy, — X4y, ..., Xy, — X3 son independientes.

n—1

Procesos estacionarios. Se dice que un proceso {X; : t > 0} es estacionario (en el
sentido estricto) si para cualesquiera tiempos t1,...,t,, la distribucién del vector
(Xty,-.-,X¢,) es la misma que la del vector (X4, 4p,..., X, +n) para cualquier
valor de h > 0. En particular, la distribucién de X, es la misma que la de Xyyp
para cualquier h > 0, y entonces esta distribucién es la misma para cualquier valor
de t.

Procesos con incrementos estacionarios. Se dice que un proceso {X; : t > 0}



tiene incrementos estacionarios si para cualesquiera tiempos s < t, y para cualquier
h > 0, las variables Xyyp — Xs4p v Xt — X tienen la misma distribucién de
probabilidad. Es decir, el incremento que sufre el proceso entre los tiempos s y ¢
s6lo depende de estos tiempos a través de la diferencia t — s, y no de los valores
especificos de s y t.

Martingalas. Una martingala a tiempo discreto es, en términos generales, un
proceso {X,, : n=0,1,...} que cumple la condicién

E(Xn+1|X0:I0,...,Xn:In):In. (11)

En palabras, esta igualdad significa que el estado promedio del proceso al tiempo
futuro n + 1 es el valor del proceso en su ultimo momento observado, es decir, z,,.
Esto es, se trata de una ley de movimiento aleatorio que es equilibrada pues en
promedio el sistema no se mueve del 1ltimo momento observado. A estos procesos
también se les conoce como procesos de juegos justos pues si se considera una
sucesion infinita de apuestas sucesivas y si X,, denota el capital de uno de los
jugadores al tiempo n, entonces la propiedad de martingala (1.1) establece que el
juego es justo pues en promedio el jugador no pierde ni gana en cada apuesta.

Procesos de Leévy. Se dice que un proceso a tiempo continuo {X; : ¢ > 0} es
un proceso de Levy si sus incrementos son independientes y estacionarios. Mas
adelante veremos que tanto el proceso de Poisson como el movimiento Browniano
son ejemplos de este tipo de procesos.

Procesos Gausianos. Se dice que un proceso a tiempo continuo {X; : ¢ > 0} es
un proceso Gausiano si para cualesquiera coleccién finita de tiempos t1,...,t,, €l
vector (X¢,, ..., X, ) tiene distribucién normal o Gausiana. Nuevamente, el movi-
miento Browniano es un ejemplo de este tipo de procesos.

El objetivo del presente texto es el de proporcionar una introduccién a algunos
resultados elementales sobre ciertos tipos de procesos estocésticos.

Ejercicio. Demuestre que todo proceso a tiempo discreto {X,, : n» = 0,1,...} con
incrementos independientes es un proceso de Markov. Este resultado no es valido
para procesos a tiempo continuo. .



CAPITULO 2

Caminatas aleatorias

En este capitulo se presenta una introduccion breve al tema de caminatas aleatorias
en una dimensién. Encontraremos la distribucién de probabilidad de la posicién de
una particula que efectiia una caminata aleatoria en Z, y la probabilidad de retorno
a la posicién de origen. Se plantea y resuelve después el problema de la ruina del
jugador, y se analizan algunos aspectos de la solucion.

2.1. Caminatas aleatorias

Una caminata aleatoria simple sobre el conjunto de nimeros enteros Z es un proceso
estocdstico a tiempo discreto {X,, : n = 0,1,...} que evoluciona como se muestra
en la Figura 2.1.

Es decir, iniciando en el estado 0, al si- q D

guiente tiempo el proceso puede pasar al Y

estado +1 con probabilidad p, o al estado - - - - -
—1 con probabilidad ¢, en donde p+q = 1. -2 -1 0 +1 o +2
Se usa la misma regla para los siguientes

tiempos, es decir, pasa al estado de la de- Figura 2.1:

recha con probabilidad p, o al estado de la

izquierda con probabilidad ¢. El valor de X, es el estado del proceso al tiempo n.
Este proceso cambia de un estado a otro en dos tiempos consecutivos de acuerdo
a las probabilidades de transicion que se muestran en la Figura 2.1, validas para
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cualquier n > 0, y para cualesquiera enteros ¢ y j. Estas probabilidades se pueden
escribir de la forma siguiente

p sij=1i+1,
PXpp1=j|Xn=1)= q sij=1i-—1,
0 otro caso.

Dado que estas probabilidades no dependen de n, se dice que son homogéneas en
el tiempo, es decir, son las mismas para cualquier valor de n. A partir de estas
consideraciones, es intuitivamente claro que este proceso cumple la propiedad de
Markov, es decir, el estado futuro del proceso depende tnicamente del estado pre-
sente y no de los estados previamente visitados. Una posible trayectoria de este
proceso se muestra en la Figura 2.2.

Una caminata aleatoria puede también de-
finirse de la forma siguiente: Sea &1, &o, . . .
una sucesion de variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas.
Por la idéntica distribucién denotaremos a
cualquiera de ellas mediante la letra & sin
subindice. Supondremos que P(§ = +1) =
py P(§ = —1) = q, en donde, como antes,
p+ q = 1. Entonces para n > 1 se define

X,=Xo+ &+ +&,. Figura 2.2:

Sin pérdida de generalidad supondremos que Xy = 0. Nos interesa encontrar al-
gunas propiedades de la variable X,,, y de su comportamiento como funcién de n.
Por ejemplo, a partir de la expresiéon anterior, es inmediato encontrar su esperanza
y varianza.

Proposicion. Para cualquier entero n > 0,
1. E(Xn) =n(p - q).
2. Var(X,,) = 4npq.

Demostracion. Para la esperanza tenemos que E(X,) = > | E(§) = nE() =
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n(p — q). Por otro lado, como E(£2) = p+q =1y E() = p — q, se tiene que
Var(§) = 1 — (p — q)* = 4pg. Por lo tanto Var(X,) = >, Var() = n'Var(§) =
4dnpq. O

Analicemos estas dos primeras férmulas. Si p > ¢, es decir, si la caminata toma
pasos a la derecha con mayor probabilidad, entonces el estado promedio después
de n pasos es un numero positivo, es decir, su comportamiento promedio es tender
hacia la derecha, lo cual es intuitivamente claro. Analogamente, si p < q, entonces
el estado final promedio de la caminata después de n pasos es un numero negativo,
es decir, en promedio la caminata tiende a moverse hacia la izquierda. En ambos
casos la varianza crece conforme el ntimero de pasos n crece, eso indica que mientras
mayor es el nimero de pasos que se dan, mayor es la incertidumbre acerca de la
posicién final del proceso. Cuando p # ¢ se dice que la caminata es asimétrica.
Cuando p = ¢ = 1/2 se dice que la caminata es simétrica, y en promedio el proceso
se queda en su estado inicial pues E(X,) = 0, sin embargo para tal valor de p la
varianza es Var(X,,) = n, y es sencillo demostrar que ese valor es el maximo de la
expresion 4npq, para p € (0,1).

Ejercicio. Demuestre que la funcién generadora de momentos de la variable X,
es M(t) = E(e") = (pe! + ge~*)™. A partir de esta expresién encuentre nueva-
mente la esperanza y varianza de X,. .

Probabilidades de transicién. Como hemos supuesto que la caminata inicia en
cero, es intuitivamente claro que después de efectuar un nimero par de pasos la
cadena sélo puede terminar en una posicién par, y si se efectiian un niimero impar
de pasos la posicién final sélo puede ser un nimero impar. Ademads, es claro que
después de efectuar n pasos, la caminata sélo puede llegar a una distancia maxima
de n unidades, a la izquierda o a la derecha. Teniendo esto en mente, en el siguiente
resultado se presenta la distribucién de probabilidad de la variable X,,.

Proposicion. Para cualesquiera niimeros enteros x y n tales que —n < x < n,
y para el caso cuando z y n son ambos pares o ambos impares,

n 1 1
P(X,=x|X,=0)= 7(n+2) o (n=—2) 2.1
(=l Xo=0)= (4,7, 1) 22*a 2.1)

Para valores de « y n que no cumplen las condiciones indicadas la probabilidad
en cuestién vale cero.
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Demostracion. Suponga que se observa la posicion de la caminata después de efec-
tuar n pasos. Sean R, y L, el nimero de pasos realizados hacia la derecha y hacia
la izquierda, respectivamente. Entonces X,, = R, — L,,, y ademas n = R, + L,,.
Sumando estas dos ecuaciones y substituyendo la expresiéon X,, = > I | & se ob-
tiene

1 1
Rn: X,) ~(1+¢
(n + E: 5 +&).

Esta ecuacion es la identidad clave para obtener el resultado buscado. Observe
que esta formula arroja un valor entero para R, cuando n y X, son ambos pares
o ambos impares. Como las variables independientes &; toman los valores +1 y
—1 con probabilidades p y ¢ respectivamente, entonces las variables independientes
%(1 +¢;) toman los valores 1 y 0 con probabilidades p y ¢. Esto lleva a la conclusién
de que la variable R,, tiene distribucién binomial(n, p). Por lo tanto, para cualquier
valor de z que cumpla las condiciones enunciadas se tiene que

1
5(”‘“5))

_ n (n+zx) i (n—z)
= 2 2 .
< b(n+ ) > S

O

En particular, cuando la caminata es simétrica, es decir, cuando p = 1/2, y con las
mismas restricciones para n y x (—n < x < n, ambos pares o ambos impares) se
tiene la expresién

P(Xn:x|X0:O):(%(n )i. (2.2)

n+x) /) 2"

Esta formula puede también justificarse mediante argumentos de andlisis combina-
torio de la siguiente forma: En total hay 2" posibles trayectorias que la caminata
puede seguir al efectuar n pasos, todas ellas con la misma probabilidad de ocurrir
debido a la simetria. Ahora, ;Cudntas de estas trayectorias terminan en x > 0, por
ejemplo? Como se ha argumentado antes, el nimero de pasos a la derecha debe
ser —(n + z), y el ntimero de trayectorias que cumplen la condicién es el nimero
de formas en que los (n + x) pasos a la derecha pueden escogerse de los n pasos

2
totales. La respuesta es entonces el cociente que aparece en (2.2).
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Ejercicio. Demuestre nuevamente la identidad (2.1) analizando ahora la variable
L,,, es decir, demuestre primero las igualdades L, = (n—X,,)/2 =1 | (1-&)/2.
Concluya que L,, tiene distribucién binomial(n, ¢). A partir de aqui obtenga (2.1). .

Ejercicio. Demuestre que la probabilidad (2.1) es una funcién simétrica de x
si, y sélo si, la caminata es simétrica. .

La férmula (2.1) puede extenderse facilmente al caso general de pasar de un estado
cualquiera y a otro estado = en n pasos.

Proposicion. Si los nimeros n y x — y son ambos pares o ambos impares,
entonces para —n <z —y <n,

n 1 1
P(X,=3|Xo=y)= ( >pz<"+w—y> gzt 2.3

Para valores de x — y y n que no cumplen las condiciones indicadas la proba-
bilidad en cuestién vale cero.

Demostracion. Tenemos como hipdtesis que Xy = y. Consideremos el proceso Z,, =
X, — y. Entonces {Z,} es ahora una caminata aleatoria que inicia en cero como
en el caso antes demostrado. El resultado enunciado se obtiene de la identidad
PX,=z|Xo=y)=P(Z,=x—y|Z,=0). O

Probabilidad de regreso a la posicién de origen. Nos plantearemos ahora el
problema de encontrar la probabilidad de que una caminata aleatoria que inicia
en el origen, regrese eventualmente al punto de partida. Demostraremos que en el
caso asimétrico, p # 1/2, la probabilidad de tal evento es menor que uno, es decir,
no es seguro que ello ocurra, pero en el caso simétrico, p = 1/2, se cumple que con
probabilidad uno la caminata regresa eventualmente al origen. Para el tltimo caso
demostraremos ademas que el ntimero de pasos promedio para regresar al origen
es, sin embargo, infinito. La demostracién es un tanto técnica y hace uso de las
funciones generadoras de probabilidad. Dado que este capitulo es introductorio, tal
vez sea mejor recomendar al lector, cuando se trate de una primera lectura, omitir
los detalles de esta demostracién.
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Proposicién. Para una caminata aleatoria sobre Z, la probabilidad de un
eventual regreso al punto de partida es

. 1 sip=gq,
1—|p—q|—{ <1 sip#q.

Es decir, solo en el caso simétrico, p = ¢, se tiene la certeza de un eventual
retorno, sin embargo el tiempo promedio de regreso en tal caso es infinito.

Demostracion. Para demostrar estas afirmaciones utilizaremos los siguientes ele-
mentos:

a) Para cada n > 0 denotaremos por p, a la probabilidad de que la caminata se
encuentre en el estado 0 al tiempo n, es decir, p, = P(X,, = 0| Xy = 0). Esta
probabilidad es distinta de cero sélo cuando n es un nimero par. Naturalmente
po = 1. Denotaremos también por fj a la probabilidad de que la caminata visite
el estado 0 por primera vez en el paso k > 0. El uso de la letra f proviene el
término en Inglés first. Por conveniencia se define fo = 0. Observe que en términos
de las probabilidades fx, la probabilidad de que la caminata regrese eventualmente
al origen es Y, fi- Esta serie es convergente pues se trata de la suma de proba-
bilidades de eventos disjuntos, y por lo tanto a lo sumo vale uno. Demostraremos
que en el caso simétrico la suma vale uno. Recordemos nuevamente que los valores
de fi son estrictamente positivos sélo para valores pares de k distintos de cero.

b) No es dificil comprobar que se cumple la siguiente igualdad
k=0

En esta expresion simplemente se descompone la probabilidad de regreso al origen,
Pn, en las distintas posibilidades en donde se efectia el primer regreso al origen.
Este primero regreso puede darse en el paso 1, o en el paso 2, ..., o en el ultimo
momento, el paso n. Después de efectuado el primer regreso se multiplica por la
probabilidad de regresar al origen en el nimero de pasos restantes. Observe que el
primer sumando es cero. Esta formula serd demostrada mas adelante en el contexto
de las cadenas de Markov, véase la férmula (3.2) en la pagina 44. Usaremos (2.4)
para encontrar la funcién generadora de probabilidad de la colecciéon de ntmeros
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fo, f1, f2, ..., es decir, encontraremos

Gt)=>_ futh.
k=0

Multiplicando (2.4) por ", sumando y cambiando el orden de las sumas se obtiene

0o 00 n
D pat" = ) (Q fern-i)t"
n=1 n=1 k=0
0o 00
= S fepest”
k=0 n=k

o0 o0
= Z frt? Z Prit" "
k=0 n=~k
o0
= G(t) Y pat"
n=0

Por lo tanto

(Z pnt") —1=G(1) Z pnt™. (2.5)
n=0 n=0

Para encontrar G(t) se necesita encontrar una expresién para la suma que aparece
en la ultima ecuacién, y que no es otra cosa sino el funciéon generadora de los
nimeros po, p1, P2, - . .- Haremos esto a continuacién.

c¢) Para el andlisis que sigue necesitamos recordar que para cualquier nimero real
a y para cualquier entero n, se tiene el coeficiente binomial

(a)za(a—l)---(a—(n—l))' 2.6)

n n!

Observe que en el numerador hay n factores. Este niimero es una generalizacion
del coeficiente binomial usual y aparece en la siguiente expansion binomial infinita

vélida para |t| < 1,
= [a
1+ = t". 2.7
=3 (1) (2.7

n=0
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En particular y como una aplicacién de (2.6) se tiene que

(

2n
n

)

2n(2n—1)(2n —2)---3-2-1

n!n!
2"nl(2n—1)2n—3)---5-3-1

n!n!
22" 2n—1. 2n—3 5 3.1
LA D0
AL 1 3 5 3 1

(1) (4 )+ 5) e (5) (= 5)(—5)

2

()

2 2 2
(2.8)

d) Usando (2.7) y (2.8) podemos ahora encontrar una expresién cerrada para la
funcién generadora de la colecciéon de ntmeros pg, p1, P2, - - -

o0
> pat”
n=0

n=0

= i (—4)" <_2/2> Pt

n=0

= ,i <_1L/2> (—4pgt®)"

= (1—dpgt*) "2

e) Substituyendo (2.9) en (2.5) se llega a la igualdad

(1—4pgt?)~/* =1

= G(t) (1 —4pqgt®)~

De donde se obtiene finalmente

G(t) =1 — (1 — 4pqt®)V/2.

12

(2.10)

Usando esta expresién podemos ahora calcular la probabilidad de un eventual re-
greso al estado inicial. En efecto, por el lema de Abel,

= 1i = — — 1/2: — —
;fn tlqu(t) 1 —(1—4pq) 1—|p—ql
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En el caso asimétrico, p # 1/2, esta cantidad es estrictamente menor a uno y
por lo tanto no hay seguridad de que la caminata sea capaz de regresar al origen.
En cambio, en el caso simétrico, p = 1/2, esta cantidad vale uno, es decir, con
probabilidad uno la cadena aleatoria simétrica regresa eventualmente a su posicién
de origen. Ademads, el tiempo promedio de regreso se obtiene derivando la funcién
generadora G(t) = 1 — (1 — t2)1/2, es decir,

O

Puede considerarse también el caso de una caminata en donde sea posible permane-
cer en el mismo estado después de una unidad de tiempo. Esta situacion se ilustra
en la Figura 2.3(a), en donde p, ¢ y r son probabilidades tales que p+ g + r = 1.
También pueden considerarse caminatas aleatorias en Z? como la que se muestra
en la Figura 2.3(b), en donde p + ¢ + 7 + s = 1, 0 més generalmente en Z" o
cualquier otro conjunto reticulado.

1
r
() i
TN T //
-1 0 1 -1 \?1/> 1
s
-1

Figura 2.3:

En el siguiente capitulo se estudiaran algunas otras propiedades de las caminatas
aleatorias en el contexto de las cadenas de Markov.
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2.2. El problema del jugador

En esta seccién consideraremos un ejemplo particular de una caminata aleatoria
puesta en el contexto de un juego de apuestas.

Planteamiento del problema. Suponga que un jugador A apuesta sucesivamente
una unidad monetaria a un jugador B. Inicialmente el jugador A tiene k unidades,
y B tiene N — k unidades, es decir, el capital conjunto entre los dos jugadores es
de N unidades monetarias. En cada apuesta el jugador A tiene probabilidad de
ganar p, y probabilidad de perder ¢ = 1 — p, se asume ademaés que no hay empates.
Sea X, la fortuna del jugador A al tiempo n. Entonces {X,, : n =0,1,...} es una
caminata aleatoria que inicia en el estado k y eventualmente puede terminar en el
estado 0 cuando el jugador A ha perdido todo su capital, o bien puede terminar en
el estado N que corresponde a la situacién en donde el jugador A ha ganado todo
el capital.

Este proceso es entonces una ca-
minata aleatoria sobre el conjunto ,; |
{0,1,...,N}, en donde los estados 0
y N son absorbentes, pues una vez que
la cadena llega a alguno de ellos, jamas
lo abandona. Una posible trayectoria
cuando la caminata se absorbe en el
estado 0 se muestra en la Figura 2.4.

k

Una de las preguntas que resolvere- Figura 2.4:

mos para esta caminata es la siguiente:

;Cual es la probabilidad de que even-

tualmente el jugador A se arruine? Es

decir, ;Cudl es la probabilidad de que la caminata se absorba en el estado 0 y no
en el estado N, u oscile entre estos dos estados? Este problema se conoce como
el problema de la ruina del jugador, y encontraremos a continuacién su solucién.
Usando probabilidad condicional es posible transformar este problema en resolver
una ecuacion en diferencias.

Solucién al problema. Sea 7 es el primer momento en el que la caminata visita
alguno de los dos estados absorbentes, es decir, 7 = min{n > 0: X,, =06 X,, =
N}. Puede demostrarse que esta variable aleatoria is finita casi seguramente. La
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pregunta planteada se traduce en encontrar la probabilidad
up = P(X; =0| Xo = k).
Por el teorema de probabilidad total se obtiene la ecuacién en diferencias
Uk = PURL1 + GUE_1, (2.11)

véalida para k£ = 1,2,..., N — 1. La interpretacién intuitiva de esta identidad es
sencilla: A partir del estado k se busca la probabilidad de ruina analizando lo que
sucede en la siguiente apuesta. Se tienen dos casos. El jugador gana con probabili-
dad p y ahora se busca la probabilidad de ruina a partir del estado £+ 1, o bien el
jugador pierde con probabilidad q y se busca la probabilidad de ruina ahora a partir
del estado k£ — 1. Las condiciones de frontera son ug = 1 y uy = 0. Esta ecuacién es
una ecuacién en diferencias, lineal, de segundo orden y homogénea. Puede encon-
trarse su solucién de la siguiente forma: Multiplicando el lado izquierdo de (2.11)
por (p+ q) y agrupando términos se llega a la expresién equivalente

U1 — uk = (q/p) (ur — up—1). (2.12)

Resolviendo iterativamente, las primeras k — 1 ecuaciones se escriben de la forma
siguiente

uy —ur = (q/p)(ur —1)
us—uz = (q/p)*(uyx —1)
up —up—1 = (g¢/p)* ! (ur — 1)

Hemos usado aqui la condicién de frontera ug = 1. Conviene ahora definir S, =
1+ (g¢/p) + -+ (g/p)* pues al sumar las k — 1 ecuaciones anteriores se obtiene
ug —uy = (Sk—1 — 1) (ug — 1). O bien

up =14+ Sk_1 (u1 — 1) (213)

De manera andloga pero ahora sumando todas las ecuaciones de (2.12) se obtiene
uy =1+ Sy_1(u; — 1). Usando la segunda condicién de frontera uy = 0 se llega
au; —1=—1/Sy_1. Substituyendo en (2.13) y simplificando se llega a la solucién

Sk
Sn-1

uk=1
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Es necesario ahora distinguir los siguientes dos casos:

k+1 sip=gq,

S =1+ (q/p)+---+ (q/p)k = 1—(¢/p)**! sip#q
1—(q/p) |

Por lo tanto

(N — k)/N si p=1/2,
up, = F_(a/p)N (2.14)
g —(q/lp)_ (q/(l()l)/]]\?) si p#1/2.

En la Figura 2.5 se muestra la grafica de la probabilidad u; como funcién del
parametro k para varios valores de p y con N = 50. En el caso simétrico la solucién
es la linea recta que une la probabilidad uno con la probabilidad cero. Naturalmente
la probabilidad de ruina decrece cuando el capital inicial £ aumenta. En la secciéon
de ejercicios se sugiere otra forma de resolver la ecuacién en diferencias (2.11).

Uk

p=0.65 -\
p=0.8
p=099 -

10 20 30 40 50

Figura 2.5:

Analisis de la solucién. Es interesante analizar la férmula (2.14) en sus varios
aspectos. Por ejemplo, para el caso simétrico p = 1/2, es decir, cuando el juego
es justo, la probabilidad de ruina es muy cercana a 1 cuando k£ es muy pequeno
comparado con N. Esto sugiere que no conviene jugar esta serie de apuestas contra
adversarios demasiado ricos, aun cuando el juego sea justo. Es también un tanto
inesperado observar que la probabilidad u; es muy sensible a los valores de p
cercanos a 1/2. Esto puede apreciarse en la Figura 2.6. Cuando p es distante de
1/2 la probabilidad wy es casi constante, pero para valores de p cercanos a 1/2
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la probabilidad cambia rapidamente de un extremo a otro. Estas graficas fueron
elaboradas tomando N = 50.

Uk Uk Uk

0.5

Figura 2.6:

Ejercicio. (Probabilidad de ruina del otro jugador). Si el juego se considera
desde el punto de vista del jugador B, entonces se trata de la misma caminata
aleatoria sélo que ahora el capital inicial es N —k y la probabilidad de ganar en cada
apuesta es ¢. Substituya estos pardmetros en la solucién (2.14) y compruebe que la
probabilidad de ruina del jugador B, denotada por vy_g, es la que aparece abajo.
Verifique ademas que urp+vn_x = 1, es decir, la probabilidad de que eventualmente
el juego termine con la ruina de alguno de los jugadores es uno.

k/N si ¢q=1/2,
UN—k = kE_

Numero esperado de apuestas antes de la ruina. Hemos comprobado en el
ejercicio anterior que con probabilidad uno ocurre que eventualmente alguno de los
dos jugadores se arruina. Es natural entonces plantearse el problema de encontrar
el tiempo promedio que transcurre antes de observar la eventual ruina de alguna
de las partes. Este ntimero de apuestas promedio antes de la ruina puede encon-
trarse explicitamente, y el método que usaremos para encontrarlo es nuevamente
el planteamiento de una ecuacién en diferencias que resolveremos del modo mos-
trado antes. Sea entonces my el nimero esperado de apuesta antes de que termine
el juego, en donde el jugador A tiene un capital inicial de k unidades, y B tiene
N — k.
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Proposicion. El niimero esperado de apuestas antes de la ruina es
k(N —k) sip=gq,

k= %(k_NLW) sip#q.
q—p

Demostracion. Condicionando sobre el resultado de la primera apuesta se obtiene
que my, satisface la ecuacion

my =1+pmes1 +qgmp_1,

valida para k = 1,2,..., N — 1. Esta es una ecuacién en diferencias, de segundo
orden, lineal y no homogénea. Las condiciones de frontera son ahora mg = 0y
mpy = 0. Substituyendo (p+ q)my por my y agrupando términos convenientemente
la ecuacion anterior puede reescribirse del siguiente modo

q 1
Mi+4+1 — Mg = E(mk — mk_l) — 5 (2.15)

Recordando la notacién S, = 1+ (¢/p) + - -+ + (¢/p)*, y substituyendo iterativa-
mente, las primeras k — 1 ecuaciones son

1
mo—mi = (q/p)mi— — So,
P
9 1
ms—me = (q/p)°mi— ];Sl,
_ 1
my —mi—1 = (q/p)Ftmy— 55/@—2-

Aqui se ha hecho uso de la condicién de frontera my = 0. Sumando todas estas
ecuaciones se obtiene

k—2
1
mr —1Mmp = ml(Sk,1 — 1) - — ZSZ
p i=0
Es decir,
1 k—2
mp = mq Sk—l - = Si. 2.16
2> 216

=0
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En particular, sumando todas las ecuaciones de (2.15) se obtiene

] N2
my = mq SN,1 - - Z SZ
e
Ahora se hace uso de la condicién my = 0, y se obtiene

k—2

SN-1P =

Substituyendo en (2.16),

my = k=1 L S _1 > S (2.17)

Nuevamente se deben distinguir los siguientes dos casos:

k+1 sip=gq,

Se=1+(q¢/p)+ -+ (¢/p)k = 1—(¢/p)**! sip#q
1—(q/p) |

Substituyendo en (2.17) y simplificando, después de algunos cdlculos se llega a la
respuesta enunciada. O

La forma en la que mj cambia al va- my

riar el pardmetro k£ se muestra en la 625 + - i et
Figura 2.7 cuando N = 50. La du- p=05 :
racién méxima promedio del juego se :
obtiene cuando el juego es justo, p =
1/2, y ambos jugadores tienen el mis-

mo capital inicial, es decir, k = N/2. p=01 p=09

Esto arroja un promedio méaximo de t —t + } k
(N/2)(N — N/2) = (N/2)? apuestas 1020 30 40 50
antes del fin del juego. En el caso ilus- Figura 2.7:

trado, la duracién maxima promedio
del juego es de (50/2)% = 625 apues-
tas.

Ejercicio. Demuestre que la duracién promedio del juego es siempre menor o
igual a (N/2)2, es decir, para cada k = 1,..., N, se cumple que m;, < (N/2)?,
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tanto en el caso simétrico como no simétrico. .

Notas y referencias. El tema de caminatas aleatorias puede ser encontrado en la
mayoria de los textos sobre procesos estocdsticos, ya sea de una manera explicita o
como un ejemplo importante de cadena de Markov. En particular el libro de Jones
y Smith [17], y el de Basu [1] contienen un capitulo completo sobre el tema. Como
lectura méds avanzada véase el texto de Resnick [28], y el de Spitzer [34].
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Ejercicios
Caminatas aleatorias

1. Demuestre que una caminata aleatoria simple sobre Z cumple la propiedad de
Markov, es decir, demuestre que para cualesquiera enteros g, 1, ..., Tnt1,

P(Xpi1 =xp1| Xo=20,...,Xn =2n) = P(Xng1 = Tng1 | X = 2n).

2. Para una caminata aleatoria simple {X,,} sobre Z demuestre que

PXpp1=2)=pPXp,=2—-1)+qP(X,=2z+1).

3. Una particula realiza una caminata aleatoria simétrica sobre Z empezando en
cero. Encuentre la probabilidad de que la particula se encuentre nuevamente
en el origen en el sexto paso.

4. Una particula realiza una caminata aleatoria simétrica sobre Z empezando
en cero. ;Cudl es la probabilidad de que la particula regrese al estado cero
por primera vez en el sexto paso?

5. Considere una caminata aleatoria simple sobre Z que empieza en cero y tal
que la probabilidad de pasar al estado de la derecha es p y la probabilidad
de pasar al estado de la izquierda es ¢ = 1 — p. Sea 7, el primer momento en
el que la caminata visita el estado n > 1. Usuando andlisis del primer paso
(condicionando sobre si primer paso se efectia a la izquierda o a la derecha)
demuestre que

"osip<1/2,
P <°°):{ gp/q) si];; 1?2.

En particular, la probabilidad de que la caminata se mantenga siempre en
el conjunto {...,—1,0,1,...,n—1} es 1 — (p/q)™ en el caso p < 1/2, y con
probabilidad uno llegard al estado n en el caso p > 1/2. Generalice la férmula
anterior en el caso cuando el estado inicial es m, menor o mayor a n.

6. Un algoritmo aleatorio de bisqueda del estado cero opera del siguiente mo-
do: si se encuentra en el estado k en algiin momento, entonces el estado del
algoritmo al siguiente paso es aleatorio con distribucién uniforme en el con-
junto {0,1,...,k — 1}. Encuentre el ntimero esperado de pasos en los que el
algoritmo alcanza el estado cero cuando inicia en el estado k.
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El problema de la ruina del jugador

7. Siguiendo la notacién usada en el problema de la ruina del jugador, demuestre
la validez de la ecuacion uy = pug+1 + qug—1, parak=1,2,..., N — 1.

8. Para resolver el problema del jugador se requiere resolver la ecuaciéon en dife-
rencias up = pug4+1 + qug—1. Resuelva nuevamente esta ecuacion siguiendo
los siguientes pasos [18]:

a)

b)

Proponga la solucién uj = am”®, con a y m constantes distintas de cero,

y que encontraremos a continuacién.

Substituya la solucién propuesta en la ecuacién en diferencias y encuen-
tre la ecuacién cuadratica pm? —m + ¢ = 0. Esta ecuacién se conoce
como la ecuacién caracteristica de la ecuacion en diferencias.

Suponiendo el caso p # ¢, esta ecuacién cuadrética tiene dos soluciones
distintas: m; = 1 y ma = ¢/p. Dada la linealidad de la ecuacién en
diferencias, la solucién general puede escribirse como wuy = a;my +
azmh = a1 + az (¢/p)".

Use las condiciones de frontera ug = 1 y uyy = 0 para encontrar los va-
lores de las constantes a; y aa, y obtener nuevamente la solucién (2.14).

Cuando p = ¢ la ecuacion caracteristica tiene una unica raiz: m; = 1.
Como segundo valor para m se propone k veces el valor de la primera
solucién, es decir, ms = k. Proceda como en el inciso anterior para
encontrar (2.14) en este caso.

9. Siguiendo la notacién usada para encontrar el nimero esperado de apuestas
antes de la ruina en el problema del jugador, demuestre la igualdad my =
1+pmygs1 +gmi—1, parak=1,2,..., N — 1.

10.

Considere el problema de la ruina del jugador permitiendo ahora que existan
empates en cada una de las apuestas. Las probabilidades de ganar, perder o
empatar para el jugador A son p, q y r, respectivamente, con p+q+r = 1. De-
muestre que la probabilidad de ruina para el jugador A sigue siendo la misma
expresion (2.14). Es decir, la posibilidad de empate en cada apuesta extiende
posiblemente la duracién del juego pero no modifica las probabilidades de
ruina.
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Cadenas de Markov

Las cadenas de Markov fueron introducidas por el ma-
temédtico ruso Andrey Markov alrededor de 1905. Su in-
tencién era crear un modelo probabilistico para analizar
la frecuencia con la que aparecen las vocales en poemas y
textos literarios. El éxito del modelo propuesto por Mar-
kov radica en que es lo suficientemente complejo como
para describir ciertas caracteristicas no triviales de algu-
nos sistemas, pero al mismo tiempo es lo suficientemente
sencillo para ser analizado matematicamente. Las cade-
nas de Markov pueden aplicarse a una amplia gama de
fenémenos cientificos y sociales, y se cuenta con una teoria Andrey Markov
matematica extensa al respecto. En este capitulo presen- (Rusia 1856-1922)
taremos una introduccién a algunos aspectos basicos de

este modelo.

3.1. Propiedad de Markov

Vamos a considerar procesos estocdsticos a tiempo discreto {X,} que cumplen la
propiedad de Markov. Para describir a esta propiedad y varias de sus condiciones
equivalentes de una manera simple, a la probabilidad P(X,, = z,) se le escri-
bird como p(x,, ), es decir, el subindice indica también la variable a la que se hace
referencia. El significado de la probabilidad condicional p(a,11 |2, ) es andlogo.

23
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Definicion. Una cadena de Markov es un proceso estocastico a tiempo discreto
{X, :n=0,1,...}, con espacio de estados discreto, y que satisface la propiedad
de Markov, esto es, para cualquier entero n > 0, y para cualesquiera estados
ZQ, - .-, Tpt1, Se cumple

P(Tny1|To, .-, Tn) = P(Tna1 | Tn)- (3.1)

Si el tiempo n+1 se considera como un tiempo futuro, el tiempo n como el presente
y los tiempos 0,1, ..., n—1 como el pasado, entonces la condicién (3.1) establece que
la distribucién de probabilidad del estado del proceso al tiempo futuro n+1 depende
tnicamente del estado del proceso al tiempo n, y no depende de los estados en los
tiempos pasados 0,1, ...,n — 1. Existen otras formas equivalentes de expresar esta
propiedad, algunas de ellas se encuentran enunciadas en la seccion de ejercicios. Por
ejemplo, es posible demostrar que la condicién (3.1) es equivalente a poder calcular
la distribucién conjunta de las variables Xy, X1, ..., X, de la siguiente forma

p(zo, 21, ..., n) = p(xo) p(21 | 20) - - - P(T | Ti—1)-

Sin pérdida de generalidad tomaremos como espacio de estados de una cadena de
Markov al conjunto discreto {0, 1,2, ...}, o cualquier subconjunto finito que conste
de los primeros elementos de este conjunto. Cuando el espacio de estados de una
cadena de Markov es un conjunto finito se dice que la cadena es finita.

Probabilidades de transicion. A la

probabilidad P(Xp41 = j|X, = i) se o 1 2
le denota por p;;(n,n + 1), y representa 0 ([ Poo Poi Po2
la probabilidad de transiciéon del estado 4 11 Po P11 P12
en el tiempo n, al estado j en el tiempo P= 9

P20 P21 P22
n+ 1. Estas probabilidades se conocen co- o 0 0
mo las probabilidades de transicion en un
paso. Cuando los nimeros p;;(n,n + 1) no
dependen de n se dice que la cadena es es- Figura 3.1:

tacionaria u homogénea en el tiempo. Por

simplicidad se asume tal situacién de modo que las probabilidades de transiciéon en
un paso se escriben simplemente como p;;. Variando los indices i y j, por ejemplo
sobre el conjunto de estados {0, 1,2, ...}, se obtiene la matriz de probabilidades de
transicién en un paso que aparece en la Figura 3.1. La entrada (i, j) de esta matriz
es la probabilidad de transicién p;;, es decir, la probabilidad de pasar del estado ¢ al
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estado j en una unidad de tiempo. En general, al escribir estas matrices omitiremos
escribir la identificacién de los estados en los renglones y columnas como aparece
en la Figura 3.1, tal identificacion sera evidente a partir de conocer el espacio de
estados del proceso. El indice i se refiere al renglén de la matriz, y el indice j a la
columna.

Proposicién. La matriz de probabilidades de transicién P = (p;;) cumple las
siguientes dos propiedades.

a) Dij > 0.

b) Zpij =1.
J

Demostracion. La primera condiciéon es evidente a partir del hecho de que estos
ntmeros son probabilidades. Para la segunda propiedad se tiene que para cualquier
estado ¢ y cualquier entero n > 0,

1 = P(Xps€{0,1,...})
= P(Xpp1 €{0,1,...}| X, =)

= P(U(XnJrl:jHXn:i)

= Y P(Xui1 =4 X, =1)
J
= Zpij~
J
O

Esto ultimo significa que a partir de cualquier estado 7 con probabilidad uno la
cadena pasa necesariamente a algin elemento del espacio de estados al siguiente
momento. En general toda matriz cuadrada que cumpla estas dos propiedades se
dice que es una matriz estocdstica. Debido a la propiedad de Markov, esta matriz
captura la esencia del proceso y determina el comportamiento de la cadena en
cualquier tiempo futuro. Si ademds la matriz satisface la condicién ), p;; = 1,
es decir, cuando la suma por columnas también es uno, entonces se dice que es
doblemente estocdstica.
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Distribucién de probabilidad inicial. En general puede considerarse que una
cadena de Markov inicia su evolucién partiendo de un estado ¢ cualquiera, o mas
generalmente considerando una distribucién de probabilidad inicial sobre el espacio
de estados. Una distribucién inicial para una cadena de Markov con espacio de
estados {0,1,2,...} es simplemente una distribucién de probabilidad sobre este
conjunto, es decir, es una colecciéon de nimeros pg, p1, P2 - .. que son no negativos
y que suman uno. El nimero p; corresponde a la probabilidad de que la cadena
inicie en el estado ¢. En general, la distribucion inicial juega un papel secundario
en el estudio de las cadenas de Markov.

Existencia. Hemos mencionado que la propiedad de Markov es equivalente a la
igualdad p(zo, 21, ..., Tn) = p(zo) p(x1 | To) - - - p(xn | Tn—1). Esta identidad estable-
ce que las distribuciones conjuntas p(zo, x1,...,Z,) se encuentran completamente
especificadas por la matriz de probabilidades de transicién y una distribucién ini-
cial. En el texto de Chung [7] puede encontrarse una demostracién del hecho de
que dada una matriz estocastica y una distribuciéon de probabilidad inicial, existe
un espacio de probabilidad y una cadena de Markov con matriz de probabilidades
de transicién y distribucién inicial las especificadas. Es por ello que a la matriz
misma se le llama a veces cadena de Markov.

Ejercicio. Sea {X,} una cadena de Markov con tres estados: 0,1,2, y con matriz
de probabilidades de transicién como aparece abajo. Calcule P(Xy = 0,X; =
OlXOZ 1) yP(XgZ 1,X2: 1|X1 22)

04 03 03
P=1[ 03 02 05 ].

0.7 0 03

Ejercicio. Sea {X,} una cadena de Markov con dos estados 0 y 1, con dis-
tribucién inicial P(Xy = 0) = 0.5, P(Xo = 1) = 0.5, y con matriz de probabi-
lidades de transicién como aparece abajo. Calcule P(Xy = 0,X; = 1, X, = 0),
P(Xo=0|X:=1), P(X1=0), P(Xa=1)y P(Xo=0,X; =0, X =1, X3 = 1).

04 0.6
P= < 09 0.1 >
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Ejercicio. Sea {X,,} una cadena de Markov con dos estados: 0,1, con distribucién
inicial P(Xo = 0) = 0.2, P(Xp = 1) = 0.8, y con matriz de probabilidades de
transiciéon como aparece abajo. Encuentre la distribucién de las variables X7, Xo,

X1 y X5 conjuntamente.
(12 1)2
P= ( 2/3 1/3 >

Probabilidades de transicién en n pasos. La probabilidad P(X,,4m = j | Xin =
1) corresponde a la probabilidad de pasar del estado 4 al tiempo m, al estado j al
tiempo m + n. Dado que hemos supuesto la condicién de homogeneidad en el
tiempo, esta probabilidad no depende realmente de m, por lo tanto coincide con
P(X, = j|Xo=1),y se le denota por p;;(n). A esta probabilidad también se le
denota como pgl), en donde el nimero de pasos n se escribe entre paréntesis para
distinguirlo de algtin posible exponente, y se le llama probabilidad de transicion en
n pasos. Cuando n = 1 simplemente se omite su escritura, a menos que se quiera
hacer énfasis en ello. También cuando n = 0 es natural definir

o ais
pi0)=d5={ | 3177

sii=j.

Es decir, después de realizar cero pasos la cadena no puede estar en otro estado
mas que en su lugar de origen. Esta es la funcién delta de Kronecker.

3.2. Ejemplos

Revisaremos a continuacion algunos ejemplos particulares cldsicos de cadenas de
Markov. Retomaremos més adelante varios de estos ejemplos para ilustrar otros
conceptos y resultados generales de la teoria general.

Cadena de dos estados. Considere una cadena de Markov con espacio de estados
{0,1}, con matriz y diagrama de transicién como aparece en la Figura 3.2, en
donde 0 < a <1,y 0<b< 1. Suponga que la distribucién inicial estd dada por
po=P(Xo=0)yp1=PXo=1).

Aunque de aspecto sencillo, esta cadena es susceptible de muchas aplicaciones pues
es comun encontrar situaciones en donde se presenta siempre la dualidad de ser o
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Figura 3.2:

no ser, estar o no estar, tener o no tener, siempre en una constante alternancia entre
un estado y el otro. Cuando a = 1 — b, las variables X7, Xo, ... son independientes
e idénticamente distribuidas con P(X,, =0)=1—a y P(X,, = 1) = a, para cada
n > 1. Cuando a # 1 — b, X,, depende de X, _1. Mas adelante demostraremos que
las probabilidades de transicién en n pasos son, para a + b > 0,

(et i) == (0 0) (5 7))

Ejercicio. Para la cadena de Markov de dos estados, compruebe directamente
que

a) P(XQZO,Xlzl,XQZO)Zabpo.
b) P(XQ = O,Xg = 1) = (ab—|— (1 — a)a)po.
¢) P(X2=0)=((1—-a)®+ab)po+ ((1 = b)b+b(1—a))p.

Cadena de variables aleatorias independientes. Sea {1, &5, ... una sucesion
de variables aleatorias independientes con valores en el conjunto {0,1,...}, y con
idéntica distribucién dada por las probabilidades ag, a1, ... Definiremos varias ca-
denas de Markov a partir de esta sucesion.

a) La sucesion X,, = £, es una cadena de Markov con probabilidades de tran-
sicién p;; = P(X, = j|Xn-1 = 1) = P(X, = j) = a;, es decir, la matriz de
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probabilidades de transicién es de la siguiente forma

Esta cadena tiene la cualidad de poder pasar a un estado cualquiera siempre con la
misma probabilidad, sin importar el estado de partida. Puede modelar, por ejemplo,
una sucesién de lanzamientos de una moneda.

b) El proceso X,, = mdx{1,...,&,} es una cadena de Markov con matriz
ao al az as
0 a+a az as
P = 0 0 ap+ai+az2 a3

c¢) El proceso X,, = &1 + - - + &, es una cadena de Markov con matriz

ap a1 a2
0 a a1

P=1 0 0 ao
Ejercicio. jEs el proceso X, = min{&,...,&,} una cadena de Markov? En
caso afirmativo encuentre la matriz de probabilidades de transicion. .
Cadena de rachas de éxitos. Sea &1,&,... una sucesion de ensayos indepen-

dientes Bernoulli con probabilidad de éxito p, y probabilidad de fracaso ¢ =1 — p.
Sea X, el nimero de éxitos consecutivos previos al tiempo n, incluyendo el tiempo
n. Se dice que una racha de éxitos de longitud r ocurre al tiempo n si en el ensayo
n — r se obtiene un fracaso y los resultados de los ensayos n —r + 1 al n son todos
éxitos. Graficamente esta situacién se ilustra en la Figura 3.3.

La coleccién de variables aleatorias {X,, : » = 1,2,...} es una cadena de Markov
con espacio de estados {0,1,...}. Las probabilidades de transicién y la matriz
correspondiente se muestran en la Figura 3.4.

Las posibles transiciones de un estado a otro para esta cadena de Markov se pueden
observar en la Figura 3.5.
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r éxitos I

1 2 n—r n—r+1 n
Figura 3.3:

01 2 3

L 0 q p 0 0

S?j,_“rl’ 11 ¢ 0 p O

pij =4 q sij=0, P= 951 q¢ 0 0 p

0 otro caso. .

Figura 3.4:

Cadena de la caminata aleatoria. Una caminata aleatoria simple sobre el con-
junto de nimeros enteros constituye una cadena de Markov con espacio de estados
el conjunto Z, y con probabilidades de transicién

p sij=i+1,
pij =4 ¢ sij=i—1,
0 otro caso,
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en donde p+q = 1. Hemos demostrado en el capitulo anterior que las probabilidades
de transicién en n pasos son las siguientes: Si n+ j — 4 es par con —n < j —1i < n,
entonces
(n) = n (n+j—1)/2 (n—j+i)/2
pw(n)—<%(n+j_i)>p q :
En otro caso p;;(n) = 0, excepto cuando n = 0 e ¢ = j. Mds adelante usaremos este
modelo para ilustrar algunos conceptos generales de cadenas de Markov.

Cadena del jugador. El modelo usado para el problema del jugador estudiado en
el primer capitulo es una caminata aleatoria sobre el conjunto de ntimeros enteros
{0,1,,..., N}, en donde los estados 0 y N son absorbentes. Las probabilidades
de transicién son como las de la caminata aleatoria simple sélo que ahora pgy =
1 v pyny = 1. Este proceso es otro ejemplo de cadena de Markov con espacio
de estados finito. Hemos demostrado antes que con probabilidad uno la cadena
eventualmente se absorbe en alguno de los dos estados absorbentes, hemos calculado
la probabilidad de ruina, es decir, la probabilidad de que la absorcién se observe
en el estado 0, y hemos ademas encontrado el tiempo medio de absorcién.

Cadena de Ehrenfest. Sean A y B dos urnas dentro de las cuales se encuentran
distribuidas N bolas de acuerdo a cierta configuracion inicial. En cada unidad de
tiempo se escoge una bola al azar y se cambia de urna. Para tal efecto puede
considerarse que las bolas se encuentran numeradas y que se escoge un ntimero al
azar, se busca la bola con ese nimero y se cambia de urna. Véase la Figura 3.6.

Sea X,, el namero de bolas en la urna

A después de n extracciones. Entonces /\

la coleccién {X,, :n =0,1,...} consti-

tuye una cadena de Markov con espa-

cio de estados finito {0,1,...,N}. Es o 0 ® O
claro que a partir del estado i la ca- i bolas N — i bolas
dena sélo puede pasar al estadio 7 — 1
o al estado ¢ + 1 al siguiente momen-
to, de modo que las probabilidades son
Dii—1 = /N, ¥y piit1 = (N —i)/N, Figura 3.6:

vélidas para ¢ = 1,2,...,N — 1. Na-

turalmente po1 = 1y py,nv—1 = 1. En

este caso se dice que los estados 0 y N son reflejantes. La matriz de probabilidades
de transicién aparece mas abajo. Este modelo fue propuesto por Ehrenfest para
describir el intercambio aleatorio de moléculas (bolas) en dos regiones separadas
por una membrana porosa. La regién con mayor nimero de moléculas tendera a

Urna A Urna B
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liberar mas moléculas.

0 1 0 0 0 0
1IN 0 (N-1)/N 0 0 0
0 2/N 0 (N —2)/N 0 0
P= .
0 0 0 0 . 0 1/N
0 0 0 0 o100

Cadena de ramificacién. Considere una particula u objeto que es capaz de ge-
nerar otras particulas del mismo tipo al final de un periodo establecido de tiempo.
El conjunto de particulas iniciales constituye la generacién 0. Cada una de estas
particulas simultdneamente y de manera independiente genera un nimero de des-
cendientes dentro del conjunto {0, 1, ...}, y el total de estos descendientes pertenece
a la generacion 1, éstos a su vez son los progenitores de la generaciéon 2, y asi su-
cesivamente. Una posible sucesion de generaciones se muestra en la Figura 3.7. El
posible evento cuando una particula no genera ningin descendiente se interpreta
en el sentido de que la particula se ha muerto o extinguido.

Generacién Xn
A 1
1 e N 9
T O SRR 3
3 e e N 3
P S S 9
Figura 3.7:

Sea & la variable aleatoria que modela el nimero de descendientes de la k-ésima
particula. Para cada n > 0 defina X,, como el niimero de particulas en la generacion
n. Entonces {X,, : n = 0,1,...} es una cadena de Markov con espacio de estados
{0,1,...}, y probabilidades de transicién p;; = P(& + -+ + & = j), para i > 1.
Si en algin momento X,, = 0, entonces se dice que la poblacién de particulas se
ha extinguido. Naturalmente el estado 0 es un estado absorbente. Este modelo ha
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sido usado para determinar la probabilidad de extincién de la descendencia de una
persona.

Cadena de la fila de espera. Considere una cola o linea de espera de “clientes”
que solicitan algin tipo de servicio de un “servidor”. Suponga que el sistema es
observado en los tiempos discretos n = 0,1,..., y que la fila funciona del siguien-
te modo: cuando hay algun cliente esperando servicio al inicio de un periodo, el
cliente al frente de la fila es atendido terminando el servicio al final del periodo.
Naturalmente si no existiera ningin cliente en la fila al inicio de algin periodo,
entonces ningun cliente es atendido. Para cada entero n > 1 defina &, como el
nimero de nuevos clientes que se incorporan a la fila durante el periodo n. Bajo
ciertas condiciones es natural suponer que estas variables aleatorias son indepen-
dientes, idénticamente distribuidas y con valores enteros no negativos. Suponga que
P&, =k)=ar, conar >0y as+a +--- = 1. Sea Xy el nimero de clientes
iniciales, y para cada n > 1 defina a X,, como el nimero de clientes en la fila al
final del periodo n. Las dos reglas de operacién mencionadas se pueden escribir de
la siguiente forma:

X - €n+l Si Xn = 0,
i Xp+€npr —1  si X, >1.

Esto puede escribirse como X, 11 = (X, — 1)* 4+ &,.1, en donde 27 = max{x,0}.
Por lo tanto, el proceso {X,, : n =0,1,...} es una cadena de Markov con espacio
de estados {0,1,...}, y probabilidades de transicién

[ PE=1J) sii=0,
PI=\ Ple=j—i+1) sii>1.

Es decir,
ao al a2
aop al a2

0 0 ao

Cadena de inventarios. Suponga que se almacena un cierto nimero de bienes
en una bodega, y que se requiere una demanda aleatoria &, del bien en el periodo
n. Suponga que P(§, = k) = ay, para k = 0,1,...conar >0y > ,ar =1, es
decir, la distribucién de &, es la misma para cualquier n. El nimero de bienes en
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el almacén es revisado al final de cada periodo y se aplica la siguiente politica de
reabastecimiento: Si al final del periodo la cantidad del bien es menor o igual a
un cierto nivel s, entonces se reabastece la bodega inmediatamente hasta un nivel
méaximo S. Si al final del periodo el nimero de bienes es mayor a s, entonces no
hay ningin reabastecimiento. Naturalmente s < S. Sea X,, el niimero de bienes al
final del periodo n y justo antes de aplicar la politica de reabastecimiento. Entonces
X, es una cadena de Markov con espacio de estados {...,—2,-1,0,1,2,...,5}. Se
permiten valores negativos para X,, los cuales corresponden a demandas del bien no
satisfechas en su momento pero que seran cubiertas en el siguiente reabastecimiento.
El valor de X, 11 en términos de X, se escribe de la forma siguiente:

X B Xn—&np1 sis< X, <S5
T s - Ent1 si X, <'s.

Las probabilidades de transicién para esta cadena son

P(§n+1:i—j):ai,j sis<i<S,

Dij ( +1 .7| 7’) { p(§n+1:S—j):aS_j sii <s.

La primera expresion corresponde al caso cuando no hay reabastecimiento, la pro-
babilidad de pasar de i a j es la probabilidad de que la demanda al final de ese
periodo sea de j — i pues el nuevo nivel del almacén serd de i — (i — j) = j. La se-
gunda expresién corresponde al caso cuando hay reabastecimiento y el nuevo nivel
serd de S — (S — j) = j, cuando la demanda sea S — j.

3.3. Ecuacién de Chapman-Kolmogorov

Esta ecuacion es una férmula sencilla y muy util que permite descomponer la pro-
babilidad de pasar del estado ¢ al estado j en n pasos, en la suma de probabilidades
de las trayectorias que van de ¢ a j, y que atraviesan por un estado k cualquiera
en un tiempo intermedio 7.

Ecuacion de Chapman-Kolmogorov. Para cualesquiera nimeros enteros r
y n tales que 0 < r < n, y para cualesquiera estados ¢ y j se cumple

pij(n) = pir(r) prj(n — 7).
k
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Demostracion. Por el teorema de probabilidad total y la propiedad de Markov,
pij(n) = P(Xn=j|Xo=1i)
= Y P(X,=j X, =k Xo=1i)/P(Xo=1)
k

= Y P(Xn=j|X, =k)P(X,=k|X=1i)
k
= Z Prj(n — 1) pir(r).
k
([l

Graficamente, las trayectorias que van del estado i al estado j en n pasos se des-
componen como se muestra en la Figura 3.8. Para fines ilustrativos se dibujan las
trayectorias de manera continua pero en realidad no lo son.

Esta ecuacién es importante para ha-

cer ciertos calculos, y se usa con re- k
gularidad en el estudio de las cade- °
nas de Markov. En particular, la si- ° o j

guiente desigualdad sera utilizada mas
adelante: Para cualquier estado k y
para 0 < r < n, se tiene que 7 e °
pij(n) > pi(r)prj(n —r). Como una
consecuencia importante de la ecuacion
de Chapman-Kolmogorov se tiene el si-
guiente resultado. Figura 3.8:

Proposicién. La probabilidad de transicién en n pasos, p;j(n), estd dada por
la entrada (i,j) de la n-ésima potencia de la matriz P, es decir,

pij(n) = (P")i.

Demostracion. Esta identidad es consecuencia de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov
aplicada n — 1 veces. La suma que aparece abajo corresponde a la entrada (¢, j) de
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la matriz resultante de multiplicar P consigo misma n veces.
pii(n) = D piin()pi, i(n—1)
i1
= Y pii(D)piri(1) pis (0 — 2)

11,12

= Y maWpia) e

B1,eeyin—1

= (P")i-

O

En palabras este resultado establece que el problema de calcular las probabilidades
de transicion en n pasos se transforma en obtener la n-ésima potencia de la matriz
de probabilidades de transicién en un paso, es decir,

n

poo(n) poi(n) --- Poo Dol
po(n) pu(n) - _ Pio P11

Si se conoce esta matriz y si p; = P(Xo = ) es una distribucién inicial, entonces
la distribucién de X, es P(X,, = j) = >, pipij(n).

Cuando una matriz estocastica P es diagonalizable, es decir, cuando puede ser
escrita en la forma QDQ ™! en donde D es una matriz diagonal, las potencias de P
se calculan facilmente pues P* = QD"Q~'. Como D es diagonal, D" es la matriz
con cada elemento de la diagonal elevado a la n-ésima potencia.

Por ejemplo, vamos a ilustrar el proceso de diagonalizacién de una matriz estocasti-
ca de dimensién dos. Consideremos nuevamente la cadena general de dos estados

1—a a
P=(1" )

Los eigenvalores de esta matriz estan dados por la ecuacién |P —AI| = 0, y resultan
ser A1 = 1y Ao = 1—a—b. Los correspondientes eigenvectores escritos como vectores



CapriTULO 3. CADENAS DE MARKOV 37

renglén son (1,1) y (a, —b), respectivamente. La matriz @) esta compuesta por los
eigenvectores como columnas, y si se cumple que a + b > 0, entonces es invertible,

es decir,
(1 a g1 b a
Q_<1 —b>’ ? _a+b(1 —1)'

La matriz D es la matriz diagonal que contiene a los dos eigenvalores. Puede en-
tonces comprobarse la identidad P = QDQ ™!, es decir,

1-a a . 1 a 1 0 1 b a
b 1-b ) 1 -b 0 1—-a—b a+b\ 1 -1 )°

Por lo tanto,

P’n.

QD" Q™!

(1 5) (o amamey ) (1 24) s
- aib<2 Z)*%(—ab _ba>'

Ejemplo. Toda matriz estocastica P con renglones idénticos es idempotente, es
decir, para cualquier entero n > 1, se cumple que P"™ = P. Este es el caso de la
cadena de variables aleatorias independientes. o

3.4. Comunicacion

Definiremos a continuacién a la comunicacion entre dos estados de una cadena de
Markov como la posibilidad de pasar de un estado a otro en algin numero finito
de transiciones.
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Definiciéon. Se dice que el estado j es accesible desde el estado ¢ si existe un
entero n > 0 tal que p;j(n) > 0, esto se escribe simplemente como ¢ — j. Se
dice ademds que los estados ¢ y j son comunicantes, y se escribe i <+ j, si se
cumple que ¢ = j y j — 1.

Observe que siempre se cumple que ¢ — 4, pues por definicién p;;(0) = 1. Ademds
observe que si ocurre que ¢ <> j, la accesibilidad de ¢ a j puede darse en un nimero
de pasos distinto que la accesibilidad de j a i. Graficamente la accesibilidad y la
comunicacién se representan, como lo hemos hecho antes en los ejemplos, mediante
flechas entre nodos como se muestra en la Figura 3.9.

Es sencillo verificar que la comunicacién es una relacién de Accesibilidad
equivalencia, es decir, cumple las siguientes propiedades.
O®—@

a) Es reflexiva: i <> i.
b) Es simétrica: si ¢ <> j, entonces j < i.
c) Es transitiva: sii <> j y j <> k, entonces i +> k. Comunicacién

En consecuencia, la comunicacion induce una particion del @ S @
espacio de estados de una cadena de Markov dada por los
subconjuntos de estados comunicantes, es decir, dos estados
pertenecen al mismo elemento de la particién si, y sélo si,
tales estados se comunican. De este modo el espacio de
estados de una cadena de Markov se subdivide en clases de
comunicacion. A la clase de comunicacién de un estado @
se le denotard por C(i). Por lo tanto, i «> j si, y sélo si, C(i) = C(j).

Figura 3.9:

Particién de un espacio de estados
en clases de comunicacién

Figura 3.10:

Ejemplo. La cadena de Markov con espacio de estados {0,1,2,3} y matriz de
probabilidades de transicién que se muestra en la Figura 3.11 tiene tres clases de
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comunicacién que son C(0) = {0}, C(1) = {1,2} y C(3) = {3}. Es evidente que el
estado 0 se comunica consigo mismo pues existe una flecha que parte de tal estado
y llega a él mismo. Visualmente tampoco hay duda de que la segunda coleccién de
estados es una clase de comunicacién. Para la clase C(3) no existe una conexién
fisica del estado 3 consigo mismo, sin embargo, por definicién ps3(0) = 1, y ello
hace que esta clase de dnicamente un estado sea de comunicaciéon. Observe que
estas clases de comunicacién conforman una particién del espacio de estados.

1 0 0 0 ;

p_| Y2 0 120 :
= 0 1/2 1/2 0 AR T """" 1

/2 0 1/2 0 :

Figura 3.11:

Ejercicio. Dibuje un diagrama de transicion e identifique las clases de comuni-
cacién para las siguientes cadenas de Markov.

03 0 0.7

a) P= ( 04 06 0 ) py p=| %4 06 0 0 i
050 05 0 0 03 0.7

Ejercicio. ;Cual es el nimero maximo y minimo de clases de comunicacién que

puede existir para una cadena de Markov de n estados? Dibuje un diagrama de
transicion ilustrando cada una de estas dos situaciones. .

El estado i de una cadena de Markov se llama absorbente si p;;(1) = 1. Por ejemplo,
el estado 0 de la cadena de la Figura 3.11 es absorbente.
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Definicién. Se dice que una cadena de Markov es irreducible si todos los esta-
dos se comunican entre si.

En otras palabras, una cadena de Markov es irreducible si existe s6lo una clase de
comunicacion, es decir, si la particién generada por la relacién de comunicaciéon
es trivial. Por ejemplo, la cadena de racha de éxitos o la cadena de la caminata
aleatoria son cadenas irreducibles pues todos los estados se comunican entre si. La
cadena de la Figura 3.11 no es irreducible pues no se cumple que todos los estados
se comuniquen.

Ejercicio. Dibuje el diagrama de transiciéon de una cadena de Markov que sea

a) finita e irreducible.
b) finita y reducible.
¢) infinita e irreducible.

d) infinita y reducible. .

3.5. Periodo

El periodo es un ntimero entero no negativo que se calcula para cada estado de
una cadena. Una interpretacion de este niimero serd mencionada mas adelante y
aparecera también dentro de los enunciados generales sobre el comportamiento
limite de cadenas de Markov.

Definicion. El periodo de un estado ¢ es un ntimero entero no negativo deno-
tado por d(i), y definido como sigue:

d(i) =m.c.d. {n >1:p;(n) >0},

en donde m.c.d. significa mdzimo comin divisor. Cuando p;;(n) = 0 para toda
n > 1, se define d(i) = 0. En particular, se dice que un estado i es aperiddico
si d(i) = 1. Cuando d(i) = k > 2 se dice que 7 es periddico de periodo k.

Ejemplo. Considere una cadena de Markov con diagrama de transicion como
en la Figura 3.12. Es facil comprobar que d(0) =1, d(1) =2, d(2) =2y d(3) = 0.
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C\ TN _ T N

Figura 3.12:

Ejercicio. Dibuje un diagrama de transicién, determine las clases de comuni-
cacién y calcule el periodo de cada uno de los estados de las siguientes cadenas de
Markov.

/4 1/4 1/4 1/4 00 00

0 1/2 1/2 0 o 0o 100

a) P= b) P= 0 0o 0 1/2 1/2
0o 0 o0 1

o o0 1 o o 0 1 0 0

1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

Demostraremos a continuacién que el periodo es una propiedad de clase, es decir,
todos los estados de una misma clase de comunicacién tienen el mismo periodo.
De este modo uno puede hablar de clases de comunicacién periddicas, o clases
aperiodicas.

Proposicion. Si los estados i y j pertenecen a la misma clase de comunicacion,
entonces tienen el mismo periodo.

Demostracion. Claramente el resultado es valido para ¢ = j. Suponga entonces que
1y j son distintos. Como los estados i y j estdn en la misma clase de comunicacion,
existen enteros n > 1y m > 1 tales que p;;(n) > 0y pj;(m) > 0. Sea s > 1 un entero
cualquiera tal que p;;(s) > 0. Tal entero existe pues p;;(n + m) > p;;(n) pj;(m) > 0.
Esto quiere decir que d(i)|s. Ademés pj;(n +m+s) > pj;(m)pi (s)pij(n) > 0.
Anélogamente, p;;(n 4+ m + 2s) > pji(m) pii(2s) p;j(n) > 0. Por lo tanto d(j)|(n +
m+ )y d(j)|(n+m+2s). Entonces d(j) divide a la diferencia (n+m+2s) — (n+
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m+ s) = s. Por lo tanto, todo entero s > 1 tal que p;;(s) > 0 cumple d(j)|s. Pero
d(i) divide a s de manera maxima, por lo tanto d(i) > d(j). De manera andloga,
escribiendo 4 por j, y j por 4, se obtiene d(j) > d(i). Se concluye entonces que
d(i) = d(j). O

El reciproco del resultado anterior es en general falso, es decir, dos estados pueden
tener el mismo periodo y sin embargo no ser comunicantes. ;Puede usted dar
un ejemplo de tal situacién? El siguiente resultado establece que después de un
nimero suficientemente grande de pasos, con probabilidad positiva toda cadena
puede regresar a cada estado i cada d(i) pasos. Esta es la razén por la que a tal
nimero se le llama periodo.

Proposicion. Para cada estado i, existe un entero N tal que para todan > N,
se cumple p;;(nd(z)) > 0.

Demostracion. Si py;(n) = 0 para cada n > 1, entonces d(i) = 0 y por lo tanto la
afirmacién es vélida pues p;;(0) = 1, sin embargo la interpretacién de recurrencia

periddica no se aplica en este caso. Suponga entonces que 71, ..., N, SON enteros
tales que pi(n1) > 0, ..., pi(nk) > 0. Sea d = m.c.d.{ny,...,ng} > d(i). Como
d(i) es divisor de cada entero nq, ..., ng, se tiene que d(i)|d, y por lo tanto existe

un entero ¢ tal que gd(i) = d. Ahora se hace uso del siguiente resultado cuya
demostracién puede encontrarse en [19].

Sean nq,...,ny enteros no negativos y sea d = m.c.d.{ny,...,ng}. En-
tonces existe un entero M tal que para cada m > M existen enteros no
negativos ci, ..., ci tales que md = cyny + - -+ + cgng.

Entonces existe un entero no negativo M tal que para cada m > M, md = cinq +
-+ 4 cgng, para algunos enteros cq,...,ck, y por lo tanto
pii(md) = pii(cing + -+ cpng) > pii(cina) - - - pis(ceng) > 0.

Por lo tanto, para cada m > M, p;;(md) = pi;(mgd(i)) > 0. Defina N = Mgq. Se
puede entonces concluir que para toda n > N, p;;(nd(i)) > 0. O

Como corolario de la proposicién anterior se tiene el siguiente resultado: Si es
posible pasar de i a j en m pasos, entonces también es posible tal transicién en
m + nd(j) pasos con n suficientemente grande, suponiendo d(j) > 0.
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Proposicién. Si p;j(m) > 0 para algin entero m, entonces existe un entero N
tal que para toda n > N se cumple p;;(m + nd(j)) > 0.

Demostracion. Por el resultado anterior, para n suficientemente grande, se tiene
que p;(m + nd(j)) = pi;(m) pj;(nd(j)) > 0. O

3.6. Primeras visitas

En ocasiones interesa estudiar el primer momento en el que una cadena de Markov
visita un estado particular o un conjunto de estados. Definiremos a continuacion
este tiempo aleatorio y después demostraremos una férmula tutil que lo relaciona
con las probabilidades de transicién.

Definiciéon. Sea A un subconjunto del espacio de estados de una cadena de
Markov X,,. El tiempo de primera visita al conjunto A es la variable aleatoria

{ min{n >1:X, € A} si X,, € A para algtin n > 1,
TA =

0 otro caso.

Es decir, 74 es el primer momento positivo en el cual la cadena toma un valor dentro
de la coleccién de estados A, si ello eventualmente sucede. Estaremos interesados
principalmente en el caso cuando el conjunto A consta de un solo estado j, y si
suponemos que la cadena inicia en ¢, entonces el tiempo de primera visita al estado
J se escribe 7;;. Cuando los estados ¢ y j coinciden se escribe simplemente 7;.
En general no es facil encontrar la distribuciéon de probabilidad de esta variable
aleatoria, los siguientes ejemplos, sin embargo, son casos particulares sencillos.

Ejemplo. Considere la cadena de Markov de dos estados. Es inmediato com-
probar que

a) P(to1 =n)=(1—a)" 'a, paran=1,2,...
b) P(190 =n) = a(l —b)"2b, paran=2,3,... o
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Ejemplo. Para la cadena de racha de éxitos se tiene que
a) P(to1 =n)=¢q"'p paran=1,2,...
b) P(to0 =n) =p"~lq paran=1,2,...

Ejercicio. Demuestre las siguientes igualdades.
a) P(rij = 1) = pi; (1).
b) TZJ - 2 Z pzk pkg
k#j

c) P(rij=n+1)= Z pir(1) P(ti; =n), para n>1.
py

Definicién. Para cada n > 1, el ndmero f;;(n) denota la probabilidad de que
una cadena que inicia en el estado ¢, llegue al estado j por primera vez en

exactamente n pasos, es decir,

fij(n) = P(7i; = n).

Adicionalmente se define f;;(0) = 0, incluyendo el caso i = j.

Otra forma equivalente de escribir a la probabilidad de primera visita es a través

de la expresién f;;(n) = P(X,, = j,Xn-1 # J,..., X1 # j | Xo =1). En particular,

observe que f;;(n) es la probabilidad de regresar por primera vez al mismo estado
i en el n-ésimo paso, y que f;;(1) es simplemente p;;. El uso de la letra f para esta
probabilidad proviene el término en inglés first para indicar que es la probabilidad
de primera visita, saber esto ayuda a recordar su significado.

El siguiente resultado establece que la probabilidad de visitar el estado j, a partir
de i, en n pasos, puede descomponerse en las probabilidades de los eventos disjuntos
en los que se presenta la primera visita, la cual puede efectuarse en el primer paso,

o en el segundo paso, y asi sucesivamente, hasta el ltimo momento posible n.

Proposicion. Para cada n > 1,

plj Z fzg pjj n-— )
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Demostracion. La prueba se basa en la siguiente descomposicién que involucra
eventos disjuntos. Se usa ademas la propiedad de Markov.

pij(n) = P(Xn,=j[Xo=1)

I
NE

P(Xn:quk:jan—l #ju"'qu #]lXOZZ)

E
Il
—

I
NE

P(X,=j| Xk =J)P(Xp =4, Xp1#J,..., X1 #j| Xo=1)

E
Il
—

[
NE

pji(n — k) fij(k).

~
Il
—

O

Ejercicio. Use (3.2) para demostrar que para cada n > 1, se cumple la desigual-
dad p”(n) S P(Tij S n) .

3.7. Recurrencia y transitoriedad

Veremos a continuacion que los estados de una cadena de Markov pueden ser clasi-
ficados, en una primera instancia, en dos tipos, dependiendo si la cadena es capaz
de regresar con certeza al estado de partida.

Definicién. (I) Se dice que un estado i es recurrente si la probabilidad de
eventualmente regresar a i, partiendo de %, es uno, es decir, si

P(X,, =i paraalgunan>1| Xo=1)=1.

Un estado que no es recurrente se llama transitorio, y en tal caso la probabilidad
anterior es estrictamente menor a uno.

De manera intuitiva, un estado es recurrente si con probabilidad uno la cadena es
capaz de regresar eventualmente a ese estado, y cuando ello ocurre en algin mo-
mento finito, por la propiedad de Markov, se puede regresar a él una y otra vez con
probabilidad uno. Debido a este comportamiento es que al estado en cuestion se le
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llama recurrente. En cambio, el estado se llama transitorio si existe una probabili-
dad positiva de que la cadena, iniciando en él, ya no regrese nunca a ese estado. En
términos de las probabilidades de primera visita, la probabilidad de una eventual
visita al estado j, a partir del estado ¢, es el nimero

fii =Y fij(n).
n=1

Recordemos que f;;(n) es la probabilidad de que la primera visita al estado j, a
partir de 7, se efectie exactamente en el paso n. Siendo estos eventos disjuntos
para valores distintos de n, esta suma representa la probabilidad de una posible
visita al estado j. De este modo la definicién de recurrencia y transitoriedad puede
enunciarse de manera equivalente de la siguiente forma.

Definicién. (IT) Un estado i es recurrente si f; = 1, es decir, si la probabilidad
de regresar a él en un tiempo finito es uno. Andlogamente, un estado i es
transitorio si fi; < 1.

Ademas de la definicién, tenemos el siguiente criterio ttil para determinar si un
estado es recurrente o transitorio.

Proposicién. (Criterio para la recurrencia) El estado i es
o0

1. recurrente si, y sélo si Z pii(n) = oco.

n=1

o0
2. tramnsitorio si, y sélo si Z pii(n) < oo.

n=1

Demostracion. Sea N; la variable aleatoria que cuenta el nimero de veces que el
. . . . oo
proceso regresa al estado i a partir del primer paso, es decir, N; = >~ | 1(x, —),
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cuando Xy = . Entonces N; tiene una distribucién geométrica pues para k > 1,

P(N; > k| Xo=1i) = Y PNi>kXp=iXpn 1#i,...,X1#i|Xo=1i)

m

Il
=

P(N12k|Xm:’Lvafl¢Za7X17£17X0:7’)

I
NE

3
I

P(Xp =i, X1 #1,..., X1 4| Xo = 1)

= Y P(Ni>k—1|Xq=1) fii(m)
m=1

= P(N;>k—1|Xo=1) fs

= P(N; >1|Xo=1i)(fi)*!
(fas)".
La esperanza de NN;, posiblemente infinita, puede calcularse de las siguientes dos
formas. Primero,

M8

E(N;|Xo=1) = P(N; > k| Xo=1)
k=1
= > ()
k=1
_ 1 f”f si0 < f” < 1,

Por otro lado, por el teorema de convergencia monétona,

E(N;|Xo=1i) = Y BE(lx,—|Xo=1)

n=1

= Y P(X,=i|Xo=1i)
n=1

oo

= > paln).

n=1

El resultado se sigue de igualar estas dos expresiones. O
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Siguiendo con la notacién de la demostraciéon anterior, observe que la esperanza
E(N;| Xo = ) es el nimero promedio de retornos al estado i, de modo que un
estado i es recurrente si, y sélo si, el nimero promedio de retornos a €l es infinito.
En contraparte, un estado ¢ es transitorio si, y sélo si, el nimero promedio de
retornos a él es finito.

Ejemplo. Considere una caminata aleatoria sobre Z. En el primer capitu-
lo demostramos que Y. foo(n) = 1 — |p — ¢|. De aqui hemos concluido que el
estado 0 es recurrente en el caso simétrico. Siendo la cadena irreducible, la ca-
dena toda es recurrente Alternativamente, hemos encontrado también la férmula
pii(n) = (22 ) 5w, para n par. Estimando los factoriales mediante la férmula de

Stirling: n! ~ V27 n"*t1/2 e~ puede comprobarse que > o poo(n) = oo, confir-
mando nuevamente la recurrencia del estado 0 y de la cadena, en el caso simétrico.
La cadena es transitoria cuando es asimétrica. o

Demostraremos a continuacién que la recurrencia y la transitoriedad son propie-
dades de clase, es decir, si dos estados estan en una misma clase de comunicacion,
entonces ambos estados son recurrentes o ambos son transitorios.

Proposicion. La recurrencia es una propiedad de clase, es decir,
1. Si i es recurrente e i <+ j, entonces j es recurrente.

2. Si i es transitorio e i <+ j, entonces j es transitorio.

Demostracion. Como i < j, existen enteros n > 1y m > 1 tales que p;;(n) > 0
y p;ji(m) > 0. Entonces p;;(m +n +r) > pj;(m) pi;(r) pij(n). De modo que, por la
ecuacion de Chapman-Kolmogorov,

ijj m+n+r)>pji(m Zpu 7) pij(n).

r=1

Si i es recurrente, la suma del lado derecho es infinita. Se sigue entonces que la suma
del lado izquierdo también lo es, es decir, j es recurrente. La segunda afirmacion
se demuestra facilmente por contradiccion usando el primer resultado. [l
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En consecuencia, cuando una

cadena es irreducible y algiin estados estados
estado es recurrente, todos los o : .
estados lo son, y se dice que la :
cadena es recurrente. También
puede presentarse la situacién
en donde el espacio de estados
conste de varias clases de co-
municacion recurrentes, en tal
caso la cadena también se llama recurrente. En contraparte, una cadena es transi-
toria si todos los estados lo son, ya sea conformando una sola clase de comunicacion
de estados transitorios o varias de ellas. De este modo el espacio de estados de una
cadena de Markov puede descomponerse en dos subconjuntos ajenos de estados,
aquellos que son transitorios y aquellos que son recurrentes. Tal particiéon se mues-
tra en la Figura 3.13. Cada uno de estos subconjuntos puede constar de ninguna,
una o varias clases de comunicacion.

Descomposicién del espacio de estados

Figura 3.13:

Ejemplo. La cadena de dos estados es irreducible y recurrente cuando a,b €
(0,1). En efecto, tenemos que foo(1) =1 —a, y foo(n) = a(l —b)"~2b paran > 2.
Por lo tanto,

fo():;foo(n):(1—@)+abz<1—b)n_2=(1—a)+%b:1.

n=2

Ejemplo. Considere la cadena de rachas de éxitos. En este caso es sencillo
demostrar que el estado 0 es recurrente pues

foo=Zfoo(n):fJ(1+p+p2+"'):ﬁzl-
n=1

Dado que la cadena es irreducible y la recurrencia es una propiedad de clase, cual-

quier otro estado es recurrente. Por lo tanto, la cadena es recurrente. o

Ejercicio. Determine las clases de comunicacién de las siguientes cadenas de
Markov y clasifique éstas como recurrentes o transitorias.
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/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0
8 p:< 0 1 1/2> P | Oz .
0 12 172 14 1/4 1/4 1/4

Ejercicio. Dibuje un diagrama de transicién de una cadena de Markov tal que:

a) todos sus estados sean recurrentes.
b) todos sus estados sean transitorios.

¢) tenga igual ntimero de estados transitorios y recurrentes. .

Veremos a continuacion algunos ejemplos de aplicacién del criterio anterior.
Proposicion. Sea j un estado transitorio. Para cualquier estado inicial ¢, se

cumple que > >°  p;;i(n) < co. En consecuencia, nh_)ngo pij(n) = 0.

Demostracion. Usando (3.2), por el teorema de Fubini,

1

S
|

dopiin) = D> fiin—K)pi(k) =Y > fij(n—k)p;;(k)
n=1 n=1 k=0 k=0 n=k+1
= D> fiim)pi(k) = fi; > pii(k) < pjj(k) < oo
k=0 m=1 k=0 k=0

Proposicion. Toda cadena de Markov finita tiene por lo menos un estado
recurrente.

Demostracion. Por contradiccién, suponga que todos los estados son transitorios.
Entonces para cualesquiera estados i y j, se cumple > >~ | p;i(n) < oo. Sumando
sobre el conjunto finito de todos los posibles estados j se obtiene Zj Yoo 1 pij(n) <
0o. Por otro lado, intercambiando el orden de las sumas se llega a la afirmacién
contraria, 337 | > pij(n) = >_,°; 1 = oo. Por lo tanto es erréneo suponer que
todos los estados son transitorios, debe existir por lo menos uno que es recurrente.

O
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En consecuencia, toda cadena finita e irreducible es recurrente. Mas adelante de-
mostraremos que en tal caso, con probabilidad uno la cadena visita cada uno de
sus estados una infinidad de veces.

3.8. Tiempo medio de recurrencia

Hemos visto que si una cadena de Markov inicia en un estado recurrente, entonces
regresa a €l una infinidad de veces con probabilidad uno. Y hemos definido el
tiempo de primera visita a un estado j, a partir de cualquier estado i, como la
variable aleatoria discreta 7;; = min{n > 1: X,, = j| Xy = i}, con la posibilidad
de que tome el valor infinito. Vamos a definir el tiempo medio de recurrencia como
la esperanza de esta variable aleatoria en el caso cuando el estado a visitar es
recurrente.

Definicion. El tiempo medio de recurrencia de un estado recurrente j, a partir
del estado 7, se define como la esperanza de 7;;, y se denota por u;;, es decir,

o0

pi = B(rig) = Y nfij(n).

n=1

Recordemos que cuando el tiempo de primera visita se refiere al mismo estado de
inicio y de llegada j, se escribe 7; en lugar de 7;;. En este caso el tiempo medio
de recurrencia se escribe simplemente como p;. Esta esperanza puede ser finita o
infinita, y representa el niimero de pasos promedio que a la cadena le toma regresar
al estado recurrente j.

Ejemplo. La cadena de Markov de dos estados es irreducible y recurrente
cuando a,b € (0,1). Vamos a calcular los tiempos medios de recurrencia de estos
dos estados. Tenemos que foo(1) =1 —a, y foo(n) = a(l — b)"~2b para n > 2. Por
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lo tanto,
Lo = Z nfoo(n) = (1—a)+ad Z n(1 — b)" 2
n=1 n=2
b+1
= (1—a)+ab( = )
_a+tb
= —

De manera andloga, o bien intercambiando los valores de a y b, se encuentra que
w1 = (a+b)/a. Observe que 1/pp+1/u1 = 1, més adelante explicaremos la razén de
ello. Observe también que estos dos tiempos medios de recurrencia son, en general,
distintos. Esto ejemplifica el hecho de que los tiempos medios de recurrencia no son
necesariamente idénticos para cada elemento de una misma clase de comunicacién
recurrente. o

3.9. Clases cerradas

Las clases cerradas son subconjuntos de estados de una cadena de Markov que
cumplen la propiedad de que partiendo de cualquiera estado de este subconjunto,
no se puede pasar a cualquier otro estado fuera del subconjunto. Esa propiedad
hace a este subconjunto de estados un subsistema propio de la cadena de Markov.

Definicién. Una coleccién de estados no vacia € es cerrada si ningin esta-
do fuera de € es accesible desde algin estado dentro de €, es decir, si para
cualquier i €€y j & €, i+ J.

Por ejemplo, si i es un estado absorbente, entonces la coleccién {i} es claramente
una clase cerrada. Como un ejemplo adicional considere cualquier clase de comuni-
cacién recurrente. Es claro que esta clase es cerrada pues de lo contrario, si i € €
y j & € con € recurrente, e i — j, entonces necesariamente j — ¢ pues hemos
supuesto que i es recurrente. Por lo tanto ¢ <+ j, y entonces j € ¥, contrario a
la hipétesis j ¢ %. Por lo tanto no es posible salir de una clase de comunicacién
recurrente. El siguiente resultado es una especie de reciproco de lo que acabamos
de mencionar.
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Proposicion. Toda coleccién de estados que es cerrada e irreducible es una
clase de comunicacién.

Demostracion. Sea % una coleccién no vacia de estados que es irreducible y cerrada,
y sea i € €. Entonces ¥ C C(i) pues como % es irreducible, todos sus estados se
comunican y por lo tanto deben pertenecer a la misma clase de comunicacion.
Como ¥ es cerrada, no es posible salir de tal coleccién, de modo que la diferencia
C(i) — % es vacia, si existiera j € C(i) — €, entonces ¢ — j, lo cual contradice el
supuesto de que € es cerrada. Por lo tanto ¢ = C(i). O

3.10. Numero de visitas

En esta seccién vamos a estudiar la variable aleatoria que registra el nimero de
visitas que una cadena realiza sobre un estado j a partir del estado i, es decir, para
cualquier tiempo finito n se define la variable aleatoria

n

Nij(n) = Z I(x,=j), cuando Xo=1i.
k=1

Cuando los estados i y j coinciden, se escribe N;(n) en lugar de N;;(n). Observe que

0 < N;;(1) < N;j(2) < ---, es decir, se trata de una sucesién mondétona creciente

de variables aleatorias no negativas que converge casi seguramente a la variable

Nij = Z 1(Xk:j), cuando Xg = 1.
k=1

Los siguientes resultados acerca de estas variables aleatorias permiten distinguir la
diferencia cualitativa en el comportamiento de los estados transitorios respecto de
los recurrentes.
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Proposicion. Para cualesquiera estados 7 y j,

1 si k=0,

1. P(Ny; > k) = { fij(fjj)k_l si k> 1.

2. P(Nij:k):{ Py st k=0,
Fig(Fi)s=1A — fy) sl B =1
0 si fij =0,
3. B(Niy) =Y pis(n) ={ 7 *_fjfﬂ si 0< fj; <1,
- &2 si fij #0y fi; =1

0 si j es transitorio
4. P(N;; = = . ’
(B = €9 { fi; sl j es recurrente.

1 si j es transitorio,
5. Bl < e = { 1— fi; sij es recurrente.

Demostracion.

1. La primera parte de esta igualdad es evidente. Para demostrar el caso k > 1
se usa analisis del primer paso,

P(Nij 2 k) = ifij(n)P(ij >k—1)
n=1

= f;P(ij >k-1)
Fis(Fi)* T

2. Este resultado se sigue de la primera férmula y de la igualdad P(N;; = k)
P(N;j > k)— P(N;; > k+1).
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3. Por el teorema de convergencia mondtona,

E(Ny) = E() lx,=j|Xo=1)

n=1

I
NE

n=1
= Y pii(n).
n=1

Por otro lado, usando la primera férmula

E(Nij) = Y P(Ny>k)
k=1
= Z fiJ(fJJ)kil
k=1
0 si fij = 0,
= fij si 0< fjj <1,
L=y
- St fiy A0y fiy = 1.
4. Por la primera férmula,
k—o0

= Jlim Fig (Fi)Ft
—00

. 0 si j es transitorio,
fi; sl j es recurrente.

5. Esta probabilidad es el complemento de la anterior.

O

Distribucién de probabilidad de la variable N;;. La variable aleatoria discreta
N;; toma valores en el conjunto {0,1,...,00}. La funcién de probabilidad que
hemos encontrado para esta variable incluye los siguientes casos:
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a) Si f;; = 0, entonces no es posible visitar j a partir de ¢, y por lo tanto P(N;; =
0) = 1, es decir la probabilidad se concentra completamente en el valor 0.

b) Si fi; > 0y f;; =1, es decir, si se puede pasar de i a j y j es recurrente, entonces
para cualquier valor de k > 1, P(N;; > k) = fi;, y por lo tanto P(N;; = 00) = fi;.
Mientras que P(NN;; = 0) = 1— f;;. Se trata entonces de una medida de probabilidad
concentrada en los valores 0 e co.

c) Si fij >0y fj; <1, es decir, si se puede pasar de i a j y j es transitorio,
entonces la probabilidad se distribuye sobre los valores finitos 0,1, ... como indica
la féormula 2.

Recurrencia, transitoriedad y ntmero esperado de visitas. A partir de
estas formulas podemos ahora distinguir el comportamiento del niimero de visitas
en los casos cuando el estado j es transitorio o recurrente.

a) Si j es transitorio, entonces sin importar el estado inicial i, con probabilidad
uno la cadena realiza sélo un nimero finito de visitas al estado j, esto es lo que
dice la férmula 5, y el nimero esperado de visitas a tal estado es siempre finito
por la férmula 3 con fj; < 1, es decir, E(N;;) = Y07 pij(n) < co. Por lo tanto,
encontramos nuevamente que nh_}rrgo pij(n) = 0.

b) Si j es recurrente, y si se inicia en j, entonces con probabilidad uno la cadena
regresa a j una infinidad de veces, esto es lo que dice la férmula 4 con f;; = f;; =1,
y el nimero esperado de visitas al estado j es infinito. Si la cadena inicia en cualquier
otro estado i, entonces existe la posibilidad de que la cadena nunca visite j (f;; = 0),
y €l nimero esperado de visitas es naturalmente cero (férmula 3 con f;; = 0). Pero
si la cadena visita j alguna vez (f;; > 0), entonces regresard a j una infinidad de
veces, y el numero esperado de visitas al estado j es infinito por la formula 3 con

Ji; >0y fj; =1

Anteriormente habiamos demostrado un criterio para la transitoriedad y la re-
currencia del estado ¢ en términos de la convergencia o divergencia de la serie
> pii(n). En vista de la férmula 3 ahora podemos corroborar que un estado
1 es recurrente si, y sélo si, el nimero promedio de regresos a €l es infinito, y es
transitorio si, y sélo si, el nimero promedio de regresos es finito. También en parti-
cular, la féormula 4 demuestra que toda cadena de Markov irreducible y recurrente,
visita cada uno de sus estados una infinidad de veces con probabilidad uno.

Ejemplo. La cadena de racha de éxitos es irreducible y recurrente. Por lo tanto
con probabilidad uno visita cada uno de sus estados una infinidad de veces. o
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Ejemplo: El problema del mono. Suponga que un mono escribe caracteres al
azar en una maquina de escribir. ;Cudl es la probabilidad de que eventualmente el
mono escriba exactamente, y sin ningun error, las obras completas de Shakespeare?
Puede encontrarse la respuesta a esta pregunta de varias formas [30]. Usaremos la
teoria de cadenas de Markov para demostrar que esta probabilidad es uno. Imagi-
nemos entonces que un mono escribe caracteres al azar en una maquina de escribir,
y que lo hace de manera continua generando una sucesion lineal de caracteres.
Cada uno de los caracteres tiene la misma probabilidad de aparecer y se genera
un caracter independientemente de otro. Sea m el total de caracteres disponibles
que se pueden imprimir, y sea N la longitud de caracteres de los cuales consta
las obras completas de Shakespeare. Sea X, el nimero de caracteres correctos
obtenidos inmediatamente antes e incluyendo el ultimo momento observado n, es
decir, se trata de un modelo de rachas de éxitos. Es claro que las variables X,
toman valores en el conjunto {0,1,2,..., N}, y dado que los caracteres se gene-
ran de manera independiente, el valor de X, depende tnicamente del valor de
X, y no de los anteriores, es decir, se trata efectivamente de una cadena de Mar-
kov. Considerando entonces un conjunto de simbolos de m caracteres se tiene que
PXpp1=z+1|X,=2)=1/m,y P(Xpy1 =0]| X, =2) = (m—1)/m. El
primer caso corresponde a obtener el caracter correcto al siguiente tiempo n+ 1,y
denotaremos a la probabilidad de tal evento por p. La segunda igualdad refleja la
situacién de cometer un error en el siguiente caracter generado cuando ya se habian
obtenido z caracteres correctos, tal probabilidad serd denotada por g. Las posibles
transiciones de un estado a otro y las correspondientes probabilidades se muestran
en la Figura 3.14. Técnicamente existen algunas otras posibles transiciones de al-
gunos estados en otros, pero ello no modifica substancialmente el comportamiento
cualitativo del modelo.

A

Figura 3.14:

Como puede observarse, se trata de una matriz finita e irreducible pues todos los
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estados se comunican. Por lo tanto es recurrente. Entonces con probabilidad uno
la cadena visita cada uno de sus estados una infinidad de veces. En particular,
cada vez que la cadena visita el estado IV el mono concluye una sucesién exitosa
de caracteres, y ello sucedera una infinidad de veces con probabilidad uno. o

Teorema ergodico para cadenas de Markov. Para cualesquiera estados 4
y 7 de una cadena de Markov irreducible se cumple que

N;; 1
lim Ny(n) =— cs. (3.3)

n—00 n L

siendo este limite cero cuando pu; = oo.

Demostracion. Si la cadena es transitoria, entonces ambos lados de la igualdad se
anulan. Suponga que la cadena es recurrente. El tiempo de primera visita al estado
j a partir de i es 7,; = min{n > 1 : X,, = j| X, = i}. Dada la recurrencia e
irreducibilidad, P(r;; < oo) = 1, y entonces para cualquier n > 1 se cumple la
identidad
Nij(7ij +n) = 1+ Nj;(n).
Por lo tanto es suficiente demostrar la convergencia para N;;(n)/n pues
i Nu() o Ni(Ti +n)
n—o00 n n—o00 Tij +n
14+ N,
— lim + JJ (’I’L)
n—00 Tij +n
Nji(n n
n—00 n Tij +n
Nji(n
= lim —2—= (n) .
n—00 n
Sea Y (k) la variable que registra el nimero de pasos que transcurren entre la visita
k — 1y la visita k£ que la cadena realiza al estado j. Sabemos que el tiempo medio
de recurrencia es E(Y (k)) = uj, para j = 1,2, ..., y usando la propiedad fuerte de

Markov puede demostrarse que las variables Y (1),Y(2),... son independientes. Se
tienen entonces las siguientes estimaciones
Y1)+ +Y(N;;(n)) e~ Y1)+ +Y(N;;(n)+1)

Njj(n) Njj(n) Njj(n)
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Por la recurrencia, Nj;(n) — oo, cuando n — oo, de modo que por la ley de
los grandes numeros, los dos extremos de esta desigualdad convergen a pi; casi
seguramente. Por lo tanto,

Interpretacién: Para una cadena de Markov irreducible, el nimero m; = 1/p;
es el tiempo promedio que la cadena permanece en el estado j a largo plazo.

Tomando esperanza en (3.3), por el teorema de convergencia dominada, y para una
cadena irreducible, se cumple que

. Ng(n), 1
Bl =) = P
Ly
= g 2 pe)
k=1
1
Hj

En particular, cuando el tiempo medio de recurrencia p; es infinito, y ain mas
) ] 9
particularmente cuando el estado j es transitorio, se tiene que

3.11. Recurrencia positiva y nula

Hemos visto que si una cadena de Markov inicia en un estado recurrente, entonces
regresa a €l una infinidad de veces con probabilidad uno. Sin embargo, esta recu-
rrencia puede presentarse de dos formas: cuando el tiempo promedio de retorno
es finito o cuando es infinito. Esto lleva a la definicién de recurrencia positiva y
recurrencia nula respectivamente. Consideremos entonces que j es un estado recu-
rrente. El tiempo de primera visita a este estado, a partir de cualquier otro estado
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i, es la variable aleatoria discreta 7,; = min {n > 1: X,, = j| X, = i}. Recordemos
que cuando el tiempo de primera visita se refiere al mismo estado recurrente de
inicio y de llegada ¢, se escribe simplemente como 7; en lugar de 7;;. La esperanza
de esta variable aleatoria es naturalmente el tiempo medio de recurrencia.

Definicion. El tiempo medio de recurrencia de un estado recurrente j, a partir
del estado 7, se define como la esperanza de 7;;, y se denota por u;;, es decir,

o0

pi = B(rig) = ) nfij(n).

n=1

Nuevamente cuando el tiempo medio de recurrencia se refiere al mismo estado
recurrente de inicio y de llegada i, se escribe simplemente como ;. Como hemos
mencionado, esta esperanza puede ser finita o infinita, y ello lleva a la siguiente
clasificacién de estados recurrentes.

Definiciéon. Se dice que un estado recurrente i es
a) recurrente positivo si p; < 0o.

b) recurrente nulo si p; = oo.

Demostraremos a continuaciéon que la recurrencia positiva y la recurrencia nula son
propiedades de las clases de comunicacion. Es decir, dos estados en una misma clase
de comunicacién recurrente, son ambos recurrentes positivos o recurrente nulos.

Proposicion. (La recurrencia positiva o nula es una propiedad de clase).
Sea 7 un estado recurrente. Entonces

a) si i es recurrente positivo e i <> j, entonces j es recurrente positivo.

b) si i es recurrente nulo e i <> j, entonces j es recurrente nulo.

Demostracion. Observe que es suficiente demostrar cualquiera de estas afirmacio-
nes. Demostraremos la primera. Suponga que ¢ es un estado recurrente positivo, es
decir, i es recurrente y es tal que p; < oo. Como i <+ j, se tiene que j es también un
estado recurrente. Ademds existen enteros no negativos n y m tales que p;;(n) > 0
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y pji(m) > 0. Entonces para cualquier entero natural k,
pjj(n+m+ k) > pji(m) pii(k) pij(n).
Sumando para k= 1,..., N, y dividiendo entre IV,

N N

% > piin+m+k) > pji(m) % > pulk) piy(n).
k=1 k=1

Haciendo N — oo se obtiene
1 1
122 ! M !

Por lo tanto también p; es finito, es decir, j es recurrente positivo. [l

De esta forma, el espacio de estados de toda cadena de Markov puede descompo-
nerse en tres grandes subconjuntos de estados: transitorios, recurrentes positivos y
recurrentes nulos. Esto se muestra en la Figura 3.15. Cada una de estas colecciones
de estados puede estar constituida por ninguna, una, o varias clase de comunicacién.

estados estados estados
transitorios recurrentes recurrentes

nulos : positivos

Descomposicién del espacio de estados

Figura 3.15:

Ejemplo. Anteriormente demostramos que para la caminata aleatoria sobre Z,
el tiempo promedio de regreso al estado 0 es

o0

4
Ho = anoo(”) = \/%qélpq

En el caso simétrico, es decir, en el caso en el que la cadena es recurrente, este
cociente se hace infinito. Esto demuestra que el estado 0 es recurrente nulo, y por
lo tanto la cadena entera es recurrente nula. )

n=0
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Ejemplo. Demostraremos ahora que la cadena de Markov de rachas de éxitos
es recurrente positiva. Recordemos que dicha cadena es irreducible y recurrente.
Comprobaremos que el tiempo medio de recurrencia del estado 0 es finito. En
efecto,

oo o0 3 oo e 1
Hozznfoo(n)zzn(l—p)pn 12(1—1’)2711) 1:m<oo.
n=1 n=1 n=1

Esto demuestra que el estado 0 es recurrente positivo y siendo la cadena irredu-
cible, es recurrente positiva. Por lo tanto el tiempo medio de recurrencia de cada
estado es finito. Hemos aprovechado la facilidad del célculo de las probabilidades
de primer regreso al estado 0. o

Se ha demostrado antes que toda cadena finita tiene por lo menos un estado recu-
rrente. Demostraremos ahora que para cadenas finitas sélo puede haber dos tipos
de estados: transitorios o recurrentes positivos.

Proposicion. No existen estados recurrentes nulos en cadenas de Markov fini-
tas.

Demostracion. Sea j un estado recurrente y sea C' su clase de comunicacion. La
clase C' es cerrada y ademas es finita pues la cadena completa lo es. Demostraremos
que pj < oo. Para cualquier ¢ € C, y k natural,

jeC
Entonces
I I
;Z > k)= — 2 pij(k) =1.
k=1 jeC jeC k=1
Haciendo n — oo, por el teorema ergédico aplicado a la clase cerrada C' se obtiene
1
ISP
jec Hi

Para que esta suma sea uno debe existir por lo menos un valor de j en C tal
que p; < oo, pues de lo contrario cada sumando serfa cero y la suma total no
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podria ser uno. Por lo tanto existe un estado j que es recurrente positivo. Dado
que la recurrencia positiva es una propiedad de clase, todos los elementos de C son
recurrentes positivos. O

Observe que en particular, todos los estados de una cadena finita e irreducible son
recurrentes positivos.

3.12. Evolucion de distribuciones

Una matriz estocdstica establece una dinamica en el conjunto de las distribucio-
nes de probabilidad definidas sobre el espacio de estados de la correspondiente
cadena de Markov. Para explicar la situaciéon de manera simple consideraremos un
espacio de estados finito {0,1,..., N}, y una distribucién de probabilidad inicial
m(0) = (m0(0),71(0),...,7n(0)). Después de transcurrida la primera unidad de
tiempo, la cadena se encuentre en cualquiera de sus posibles estados de acuerdo
a la distribucién 7(1) = (mo(1), 71(1),...,7n (1)), en donde la j-ésima entrada de
este vector es

(1) = P(X1=)
N
= Y P(X1=j|Xo=1i)P(Xo=1)
=0

= 7(0) poj +m1(0) p1j + -+ 7n(0) PN

(m(0) P);.

Es decir, (1) se obtiene a partir de 7(0) y de la matriz de probabilidades de
transicién P a través de la f6rmula 7(1) = 7(0) P,

Poo '+ DoN
(mo(1),...,7n (1)) = (m0(0),..., 7N (0))

PNo PNN

A su vez la distribucién 7(1) se transforma en 7(2) a través de la ecuacién 7(2) =
7(1) P = w(0) P2, y asf sucesivamente. En general, 7(n+1) = n(n) P = «(0) P"*L.
De esta forma se obtiene una sucesién infinita de distribuciones de probabilidad
m(0),m(1),7(2),..., en donde cada una de ellas, excepto la primera, es obtenida de
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la anterior multiplicada por la derecha por la matriz de probabilidades de transicién
en un paso. Por ejemplo, considere la matriz estocastica

0 1 0
P:(o 0 1)
/2 1/2 0

con distribucién inicial 7(0) = (0.1,0,0.9). Las subsecuentes distribuciones se cal-
culan a continuacion y las graficas aparecen en la Figura 3.16.

= 7(0) P! = (0.45,0.55,0)

(0) P? = (0,0.45,0.55)

(0) P3 = (0.275,0.275,0.45)
= 7(0) P* = (0.225,0.5,0.275)

= T

= T

(2) 7(3) m(4)
1 1
|

us
T
01 2 01 2 01 2

= ——

o
—
[\V]
o -
N ——

Figura 3.16:

Es natural preguntarse si existe algin limite para esta sucesién de distribuciones.
En las siguientes secciones estudiaremos tal problema y encontraremos condiciones
bajo las cuales existe un unico limite para esta sucesion. Estudiaremos a continua-
cion el caso particular cuando la distribucién inicial no cambia al ser multiplicada
por la derecha por P. A tales distribuciones se les llama estacionarias o invariantes
en el tiempo.
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3.13. Distribuciones estacionarias

Definicién. Una distribucién de probabilidad m = (g, 1, ...) es estacionaria
o tnvariante para una cadena de Markov con probabilidades de transicién p;;

S1
T = E i Pij-
i

En términos matriciales, m es estacionaria si m = wP. Esta identidad tiene como
consecuencia el hecho de que para cualquier nimero natural n, se cumpla que
m = wP", es decir, m es también una distribucién estacionaria para la matriz
P". Esto significa que si la variable aleatoria inicial X tiene esa distribucién 7,
entonces la distribucién de X,, también es m pues P(X,, = j) = >, mpi;(n) = 7;j,
es decir, esta distribucién no cambia con el paso del tiempo y por ello es que se le
llama estacionaria o invariante. Observe que el vector de ceros cumple la condicién
m = w P, sin embargo no corresponde a una distribucién de probabilidad. Los
siguientes ejemplos muestran que las distribuciones estacionarias pueden no ser
Unicas y pueden incluso no existir.

Ejemplo: Existencia multiple. Considere una cadena de Markov sobre el conjunto
de estados {0, 1,2} y con probabilidades de transicién dada por la siguiente matriz

1 0 0
P= ( 1/3 1/3 1/3 )
0o 0 1

Es inmediato comprobar que el vector 7 = (1 — «, 0, ) satisface el sistema de
ecuaciones m = wP para cada con a € [0,1]. Existen entonces una infinidad de
distribuciones estacionarias para esta cadena. Observe que el vector (1 —«, 0, a) se
puede escribir como la combinacién lineal (1 — «)(1,0,0) + «(0,0,1). o

Ejemplo: No existencia. No existe ninguna distribucién estacionaria para la
caminata aleatoria simétrica simple sobre Z pues la condicién m = wP se tra-
duce en el sistema de ecuaciones en diferencias m; = m;_1/2 + m41/2. O bien
Tjy1 —T; = m; —m;—1. Sumando estas ecuaciones puede encontrarse que para todo
entero n > 1, w41 — mo = n(m — mo). El lado izquierdo es acotado mientras el
lado derecho crece sin limite cuando n es grande, a menos que m; — w9 = 0. Es-



66 3.13. DISTRIBUCIONES ESTACIONARIAS

to demuestra que todas estas diferencias son cero, y por lo tanto m; es constante
para cualquier valor de j. Es decir, el vector constante es la solucién al sistema
de ecuaciones en diferencias planteado, pero ello es incompatible con la restriccion
> ;=1 Por lo tanto no existe ninguna distribucién de probabilidad m que cum-
pla la igualdad m = mP para esta cadena. o

Ejemplo: Existencia tinica. La cadena de Markov de dos estados dada por la

matriz
1—a a
P=( )

tiene una unica distribucién estacionaria dada por m = (mwg,m) = ((#b, =)
cuando a 4+ b > 0. En cambio, cuando a = b = 0, la matriz resultante es la matriz
identidad que acepta como distribucién estacionaria a cualquier distribucién de
probabilidad sobre {0, 1}, es decir, en este caso existen una infinidad de distribu-

ciones estacionarias para esta cadena. o

Con base en los ejemplos anteriores haremos algunas observaciones sobre las dis-
tribuciones estacionarias. Primeramente observe que para encontrar una posible
distribucién estacionaria de una cadena con matriz P, un primer método consiste
en resolver el sistema de ecuaciones m = P, sujeto a la condicién ; m; = 1. Méds
adelante expondremos una forma alternativa de buscar distribuciones estacionarias
para cadenas reversibles. Por otro lado, suponga que 7w y 7’ son dos distribuciones
estacionarias distintas para una matriz P. Entonces la combinacién lineal convexa
am + (1 — a)n’, para « € [0, 1], también es una distribucién estacionaria pues

(ar+(1—a)t)P=arP+ (1 —-a)r’P=ar+ (1 —a)r'.

Por lo tanto, si existen dos distribuciones estacionarias distintas para una cadena,
entonces existe una infinidad de ellas. Esto demuestra que el conjunto de distribu-
ciones estacionarias es un conjunto convexo. Tomando en cuenta las observaciones
anteriores y de acuerdo a los ejemplos mostrados, sélo hay tres situaciones sobre la
existencia de distribuciones estacionarias para una cadena de Markov cualquiera:
no existe ninguna distribucién estacionaria, existe una distribucién estacionaria y
es Unica, o existe una infinidad de distribuciones estacionarias. Dadas estas consi-
deraciones, es natural plantearse el problema de encontrar condiciones necesarias
y suficientes para que una cadena tenga alguna distribucién estacionaria. Primera-
mente demostraremos que cuando existe una distribucién estacionaria, ésta tiene
como soporte el conjunto de estados recurrentes positivos.
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Proposicién. (Soporte de una distribucién estacionaria). Sea m una distri-
bucién estacionaria. Si j es un estado transitorio o recurrente nulo, entonces
Ty = 0.

Demostracion. Usaremos el hecho de que si j es un estado transitorio o recurrente
nulo, entonces para cualquier estado 1,

Como 7 es una distribucién estacionaria,
T = E i Pij
i
= Y mipi(k)
i

= IS )
k=1 1
= Ym > puk)
k=1

2

Tomando el limite cuando n — oo, por el teorema de convergencia dominada, se
obtiene

1L
T :Z Wi(nlggoﬁ;pij(k)) =0.

O

En particular, si m; > 0, entonces j es un estado recurrente positivo. Esto es una
consecuencia inmediata del resultado anterior y para ello puede usarse un argumen-
to por contradiccién. Por otro lado, la proposicién recién demostrada también nos
ayuda a corroborar nuevamente, por ejemplo, que una caminata aleatoria simétrica
simple no tiene distribucién estacionaria pues se trata de una cadena cuyos estados
son todos recurrentes nulos. Se presenta a continuaciéon una solucién al problema
de encontrar condiciones suficientes que garanticen la existencia y unicidad de la
distribucién estacionaria.
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Proposicién. (Existencia y unicidad de la distribucién estacionaria). Toda
cadena de Markov que es irreducible y recurrente positiva tiene una tunica
distribucién estacionaria dada por
1
T =— > 0.
Mg

En particular, toda cadena finita e irreducible tiene una tunica distribucién
estacionaria.

Demostracidn. Sea m; = 1/p;. Demostraremos que

(1) szzﬂipij-
(2) ZWJ:L

(3) m; es Unica.

Como la cadena es irreducible y recurrente positiva, se tiene que p; < 0o, para
cualquier estado j. Por lo tanto el cociente 1/u; es estrictamente positivo. Por el
teorema ergddico para cadenas de Markov se tiene que

R 1
lim — Z pij(m) = —.
m=1

n—o0 N 1

(1) Estacionariedad. Para cualquier natural N,

N N

E Wipij = E (lfrn
n— oo

1=0 =0

Pki (m) )pij

S|

= lim
n—o0

Pki (m) Dij

M=

3
I
_
-
]
o

BRI
< Jim — Z:lpkj(m+1)
= 7Tj.

Haciendo N — oo,

> mipi; <. (3-4)
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Suponga que para algin valor de j la desigualdad anterior es estricta. Sumando
sobre todos los valores j, por el teorema de Fubini,

ij>ZZ7Tipij=Z7TiZPij=Zm-
i i j i

J

Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto (3.4) es una igualdad. Esto demuestra
que 7 es estacionaria, y para cualquier m natural,

= Z m; pij(m). (3.5)

(2) Distribucién de probabilidad. Para cualquier natural N,

N N 1 n
domo= Z(lim —> (k)
§=0 = "4
1 n N
= nlgr(}OEZZpu(k)
k=1 j=0
1 n
< i g2
= 1

Por otra parte, por (3.5), para cualquier n natural,

= Wi(% > pi(m)).
m=1

i
Haciendo n — oo, por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, y usando
el hecho de que Zj 7w <1,

T = Z v (nlingo% Z pw(m)) = Z Ty
=0 =0

m=1
Dado que m; > 0, se obtiene ), m; = 1.

(3) Unicidad. Sean m y " dos distribuciones estacionarias para la matriz P. En-
tonces

n N n
W= 3 gy = 3w pm) 2 30 w3 pig(m))
i m=1 =0

i = i m=1



70 3.13. DISTRIBUCIONES ESTACIONARIAS

Haciendo n — oo,

/

-

/
; > Ty
1=0
Ahora hacemos N — oo para obtener
/!
T > T (3.6)

Si esta desigualdad fuera estricta para algin valor de j, entonces sumando sobre
todos los valores de j se obtiene 1 = >, 7 > >, m; = 1, lo cual es una contra-
diccién. Por lo tanto (3.6) es una igualdad para cada valor de j, y ello demuestra
la unicidad. O

Ejemplo. La cadena de dos estados es finita e irreducible cuando a +b > 0, y
por lo tanto es recurrente positiva. Por el resultado recién demostrado esta cade-
na tiene una unica distribucién estacionaria. Resolviendo el sistema de ecuaciones
7w = wP se encuentra que m = (mg, m1) = (b/a+b,a/a+b). Como una aplicacién de
la dltima proposicién demostrada encontramos nuevamente que los tiempos medios
de recurrencia son (po, p1) = (1/mo, 1/m1) = ((a + b)/b, (a + b)/a). o

Ejemplo. La cadena de Ehrenfest es finita e irreducible, en consecuencia es recu-
rrente positiva. Por lo tanto tiene una tnica distribucién estacionaria. Resolviendo
el sistema de ecuaciones m = mP se encuentra que el vector m tiene distribucién

bin(N, 1/2), es decir,

N\ 1 .
7rj:<j)2—N, para j =0,1,...,N.
En vista de la proposicién demostrada, los tiempos medios de recurrencia para esta

cadena son N
1 2
pj=—= 5, paraj=0,1,...,N.
i (J)

Ejemplo. La cadena de racha de éxitos, aunque no es finita, es irreducible y
recurrente positiva. Por lo tanto tiene una tnica distribucién estacionaria dada por
la distribucién geo(1 — p), es decir, el sistema de ecuaciones m = 7P tiene como
Gnica solucién la distribucién

m=1—-p)p’, paraj=0,1,2...
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Como consecuencia de la proposicién anterior, se obtiene que los tiempos medios
de recurrencia para cada uno de los estados de esta cadena son
1 1
pwi=—=-———— paraj=0,1,2...
Toom (1-p)p
En particular, uo = 1/(1 — p). Esto confirma los célculos realizados antes para pg
. ’ o0
a partir de la férmula po = > | n foo(n). o

3.14. Distribuciones limite

Como hemos mencionado antes, toda matriz de probabilidades de transicion P
determina una sucesién de distribuciones de probabilidad 7°, !, . .. sobre el espacio

de estados en donde
a"t = 7" P = 70 pntt, (3.7)

Bajo ciertas condiciones tal sucesién es convergente a una distribucion limite 7.
Imaginemos por ahora que tal es el caso y examinemos algunas propiedades de esta
distribucién limite. Por (3.7) se tiene que
7= lim 7" = 7° lim P"*' = 7! lim P™.
n—oo n—oo n—oo

Estas igualdades revelan varias cosas. Primero, la distribucién limite no depende
de la distribucién inicial pues el lado derecho de estas ecuaciones debe ser el mismo.
Segundo, la distribucién limite estd dada por el limite de las potencias de P pues si
se toma como distribucién inicial aquella concentrada en el i-ésimo estado, enton-
ces el j-ésimo elemento de la distribucién limite es m; = lim, o0 psj(n). Tercero,
el limite de las potencias de P es una matriz con todos sus renglones idénticos,
siendo este reglén la distribucién limite. Por tltimo, a partir de (3.7) se obtiene
que lfm,, oo 7" = lim,, oo ™" P, esto es, m = 7P, es decir, la distribucién limite
es una distribucién estacionaria, suponiendo un espacio de estados finito. En esta
seccién se establecen condiciones para obtener rigurosamente estos resultados.

Como se ha visto, toda distribucién limite es estacionaria pero el reciproco es en
general falso como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Es inmediato comprobar que la distribucién uniforme (1/2,1/2) es

estacionaria para la cadena con matriz P = ( F ), y sin embargo las potencias
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P™ no convergen pues para cualquier entero natural n, P"*1 = (! ), mientras
2n __ 1 0
que P*" = ( o 1 ) o

El siguiente resultado es valido para espacios de estados finitos o infinitos, y es-
tablece que si el limite de las probabilidades p;;(n), cuando n — oo, existen y no
dependen de i, entonces la distribucion limite podria ser una distribucién estacio-
naria. Esto es solamente una posibilidad pues los limites podrian ser todos cero.
En el caso finito, sin embargo, demostraremos que tales limites conforman una
distribucién de probabilidad verdadera.

Proposicion. Considere una cadena de Markov con probabilidades de tran-

sicién p;; tales que los limites m; = lim,,_, p;j(n) existen para cada j, y no
dependen del estado i. Entonces

Ly m<1
J

2. Ty = Z Wipij(n).

Cuando el espacio de estados es finito se cumple la igualdad en el primer resul-
tado obteniéndose una distribucién de probabilidad verdadera.

Demostracion. Suponga primero el caso cuando el espacio de estados es el conjunto

finito {0, 1, ..., N}. Entonces la primera afirmacién se cumple con igualdad pues
N N N
dom=) lim pi(n)= lim Y pi(n) = 1.
3=0 3=0 3=0

Para la segunda afirmacién se tiene que para cualquier n > 1,

N N
Y omipig(n) = Y lim p(m)pi(n)
1=0 1=0
N
= lim_ Z; pri(m) pi;(n)
im pyj(m +n)

5.
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Suponga ahora que el espacio de estados es infinito. En este caso no es posible
garantizar la validez del intercambio de limite y suma efectuado antes. Para la
primera afirmacién se tiene que para cualquier nimero natural N > 1,

N

Z ':Znh_?;opw —nli{I;Opr ) < hm 1=1.

Jj=0

Haciendo N — oo se obtiene el resultado buscado. Para la segunda afirmacion,
nuevamente para cualquier niimero natural N > 1,

N
Y omipy = anggo Pri(n) pij
=0

= nlingo Z pkz pz;
< { ;

< lim py; (n +1)

= 7Tj.

Si7; = 0 para cualquier j, entonces estas desigualdades se convierten en identidades
como dice el enunciado. Suponga que > ; ™ > 0. Demostraremos que las desigual-
dades estrictas no son posibles. Suponga que para algin estado j, >, m; pi; < ;.

Entonces
J %, i j i

Esto es una contradiccion, por lo tanto la igualdad en el parrafo anterior se cumple.
O

Ahora se establecen condiciones suficientes para que exista el limite de las proba-
bilidades de transicién en n pasos. Este resultado es una especie de reciproco del
resultado anterior pues supone la existencia de una distribucién estacionaria para
concluir que los limites de las probabilidades existen.

Teorema de convergencia. Considere una cadena de Markov que es

a) irreducible,
b) aperiddica, y
¢) con distribucién estacionaria 7.

Entonces para cualesquiera estados ¢ y j, lim p;j(n) = m;.
n—oo
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Demostracion. El método de esta demostracién se conoce como técnica de acople.
Sea {Y,} una cadena de Markov independiente de la original {X,,}, pero con la
misma matriz de probabilidades de transicién. Entonces el proceso {Z,,} definido
por Z, = (X,,Y,) es una cadena de Markov con probabilidades de transicién

P(Z’n-‘rl = (xn-'rl?y’ﬂ"rl) | Z”l = (‘T'"J y"l)) = pwn7wn+1 pyn7yn+17

y puede facilmente comprobarse que tiene distribucién estacionaria y, 4, = 7y, Ty,
Puede adem4s verificarse que la cadena {Z,,} es recurrente positiva. Ademds es irre-
ducible pues como {X,} v {Y,,} son aperiddicas, existe un nimero natural N tal
que pi;(n) pri(n) > 0, para toda n > N. Por lo tanto p(; x)¢;.)(n) > 0.

Sea j un estado cualquiera de la cadena original. Defina el primer momento en el
que la cadena {Z,} visita el estado (j,7) como 7; = min{n > 1: Z, = (4,7)}. Sea
ademds 7 = min{n > 1: X,, =Y, }. Este es el primer momento de acople de las
dos cadenas. Como {Z,} es recurrente, P(7 < oo) = 1. Ademds 7 < 7;. Por la
propiedad de Markov

P(X, =z,7<n)

Il
]
]
!
e
|
=
s
|
3
|
=

I
)
>

|
=
s
|
-
\]
|

N
o
s

I
=
\]

I
>

j r=1

= ZZP(Yn—iE|}/7«—j,T—’I”)P(K«:_],T:’I”)
j r=1

= > > P(Vu=z|Y,=§)P(Y, =j,7=r)
j r=1

= P, =z,7<n),

es decir, sobre el evento (7 < n), las variables X, y Y,, tienen la misma distribucién
de probabilidad. Por otro lado

P(X,=j) = PX,=j7<n)+P(X,=j,7>n)
= PY,=j7<n)+PX,=j7>n)
P(Y, =j)+ P(t > n).

IN
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De manera andloga, P(Y,, = j) < P(X,, = j) + P(7 > n). Por lo tanto,
|P(X, =37)—PY,=j) <P(r>n)—0, (3.8)

cuando n — oo. Si ahora se toma Xy = ¢ con probabilidad uno, y Yy con la
distribucién estacionaria m, entonces P(X,, = j) = P(X,, = j|Xo = {)P(Xo =
i) = pij(n) P(Xo = 1) = pij(n), y P(Yn = j) = 35, P(Yn = j|Yo = i)m =
>, mipij(n) = m;. Por lo tanto (3.8) establece que |p;;(n) — m;| — 0. O

i

El siguiente resultado establece condiciones suficientes para la existencia del 1imi-
te de las probabilidades de transicién, asegurando ademés que se trata de una
distribucién de probabilidad.

Teorema de convergencia. Considere una cadena de Markov que es

a) irreducible,
b) recurrente positiva, y
¢) aperiddica.
1
Entonces las probabilidades limite 7; = lim p;;(n) = — existen, y constituyen
n—oo o

i
la dnica solucién al sistema de ecuaciones

7Tj = Z Wipijy (39)
=0

o0
sujeto a las condiciones m; > 0, y Z m; = 1.
=0

Demostracion. Como la cadena es irreducible y recurrente positiva, tiene una tnica
distribucién estacionaria dada por m; = 1/p;. Es decir, es la Gnica solucién al siste-
ma de ecuaciones m = 7P, con 7; > 0y >, m; = 1. Ademds, por la aperiédicidad,
pij(n) = m;. O
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3.15. Cadenas regulares

Las cadenas de Markov regulares son cadenas finitas que cumplen la propiedad de
que a partir de un cierto momento, con probabilidad positiva se puede pasar de un
estado a otro cualquiera en un paso. Demostraremos que para este tipo de cadenas
existe siempre la distribucién limite.

Definicién. Se dice que una cadena finita o su matriz de probabilidades de
transicién es regular si existe un entero natural n tal que p;j(n) > 0, para
cualesquiera estados i y j.

En palabras, una cadena de Markov finita es regular si alguna potencia de su matriz
de probabilidades de transiciéon tiene todas sus entradas estrictamente positivas.
Otra forma de definir a una cadena regular es a través del siguiente resultado.

Proposicion. Una matriz estocéstica es regular si, y sélo si, es finita, irredu-
cible y aperiddica.

Demostracion. Si la matriz es regular, entonces claramente es finita, irreducible y
aperiddica. Reciprocamente, por la irreducibilidad, para cualesquiera dos estados
iy j, existe un entero m tal que p;;(m) > 0. Entonces existe un entero N tal que
pij(m 4+ nd(j)) > 0, para cada n > N. Como d(j) = 1 y siendo la matriz finita,
esto implica la regularidad. O

Para este tipo particular de cadenas finitas se conocen los siguientes resultados
acerca de su comportamiento limite.
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Proposicion. Toda cadena finita que ademés es

1. regular, tiene como distribucién limite la tnica solucién no negativa del
sistema (3.9).

2. regular y doblemente estocastica, tiene como distribucién limite la distri-
bucién uniforme.

3. irreducible, aperiddica y doblemente estocastica, tiene como distribucion
limite la distribucién uniforme.

Demostracion.

1. Como la cadena es regular, es irreducible, aperiddica, y es recurrente positiva
por ser finita. Por el teorema anterior la distribucién limite existe y esta dada
por el sistema de ecuaciones (3.9).

2. Como la cadena es regular, es aperiddica, irreducible y recurrente positiva
por ser finita. Entonces la distribucién limite existe. Por la hipétesis de doble
estocasticidad y suponiendo que el espacio de estados es {0,1,..., N}, se
tiene que Zij\io pij(n) = 1. Tomando el limite cuando n tiende a infinito se
obtiene Zij\io m; = 1. Por lo tanto m; = 1/(N + 1).

3. Este resultado es idéntico al anterior pues hemos demostrado que la regulari-
dad es equivalente a la finitud, irreducibilidad y aperiodicidad conjuntamente.

O

Ejemplo. Sea S, la suma de los resultados que se obtienen al lanzar un dado
equilibrado n veces. Encontraremos

lim P(S,, es multiplo de 7).

n—oo

Defina el proceso X,, = S, mod. 7 cuyo espacio de estados es {0,1,...,6}. No es
dificil convencerse que X,, es una cadena de Markov con matriz de probabilidades
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de transicién

0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1/6 0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1/6 1/6 0 1/6 1/6 1/6 1/6

P=1| 1/6 1/6 1/6 0 1/6 1/6 1/6
1/6 1/6 1/6 1/6 0 1/6 1/6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 0 1/6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 0

El evento (S, es multiplo de 7) es idéntico al evento (X,, = 0), de modo que la
probabilidad de que S,, sea multiplo de 7 a largo plazo es el tiempo de estancia a
largo plazo que la cadena X, pasa en el estado 0. El problema se reduce a encontrar
la distribucién limite de P. Pero esta matriz es regular, y entonces su distribucién
limite es la uniforme. Por lo tanto nh_}rrgo P(X,=0)=1/7. o

3.16. Cadenas reversibles

Sea {X,,} una cadena de Markov con probabilidades de transicién p;;. Sea m > 1
un entero fijo y defina un nuevo proceso Y,, = X,,_, paran =0,...,m, es decir, Y,,
es la cadena original pero vista en sentido inverso en el tiempo, ahora del tiempo
m al tiempo 0. Este nuevo proceso resulta también ser una cadena de Markov
pues cumple el criterio de independencia entre pasado y futuro cuando se conoce
el presente, las nociones de pasado y futuro se intercambian debido al cambio en
el sentido del tiempo. En efecto, para 1 < r < n < m, considere la probabilidad
condicional

P(yl;---7y7"717y7"+17'-'7yn|y7")-

En términos del proceso { X}, esta probabilidad es

P(mel =Yiy.-. 7Xm7r+1 =Yr—1,
Xm—ro1= Yr+1y--+s Xmn = Yn | Xm—r = yr)

Por la propiedad de Markov del proceso {X,,}, esta probabilidad es el producto

P(mel =Y1y.-- 7Xm7r+1 = Yr—1 |Xm7r - yr)
P(merfl =Yrtls-+ 3 Xmen = Yn | Xy = yr)a
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que en términos del proceso {Y,,} es la propiedad de Markov para este proceso

Py, Yr=1yr) P(Yrs1, - Yn | Yr)-

Sin embargo las probabilidades de transiciéon del nuevo proceso no son homogéneas
pues para 0 < n < m,
P(Xm—n = iaXm—n—l = j)

P(Xp—n =1)

P(Yoi1 =Yy =1)

P(menfl = .7)

P(men:'”menfl:j) P(X B :Z)

= pi P(Yn+1 :])
TPY,=1i)

es decir, estas probabilidades dependen de n a través del cociente P(Y,411 =
7)/P(Y,, = i). Tal dependencia desaparece cuando se toma como hipdtesis la exis-
tencia de una distribucién estacionaria 7 para {X,,}, pues en tal caso la igualdad
anterior se reduce a
. . T
P(Ynt1=7|Y, =1) = Dji — -
T
Bajo tal hipétesis las probabilidades de transiciéon de la nueva cadena son ahora
estacionarias. Si adicionalmente se pide que las probabilidades de transicién son
las mismas para ambas cadenas, entonces de la ecuacion anterior se obtiene que
debe satisfacerse la ecuacién p;; = pji:—i, es decir, m; p;; = m; pji. BEsto lleva a la
siguiente definicién de reversibilidad la cual anade la hipdtesis de irreducibilidad.
Definicion. Se dice que una cadena de Markov irreducible con probabilidades
de transicion p;; y con distribucién estacionaria 7 es reversible en el tiempo si
para cualesquiera estados ¢ y 7,

Ti Pij = Tj Pji- (3.10)

A la ecuacién (3.10) se llama ecuacion de balance detallado. La utilidad de las
cadenas reversibles estd dada por el siguiente resultado, el cual ejemplificaremos
més adelante con un par de aplicaciones.
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Proposicion. Considere una cadena irreducible para la cual existe una distri-
bucién 7 que cumple (3.10). Entonces 7 es una distribucién estacionaria y la
cadena es reversible.

Demostracidn. Si m cumple (3.10), entonces es una distribucién estacionaria pues
> mipij = ;T pji = ;. Ademaés la cadena es reversible por definicién. O

Ejemplo. Considere nuevamente la cadena de Ehrenfest. El espacio de estados
es {0,..., N}, y las probabilidades de transicién son, parai=1,...,N — 1,

(N—19)/N sij=i+1,
pi; =< i/N sij=1—1,
0 otro caso,

con po1 =1y pn,n—1 = 1. Esta cadena es finita, irreducible y recurrente positiva.
Estas propiedades garantizan que la cadena tiene una unica distribucién estacio-
naria. Si se desea encontrar esta distribucion estacionaria a través de la ecuacion
7 = 7 P, uno tendria que resolver el sistema

T = (1/N)7T1,
m o= (WN—i+1)/N)mi—1+((i +1)/N)miy1, parai=1,...,N -1,
™ = (1/N)7TN,1.

A partir de estas ecuaciones puede demostrarse que 7 es la distribucién bin(N, 1/2).
Alternativamente, se puede buscar una posible solucién al sistema (3.10), el cual
se escribe como sigue

N —i

H—lﬂi, parai:(),l,...,N—l.

Ti+1 =
Resolviendo iterativamente hacia abajo se encuentra que
N ,
= ( .| m, parai=1,...,N.
1

Sumando todas estas cantidades,
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Por lo tanto o = 1/2N, y m; = (7)/21\[ es la solucién al sistema. Esta es la distri-
bucién bin(N,1/2). Por lo demostrado antes esta distribucién es estacionaria y la
cadena es reversible. °

Ejemplo. Considere una caminata aleatoria no homogénea sobre {0,1, ...}, con
probabilidades de transicién

i sij=1i+1,
o sij=i—1,
PO 1-pi—q sij=i,

0 otro caso,

en donde gp = 0. Esta es una cadena irreducible. Si uno busca una distribucién
estacionaria a través de la ecuacién m = 7 P, uno tendria que resolver el sistema
de ecuaciones

o = mo(l —po)+q1m1,
T = Tiy1Gi+1 + (1 —pi — @) + mi—1pi—1, parai > 1.

Sin embargo la condicién (3.10) se traduce en el sistema mds simple m;p; =
Ti+1 ¢i+1- Una posible solucién de este sistema (su existencia dependera de los
pardmetros p; y ¢;), serd la distribucién estacionaria para esta caminata y la cade-
na serd entonces reversible en el tiempo. o

Resumen de la notacidon utilizada. Como referencia se presenta a continuacién
una lista de la notacién utilizada en este capitulo.

pi;  Probabilidad de pasar del estado i al estado j en un paso, es decir, p;; =
P(X; =j|Xo=14).

pij(n)  Probabilidad de pasar del estado i al estado j en exactamente n pasos, es

decir, p;;(n) = P(X,, = j| Xo = 4). En algunos textos aparece también como

pl(;l). En particular, se define p;;(0) = d;;, que vale uno cuando i = j, y cero
cuando i # j.

fij(n)  Probabilidad de llegar por primera vez al estado j a partir del estado i exacta-
mente en el paso n, es decir, f;;j(n) = P(X,, = 3§, Xn-1#74,..., X1 #J|Xo =

i). A veces se escribe también como fi(;l). En particular se define f;;(0) =0
para cualesquiera estados ¢ y 7, incluyendo el caso ¢ = j.
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Probabilidad de una eventual visita el estado j a partir del estado i. En
términos de probabilidades de primeras visitas, esta probabilidad es f;; =

220:0 fij (n)

Variable aleatoria que registra el ntimero de visitas realizadas al estado j

durante las primeras n transiciones, cuando la cadena inicia en el estado ¢, es
. n .

decir, Ni;j(n) = >, 1(x,=j), cuando X = i.

Variable aleatoria que cuenta el niimero total de visitas realizadas al estado j
cuando la cadena inicia en el estado i, es decir, N;j = Y oo, 1(x,=j), cuando
Xy = i. Puede tomar el valor infinito.

Tiempo en el que se logra la primera visita el estado j a partir del estado i,
es decir, 7;; = min{n > 1: X,, = j}, cuando Xy = i. Toma el valor infinito
cuando nunca ocurre tal evento. Cuando i = j se escribe 7;, y corresponde al
tiempo del primer regreso al estado 1.

Tiempo medio de primera visita al estado j a partir del estado i, es decir,
wij = E(7i;). Puede ser infinito. Cuando ¢ = j se escribe p; y se le llama
tiempo medio de recurrencia del estado 1.

Notas y referencias. El tema de cadenas de Markov a tiempo discreto aparece
en casi cualquier texto de procesos estocédsticos en mayor o menor profundidad,
e incluso puede encontrarse también en los 1ltimos capitulos de algunos textos
de probabilidad. El tema es regularmente la parte inicial y obligada de un curso
elemental de procesos estocasticos. Las siguientes referencias son una muestra de
algunos textos que contienen capitulos sobre el tema de cadenas de Markov a un
nivel similar al presentado: Karlin y Taylor [19], Brzezniak y Zastawniak [4], Jones
y Smith [17], Hoel, Port y Stone [16], y Stirzaker [36]. Los textos de Caballero et
al [6] y Norris [25], estén dedicados enteramente al tema de cadenas de Markov.
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“  Andrei Andreyevich Markov (Rusia 1856-1922).
Markov tuvo una salud muy precaria durante sus pri-
meros anos de vida, teniendo que caminar con muletas
hasta la edad de 10 anos. En 1874 ingres6 a la facultad
de fisica y matematicas de la universidad de San Peters-
burgo, y asistié a las clases de reconocidos matematicos
de la época, entre ellos P. L. Chebyshev, quien tuvo una
influencia decisiva en el quehacer futuro de Markov. Se
gradué brillantemente en 1878, y continudé con sus estu-
dios de maestria, los cuales concluyé en 1880. Trabajo co-
mo profesor en la universidad de San Petersburgo al mis-
A. A. Markov mo tiempo que estudiaba para su doctorado, el cual con-
cluyd en 1884. Continué trabajando en la misma univer-
sidad por practicamente el resto de su vida. Después de 1900, y siguiendo los
trabajos de P. L. Chebyshev, aplicé el método de fracciones continuas en la teoria
de la probabilidad. Markov fue el mejor exponente y continuador de las ideas de
Chebyshev y de sus temas de investigacion en probabilidad. Especialmente sobre-
salientes son sus trabajos sobre la ley de los grandes ntimeros y el teorema central
del limite, asi como otros resultados fundamentales de la teoria de la probabilidad,
y sobre el método de minimos cuadrados. Markov fue un profesor muy estricto pe-
ro también muy claro en sus exposiciones, y demandaba mucho rigor matematico
en los argumentos de sus estudiantes. Markov desarrolld su teoria de cadenas de
Markov desde un punto de vista matematico, aunque también aplicé su modelo en
el anélisis de estilos de escritura en poemas. Con sus trabajos sobre cadenas de
Markov, fundé una nueva rama de la probabilidad e inicié la teoria de los procesos
estocasticos. Fuente: Archivo MacTutor, Universidad de St. Andrews.
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Ejercicios

Propiedad de Markov

Recordemos que para hacer la notacién més corta, a la probabilidad P(X,, = x,)
se le ha escrito como p(z,,), es decir, el subindice indica también la variable a la
que se hace referencia. El significado de la probabilidad condicional p(zy41 | ) es

analogo.

11. Demuestre que la propiedad de Markov (3.1) es equivalente a cada una de las
siguientes condiciones.

a)

Esta condicién establece que la distribucién conjunta queda especificada
a través de la distribucién inicial y las probabilidades de transiciéon en
un paso: Para cualesquiera estados zg, ..., zn,,

p(xo, 21, ..., 20) = p(x0) P21 | 20) - - - (T | Tp—1).

Esta condicién establece que el futuro, sin importar lo distante que se
encuentre, depende sélamente del tltimo momento observado: Para cua-
lesquiera enteros n,m > 1,

p(xn-i-m |:E07 cee 7xn) = p(xn—i-m | :En)

Esta es la condicion de Markov para tiempos no necesariamente conse-
cutivos: Para cualesquiera enteros 0 < nj < -+ < ng41,

p(xnm+l | Tnyy--- 5Inm) = p(xnm+l | Inm)'

Esta condicién expresa la independencia entre el pasado y el futuro
cuando se conoce el presente: Para cualesquiera enteros 0 < k < n,

p(Toy -+ oy Tty Thop1s- -+ Tn |Tk) = D(T0,..., Th1|Tk)

P(Tpg1, - T | Tp)-

En esta condicién se consideran varios eventos en el futuro: Para cua-
lesquiera enteros n, m > 1,

p(xn—i-mu sy Tl |x07 cee 7xn) = p(xn-l-l |$n) T p(xn—i-m | xn—i—m—l)-
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Matrices estocasticas

12.

13.

14.

15.
16.

Demuestre que

a) si Py @ dos matrices estocdsticas (o doblemente estocdsticas) de la
misma dimensién, entonces PQ) también es estocistica (o doblemente
estocastica).

b) si P es estocdstica (o doblemente estocdstica), entonces para cualquier
entero positivo n, la potencia P™ también es estocéstica (o doblemente
estocastica).

Demuestre que una matriz cuadrada P puede ser tal que la potencia P™ sea
estocastica para algin entero n > 2, sin ser P misma estocéstica.

Demuestre que si una matriz estocéastica P es simétrica, entonces para cual-
quier n > 1, la potencia P™ también es simétrica.

Demuestre que toda matriz estocédstica simétrica es doblemente estocastica.

Demuestre que toda matriz estocéastica finita tiene siempre al niimero uno
como valor propio.

Probabilidades de transicién

17.

18.

Considere una cadena de Markov de dos estados: 0 y 1, con matriz de pro-
babilidades de transiciéon como aparece abajo. Suponga que la cadena tiene
una distribucién inicial dada por el vector (0.6,0.4). Encuentre P(X; = 0),
P(X;=1),P(Xo=0)y P(X2=1).

0.2 0.8
P= ( 0.5 0.5 ) )
Considere una cadena de Markov de dos estados: 0 y 1, con distribucién
inicial (1/2,1/2), y con matriz de probabilidades de transicién dada como
aparece abajo. Encuentre P(X; = 0), P(X; = 1), P(X5 = 1| X4 = 0),

P(X3 =0]|X; = 0), P(X100 = 0| Xgs = 0), P(X; = 0| X, = 0), P(X; =
1 X, =1,Xs5=1), P(X3=0,X,=0|X; =0).

(173 2/3
P= (3/4 1/4)'
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19. FEcuacion de Chapman-Kolmogorov para cadenas no homogéneas. Considere
una cadena de Markov con probabilidades de transicién no necesariamente
homogéneas p;;(n,m) = P(X,, = j| X, = i), para n < m. Demuestre que
para cualquier tiempo u tal que n < u < m,

pij(n,m) = pik(n, u) pr;(u, m).
k

20. Demuestre o proporcione un contraejemplo.

a) pij(n) > pij(1) pjj(n —1).
b) pij(”) =1 —pji(”)-

21. Demuestre que

a) pii(n) pis(m) < pii(n +m) < pi(n) pis(m) + (1 — p(n)).
b) sup {pij(n)} < fi; <D pis(n).

c) i — j si, y sélo si, fi; > 0.
d) i <> j si, y sélo si, fi;fj: > 0.

e) Zpij(”) = fij [ijj(n) +1].
n=1 n=1

Cadenas de Markov

22. Para la cadena de Markov de dos estados con distribucién inicial (po,p1),
demuestre que para a +b > 0,

b b .

P(X,=0) = a+b+(p0_a—+b)(1_a_b)’
a a

P(Xn=1) = Y ya—a—b).

(Ka=1) = o4 (p- ) (1-a-)

23. Encuentre la matriz de probabilidades de transicién de la cadena de Markov
de cuatro estados dada por el diagrama de la Figura 3.17. A partir de cada
posicién sélo se permite pasar a los estados como indica el laberinto, con
idéntica probabilidad para todas las posibilidades. Suponga que no se permite
permanecer en la misma posicién al efectuarse un movimiento.



24.

25.

26.

27.

28.

CAPITULO 3. CADENAS DE MARKOV 87

Figura 3.17:

Se lanza un dado equilibrado repetidas veces. Sea X, el nimero de lanzamien-
tos realizados al tiempo n desde la ultima vez que aparecié el nimero “6”.
Demuestre que {X,,} es una cadena de Markov y encuentre las probabilidades
de transicién.

Sea {X,,} una cadena de Markov con probabilidades de transicién p;;, y sea
m > 1 un entero fijo. Demuestre que los siguientes procesos son también
cadenas de Markov y encuentre las correspondientes probabilidades de tran-
sicion.

a) Xn+m .
b) Xpm.

Demuestre que para cualquier entero n > 1,

a) P(X, =j)= Z P(Xy—1 = 1) pij(1).
b) P(X, =j)= Z P(Xo = i) pij(n).

Considere una cadena de Markov con espacio de estados {0,1,...,N}, y
probabilidades de transicién tales que para cualquier estado i,

N
E(Xny1 | Xn =) = Z Jpij =1,
=0

es decir, el estado promedio después de una transicion es el estado inicial.
Demuestre que esta cadena es una martingala y que los estados 0 y N son
absorbentes.

Renovaciones discretas. Sea &1,&s, ... una sucesioén de variables aleatorias in-
dependientes idénticamente distribuidas, y con valores en el conjunto {1, 2, ...}.
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29.

30.

31.

32.
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Interpretaremos estas variables discretas como los tiempos de vida de articu-
los puestos en operaciéon uno después de otro en un proceso de renovacion a
tiempo discreto. Sea Xo =0y paracadan > 1sea X, =& +---+&,. Para
cada k =1,2,... defina

Ny =méx{n>1:X, <k}

Si el conjunto indicado es vacio, entonces el maximo se define como cero. La
variable Vi cuenta el nimero de renovaciones efectuadas hasta el tiempo k.
Sea Ay = k — X, es decir, Ay es la edad del articulo que se encuentra en
operacion al tiempo k, o bien el tiempo transcurrido desde la tltima reno-
vacién. La notacion A proviene del término en inglés age. Demuestre que el
proceso Ay, es una cadena de Markov con espacio de estados {0,1,...}, y con
probabilidades de transicién

_P(X=i+1) . P(X>i+2)
TPXziv1) P T PXzi+1)

Considere la cadena de inventarios en donde &, tiene distribucién uniforme
en el conjunto {0,1,2,3}, con s =1y S = 4. Encuentre la matriz de proba-
bilidades de transicién de esta cadena.

Sea X,, la cadena de Markov de dos estados. Demuestre que el proceso Y,, =
(Xn—1,X,) es una cadena de Markov. Determine el espacio de estados de
este nuevo proceso y encuentre la matriz de probabilidades de transicién.
Generalize este resultado para cualquier cadena.

Se colocan N bolas negras en una primera urna, y N bolas blancas en una
segunda urna. Se selecciona al azar una bola de cada urna y se intercambian.
Este ensayo se repite varias veces. Sea X, el numero de bolas blancas en la
primera urna después del n-ésimo ensayo. Justifique que X,, es una cadena
de Markov y encuentre la matriz de probabilidades de transicién.

Sea &y,&1, ... una sucesién de variables independientes con idéntica distri-
bucién Ber(p). Determine si el proceso {X,,} definido a continuacién es una
cadena de Markov. En caso afirmativo determine el espacio de estados y en-
cuentre la matriz de probabilidades de transicién.

a) X, = §n + gn—l-
b) Xn = anl + §n
¢) Xp=Xn1+&, (méd. 2).



33.

34.

35.
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Sea &1, &2, ... una sucesién de variables independientes con valores en el con-
junto {0,1,2,3,4} y con idéntica distribucién dada por {po,p1,p2, s, P}
Determine si el proceso {X,} definido a continuacién es una cadena de Mar-
kov. En caso afirmativo determine el espacio de estados y encuentre la matriz
de probabilidades de transicién.

Xo = 0,
Xnt1 = X, +&,41 (méd. 5), paran > 0.

Modificacion de la cadena de Ehrenfest. Considere el esquema de dos urnas
como en la cadena de Ehrenfest con un total de IV bolas. Suponga ahora que
un ensayo consiste en que cada una de las bolas se cambia de urna con una
distribucién de probabilidad especificada p1, ..., pn, sin importar la posicién
de las bolas. Sea X, el nimero de bolas en una de las urnas después del n-
ésimo ensayo. {Es esta una cadena de Markov? En caso afirmativo encuentre
la matriz de probabilidades de transicién.

Sea {X,,} una cadena de Markov con espacio de estados E. Defina el proceso
{Y,.} de la siguiente forma: Y;, = (X,,, X,,+1). Determine el espacio de estados
del proceso {Y,}, demuestre que es una cadena de Markov y encuentre sus
probabilidades de transicion en términos de las probabilidades de transiciéon
de {X,}.

Comunicacion

36.

37.

Dibuje un diagrama de transicién y encuentre las clases de comunicacién para
cada una de las siguientes cadenas de Markov.

0 0 1 0
1/2 12 0 Lo o0 o
a) P={ 12 0 1/2 b) P= 2 12 0 0
o 0 1 1/3 1/3 1/3 0
0 1 0 0
0 0 0 1
o P=| 4 1 o o
1/2 0 1/2 0

Considere una cadena de Markov con n estados. Demuestre que si i — 7,
entonces es posible pasar de ¢ a j en a lo sumo n — 1 pasos. Suponga i # j.
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Clases cerradas

38.

39.

40.

Demuestre que toda cadena de Markov tiene por lo menos una clase de co-
municacién cerrada.

Demuestre que la coleccién de estados € es cerrada si, y sélo si, alguna de
las siguientes condiciones se cumple. Para cualesquierai € €y j ¢ €,

a) pij(n) =0, paracadan > 1.
b) pij(l) =0.
Demuestre que
a) toda clase de comunicacién recurrente es cerrada.
b) la unién de dos clases de comunicacién recurrentes es una clase cerrada.

¢) la unién de todas las clases de comunicacién recurrentes de una cadena de
Markov es una clase cerrada.

Periodo

41.

42.

Dibuje un diagrama de transicién, determine las clases de comunicacion y
calcule el periodo de cada uno de los estados de las siguientes cadenas de
Markov.

1/3 1/3 1/3 0

1/2 1/2 0
a) P:<1/2 12 0 ) ) P= 1}2 1(/)2 0
0 12 172 13 1/3 1/3 0

/2 0 1/2 0
0o 0 0 1
/2 0 1/2 0
1/4 1/4 1/4 1/4

¢) P=

Hemos demostrado que el periodo es una propiedad de clase, es decir, dos
estados que pertenecen a la misma clase de comunicacién tienen el mismo
periodo. El reciproco de tal afirmacién es en general falso, es decir, dos es-
tados pueden tener el mismo periodo y sin embargo no ser comunicantes.
Proporcione un ejemplo de tal situacion.
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Tiempo y probabilidad de primera visita

43. Demuestre que i — j, si y sélo si, f;; > 0.

44. Sea j un estado absorbente. Demuestre que para cada n > 1, p;;(n) =
P(Tij S n)

Tiempo medio de absorcién

45. Se efectiia un sucesién de lanzamientos independientes de una moneda equi-
librada con resultados A y S. Encuentre el niimero esperado de lanzamientos
para que aparezca la secuencia particular

a) LLS”
b) [ SA ki
C) “ SASV?

Recurrencia y transitoriedad

46. Encuentre las clases de comunicacion de la siguiente cadena de Markov. En-
cuentre ademads los periodos, y clasifique cada clase de comunicacién como
transitoria o recurrente.

1/2 1/2 0 0

1/2 1/2 0 0

0 0 1/2 1/2
0 0 1/2 1/2 0 0
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

o oo
o oo

P =

47. Demuestre que todo estado absorbente es recurrente.

48. Demuestre que el estado 0 de la cadena de Markov dada por el diagrama de
transicién de la Figura 3.18(a) es transitorio.

49. Demuestre que el estado 0 de la cadena de Markov dada por el diagrama
de transicién de la Figura 3.18(b) es recurrente. Suponga que 0 < aa < 1 y
0 < 8 < 1. Concluya que todos los estados de esta cadena son recurrentes.

50. Demuestre que si ¢ es un estado recurrente e ¢ — j, entonces j — i.
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1/2
——oDw 'Tlo——a
1/2 ‘ 1/2 1 ’ ‘ 1

@) @‘5—@0 -

(a) (b)
Figura 3.18:

Tiempo medio de recurrencia

o1.

Considere una sucesién de ensayos independientes Bernoulli con resultados A
y B, y con probabilidades P(A) = py P(B) = ¢ =1 — p. Calcule el ntimero
promedio de ensayos para la primera ocurrencia de la secuencia “AB”.

Recurrencia positiva y nula

52.
53.

54.

Determine si la cadena de racha de éxitos es recurrente positiva o nula.

Sea {X,} una cadena de Markov con espacio de estados {0,1,2,...} y pro-
babilidades de transicién

poi = a; parai=0,1,2,...
pii-1 = 1 parai=1,2,3,...
en donde ag + a; + --- = 1. Encuentre condiciones suficientes sobre estas

probabilidades para que la cadena sea
a) irreducible.

b) recurrente.

¢) recurrente positiva.

Sea P una matriz doblemente estocédstica. Demuestre directamente que

a) si P es finita, entonces todos los estados son recurrentes positivos.

b) si P es infinita e irreducible, entonces todos los estados son transitorios o
recurrentes nulos.
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Distribuciones estacionarias

55.

56.

o7.

58.

59.

60.

61.

62.

Encuentre todas las distribuciones estacionarias, si existen, para cada una de
las siguientes cadenas de Markov.

1/2 1/2 0 0

/2 1/2 0
ar=(WARR) e n R
0 1/2 1/2 1/4 1/4 1/4 1/4

Determine si existe alguna distribucién estacionaria para la siguiente matriz
estocéstica. En caso afirmativo encuentre todas las distribuciones estaciona-
rias.

1-p » 0 0

- 0 0 1—-p p
P = 1-p p 0 0
0 1 0 0

Demuestre que la siguiente cadena de Markov tiene un ndmero infinito de
distribuciones estacionarias.

/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2
/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2

P =

Demuestre que la cadena del jugador tiene una infinidad de distribuciones
estacionarias.

Demuestre que la cadena de variables aleatorias independientes tiene una
unica distribucién estacionaria dada por (mg,71,...) = (ag, a1, - . .).

Demuestre que toda matriz doblemente estocéstica, aperiddica, finita e irre-
ducible tiene una tunica distribucién estacionaria dada por la distribucién
uniforme.

Demuestre que si la distribucién uniforme es una distribucién estacionaria
para una cadena de Markov finita, entonces la correspondiente matriz de
probabilidades de transicién es doblemente estocastica.

Considere una cadena de Markov a tiempo discreto con espacio de estados
finito y tal que para cada estado j los siguientes limites existen y no dependen
del estado 1,

nll;lfrgo Dij (n) = Ty.
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Demuestre que m = {7;} es una distribucién estacionaria.

Justifique la existencia y unicidad, y encuentre la distribucién estacionaria pa-
ra una caminata aleatoria simple no simétrica sobre el conjunto {0, 1,...,n},
en donde los estados 0 y n son reflejantes, es decir: pgg = ¢, Po1 = P, Pnn = D,
DPn,n—1 = ¢. Las otras probabilidades de transicién son: p; j4+1 =Py pi,i—1 = ¢
parat=1,2,...,n — 1.

Considere una caminata aleatoria { X,,} sobre el conjunto {0,1,...,N—1,N}
en donde los estados 0 y N son reflejantes, es decir, P(Xp,41 =1 X, =0) =1
y P(Xy41 = N=1|X,, = N) = 1. El resto de las probabilidades de transicién
son P(Xp4y1 =i+ 1|X, =i) =py P(Xpt1 =i—1|X, =1i) = q, para
1 =1,2,...,N — 1. Véase la Figura 3.19. Calcule el nimero promedio de
visitas que la caminata realiza a cada uno de sus estados.

1 q p 1
I/—NI } I/—NI Ir—\l
0 1 1—1 4 i+1 N—-1 N

Figura 3.19:

Distribuciones limite

65.

66.

Calcule la distribucién limite, cuando existe, de las siguientes cadenas de
Markov.

0O 0 1 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 1
o) P= /2 1/2 0 0 boP=| o5 1 o o
1/3 1/3 1/3 0 1/3 0 2/3 0
0 1 0 0
0 0 0 1
o P=1 9 1 o o
12 0 1/2 0

Una persona se traslada todos los dias de su casa a la oficina en la manana,
y de la oficina a su casa por la tarde. Esta persona tiene un coche que usa
en cualquiera de estos dos viajes en caso de lluvia, siempre y cuando tenga
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el coche disponible. No siempre tiene el coche disponible pues ha decidido
dejarlo en la casa o en la oficina e irse caminando cuando al salir de alguno
de estos lugares no estd lloviendo. La probabilidad de lluvia por la manana
o por la tarde es p > 0, independiente un evento del otro.

a) Calcule la proporcién de viajes a largo plazo en los cuales la persona se
moja por la lluvia.

b) Conteste la misma pregunta cuando la persona posee r coches.

Cadenas regulares

67. Determine si las siguientes matrices estocasticas son regulares.

01 0 0o 1 o0
a) P:(o 0 1) b) P:< 0 1/2 1/2)
1 0 0 /2 1/2 0

68. ;Cuantas potencias de una matriz se necesitan calcular como maximo para
verificar que es regular?

69. Sean {X,} y {Y.} dos cadenas de Markov independientes y regulares. De-
muestre que Z,, = (X,,,Y,) es una cadena de Markov regular y encuentre sus
probabilidades de transicién.

Cadenas reversibles

70. Resolviendo la ecuacién de balance detallado (3.10), demuestre que la cadena
de dos estados es reversible y encuentre nuevamente la distribucién estacio-
naria (mg,m1) = (b/(a +b),a/(a+ b)), cuando a + b > 0.






CApriTULO 4

El proceso de Poisson

En el presente y en el siguiente capitulo estudiaremos el modelo de cadena de
Markov a tiempo continuo. Como una introduccién a la teoria general que se ex-
pondra mas adelante, en este capitulo estudiaremos uno de los ejemplos méas impor-
tantes de este tipo de modelos: el proceso de Poisson. Definiremos este proceso de
varias formas equivalentes, y estudiaremos algunas de sus propiedades, sus generali-
zaciones y algunas de sus aplicaciones. El proceso de Poisson es un modelo relevante
tanto en las aplicaciones como en la teoria general de los procesos estocdsticos.

4.1. Proceso de Poisson

Suponga que un mismo evento ocurre re-

petidas veces de manera aleatoria a lo lar- |

go del tiempo como se muestra en la Figu- 0 '

ra 4.1. Tal evento puede ser por ejemplo

la llegada de una reclamacién a una com- Figura 4.1:

pania aseguradora, o la recepciéon de una

llamada a un conmutador, o la llegada de un cliente a una ventanilla para solicitar
algin servicio, o los momentos en que una cierta maquinaria requiere reparacion,
etcétera. Suponga que las variables aleatorias 77,75 ... representan los tiempos
que transcurren entre una ocurrencia del evento y la siguiente ocurrencia. Suponga
que estos tiempos son independientes uno del otro, y que cada uno de ellos tiene
distribucién exp(\). Se define el proceso de Poisson al tiempo ¢ como el nimero

97
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de ocurrencias del evento que se han observado hasta ese instante ¢t. Esta es una
definicién constructiva de este proceso y la formalizaremos a continuaciéon. Mas
adelante enunciaremos otras definiciones axiomaéticas equivalentes de este mismo
proceso.

Definicién. (I) Sea T1,T5,... una sucesién de variables aleatorias indepen-
dientes cada una con distribucién exp(X). El proceso de Poisson de pardmetro
A es el proceso a tiempo continuo {X; : ¢ > 0} definido de la siguiente manera:

Xe=méx{n>1:T4+---+T, <t}

Se postula ademds que el proceso inicia en cero y para ello se define max () = 0.
En palabras, la variable X; es el entero n maximo tal que 71 + - - - + T}, es menor o
igual a ¢, y ello equivale a contar el niimero de eventos ocurridos hasta el tiempo t.
A este proceso se le llama proceso de Poisson homogéneo, tal adjetivo se refiere a
que el parametro A no cambia con el tiempo, es decir, es homogéneo en el tiempo.

Una trayectoria tipica de este proceso
puede observarse en la Figura 4.2, la Xe(w)

cual es no decreciente, constante por 3 —+ —_—
partes, continua por la derecha y con

limite por la izquierda. A los tiem- :
pos 11,75, ... se les llama tiempos 1L :
de estancia, o tiempos de interarri- :
bo, y corresponden a los tiempos que : t t t
transcurren entre un salto del proceso 0 Wi W W3
y el siguiente salto. Hemos supuesto } } } }
T1 T2 T3 T4

que estos tiempos son independien-
tes y que todos tienen distribucion
exp(A). En consecuencia, la variable
W, =T +---+1T, tiene distribucion
gamma(n, A). Esta variable represen-
ta el tiempo real en el que se observa la ocurrencia del n-ésimo evento. Observe la
igualdad de eventos (X; > n) = (W,, < t), esto equivale a decir que al tiempo ¢
han ocurrido por lo menos n eventos si, y sélo si, el n-ésimo evento ocurrié antes
de t.

Figura 4.2: El proceso de Poisson y los tiem-
pos de ocurrencia de eventos.
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Una de las caracteristicas sobresalientes de este proceso es que puede encontrarse
explicitamente la distribuciéon de probabilidad de la variable X; para cualquier
valor de t. La respuesta es la distribuciéon Poisson, y es de alli de donde el proceso
adquiere su nombre.

Proposicién. La variable X; tiene distribucién Poisson(At), es decir, para
cualquier ¢t > 0, y paran =0,1,...
(A)"

P(Xt = 'I’L) = B_At T

Demostracion. Como W, tiene distribucién gamma(n, \), su funcién de distribu-
cién es, para t > 0,

n—1 k
_ At (A1)
PW,<t)=1-¢ kE A
=0

Entonces para cualquier ¢ > 0 y paracadan =0,1,...

P(W,, <t) — P(Wns1 <t)
ko

O

Entonces, dado que X; tiene una distribucién Poisson(At), se tiene que E(X;) =
At, y Var(X;) = At. Por lo tanto At es el promedio de observaciones o registros
del evento de interés en el intervalo [0,t]. Asi, mientras mayor es la longitud del
intervalo de observacién, mayor es el promedio de observaciones realizadas, y mayor
también la incertidumbre del nimero de observaciones.

Pérdida de memoria y sus consecuencias. Una de las propiedades que ca-
racterizan de manera Unica a la distribucién exponencial dentro del conjunto de
distribuciones continuas es que satisface la propiedad de pérdida de memoria, esto
es, si T tiene distribucién exp()\), entonces para cualesquiera tiempos s,t > 0 se
cumple la igualdad

PT>t+s|T>s)=PT>t).
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En otras palabras, condicionada al evento (T > s), la variable T — s sigue teniendo
distribucién exp(A). Esto significa que el proceso de Poisson puede estudiarse a
partir de cualquier tiempo s > 0, teniendo las mismas propiedades a partir de ese
momento hacia adelante. Esto es, si uno toma cualquier tiempo s > 0 y empieza a
contar desde cero las ocurrencias de eventos a partir de ese momento, lo que uno
obtiene es nuevamente un proceso de Poisson. Entonces, para cualquier ¢ > 0 y
paran =0,1,...

(A"

PXiyys—Xs=n)=PX,=n)=e M —

(4.1)

Esta propiedad caracteriza de manera tnica a este proceso y de ella pueden derivar-
se todas las propiedades del Proceso de Poisson, incluida la propiedad de Markov,
la cual demostraremos a continuacion.

Proposicion. El proceso de Poisson satisface las siguientes propiedades.

a) Es un proceso de Markov.

b) Tiene incrementos independientes.

¢) Tiene incrementos estacionarios.

d) Para cualesquiera s,t > 0, X5 — X ~ Poisson(\t).

e) Para cualesquiera s,t > 0, y enteros 0 < ¢ < j, las probabilidades de

transiciéon son (-
. . _ t) "
P(XH—S :]|Xs ZZ) =€ )\tm- (4'2)

Demostracion.

a) Considere la probabilidad condicional P(X;, = z,|X:y, = x1,..., X4, , =
Zn—1), para cualesquiera n tiempos 0 < t; < to < -+ < ¢,, y estados 0 < 7 <
... < x,. Entonces al tiempo t,,_1 ha habido x,,_1 ocurrencias del evento de interés.
A partir de ese momento inicia un nuevo proceso de Poisson y para que al tiempo
t, hayan x, ocurrencias es necesario que en el intervalo de tiempo (t,—1, t,] hayan
ocurrido z,, — x,—1 eventos. Esto es exactamente P(X;, =z, | X¢, , = Tp—1).

b) Considere cualesquiera n tiempos 0 < t; < t5 < --- < ¢, y cualesquiera estados
Z1i,...,Zn. Por comodidad llamaremos s,, a la suma x1 +---+x,, para cadan > 1.
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Por la propiedad de Markov y por (4.1),

PXy, =21, X, — Xoy, =20, , Xy, — X4, , =)
= P(X¢, =81, X, = S2,..., X, = Sp)
= P(Xy, =s1)P(Xt, = 82| Xpy = 81) -+
< P(Xy, =sn| X4, , = Sn—1)
= P(Xy, = 21) P(Xyy — Xy, = a2) - P(Xe, — Xe,_, = an).

Las propiedades ¢), d) y e) son consecuencia inmediata de (4.1). O

La expresion (4.2) establece de manera evidente que las probabilidades de transicién
son estacionarias en el tiempo, es decir, no dependen del pardmetro s, y se escriben
simplemente como p;;(t). Pero también es interesante observar que (4.2) dice que
estas probabilidades son estacionarias en el espacio, es decir, dependen de los esta-
dos ¢ y j inicamente a través de la diferencia j —i. En simbolos, p;;(t) = po j—i(t),
para j > i.

Ejemplo: Paradoja del autobis. Suponga que la llegada de autobuses a una
estacién se modela mediante un proceso de Poisson de parametro A, es decir, el
tiempo que transcurre entre la llegada de un autobus y el siguiente es una variable
aleatoria con distribucién exp()). Suponga que el tiempo es medido en minutos.
La propiedad de pérdida de memoria en este contexto puede interpretarse de la si-
guiente forma: Un persona ha llegado a la estacién y ha esperado s minutos sin que
un autobis aparezca. La probabilidad de que tenga que esperar més de ¢ minutos
adicionales es la misma que la probabilidad de espera de més de ¢ minutos para
una persona que jacaba de llegar a la estacién! o

Ejemplo: La suma de dos procesos de Poisson independientes es un proceso de
Poisson. Sean {X;} y {Yz} dos procesos de Poisson independientes de pardmetros
A1 ¥ A2 respectivamente. Demostraremos que el proceso suma {X; + Y;} es un
proceso de Poisson de pardmetro A; + As.

Denotaremos por Ti,75,... a los , X,
tiempos de interarribo del proce- : : :
so suma. La forma en la que se : : :

obtienen estos tiempos se muestra : : O Yi

en la Figura 4.3. Demostraremos Dol Dol

que estas variables aleatorias son in- ——x—> > X +Y:

dependientes con idéntica distribu-
Figura 4.3: Suma de dos procesos de Pois-

SO1.
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cién exp(A1 + Az). Para cualesquie-
ra tiempos t1,...,t,, el evento (17 >
t1,To > to,..., Ty > t,) puede ex-
presarse como

((X + Y)[07t1] =0, (X + Y)[T17T1+t2] =0,..., (X + Y)[Tn—17Tn71+tn] = 0)7
esto es,

(X[0,62) = 0) N (Yjo,e,) = 0)
m(X[Tlel"rtQ] = O) N (}/[T1,T1+t2] = O)

m(X[Tn—lyTnflthn] = 0) N (S/'[Tn—lyTnflthn] = O)

Por la independencia de los procesos y la propiedad de incrementos independientes
de cada uno de ellos, la probabilidad de este evento es

P(X[o,tl] = 0) P(Y[O,tl] = 0)

P(X[T17T1+t2] O) P(}/[T1,T1+t2] = O)

P(X[TnflyTnflthn] = O) P(.i/V[Tn—lyTnflthn] = O)

Por lo tanto,

P(Ty > t1, Tz > ta, ..., Ty > 1) = e~ M1l gm(uitda)ta o=t do)tn,
Esta identidad demuestra que las variables 11,75, ..., T, son independientes con
idéntica distribucién exp(A; + Ag). o

Distribuciones asociadas al proceso de Poisson. Ademas de las distribuciones
exponencial y gamma ya mencionadas, existen otras distribuciones de probabilidad
que surgen al estudiar ciertas caracteristicas del proceso de Poisson. Mencionaremos
a continuacién algunas de ellas.
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Proposiciéon. Dado el evento (X; = n), el vector de tiempos reales
(Wy,...,W,) tiene la misma distribucién que el vector de las estadisticas de
orden (Y(y),...,Y¥(n)) de una muestra aleatoria Y7,...,Y, de la distribucién

uniforme en el intervalo [0, ¢], es decir,

n! .

- si0<w; < - <wy <t
le,...,Wn\Xt(wlw"awn|n> = ¢

0 otro caso.

Demostracion. La féormula general para la funcién de densidad conjunta de las
estadisticas de orden Y(yy,...,Y(,) de una muestra aleatoria Yi,...,Y, de una
distribucién con funcién de densidad f(y) es, para y1 < -+ < yn,

fY(1)7"')Y(n)(y17 s 7yﬂ) =n! f(yl) U f(yn)

Cuando la funcién de densidad f(y) es la uniforme en el intervalo [0, ], esta funcién
de densidad conjunta es la que aparece en el enunciado. Demostraremos que la
distribucién conjunta de las variables W7y, ..., W,,, condicionada al evento (X; = n)
también tiene esta misma funcién de densidad. Usaremos nuevamente la identidad
de eventos (X; > n) = (W,, < t). Para tiempos 0 < wq < -+ < w, < t, se tiene
que

fW17~~~;Wn|Xt (wlv <oy Wn |n)
gn
= —— P(W; < Wy < e Woy <w, | Xy =
8w18wn ( 1> Wy, 2 S W2, 9 Y | t n)
on
= — P Xy, 21, Xy, >2,...,. X, > Xy =
owy - - - Owy, (K = : w2 n|Xe=n)
on

= —  PXi—Xu =0,Xup — X . =1,...
8w1.'.8wn ( t n n n—1

cs Xy — Xy = 1, Xy :1)/P(Xt :n)

on ) A §
~ Ow, - -ow, wn) o= AMWn=wn—1) (4, — 1y, ;) - --
Bwy - Owy, e (wn, — Wp—1)
. '67)‘(“’27“’1))\(74}2 _ wl) e AW )\wl/[eiAt()\t)n/n!]
"
= mn' (wn _wnfl)"'(UJQ —wl)wl/t”

= nl/t".
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Observe que bajo el signo de derivada, la probabilidad del evento (X, > 1, Xy, >
2,..., Xy, > n,X; = n), que aparece en la segunda igualdad, es idéntica a la
probabilidad de (X; — X, =0, Xy, — X, s =1, 0, Xy — Xy, = 1, Xy, = 1),
pues si alguna de estas identidades (exceptuando la primera) fuera distinta de uno,
la derivada se anula. |

La férmula anterior nos provee de un mecanismo para obtener simulaciones por
computadora de las trayectorias del proceso Poisson. El procedimiento es el si-
guiente: Fije un valor ¢ y asigne un valor para A. Genere un valor al azar de la
variable X; con distribucién Poisson(At). Suponga X; = n. A continuacién genere
n valores uq,...,u, de la distribucién unif(0,t), y ordene estos valores de menor
a mayor: uc)y < -+ < U(p). Estos son los tiempos en donde la trayectoria tiene
saltos. De esta forma pueden obtenerse trayectorias como la que se muestra en la
Figura 4.2.

El siguiente resultado establece una forma de obtener la distribucién binomial a
partir del proceso de Poisson. Suponga que durante el intervalo de tiempo [0, ¢] se
han observado n ocurrencias del evento de interés, es decir, el evento (X; = n) ha
ocurrido. La pregunta es jcuantos de estos eventos ocurrieron en el subintervalo
[0, s]? Demostraremos a continuacién que esta variable aleatoria tiene distribucién
binomial(n, s/t).

Proposicion. Sean s y ¢ tiempos tales que 0 < s < ¢, y sean k y n enteros
tales que 0 < k < n. Entonces

P =k X =m) = (1) G- 2

Demostracion. Por la definicién de probabilidad condicional,

P(X; =n|X, = k) P(X, = k)

P(X,=k|X,=n) = POt = )

Substituyendo estas probabilidades y simplificando se obtiene el resultado. O

Recordando que la suma de dos procesos de Poisson independientes es nuevamente
un proceso de Poisson, se puede comprobar facilmente el siguiente resultado.
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Proposicién. Sean X;(t) y X2(t) dos procesos de Poisson independientes con
parametros A; y Ag respectivamente, y sean k y n enteros tales que 0 < k < n.
Entonces

P(X1(t) = k| X1(8) + Xa(t) = n) = (Z) (Alﬁ&)k (1- AlilAz)n_k'

Demostracion. Por la hipdtesis de independencia entre los procesos,

P(X1(t) = k| X1(t) + Xa2(t) = n)
= P(Xu(t) =k, Xa(t) + Xo(t) = n)/P(X1(t) + Xao(t) = n)
= P(Xu(t) =k Xo(t) =n— )/P(Xl()+X2(t):n)
= P(Xi(t) = k) P(Xa(t) = n — k)/P(X1(t) + Xa(t) = n).
Substituyendo estas probabilidades se obtiene el resultado. (|

4.2. Definiciones alternativas

La definicién (I) de proceso de Poisson es constructiva pues a partir de los tiempos
de interarribo se construye el proceso de conteo correspondiente. Existen otras
formas equivalentes y un tanto axiomaéticas de definir a este proceso. Revisaremos
y comentaremos a continuaciéon dos de ellas. Una de las ventajas de contar con
estas definiciones alternativas es que para demostrar que un cierto proceso es de
Poisson se puede tomar cualquiera de las definiciones a conveniencia.
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Definicién. (II) Un proceso de Poisson de pardmetro A > 0 es un proceso a
tiempo continuo {X; : ¢ > 0}, con espacio de estados {0, 1,...}, y que cumple
las siguientes propiedades:

a) X() = 0.
b) Tiene incrementos independientes y estacionarios.
c¢) Para cualquier ¢t > 0, y cuando h \, 0,

1) P(Xt_;,_h — Xt Z 1) = )\h"‘ O(h)
11) P(Xt+h — Xt 2 2) = O(h)

Esta definicién hace uso de las probabilidades infinitesimales del proceso y ello tiene
algunas ventajas desde el punto de vista de la interpretacion de lo que sucede en
un intervalo infinitesimal de tiempo (¢, ¢ + h]. El proceso empieza en cero y por el
tercer postulado la probabilidad de que pase al estado uno al final de un intervalo
de tiempo pequeno [0, k] es Ah + o(h), la probabilidad de que el proceso no sufra
ningin cambio en dicho intervalo es 1 — Ak + o(h), y finalmente la probabilidad de
que el proceso tenga dos o més incrementos en tal intervalo es o(h). Es decir, en un
intervalo cualquiera de longitud infinitesimal h sélo pueden ocurrir dos situaciones:
que haya un incremento o que no lo haya.

Ejemplo. (Demostracién de que la variable X;;s — X5 tiene distribucién
Poisson(At) a partir de los postulados de la definicién (II)). Se define p,(t) =
P(X; =n) y se considera cualquier h > 0. Denotaremos por p,(t,t+ h] a la proba-
bilidad P(X¢4+r — X+ = n). Por la hipdtesis de independencia, para t > 0 y cuando

h 0,

po(t+h) = po(t)polt,t+h]
— polt) (1= M+ o(h)).
Haciendo h — 0 se obtiene la ecuacién diferencial py(t) = —Apo(t), cuya solucién
es po(t) = ce™, en donde la constante c es uno por la condicién inicial py(0) = 1.

Ahora encontraremos p,(t) para n > 1. Nuevamente por independencia,

pn(t+h) = Pn
= Dn

)po(t,t 4 h] + pr_1(t) pr(t, t + k] 4 o(h)

(t
() (1 = A+ 0(h)) + pr-1(t) (Ar + o(h)) + o(h).

Entonces p, () = —Apn(t) + Apn_1(t), con condicién inicial p,(0) = 0 para
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n > 1. Definiendo g, (t) = e*p,(t) la ecuacién diferencial se transforma en g, (t) =
A@n—1(t), con condiciones ¢,(0) = 0y go(t) = 1. Esta ecuacién se resuelve itera-
tivamente primero para ¢i(t), después para go(t), y asi sucesivamente, en general
¢n(t) = (At)"/n! Por lo tanto p,(t) = e *(\t)"/n! Esto significa que X; tiene
distribucién Poisson(At). Debido al postulado de incrementos estacionarios, la va-
riable X;;s — X, tiene la misma distribucién que X;. o

Definicién. (IIT) Un proceso de Poisson de pardmetro A > 0 es un proceso a
tiempo continuo {X; : ¢ > 0} con espacio de estados {0, 1, ...}, con trayectorias
no decrecientes y que cumple las siguientes propiedades:

a) X() = 0.
b) Tiene incrementos independientes.

¢) Xips — X5 ~ Poisson(At), para cualesquiera s > 0, ¢ > 0.

Esta es posiblemente la definiciéon mas frecuente del proceso de Poisson. A partir de
ella inmediatamente sabemos que X; tiene distribucién Poisson(At). La indepen-
dencia de los incrementos es explicita, y la estacionariedad de los mismos aparece
de manera implicita en el tercer postulado. Para demostrar la equivalencia con la
definicién (I), el reto consiste en definir los tiempos de interarribo y demostrar que
éstos son variables aleatorias independientes con distribucién exponencial(\).

Ejercicio. Usando la definicién (III), demuestre que la suma de dos procesos de
Poisson independientes es nuevamente un proceso Poisson. .

Proposicion. Las definiciones (I), (IT) y (III) son equivalentes.

Demostracion. Hemos demostrado que (II) = (III). El reciproco es inmediato
pues la propiedad de incrementos independientes y estacionarios aparecen en ambas
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definiciones, y para cualquier ¢ >0y h > 0,

PXeyn =X >1) = 1—-P(Xeqn—X:=0)
— ]_ e
= 1—(1—=XAh+o(h))
Ah + o(h).
Andlogamente
PXyyn—Xe>22) = 1—-PXipn — Xt =0)—P(Xpyn — Xt =1)

= 1—eM_e?ap
= 1—(1—=Xr+o(h)) — (A +o(h))
= o(h).

Estos cdlculos y lo desarrollado antes demuestran que (I7) < (I1T). También antes
hemos demostrado que (I) = (I1I). Para demostrar el reciproco es necesario com-
probar que los tiempos de interarribo 77, T, . . . son independientes con distribucién
exp()\). Daremos una demostracién no completamente rigurosa de este resultado.
Sean tq,...,t, > 0 tiempos cualesquiera y sean Aty, ..., At, las longitudes que se
muestran en la Figura 4.4.

t1 Aty to Ato tn  Atn
—|—|—|—|—|— 444444 _|—|_|_)
0
Figura 4.4:

La probabilidad de que T} tome un valor en el intervalo At;, T» tome un valor en
el intervalo Ats, etcétera, es

frooom, (b, .oty Aty - Aty
= (e M1 e MU NAE) (e M2 e MR AL - (e M L e M AAL)
= )\e—)\tl . )\e—ktz .. .)\e—)\tn X Atl . Atn . e_k(Atl‘f‘""f‘Atn)

Al hacer Atq,...,At, — 0 se obtiene
fT1>~~~7Tn (tl, . ,fn) = )\e_ktl . )\6_>\t2 o )\G_M".

Esto demuestra que las variables 77, ..., T, son independientes y cada una de ellas
tiene distribucién exp(A). En conjunto esto demuestra que (I) < (I1I) < (II). O



CapPiTULO 4. EL PROCESO DE POISSON 109

Observe que la pregunta acerca de la existencia de un proceso estocéstico que
cumpla los postulados de la definicién (IT) o (II1) queda resuelta al verificar la
equivalencia de tales postulados con la definicién constructiva (I).

Presentaremos a continuacion algunas generalizaciones del proceso de Poisson. Una
de tales generalizaciones que estudiaremos con mayor detalle en un capitulo mas
adelante es aquella en la que se considera que las variables T7,T5, . . . no son necesa-
riamente exponenciales, en tal caso se pierde la propiedad de Markov del proceso.
A este tipo de procesos se les llama procesos de renovacion.

4.3. Proceso de Poisson no homogéneo

Se considera ahora que el parametro A del proceso de Poisson no es necesariamente
una constante sino una funcién del tiempo. A veces a este proceso se le llama
también proceso de Poisson con pardmetro dependiente del tiempo. Este modelo
puede ser naturalmente més adecuado para algunas situaciones reales aunque deja
de cumplir la propiedad de Markov.

Definicion. Un proceso de Poisson mo homogéneo es un proceso a tiempo con-
tinuo {X; : t > 0}, con espacio de estados {0,1, ...}, con pardmetro la funcién
positiva y localmente integrable A\(¢), y que cumple las siguientes propiedades:

a) XO =0.
b) Los incrementos son independientes.
¢) Para cualquier ¢ > 0, y cuando h \ 0,

i) P(Xiyn—Xe>1)= A1)k +o(h).
11) P(Xt+h — Xt Z 2) = 0(h>

Comparando esta definicién con la definicién (II) de proceso de Poisson se observa
mucha similaridad excepto por dos aspectos: En lugar de la constante A se escribe
ahora la funcién A(t), y la hipétesis de incrementos estacionarios ya no aparece. Ello
es consecuencia de que el parametro varia con el tiempo, generalmente de manera
decreciente. Es decir, la distribucién de probabilidad de la variable incremento
Xits — X depende de los valores de la funcién A en el intervalo (s, s + t]. Sin
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embargo, y en completa analogia con el caso homogéneo, la variable X; continia
teniendo distribucién Poisson como a continuacién demostraremos.

Proposicion. La variable X; en un proceso de Poisson no homo%éneo de
pardmetro A(Z) tiene distribucién Poisson(A(t)), en donde A(t) = [j A(s) ds,
es decir, paran =0,1,...

[A@)]"

n!

P(X, =n) = e 2O

Demostracion. La prueba es andloga a una de las realizadas en el caso homogéneo.
Se define nuevamente py(t) = P(X; = n) y se considera cualquier h > 0. Deno-
taremos por py,(t,t + h| a la probabilidad P(X;y, — X¢ = n). Por la hip6tesis de
independencia, para t > 0 y cuando h \, 0,

po(t+h) = po(t)po(t,t+h]
= po(t) (1 = A(t)h + o(h)).

Calculando la derivada se obtiene la ecuacién diferencial py(t) = —A(t) po(t), cuya
solucién es po(t) = ce ™ ®  en donde la constante ¢ es uno debido a la condi-
cién inicial pp(0) = 1. Ahora encontraremos p,(t) para n > 1. Nuevamente por
independencia,

pn(t+h) = pa(t)po(t,t+h]+ pp-1(t) pr(t,t + h] +o(h)
Pa(t) (1= A(®)h + 0(h)) + pu—1(t) (A(t)h + o(h)) + o(h).

Entonces p,,(t) = —A(t) pn(t) + A(t) pn_1(t), con condicién inicial p,(0) = 0 pa-
ra n > 1. Definiendo g, (t) = ¢*®p,(t) la ecuacién diferencial se transforma en
4, () = A(t) gn_1(t), con condiciones ¢, (0) = 0 y qo(t) = 1. Esta ecuacién se re-
suelve iterativamente primero para g;(t), después para ¢a(t), y asi sucesivamente,
en general ¢, (t) = (A(t))"/n! y de aqui se obtiene p,(t). O

Las trayectorias de un proceso de Poisson no homogéneo son semejantes a las
trayectorias de un proceso de Poisson, es decir, son trayectorias no decrecientes y
con saltos unitarios hacia arriba, pero la frecuencia promedio con la que aparecen
los saltos cambia a lo largo del tiempo. De manera andloga al caso homogéneo, los
incrementos de este proceso también tienen distribucién Poisson.
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Proposicion. Para el proceso de Poisson no homogéneo, la variable incremento
X5 — X, tiene distribucién Poisson(A(t + s) — A(s)).

Demostracion. Se escribe Xiys = X + (Xi4s — Xs), en donde, por el axioma de
incrementos independientes, en el lado derecho aparece la suma de dos variables
aleatorias independientes. Recordando que la funcién generadora de momentos de
la distribucién Poisson()) es M (r) = exp [A(e" — 1)], al aplicar este resultado a la
ecuacion anterior se obtiene

exp[A(t+s)(e" —1)] = exp[A(s) (e" — 1)] Mx,, ,—x.(r).

Por lo tanto Mx,, . —x_(r) =exp [(A(t +s) — A(s)) (" — 1)]. O

Si la funcién A(t) es constante igual a A, entonces A(t) = At, y se recupera el
proceso de Poisson homogéneo. Cuando A(t) es continua, A(t) es diferenciable y
por lo tanto A’(t) = A(¢). A la funcién A(t) se le llama funcion de intensidad y a A(t)
se le conoce como funcion de valor medio. Un proceso de Poisson no homogéneo
en donde {A(t) : t > 0} es un proceso estocéstico se le llama proceso de Cox.

El siguiente resultado establece que bajo una transformacién del parametro tiempo,
un proceso de Poisson no homogéneo puede ser llevado a un proceso de Poisson
homogéneo de parametro uno. Antes de demostrar este resultado observemos que
como la funcién ¢t — A(t) es positiva, la funcién de intensidad A(t) es continua y no
decreciente, y en general no es invertible. Puede definirse, sin embargo, la inversa
por la derecha

AHt) = mnf{u > 0: A(u) = t},

que cumple la identidad A(A71(¢)) = ¢, y que es una funcién continua y creciente.

Proposicién. Sea {X;} un proceso de Poisson no homogéneo de pardmetro
A(t), y funcién de intensidad A(t) = [ A(s)ds. Defina la funcién

AHt) = nf {u > 0: A(u) = t}.

Entonces el proceso {X A—1(t)} es un proceso de Poisson homogéneo de parame-
tro A = 1.
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Demostracion. Usaremos la definicién (IIT) de proceso de Poisson. El proceso X -1y
empieza en cero y tiene incrementos independientes pues si se consideran cuales-
quiera tiempos 0 < #; < ty < --- < t,, bajo la funcién creciente A~1(t) estos
tiempos se transforman en una nueva coleccién monétona de tiempos

0 <A Ht) < A M tn) < -~ < A7H(t).

Por lo tanto las variables XA—l(tl), XA—l(t2) - XA—I(tl),. cey XA—I(tn) — XAfl(tn,l)
son independientes. Finalmente, para cualesquiera tiempos s,¢ > 0 el incremen-
to Xp-1(445) — Xa-1(s) tiene distribucién Poisson de pardmetro AATL(t +5)) —

AAY(s)=(t+s)—s=t. O
Pueden definirse los tiempos de interarribo 13,75,..., y los tiempos de saltos
W1, Wy, ... para un proceso de Poisson no homogéneo de manera andloga al caso

homogéneo. Por hipdtesis los incrementos de este procesos son independientes, sin
embargo, debido a que el pardmetro A(t) es una funcién del tiempo, los tiempos
de interarribo 74,75, ... no son independientes pues, por ejemplo, T5 depende de
A(t) para valores de ¢t mayores a T7. Y por las mismas razones las distribuciones de
estas variables no son idénticas.

4.4. Proceso de Poisson compuesto

Esta es una de las generalizaciones del proceso de Poisson mas conocidas y de
amplia aplicaciéon. La generalizacién consiste en que ahora los saltos ya no son
necesariamente unitarios.

Definicién. Sea {N;} un proceso de Poisson y sea Y7, Y5, ... una sucesién de
variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas e independientes
del proceso Poisson. Sea Yy = 0. El proceso de Poisson compuesto se define de

la siguiente forma:
Ny

Xi=> Y. (4.3)

n=0

La variable X; es una suma de variables aleatorias en donde el nimero de su-
mandos es aleatorio. Tal tipo de modelos encuentra aplicacién natural en distintos
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contextos. Por ejemplo, la variable X; puede interpretarse como el monto total
de reclamaciones recibidas por una compania aseguradora al tiempo ¢. El proceso
de Poisson determina el niimero de siniestros o reclamaciones efectuadas hasta un
momento cualquiera. La variable Y,, representa el monto de la n-ésima reclamacién
y es natural suponer Y,, > 0.

En la Figura 4.5 se muestra una trayec-
toria de este proceso y en los siguien-
tes ejercicios se presentan algunas de sus
propiedades béasicas. Cuando las variables :
) \

Y1,Y5,... toman valores en el conjunto 3
{1,2,...} se dice que este proceso es un Y !

. . o0
proceso de Poisson generalizado pues los v,
. . . 1-
saltos ya no son necesariamente unitarios. 1 - - t
Observe que si las variables Y7, Ys, ... son
todas idénticamente uno, este proceso se Figura 4.5: Trayectoria de un proceso
reduce al proceso de Poisson. de Poisson compuesto.

Xt(UJ)

Proposicién. El proceso de Poisson compuesto (4.3) cumple las siguientes
propiedades.

a) BE(X;) =AtE(Y).

b) Var(X;) = A\t E(Y?).

c) Cov(Xy, Xs) = AE(Y?)min{s, t}.

d) Tiene incrementos independientes y estacionarios.
e

e) Es un proceso de Markov a tiempo continuo.
)

La funcién generadora de momentos de la variable X; es

Mx, (u) = E(e"X") = exp [ At (My (u) = 1)].

Notas y referencias. El estudio del proceso de Poisson generalmente se incluye
en los cursos elementales de procesos estocasticos. La mayoria de los textos sobre
procesos estocasticos que aparecen en la bibliografia cuentan por lo menos con una
seccion sobre este tema. Algunos textos especificos que dedican un capitulo entero
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para el proceso de Poisson y que el lector puede consultar para profundizar en el
tema son: Basu [1], Jones y Smith [17], y Taylor y Karlin [37].
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Ejercicios

Proceso de Poisson

71. Los clientes de una tienda entran al establecimiento de acuerdo a un proce-

so de Poisson de parametro A = 4. Sea X; el ntimero de clientes que han
ingresado hasta el instante ¢. Calcule

a) P(Xo=1).
b) P(X; =3,Xs=6)
¢) P(X; = 0| X3 =4)
d) P(Xs=4|X, =2)
e) P(Xy <3).
) P(Xi>4[Xy >2)

72. Los pasajeros llegan a una parada de autobis de acuerdo a un proceso de

73.

Poisson {X;} de pardmetro A = 2. Sea 7 el momento en el que llega el primer
autobis. Suponga que 7 es una variable aleatoria con distribucién unif(0, 1)
e independiente del proceso de Poisson. Calcule

a) E(X.|T=1).

b) B(X,).
c) BE(X2|t=1t).
d) Var(X,).

Sea {X;} un proceso de Poisson de pardmetro A\ = 2. Sea W, el instante en
el que ocurre el n-ésimo evento. Calcule

a) E(X5)
b) E(X5| X2 =1)
c) E(Wr).
d) E(W7| Xy =3)
e) E(W7|Ws=4)



116

4.

75.

76.

7.

78.
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Sean T7,T5, ... una sucesién de variables aleatorias independientes idéntica-
mente distribuidas con distribucién exp(\). Defina la variable aleatoria N de
la siguiente forma

N0 s>
Uk osi o4+ T <1<Ti+-+Thyr

Demuestre que N tiene distribucién Poisson()). Este resultado puede ser
usado para obtener valores al azar de la distribucién Poisson.

Demuestre que si X tiene distribucién unif(0, 1), entonces ¥ := —$1In(1 —
X) tiene distribucién exp(\). Este resultado puede ser usado para generar
valores al azar de la distribucién exp(\) a partir de valores de la distribucién
unif(0, 1).

Sean T1,...,T, variables aleatorias independientes cada una con distribu-
cién exp(A). Demuestre que la suma W,, = T1 + - -+ + T;, tiene distribucién
gamma(n, A) y que la correspondiente funcién de distribucién puede escribirse
de la siguiente forma: para cada t > 0,

& k
PW,<t)=)Y e %
k=n ’

Sea {X;} un proceso de Poisson de pardmetro A = 1, e independiente de
una variable aleatoria 6 con distribucién exp(\) con A = 1. Defina el proceso
Y: = Xp:. Demuestre que

1t
a) P(Yt—n)—l—_H(l—_H) , paran=0,1,....

+
) POV = Yies =) = (") o (e,

Concluya que las variables Y; y Y45 — Y; no son independientes.

Sea {X;} un proceso de Poisson de pardmetro \. Demuestre los siguientes
resultados de manera sucesiva.

CL) (Wl >t1,W2>t2)=(Xt1 :O,XtQ—thz()él).
b) P(Wy > ty, Wa > tg) = e M1 (1 + Ntg — 1)) e Mt2t),
C) fW17W2 (tl,tg) =\ 6_>‘t2, para 0 < t; < ts.
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80.

81.
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d) fw, (t1) = Xe 1,
e) fw,(t2) = Nty e M1,
f) Las variables Ty = W; y T = W5 — W son independientes.

Sea {X;} proceso de Poisson de pardmetro A, y sean s y ¢ dos tiempos tales
que 0 < s < t. Demuestre que

a) P(Xy =0,X; =1) = A\t — s)e .
b) P(X, = X;) = e At=9),

Para un proceso de Poisson de parametro A demuestre que

Cov(Xy, Xs) = Amin{s, t}.

Las funciones seno y coseno hiperbélico se definen de la siguiente forma:
senh(z) = (e* — e *)/2, y cosh(z) = (e” + e *)/2. Para un proceso de
Poisson de pardmetro A demuestre que

a) P(“X; sea impar”) = e~ senh(\t).

b) P(“X; sea par”) = e~* cosh(At).

Sea {X:} un proceso de Poisson de pardmetro \, y sea s > 0 un tiempo fijo.
Demuestre que el proceso Y; = X4 — X también es un proceso de Poisson

de parametro A. En la Figura 4.6 se ilustra graficamente la definicién de este
NUEVO Proceso.

Xt Y
3 2 —
2 + 1 0—0
T S a— t
: t t t t
S
Figura 4.6:

Sea {X:} un proceso de Poisson de pardmetro A. Demuestre que
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84.

85.

86.

87.

88.
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Aem Mz si 0 < wy < we,

a‘) fW1,W2(w17w2) = {

0 otro caso.

1/11)2 si wp € (0,11)2),

0 otro caso.

b) le\Wz(wl |w2) :{

Ae~Mw2—w1) o wy € (wy,00),

0 otro caso.

¢) fw, | w, (w2 |wy) = {

Sea {X;} un proceso de Poisson de parametro A. Sea T' una variable aleatoria
con distribucién exp(f) e independiente del proceso de Poisson. Encuentre la
funcién de densidad de la variable X7.

Sea {X;} un proceso de Poisson de pardmetro A. Sean r y n dos enteros tales
que 1 <r < n,yseat > 0. Suponga que el evento (X; = n) ocurre. Encuentre
la densidad condicional de W,..

Sean X1 (t) y X2(t) dos procesos de Poisson independientes con pardmetros
A1 ¥ Ao respectivamente. Calcule la probabilidad de que

a) X1(t) = 1 antes que Xo(t) = 1.
b) X (t) = 2 antes que X(t) = 2.

Suponga que un cierto aparato eléctrico sufre desperfectos a lo largo del
tiempo de acuerdo a un proceso de Poisson de pardmetro A. Suponga que
cada vez que el aparato se descompone es enviado a reparacién y después
es puesto en funcionamiento nuevamente. Suponga ademaés que el aparato se
reemplaza completamente por uno nuevo cuando el tiempo que transcurre
entre dos descomposturas sucesivas es menor o igual a una cierta constante
a > 0, incluyendo el tiempo antes de la primera reparaciéon. Encuentre la
funcién de densidad del

a) tiempo de vida 1til del equipo antes de ser reemplazado.

b) ntimero de reparaciones antes de realizar el reemplazo.

Suponga que un cierto circuito recibe impulsos eléctricos de acuerdo a un
proceso de Poisson de pardametro A. Suponga ademds que el circuito se des-
compone al recibir el k-ésimo impulso. Encuentre la funcién de densidad del
tiempo de vida del circuito.
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Sean X1(t),...,X,(t) procesos de Poisson independientes, todos de pardme-
tro A. Encuentre la distribucién de probabilidad del primer momento en el
cual

a) ha ocurrido en cada uno de los procesos al menos un evento.

b) ocurre el primer evento en cualquiera de los procesos.

Sean {X1(t)} v {X2(t)} dos procesos de Poisson independientes con pardme-
tros A\1 y A2, respectivamente. Sea n cualquier nimero natural, y defina el
tiempo aleatorio 7 = fnf {t > 0 : X1(¢t) = n}. Demuestre que X2(7) tiene
distribucién binomial negativa, es decir, para k = 0,1, ...

o == (") () ()

Sea {X;} un proceso de Poisson de pardmetro A, y sea a > 0 una constante.
Demuestre que {X,:} es un proceso de Poisson de pardmetro Aa.

Sea {X;} un proceso de Poisson de pardmetro A. Demuestre que, condicionado
a que el proceso tiene exactamente un salto en el intervalo [s, s+t], el momento
en el que ese salto ocurre se distribuye de manera uniforme en dicho intervalo.

Sea {X;} un proceso de Poisson de pardmetro A. Suponga que cada evento
registrado es de tipo 1 con probabilidad «, o de tipo 2 con probabilidad
1 — a. Sea X1 (t) el nimero de eventos del tipo 1 al tiempo ¢, y sea Xa(t) lo
correspondiente a eventos del tipo 2.

a) Demuestre que {X;(¢)} v {X2(t)} son procesos de Poisson de pardmetro
Aa y A(1 — a) respectivamente.

b) Demuestre que {X;(¢)} y {X2(t)} son independientes.

Suponga que los mensajes llegan a una cierta cuenta de correo electrénico de
acuerdo a un proceso de Poisson de parametro A\. Cada mensaje recibido es
de tipo “basura” con probabilidad o y “no basura” con probabilidad 1 — a.

a) Dado que hasta el tiempo ¢ ha llegado n mensajes, encuentre la distri-
bucién del ntimero de mensajes tipo “basura” que hasta ese momento
han llegado.

b) Suponiendo que se recibe un mensaje tipo “basura” en algin momento,
encuentre la distribucion del ntimero total de mensajes recibidos hasta
la llegada del siguiente mensaje tipo “basura”.



120 4.4. PROCESO DE POISSON COMPUESTO

c¢) Encuentre la probabilidad de que al tiempo ¢ hayan llegado mas mensajes
tipo “basura” que “no basura”.

95. Sean 11,75, ... los tiempos de interarribo de un proceso de Poisson de parame-
tro A, y sea ¢ una constante positiva. Defina N = min{n > 1: T, > c}.
Calcule E(Wy_1 + ¢).

Distribuciones asociadas al proceso de Poisson

96. Sea ty un tiempo positivo fijo y suponga que hasta ese momento se ha obser-
vado un solo evento de un proceso de Poisson, es decir, X;, = 1. La pregunta
es jcuando ocurrié tal evento? Demuestre que la distribucién condicional del
momento en el que se ha registrado el evento, es decir 77, es uniforme en el
intervalo [0, ¢o].

97. Sea {X;} un proceso Poisson de tasa A y sean dos tiempos 0 < s < t. Defina la
variable X, ;) como el niimero de eventos del proceso de Poisson que ocurren
en el intervalo (s,t]. Demuestre que, condicionada a la ocurrencia del evento
(Xt =n), la variable X, 4 tiene distribucién binomial(n, 1 — s/t).

98. Sea {X;} un proceso de Poisson de pardmetro A. Suponga que para un tiempo
fijo t > 0 se observa el evento (X; = n), con n > 1.

a) Demuestre que la funcién de densidad del momento en el que ocurre el
k-ésimo evento (1 < k < n), condicionada al evento (X; = n), es la
siguiente: para s € (0, 1),

et = (D5 () (-3

b) Demuestre que la funcién de densidad condicional del cociente Wy /t,
dado el evento (X; = n), es la densidad beta(k,n — k + 1).

¢) Encuentre nuevamente la funcién de densidad gamma(k, ) de la variable
W), efectuando la siguiente suma

3" Fw i x.(s1n) P(X, = n).
n=k
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Proceso de Poisson no homogéneo

99. Sea {X;} un proceso Poisson no homogéneo de intensidad A(t), sean T1, T5, . . .
los tiempos de interarribo, y sean W7, Wa, ... los tiempos reales de ocurrencia.
Demuestre que para cualquier ¢t > 0,

a) fr, (t) = e AOA(1).
b) fry i, (t]s) = e AIFIFALDN(E 4 5).

c) fr,(t) = /OOO e A (4 5) A(s) ds.

A AT

d) fw,(t) =e S A0,
e) Frw,_,(t]s) =1— o~ At+5)+A(s)
D= /O°° e % As)ds, k>2.

Proceso de Poisson compuesto

100. Suponga que los sumandos Y de un proceso de Poisson compuesto {X;}
de pardmetro A tienen distribucién exp(u). Encuentre la distribucién de la
variable X;.

101. Sea {X;} un proceso de Poisson compuesto de pardmetro A. Suponga que
cada una de las variables Y de este proceso es constante igual a k € IN.
Encuentre la distribucién de X;.

102. Suponga que los usuarios de cuentas de correo electrénico solicitan acceso
al servidor de acuerdo a un proceso de Poisson homogéneo de parametro
A. Suponga ademads que cada usuario se mantiene conectado al servidor un
tiempo aleatorio con funcién de distribucién F(z), e independiente uno del
otro. Sea C; el nimero de usuarios conectados al servidor tiempo al ¢, y defina
la funcién «o(t) = fot(l — F(x)) dx. Demuestre que para k =0,1,...

P(Cy=k) = % e halt)






CAPITULO 5

Cadenas de Markov
a tiempo continuo

Vamos a considerar ahora cadenas de Markov {X; : ¢ > 0} en donde el tiempo
es continuo y las variables toman valores enteros. Varios de los conceptos que
mencionaremos para este tipo de procesos son andlogos al caso de tiempo discreto,
pero existen diferencias en el comportamiento y desarrollo matematico entre los
dos modelos, y no pretendemos presentar y justificar la teoria completa.

Usando la misma notacién que en el caso de tiempos discretos, recordemos que el
término p(z;) significa P(X; = x¢). La propiedad de Markov que consideraremos
tiene la siguiente forma: Para cualesquiera tiempos 0 <t < to < -+ < iy,

(e, [Ty ooy, ) = (T, | T2, )

Observe que no estamos suponiendo que se conoce la historia del proceso en todo el
pasado a tiempo continuo, sino tnicamente en una coleccién arbitraria pero finita de
tiempos pasados t1,...,t,_1. Supondremos nuevamente que estas probabilidades
de transicién son estacionarias en el tiempo, esto significa que para cada s > 0y
t > 0, la probabilidad P(X;1s = j| Xs = 4) es idéntica a P(X; = j| Xo = i), es
decir, no hay dependencia del valor de s. Esta probabilidad se escribe de manera
breve mediante la expresién p;;(t), para i y j enteros no negativos. En particular
para t = 0 se define nuevamente p;;(0) como la funcién delta de Kronecker, es decir,

1 sii=j,

pﬂm_%_{0su¢j

123
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Haciendo variar los indices ¢ y j en el espacio de estados, se obtiene la matriz de
probabilidades de transicién al tiempo ¢:

poo(t) poi(t)
P, = | po() pu()

Plantearemos a continuacién el modelo general de cadena de Markov a tiempo
continuo, estudiaremos algunas de sus propiedades, y después revisaremos algunos
modelos particulares.

5.1. Procesos de saltos

Considere un proceso a tiem- Xe(w)
po continuo {X; : ¢t > 0} que .
inicia en el estado ¢; al tiempo 1 —_tt
cero. El proceso permanece en 2 '

ese estado un tiempo aleatorio i1

T;,, y después salta a un nuevo : ;
estado 79 distinto del anterior. T —

El sistema permanece ahora en . . . t
el estado 75 un tiempo aleato- T,
rio T;, al cabo del cual brinca e—"— - -
a otro estado 73 distinto del in-
mediato anterior, y asi sucesi-
vamente. Esta sucesién de sal-
tos se muestra graficamente en la Figura 5.1. Los tiempos aleatorios T' son los
tiempos en los que el proceso permanece constante en alguno de sus estados, y
se llaman tiempos de estancia (passage times). Los momentos en donde el proceso
tiene saltos son los tiempos W,, = T;, + --- + T, para n > 1. El proceso puede
entonces escribirse de la forma siguiente:

Figura 5.1:

7 si 0<t< Wy,
io si Wy <t< W,

Xe=19 i si Wa<t<Ws,
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Un proceso de estas caracteristicas se llama proceso de saltos, y parece ser una
buena version continua de las cadenas de Markov a tiempo discreto. Sin embargo
puede comprobarse que un proceso con estas caracteristicas pudiera no estar defi-
nido para todo t > 0, y tampoco hay garantia de que se cumpla la propiedad de
Markov. A fin de evitar situaciones demasiado complicadas, los procesos de saltos
que consideraremos estaran restringidos por las siguientes condiciones:

No explosiéon. Puede suceder que los tiempos de estancia T’ sean cada vez méds
pequetios de tal forma que lim,,_, . W,, < 0o, es decir, existe la posibilidad de que
el proceso efectiie un numero infinito de saltos durante un intervalo de tiempo
acotado. En tal situacién el proceso no estaria bien definido para todo t > 0, y se
dice que el proceso explota en un tiempo finito. Para evitar tal comportamiento
supondremos que lim,_, ., W,, = 0o, y por lo tanto, para cada t > 0, el valor de X,
es finito.

Probabilidades de transicién. Supondremos que el espacio de estados es {0, 1,. ..}
v que el tiempo de estancia asociado el estado ¢ es la variable aleatoria T;, la cual
supondremos positiva con funcién de distribucién F;(t). Como en el caso de ca-
denas a tiempos discreto, se denotard por p;; a la probabilidad de que la cadena
salte del estado i al estado j. Adicionalmente impondremos la condicién p; = 0, y
con ello se inhibe, por ahora, que la cadena salte al mismo estado de partida. Las
probabilidades de transicién cumplen entonces las siguientes condiciones:

a) Dij > 0.

b) pi; = 0.
C) Ej pij =1.

Independencia. Supondremos que los tiempos de estancia T;,,7;,, ... son inde-
pendientes entre si, y también son independientes del mecanismo mediante el cual
se escoge el estado j al cual la cadena brinca después de estar en cualquier otro
estado 1.

Estados absorbentes o no absorbentes. Supondremos que cada variable T; es
finita con probabilidad uno, o bien es infinita con probabilidad uno. En el primer
caso se dice que el estado 7 es no absorbente, y en el segundo caso que es absorbente.
El hecho de que T; = oo se interpreta en el sentido de que el proceso deja de
saltar y permanece en el estado i el resto del tiempo, es decir, es absorbente.
Estamos entonces suponiendo que sélo hay dos tipos de estados: absorbentes o no
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absorbentes, en otras palabras, con probabilidad uno el tiempo de estancia es finito
o con probabilidad uno es infinito.

Propiedad de Markov. Puede demostrarse que el proceso de saltos descrito arri-
ba satisface la propiedad de Markov si, y sélo si, los tiempos de estancia de estados
no absorbentes tienen distribucién exponencial. Este es un resultado importante
cuya demostracién omitiremos y que simplifica el modelo general planteado. Su-
pondremos entonces que el tiempo de estancia en un estado no absorbente ¢ tiene
distribucién exp()\;), con \; > 0, es decir, Fi(t) = 1 — e~ para t > 0. Cuando
T; = oo puede considerarse que A; = 0.

Definicion. A un proceso de saltos con las caracteristicas arriba senaladas se
le llama cadena de Markov a tiempo continuo.

Observe que un proceso de Markov a tiempo continuo queda completamente espe-
cificado por los siguientes tres elementos: una distribucion de probabilidad inicial,
los pardmetros J\;, y las probabilidades p;;.

Ejemplo: Cadena de primera ocurrencia. Sea X; el estado de un sistema tal
que en cualquier instante se encuentra en alguno de los dos posibles estados: 0 y
1. Suponga que Xy = 0 y que el proceso cambia al estado 1 después de un tiempo
aleatorio con distribucién exp(\), y permanece alli el resto del tiempo. Una posible
trayectoria de este proceso se muestra en la Figura 5.2(a). Este proceso modela
la situacién de espera para la primera ocurrencia de un evento de interés. Las
probabilidades de transicién son

P = poo(t) p01(t) - e 1 e
U po@®) pa() ) 0 1 :

Ejemplo: Cadena de dos estados. Considere el proceso X; con dos posibles
estados: 0 y 1, definido por la siguiente dindmica: Cuando el proceso entra al estado
0 permanece en él un tiempo exp(\), y luego va al estado 1, entonces permanece en
el estado 1 un tiempo exp(u) y después regresa a 0, y as{ sucesivamente. Se postula
que los tiempos de estancia en cada estado son variables aleatorias independientes.
Una trayectoria de este proceso se muestra en la Figura 5.2(b). Puede demostrarse



CAPITULO 5. CADENAS DE MARKOV A TIEMPO CONTINUO 127

Xt(w) Xt(w)

Figura 5.2:

que las probabilidades de transiciéon son

p - poo(t) por(t) \ _ 1 uooA n 1 A=A —O
‘ pio(t)  pu(t) Ap\ #oA Ap\ —# p '

Ejemplo. El proceso de Poisson es una cadena de Markov a tiempo continuo
que empieza en cero, los tiempos de estancia son exponenciales de parametro A, y
las probabilidades de transicién de un estado a otro son p; ;41 = 1. o

5.2. Propiedades generales

Mencionaremos ahora algunos conceptos y propiedades generales de procesos de
Markov a tiempo continuo. Varios de estos resultados son similares a los desarro-
llados antes para el caso de tiempos discretos.

Cadena a tiempo discreto asociada. Toda cadena de Markov a tiempo continuo
{X; : t > 0} tiene asociada una cadena a tiempo discreto que denotaremos por el
mismo simbolo {X,, : n =0,1,...}, y que estd dada por la primera pero observada
en los tiempos en donde se efectiian los saltos. Algunas caracteristicas de la cadena
a tiempo discreto se trasladan a su version continua. Inversamente, a partir de
una cadena a tiempo discreto puede construirse su versiéon continua en el tiempo
tomando tiempos exponenciales independientes entre salto y salto.
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Probabilidades de transicién. Para una cadena de Markov a tiempo continuo
las probabilidades de transicién son los nimeros p;;(t) = P(X; = j | Xo = i), para
cualesquiera estados 7 y j, y para cualquier tiempo ¢ > 0. Cuando el espacio de
estados es finito, los elementos de cada renglén de esta matriz suman uno, pero
para espacios de estados infinito esta suma puede ser estrictamente menor a uno,
es decir, en general, > ; Pij (t) < 1. Esta es una diferencia inesperada respecto del
modelo a tiempo discreto.

Intentar encontrar p;;(t) para cada par de estados i y j, y para cada t > 0, es un
problema demasiado general, y sélo en algunos casos es posible encontrar explici-
tamente tales probabilidades. El siguiente resultado nos permitira obtener algunas
conclusiones generales acerca de p;;(t).

Proposicion. Sean i y j dos estados. Para cualquier ¢ > 0,

t
Dij (t) = (Sij (:’_)\it + A 6_>\it / eAis ( Z DPik Pkj (8> ) ds. (51)
0 ki

Demostracion. Si i es un estado absorbente, i.e. \; = 0, entonces la férmula se
reduce a p;;(t) = d;;, lo cual es correcto. Si ¢ es un estado no absorbente, entonces

pij(t) = P(Xy=j|Xo=1)

P(X;=4,T;>t| Xg=1i)+P(X; =35,T; <t|Xo=1)
t

= 5ije_>\it+/ Ix.1 x0(J,w| i) du
0
¢

= dije M+ Z Ixo Xm0 x0 s by | 7) du,
0 gts

en donde por la propiedad de Markov y la independencia,

Ixoxom xo(Uokuld) = fx, 1 x,.7.x,0 1 ks d) fx, |10 x0 (K | w,8) fr,) x, (w]4)
= pryt —u) par de N

Por lo tanto,

t
Pij (t) = 61']' e Nit + / /\ie_)\iu (Z Dik Pkj (t — u) ) du.
0 ki
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Haciendo el cambio de variable s(u) = t—wu en la integral se obtiene el resultado. O

Las probabilidades de transicién satisfacen también una versién continua de la
ecuacion de Chapman-Kolmogorov, y que en este caso se conoce como la propiedad
de semigrupo.

Proposicién. (Ecuacién de Chapman-Kolmogorov). Para cualquiera estados 4
v j,y paratodot >0y s >0,

pij(t+5) = pir(t) pr;(s)-
k

En notaciéon matricial, P.ys = P; Ps.

Demostracion. Por la propiedad de Markov,

pijt+s) = P(Xiys=j|Xo=1)
> P(Xips =4, Xe = k| Xo = i)
k

= Y P(Xips=j| X = k) P(X, = k| Xo = i)
k
= ) pi(t) prj(s).
k
O

La coleccién {P; : t > 0} constituye un semigrupo de matrices estocésticas, esto
quiere decir que cumple las siguientes propiedades:

a) Py = I, en donde I es la matriz identidad.
b) P, es una matriz estocdstica.
¢) Piys = P; Py, para cualesquiera t, s > 0.

La ecuacién de Chapman-Kolmogorov es interesante pues permite expresar a la
probabilidad p;;(t), para cualquier tiempo ¢ > 0, en términos de probabilidades
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infinitesimales, es decir, probabilidades de transicién en intervalos de tiempo de
longitud muy pequeiia. Por ejemplo, para cualquier n natural, tomando At = t/n,

Piit) = D i (D) pry ks (AL -+ i, 5 (AL),

ki, kn—1

Esto quiere decir que es suficiente conocer el comportamiento de p;;(t) en tiempos
t pequenos para conocer su comportamiento para cualquier ¢t > 0. Especificaremos
con detalle este resultado mas adelante.

Parametros infinitesimales. De la férmula (5.1) es inmediato observar que las
probabilidades p;;(t) son funciones continuas en ¢, y en particular el integrando
en (5.1) es una funcién continua. Esto implica que la integral es diferenciable y por
lo tanto también p;;(¢). Derivando entonces (5.1) se obtiene el siguiente resultado
conocido como el sistema de ecuaciones hacia atrds de Kolmogorov.

Proposicion. Para cualquier ¢ > 0,

Pii(t) = =Xipij(t) + X Z ik Prj (t)- (5.2)
oy

Observe que en particular la derivada pgj (t) es una funcién continua del tiempo.
Tomando ahora el limite cuando ¢t — 0, se tiene que

p;j(o) =i 0ij + i Z Dik Okj
ki

—Xi 0ij + Aipij

_ { X sii=j,

= U Apy sii#d

Definicién. A las cantidades pj;(0) se les denota por g;;, y se les conoce con el
nombre de pardmetros infinitesimales del proceso. Es decir, estos parametros

son \ -
D Ay SL? =7,
id = { Aipij sii#j. (5:3)
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Variando los indices 7 y j, estos nuevos parametros se escriben en notacion matricial
de la forma siguiente:

—Xo  Aopor  Aopo2
A1pro —A1 Aipi2
G = Aap2o A2par —A2 - |- (5.4)

Esta matriz determina de manera tinica el comportamiento de la cadena de Markov
a tiempo continuo, y es el concepto equivalente a la matriz de probabilidades de
transiciéon en un paso para cadenas a tiempo discreto. Se trata de una matriz con
las siguientes propiedades:

Observe que g;; = 0 cuando el estado i es absorbente, es decir, cuando \; = 0.
Cuando A; > 0 la ultima propiedad se obtiene a partir del hecho de que p; = 0
pues

J j#i

Proposicion. Los parametros infinitesimales determinan de manera tnica a la
cadena de Markov a tiempo continuo.

Este resultado es consecuencia de (5.3) pues a partir de g;; se obtiene
Ai = —Yii,
0 sii=j
i = L 5.5
Pij { —9ij/9s  SiiFj. (5.5)

Probabilidades infinitesimales. Un proceso de Markov a tiempo continuo puede
ser también definido a partir del comportamiento de las probabilidades de tran-
sicién p;;(t) cuando t — 0. Tales probabilidades se llaman a veces probabilidades
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infinitesimales, y pueden expresarse en términos de los parametros infinitesimales
como establece el siguiente resultado y del cual omitiremos su demostracion.

Proposicion. Cuando ¢t — 0,
1. pii(t) =1+g;t+ O(t).

2. pij(t) = gist +o(t), parai#j.

Ecuaciones de Kolmogorov. En términos de los parametros infinitesimales, la
ecuacién (5.2) puede escribirse en la forma

Pi(t) = gir ;i (1). (5.6)
k

En términos de matrices esta igualdad se escribe como P’(t) = G P(t), es decir,

poo(t) poi(t) --- —Xo Xopor - poo(t) poi(t)
po(t) put) - | = [ Mpoo —A .- pio(t) pii(t)

~
~

Como hemos mencionado antes, este sistema de ecuaciones se conoce como las
ecuaciones hacia atrds de Kolmogorov.

Comunicacién. Se dice que el estado j es accesible desde el estado 7 si p;;(t) > 0
para algin ¢ > 0, y se escribe i — j. Se dice que los estados i y j se comunican
sit— jyj— i, yen tal caso se escribe i <> j. Nuevamente puede demostrarse
que la comunicacién es una relacion de equivalencia, y eso lleva a una particién del
espacio de estados en clases de comunicacién. Se dice que la cadena es irreducible
cuando todos los estados pertenecen a la misma clase de comunicacién.

Tiempos de primera visita. Para cualesquiera estados ¢ y j, se define
T;j =inf{t >W; : Xy =j}, cuando Xo =1.

El tiempo medio de primera visita es entonces p;; = E(T;;). Cuando los estados ¢
y j coinciden se escribe T;, v u; = E(T;) respectivamente. A p; se le llama tiempo
medio de recurrencia.
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Recurrencia y transitoriedad. Se dice que el estado i es transitorio si, partiendo
de 4, con probabilidad uno el conjunto de tiempos {¢t > 0 : X; = i} es acotado.
En cambio, se dice que es recurrente si, partiendo de i, con probabilidad uno el
conjunto {t > 0: X; =i} es no acotado. Cuando E(T;) = oo se dice que el estado
i es recurrente nulo, y cuando E(T;) < oo se dice que es recurrente positivo.

Distribuciones estacionarias. Una distribucién de probabilidad = = {mg, 71, ...}
sobre el espacio de estados {0,1,...} es estacionaria para la cadena con matriz de
probabilidades de transiciéon P; si para cualquier ¢ > 0, Y. mp;;j(t) = m;. En
notaciéon matricial, 7P, = . Si X tiene como distribucion inicial una distribucién
estacionaria 7, entonces P(X; = j) = ) . mipij(t) = 7;, es decir, la variable X
tiene la misma distribucién de probabilidad 7 para cualquier valor de ¢.

5.3. Procesos de nacimiento y muerte

Un proceso de nacimiento y muerte es una cadena de Markov a tiempo continuo
con espacio de estados {0, 1,...} tal que en cada salto la cadena tinicamente puede
brincar una unidad hacia arriba o una unidad hacia abajo. Un salto hacia arriba se
interpreta como un nacimiento, mientras que un salto hacia abajo representa una
muerte. Estas probabilidades de saltos de un estado a otro son

s
: sij=1i+1,
Ai + i
pij = P osij=i-1,
Ai + i
0 otro caso,
en donde Ag, A1,... ¥y p1, fo, ... son constantes positivas conocidas como las tasas

instantdneas de nacimiento y muerte, respectivamente. De acuerdo a las ecuacio-
nes (5.5), el tiempo de estancia en el estado ¢ tiene distribucién exp(A; +u;), en don-
de se define pp = 0. Siguiendo la férmula general del generador infinitesimal (5.4)
para un proceso de saltos, tenemos que la matriz de pardametros infinitesimales de
este proceso es de la siguiente forma

—Xo Ao 0 0

pr —(A 4 ) A1 0
G= 0 H2 —(A2+p2) A2
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Una posible trayectoria de este pro- X (w)
ceso se muestra en la Figura 5.3 con
X, = 0, los saltos son unitarios, ha- 3 T 1~ B
cia arriba o hacia abajo. La varia-

ble X; puede interpretarse como el 2
nimero de individuos en una pobla-
cién al tiempo ¢, en donde pueden
presentarse nacimientos y muertes de
individuos. Como Ag > 0y po =0, la
poblacién puede crecer cuando se en- Figura 5.3:
cuentre en el estado cero, pero nunca

decrecer por abajo de ese nivel.

Se pueden tomar las siguientes probabilidades infinitesimales como postulados para
definir a este proceso. Para cualquier ¢ > 0, y cuando h — 0,

a) P(Xpyn — Xt =1| X =k) = g h+o(h).
b) P(X¢yn — Xe = —1| X = k) = pur h + o(h).
¢) P(Xegn —Xe=0|Xy=k)=1— (Mg + ) h + o(h).

Para cualquier ¢ > 0 y h > 0 pequefio consideremos el intervalo [0,¢ + h] visto
como [0, h] + (h,t + h]. Haciendo un andlisis sobre estos intervalos puede encon-
trarse nuevamente que las probabilidades p;;(t) satisfacen el sistema de ecuaciones
diferenciales hacia atrds de Kolmogorov:

Poj(t) = —Xopoj(t) + Aopi;(t),
p;j(t) = pipi—1,;(t) — (N + i) pij(t) + Xi pig1,5().

De manera anéloga, considerando [0,¢+ h] = [0, ¢] 4 (¢, t + h], es posible comprobar
que se cumple el sistema de ecuaciones diferenciales hacia adelante de Kolmogorov:

Pio(t) = —Xopio(t) + p1pir (t),
p;j (t) = Aj-1 pi»j—l(t) - ()‘j + Mj)pij (t) + i1 Pij+1 (t).

Ejemplo. Un proceso de Poisson es una cadena de nacimiento y muerte en
donde las tasas instantaneas de muerte pg, i1, . . . son cero, y las tasas instantaneas
de nacimiento Ag, A1, ... son todas ellas iguales a una constante A > 0. La matriz
de parametros infinitesimales es entonces de la forma
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o
|
>
>
o

Ejemplo. Las ecuaciones hacia adelante de Kolmogorov del proceso de Poisson
son

po(t) = —Apo(t).
Pp(t) = Apn_1(t) = Apn(t), paran>1,

en donde py,(t) = pon(t). Usaremos estas ecuaciones para comprobar nuevamente
que X tiene distribucién Poisson(At). Usando la condicién inicial po(0) = 1, la
primera ecuacién tiene solucién po(t) = e~ . Definiendo g, (t) = e p,(t), la se-
gunda ecuacién se transforma en ¢, (t) = Agn—1(t), con condiciones ¢, (0) = don
y qo(t) = 1. Esta nueva ecuacién se resuelve iterativamente, primero para ¢;(t),
después para gz2(t), v asi sucesivamente. En general, ¢, (t) = (At)"/n! para n > 0.
De aqui se obtiene p,(t) = e~ (At)"/n! o

Ejemplo. Esta es otra derivaciéon mas de la distribuciéon Poisson en el proceso
de Poisson, ahora usando las ecuaciones hacia adelante de Kolmogorov y la fun-
cién generadora de probabilidad. La variable aleatoria X; puede tomar los valores
0,1,... de modo que su funcién generadora de probabilidad es

Gx, () = B@¥) = 3 pa(t) u,
n=0

para valores reales de u tales que |u| < 1, y en donde p,(t) = P(X; = n). Con-
sideraremos a esta funciéon también como funcién del tiempo ¢ y por comodidad
en los siguientes cdlculos la llamaremos G(t,u). Derivando respecto de ¢, para el
mismo radio de convergencia |u| < 1, y usando las ecuaciones hacia adelante de
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Kolmogorov para el proceso de Poisson se tiene que

oo

> pnt)u”
n=0

oo

= Y (pn1(t) = Apa(®)u”

n=0
= MuG(t,u) — AG(t,u)
— (u—DAG(),

G'(t,u)

de donde se obtiene la ecuacién diferencial G'/G = (u — 1)A. Integrandode O a t y
usando la condicién G(0,u) =1 se llega a

oo

_ (u—1)At _ =Xt Atu __ -t ()\t)n n
G(t,u) = G(0,u) e =e e —nz_oe Ut

Esta es la funcién generadora de probabilidad de la distribucién Poisson(At). Por la
propiedad de unicidad se obtiene que la variable X; tiene distribucién Poisson(At). o
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5.4. Proceso de nacimiento puro

Cuando en un proceso de na-
cimiento y muerte los pardme-
tros o, pt1,... son todos ce-
ro, se obtiene un proceso de
nacimiento puro. La matriz
de parametros infinitesimales
tiene la forma que se mues-
tra en la Figura 5.4, en don-
de, como antes, los pardme-
tros Ag, A1,... Se conocen co-
mo las tasas instantdneas de
nacimiento. En la Figura 5.4
se muestra una trayectoria de
este proceso cuando inicia en
el estado cero. Por construc-
cion, el tiempo de estancia en
el estado ¢ tiene distribucién
exponencial con parametro \;.

Ao 0 0
-1 A1 0
0 —A2 A2

T
exp(A1) exp(X2) exp(A3)

Figura 5.4:

Las probabilidades de saltos son evidentemente p;; = 1 cuando j =i+ 1, y cero en
caso contrario. Puede demostrarse que los incrementos de un proceso de nacimiento
puro son independientes pero no son necesariamente estacionarios.

Un proceso de nacimiento puro puede también definirse mediante las siguientes

probabilidades infinitesimales: Cuando h — 0,

a) P(Xt+h—Xt:1|Xt:k):)\kh+0(h)
b) P(Xt+h—Xt:O|Xt:k):1—Akh+0(h,)

En general no es facil encontrar una férmula para las probabilidades de transicién
pi;(t), sin embargo cuando el estado inicial es el cero se conoce la siguiente férmula

recursiva.
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Proposicion. Para cualquier ¢t > 0 y cualquier entero n > 1,

t
Pon(t) = Ap_q1 et / e po _1(s) ds. (5.7)
0

Demostracion. El sistema de ecuaciones diferenciales hacia adelante de Kolmogo-
rov para este proceso es

Pi(t) = Nj—1pij—1(t) — A pij(t).
En particular, partiendo de cero,

Poot) = —Xopoo(t),
Pont) = An—1P0,n—1(t) — An pon(t), n>1,

con las condiciones de frontera ppo(0) = 1 y pon(0) = 0, para n > 1. La primera
ecuacion tiene solucion pgo(t) = e~*°*, mientras que para el cason > 1, multiplican-
do por el factor integrante e*»* y resolviendo se obtiene la férmula enunciada. [

De manera andloga puede definirse un proceso de muerte como un proceso de
nacimiento y muerte en donde los pardmetros de nacimiento A\g, A1, ... son todos
cero. El proceso puede iniciar con una poblacién de tamano k > 1, y presentar
fallecimientos sucesivos hasta una posible extincién completa de la poblacién.

El proceso de Yule. Este es un tipo particular de proceso de nacimiento puro,
y para el cual es posible encontrar explicitamente las probabilidades de transicién.
Este proceso puede definirse a través de los siguientes postulados:

a. El estado inicial es Xg =k > 1.

b. Si X; = n, entonces cada uno de estos elementos puede dar nacimiento a un
nuevo elemento durante un periodo de longitud infinitesimal A > 0 con probabilidad
Ah + o(h), en donde A > 0, es decir,

P(XH_h—Xt:llXt:’rL)

(?) N+ o(R)][1 = A + o(h)]"

Anh + o(h).
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Es decir, las tasas instantaneas de nacimiento son A, = An, que crecen de manera
lineal conforme la poblacién crece. El tiempo de estancia en el estado n tiene
distribucién exp(An), en consecuencia el tiempo medio de estancia en ese estado es
1/(An), cada vez menor conforme n crece. El sistema de ecuaciones hacia adelante
para pgn(t), con n > k, se reduce a

Pre(t) = —Mepre(t),

La férmula recursiva (5.7) es, paran > k + 1,

t
Prn(t) = A(n —1) e_)‘"t/ e prn_1(s) ds. (5.8)
0

Demostraremos a continuaciéon que el incremento X; — Xy tiene distribuciéon bino-
mial negativa de pardmetros (r,p), con r =k y p = e~ .

n—1

— Akt 1— —At\n—k > k.
n—k)e (1 —e?)"=% paran >

Proposicién.  pi,(t) = (

Demostracion. Usaremos induccién sobre n. Para n = k se tiene la ecuacién di-
ferencial pj,(t) = —Akpri(t), con condicién inicial pii(0) = 1. Esto produce la
solucion pyi(t) = e ¥, que es de la forma enunciada. Para valores de n > k + 1
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usaremos la férmula recursiva (5.8),

' —2
p;m(t) = )\(TL _ 1) e*)\nt/ ens < n k> e~ ks (1 . 67)\5)7171,]C ds
0

O

Notas y referencias. Una exposicién mas completa del tema de cadenas de Mar-
kov a tiempo continuo puede encontrarse en Basu [1], Karlin y Taylor [19], o Stir-
zaker [36].
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Ejercicios

Ecuaciones de Kolmogorov

103. Sea {N;} un proceso de Poisson de pardmetro A y sean Y7,Ys,... v.a.iid.

con distribucién comin Bernoulli(p). Encuentre las ecuaciones de Kolmogorov
hacia atras y hacia adelante del proceso

Ny
Xi =YY,
j=1

Resuelva cualquiera de estos sistemas de ecuaciones y demuestre que para
J 21,
—)\pt ()‘pt)J '

poll) =G

Procesos de nacimiento y muerte

104. Para la cadena de Markov a tiempo continuo de dos estados en donde la

105.

estancia en el estado 0 tiene distribucién exp(\), y la estancia en el estado 1
es exp(u), demuestre que

a) poo(t) = 51 (p+ Ae”AFmt),
)=

)
b) po1 (t i (A= xemrmt),
¢) pro(t) = xi; (o — pe” A1t
d) p11(t) = x5 (A + pe Ot

Considere una cadena de Markov a tiempo continuo de dos estados en donde
el tiempo de estancia en cada uno de ellos tiene distribucién exp()). Defina
N; como el numero de veces que la cadena de Markov ha efectuado saltos
hasta un tiempo ¢ > 0 cualquiera. Demuestre que {N;} es un proceso de
Poisson de pardmetro .
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Procesos de nacimiento puro

106. Sea {X;} un proceso de Yule con estado inicial X = k > 1. Demuestre que
a) B(X;) = ke,
b) Var(X;) = ke?M (1 — e™).



CAPITULO 6

Procesos de renovacion
y confiabilidad

En este capitulo se presenta otra generalizacién del proceso de Poisson. Se consi-
dera ahora que los tiempos de interarribo no son necesariamente exponenciales. A
tales procesos de saltos unitarios se les conoce como procesos de renovacion, y en
general dejan de cumplir la propiedad de Markov. Ademads de estudiar algunas pro-
piedades generales de los procesos de renovacion, estudiaremos también el concepto
de confiabilidad para sistemas conformados por varios componentes los cuales son
susceptibles de sufrir fallas en tiempos aleatorios.

6.1. Procesos de renovacion

Suponga que se pone en operacién

un cierto componente o articulo cuya | h | o | s | Ta
duracién de vida 1til se modela me- :
diante una variable aleatoria T3. Una 0
vez que el componente falla, se reem-
Figura 6.1:

plaza o renueva con otro componente
cuyo tiempo de vida es Ts, y asi su-
cesivamente. La colecciéon de variables aleatorias 17,75, ... representa la sucesion
de tiempos de vida de componentes puestos en operacién uno tras otro. Esto se
ilustra en la Figura 6.1.

143
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En este contexto es natural suponer que las variables que modelan los tiempos
de vida son no negativas, independientes y con la misma distribucién de probabi-
lidad. Un proceso de estas caracteristicas se conoce con el nombre de proceso de
renovacion. Observe que exactamente en los tiempos en los que se efectian las reno-
vaciones, el proceso reinicia probabilisticamente. Empezaremos por dar un primera
definicién formal de un proceso de renovaciéon basada en lo recién mencionado.

Definiciéon. Un proceso de renovacién es una sucesion infinita de variables
aleatorias 717,75, . .. que son no negativas, independientes e idénticamente dis-
tribuidas.

Otra forma equivalente de definir a este proceso es a través del registro de los
tiempos reales en los que se observan las renovaciones, o bien a través del con-
teo de renovaciones observadas hasta un tiempo cualquiera. Estos puntos de vista
alternativos se definen a continuacién.

Definicién. Dado un proceso de renovacion {74, Tz, . . .}, se definen los tiempos
reales de renovacion como Wy =0y W,, =11 +---+7T,,, paran > 1. El proceso
de conteo de renovaciones es

Ny =méax{n>0:W, <t}, paracadat>0.

La variable aleatoria W,, representa el tiempo real en el que se realiza la n-ésima
renovacién, mientras que Ny indica el ntimero de renovaciones realizadas hasta el
tiempo t. En la literatura se le denomina proceso de renovacién a cualquiera de
los procesos {T, :n = 1,2,...}, {W, :n=0,1,...}, o {N; : t > 0}, pues por
construccién existe una correspondencia biunivoca entre cualesquiera dos de estos
tres procesos.

Denotaremos por F(t) a la funcién de distribucién de los tiempos de vida. Por lo
tanto, la funcién de distribucién de W, es la convolucién de F(t) consigo misma
n veces, es decir, Fyy, (t) = P(Ty + -+ T, <t) = F**(t) = (F *---x F)(t). En
particular, cuando n = 0 se define

F*O(t):{ 0 sit<O,

1 s t>0.
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Una de las primeras preguntas que uno puede hacerse acerca de un proceso de
renovaciéon es la de conocer la distribucién de la variable N;. La respuesta no es
facil de encontrar pues la distribucion de esta variable depende de la distribucién
de los tiempos de vida como indica la siguiente férmula.

Proposicion. Para cualquier n > 0,

P(N; = n) = F**(t) — F*("+D ().

Demostracion. Tomando en consideracién que las variables W), y T,,+1 son inde-
pendientes, tenemos que

P(N;=n) = P(W, <t,Wn4 >1)
= P(W, <t,Wn+Tpy1 >1)
= P(t—Tpp <W,<t)
Fw, () = Fw, (t = Toy1)

= Fi(t) — /Ooo Fw, 1,,,(t—u|u)dF(u)
— P - /O T P — ) dF(u)
_ F*n(t) _ F*(n+1)(t).

O

Por ejemplo, un proceso de Poisson homogéneo de tasa A es un proceso de renova-
cién en donde los tiempos de vida tienen distribucién exp(A). En consecuencia, los
tiempos reales de renovacién W, tienen distribucién gama(n, A), cuya funcién de
distribucién es, para t > 0,

t )1 & k
Fw, (t) = /0 LI‘()n) Ae M dy = ];l e M %

La segunda igualdad puede obtenerse después de aplicar integracion por partes
varias veces. A partir de esta expresion puede recuperarse la distribucién Poisson
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pues por la proposiciéon anterior,

PN, =) = Fon(g) = P00 () = o EOF

n!

Observe la igualdad de eventos (N; > n) = (W,, <t), la cual es vélida parat >0y
para cada valor entero de n > 0. Esta identidad nos sera de utilidad mas adelante.

6.2. Funcion y ecuacion de renovacion

Otra de las funciones que es natural desear conocer en un proceso de renovacién
es el numero promedio de renovaciones efectuadas hasta un tiempo ¢ cualquiera.
A tal funcién se le llama funcidn de renovacidn, y se le denota por A(t), es decir,
A(t) = E(N:). En general no es facil encontrar una forma explicita para esta
funcién. Sin embargo, se cuenta con la siguiente ecuacion integral general.

Proposicién. La funcién de renovacién A(t) satisface la ecuacién

A(t) = F(t) + /O A(t — ) dF(s). (6.1)

Demostracion. Condicionando sobre el valor del primer tiempo de vida 77 se ob-
tiene A(t) = [;° E(N¢ | Ty = s) dF(s), en donde

0 sis>t,
E(Nt|T1_S)_{ 1+A(t—s) sis<t

Por lo tanto

A(t):/o (1+A(t—s))dF(s):F(t)+/0 A(t— 5)dF(s).

O

Observe que la ecuacién (6.1) puede escribirse como A(t) = F(t) + (A * F)(¢).
Debido a que se condiciona sobre el valor del primer tiempo de renovacion, a la
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técnica de la demostracion de este resultado se le llama a veces andlisis del primer
paso.

Ejemplo. Para el proceso de Poisson, el promedio de renovaciones o saltos al
tiempo ¢ es A(t) = At. Puede comprobarse directamente que esta funcién satisfa-
ce (6.1) con F(t) =1 —e . o

A una ecuacién integral del tipo (6.1) se le llama ecuacién de renovacidn, pues
algunas funciones de interés en la teoria de la renovacién la cumplen. La definicién
general aparece a continuacion.

Definicién. Sean F(t), g(t) y h(t) funciones definidas para ¢t > 0. Suponga que
F(t) y h(t) son conocidas, y g(t) es desconocida. Se dice que g(t) satisface una
ecuacion de renovacion si cumple la ecuacion integral

o) =h(t)+ [ gt — 5)dF(s). (6.2

Puede demostrarse que si h(t) es una funcién acotada, entonces existe una tnica
solucién ¢(t) a la ecuacién de renovacién (6.2) que cumple con la condicién de ser
acotada sobre intervalos finitos y estd dada explicitamente por

g(t) = h(t) + /0 h(t — s) dA(s), (6.3)

en donde A(s) es la funcién de renovacién. La demostracion de este resultado general
puede ser encontrado en el texto de Karlin y Taylor [19]. Acerca de la funcién de
renovacion tenemos la siguiente expresién general.

oo
Proposicién. A(t) = Z F*™(t), para cualquier ¢ > 0.
n=1
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Demostracion.
At) = Y nP(N;=n)
n=0

= P(Ny=1)42P(N,=2)+---
= [F ) - F20)] +2[F2() - Fo@)] + -

= Y Fr.

O

Por ejemplo, cuando los tiempos de interarribo tienen distribucién exp(\) se tiene
que
t n—1 s k
*M _ (/\I) — Az _ § : — A\t ()\t>

k=n
Usando esta expresion y la férmula recién demostrada puede corroborarse que en
este caso A(t) = M.

Es posible demostrar que para un proceso de renovacion la variable N; tiene mo-
mentos finitos de cualquier orden, y entonces en particular la suma anterior es
siempre convergente. Se puede también demostrar que existe una correspondencia
biunivoca entre las funciones A(t) y F(t), y ademés el proceso de renovacién { Ny}
queda completamente especificado por la funcién promedio A(t). La demostracién
de estos resultados pueden consultarse en [1].

6.3. Tiempos de vida

Junto a todo proceso de renovacién y para cada tiempo fijo, pueden considerarse
tres variables aleatorias no negativas, v, d; y S, cuyo significado geométrico se
muestra en la Figura 6.2, y que definiremos con mayor precisién a continuacion.

Tiempo de vida restante. Este es el tiempo de vida 1til que le resta al elemento
que se encuentra en operacion al tiempo ¢, y estd dado por la variable

v = Wno41 — 1.
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N¢+1+ -—
5t Tt ]
N, + : [ :
] |
Nee1] —i B
Wh, t WhnNi+1
Figura 6.2:

Esta longitud aleatoria se muestra en la Figura 6.2. Usando un argumento de
renovacién demostraremos que para cada x > 0 la funcién ¢ — g(t) = P(y > )
satisface una ecuacion de renovacion.

Proposicién. La funcién g(t) = P(y; > x) satisface la ecuacién de renovacién

g(t) =1— F(t +2) + / o(t — 5)dF(s).

Demostracion. Se condiciona sobre el valor de T7. Se tienen los tres posibles casos
que se muestran en la Figura 6.3.

Ty T1 Ty

Figura 6.3:

Puesto que un proceso de renovaciéon puede considerarse que inicia nuevamente a
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partir del momento en que se observa una renovacion, se tiene que
1 si s>t+uz,
Py >2z|Th=s5)=< 0 si t<s<t+uz,
P(yi—s>z) st 0<s<t.

Por lo tanto

gt) = /OOO Ply > 2| T1 = 5) dF (s)

[ ar)+ [ Por. > nare)

+x

1-F(t+z) +/0 g(t — s)dF(s).

O

En particular, cuando los tiempos de vida son exponenciales de pardmetro A, la
tinica solucién de esta ecuacién es la funcién constante g(t) = e =%, que equivale a
decir que la variable ; tiene distribucién exp(A). Esta es nuevamente la propiedad
de pérdida de memoria de la distribucién exponencial.

Tiempo de vida transcurrido. Este es el tiempo que ha estado en uso el elemento
que se encuentra en operacion al tiempo ¢, y esta dado por la variable

S =t—Wh,.

Véase nuevamente la Figura 6.2. Es claro que esta variable esta acotada superior-
mente por el valor ¢, pues el elemento en uso al tiempo ¢ no puede tener hasta ese
momento un tiempo de uso mayor a t. Sea nuevamente z > 0 y defina la funcién
t — g(t) = P(6, > z). Por las consideraciones anteriores, tenemos que g(t) = 0
para t € (0,z]. Usando un argumento de renovacién demostraremos que la funcién
g(t) satisface una ecuacién de renovacion.

Proposicién. Parat € (z,00), la funcién g(¢) = P(d; > x) satisface la ecuacion
de renovacién

g(t)=1—F(t) +/O h g(t — s)dF(s).
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Demostracion. Nuevamente se condiciona sobre el valor de T;. Los tres posibles
casos se muestran en la Figura 6.4.

T Th Th
0 t—x t
Figura 6.4:
Por lo tanto,
1 si s >t,
Poy>z|Th=s)=¢ 0 si 0<t—z<s<t,

P(b_s>x) si0<s<t—ux.

Entonces

g(t) = /OOO P(0; > x| Ty = s) dF(s)
= [Tare+ [ T P> ) dE(s)
t 0
= 1-F(t) +/0 B g(t —s)dF(s).

En resumen,
0 si 0<t<ux,

g(t) = 1—F(t) + /tz g(t —s)dF(s) si t>x.
0

O

Considerando otra vez el caso de tiempos de vida exponencial de parametro A,
puede demostrarse que el tiempo de vida transcurrido tiene funcién de distribucién
1—e ™™ si0<z<t,

1 six > t.

Tiempo de vida total. Este es el tiempo completo de vida 1til que tiene el
elemento que se encuentra en operacién al tiempo ¢, y estd dado por la variable

Br =+ 0t = Wn,41 —Wn, =Tn,+1.
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Nuevamente, para z > 0 se define la funcién ¢ — g(t) = P(B; > x). Demostrare-
mos que esta funcién satisface una ecuacion de renovacién, en la cual aparecera el
término x V y, que significa méx{z, y}.

Proposicién. La funcién g(t) = P(5; > z) satisface la ecuacién de renovacién

gt)=1—F(tVx) —l—/o g(t — s)dF(s),

Demostracion. Nuevamente condicionaremos sobre un posible valor de T3. Los po-
sibles casos se muestran en la Figura 6.5.

T T T

Figura 6.5:

El caso s € (¢,t + z) se debe subdividir en dos casos: s < x 6 s > . De este modo
se obtienen los siguientes resultados

sit<s<t+z, ys<ua,
sit<s<t+z ys>u,
si s>t+x,

(Bi—s >x) s 0<s<t.

P(ﬂt>I|T1:S):

hU)—l)—lO

El segundo y tercer renglén se conjuntan en las condiciones tVz < s < t+ =z
6 s > t+ x, lo cual se reduce a la condiciéon ¢tV x < s < co. Por lo tanto,

g(t) = /000 P(6; >z |Ty = s)dF(s)

/ " ar(s) + / " P(Brs > 2)dF(s)

Vx

= 1—F(t\/x)+/0 g(t — s)dF(s).
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En el caso de tiempos de interarribo exponenciales de pardmetro A, puede demos-
trarse que el tiempo de vida total tiene funcién de distribucién

P(B: <

) = I1—(1+AtAz))e ™ siz>0,
= 0 otro caso.

6.4. Teoremas de renovacion

En esta seccién se estudian algunos resultados sobre el comportamiento limite de un
proceso de renovacion. Primeramente se demuestra que todo proceso de renovacién
de conteo crece a infinito con probabilidad uno cuando el tiempo crece a infinito.

Proposicion. Para todo proceso de renovacion, th’m N; = o c.s.
— 00

Demostracion. Recordemos la igualdad de eventos (N > n) = (W,, < t). Entonces
para cualquier n natural,

L= tlggo Fiw, (1)
= lim P(W, <t)
t—o00
= lim P(N; >n)

t—o0

= P(tliglo N; > n).

Para la dltima igualdad se ha utilizado el hecho de que la funcién ¢t — N; es

mondtona no decreciente. Como el resultado demostrado vale para cualquier valor

de n natural, se tiene que P(th’m Ny =00) =1. O
— 00

Por lo tanto, cuando ¢ tiende a infinito el nimero de renovaciones IV; también crece
a infinito. Por otro lado, el tiempo que le toma al proceso llegar al valor N; es
Wy, v también crece a infinito. El siguiente resultado establece que a largo plazo
habrd una renovacién cada pu = E(T') unidades de tiempo.
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Proposicién. Para un proceso de renovacién N; en donde E(T) = p, con
0 < pu < o0, se cumple
i W
im
t— o0 Nt

L= pu, cs.

Demostracion. Para valores enteros de n, por la ley fuerte de los grandes niimeros,
Wpn/n — p casi seguramente cuando n — oo. Ahora observe la contencién de
eventos

W Wi,
— S )N (N, = 00) C t
(n ) N (N )_(Nt

Los dos eventos del lado izquierdo tienen probabilidad uno, por lo tanto la in-
terseccion también, y ello implica que el lado derecho también tiene probabilidad
uno. O

El siguiente resultado establece la forma en la que N; crece a infinito. Observe que
el cociente N;/t es una variable aleatoria que cuenta el niimero de renovaciones por
unidad de tiempo efectuadas hasta el tiempo ¢. Demostraremos a continuacion que
cuando t — oo la aleatoriedad desaparece y el cociente se vuelve constante.

Teorema elemental de renovacién (J. L. Doob, 1948). Para un proceso
de renovacién en donde F(T) = p, con 0 < p < 00, se cumple

. N 1
lim — = —, c.s.
t—oo "

Demostracion. Para cualquier ¢ > 0 se cumple Wy, <t < Wy, 41. Por lo tanto

Wh, <L<WNt+1 Ny +1
Ny — N N:+1 Ny

Cuando t tiende a infinito ambos extremos de estas desigualdades convergen a u
c.s. Por lo tanto N/t — 1/p c.s. O

Ahora veremos que la esperanza de N,/t tiene el mismo comportamiento.
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Teorema elemental de renovacién (W. Feller, 1941). Considere un pro-
ceso de renovacién en donde E(T') = p, con 0 < p < co. Entonces
A(t) 1

lim —2 —

t—oo lu-

Demostracion. Por la identidad de Wald,
E(Wn,41) = E(Ne + 1) E(T) = (A(t) + Dp.

Despejando A(t), dividiendo entre ¢t y arreglando términos adecuadamente se ob-
tiene A ) L1
t
— =—E(W —t)+——-.
£ ut ( Ni+1 ) + 1 n

Como Wi, 41 > t, se tiene que E(Wy,+1 —t) > 0. Por lo tanto
At 1
lim inf ﬁ > —,
t—o0 t 1%

Ahora estimaremos el limite superior del mismo cociente. Como Wy,11 — ¢ <
Wn,+1 — Wn, = Tn,+1, se tiene que E(Wx,11 —t) < E(Tn,+1) v por lo tanto

Aty 1 1
— < —+ — E(T .
t o Lt ( NtJrl)
Consideremos primero el caso particular cuando las variables T son uniformemente
acotadas, es decir, supongamos que existe un entero k > 0 tal que para cadan > 1,
P(T,, < k)=1. Entonces E(Tn,+1) < k y por lo tanto

A(t 1
lim sup Q < —.
1

t—o00 t
Esto concluye la demostracion en el caso particular mencionado. Ahora considere-

mos que las variables T' no son necesariamente acotadas de la forma anterior. En
este caso se definen los tiempos recortados

TF =

T, si T,<k,
ko si T, >k
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Observe que T* A~ T,, cuando k — oco. A partir de estos tiempos se considera
un nuevo proceso de renovacién N} con funcién de renovacién A¥. Se cumple que
A(t) < AF y por lo tanto

” A(t) < 1

imsup —= .

el t = E(TF)
Ahora se hace k tender a infinito. Por el teorema de convergencia mondtona,
E(T*) / E(T), y ello prueba la desigualdad faltante. O

El cociente A(t)/t es el nimero de renovaciones promedio por unidad de tiempo.
El resultado recién demostrado establece que a largo plazo habria en promedio
1/E(T) renovaciones por unidad de tiempo. Por ejemplo, para el proceso Poisson,
E(T)=1/Xy A(t) = At. Por lo tanto A(t)/t = A.

Los siguientes dos resultados se enuncian sin demostracion.

Teorema de renovacién. (D. Blackwell, 1948). Si F'(t) es no aritmética,
entonces para cualquier A > 0,

tlgrolo Alt+h) —A(t) = m
Si F(t) es aritmética con base d, entonces para cualquier natural n,
nd

Jim At +nd) = A() = <

Por ejemplo, para el proceso de Poisson se tiene que A(t+h)—A(t) = A(t+h) =Xt =
Ah=h/(1/\) = h/E(T).
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Teorema clave de renovacién. (W. L. Smith, 1953). Sea A(t) la solucién
a la ecuacién de renovacién

A(t) = H(t) + /O A(t — s)dF(s),

en donde H : [0,00) — R es una funcién directamente Riemann integrable. Si
F(t) es no aritmética,

lim A(t / H(t
t—o0

Si F(t) es aritmética con base d, entonces

d
Jim A(t +nd) = —Z (t + kd).
W

Puede demostrarse que los teoremas de Smith y Blackwell son equivalentes, y que
cualquiera de ellos implica el teorema elemental de Feller.

6.5. Confiabilidad

Suponga que T > 0 es una variable aleatoria continua que registra el tiempo de falla
de un cierto componente que se encuentra en operacién al tiempo cero. Nuevamente
denotaremos por F(t) y f(t) a la funcién de distribucién y de densidad de esta
variable aleatoria. En la teoria de la confiabilidad interesa conocer la probabilidad
de que el componente funcione correctamente por lo menos hasta un tiempo ¢
cualquiera, o la probabilidad de que deje de funcionar en el siguiente instante de
tiempo, dado que el componente ha funcionado bien hasta un cierto momento. Es
por ello que se definen las siguientes dos funciones.

Definicién. La funcién de confiabilidad se define como R(t) = P(T > t),
mientras que la funcién de tasa de falla es 7(t) = f(t)/(1 — F(t)).
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A la funcién de confiabilidad se le llama también funcion de supervivencia, y a la
funcién de tasa de falla se le conoce también como funcion hazard, y se le llama
asi pues un componente que ha sobrevivido al tiempo ¢, fallard en el intervalo
(t,t + At] con probabilidad condicional r(t) At 4+ o(At), en efecto,

P(t <T <t+ At)
P(t>1t)

Pt<T<t+At|T>t) =
ft)
= r(t) At + o(At).

Después de algunos céalculos sencillos es inmediato comprobar que estas dos fun-
ciones estan relacionadas de la siguiente forma.

S d
A ORI

o (- [ rts) ).

In R(t).

R(t)

Ademds, el tiempo promedio de falla F(T) puede escribirse en términos de la
funcién R(t) como

E(T) = /0 h R(t) dt.

Ejemplo. Suponga que el tiempo de falla T' de un componente tiene una dis-
tribucién exponencial de pardmetro A. La funcién de confiabilidad es R(t) = e,
y la funcién de tasa de falla es constante r(t) = A. El hecho de que la funcién de
tasa de falla sea constante significa que la probabilidad de falla en un intervalo de
tiempo pequenio At, dado que el componente se encuentra operando al tiempo t, es
aproximadamente AAt, independiente del valor de t. Esta es otra manifestacién de
la propiedad de pérdida de memoria de la distribucién exponencial, y es la tnica

distribucién continua con tasa de falla constante. Por otro lado, el tiempo medio
de falla es E(T) =1/ o

Ejercicio. Demuestre que la funcién R(t) es decreciente, es decir, si t; < ¢,
entonces R(t1) > R(t2). jPuede decirse algo sobre la monotonia de r(¢)?
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Confiabilidad para sistemas en serie.

Considere un sistema de n componen-

tes puestos en serie como se muestra

en la Figura 6.6. Supondremos que ca- — G G
da uno de estos componentes funciona

de manera independiente uno del otro. Figura 6.6:

Es intuitivamente claro que tal sistema

en su conjunto funciona si todos y cada uno de los componentes se encuentra en
buen estado. Nos interesa encontrar las funciones de confiabilidad y de tasa de falla
de este tipo de sistemas.

Observe que el tiempo de falla T' de un sistema de este tipo es el tiempo de falla més
pequeno de cada uno de los componentes, es decir, T = min{T1, ..., T,}. Esquemas
fisicos de este tipo ayudan a justificar el plantearse la pregunta de encontrar la
distribucién de probabilidad del minimo de n variables aleatorias independientes.

Ejercicio. Suponga que los tiempos de falla 71, ..., T, de los componentes del
sistema en serie de la Figura 6.6 son idénticamente distribuidos con funcién de
distribucién F'(¢), y funcién de densidad f(t). Demuestre que el tiempo de falla T
del sistema tiene funcién de distribucion y densidad dada por las siguientes expre-
siones:

a) Pr(t) =1 — (1— F(t)".
b) fr(t) =n(l - F(t)" 1 f(t). .

Calcularemos a continuacién las funciones de confiabilidad y de tasa de falla pa-
ra sistemas en serie. Denotaremos por Ry(t),..., R,(t) las funciones de confiabi-
lidad de cada componente en el sistema, y las funciones de tasa de falla seran

r1(t), ..., ra(t).

Proposicion. Las funciones de confiabilidad y de tasa de falla del sistema en
serie de la Figura 6.6 son

1. R(t) = Ri(t) - Ru(t).

2. r(t) =ri(t) + - +ra(?).
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Demostracion.
1.Rt)=P(T1>t,...., T, >t)=P(Ty >t)---P(T,, >t) = R1(t) - - Rp(2).

2.r(t) = —% In R(t) = —% Yo IR (t) = >0 r(t).
O

Ejemplo. La funcién de confiabilidad y la funcién de tasa de falla de un sistema
de n componentes puestos en serie en donde cada uno de ellos tiene un tiempo de
falla exponencial de pardmetro A son, respectivamente, R(t) = e ="t y r(t) = Ant.
La distribuciéon del tiempo de falla T' es exponencial de pardmetro An. El tiempo
medio de falla es E(T) = 1/(An), naturalmente decreciente conforme mayor es el
ntimero de componentes en el sistema, es decir, mientras mas componentes haya
en el sistema en serie, menor es el tiempo de vida operacional del sistema en su
conjunto pues una falla de cualesquiera de los componentes provoca que el sistema
completo deje de funcionar. o

Ejercicio. En el contexto de sistemas de n componentes en serie, demuestre que
la funcién de confiabilidad R(t) = Ry (t)--- Ry(t) es una funcién decreciente de n,
y en consecuencia el tiempo medio de falla también es una funcién decreciente de n. .

Confiabilidad para sistemas en paralelo.

Considere ahora sistemas de n componentes pues-
tos en paralelo como se muestra en la Figura 6.7, en
donde cada uno de estos componentes funciona de
manera independiente uno del otro. Tales tipos de
sistemas funcionan en su conjunto si por lo menos
uno de los componentes se encuentra en buen esta- : : :
do. Sistemas de este tipo se utilizan cuando se desea | C, ]
mantener un nivel alto de confiabilidad de funciona-
miento, como por ejemplo los sistemas de vuelo de
los aviones, o los sistemas de manejo de reactores Figura 6.7:
nucleares.

C1

C

El tiempo de falla T" de un sistema de este tipo es el tiempo de falla mas grande
de los componentes, es decir, T = méx {T1,...,Tn}, y que el evento (T < t) es
equivalente a que todos los componentes fallen antes del tiempo t.
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Proposicion. La funciéon de confiabilidad del sistema en paralelo de la Figu-
ra6.7es R(t) =1— (1 —Ryi(t))--- (1 — Rn(2)).

Demostracion. Primeramente se tiene que
Ft)=P(T<t)=P(T1 <t,...,T, <t)=Fi(t)--- F(t).
Por lo tanto
R(t) =1=F(t) =1=Fi(t) - Fu(t) = 1 = (1 = Ru(t)) -+ (1 = R (t))-

O

Ejercicio. Demuestre que la funcién de confiabilidad R(t) para sistemas en
paralelo recién encontrada es una funcion creciente de n. Es decir, mientras mas
componentes haya en el sistema mas seguro es éste. En consecuencia, demuestre
que el tiempo medio de falla es una funcién creciente de n.

Ejercicio. Demuestre que las funciones de distribucién y de densidad del tiempo
de falla T" del sistema en paralelo de la Figura 6.7 son

a) Fr(t) = F(t).
b) fr(t) =nF"=(t) f(t).

Puede calcularse la funcién de tasa de falla del sistema r(¢) en términos de las
funciones 71 (t), ..., r,(t) pero la expresién no resulta ser simple.

Ejemplo. Para un sistema de n componentes puestos en paralelo en donde cada
uno de ellos tiene un tiempo de falla exponencial de pardmetro A se tiene que

R(t) =1~ (1 —e )",
r(t) = An(l — e M)n"le= A /(1 — (1 — e )7). )

Confiabilidad para sistemas mezcla serie/paralelo. Pueden también conside-
rarse sistemas que son una combinacién de sistemas en serie y en paralelo como el
que se muestra en la parte izquierda de la Figura 6.8. Sistemas de este tipo pueden
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ser representados de manera equivalente como se muestra en la parte derecha de la
misma figura.

Ejercicio. Demuestre que la funcién de confiabilidad del sistema de la Figura 6.8
es R(t) = Ra(t)(1 — (1 — Ra(2))(1 — Rs(t)).

Co C1 — Cs

Cs Ci1 — Cs

Figura 6.8:

Ejercicio. Encuentre la funcién de confiabilidad para cada uno de los sistemas
de componentes que aparecen en la Figura 6.9.

C 3 CQ C4

Figura 6.9:

Notas y referencias

En los textos de Karlin y Taylor [19], Basu [1], y Lawler [23] el lector puede encon-
trar algunos otros resultados y aplicaciones de los procesos de renovacién.
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Ejercicios

Procesos de renovacion

107.

108.
109.

110.

111. Sea {N:} un proceso de renovacién. Demuestre que para cada k > 1,
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Diga falso o verdadero para cada una de las siguientes igualdades de eventos.

Explique en cada caso.

a) (Ng>n)= W, <t
b) (Ny>n)=W, <t
¢) (Ny=n)= (W, <t
d) (Ne<n)= W, >t
e) (Ny<n)=W, >t

Demuestre que F*"(t) > F*™(t), paran < m.

~— — Y~ Y~

Respecto de la definicion de proceso de renovacién, demuestre que los procesos
{T,:n=1,2,..}, {Wn:n=0,1,...} y {N; : t > 0} pueden escribirse cada

uno en términos de cualquier otro.

Es la suma de dos procesos de renovacién independientes nuevamente un
proceso de renovacion? Los siguientes ejercicios dan respuesta a esta pregunta.

a) Demuestre que si la suma de dos procesos de renovacién independien-
tes resulta ser un proceso de Poisson, entonces ambos sumandos son

procesos de Poisson.

b) Demuestre que si la suma de dos procesos de renovacién independientes
y con la misma funcién de distribucién de interarribo es un proceso de
renovacién, entonces la suma y cada uno de los sumandos es un proceso

de Poisson.

¢) Mediante un contraejemplo demuestre que, en general, la suma de dos
procesos de renovacién independientes y con la misma funcién de distri-
bucién de interarribo no es necesariamente un proceso de renovacion.

E(NF) = i [(n+ 1)k —nF] P+ (¢),

n=0
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112.

113.

114.

115.

116.

117.
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Sea {IN;} un proceso de renovacién con funcién de renovacién A(t) = E(Ny).
Demuestre que para cualquier ¢t > 0,

1
0<Alt) L ———.
AW < 1-F(¥)
Sea { N;} un proceso de renovacién. Demuestre que la funcién A(t) = E(Wy, +1)
satisface la ecuacién de renovacion

A(t) = BE(T) + /0 At — s)dF(s).

Demuestre que el tiempo de vida restante v, y el tiempo de vida transcurrido
d¢, para un proceso de renovacién, tienen distribucién conjunta dada por la
siguiente expresion: Para 0 < y < t,

P(%>x,5t§y)=/ (1—-F(@t+z—u))dA(u).

t—y

Considere el proceso de Poisson visto como un proceso de renovacion, es
decir, los tiempos de vida tienen distribucién exponencial con parametro A.
Demuestre que la funcién de renovacién A(t) = At satisface la ecuacién de
renovacion

¢
Aty =1—e M4 / A(t — s)Ae *ds.
0

Sea { N;} un proceso de Poisson de pardmetro A > 0. Demuestre que el tiempo
de vida total §; tiene funcién de distribucién la que aparece abajo. Demuestre
ademds que E(§;) = $(2 —e™ ).

1—(1+XtAz)e ™™ siz>0,

P@tg)_{ (1+A(tA))

0 otro caso.
Sea {N:} el proceso de conteo de un proceso de renovacién. Defina A(t) =
E(Ny), y Aa(t) = E(N?). Demuestre que
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Encuentre ademds As(t) cuando {/NV;} es un proceso de Poisson.

Encuentre la distribucién de probabilidad del tiempo de vida restante, del
tiempo de vida transcurrido y del tiempo de vida total para un proceso de
Poisson. Encuentre ademds la esperanza de estas variables aleatorias.

Sea {N;} un proceso de renovacién. Demuestre directamente que para cada
n fijo,
lim P(N; =n) =0.

t—o0

Confiabilidad

120.

121.

Sean T1, ..., T, los tiempos de falla de cada uno de los n componentes puestos
en serie como en la Figura 6.6. Suponga que las correspondientes funciones de
distribucién y de densidad son Fy(t),..., F,(t), v fi(t),..., fu(t), respectiva-
mente. Demuestre que las funciones de distribucién y de densidad del tiempo
de falla del sistema dado por T'= min {73, ...,T,} son

a) F(t)=1—(1=Fi(t) - (1= Fu(t)).

b) f(t) = ka(f) (1 = Fu(t) Lzny) - (1 = Fou(t) Liozn))-
k=1

Sean T1, ..., T, los tiempos de falla de cada uno de los n componentes puestos
en paralelo como en la Figura 6.7. Suponga que las correspondientes funciones
de distribucién y de densidad son Fi(t),..., Fn(t), v f1(t), ..., fa(t), respec-
tivamente. Demuestre que las funciones de distribucién y de densidad del
tiempo de falla del sistema dado por T'= méx {T1,...,T,} son

a) F(t) = Fi(t) - Fo(t).

b) f(t) =D fut) (1= (1= Fi(t) Lpr) -+ (1= (1= Fo(t) Loy
k=1






CApiTULO 7

Martingalas

Existen varias acepciones para el término martingala. Una de ellas hace referencia a
un tipo de proceso estocdstico que bdsicamente cumple la identidad E(X,4+1 | Xo =
Zo, ..., Xn = Tpn) = T,. Hemos mencionado antes que este tipo de modelo corres-
ponde a un proceso que representa la evolucién del capital de un jugador que realiza
una sucesién de apuestas justas. Parte de la motivacién para el estudio de este tipo
de procesos fue el buscar demostrar la inexistencia de estrategias ventajosas en
este juego de apuestas. El concepto de martingala fue incorporado a la teoria de
la probabilidad por Paul Levy, y buena parte de su desarrollo inicial fue realizado
por Joseph Doob.

En este capitulo se presenta una introduccién a la teoria de martingalas a tiempo
discreto, aunque también se mencionan algunas definiciones generales a tiempo
continuo.

7.1. Filtraciones

Sea (Q,.#, P) un espacio de probabilidad para modelar un cierto experimento alea-
torio. La o-dlgebra % es la estructura que agrupa a los eventos del experimento
aleatorio a los cuales se les puede calcular su probabilidad. Suponga ahora que se
consideran dos sub o-dlgebras % y %5 tales que %, C %5. Entonces %, contiene
mas informacién que .#; en el sentido de que, en general, un mayor nimero de
conjuntos son considerados como eventos. Mas generalmente, puede considerarse

167
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una sucesiéon no decreciente de sub o-algebras %, C %5 C --- Este tipo de estruc-
turas surgen de manera natural, por ejemplo, para un proceso estocastico a tiempo
discreto {X,,}, pues puede construirse la sucesién {.%,} de la siguiente forma

yn = U{Xl,...,Xn},

en donde efectivamente se cumple que .#; C F5 C --- En este caso la o-dlgebra
Fy, contiene los eventos para los cuales puede determinarse su ocurrencia o no
ocurrencia, sélo con la informacién del proceso disponible hasta el tiempo n.

Ejemplo. Si las variables {X,,} representan los resultados de lanzar sucesiva-
mente un dado, y si se define el evento A como “La suma de los dos primeros
resultados es mayor a 3”7, entonces es claro que A ¢ %1, sin embargo A € .%5. Por
supuesto, si sucede por ejemplo que X; = 4, entonces sabemos que el evento A
ocurre, pero sin esta informacién adicional la ocurrencia o no ocurrencia del evento
A no puede determinarse sino hasta el segundo lanzamiento del dado. o

Estas consideraciones sobre sucesiones no decrecientes de o-algebras llevan a la
definicion de filtracion.

Definicién. Una filtracién es una coleccién de o-dlgebras {%,},>1 tal que
Fn C Fm, cuando n < m. En particular, la filtracion natural o candnica
de un proceso {X,} es aquella sucesién de o-algebras definidas por %, =
o{X1,..., Xn},n>1

A tiempo continuo las definiciones de estos conceptos son analogas: Una filtracion
es una coleccién no numerable de sub o-dlgebras {#; }:>¢ tal que .#; C %, cuando
0 < s < t. La filtracién natural o candnica de un proceso a tiempo continuo {X; :
t > 0} es la coleccién de o-dlgebras {Z; }1>0 dadas por F# = o{X, : 0 < s < t},
esto es, #; es la minima o-algebra que hace que cada una de las variables X, para
valores de s en el intervalo [0, ], sean medibles. A la o-dlgebra % se le denomina
la historia del proceso al tiempo t. Regresemos al caso de tiempo discreto.

Definicién. Se dice que un proceso {X,} es adaptado a una filtracién {%, } si
la variable X,, es .%,-medible, para cada n > 1.

Sabemos que cada X,, es .%#-medible por ser variable aleatoria. La condicién de
adaptabilidad requiere que X, sea también una variable aleatoria respecto de la
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sub o-algebra .%,,. Naturalmente todo proceso es adaptado a su filtracién natural,
y puede demostrarse que la filtracién natural es la filtraciéon mas pequena respecto
de la cual el proceso es adaptado. El siguiente caso particular es necesario de
considerar.

Definicién. Se dice que el proceso {X,, : n > 1} es predecible respecto de la
filtracién {.%, }n>0 si para cada n > 1, la variable X,, es %, _i-medible.

Evidentemente todo proceso predecible es adaptado. La definicién de adaptabilidad
es la misma en el caso de procesos a tiempo continuo, y se pueden definir ademas
las siguientes dos o-algebras:

I = ol JF),
t>0

Ty = ()2
s>t

Se dice entonces que una filtracién es continua por la derecha si Fyy = Fi. Si Fy
es una filtracién continua por la derecha y la o-dlgebra inicial %y contiene a todos
los subconjuntos insignificantes de %, entonces la filtracién se llama estdndar, o
bien que satisface las condiciones usuales. Algunos calculos requieren suponer estas
hipdtesis.

7.2. Tiempos de paro

Sea {X,} un proceso adaptado a una filtracién {.%#,}. Un tiempo de paro es una
variable aleatoria con valores en el espacio parametral de este proceso, que registra
el tiempo en el que ocurre un cierto evento del proceso de tal forma que puede
determinarse si ha ocurrido o no ha ocurrido tal evento al tiempo n con la infor-
macién de la o-dlgebra %,,. Esta variable aleatoria puede tomar el valor infinito
cuando el evento de interés nunca ocurre.

Definicién. Una variable aleatoria 7 con valores en {1,2,...} U {co} es un
tiempo de paro respecto de una filtraciéon {.%#,} si para cada n > 1 se cumple
que (1 < n) € Z#,.
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Bajo la interpretacion de que 7 es un tiempo aleatorio en el cual ocurre un cierto
evento de interés, la condicién (r < n) € %, puede interpretarse del siguiente
modo: la pregunta de si el evento de interés ha ocurrido al tiempo n o antes, debe
poder ser respondida con la informaciéon dada por la filtracién al tiempo n. No es
dificil comprobar que la condicién que aparece en la definicién es equivalente a la
condicién (1 =n) € %,, para cada n > 1.

Ejemplo: Tiempo de primer arribo. Sea X1, Xo,... una sucesién de variables
aleatorias adaptada a la filtracién .%,,. Sea A un conjunto de Borel de R, y defina
7=min{n > 1: X,, € A}, en donde conviene definir min §) = co. Es decir, 7 es
el primer momento en el que la sucesién toma un valor dentro del conjunto A, si
acaso ello sucede. La variable aleatoria 7 es un tiempo de paro pues para cualquier
valor entero de n,

(r=n)=(X1 ¢ AN N(Xn1¢A) N (X, €A) €Fp

En particular, y recordando el problema de la ruina del jugador, tomando A como
el conjunto {0, N}, el primer momento en el que la variable X, = & + -+ + &,
toma uno de los dos valores del conjunto A es un tiempo de paro, y es el tiempo
aleatorio en el cual el juego finaliza, ya sea porque el jugador se arruina o porque
gana todo el capital. o

Ejemplo: Tiempo de sequndo arribo. Sea nuevamente X1, Xs, ... una sucesion
de variables aleatorias adaptada a la filtracién %, y sea A un conjunto de Borel
de R. Dado un tiempo de paro cualquiera 71, defina ahora un segundo tiempo de
paro de la siguiente forma 7o = min{n > 7, : X,, € A}. Es decir 7 es el primer
momento, después de 71, en el que el proceso toma un valor dentro del conjunto
A. Naturalmente se cumple 71 < 75. Esta nueva variable resulta también ser un
tiempo de paro pues el siguiente conjunto es un elemento de %,.

(TQZTL):"O(Tl :k)ﬁ(Xk_H %A)ﬁ-'-ﬁ(Xn_l ¢A)Q(Xn€A)
k=1

Ejercicio. Sea n un entero positivo. Demuestre que la variable aleatoria constan-
te 7 = n es un tiempo de paro. Este es un tiempo de paro determinista. Compruebe
ademds que 7 = 0o es también un tiempo de paro. .
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Ejercicio. Sea 7 un tiempo de paro con valores en {1,2,...} U {co}, y sea n
un entero positivo. Demuestre que las siguientes variables también son tiempos de
paro.

a) T Amn.
b) 7V n.

c) T+n. .

En el caso de tiempos continuos, la definiciéon de tiempo de paro es la siguiente.
Una variable aleatoria 7 : Q — [0, 00) U {o0} es un tiempo de paro respecto de una
filtracion {.%;} si se cumple que (7 < t) € F, para cada t > 0.

7.3. Martingalas

Definicién. Se dice que un proceso {X,,} es una martingala respecto de una
filtracién {.%,} si cumple las siguiente tres condiciones:

a) Es integrable.
b) Es adaptado a la filtracién.

c) Para cualesquiera n < m,
E(Xp | %n) = X, c.s. (7.1)

Cuando en lugar de (7.1) se cumple la desigualdad E(X,, | %#,) > X,, enton-
ces el proceso es una submartingala, y si E(X,, | %#,) < X,, entonces es una
supermartingala.

Las martingalas tienen una interpretacion sencilla en términos de juegos justos que
ya hemos mencionado antes: Si X,, denota el capital de un jugador al tiempo n,
entonces la igualdad (7.1) establece que la fortuna promedio al tiempo futuro m,
dado que se conoce la historia del juego hasta el tiempo n, es su capital al tiempo
n, es decir, el juego es justo pues en promedio el jugador no pierde ni gana. En
este sentido, la desigualdad F(X,, | %#,) > X,, correspondiente a la definicién de
submartingala, equivale a un juego favorable al jugador. La desigualdad contraria,
el caso de submartingala, corresponde a un juego desfavorable al jugador.
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Puede comprobarse que la condicién (7.1) es equivalente a la igualdad aparente-
mente més débil E(X,,+1|%,) = X,. Esta tltima condicién es la que a menudo
usaremos para verificar la propiedad de martingala de un proceso a tiempo discreto.
Ademds, cuando la filtracién es la natural, es decir, cuando .%,, = 0{X3,..., X, }, la
condicién de martingala puede escribirse en la forma E(X,41 | X1,...,X5) = X,.

Observe que toda martingala es al mismo tiempo una submartingala y una super-
martingala, y que si {X,} es una submartingala, entonces {—X,,} es una super-
martingala. Por lo tanto, toda propiedad para submartingalas puede ser escrita
también para supermartingalas bajo este cambio de signo. Por otro lado, tomando
esperanza en (7.1) con n = 1 se obtiene la igualdad F(X,,) = E(X;), para cada
m > 1, esto quiere decir que todas las variables aleatorias que conforman una mar-
tingala tienen la misma esperanza. Analogamente, tomando esperanza ahora en la
condiciéon de submartingala se obtiene que para cualesquiera tiempos 1 < n < m,
E(X,,) > E(X,), esto puede interpretarse en el sentido de que, en promedio, las
submartingalas son procesos que tienden a crecer. Mas adelante demostraremos que
cuando la submartingala es acotada superiormente, es convergente. Este interesan-
te resultado es el andlogo estocdstico al hecho de que toda sucesién de ntimeros
reales creciente y acotada es convergente.

Para procesos a tiempos continuos, la condicién de martingala se escribe E(X; | %5) =
X, para cualesquiera tiempos s y t tales que 0 < s < t, sin olvidar la condiciones
de adaptabilidad e integrabilidad para poder llamar a tal proceso una martingala.

7.4. Ejemplos

Veremos a continuacién algunos ejemplos de martingalas.

Martingala del juego de apuestas. Sea £1,&s,... una sucesion de variables
aleatorias independientes idénticamente distribuidas y con esperanza finita. Defina
X, = & + -+ &, y considere la filtracién %, = o{&1,...,&,}. La variable
aleatoria X, puede interpretarse como la fortuna de un jugador después de n
apuestas sucesivas en donde la ganancia o pérdida en la k-ésima apuesta es &.
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Claramente el proceso X,, es integrable y es adaptado. Ademéds

E(Xn-‘rllyn) = E(Xn+§n+1|yn)
= Xo+E(+1|Fn)

Cuando el resultado promedio de cualquiera de las apuestas es cero, el segundo
sumando se anula y se tiene un ejemplo de martingala, es decir, un juego justo.
En particular, una caminata aleatoria simétrica es una martingala. Si el resultado
promedio de las apuestas es mayor o igual a cero, entonces E(X,+1|%n) > Xn,
y por lo tanto el proceso es una submartingala, un juego favorable al jugador.
Finalmente cuando el resultado promedio de cualquier apuesta es menor o igual a
cero, el proceso es una supermartingala pues E(X,+1|%,) < X,,, correspondiente
a un juego desfavorable al jugador.

Ejercicio. Para la martingala del juego de apuestas justas X,, =& + -+ + &,
demuestre que el proceso X2 — n es una martingala si, y sélo si, Var(¢) = 1. .

Martingala del proceso de Poisson centrado. Sea X; un proceso de Poisson
de parametro A. Entonces el proceso centrado Xy — At es una martingala. En efecto,
este nuevo proceso es integrable y adaptado. Ademds, para cada 0 < s < t,

E(X:— M| Fs) = E(Xi| %) — Xt
= B(Xi—Xs+ X | F5) — Xt
= BE(X;—Xs|Z)+ X, — M
= BEXi—Xo)+Xs— M
= AMt—s)+X;— Xt
= X, — As.

Este ejemplo es un caso particular del siguiente resultado que el lector puede facil-
mente verificar siguiendo el célculo anterior: Si un proceso integrable {X;} tiene
incrementos independientes, entonces el proceso centrado {X; — E(X;)} es una
martingala.

Martingala de la esperanza condicional. Sea X una variable aleatoria inte-
grable, y sean %1 y %5 dos sub o-dlgebras tales que %1 C %5. No es dificil com-
probar la siguiente propiedad de la esperanza condicional: E( E(X |.%3) | 1) =
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E(X | #1). Sea %, una filtracién dada. Usando la identidad anterior demostra-
remos que la sucesién de variables aleatorias dada por X,, = E(X |.%#,) es una
martingala. Es claro que cada una de estas variables es integrable y por definicién
de esperanza condicional el proceso es adaptado a la filtracién. Ademds

E(Xn+1 |3‘\n) = E(E(X|jn+l)|jn) = E(X|35n) = Xn.

Martingala de la urna de Polya. Suponga que una

urna contiene inicialmente una bola blanca y una bola

negra. Un experimento consiste en escoger una bola al O ‘
azar y regresarla a la urna junto con otra bola del mismo
color. Este experimento se repite varias veces. Sea X, el
nimero de bolas blancas en la urna después del n-ésimo
ensayo. Es claro que Xg = 1, y que después del n-ésimo
ensayo hay n+2 bolas en la urna. Ademas 1 < X,, < n+1,
y por lo tanto F|X,,| < co. Las probabilidades de transicién son las siguientes

Figura 7.1:

k
PXpp1=k4+1]X, =k) = ——
(Xnt1 +1] ) nio
n+2—k
PX,y1=k|X,=k)= ————.

(X1 = k| ) o

Observe que se puede escribir X,,+1 = X,, + Y41, en donde Y, ;1 es una variable
aleatoria que toma el valor +1 cuando se escoge una bola blanca en la extraccién
n+ 1, y el valor 0 cuando la bola escogida es negra, por lo tanto

n+2-—X,
n—+2

X, n+3

+ (1) = X

EXni1]Xn) = Xn +(0) n+2 n+2

Este cdlculo demuestra que el proceso { X, } no es una martingala. Sin embargo, si
se define M,, = X,,/(n + 2), lo cual representa la fraccién de bolas blancas en la
urna después de la n-ésima extraccion, entonces se tiene que

Xn+1
n+3

Xn
n+2

E(Mpi1| Fn) = E( | Fn) = n:

Es decir, hemos comprobado que el proceso {M,,} es una martingala. ;Se modifica
el resultado si la configuracion inicial de la urna es distinta a la considerada? ;Se
modifica el resultado si en lugar de agregar una bola adicional se agregan r bolas

del mismo color?
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7.5. Procesos detenidos

Sea X,, un proceso estocastico adaptado a una filtracién %, y sea 7 un tiempo
de paro respecto de la misma filtracion. En ocasiones es necesario considerar un
proceso de la forma X, ., en donde 7 An = min{7,n}. A este tipo de procesos se
les llama procesos detenidos, por ejemplo, suponga que 7 = k, entonces

X, sin<k,
XTA"_{ X, sin>k.

Es decir, como funcién del pardmetro n el proceso se vuelve constante a partir del
tiempo aleatorio 7.

Medibilidad y adaptabilidad de {X,A,}. Las variables del proceso detenido
son efectivamente variables aleatorias y el proceso mismo es adaptado a la misma
filtracién pues para cualquier nimero real z, y para cada ntimero natural n,

(Xemm <o) =[J (r=k)N(Xp <o) U [(T>n)N (X, <.
k=1

La expresion del lado derecho es claramente un elemento de .%,. Si el proceso
original es integrable, entonces el proceso detenido es también integrable pues

E|XT/\n| = E(|XT|1(TSn))+E(|Xn|1('r>n))

IN

S E(Xkl L=iy)) + E(|Xnl 1(r5n))
k=1

< > E[Xy|+ E[X,| < .
k=1

Por ejemplo, considere que {X,,} es la martingala del juego de apuestas. Suponga
que el jugador decide dejar de jugar cuando pierda todo su capital o cuando consigue
ganar el doble de su capital inicial. El momento aleatorio en el que ocurre alguno
de estos dos eventos es un tiempo de paro 7. El capital del jugador en cualquier
tiempo n puede expresarse como X, ap.

Ejercicio. Sea {X,} un proceso adaptado a la filtracién {.%#,}, y sea 7 un tiempo
de paro a tiempo discreto que ademds es finito, es decir, P(7 < 00) = 1. Demuestre
que X, es una variable aleatoria. .
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Demostraremos a continuaciéon que una martingala detenida sigue siendo martin-
gala.

Proposicién. Si {X,} es una martingala, submartingala o supermartingala,
y T es un tiempo de paro respecto de la misma filtracién, entonces el proceso
detenido {X .} también lo es.

Demostracion. Hemos demostrado antes que el proceso detenido es adaptado e
integrable. Resta demostrar la propiedad de martingala. El caso submartingala y
supermartingala se obtienen modificando adecuadamente la penultima igualdad en
el siguiente andlisis.

NIE

E(Xon(meny | Fn) = E(Xk Lr—py | Fn) + E(Xng1 Lizon) | Fn)

el
Il
—

[
M=

X Lr=p) + E(Xng1 | Fn) Lirsn)

el
Il
—

I
M=

Xk Lir=p) + Xn Lron)

I
2

TAN

7.6. Una aplicacién: Estrategias de juego

Considere nuevamente la sucesién de variables aleatorias independientes idéntica-
mente distribuidas {&,} tal que P(§¢ = +1) = 1/2y P({ = —1) = 1/2, y con
filtracién natural {%,}. Considere la suma X,, = & + -+ - + &,, es decir, X,, es una
martingala que representa el total de ganancias en una serie de n apuestas justas
de una unidad monetaria. Suponga ahora que el monto de cada apuesta no es uno,
sino una cantidad a,, para la n-ésima apuesta. Supondremos que a,, es una variable
aleatoria que el jugador determina a partir de la informacién de las n — 1 apuestas
previas, y por lo tanto es una variable .%,_;-medible, es decir, se trata de un pro-
ceso predecible. A la coleccién de variables aleatorias {a,} con esta caracteristica
se le llama una estrategia de juego. Bajo una de estas estrategias, el capital del
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jugador después de la n-ésima apuesta es ahora A, = a1 &1 + -+ + an &, que es
Fn-medible. Bajo la hipétesis de que la estrategia de juego consta de variables
aleatorias acotadas, se cumple que el proceso {4, } es integrable y cumple ademds
la propiedad de martingala pues

E(AnJrl | jn) E(An + An+1 §n+1 |£Zn)

- An + An+41 E(§n+l | 3577,)

= An+an+1 E(Xn—i-l _Xn|<g.n)
- An + Ap+1 (E(Xn-i-l | yﬂ) - Xn)
= A,.

Esto quiere decir que bajo cualquier estrategia de juego, el proceso de ganancias
{A,} es una martingala siempre y cuando el proceso original {X,} lo sea. Este
resultado es importante saber para los apostadores pues quiere decir que no existe
una estrategia de juego que convierta un juego justo en un juego favorable o des-
favorable al jugador. El mismo andlisis demuestra que si el proceso original {X,,}
es una submartingala o supermartingala y la estrategia de juego consta de varia-
bles aleatorias no negativas y acotadas, entonces el proceso {4, } sigue siendo una
submartingala o supermartingala.

Uno de los varios significados del témino martingala, y que parece ser el original,
establece que una martingala es una estrategia de juego en la cual un jugador
apuesta sucesivamente en cada lanzamiento de una moneda honesta del siguiente
modo: Inicialmente apuesta una unidad monetaria. En caso de perder, dobla el
monto de la apuesta para el siguiente lanzamiento. En caso de ganar, vuelve a
apostar una unidad monetaria en el siguiente lanzamiento. En la Figura 7.2 se
muestra una tabla con algunos resultados siguiendo esta estrategia de juego.

Monto de la apuesta 1124|8112

Resultado del lanzamiento | x | x | x | vV | vV | x| Vv | X

Ganancia -1 -3 -7 1 2 11312
Figura 7.2:

Bajo esta estrategia de juego resulta que, cada vez que el jugador acierta, se re-
cupera de las pérdidas anteriores e incluso incrementa su fortuna en una unidad
monetaria. En efecto, si el jugador pierde las primeras n apuestas y gana la apuesta
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n + 1, entonces su capital al tiempo n + 1 es

n—1
1 2 n—1 n _ k n
—1 -2l =22 ... _only 2 = =) 2"42
n apuestas perdidas apuesta n 4+ 1 ganada k=0
1-2"
= — 277’
1-2 +
(1=2™")+2"

= 1

De esta manera si el jugador pudiera mantener esta estrategia de juego tendria una
unidad ganada por cada acierto que haya conseguido. Parece ser una estrategia
segura de ganar, sin embargo, veamos cuanto, en promedio, podria ser su déficit
justo antes de recuperarse, es decir, calcularemos F(X,_1), en donde 7 es el tiempo
de paro en el que el jugador acierta por primera vez. Puede comprobarse que este
tiempo de paro es finito casi seguramente, es decir, P(7 < oo) = 1. De hecho, con
probabilidad uno, el jugador tendria eventualmente un éxito aiin cuando sus pro-
babilidades de acertar fueran pequenas. Como hemos visto, después de n apuestas
consecutivas perdidas el capital empefado es —1 —2! —22 —... —2n=1 =1 _9" vy
la probabilidad de perder n apuestas sucesivas y ganar la apuesta n+ 1 es 1/2"F1,
Por lo tanto

E(X,.1) = Y E(X,1|r=n)P(r=n)

n=1
= —0Q.

Es decir, se requeriria de un capital promedio infinito y poder apostar una infinidad
de veces para llevar a cabo con éxito esta estrategia, algo no muy factible en
términos de dinero y tiempo.
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7.7. Teorema de paro opcional y aplicaciones

Hemos observado antes que para una martingala X,, se cumple que F(X,) =
E(X1), para cualquier valor de n. Si ademds se tiene un tiempo de paro finito 7, no
necesariamente es cierto que E(X,) = E(X1), e incluso el niimero E(X ;) podria no
ser finito como en la estrategia de juego llamada martingala analizada en la seccién
anterior. El siguiente resultado establece condiciones bajo las cuales la variable X,
tiene la misma esperanza que la martingala.

Teorema de paro opcional. Sea {X,} una martingala y sea 7 un tiempo de
paro finito, ambos respecto de una filtracién {%#,}, tales que

a) X, es integrable.

Entonces FE(X,) = E(X,), para cualquier n > 1.

Demostracion. La observacién importante es que para cualquier n > 1,
XT = XT/\n + (XT - Xn) 1(T>n)-
Tomando esperanza y usando el hecho de que X, es una martingala,

E(X:) = E(Xran)+ E(Xr = Xn) 1zsn)
= E(X1)+E(XT1(T>H))_E(X11 1(T>n))'

Como el proceso original es una martingala, el primer sumando es F(X,). Ha-
ciendo n — o0, el tercer sumando se anula por hipétesis. Usando la hipétesis de
integrabilidad de X, y el teorema de convergencia dominada, el segundo sumando
converge también a cero pues es la cola de la serie convergente

oo

E(X;)=EQ_ Xilg=i) =Y E(Xil=p)).
k=1 k

=1

O

Como una aplicacién del teorema de paro opcional calcularemos algunos tiempos
medios de arribo en caminatas aleatorias.
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Caso caminata simétrica, barrera simétrica

Sea {X,} una caminata aleatoria simétri-
ca simple sobre Z que inicia en cero, y sea X (w)
b > 1 un entero cualquiera. Defina el tiem-
po de paro

7=min {n >1:|X,| = b},

es decir, 7 es el primer momento en el que
la caminata alcanza, en valor absoluto, el
nivel b, véase la Figura 7.3. Nos interesa =b
encontrar E(7), esto es, el nimero prome-
dio de pasos que le toma a la caminata
llegar al nivel +b. Sabemos que tanto el
proceso { X, } como {X2 —n} son martin-
galas. Suponiendo de manera preliminar que las condiciones del teorema de paro
opcional se cumplen, se tiene que E(X2? — 1) = E(X? — 1) = 0. Por lo tanto,
E(1) = E(X2) = V. La tltima igualdad se obtiene al observar que |X,| = b. En
palabras, este resultado dice que la caminata aleatoria simétrica simple que inicia
en cero necesita, en promedio, b? pasos para alcanzar, en valor absoluto, el nivel b.

Figura 7.3:

Caso caminata simétrica, barrera asimétrica

Generalizaremos ahora el cdlculo anterior para el caso en el que se tiene una barrera
inferior —a y una barrera superior b, con a,b € IN, no necesariamente idénticos. La
idea es aplicar nuevamente el teorema de paro opcional aunque los calculos no
son tan inmediatos. Supongamos entonces que {X,} es una caminata aleatoria
simétrica simple que inicia en cero y defina el tiempo de paro

T=min{n>0:X,=06 X, =—a},

en donde a,b € IN. Nuevamente el proceso centrado {X2 — n} es una martingala
y por lo tanto E(X2 — 7) = E(X? — 1) = 0, de donde se obtiene E(T) = E(X?2).
Ahora no es tan sencillo calcular esta esperanza pues X2 puede tomar dos valores,
b2 0 a?. Entonces

E(1) = BE(X?) = V*P(X; = b) + a*P(X,; = —a).

Defina uy, = P(X,; = b| Xo = k). Usando andlisis del primer paso puede compro-
barse que ug cumple la ecuacién en diferencias 2ug = ug41 + ug—1, con condiciones
de frontera up =1y u_, =0, y cuya solucién es uy = (a + k)/(a + b).
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Anélogamente, definiendo vy = P(X, = —a| Xy = k), se encuentra que vy cumple
la ecuacion en diferencias 2vy = vg41 + vg—1, con condiciones de frontera v, =0y
v_q = 1, y cuya solucién es vy, = (b —k)/(a + b).

Por lo tanto,

E(r) = B(X7)
b’P(X,; =b) +d*P(X, = —a)
b2 ug + a2 vo

a
b2 2
a+b+a a+b

= ab.

Caso caminata asimétrica, barrera asimétrica

En este caso { X, } no es una martingala pero debido a la propiedad de incrementos
independientes, el proceso centrado {X,, —n(p —¢)} lo es. Suponiendo nuevamente
que las condiciones del teorema de paro opcional se cumplen, se tiene que E (X, —
7(p—q)) = E(X1 — (p—q)) = 0. De donde se obtiene E(7) = E(X;)/(p — q). El
problema es nuevamente encontrar F(X,). Tenemos que

E(X,) =bP(X, =b) —aP(X, = —a).

Defina nuevamente ur, = P(X,; = b| Xy = k). Usando andlisis del primer paso
puede comprobarse que uy cumple la ecuacién en diferencias uy = pugy1 +qur—1,
con condiciones de frontera up, =1y u_, = 0, y cuya solucién es

(/9" " = (p/9)***
1—(p/q)att ~

Anélogamente, definiendo vy = P(X, = —a| Xy = k), se encuentra que v cumple
la ecuacion en diferencias vy = pvgy+1 + quk—1, con condiciones de frontera v, = 0
y v—_q = 1, y cuya solucién es

(¢/p)*™* — (q/p)***
1—(q/p)att ~

Vg =
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Por lo tanto,

E(X;) = buy—av
_ W)=/ (a/p)" = (a/p)"""
1—(p/q)**? 1—(q/p)**?
1— b
- bl

Entonces (/)b
b a+b 1—(p/q

E(r) = — . .

™ p—q p—q 1—(p/9)*®

Verificaremos a continuaciéon la validez de las tres condiciones del teorema de paro
opcional para esta aplicacién cuando la caminata y las barreras son simétricas.

a) Demostraremos que 7 < oo c.s. La estrategia consiste en considerar bloques
sucesivos de 2b pasos en la caminata aleatoria. Observe que el evento (7 = c0) es
el limite de la sucesién decreciente de eventos (7 > 2bk), para k = 1,2,..., y que el
evento (1 > 2bk) estd contenido en el evento “Ninguno de los primeros k bloques
contiene Unicamente valores +1”. La utilidad de este evento mayor radica en que
es facil calcular su probabilidad como veremos a continuacién. Tenemos que

P(r=c0) = lim P(r > 2bk)

< lim P(“Ninguno de los primeros k bloques
k—o0

contiene tinicamente valores +17)
lim (1 — (1/2)%)*
k—o00
0.
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b) Demostraremos ahora que E(]X2 — 7]) < co. Como X2 = b2, se tiene que

B(XZ-7) <

IN

IN

b + E(7)

b? + i kP(r = k)
k=0
co 2b

B+ > > (2bk + j) P(r = 2bk + j)
kO:OO J2—b1

B>+ > (2b(k + 1)) P( > 2bk)
k=0 j=1

b? + (2b)? 3 (k+1) (1 - (1/2)*)"

k=0

¢) Finalmente verificaremos que E((X2 —n)1(;>n)) — 0, cuando — oo.

E(|X721 - n|1(7>n))

E(X21(T>n)) + E(n1(7>n))

< n
< N?P(1r>n)+ E(Tlrsn).

La sucesién de eventos (7 > n) es mondtona decreciente y por lo tanto convergente,
su limite es el evento (7 = 00) que tiene probabilidad cero. El primer sumando por
lo tanto se hace pequefio cuando n crece. Como E(7) < 00, la sucesién de variables
T1(r>n) €s también decreciente y consta de variables aleatorias integrables cuyo
limite es cero c.s. El segundo sumando por tanto también converge a cero.

7.8. Algunas desigualdades

Proposicién. (Desigualdad maximal de Doob.) Sea X,, una submartin-
gala no negativa y defina X = mdx{Xy,...,X,}. Entonces para cualquier

A >0,

AP(X}: > X) < B(Xn Lixsz)-
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Demostracion. Para cada n natural defina el tiempo de paro
T=nAmin{l <k<n:X;>A\}

Es decir, 7 es el primer momento hasta n en el que el proceso alcanza o rebasa el
valor \. Si tal evento nunca ocurre, entonces 7 = n. Como X, es una submartingala
y 1 < 7 < n, se tiene que E(X,) > E(X,;). Observe que si ocurre el evento
(X > )), entonces X, > A, y si ocurre (X2 < A), entonces 7 = n. Por lo tanto

E(X,) > E(X;)
= E(XT l(X;;ZX))_FE(XT 1(X;;<>\))
AP(X}: > A) + E(Xn Lix:cn)-

v

Es decir,

AP(Xy > ) < BE(Xn) - E(XnLixzcn)
E(Xn1(xz>x))-

Proposicién. (Desigualdad maximal de Doob en L2.) Sea X,, una sub-
martingala no negativa y cuadrado integrable. Para X} = méx{Xy,..., X, } se
tiene que

E(X2[%) < 4 B(X2).

Demostracion. El segundo momento de una variable aleatoria no negativa X puede
expresarse, cuando existe, de la siguiente forma

BE(X?) = 2/Oo:cP(X > 1) da.
0

Usando esta expresién, la primera desigualdad maximal, el teorema de Fubini y
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después la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

B(X?) = 2/ rP(X} > z)dz
0

IN

0

= 2 / ( / X,, dP) dx
(X >2)

0
X5
= 2 Xn/ dxdP
Q 0

2 [ X,X:dP
Q

= 2E(XnX:;)
2V E| X2V E|I X2

IN

Por lo tanto,

E(X%)
——n L < 2,/E|X,|?.
BT = VE|Xn|

Elevando al cuadrado se obtiene el resultado. O

7.9. Convergencia de martingalas

Proposicién. Sea {X,,} una submartingala y sean 71 y 72 dos tiempos de paro
acotados tales que 0 < 71 <75 < N, con N € N fijo. Entonces

E(Xr) < E(Xr,).

Demostracion. Sea k fijo tal que k < n < N. Entonces

E(Xpi1 1=k Lm>n) = E(E(Xng1 1=k Lmsn) [ Fn))
E(E(Xﬂ-l-l | yn) 1(7'1:k) 1(7'2>n) )
> E(Xn 1(7-1:k) 1(7’2>n) )
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Por lo tanto

E(XTQ/\n 1(7-1:k)) = E(XTz 1(71:k) 1(7'2§n)) + E(Xn 1(7'1:k) 1(7’2>n))
E(Xr, Lir=k) Lira<n)) + E(Xnt1 Lr=k) L(ra>n))
= E(Xatmt1) Lim=k)-

IN

Esto quiere decir que la funcién n — E(X,an1(r,—x)) s mondtona creciente.
Evaluando esta funcién en n = k£ y después en n = NN se obtiene la desigualdad

E(Xk 1(ry =) < E(X7, 1(r,=k))-

Entonces

O

Sea {X\} un proceso adaptado a una filtracién {F}, v sean a < b dos ndmeros
reales. Consideraremos que n es un numero natural cualquiera. Defina la sucesion
creciente de tiempos de paro

7 = min{k>1:X; > b},
72 = min{k>m7 : X; <al,
73 = min{k > : Xy > b},

74 = min{k > 73: X <al,
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X (w)

Si alguno de los conjun-
tos senalados es vacio o
bien cuando 7, > n, para
alguna k, se define 7, =
n. De esta forma se tie-
ne la sucesién 7 < 1 <
-+- < n. Una de tales su-
cesiones se muestra en la
Figura 7.4, en donde se
presenta una trayectoria Figura 7.4:

del proceso con sus valo-

res unidos por una linea continua para una mejor visualizacién. Nos interesa contar
el nimero de cruces de arriba hacia abajo, que las trayectorias del proceso realizan
sobre el intervalo [a, b]. En la gréafica se muestran tres cruces de este tipo, los cuales
se encuentran remarcados en la trayectoria.

Observe que antes del valor n y para valores impares en el subindice de 7, el
proceso se encuentra arriba de b en ese momento, mientras que para valores pares
del subindice, el proceso se encuentra por abajo del nivel a, es decir, entre los
tiempos Tor—1 ¥ 7o €l proceso realiza un cruce de arriba hacia abajo.

El ntimero de cruces completos, de arriba hacia abajo, que el proceso realiza sobre
el intervalo [a,b] antes del tiempo n es el méximo entero k tal que 7o, < n, y se
denota por D,[a,b], es decir,

Dya,b] = méx {k > 1: 19, <n}.

Si el conjunto de cruces es vacio, se define Dy[a,b] = 0. La letra D usada para
denotar este nimero proviene del término en inglés Downcrossing. Observe que
para cada n, la funcién D, [a,b] : @ — {0,1,...} es una variable aleatoria pues para
cada entero k, el conjunto (Dy[a,b] > k) = (725, < n) es medible. De esta manera
se tiene la sucesién mondtona de variables aleatorias Di[a,b] < Dala,b] < --- que
es convergente al nimero total de cruces

Dla,b] =sup{k > 1: 1o < c0}.

En la demostracién que se presenta a continuacién sobre la convergencia de sub-
martingalas se hace uso de este nimero de cruces. Empezaremos estimando la
esperanza de Dya, b].
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Proposicién. Sea {X,,} una submartingala. Entonces

B(Dala ) < 5= B(Xo —b)* <

— _a(sngan|+|bl)-

Demostracion. Defina la sucesién de eventos Ax = (1, < n) para k = 1,2,... Por
la monotonia de los tiempos de paro definidos antes se tiene que A; D As D ---
Eventualmente los elementos de esta sucesién son el conjunto vacio pues no pueden
efectuarse demasiados cruces en un tiempo limitado n. Observe ademas que cuando
ocurre el evento Asr_1 el proceso al tiempo To,_1 se encuentra por arriba de b,
mientras que cuando ocurre Asg, el proceso al tiempo 7o) se encuentra por abajo
de a. A continuacién usaremos la propiedad de submartingala aplicada a los tiempos
de paro acotados Top—1 < 7o < n. Tenemos entonces que E(X.,, ,) < E(X., ),
es decir,

/ X, _,dP < / X,,, dP.
Q Q

Separando ambas regiones de integracion como = Agp_1 U A5, se tiene que

/ XT2k71dP+/ meldPg/ X, dP+/ X.,, dP.
Azk—1 s Azk—1 A

c
2k—1 2k—1

Ahora observe que sobre el conjunto A$, ;, se cumple que Top—1 = Tor = n.
Por lo tanto, la segunda y cuarta integral coinciden y podemos omitirlas de esta
desigualdad. Anadiendo la constante b, se llega al siguiente resultado

0< / (X, . —b)dP < / (X,,, —b)dP.
Aop_1 Azk—1

Entonces
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0 < / (Xr, —b)dP
Agk—1

/ (X‘sz - b) dpP +/ (XT% - b) dpP
Agg Az 1\ Azg

< @-HP(w+ [ (X, — b)dP.
Agk—1\Azk
Por lo tanto
1
P(Ay) < / (X — b) dP
b-a Az 1\ A2k

1
< / (X, — b)+ dP.
b—a Azp 1\ Az

Como P(Asy) = P(mer, < n) = P(Dyla,b] > k),

E(Dn[aab]) = P(Dn[avb] > k)

M=

el
Il

1

[
M=

P(Asy)
k=1
1 "/
< (X, — b)* dP
b_a; Azip—1\Az2x
1
< —F(X,-b"T.
- b—a ( )

Para la ultima desigualdad se hace uso del hecho de que las diferencias Agx—1\ Aok
son conjuntos ajenos. Esto concluye la demostracién de la primera estimacion. La
segunda desigualdad del enunciado se sigue de las siguientes estimaciones

(Xn - b)+ < |Xn - bl < |Xn| + |b|

O

Ahora estamos en condiciones de probar que toda submartingala acotada en media
es convergente.
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Teorema de convergencia de submartingalas de Doob. Sea {X,,} una
submartingala tal que sup,, E|X,| < oco. Entonces existe una variable aleatoria
integrable X tal que

Iim X, =X cs.

n—00

Demostracion. Verificaremos primero que la convergencia de tal sucesion de va-
riables aleatorias es equivalente a la condicién: D[a,b] < oo casi seguramente,
para cualesquiera nimeros a < b. Sea w en () y considere la sucesiéon numéri-
ca Xi(w), Xa(w), ... cuyo nimero de cruces es D[a, b](w). Demostraremos que la
sucesiéon {X,(w)} es convergente si, y sélo si, Dla,b](w) < oo, para cualesquiera
a <b.

(=) Suponga que la sucesién es convergente pero que D|a, b|(w) = oo para algin
par de nuimeros a y b tales que a < b. Entonces

liminf X, (w) < a < b < limsup X, (w).

n—00 n—00

Esto contradice la hipdtesis de que la sucesién es convergente.

(<) Suponga ahora que Dla,b](w) < co para cualesquiera a < b. Suponga que la
sucesion no es convergente. Entonces existen a; < b tales que

liminf X, (w) < a1 < by < limsup X, (w).
n—o0 n—00

Entonces, en particular, para este par de ntimeros reales se tiene que Daq, b1](w)

00, lo cual contradice la hipdtesis inicial.

Por lo tanto es suficiente demostrar que con probabilidad uno, Dla,b] < co. Para
llegar a esta conclusién demostraremos que E(D][a, b]) < oo, pero ello es consecuen-
cia del teorema de convergencia mondtona y la ultima proposicién pues

E(Dla,b)) = lim E(Dy[a,b))

<

(sup E|X,| + b)) < .

—a
La integrabilidad del limite X se sigue del lema de Fatou pues
E|X|= E(liminf |X,|) <lminf F|X,| <sup E|X,| < .
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Como toda martingala es una submartingala, y toda supermartingala se convier-
te en una submartingala a través de un cambio de signo, se tiene que el teorema
anterior es valido en cualquiera de los tres casos. Es decir, toda martingala, sub-
martingala o supermartingala acotada en la forma en la que indica el enunciado
del teorema, es convergente casi seguramente, y su limite es una variable aleatoria
integrable.

La demostracion que se ha presentado aqui sobre la convergencia de submartin-
galas es la prueba original de Doob de 1940. En [14] pueden encontrarse algunos
otros métodos alternativos de demostraciéon. Como hemos mencionado antes, las
submartingalas son procesos que en promedio tienden a crecer, de modo que en este
caso hemos encontrado una cota superior para el niimero promedio de cruces hacia
abajo. En algunos textos, por ejemplo [4], se enuncia y prueba el mismo resultado
para supermartingalas, procesos que, en promedio, tienden a decrecer.

7.10. Representaciéon de martingalas

En esta seccién demostraremos que toda martingala que cumple la condicién de
ser uniformemente integrable puede escribirse en términos de una esperanza condi-
cional. Antes de enunciar el resultado explicaremos la condicién de integrabilidad
uniforme para un proceso.

Integrabilidad uniforme. Puede comprobarse que una variable aleatoria X es
integrable si, y sélo si, para cada € > 0 puede encontrarse un ntimero M > 0 tal

que
/ |X|dP < e.
(1 X]>M)

Considere ahora una sucesién infinita de variables aleatorias integrables X, Xo, . ..
Para cada € > 0 puede encontrarse entonces una sucesiéon de nimeros reales M,, > 0

tales que
/ | Xn|dP < e.
(1 Xn|>Mp)

Cuando la sucesién M,, no depende de n, es decir, cuando sea una sucesion constan-
te, se dice que la sucesién de variables aleatorias es uniformemente integrable. Es
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evidente que la integrabilidad uniforme es mas fuerte que la simple integrabilidad
de las variables de un proceso. Tenemos entonces la siguiente definicién, la cual
ilustraremos después con un par de ejemplos.

Definicion. Se dice que una sucesiéon de variables aleatorias integrables
X1, Xo, ... es uniformemente integrable si para cada € > 0 existe un ntme-
ro M > 0 tal que para toda n > 1,

/ | X, | dP < e.
(IXn|>M)

Ejemplo. Considere el espacio muestral 2 = (0, 1) con la o-algebra los subcon-
juntos de Borel de (0,1), y como medida de probabilidad la medida de Lebesgue
sobre dicho intervalo. La sucesién de variables aleatorias dada por X, = n 1 1/y)
no es uniformemente integrable pues para cualquier M > 0,

1 sin>M
|Xn|dP:{ . ’
/(IXn>M) 0 sin< M.

Ejemplo. Sea X una variable aleatoria integrable y sea .%,, un filtracién. Demos-
traremos que la martingala X,, = F(X |.%,) es uniformemente integrable. Como
| X| es integrable, tenemos que para cada € > 0 existe d > 0 tal que si P(4) < 4,
entonces [, |X|dP < e. Ademés, como |X,| < E(|X||.#,), tomando esperanzas y
para cualquier M > 0 se tiene que

EIX| > E|X,|

[ ixar
(I1Xn|>M)

M P(|X,| > M).

Y

Y

De modo que si se toma M > E(

X|)/é, con ¢ > 0 arbitrario, entonces P(|X,| >



CAPITULO 7. MARTINGALAS 193

M) < E(|X|)/M < é. Por lo tanto

/ X, |dP < / B(|X|| %) dP
(I Xn|>M) (I Xn|>M)

/ IX| dP
(I Xn|>M)

< €.

La siguiente proposicion establece que la convergencia en media es una condicién
suficiente para que se cumpla la propiedad de integrabilidad uniforme en un proceso.

Proposicion. Todo proceso que consta de variables aleatorias integrables y
que es convergente en media, es uniformemente integrable.

Demostracion. Suponga que X7, Xo,... es una sucesion de variables aleatorias
integrables convergente en media a la variable aleatoria integrable X, es decir,
E|X,, — X| — 0. Esto es, para cada € > 0 existe un natural N tal que para cual-
quier n > N, F|X,, — X| < €/2. Dado que el limite X es integrable, para cada € > 0
existe d > 0 tal que si P(A) < 4, entonces [, |X|dP < €/2. Tomando un valor de
0 > 0 més pequeno si es necesario se tiene ademds que fA | X, |dP < e, para cada
n=1,...,N, cuando P(A) < 4. Por otro lado, para cualquier n > 1,

B(X) = [

(| Xn|>M
Es decir, P(|X,| > M) < L E(|X,|) < § si se toma M = }sup, E((|Xy,|). Tal
valor de M es finito pues como la sucesiéon converge en media, es acotada en media.
En particular y con el valor de M mencionado, lo anterior demuestra la integrabi-
lidad uniforme de las variables X,, para valores de n menores o iguales a N. Para
el caso n > N se tiene que

[ ixar
(I1Xn|>M)

X dP > MP(|X,| > M).
)

IN

/ |X|dP+/ X, — X|dP
(1Xn|> M) (1Xn|> M)

[ pxldp+ E(X, - X))
(1 Xn]>M)

IN

< e+e
—+ - =e
-2 2
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O

El siguiente resultado es un reciproco de la proposicién anterior, sélo que hay que
anadir la condicién de que el proceso sea una submartingala, en particular, una
martingala.

Proposicion. Toda submartingala uniformemente integrable es convergente en
media.

Demostracion. Sea {X,, : n > 1} una submartingala uniformemente integrable. He-
mos demostrado antes que en tales condiciones la submartingala es necesariamente
acotada en L', y por lo tanto satisface las condiciones del teorema de convergencia
de martingalas de Doob. Existe entonces una variable aleatoria integrable X tal que
X,, = X c.s. Demostraremos que X,, — X en media, es decir, que F|X,, — X| — 0.
Sea € > 0 arbitrario. Debido a la hipdtesis de integrabilidad uniforme, existe M > 0
tal que para toda n > 1,

/ X, — X|dP < <.
(| X —X|>M) 3

Por otro lado, como la convergencia casi segura implica la convergencia en proba-
bilidad se tiene que P(|X,, — X| > €¢/3) — 0, cuando n — o0, es decir, existe un
entero N tal que paran > N,

€

P(1X, — X| > ¢€/3) < —,

3M
en donde M > 0 es la constante de la estimacién anterior. Entonces
B(X, - X)) = [ X, — X| dP
(|1 Xn—X|>M)

+/ X, — X|dP
(5/3<|X71_X|§M)

+/ X, — X|dP
(I1Xn—X1<e¢/3)

% £ MP(| X — X| > ¢/3) + gP(an — X| < ¢/3)
< €.

A
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Finalmente se presenta el resultado que establece que toda martingala uniforme-
mente integrable se puede escribir como una esperanza condicional.

Teorema de representacion de martingalas. Sea X,, una martingala uni-
formemente integrable, con filtracién natural .%,,, y teniendo a la variable X
como su limite en media. Entonces

X, = BE(X | %)

Demostracion. Para cualquier m > n, E(X,,|%#,) = X,. Esto quiere decir que
para cualquier evento A en %,

/deP:/XndP.
A A

|/A<Xn—x>dp| - |/A<Xm—x>dP|

/ X, — X|dP
A

/ X, — X|dP.
Q

Entonces

IN

IN

Por lo demostrado antes, el dltimo término converge a cero cuando m — oco. Es
decir, para cualquier A en #,, [, X,dP = [, XdP. Esto significa que X,, =
E(X | #,) cs. O

La variable X,, = E(X |.%,) puede interpretarse como una aproximacién de la
variable desconocida X cuando se cuenta con la informacién dada por la o-algebra
Zn- Conforme n crece, la informacién acerca de X aumenta a través de la filtracién,
y en el limite se obtiene o reconstruye X.

Notas y referencias. El lector puede encontrar otras exposiciones introductorias
al tema de martingalas a tiempo discreto en Karlin y Taylor [19], y Lawler [23].
Para lecturas més avanzadas pueden consultarse Revuz y Yor [29] y Tudor [38].
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Joseph L. Doob (USA 1910-2004).

Doob empez6 a tener interés por la ciencia desde pequeno
cuando cursaba la escuela secundaria. Estuvo muy intere-
sado en el funcionamiento del radio e incluso construyé él
mismo su propio equipo. Este interés suyo por la electréni-
ca y las comunicaciones se incrementé durante la prepa-
ratoria obteniendo incluso una licencia para llevar a cabo
transmisiones por radio. Dado este interés en la electréni-
ca, Doob pensé que la fisica era el drea que debia estudiar
al ingresar a la universidad. Y asi lo hizo al ingresar a la
universidad de Harvard en 1926. Sin embargo, después de
un ano de estudios, se convencié que el curso que verda-
deramente disfruté fue el de cédlculo y sus aplicaciones. Para el segundo ano se
registré en cursos de matemaéticas. En 1930 obtuvo el grado de licenciatura de la
universidad de Harvard, y en 1931 obtuvo el grado de maestria bajo la supervisién
de J. L. Walsh en la misma universidad. En Junio de ese mismo ano se casé con
Elsie Field con quien tuvo tres ninos. Al ano siguiente, en 1932, obtuvo el grado
de doctorado con un trabajo de tesis sobre las funciones analiticas y sus valores de
frontera. Tiempo después obtuvo un beca para trabajar en la teoria de la probabi-
lidad con H. Hotelling en la universidad de Columbia de 1934 a 1935. Al final de
ese periodo fue contratado como profesor asociado en la universidad de Illinois en
1935, alli fue donde desarroll su carrera como profesor hasta el ano de 1978 cuando
se jubilé. Dentro de sus estudiantes de doctorado figuran, entre otros, Paul Halmos
(1938), David Blackwell (1941), J. Laurie Snell (1951) y John Walsh (1966). El
trabajo de Doob se centra principalmente en la teoria de la medida, la teoria de la
probabilidad y las relaciones de ésta tltima con la teoria del potencial. En parti-
cular, y profundizando parte del trabajo de Paul Lévy, durante los afios cuarentas
y cincuentas Doob desarroll6 la teoria basica de las martingalas y algunas de sus
aplicaciones. En 1953 publicé su libro clasico Stochastic Processes, el cual fue re-
editado en 1990. En 1984 publicé Classical Potential Theory and its Probabilistic
Counterparts, reimpreso en 2001. En 1994, a la edad de 84 anos, publicé su dltimo
texto titulado Measure Theory. Doob fue miembro de las Academias de Ciencias
de los Estados Unidos y de Francia, presidio el Instituto de Estadistica Matematica
(IMS) en 1950, y la Sociedad Matemaética Norteamericana (AMS) de 1963 a 1964.
Recibié varios premios prestigiosos de su pais por la trascendencia y profundidad
de sus trabajos. Durante muchos anos de su vida Doob mantuvo la costumbre y el
gusto por organizar y realizar las famosas caminatas de los sdbados por la tarde
junto a profesores universitarios, colegas y amigos, de la universidad de Illinois. A
peticién propia, las cenizas de los restos mortales de Doob fueron esparcidas por
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sus companeros en uno de sus sitios favoritos donde acostumbraba caminar junto
a sus amigos. Para una informacion mas amplia sobre la vida y el trabajo de Doob
véanse los trabajos de Bingham [2], Burkholder y Protter [5], y Snell [32], [33].
Fuente: Archivo MacTutor, Universidad de St. Andrews.
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Ejercicios

Filtraciones

122.

Sea {X;} un proceso adaptado a la filtracion {.%}, y sea {%;} la filtracién
natural del proceso. Demuestre que para cada t > 0 se cumple ¢; C .%;. Esto
significa que la filtracién natural es la filtracién mas pequena respecto de la
cual un proceso es adaptado.

Tiempos de paro

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

Sea {X,} la sucesién de resultados que se obtienen al lanzar sucesivamente
un dado equilibrado. Sea {.%,,} la filtracién natural de este proceso y defina
la variable 7 como el primer tiempo n tal que X7 + - - -+ X;, > 10. Determine
si 7 es un tiempo de paro respecto de la filtraciéon dada.

Demuestre que la condiciéon en la definicién de tiempo de paro a tiempo
discreto “(T < mn) € #,” es equivalente a la condicién “(7 =n) € .%,”.

Sea n un entero positivo. Demuestre que la variable aleatoria constante 7 = n
es un tiempo de paro. Compruebe ademds que 7 = 0o es también un tiempo
de paro.

Sea T un tiempo de paro con valores en {1,2,...,00} y sea n un nimero
natural. Demuestre que tanto 7 An como 7V n son también tiempos de paro
respecto de la misma filtracion.

Sean 11 y T2 dos tiempos de paro respecto de la misma filtraciéon. Demuestre
que las siguientes variables aleatorias también son tiempos de paro.

a) 7’1/\7’2 b) 7'1\/7'2.

Sean 11 y T2 dos tiempos de paro respecto de la misma filtraciéon. Demuestre
que 71 + 7o es también un tiempo de paro.

Sea X, un proceso a tiempo discreto, y sea x un numero real cualquiera
dentro del espacio de estados del proceso. Defina las variables aleatorias: 1
como el primer momento en el que el proceso toma el valor z, 75 como el
segundo momento en el que el proceso toma el valor z, etc. Demuestre que
71 < 719 < --- son tiempos de paro.
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130. Sea 7 un tiempo de paro con valores en [0,00) y sea ¢ > 1 una constante.
Demuestre que ¢ 7 es tiempo de paro.

131. Sea 11,72, ... una sucesion infinita de tiempos de paro. Demuestre que tanto
sup,, 7, como inf,, 7, son tiempos de paro.

Martingalas

132. Sea {X,,} una martingala a tiempo discreto. Demuestre que la propiedad de
martingala “E(X,, | %#,) = X,, para cualquier m > n”, es equivalente a la
condicién “E(X,+1|%,) = X,, para cada n > 1”7. Enuncie y demuestre la
equivalencia andloga al caso submartingala y supermartingala.

133. Demuestre que
a) toda martingala es una submartingala y una supermartingala.

b) todo proceso que es al mismo tiempo una submartingala y una supermar-
tingala es una martingala.

134. Demuestre que para cualquier £ > s > 0,

a) E(X:) = E(X;s) cuando {X;} es una martingala.
b) E(X:) > E(X,) cuando {X:} es una submartingala.
¢) E(X;) < E(X,) cuando {X.} es una supermartingala.

135. Sea X una variable aleatoria integrable, y sea {.%#; };>0 una filtracién a tiempo
continuo. Demuestre que X; = E(X |.%;) es una martingala.

136. Sea {X,, : n > 1} un proceso adaptado a la filtracién {%,},>1. Demues-
tre que si A es un evento #;-medible, entonces el proceso {X,, 14} es una
martingala, submartingala o supermartingala cuando {X,,} lo es.

137. Sea M una constante. Demuestre que
a) si {X,} es una submartingala, entonces {X,, V M} es una submartingala.
b) si {X,,} es una supermartingala, entonces {X,, A M} es una supermartin-
gala.

138. Sean {X;} and {Y;} dos martingalas, submartingalas o supermartingalas res-

pecto de la misma filtracién. Demuestre que el proceso {aX; + bY; + ¢} es
también una martingala, submartingala o supermartingala, respectivamente,
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139.

140.

141.

142.

143.

144.

145.

146.

7.10. REPRESENTACION DE MARTINGALAS

en donde a, b y ¢ son constantes. Para el caso submartingala y supermartin-
gala se necesita suponer ademds que a y b son no negativos. En particular
esto demuestra que la suma de dos martingalas es una martingala, y que el
conjunto de martingalas respecto de la misma filtracién y definidas en un
mismo espacio de probabilidad es un espacio vectorial.

Sea {X,} un proceso integrable. Demuestre que el proceso dado por X} =
méx{Xy,...,X,} es una submartingala.

Sean {X;} y {Y;} dos martingalas o submartingalas respecto de la misma
filtracién. Demuestre que el proceso {X; V Y:} es una submartingala.

Sean {X;} y {Y;} dos martingalas o supermartingalas respecto de la misma
filtracién. Demuestre que el proceso {X; A Y} es una supermartingala.

Martingala de de Moivre. Sea £1,€&2, ... una sucesion de variables aleatorias
independientes cada una de ellas con la misma distribucién dada por P(§ =
+1)=py P =-1)=q=1-—p. Sea X;, = & + -+ + &,. Demuestre
que Y,, = (q/p)*» es una martingala respecto de la filtracién generada por el
proceso X,,.

Sea {X;} una martingala respecto de una filtracién {%;}. Demuestre que
el proceso también es una martingala respecto de su filtracién natural. En
general el reciproco es falso.

Sea &1, &3, ... una sucesion de variables aleatorias independientes con esperan-
za cero. Defina Xg =0y X, =&+ --+&,, paran > 1. Se ha demostrado que
el proceso X, es una martingala respecto de la filtraciéon .%,, = 0{&1,...,&u }-
Suponga ahora que las variables £ tienen segundo momento finito. Demues-
tre que el proceso X2 — n es también una martingala respecto de la misma
filtracién si, y sdlo si, las variables ¢ tienen varianza uno.

Martingala producto. Sean &1,&o, ... variables aleatorias independientes con
esperanza unitaria. Demuestre que el proceso X,, = &1 -+ - &, es una martin-
gala respecto de su filtracién natural.

Sea {X,,} una submartingala. Demuestre que los siguientes procesos también
son submartingalas.

a) X =méax{X,,0}.
b) X,, = —min{X,,0}.

n
¢) |Xn|- Suponga, en este caso, que X,, es una martingala.
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Martingala del juego de apuestas. Sea £1,&2,... una sucesiéon de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Defina X, = & +
-+ 4+ &,. Demuestre que el proceso
a) {X, —nE(§)} es una martingala, suponiendo E(§) < occ.
b) {X2 —nE(£?)} es una martingala, suponiendo E(£?) < oc.
Sea {X;} una martingala cuadrado integrable. Demuestre que {X?} es una

submartingala respecto de la misma filtracién. Vea el siguiente ejercicio para
una generalizacién de este resultado.

Sea {X;} una martingala tal que F|X;|P < oo para cada t > 0, con p > 1.
Demuestre que {|X;[P} es también una submartingala. Sugerencia: Use la
desigualdad de Jensen. En el siguiente ejercicio se generaliza este resultado.

Sea {X:} un proceso integrable, y sea g una funcién convexa tal que g(X3)
es integrable. Demuestre que bajo cualquiera de las siguientes condiciones se
cumple que el proceso g(X;) es una submartingala.

a) cuando {X;} es una martingala.

b) cuando {X;} es una submartingala y g es una funcién no decreciente.
Sea £1,&s,... una sucesion de variables aleatorias independientes tales que

E(§) = pg, Var(§) = 02 < oo, y con filtracién natural .%,,. Demuestre que el
siguiente proceso es una martingala respecto de esta filtracion.

n n
= (D (& —m))* =D ot
k=1

k=1

Sea {&, : n > 0} un proceso integrable y adaptado a la filtracién {.%,}.
Demuestre que el siguiente proceso es una martingala.

=Y (& =B | Fr)).

k=1
Sea {X:} un proceso de Poisson de pardmetro A > 0. Demuestre que los
siguientes procesos son martingalas.
a) Yy = (Xy — At)? — At
b) V; = exp(—0X; + M (1 —e~%)), en donde 0 € R.
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Sea {X;} un proceso integrable con incrementos independientes. Demuestre
que el proceso centrado {X; — F(X;)} es una martingala.

Considere la martingala de la urna de Polya con una configuracion inicial de
una bola blanca y una negra. Suponga ahora que cuando se extrae una bola
de un color se regresa a la urna junto con k bolas del mismo color. Defina
M, = X,,/(2+4 nk). ;Es {M,} una martingala?

Demuestre que el proceso { X, } de la estrategia de juego llamada martingala,
cuando las apuestas son justas, es una martingala.

Sea X,, = &1+ - -+ &, una caminata aleatoria simple sobre Z y que inicia en
el origen. Suponga P(( =+1)=py P(=—-1)=¢=1—p. Sean a y b dos
enteros positivos fijos. Defina el tiempo de paro

T=min{n>1: X, =—aé X, =b}.
Demuestre que

ab si p=gq,
E(r) = b atb 1—(p/q)®
p—q p—q 1—(p/q)*

si p#q.

Sea {X,} una martingala. Demuestre que para ny < ny < ng,

E((Xna - Xn2)Xn1) - 0

Sea £1,&s,... una sucesién de variables aleatorias tal que el proceso X,, =
& + -+ + &, es una martingala. Demuestre que E(§;§;) = 0 para i # j.

Sea {X,} una cadena de Markov con espacio de estados {0, 1,...}. Suponga
que las probabilidades de transicién son poo = 1y p;; = e~ %4/ /4! en los otros
casos. Demuestre que {X,,} es una martingala.

Teorema de paro opcional

161.

Sea X,, = & + -+ + &, una caminata aleatoria simple sobre Z y que inicia
en el origen. Suponga P(§ = +1)=py P=-1)=¢=1—p. Seanay b
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dos enteros positivos fijos. Defina el tiempo de paro 7 = min{n > 1: X,, =
—a 6 X, = b}. Demuestre que

ab si p=g,
E(r) = b a+b 1—(p/q)®
p—q¢ p—aq 1—(p/q)**’

si p#4q.

Integrabilidad uniforme

162. Demuestre que una variable aleatoria X es integrable si, y sélo si, para cada
e > 0 existe M > 0 tal que

/ |X|dP < e.
(1 X]>M)






CAPIiTULO 8

Movimiento Browniano

El fenémeno natural que ahora se conoce como mo-
vimiento Browniano tiene una interesante historia.
El primer registro, aunque no asi la primera obser-
vacién de él, data de 1828 cuando el botanico Robert
Brown reportd en una revista cientifica que granos
de polen suspendidos en una cierta substancia y vis-
tos a través de un microscopio, realizaban un movi-
miento irregular e inexplicable [3]. Este extrafio mo-
vimiento fue objeto de mucha discusién y muy diver-
sas controversias se suscitaron a partir de su divul-
gacion en la comunidad cientifica de aquella época.
Con la intencién de dar una explicacion satisfactoria
del extrano fenémeno observado, se llevaron a cabo
diversos experimentos y se formularon muy diversas
hipétesis [10]. Hoy en dia este movimiento es entendido y explicado a través de
las multiples colisiones aleatorias de las moléculas del liquido con los granos de
polen. Llegar a tal aseveracién tomé muchos anos pues debié aceptarse la teoria
cinético molecular de la materia, y el seminal trabajo de Einstein de 1905 sobre
este fenémeno contribuyé decididamente a tal tarea [10].

R. Brown

En este capitulo se presenta una introduccién al modelo matematico para el movi-
miento Browniano. Se trata del ejemplo mds importante de un proceso de Markov
a tiempo continuo y con espacio de estados continuo.

205
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8.1. Definicidon

Las observaciones reales del movimiento de granos
de polen a través del microscopio sugieren que las
trayectorias son continuas y que los desplazamientos
son independientes en intervalos de tiempo disjun-
tos. Ademds, debido al gran ntmero de colisiones
del grano de polen con las moléculas circundantes
en longitudes de tiempo no pequenos, y teniendo
en cuenta el teorema central del limite, los incre-
mentos pueden modelarse como variables aleatorias
Gausianas. La estructura matematica de un proceso
estocéstico a tiempo continuo, denotado en este caso
por {B; : t > 0}, ha resultado adecuada para mo-
delar este tipo de fenémenos. La variable B; puede

Figura

Browniano

8.1:

Movimiento

representar la posicion de la particula al tiempo ¢. La definicién matematica, en el

caso unidimensional, es la siguiente.

2

Definicién. (I) Un movimiento Browniano unidimensional de pardmetro o es
un proceso estocastico {B; : t > 0} con valores en R que cumple las siguientes

propiedades.
1. Bp=0c.s.
2. Las trayectorias son continuas.

3. El proceso tiene incrementos independientes.

4. La variable B; — B, tiene distribucién N(0,02(t — s)), para cualesquiera

tiempos 0 < s < ¢.

Las condiciones que aparecen en esta definicién son consecuencia directa de las
observaciones del fenémeno fisico, pero eso no garantiza que tal objeto matematico
exista. En 1923 el matematico norteamericano Norbert Wiener demostré la existen-
cia y unicidad de un proceso con tales condiciones. Es por esta razén que a menudo
a este proceso también se le llama proceso de Wiener, y se le denota también por
{W; : t > 0}. En sentido estricto, el movimiento Browniano es el fenémeno fisico,
mientras que su modelo matematico es el proceso de Wiener, aunque es comun
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llamar a ambas cosas por el mismo nombre: movimiento Browniano. Demostra-
remos a continuacién que las condiciones (3) y (4) de la definicién anterior son
equivalentes a solicitar que las distribuciones finito dimensionales del proceso sean
las siguientes.

Definicién. (II) Un movimiento Browniano unidimensional de pardmetro o

2

es un proceso estocastico { By : t > 0} con valores en R que cumple las siguientes
propiedades.

1.
2.

By =0 c.s.
Las trayectorias t — B; son continuas.

Para cualesquiera tiempos 0 < t; < --- < t,, y para cualesquiera conjun-
tos de Borel Ay, ..., A, de R, se cumple que

P(BtleAl,..., EA / / tl,O {E1
Ay

p(te — t1,z1,22) - p(tn — tn—1, Tn—1, %) dTy - - - d1,

en donde

1

- —x 2 (7'2
p(t,z,y) = Worsr g =T, (8.1)

Observe que la tercera propiedad de la tdltima definicién establece que la funcién
de densidad del vector (By,, ..., By, ) evaluada en el punto (z1,...,z,) es

p(tla O,CCl)p(tQ - tlvxla IQ) o p(t’n« - t’n«*lvxnfla In)

En particular, la variable B; tiene distribucién N(0, o%t). Demostraremos a conti-
nuacion que las dos definiciones anteriores son equivalentes.

(1) =

(IT

). Se hace uso de la independencia de los incrementos y de la hipdtesis
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de que éstos tienen distribucién normal.

fBi, Biy....By, (T1,T2, ..., Tn)
= fBy,.Biy—Bi,.....Bi,, —By,_, (T1,T2 = T1,..., T — Tp_1)
= fB,, (%1) fBry—B,, (T2 —21) - fBY0) — B, (T — Tp—1)
=p(t1,0,21) p(te — t1,0,29 —x1) - p(tn — tn-1,0,2p — Tp_1)
= p(t1,0,21) p(ta — t1, 21, 22) - - P(tn — tr-1,Tn—1, Tn)

(IT) = (I). De acuerdo al tercer postulado, para 0 < s < ¢, la funcién de densidad
del vector (Bs, Bt) es fp. B, (x,y) = p(s,0,2) p(t — s,x,y). Aplicando la férmula
general para la funcién de densidad de la diferencia de dos variables aleatorias,
fy-x(u) = [ fxy(z,u+z)dz, se obtiene

th*Bs(u) = / p(s,O,x)p(t—s,a:,u—l—x)dx

— 00

1 2 1 275 2

_ - —xE)2s = —u~/207(t—s) d

= e e X
/_Oo V2mo?s 2no2(t — s)

1 e—u2/202(t—s)
2wo?(t — s)
= p(t - S, 07 U),

es decir, B; — B; tiene distribucién N(0,¢ — s). Entonces

fBi, Biy—Buy By —Be,, , (T1, T2, ., Tp)
= By, BuyoiBy, (X1, T2+ T1, o T+ Ty 1 + -+ 21)
= p(t1,0,21)p(te — t1, 21,22 + 1) - - -
oty =t 1,1+ F X1, e+ T)
=p(t1,0,21)p(ts — t1,0,32) - p(tn — tn—1,0,25)
= fB,, (v1)fB,,~B,, (%2) - [B,,—B, _, (Tn).

Esto demuestra que las variables By, , By, — By, , . .., B, — B;, , son independientes
cada una de ellas con distribucién normal con los pardmetros mencionados.

Se dice que un movimiento Browniano es estdndar cuando o2 = 1. A través del
cambio de variable 7 = o2t un movimiento Browniano no estandar puede convertir-
se en uno estandar. Entonces, a menos que se especifique lo contrario y sin pérdida
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de generalidad, a partir de ahora supondremos que el movimiento Browniano es
estdndar, es decir, By — B, tiene distribucién N(0,t — s).

Ejercicio. Sea {B;} un movimiento Browniano. Demuestre que los siguientes
procesos también son movimientos Brownianos.

a) Wy = —B.

b) W = %Bc2t; con ¢ constante positiva.

c) Wy =t By, con Wy =0.

d) Wy = By, — By, con tg > 0 fijo. .

8.2. Funcioén de probabilidad de transicién

A la funcién p(t, x, y) definida por (8.1) se le llama funcidn de probabilidad de tran-
sicion del movimiento Browniano de pardmetro o2. En particular, la probabilidad
de que un movimiento Browniano que inicia en x se encuentre en un conjunto
A C R (apropiadamente medible) después de ¢ unidades de tiempo es

p(t,xz, A) = /A p(t,z,y)dy.

Hemos hecho énfasis en la propiedad que aparece en el inciso (3) de la definicién
IT del movimiento Browniano, pues ésta tiene la ventaja de que proporciona una
expresion explicita para la probabilidad del conjunto de trayectorias Brownianas
que cumplen las condiciones de encontrarse en el conjunto A; al tiempo ¢1, estar
en el conjunto Ay al tiempo posterior to, etcétera.

La condicién de que el movimiento Browniano inicie en el origen no es absoluta-
mente necesaria. Pueden considerarse trayectorias Brownianas que inicien en un
punto x cualquiera a través del proceso x + By, el cual se denota a veces por BY
para recordar la posiciéon de origen.

Integrando directamente puede comprobarse que la probabilidad de transicién
p(t,x,y) cumple la ecuacién de Chapman-Kolmogorov,

oo

p(t+5,2,) = / p(t, 2, u) p(s, u ) du,

— 00
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y también cumple la ecuacion de difusion, o ecuacion de calor,

op 10%

ot 209a2

8.3. Propiedades basicas

Tenemos entonces que para el movimiento Browniano estdndar cada variable alea-
toria By tiene distribucién N(0,t) y por lo tanto E(B;) = 0y Var(B;) = E(B?) = t.
En particular E(B; — Bs)? =t — s, para 0 < s < t. El movimiento Browniano fisico
real se presenta en tres dimensiones y es completamente errético.

En la Figura 8.2 puede apreciarse una
posible trayectoria Browniana cuando
ésta se proyecta sobre una de sus coor-
denadas. Esta grafica fue generada en
computadora y es sélo una aproxima-
ciéon del modelo matematico. En la )}
grafica pueden apreciarse algunas pe- I '
quenas partes en donde aparentemen- ;

te el comportamiento es lineal y suave, W

ello no sucede en el modelo tedrico.

Bt (UJ)

Figura 8.2:
Usando esta probabilidad de transicién

demostraremos a continuacién que el
movimiento Browniano cumple la propiedad de Markov en el sentido débil.

Proposicion. El movimiento Browniano es un proceso de Markov.

Demostracion. Para cualesquiera tiempos 0 < ¢ <ty < --- < t,, < tpy41, y para
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cualquier evento A en R,
P(Btn+1 €A|Bt1 :Il,...,Btn :.In)
_ p(t1,0,21) p(ta —t1, 21, 22) - p(tn — tn—1,Tn_1,%n) p(tni1 — tn, Tn, A)
p(tla val)p(tQ - tla zy, IQ) o p(tn - tn*lvxnflvxn)
:p(tn+1 —tn,In,A)
:p(tn-i-l - tnaxnuA)

P(B,

p(tn707xn)
p(tn,O,xn)
S A | Btn = In)

n+1

O

Puede demostrarse que cumple ademas la propiedad fuerte de Markov: Si 7 es un
tiempo de paro respecto de la filtracién del movimiento Browniano, entonces el
proceso By, — B; es también un movimiento Browniano y es independiente de la
o-dlgebra F, = {A € Fo : AN (1 < t) € % paracada t > 0}. En particular,
cuando 7 es constante g, el proceso Biy+, — B:, es un movimiento Browniano.

Como una consecuencia del hecho de que los incrementos de este proceso son inde-
pendientes, demostraremos a continuacién la propiedad de martingala.

Proposicion. El movimiento Browniano es una martingala continua.
Demostracion. Claramente el proceso es adaptado a su filtracién natural y cada

variable aleatoria del proceso es integrable. Por otro lado, para cualesquiera tiempos
sy ttalesque 0 <5<t

E(Bt|3‘\s) = E(Bt_Bs+Bs|<ng)
= E(Bt_Bs|ys)+E(Bs|ys)
= E(B:—B;)+ Bs
= B

S

O

El siguiente resultado no trivial se debe a Paul Levy y establece condiciones que
caracterizan de manera tinica al movimiento Browniano en términos de la propiedad
de martingala.
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Teorema de caracterizacién de Paul Lévy. Un proceso {X; : ¢ > 0} es un
movimiento Browniano si, y sélo si, tiene trayectorias continuas, empieza en
cero, y tanto {X;} como {X? — ¢t} son martingalas.

El movimiento Browniano {B;} cumple claramente cada una de las condiciones
mencionadas, aunque posiblemente no sea tan evidente que el proceso { B? —t} sea
también una martingala, ello no es dificil de verificar y se deja como ejercicio. La
parte fuerte de esta caracterizacién radica en que estas condiciones definen a un
movimiento Browniano.

Ejercicio. Use la caracterizacion de Paul Levy para demostrar nuevamente que
los siguientes procesos son movimientos Brownianos.

) W, = —B,.
) Wy = %Bczt, con ¢ > 0 constante.

c) Wy =1tByy, conWy=0.
)

Wt = Bt—i—to — Bto, con to 2 0 ﬁJO

El movimiento Browniano como limite de una caminata aleatoria. Con-
sidere una caminata aleatoria simétrica simple sobre Z que inicia en el origen, es
decir, sea X,, =& + -+ &,, en donde &1, &9, . .. son variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas tales que P(§ = +1) = P(§ = —1) = 1/2.
Es decir, E(§) = 0 y Var(¢) = E(¢2) = 1. Suponga que la unidad en la variable
tiempo es ahora de longitud At = 1/N, con N entero. El objetivo es hacer At cada
vez mas pequeno. Para lograr una versién discreta del movimiento Browniano es
necesario hacer también un cambio en la escala en el tamano de los saltos, ahora
no seran unitarios sino de longitud v/At, més adelante explicaremos las razones de
esta eleccién. Para cada nimero natural n defina ahora la caminata aleatoria

Waat = VAL + - - + VALE,,

una de cuyas trayectorias aparece en la Figura 8.3.
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Dada la simetria de la caminata, si-
gue cumpliéndose que E(W,a) = 0. svar +
La razén por la que se ha tomado esa
nueva escala en el tamano de los saltos
es que con ello se logra similitud con VAT
el movimiento Browniano estandar al
cumplirse también que para cualquier
valor de n, Var(W,at) = nAt Var(§) =  —VA 7 it
nAt. Puede demostrarse que cuando _, x; Lol
At — 0 esta caminata tiende a un pro-

ceso a tiempo continuo con trayectorias Figura 8.3:

continuas. El proceso limite resultante

es el movimiento Browniano estandar.

2VAtL

Esta aproximacion del movimiento Browniano como limite de una caminata aleato-
ria sugiere un mecanismo para simular trayectorias Brownianas por computadora:
Se escoge At pequenio y N el nimero de puntos que se deseen graficar. Se gene-
ran entonces N valores independientes de la variable £ con distribucién uniforme
en el conjunto {—1,+1}, y se grafica la sucesién de puntos (kAt, Wiat), para
k=0,1,...,N. En la prictica suelen generarse valores continuos para £ con distri-
bucién normal estdandar. Este es el mecanismo seguido para generar la gréfica de
la Figura 8.2 y las otras trayectorias Brownianas que aparecen en este capitulo.

Difusién. Suponga que se coloca una particula al azar en la recta real de acuerdo
a una densidad de probabilidad f(y). Suponga ahora que esta particula se mueve
siguiendo un movimiento Browniano estandar unidimensional. Entonces la densidad
de probabilidad de la posicién de la particula después de ¢t unidades de tiempo es
la funcién f(t,x) dada por

s = [ T ) plty 2 de = / T ) pltay) de,

en donde para la segunda igualdad se ha hecho uso de la identidad p(t,y,z) =
p(t, x,y), pero ahora esta ultima expresién adquiere una interpretacién interesante
pues corresponde a la esperanza de la variable f(B;) para un movimiento Brow-
niano que inicia en z, es decir, f(t,z) = E(f(B7)). A esta funcién también se le
denota por E*(f(By)), v puede demostrarse que satisface la ecuacién

0 102

gf(t,.%') = 5@]0(1%7‘%)
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8.4. Propiedades de las trayectorias

Antes de establecer las siguientes propiedades, recordemos la definicién de variacién
de una funcién. Sea a =ty < t; < --- < t, = b una particién del intervalo [a, b],
y defina At = méx{|t;y1 — ;| : ¢ = 0,...,n — 1}. La variacidn de una funcién
g : la,b] = R es el nimero

n—1

lim sup Z lg(tiv1) — g(ts)]-

At—0 i—0

Cuando este ntimero es finito se dice que la funcién tiene variacion finita en dicho
intervalo. Analogamente, la variacion cuadrdtica es

n—1

lim sup Z lg(tit1) — g(t:)]*.
At—0 T

Demostraremos a continuaciéon que sobre un intervalo de tiempo acotado [a, b], casi
todas las trayectorias del movimiento Browniano tienen variacién no acotada, esto

€s,
n—1

lim sup E |Bti+1 - Bti
At—0 i—1

=00, C.S.

Esta propiedad es particularmente importante pues tiene como consecuencia el
hecho de que no se pueden usar las trayectorias Brownianas como funciones in-
tegradoras en el sentido de Riemann-Stieltjes. El hecho de que se desee definir
algin tipo de integral respecto del movimiento Browniano seré claro en el siguiente
capitulo cuando se estudian ecuaciones diferenciales estocasticas. Por otro lado de-
mostraremos también que la variacién cuadratica del movimiento Browniano sobre
[a, b] es finita, de hecho, es la longitud del intervalo en cuestion.

Proposicion. La variacién cuadratica de una trayectoria del movimiento Brow-
niano sobre el intervalo [a, b] es la longitud del intervalo, es decir,

n—1

lim sup E |Bti+1 - Bti
At—0 i—1

2=b—a, en elsentido L?(P).
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Demostracion. Sea {Z7,} una sucesién de particiones finitas del intervalo [a,b].

Denote por At; el incremento ¢;41 —t;, y sea AB; la diferencia By, , — B;,. Entonces

B (AB) - (b o)

=EY (AB)*(AB;)* —2(b—a)EY (AB;)* + (b—a)’

=Y E(AB))*+ > E(AB;)*E(AB))* —2(b—a) > (At;)+ (b—a)®
i i#j i

=Y "3(AL)2+ > At Aty — (b—a)?
i i#j

- Z 2(AL;)? + (Z At)? — (b —a)?
=> 2(At;)?

<2(b—a) Orga’ux At; — 0.
<i<n

O

Recordemos ahora el resultado que establece que toda toda sucesién convergente
en el sentido L?(P) tiene una subsucesién convergente casi seguramente. Por lo
tanto existe una subsucesién de particiones {2, } del intervalo [a, b] tal que

n—1

lfim sup E |Btiy, — Bu|*=b—a, cs.
At—0 T

Proposicién. (Variacién del movimiento Browniano). La variacién de una tra-
yectoria del movimiento Browniano sobre el intervalo [a, b] es infinita, casi se-
guramente, es decir,

n—1

lim sup E |Bti+1 - Bti
At—0 =1

=00, C.8.
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Demostracion. Para cada n natural sea &2, la particién uniforme del intervalo [a, b]
en n subintervalos, es decir cada incremento At; = ;41 —t; tiene longitud (b—a)/n.
Entonces se tiene la estimacién

n—1 n—1
Z |AB;” < ( max |AB;|) Z |AB;|. (82)
i=0 i=0

0<i<n

Sea {2, } subsucesién de particiones uniformes tal que
nk—l

1f AB;>=b- 8.
din 2 [ABF =ba, os

Por otro lado, como las trayectorias del movimiento Browniano son continuas casi
seguramente, se tiene que

lim ( mdx |AB;|)=0, cs.

k—oo 0<i<nyg

Substituyendo los ultimos dos resultados en (8.2) se obtiene que, respecto de la
subsucesién de particiones,

nkfl
lim E |AB;| =00, cs.
k—oo 4
=0
De donde se sigue que el limite superior es infinito casi seguramente. [l

No diferenciabilidad. Demostraremos a continuacién que para cualquier tiempo
to > 0 fijo, con probabilidad uno la trayectoria ¢t — B; no es diferenciable en .
Miés adelante se enuncia sin demostracién un resultado més fuerte acerca de esta
no diferenciabilidad.

Proposicion. Sea ty > 0 fijo. Con probabilidad uno, el movimiento Browniano
{B:} no es diferenciable en t.

Demostracion. Debido a que By, — By, es también un movimiento Browniano,
es suficiente demostrar la no diferenciabilidad de B; en t = 0. Demostraremos que
con probabilidad uno, para cada niimero natural n existe ¢ en el intervalo [0, 1/n?]
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tal que |%Bt| > n. Esta propiedad implica que B; no es diferenciable en t = 0. Para
cada ntmero natural n defina el evento

1
Aw={ 3B, >n, paraalgint € [0,1/n7] },

y observe que A; O Ay O --- Entonces

1
P( |WB1/714| >n)

1
= P( |B1/n4|>$)

P(An)

1
= P(|n*Bamaal > - )

1
= P(|Bi|>—=)—1 cuandon — oo.
n

Hemos usado el hecho de que %Bc% es también un movimiento Browniano para
cualquier ¢ > 0 constante. Por lo tanto P(A;) > P(As) > --- > 1. Es decir,
P(A,) =1 para cualquier n > 1. O

Es decir, para cada ty > 0, el conjunto de trayectorias ¢ — B; que no son diferen-
ciables en ty tiene probabilidad uno. Este conjunto de trayectorias puede cambiar
para cada valor de ¢y, aunque cada una de ellas tenga probabilidad uno. El siguiente
resultado, méas fuerte y que se enuncia sin demostracion, asegura que con proba-
bilidad uno no hay diferenciabilidad en ningiin punto. Observe que el conjunto de
tiempos ¢y > 0 no es numerable y por lo tanto la afirmacién no se sigue de manera
obvia del resultado anterior.

Proposicién. Con probabilidad uno, el movimiento Browniano {B;} no es
diferenciable en ningin ¢ > 0.

Las trayectorias Brownianas son entonces ejemplos de funciones, otrora considera-
das extranas, que son continuas pero no diferenciables en ningin punto. La grafica
de la Figura 8.2 muestra una de tales trayectorias, el zigzagueo incesante del movi-
miento de la particula no permite la diferenciabilidad de su trayectoria en ningin
punto. Este tipo de resultados son los que dan la pauta para buscar desarrollar una
teoria de la diferenciabilidad de funciones un poco mas amplia que la proporcionada
por el célculo diferencial tradicional.
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8.5. Movimiento Browniano multidimensional

El movimiento Browniano que hemos estudiado con valores en R puede extenderse
a un proceso con valores en R"™ de la siguiente forma.

Definicién. Sean Bj(¢),...,B,(t) movimientos Brownianos independientes
unidimensionales. El movimiento Browniano en R™ es el proceso

B(t) = (Bi(t),. .., Ba(t)).

En la Figura 8.4 puede apreciarse una simula-
cién de una trayectoria Browniana en R2. En
completa analogia con el caso unidimensional,
este proceso puede definirse de manera alter-
nativa mediante los siguientes postulados. Pri-
meramente se pide que B(0) = (0,...,0) ca-
si seguramente. Se presupone ademads que las
trayectorias ¢t — B(t) son continuas, y que el
proceso tiene incrementos independientes. Fi-
nalmente, para cualesquiera tiempos 0 < s < ¢, Figura 8.4:

el vector B(t)— B(s) tiene una distribucién nor-

mal multivariada con media el vector de ceros (0, ...,0), y matriz de covarianzas
la matriz diagonal

B (t)

(t — s)o? 0
Var(B(t) — B(s)) = .
0 (t—s)o?
Es decir, la funcién de densidad del vector B(t) — B(s) es
1 2 2
_ —x1/2(t—s)o
Llye-ey Ty = — 1 1...
fo ) 27(t — s)o?

1 o2 /2(t=5)02
27(t — s)o2

Cuando los valores de los pardmetros ¢ son todos uno, se dice nuevamente que
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el movimiento Browniano es estdndar, y la funcién de densidad de B(t) — B(s)
adquiere la expresién compacta

1

L lelPr20-s)
(2 (t — s))"/2 ’

flz, ... zn) =

en donde ||z|| = /2% + -+ + 22. Como en el caso unidimensional, puede conside-
rarse un movimiento Browniano que inicie en = € R"™, y entonces para cualquier
t > 0 la probabilidad de transicién o densidad de B(t) es

1 e
p(t,z,y) = W e~ lly==ll*/2t

que nuevamente cumple al ecuacién de Chapman-Kolmogorov

p(t + 5,2, y) = / p(t, 2, u) p(s, u, ) du.

n

El proceso de Bessel. Sea B(t) un movimiento Browniano en R™. El proce-
so de Bessel es el proceso dado por R(t) = ||B(t)|| = (B(t) + --- + B2(t))Y/>.
Es decir, R(t) es la distancia Euclideana que guarda un movimiento Browniano n-
dimensional respecto al origen al tiempo ¢, y por eso se le llama a veces movimiento
Browniano radial. Se trata pues de un proceso con valores en [0, 00) que evidente-
mente tiene trayectorias continuas. Puede demostrarse (véase [1]) que este proceso
cumple la propiedad de Markov y que la funcién de probabilidades de transicién
p(t, z,y) puede expresarse en términos de las funciones de Bessel, y de alli es de
donde adquiere este nombre alternativo.

Ecuacion de calor en dominios acotados. Vamos a enunciar sin demostracién
un resultado que nos llevard a una aplicacién del movimiento Browniano. Considere
una region abierta y acotada D de R™ con frontera 9D, y suponga que la funcién
u(t, x) representa la temperatura en el punto z € D al tiempo ¢ > 0. La evolucién
en el tiempo de esta funcién estda dada por la ecuacién de calor

0 d
En u(t,z) = 3 Awult,x),

en donde A es el operador Laplaciano, y d es una constante positiva. Suponga
ademds que se tiene una temperatura inicial u(0,z) = f(z) para x € D, y la
condicién de frontera u(t,x) = g(z) para x € dD. Sea = un punto cualquiera
en D y defina el tiempo 7 = inf{t > 0 : B € 9D}, en donde {B{} es un
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movimiento Browniano de pardmetro 02 = d, y que inicia en x. La solucién a esta
ecuacion de calor con las condiciones mencionadas se puede expresar en términos
del movimiento Browniano de la siguiente forma

u(t,z) = E(f(Bf )1 (r>t) + 9(BY)L(r<y) )- (8.3)

Conforme t — oo la estructura de la ecuacién de calor hace que la solucién u(t, )
se aproxime a una funcién u(z), la solucién estacionaria de la ecuacién de calor,
que satisface

Au(z) =0,

para x € D, y conservando la condicién de frontera u(x) = g(x) para x € 9D, es
decir,

u(z) = tl_lg)lo u(t,z) =

B(g(B2)) sizeD,
g(x) six € OD.

Ejemplo: El problema de la ruina del jugador con trayectorias Brownianas.
Suponga que un movimiento Browniano unidimensional inicia en el punto = dentro
del intervalo (a,b), con 0 < a < b < 00. ;Cudl es la probabilidad de que el proceso
tome el valor a antes que b7 Una trayectoria Browniana que cumple tal condicion se
muestra en la Figura 8.5(a). Este es el problema de la ruina del jugador estudiado
antes s6lo que ahora el capital del jugador cambia continuamente siguiendo un
movimiento Browniano. Llegar primero al valor a se interpreta como ruina, y el
juego es justo pues los saltos del movimiento Browniano tienen esperanza nula.
Defina nuevamente el tiempo de paro 7 = inf {¢t > 0 : Bf = a 6 B = b}. Nos
interesa encontrar

u(x) = P(BE = a) = B(L{,)(BY).
Por lo anterior, esta funcién cumple la ecuacién u”(x) = 0, para a < = < b, con
condiciones de frontera u(a) = 1 y u(b) = 0. La solucién es u(z) = (b —z)/(b — a),
cuya grafica se muestra en la Figura 8.5(b).
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Figura 8.5:

8.6. El principio de reflexion

Este resultado tiene una inter-
pretacién geométrica facil de
entender. Considere un movi-
miento Browniano que inicia
en a, y sea b otro nimero tal
que b > a. El conjunto de tra-
yectorias que tocan la linea ho-
rizontal y = b en algin tiem-
po s € [0,t], se descompone
en dos conjuntos ajenos que
son simétricos uno del otro y
tienen idéntica probabilidad:
aquel conjunto de trayectorias
que finalizan en algin punto

Xt(w)

Figura 8.6:

arriba de b, y el conjunto de trayectorias que terminan por abajo de b. En la
Figura 8.6 se ilustra esta situacion. Una vez que una trayectoria toca el punto b, es
igualmente probable que finalice al tiempo ¢ arriba de b o abajo de b. Este resulta-
do adquiere su nombre debido a esta propiedad de reflexién y facilita el cdlculo de
algunas probabilidades, en particular, lo usaremos para demostrar la propiedad de
recurrencia puntual del movimiento Browniano unidimensional.
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Proposicién. (Principio de reflexién). Sea Bf un movimiento Browniano que
empieza en a, y sea b > a. Para cualquier ¢ > 0,

P(B¢ >0 paraalgin s € [0,t]) =2P(B} >b). (8.4)

Demostracion. Sea 7 el primer momento en el que el movimiento Browniano es
igual a b, es decir, sea 7 = inf {t > 0 : B = b}. Esta variable aleatoria puede
tomar el valor infinito si el evento mencionado nunca ocurre. Entonces

P(B >b paraalgin s€[0,t]) = P(r<t)

P(r <t)+P(r =1)
= P(r<t).

La tdltima igualdad se debe a que P(r = t) < P(Bf = b) = 0, por ser B{ una
variable aleatoria continua. Por otro lado,

P(Bf 2b) = P(Bfzb|r <t)P(T <t)
= P(B-b>0|7<t)P(r <t), (8.5)
en donde, por la propiedad de Markov, y condicionada a la ocurrencia del evento

(r < t), la variable B¢ —b = B# — B2 tiene distribucién N(0, (¢t — 7)o?). Por lo
tanto P(Bf —b > 0|7 < t) = 1/2. Substituyendo en (8.5) se obtiene

P(r <t)=2P(B*>b).

8.7. Recurrencia y transitoriedad

En esta secciéon encontraremos la probabilidad de que el movimiento Browniano
eventualmente regrese a su posicién de origen. Veremos que la respuesta depende
de la dimensién del proceso. Empezaremos estudiando una propiedad general en el
caso unidimensional.
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Proposicién. Sea {B;} un movimiento Browniano unidimensional que inicia
en cero y considere dos tiempos t; y 2 tales que 0 < t; < to. Entonces

V-
Vita — 11

2
P(B; =0 paraalgin t € [t1,t2]) =1 — - arctan

Demostracion. Para cualquier u > 0, mediante argumentos de traslacién y por el
principio de reflexién se tiene que

P(B, =0 paraalgin t € [t1,t2] | By, =u)
= P(B; < —u paraalgtin t € [0,ts —#1])
= P(B; > u paraalgin t € [0,t3 —t1])
=2P(Bt,—t, > u).

Por simetria se tiene la misma probabilidad para el caso u < 0. Entonces
P(B; =0 para algin t € [t1,t2])

:/ P(B, =0 paraalgin t € [t1,t2] | By, = u)p(t1,0,u) du

:/ 2P(Bt2*t1 Z u) p(tlvoau)du

— 00

:4/ P(Bt2*t1 Zu)p(tlaovu)du
0

:4/ (/ p(t2 — t1,0,v) dv) p(t1,0,u) du
0

—v?/2(ta—t1) # 67u2/2t1 dv du.

o0 oo 1
=4 —————————
/0 L \/27T(t2 — tl) \/271'151

Haciendo el cambio de variable (z,y) = (u/+/t1,v/y/t2 — 1) se obtiene la expresién
equivalente

o0 oo 1
4/ / o e~ @2 gy gy
0 Jovirvam 27

Ahora se resuelve esta integral usando coordenadas polares. La regién de inte-
graciéon {(z,y) : * > 0y y > xv/t1/\/t2 — L1} que se muestra en la Figura 8.7,
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corresponde a la regién polar {(r,0) : > 0 y 6 € (arctan \/%,wﬁ)}. Por lo

tanto la probabilidad buscada es

/2 o R
- —r7)2
4 /arctan v /0 o e rdrdf

Vitza—t1

™ \/tl l/oo —r2/9
=4 (= — arctan —) — "2 d
(2 arctan tg—t1)27r ; e rdr

VL

V=Tt
0 = arctan %
x
Figura 8.7:

Con ayuda de este resultado demostramos ahora la recurrencia puntual del movi-
miento Browniano unidimensional.

Proposicién. (Recurrencia puntual del mov. Browniano unidimensional). Con
probabilidad uno el movimiento Browniano unidimensional es recurrente pun-
tual, es decir, regresa a su posicién de origen una infinidad de veces casi segu-
ramente.

Demostracion. Haciendo ¢ tender a infinito en la férmula recién demostrada e
intercambiando el limite con la probabilidad, lo cual es valido pues la sucesién de
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eventos es creciente, se obtiene que para cualquier valor positivo de ¢4,

P(B; =0 paraalgin t € [t;,00)) = t2h;moo (1- %arctan %) =1.
Esto es, la probabilidad de que el movimiento Browniano unidimensional regrese
al cero para algin tiempo t dentro del intervalo [t1,00) es uno, sin importar la
magnitud de ¢;. Ahora, una vez que regresa a cero, por la propiedad fuerte de
Markov, inicia en ese momento otro movimiento Browniano que eventualmente
regresard nuevamente a cero con probabilidad uno. De esta manera regresard a
cero una infinidad de veces con probabilidad uno. O

Esta propiedad de recurrencia significa que una trayectoria como la de la Figura 8.2
cruzara una infinidad de veces el eje horizontal, casi seguramente. Puede uno tam-
bién considerar que el movimiento inicia en un punto cualquiera x obteniéndose
la misma propiedad de recurrencia al punto z. La siguiente conclusion es también
muy interesante: Hemos mencionado antes que el proceso Wy =t By, con Wy = 0,
es también un movimiento Browniano. Ahora, dado que B; es cero para una infi-
nidad de valores de ¢ en cualquier intervalo de la forma [t1,00), se tiene entonces
que W; es cero una infinidad de veces dentro del intervalo (0,1/t1). Es decir, en
cualquier vecindad de ¢t = 0, las trayectorias del movimiento Browniano cruzan
el eje horizontal una infinidad de veces, casi seguramente. Esta misma conclusién
puede obtenerse directamente de la férmula recién demostrada tomando to > 0 fijo
y haciendo t; — 0, es decir,

2 t
P(B, =0 paraalgin t € (0,t2]) = lim (1 — — arctan Vi

—) =1
t1—0 ™ Vo —tl)

En el caso de dimensiones mayores la situacion es distinta.
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Proposicién. Sea B(t) un movimiento Browniano n-dimensional que inicia en
el origen, y sea el disco D = {z € R™ : ||z|| < r}, para algin r > 0.

1. Cuando n = 2, con probabilidad uno el movimiento Browniano visita la
vecindad D en una infinidad de tiempos no acotados. Esto es, el proceso
es recurrente por vecindades. Sin embargo no es recurrente puntual pues
la probabilidad de que regrese exactamente al punto de partida es cero.

2. Cuando n > 3, el proceso es transitorio por vecindades, es decir, existe
una probabilidad positiva de que el proceso nunca regrese a la vecindad
del punto de partida.

Demostracion. Sean r1 y ro dos radios tales que 0 < r1 < ro, y defina la regién
A={z e R":r; <|lz|| < r2} como se muestra en la Figura 8.8. La frontera de A

es OA={z e R" : ||z]| =r1 6 ||z|]| = ra}, y ||z]| = /2% + 3.

xr e

O
Kj r1 |72

A

Figura 8.8:

Suponga que el movimiento Browniano inicia en el origen y que en algin tiempo
posterior se encuentra en un punto x dentro de la regién A. Defina la funcién f(x)
como la probabilidad de que el movimiento Browniano que parte de x llegue a la
circunferencia exterior {x € R™ : ||z|| = ro} antes que a la circunferencia interior
{z € R": ||z|| = r1}. Es decir, si se define el tiempo de paro

T=1inf{t>0:B(t) € D},
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entonces f(x) = P(||B(7)|| = r2 | B(0) = x). Esta funcién puede también escribirse
como
f(x) = E(g(B(7))| B(0) = z),
en donde g(z) : 94 — R es la funcién indicadora
1 si||z|| = re,
9(y) = {

0 sillz|| =r1.

La funcién f(z) satisface

con condiciones de frontera
L st [yl = re,
0 sillyll=mr.

Dada la simetria del movimiento Browniano, la funcién f(z) depende de = sélo a
través de la magnitud ||z||. Sea entonces f(x) = ¢(||z||) para alguna funcién ¢(r)

con r = ||z||. En este caso particular, conviene escribir al operador de Laplace en
coordenadas esféricas adquiriendo la expresién
1 d d
Ap = ——(r"1—
¢ rn—1 dr ( dr 9)
d? n—14d
= 59+t ———0¢.
dr r dr

Por lo tanto, la ecuacién (8.6) se escribe

n—1

#'(r) +

@' (r) =0, para r € (r1,72),

y las nuevas condiciones de frontera son ¢(r2) = 1y ¢(r1) = 0. La solucién general
de esta ecuacion es

- cilnr+ co si n=2,
o(r) =
c1r? ™" + ¢y si n>3,
con c1 y ¢ constantes. Usando ahora las condiciones de frontera se obtiene

In||z|| —Inr

= —— in=2 8.7
¢l Inrg —Inmr st ’ (8.7)
2—n 2—n
r — ||z .
o(lal) = PTG (.8)

2
T —Ta



228 8.7. RECURRENCIA Y TRANSITORIEDAD

Estos resultados nos permitiran encontrar las probabilidades buscadas tomando
algunos limites sobre los radios r1 y 2. Para el caso n = 2, la probabilidad de que
el movimiento Browniano que inicia en x nunca visite la bola de radio r; alrededor
del cero es, por (8.7),

hln P(||B(7)|| = ro antes que ||B(7)|| =r1 | B(0) = z)
9 —500

., In||z|| —Inrg

= lim ——M—

ro—oo  Inreg —Inry

=0.

Es decir, la probabilidad de que el movimiento Browniano en R? visite el disco de
radio r; alrededor del origen es uno. Y regresara a dicho disco en una infinidad de
tiempos no acotados. Este comportamiento se conoce con el nombre de recurrencia
por vecindades. Sin embargo, no se presenta la recurrencia puntual, es decir, la
probabilidad de que el movimiento Browniano en R? regrese exactamente al punto
de origen es cero. Esto es consecuencia nuevamente de (8.7) al tomar el limite
cuando r; — 0. Es decir, la probabilidad de que el proceso tome el valor (0,0)
antes de que toque el circulo de radio ry es

ll'mO P(||B(7)|| =71 antes que ||B(7)|| = r2| B(0) = z)
T —>

 Jm (1 In||z|| — Inry
r1—0 Inrg —Inr
=0.

Ahora consideremos el caso n > 3. La probabilidad de que el proceso que inicia en
2 nunca visite el disco de radio 71 alrededor del cero es, por (8.8),

lim P(||B(7)|| = ro antes que ||B(7)|| = 1| B(0) = z)
T2 —00

2—n 2—n
S 11
r2h~1>noo 2-n 2-n
LS
T1 _9
=1 (e
|||
> 0.

Es decir, existe una probabilidad estrictamente positiva de que el proceso nunca
visite el disco de radio r; alrededor del origen, cuando inicia en z. Este es el compor-
tamiento transitorio del movimiento Browniano para dimensiones n > 3. Explici-
tamente, la probabilidad de un retorno exacto al origen es cero pues por (8.8), esta
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probabilidad es

h'mo P(||B(7)|| =71 antes que ||B(7)|| =r2| B(0) = z)
11—

D 1
_Tl ( 2—n 2—n )
10 T

Notas y referencias

El lector puede encontrar una muy interesante y motivadora exposicién histérica
sobre el descubrimiento del movimiento Browniano en el excelente libro de Edward
Nelson [24]. Este libro se encuentra disponible en formato electrénico en la pagina
web del autor. Para otras primeras lecturas y mas resultados sobre el movimiento
Browniano pueden consultarse, por ejemplo, los textos de Karlin y Taylor [19],
Lawler [23], Nelson [24], y Tudor [38].
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N. Wiener
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Norbert Wiener (USA 1894-1964).

Norbert Wiener fue ante todo un nino prodigio. En 1903 a
la edad de 9 anos ingreso a la preparatoria Ayer en Massa-
chusetts, la cual concluyé en 1906 para ingresar después al
colegio Tufts en donde estudié matemaéticas con el apoyo y
asesoria de su padre. En 1909 se gradué del colegio Tufts
a la edad 14 anos e ingres6 a la universidad de Harvard
para realizar estudios de posgrado en Zoologia. Con ayuda
de una beca ingresé después a la universidad de Cornell en
1910 en donde tomé cursos de posgrado en matematicas y
filosofia, pero su desempeno alli no fue del todo satisfac-
torio y su padre lo regres6 a Harvard para continuar sus
estudios de filosoffa. Se gradu6 en Harvard a la edad de

18 anos con una tesis sobre l6gica matematica bajo la direcciéon de Karl Schmidt.
Después de Harvard viajé a Cambridge, Inglaterra, para estudiar junto a Bertrand
Russell y en donde asistié a algunos cursos dictados por G. H. Hardy. En 1914
viajé a Gottingen para estudiar ecuaciones diferenciales con David Hilbert. Re-
greso a los Estados Unidos dos dias antes del inicio de la primera guerra mundial.
Murié en Estocolmo a la edad de 69 anos después de sufrir un segundo ataque
al corazén. Una universidad en el Perd lleva ahora su nombre. Fuente: Archivo
MacTutor, Universidad de St. Andrews.
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Paul Pierre Lévy (Francia 1886-1971).

Paul Levy nacié dentro de una familia con tradicién ma-
tematica. Su abuelo fue profesor de matemaéticas y su padre
estudié geometria y trabajo en la Ecole Polytechnique. De
pequeno, Levy asistié al Lycée Saint Louis en Paris, en
donde mostro6 ser un excelente estudiante, sobresaliendo y
ganando premios no sélo en matemdticas sino también en
Griego, fisica y quimica. Ingresé después a la Ecole Poly-
technique y siendo alli atin estudiante publicé su primer
articulo en matematicas en 1905, el cual tocaba temas de
series convergentes. Después de un ano de servicio militar,
ingres6 en 1907 a la Ecole des Mines, y asistié a cursos de
matematicas en la Sorbonne. En 1910 concluy6 sus estudios en la Ecole des Mines,
y realizé a partir de entonces trabajos de investigacién en andlisis funcional que
le llevaron a obtener el grado de Docteur és Sciences en 1912 bajo el escrutinio
de E. Picard, H. Poincaré y J. Hadamard. Trabajé como profesor en la Ecole des
Mines de Saint-Etienne en Paris de 1910 a 1913, y en la Ecole Nationale Supérieure
de Mines de 1914 a 1951. También impartié clases en la Ecole Polytechnique de
1920 a 1959, ano en el que se jubilé. En 1963 fue nombrado miembro honorario
de la London Mathematical Society, y en 1964 fue elegido miembro de la Académie
des Sciences. Paul Lévy realizé contribuciones importantes en la teoria de la pro-
babilidad, el analisis funcional y las ecuaciones diferenciales parciales. Dentro de
sus textos publicados se encuentran Lecons d’analyse funtionelle (1922), Calcul des
probabilités (1925), Theorie de l'addition des variables aléatoires (1937), y Proces-
sus stochastiques et mouvement Brownien (1948). Paul Lévy fue uno de los mds
grandes matematicos de su tiempo. Como cientifico fue un ejemplo de individua-
lismo absoluto, era un investigador solitario que sélo se preocupaba por plantearse
problemas matematicos de su interés y buscaba su solucién a través de la reflexion
interior. No participaba mayormente en los congresos internacionales excepto posi-
blemente hacia el final de su vida. A menudo encontraba por si mismo resultados ya
conocidos, y otras veces descubria resultados importantes nuevos sin darles mucha
publicidad pues los creia ya conocidos. Paul Levy fue un ejemplo de un hombre de
pensamiento de originalidad profunda, indiferente a las escuelas y métodos estable-
cidos, y quien no dudaba en lanzarse sobre nuevos caminos de pensamiento pues
no temia de ninguna manera a la soledad intelectual. Fuente: Archivo MacTutor,
Universidad de St. Andrews.

P. P. Levy
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Ejercicios

Movimiento Browniano unidimensional

163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

Sea {B;} un movimiento Browniano de pardmetro 0. Demuestre que W; =
B, /52 es un movimiento Browniano estandar.

Sea o # 0 una constante. Demuestre que si { By} es un movimiento Browniano
estandar, entonces los siguientes procesos son movimientos Brownianos de

pardmetro o2.

a) Wt = O'Bt.
b) Wt - Ba'zt'

Sea B; un movimiento Browniano de pardmetro o2. A partir de la defini-
cién, demuestre que el proceso Wy = ¢By s, con Wy = 0, es un movimiento
Browniano de pardmetro o2.

Demuestre que la funcién de covarianza del movimiento Browniano estandar

es Cov(Bs, By) = s At.

Sea tg > 0 fijo y sea B; es un movimiento Browniano estandar. Demuestre
que el proceso {Bi, — By—+ : 0 <t <t} es un movimiento Browniano en el
intervalo [0,to]. Este es un movimiento Browniano con tiempo invertido.

Sea {B;} un movimiento Browniano de pardmetro o2?. Demuestre que para
cualesquiera tiempos ¢ # s, P(B, > Bs) = 1/2.

Demuestre que la probabilidad de transicién p(t, z,y) del movimiento Brow-
niano unidimensional de pardmetro o2 satisface la ecuacién de difusién (tam-
bién llamada ecuacién de calor):

Demuestre que la probabilidad de transicién p(t, z,y) del movimiento Brow-
niano unidimensional de pardmetro o cumple la ecuacién de Chapman- Kol-

mogorov
o0

p(t+ 5,2,y) = / p(t, 2, u) p(s, u, ) du.

— 00
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172.

173.

174.

175.

176.
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Sea {B;} un movimiento Browniano estandar. Demuestre que

2|t —
0) BB — B, =2t =3
T
b) E(B: — By)? = |t — 5.
¢) E(Bs Bt) min{s,t}.
d) p(Bi, Bs) = +/s/t, para0<s<t.

Demuestre que el movimiento Browniano es una martingala respecto de su
filtracion natural.

Sea {B;} un movimiento Browniano. Demuestre que el proceso {B? — t} es
también una martingala respecto de la misma filtracion.

Sea {B;} un movimiento Browniano de pardmetro o que inicia en cero. Sea
a una constante y defina el tiempo 7 = inf {¢ > 0 : B; = a}. Encuentre la
funcién de densidad de 7.

Mowvimiento Browniano reflejado en el origen. Sea B; un movimiento Brow-
niano estdndar. El proceso X; = |Bi| corresponde a un movimiento Brow-
niano que sélo toma valores positivos pues las trayectorias son reflejadas
respecto del origen hacia la parte positiva del eje. Demuestre que X; es un
proceso de Markov con trayectorias continuas y que tiene funcién de proba-
bilidad de transicién ¢(t, z,y) dada por

Q(tv Zz, y) = p(t7 Zz, y) + p(tu T, _y)u
para cualesquiera valores x,y > 0, en donde p(t, z,y) es la correspondiente

funcién de probabilidad de transicién del movimiento Browniano. Compruebe
ademds que

a) E(Xy) =+/2t/~.

b) Var(X;) = (1 —2/n)t.

Movwimiento Browniano con absorcion en el origen. Sea {Bf } un movimiento
Browniano estdndar que inicia en 2 > 0. Defina el tiempo 7 = inf{t > 0 :
Bf =0} y el proceso
.
X, = BY si0<t<,
0 sit>T,
el cual representa un movimiento Browniano que inicia en x con la carac-

teristica de que una vez que llega al cero permanece en ese estado el resto del
tiempo.
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177.

178.

179.
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a) Demuestre que {X;} es un proceso de Markov con trayectorias continuas.

b) Observe que la variable X; es mixta, es decir, no es discreta ni continua.
Demuestre que la funcién de probabilidad de transicién del proceso { X }
es, en su parte continua, q(¢,x,y) = p(t,0,y — x) — p(t,0,y + ), para
x,y > 0, en donde p(t,z,y) es la correspondiente funcién para By, un
movimiento Browniano que inicia en cero. Demuestre ademas que, para
la parte discreta, ¢(t,x,0) = 2(1 — F(z)), en donde F(z) es la funcién
de distribucién de B;.

¢) Calcule F(X};) y Var(X,).

La martingala exponencial. El proceso que se obtiene al tomar la exponencial
de un movimiento Browniano no es, en general, una martingala, sin embargo,
anadiendo un término extra este nuevo proceso puede convertirse en una
martingala y se le llama martingala exponencial. Mas especificamente, sea B;
un movimiento Browniano estandar y sea ¢ una constante. Defina el proceso
X; = exp (cBy — c®t/2). Compruebe que X; es efectivamente una martingala
respecto de la filtracién natural del movimiento Browniano y verifique ademads
que E(Xy) =1y Var(X;) = et — 1.

El puente Browniano en [0,1]. Sea {B;} un movimiento Browniano unidi-
mensional estdndar. Demuestre que la distribucion condicional de la variable
By, cont € (0,1), dado que Bo =0y B; =0, es

Fz) = 1 o a?/2t(1-1)

V2 t(1 —t) ’

para —oo < x < 00, es decir, By tiene distribucién condicional N(0,¢(1 — t)).
A este proceso condicionado se le conoce con el nombre de puente Browniano
en el intervalo unitario (0, 1). El siguiente ejercicio generaliza este resultado.

El puente Browniano en [t1,t2]. Sea {B;} un movimiento Browniano unidi-
mensional estandar, y sean t; y to dos tiempos fijos tales que 0 < t; < to.
Demuestre que la distribucién condicional de la variable By, con t € (t1,t2),
dado que By, =ay By, = b, es N(i,0?%) con

t—11
= b—
1 at—-(b-a)
g2 - (2—t)(t—t)

to — 1
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Movimiento Browniano multidimensional

180. Sea B(t) = (Bi(t),...,Bn(t)) un movimiento Browniano estdndar en R, y
sear > 0. Sea ||z|| = (#24- - -+22)"/? la norma Euclideana en R". Demuestre
que la funcién de densidad de ||B(t)|| es, para z > 0,

1 1 n/2 2 n/2_12x 2?2
W=ram () (5) Foom

En particular, demuestre que para n = 2,
PUIBOI[ <o) =1—e /2,

181. Demuestre que el operator Laplaciano en R?, Af(z,y) = 0% f 0z + 0% f /0y?
adquiere la siguiente expresién en coordenadas polares

0? 10 1 02
AI0) = 5al ¥ 1ol T m o)

Compruebe que cuando f depende de x y de y tnicamente a través de r =
v/x2 + 42, el Laplaciano se reduce a la expresion

d? 1d
AN 0) = — -—f.
f(r.9) dr2f+ rdrf
Este resultado fue usado en la demostracion de la propiedad de recurrencia
por vecindades del movimiento Browniano en R2.

182. Demuestre que el operator Laplaciano en R3, Af(x,y, 2) = 0 f /022 +02 f | 0y*+
02 f/02? adquiere la siguiente expresion en coordenadas esféricas

10,,0 10 0 1 o

ANf(r,0,0) = Sene—)f‘i‘m@f-

2o ot e 965 5

Compruebe que cuando f depende de z, y y z Unicamente a través de r =
v/x2 + y2 + 22, el Laplaciano se reduce a la expresiéon

N

dr? rdr

£,

Este resultado fue usado en la demostracién de la propiedad de transitoriedad
del movimiento Browniano en R3.






CAPITULO 9

Calculo estocastico

En este 1ltimo capitulo se presenta una breve introduccién al cdlculo estocdstico
de Ttd6. Vamos a definir la integral de It6 de un proceso estocdstico respecto del
movimiento Browniano. Mostraremos ademas el uso y aplicacién de la férmula de
It6, y resolveremos algunos modelos sencillos de ecuaciones estocasticas.

9.1. Integracion estocastica

El objetivo de esta seccién es presentar la definicién de la integral de It6 de un
proceso X; respecto del movimiento Browniano, es decir, una integral de la forma

T
/ X, dB. (9.1)
0

Este tipo de integrales no pueden definirse trayectoria por trayectoria, es decir,
como si fuera una integral de Riemann-Stieltjes de una funcién respecto de otra
funcidén, pues en este caso la funcién integradora es una trayectoria del movimiento
Browniano que, como hemos visto antes, no tiene variacién finita. La justificacién
para desear definir este tipo de integrales sera evidente més adelante cuando estu-
diemos ecuaciones estocésticas basadas en este tipo de integrales. Definir la integral
de It6 a un nivel elemental nos conducird necesariamente a dejar sin demostracion
algunos resultados técnicos. Daremos la definicién de integral estocastica en varios
pasos, primero para procesos simples y después, por aproximacién, para procesos
mas generales.

237
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Primeras hipdétesis. Consideraremos como elementos iniciales un espacio de pro-
babilidad (2,.%, P), y un movimiento Browniano estdndar unidimensional {B;},
junto con su filtracién natural {.%;}. Supondremos dado un proceso {X;} con es-
pacio parametral el intervalo [0,7], con T > 0 fijo, y que visto como funcién
X :Qx[0,T] = R, es Fr ® 2|0, T)-medible, en donde el término Fr @ A0, T]
corresponde a la minima o-dlgebra generada por el espacio producto Fr x £[0,T).
Supondremos ademés que el proceso es adaptado, es decir, para cada t en el inter-
valo [0, 7], la variable aleatoria X; es medible respecto de .%;.

El espacio L?(P). Denotaremos por L?(P) al espacio vectorial de variables alea-
torias X que son cuadrado integrables, es decir, que cumplen la condicién

1Xl2(p) = (B|X[)'/? < oo,

La funcién || - ||12(py define una norma en L?*(P), es decir, es una funcién real
definida sobre este espacio lineal que cumple las siguientes cuatro condiciones:

a) ||X][| = 0.

b) || X|]|]=0 & X =0 cs.

C

)
)
) X+ Y < |IX[]+ (Y]]

d) ||aX]|| = |o| || X]|, o constante.

Se puede verificar que el espacio lineal L?(P) es completo respecto de esta norma,
es decir, es un espacio de Banach. Esto quiere decir que toda sucesiéon de Cauchy
en este espacio tiene limite en él. A la convergencia usando esta norma se le llama
convergencia en L2(P), o también convergencia en media cuadrdtica. Por ejemplo,
la variable aleatoria B; del movimiento Browniano pertenece a este espacio pues

||Bt||L2(P) = (E |Bt|2)1/2 = \/E < 00.

El espacio L?(P x dt). Denotaremos también por L?(P x dt) al espacio lineal de
todos los procesos X = {X;: 0 <t < T}, que cumplen la condicién

T
X || z2(prary = (E / X2 d0) 2 < oo,
0

Puede demostrarse que la funcion || - [|p2(pxas) es efectivamente una norma y que
este espacio es completo respecto de esta norma, es decir, es un espacio de Banach.
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Por ejemplo, el movimiento Browniano B = {B; : 0 < t < T} pertenece a este

espacio pues

[1BllL2(pxayy =

T
(B [ 1BiPary
0

0

(/Ttdt)l/2
0

— < 0.

V2

T
( / E B, dt )2

El espacio HZ de procesos simples. Definiremos primero la integral de It6 para

procesos que tienen la forma indicada a continuacién.

Definicion. Sea 0 =ty < t; < --- < t, = T una particién finita del intervalo
[0, T]. Un proceso estocéstico simple es un proceso de la forma

n—1
Xe=> X® 14 000, (9.2)
k=0
en donde X(©@ ... X1 es una coleccién de variables aleatorias adaptadas
a la filtracién {.%;, }7=,, v que son cuadrado integrables.
La expresién 1, )(t) denota a la fun-
ci6n indicadora del intervalo [a,b). Un Xi(w) K (n-1)
proceso simple es entonces un proceso —
constante por pedazos con trayectorias ’_O f 1
cadlag (continuas por la derecha, con (©) : j f :
limite por la izquierda), y las condicio-  ¢m——=0 T _O j
nes solicitadas garantizan que el pro- : : :
ceso es adaptado y tiene trayectorias : ; : ;
cuadrado integrables. Una trayectoria tll t; tnl—1 tln
de este tipo de procesos se muestra en
la Figura 9.1. Denotaremos por HZ al Figura 9.1:

espacio de todos los procesos simples.

Haciendo posiblemente algunos refinamientos en las particiones, dos procesos sim-
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ples pueden siempre expresarse en términos de una misma particion comun. De
modo que la suma de dos procesos simples tiene sentido y resultara ser también un
proceso simple. El espacio H3 es efectivamente un espacio vectorial.

Integral para procesos simples. Esta es la definicién intuitiva de integral y esta-
blece simplemente que si el integrando es constante en algin subintervalo, entonces
la integral debe ser esa constante multiplicada por el incremento del movimiento
Browniano en dicho subintervalo.

Definicion. La integral estocastica de It6 de un proceso simple X de la for-
ma (9.2), respecto del movimiento Browniano, denotada por I(X), se define
como la variable aleatoria

T n—1
I(X) = /0 XsdBs = Z X(k) (Btk+1 - Btk)
k=0

Veamos algunas propiedades de esta variable aleatoria.

a) Es integrable pues siendo las variables X*) y B, +1 — Bi, independientes,
cada sumando tiene esperanza cero, y por lo tanto la esperanza de la integral
es cero.

b) La integral es ademés cuadrado integrable y de hecho se cumple la siguiente
igualdad fundamental llamada Isometria de Ito:

(X)) L2py = I X L2(Pxar)- (9-3)

Para comprobar esta identidad vamos a denotar nuevamente por ABj, a la di-
ferencia By, , — By, , y sea Aty = tj1 —tx. Nuevamente por la independencia
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de X®) y ABy, se tiene que

n—1
HX)Fepy = E(YX® (By., - Bi)l?)
k=0
n—1
= Y E(XWX®WAB;ABy)
j,k=0

n—1

= D E(X™)?(AB)?)
k=0

= ni:E(X(’f))?Atk
k=0

T

= B([ Py
0

= [X|IZ2pxar)

Esta identidad establece que tanto el proceso simple X como la variable aleatoria
I(X) tienen la misma norma en sus respectivos espacios. Como se verd mds ade-
lante, esta igualdad juega un papel primordial en la definicién general de integral
estocdstica. La integral estocdstica asigna entonces a cada elemento del espacio H2
una variable aleatoria en el espacio L?(P). De esta forma se tiene la transformacién
lineal I : HZ — L?(P), que resulta ser continua por la isometrfa de Ito.

Observe que se puede tomar como ejemplo de proceso simple el movimiento Brow-
niano discretizado, es decir, se puede tomar como proceso simple X %) = By, .,y de
esta forma tener la integral estocastica discreta del movimiento Browniano respecto
de si mismo,

n—1
Z Btk (Btk+1 - Btk)
k=0

Extensién por aproximacién. Ahora extenderemos la integral estocdstica a pro-
cesos un poco méas generales. Sea H?2 el espacio de todos los procesos X; medibles
y adaptados, tales que

T
E / | X, |? dt < .
0

El espacio H? resulta ser un subespacio lineal cerrado de L?(P x dt). Observe que
la tinica diferencia entre estos dos espacios es que a los elementos de H? se les pide
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ademds que sean medibles y adaptados. En particular, todo proceso simple es un
elemento de 2. Tenemos entonces la contencién de espacios HZ C H? C L?(Pxdt),
en donde puede probarse que Hg es denso en H? respecto de la norma en L?(Px dt).
Esto significa que para cualquier proceso X en H? existe un sucesién de procesos
XF* en H2 tales que
m (| X — X*[|L2(pxar) =0 (9.4)
k—o0

Este procedimiento de aproximacion puede llevarse a cabo de la siguiente forma:
Mediante la técnica de truncacién todo proceso en H? puede ser aproximado por un
proceso acotado. A su vez todo proceso en H? que es acotado se puede aproximar
por procesos acotados y continuos. Y éstos a su vez se aproximan por procesos
simples de la forma (9.2). Los detalles completos de esta sucesién de aproximaciones
pueden encontrarse en [26]. Usando la isometria de Itd es sencillo comprobar que
la sucesién I(X*) es una sucesién de Cauchy en el espacio L?(P), en efecto,

H(XF) = I(XD|epy = IHXF = XY[p2ep)
= [|1X* = X' |22 (pxar)
| X — Xk||L2(P><dt) + X — Xl||L2(P><dt)-

IN

Debido a (9.4) la tultima expresién puede hacerse tan pequenia como se desee, to-
mando indices k y ! suficientemente grandes.

Definicién. Sea X un proceso en H?, y sea X* una sucesién de procesos en
H2 aproximante a X. Se define la integral estocdstica de X como

I(X) = lim I(X%),
k—o00
en donde el limite debe entenderse dentro del espacio L?(P), es decir, se trata
de la convergencia en media cuadratica de una sucesiéon de variables aleatorias.

Esto significa que la variable aleatoria I(X) es un elemento de L2(P) y es tal
que limy, o0 [[1(X) — I(X*)||2(py = 0. No es dificil verificar que tal definicién
es correcta en el sentido de que el limite no depende de la sucesiéon aproximante.
En este punto empieza a perderse nuestra concepcion tradicional de integral pues
ahora ésta se encuentra definida a través de una sucesién aproximante del proceso
a integrar. De manera grafica esta extension se ilustra en la Figura 9.2.

La isometria de Itd se cumple también para procesos en H? como se muestra a
continuacién.
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)

Figura 9.2:

Proposicién. (Isometria de Itd). Para cualquier proceso X en H? se cumple

HT(X)||z2py = IX||L2(Pxat)- (9.5)

Demostracion. Sea X en H? y sea X, en H§ tal que || X — X, ||12(pxar) — 0. Esta
convergencia y la desigualdad |||a|| —|[0]| | < ||a — b]| implican que

[ Xnllz2(pxary = [|X]|L2(Pxat). Andlogamente, como ||1(X) — I(X,)|[z2(py — 0 se
tiene que ||1(X,,)||z2(py = [[1(X)||L2(py. El resultado buscado se obtiene al tomar
el limite en la isometria de It6 como se muestra en el siguiente diagramas:

H(Xn)ll2py = N XnllLz(pxar)
1 1
I1T(X)]|L2(p) [ X |22 (Pxat)-

O

La propiedad de esperanza nula se cumple también para procesos en H2, pues
usando probabilidad elemental, o por la desigualdad de Jensen,

0< EX(I(X)-I(X") <E(IX)-I(X")*=o0.
De donde se obtiene E(I(X) — I(X*)) — 0, es decir,
E(I(X)) = lim E(I(X*))=0.

k—o0



244 9.1. Integracién estocdstica

De esta forma se tiene ahora la transformacién lineal y continua I : H? — L?(P).
Observe nuevamente que el movimiento Browniano B; es un ejemplo de un proceso
en el espacio H?, y es posible demostrar que tal proceso puede ser aproximado en
el sentido de la norma del espacio L?(P x dt) por el proceso simple

n—1
Xt = Z Btk 1[tk,tk+1)(t)7
k=0

endonde 0 =ty < t; < --- < t, =T es una particién de [0, T]. Se tiene entonces la
siguiente integral estocastica particular, y su aproximaciéon como limite en media
cuadratica

T n—1
/ BydB, = lim > By, (Bi,,, — By,

en donde el limite debe entenderse en el sentido de que la distancia maxima entre
dos puntos sucesivos de la particion tiende a cero. Mas adelante calcularemos esta
integral estocastica de dos maneras, primero usando esta representacién como limite
en el espacio L?(P), y después usando la férmula de It6.

La integral como un proceso. Haremos ahora una pequena extensién. Para cada
t en [0,7T] y para cualquier X en H? se define el proceso

T t
It(X):/ Xy 1p.q(s) dBS:/ X, dB,.
0 0

Este pequeno artificio permite ver a la integral estocastica no como una variable
aleatoria sino como un proceso. Es claro que tal proceso no es necesariamente
continuo, sin embargo puede demostrarse que existe una version continua de él, y
que esa version es una martingala respecto de la filtraciéon natural del movimiento
Browniano. Denotaremos por el mismo simbolo a tal martingala continua.

Extension por localizacién. Mediante un procedimiento llamado de localizacién
es posible extender la definicién de integral de It a procesos medibles y adaptados
que cumplen la condicién menos restrictiva

P(/OT | X, |2dt < o00) = 1. (9.6)

Denotaremos por £, . el espacio de todos estos procesos. Este nuevo espacio con-

tiene a H? y es tal que para cada proceso X en L7 . existe una sucesién creciente
de tiempos de paro 0 < 7 < 75 < --- tales que 7, /T cuando n — oo, y para
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cada n > 1 el proceso X; - 1(;,>4) pertenece al espacio H2. Se define entonces la
integral estocdstica como el siguiente limite en el espacio L?(P),

t T
/ XS dBS = lim XS . 1(Tn2t)(w) . 1[07,5](8) dBS.
0 n—oo 0
Nuevamente es posible demostrar que tal limite existe, que existe una versién con-
tinua de él, y que es independiente de la sucesién de tiempos de paro localizante.
En este caso la integral ya no es una martingala sino una martingala local, esto
quiere decir que el proceso detenido Iia-, (X) es una martingala para cada natural
n. En general, la isometria de It6 ya no se cumple cuando la integral estocastica

tiene como dominio de definicién el espacio L7 ..

Ejemplo. Para el movimiento Browniano unidimensional B; y para cualquier
funcién continua f, el proceso f(B;) tiene trayectorias continuas y acotadas, por
lo tanto se cumplen las condiciones de adaptabilidad y medibilidad y se cumple
también (9.6), por lo tanto este proceso es un elemento de £ , y tiene sentido la
expresion

/0 ' £(B.) dB..

Se puede demostrar que esta integral puede ser calculada mediante el siguiente
limite en el espacio L?(P), aunque también se verifica la convergencia en probabi-
lidad:

n—1

t
/0 f(BS) dB, = nlingo Z f(Btk) (Btk+1 - Btk)’ (97)
k=0

en donde 0 = tp < t; < ... < t, =t es una particién de [0,¢], y nuevamente el
limite debe entenderse en el sentido de que la distancia méxima entre dos puntos
sucesivos de la particién tiende a cero. o

Con esto concluimos la serie de ideas generales bajo las cuales puede construir-
se la integral de It6. Las demostraciones de algunos detalles técnicos que hemos
simplemente mencionado se pueden encontrar en [35]. El esquema simplificado del
procedimiento seguido para definir la integral estocastica se ilustra la Figura 9.3.

Ejemplo. Con la ayuda de (9.7) calcularemos la integral estocastica

t
/ B, dB;.
0
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)
Definicién
Aproximacién
Localizacién L2(P)
~__
Figura 9.3:

Sea 0 =ty < t1 < --- < t, =t una particién uniforme de [0,t], es decir t;41 —t; =
1/n. Usando la identidad

a(b—a) = %(bQ —a?)— %(a—b)z

se obtiene

+ n—1
/OBSdBS = nliH;oZBtk(Btk+l_Btk)

7=0
n—1
= lim [1(32 —BZ)—E(B — By,)?]
noyoo £ 12 ter g Bets T Pl
=
1 1
= _-B?—_t.
2 2

La primera suma es telescdpica mientras que la segunda suma corresponde a la
variaciéon cuadratica del movimiento Browniano. Los limites indicados son vélidos
en el sentido de media cuadrética. Observe que aparece el término %B? como si
se siguieran las reglas de integracién usual, pero aparece también el término —%t,
conocido como la correccion de Ito.

Ahora veamos el cambio en la solucién de la integral cuando se modifica ligeramente
la forma de calcular la integral. El cambio consiste en evaluar el integrando en el
extremo derecho de cada subintervalo. Observe que en este caso el proceso a integrar
ya no es adaptado y por lo tanto queda fuera de la teoria desarrollada antes. Usando
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la identidad 1
b(b—a)==

(b—a) = 5

se obtiene, nuevamente en el sentido de media cuadratica,

b? —a?) + %(a—b)2

+ n—1
/ BS dBS = lim Btk+1 (Btk+1 — Btk)
0 n—00 —
7=0
n—1 1 1
— : 2 2 2
- nli)rgojzo[§(Btk+1 _Btk)+§(Btk+1 _Btk> ]
1 1
= —B}+ -t
SR

El signo del segundo término cambié de negativo a positivo. Esto muestra que, a
diferencia de la integral de Riemann, la integral estocastica es sensible al punto
donde se evalia el integrando. Al considerar el promedio de las dos evaluaciones
en los extremos se obtiene la asi llamada integral de Stratonovich, denotada de la
forma siguiente

2

Observe que el término adicional de la integral de It6 ha desaparecido. La inte-
gral de Stratonovich tiene algunas ventajas operacionales pues sigue algunas reglas
usuales del célculo integral, pero vista como proceso deja de ser una martingala. o

¢ 1
/ B, 0dB, = —B2.
0

Ejemplo. calcularemos ahora la esperanza y varianza del proceso

t
/ B dB;.
0

La esperanza es cero pues la integral estocastica en este caso es una martingala.
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Para la varianza se tiene que
t t
Var(/ BsdB;) = E(/ B, dB,)?
0 0
t
= B / B2 ds)

0
t
E(B%)ds

t
sds

J
J

= th.
2

Alternativamente, como fot B,dB, = 1B} — 1t, las cantidades anteriores pueden

calcularse usando el lado derecho de esta igualdad. Claramente E (%Bt2 - %t) =0.
Ademsés

1, 1
Var(iBt — §t) =

Var(B?)
(E(B)) — E*(BY))

(3t% — 1)

N B = =] =
~
[\v]

Ejemplo. Sean X; v Y; dos procesos en H2. Entonces

t t t
E(/ XSdBS/ YSdBS):/ E(X,Y,)ds.
0 0 0

Esta férmula es facil de comprobar usando la isometria de It6 y la igualdad ab =
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$(a+b)* — £(a® + b?). En efecto,

t t
E(/ XSdBS/ Y, dB,)
0 0

1 t 1 t t
=E(5|/ (XS+Y;)st|2)—5<E|/ Xsst|2+E|/ Y, dBi[*)
0 0 0

1 t 1 t t
—/ E|XS+Y;|2ds——(/ E|Xs|2ds+/ E|Y,|ds)
2 0 2 0 0

t
/ E(X,Y;)ds.
0

Propiedades de la integral. La integral estocéastica de It6 cumple varias propie-
dades aunque sélo mencionaremos algunas de ellas aqui, a manera de resumen de
las caracteristicas senaladas antes.

a) La integral I; : L3

loc
cualesquiera procesos Xs y Ys en L

— L2(P) es lineal, es decir, para c constante y para

2 ., se cumple que

t t t
/ (cXs+Y,)dBs = c/ X, dB; +/ Y,dBs, c.s.
0 0 0

2

b) Tiene esperanza es cero, es decir, para cualquier proceso X en L; .

t
E(/ X:dBs) =0, ec.s.
0

c¢) Cuando la integral se restringe al espacio H?, se cumple la isometria de Ito,
es decir,

t t
E|/ XSdBS|2:E/ | X4|%ds.
0 0

d) Nuevamente restringida al espacio #2, la integral es una martingala, es decir,
es integrable, adaptada y para 0 < s < t, se cumple

t s
E(/ XudBu|ﬁs):/ X, dB,.
0 0

En general, para procesos en £} , la integral ya no es una martingala sino
una martingala local.
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e) Existe una versién continua de la integral estocdstica.

9.2. Foérmula de Ito

Usualmente una integral de Riemann no se calcula a partir la definicién, en lugar de
ello existen férmulas bien conocidas para calcular integrales. La misma situacién se
presenta para integrales estocasticas: en muy raros casos se calculan éstas a través
de su definicién. La famosa férmula de It6 es la herramienta fundamental para este
tipo de integrales. Se enuncia a continuacion este resultado en una versiéon simple
y se ejemplifica su uso. Mas adelante se presenta una version un poco mas general.

En lo sucesivo haremos referencia a las siguientes espacios de funciones. Una funcién
real de variable real es de clase C', cuando es diferenciable y su derivada es
continua. Andlogamente, una funcién es de clase C?, si es dos veces diferenciable
y su segunda derivada es una funcién continua.

Teorema. (Férmula de It6 I). Sea f(z) es un funcién de clase C2. Entonces

ﬂ&%¢@w=éf%&wﬁ+%éfﬂaws

Explicaremos una forma de obtener este resultado usando el teorema de Taylor
pero sin dar una justificacién rigurosa de la prueba. Para una funcién f(z) sufi-
cientemente suave, se tiene que

f(x) = f(zo) + f'(x0)(z — o) + R(x),

en donde el residuo R(x) puede escribirse como sigue

S -yt

Zo

= /0 (1 —0)f" (zo +0(x — x0))(x — x0)* db.

R(x)

La segunda igualdad se obtiene después de un evidente cambio de variable. Por lo
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tanto, si 0 =ty < t1 < --- < t, =t es una particién de [0, t], entonces

f(Bt) _f(BO) = [f(Btk) _f(Btk—l)]

NE

E
Il
—

f/(Btk—l)ABk

[
M:

>
Il
—

/ (1—=6) > f"(Bi,_, +0ABy)(AB) df
k=1

Puede comprobarse que al tomar el limite cuando n — oo las sumas convergen casi
seguramente y entonces se obtiene la igualdad

f(By) = f(Bo) = /f ) dBq +/ (1-6 /f” )ds df

:/f dB+/f" ) ds.

Esta férmula es una versién estocédstica de la regla de la cadena del calculo dife-
rencial usual, y es comun escribirla en su forma diferencial del siguiente modo

(B = (B dB,+ 5" (B dr

Esta expresion debe entenderse en el sentido de su forma integral arriba enunciado.
Tlustraremos su uso mediante algunos ejemplos.

Ejemplo. Sea f(z) = x*. Entonces la férmula de Ito establece que

132 132 /tB dB +1/t1d
= - = = sabgs + — S.
27t 270 f 2 Jo

Es decir,
t
1 1
/ BydB, = =B? — —t.

0 2 2
Este resultado habia sido encontrado antes, ahora lo hemos obtenido de manera
inmediata de la férmula de It6. De manera anéloga, para la funcién f(z) = %:v?’ se
obtiene

t 1 t
/Bgstz—Bf—/ B, ds.
0 3 0



252 9.3. Ecuaciones diferenciales estocdsticas

1
n+1

t 1 1 t
/BgdBS:—Bf“——/ nB" ! ds.
0 n+1 2 0

Miés generalmente, para f(z) = "1 se obtiene

Ejemplo. Usaremos la féormula de It6 para encontrar una expresién de los
momentos pares de una distribuciéon normal centrada. Demostraremos que

2n)!

2n n!
Los momentos impares de dicha distribucién se anulan pues en tal caso el integrando
resulta ser una funcién impar. Consideremos entonces la funcién f(z) = 5=,

para cualquier entero natural n. De la formula de It6 se sigue que

1 2n 1 2n ! 2n—1 1 ! 2n—2
— B - —B=[ B '4B,+= [ (2n—1)B* %ds.
2n 2n 0 2 Jo

Tomando esperanza y resolviendo de manera iterada se obtiene

_ t
72”(2;‘ D / BE(B>?)ds
0

_ 2n(2n—1) (2n—2)(2n - 3) /t /tl E(B> %) dsdt;
0 0

E(Bf")

2 2

2n)! t  pt1 tn—1
(2? / / / Ldsdy, - dt,.
o Jo 0

No es dificil verificar que los resultados sucesivos de estas integrales son: t,_1,
t2_, /21, t3_./31 ..., t"/n! De esta forma se obtiene la férmula enunciada. o

9.3. Ecuaciones diferenciales estocasticas

Sea (Q, Z, P) un espacio de probabilidad, y sea {B;} un movimiento Browniano
unidimensional adaptado a la filtracién {.7;}.
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Definicién. Sean b(t, z) y o(t, ) dos funciones de [0, 7] xR en R. Una ecuacion
estocdstica es una ecuacién de la forma

dXt = b(t, Xt> dt aF O'(t, Xt) dBt, (98)

definida para valores de t en el intervalo [0, 7], y con condicién inicial la variable
aleatoria Xg que se presupone .%p-medible e independiente del movimiento
Browniano. La ecuacién (9.8) se interpreta como la ecuacién integral

t t
Xt=X0+/ b(s,Xs)ds—i—/ o(s, X,) dB, (9.9)
0 0

en donde la primera es una integral de Riemann, mientras que la segunda es
una integral estocastica de It6. Al proceso X se le llama proceso de Ité.

Los elementos conocidos de esta ecuacién son los coeficientes b(t,z) y o(t,x), y la
variable aleatoria inicial Xy. La incégnita es el proceso X;. A la funcién b(t, z) se le
conoce como coeficiente de tendencia (drift en inglés o también deriva en espafol).
A la funcién o(t, z) se le llama coeficiente de difusidn. El proceso solucién puede
interpretarse como el estado de un sistema que evoluciona de manera determinista
gobernado por la parte no aleatoria de la ecuacién (la tendencia), pero alterado
por un ruido aditivo dado por la integral estocéstica (la difusién).

Para que una ecuacién estocéstica tenga solucion se deben pedir condiciones en los
coeficientes. De manera analoga al caso de ecuaciones diferenciales deterministas,
existen teoremas bésicos de existencia y unicidad para ecuaciones estocasticas que
establecen condiciones de regularidad para los coeficientes b(t, z) y o(t, ), bajo las
cuales la ecuacién (9.8) tiene solucién tinica. El siguiente es uno de tales resultados.
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Teorema de existencia y unicidad. Si los coeficientes b(t,z) y o(t,x) de la
ecuacion (9.8) satisfacen la condicién de Lipschitz en la variable z,

[b(t, @) = b(t,y)I” + |o(t, @) — o(t,)|* < Klo —yl?,
y la condicién de crecimiento en z,
[b(t, 2)|* + [o(t, 2)[* < K(1 + |z?),

para alguna constante K > 0, entonces existe un proceso estocdstico {X;}
solucién de (9.8) que es adaptado a la filtracién, tiene trayectorias continuas,
es uniformemente acotado en L?(P), es decir, supg<;«7 F(X?) < 0o, y ademés
es tinico en el sentido de indistinguibilidad. -

En este caso a tal solucién se le llama solucion fuerte de la ecuacion estocastica. No
presentaremos la demostracién de este resultado, simplemente comentaremos algu-
nos aspectos de los que consta la prueba completa. La demostracion es semejante
al caso determinista, y hace uso del método de iteraciones de Picard. Mediante este
método se define la sucesién de procesos

X = X,

+ t
XD X0+/O b(s,X§"’)d8+/0 o(s, X{") dB;.

Para que estas iteraciones tengan sentido es necesario verificar que los integran-
dos involucrados son efectivamente susceptibles de ser integrados respecto de la
diferencial respectiva. Para comprobar que tal sucesion de procesos es convergente
se demuestra que, con probabilidad uno, esta sucesiéon constituye una sucesién de
Cauchy en el espacio de funciones continuas C[0, T, respecto de la norma uniforme
[|X]| = supg<i<g | Xt|. Dado lo anterior, existe entonces un proceso continuo X,
tal que con probabilidad uno, Xt(") converge a X; de manera uniforme en el inter-
valo [0, T]. Adicionalmente puede demostrarse que el proceso limite es L?-acotado
en [0,T], y que la convergencia X\™ — X, también es vélida en L2(P). También
debe demostrarse que el proceso limite es efectivamente solucidon de la ecuacién
estocastica. Para ello se toma el limite en la ecuaciéon que define las iteraciones,
y se verifica la convergencia uniforme en [0,7] con probabilidad uno, término a
término. Los detalles de esta demostracién pueden encontrarse por ejemplo en [35].

Observe que el teorema anterior no establece la forma de encontrar la solucién a
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una ecuacion estocastica dada, sino que asegura tnicamente la existencia de dicha
solucion. La siguiente versiéon de la féormula de Ito es un resultado bastante 1til
para resolver algunas ecuaciones estocasticas y generaliza la versiéon anteriormente
enunciada.

Teorema.(Férmula de It6 II). Si {X;} es un proceso de Ité dado por (9.8) y
f(t,x) es un funcién de clase C! en t y de clase C? en z, entonces el proceso
Y: = f(t, Xt) es también un proceso de It6 y satisface la ecuacién estocéstica

4, = fult, X)dt + Folt, X)X + 3 foalt, X)@X)% (9.10)

Los subindices indican derivada y (9.8) se substituye

en (9.10) usando la siguiente tabla de multiplicacién | x [ dt]dB |
de McKean que se muestra en la Figura 9.4. Observe dt 0 0
que como las derivadas involucradas son funciones con- dB; || 0 dt
tinuas, las integrales estocdsticas resultantes estan bien Figura 9.4:

definidas. La demostracién de este resultado sigue las
mismas lineas que la versién més simple. [lustraremos a continuacién el uso de esta
férmula con varios ejemplos.

t t
Ejemplo. Demostraremos que / sdBs =tB; — / Bgds.
0 0

Para verificar esta férmula puede tomarse el proceso X; = B, y la funcién f(t,z) =
tz. Entonces

1
d(f(t.Br)) = filt, Br)dt+ fo(t, Br) dBy + 5 faa(t, Br) (dB;)?
d(tB:) = Bidt+tdBs.
Esta es la forma diferencial de la formula enunciada. o

Ejemplo. Considere la funcién f(z) = e®. Por la férmula de Ito,

t t
1
eBt—eB":/ eBSst—i——/ eBe ds,
0 2 Jo
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es decir, el proceso X; = eP satisface la ecuacién diferencial
1
dX; = X¢dB: + §Xt dt,

con condicion inicial Xg = 1. A este proceso se le llama movimiento Browniano
geométrico. o

Ejemplo. Demostraremos que el proceso X; = B;/(1 + t) es solucién de la
ecuacion estocastica

X, 1
_ 2t gt+ —dB
AR B

con condicién inicial Xo = 0. Sea f(t,z) = z/(1 + t). El proceso X; = f(t, B:)
cumple la condicién inicial y por la férmula de It6 satisface la ecuacion

dX; =

1
dX; = fi(t,B)dt + f.(t,By) dB; + §fm(f, By)dt

By dt + 1
(1+1)2 1+t
X

1
- 2t gt —_dB,.
Tre T o

dBy

Ejemplo. Usando el método de igualacién de coeficientes resolveremos la ecua-
cién
dXt = —Xt dt + G_t dBt,

con condicién inicial Xy = 0. Se busca un funcién f(¢, z) tal que el proceso solucién
pueda escribirse como X; = f(t, B:). Igualando los coeficientes de esta ecuacién con
los de la formula de Ito

1
dX, = fi(t, By)dt + f5(t, B;) dB; + §f”(t’ By) dt,

se obtiene el sistema de ecuaciones

felt,z) = et

filts2) + S fualti) = —f(0).
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De la primera ecuacién se obtiene f(t,z) = e~ ‘z+c(t). Substituyendo en la segunda
ecuacién y simplificando se obtiene ¢/(t) = —c(t), cuya solucién es ¢(t) = ce™!, en
donde ¢ es una constante. Por lo tanto f(t,z) = e *(z + ¢). Para que el proceso
X = f(t,B;) = e Y(B; + ¢) cumpla la condicién inicial Xy = 0 forzosamente la
constante ¢ debe ser cero. De esta forma la funcién buscada es f(t,z) = e tx. En
tal caso la féormula de Itd asegura que efectivamente

dXt = —eitBt dt + €7t dBt
= —Xt dt + 67t dBt

9.4. Simulacion

Una ecuacién estocastica ha resultado muy ttil para modelar sistemas que presen-
tan algun tipo de ruido o perturbacién aleatoria. Aplicaciones de tales modelos se
estudian en ingenieria, finanzas y fisica entre muchas otras areas del conocimiento.
Debido a la imposibilidad de encontrar soluciones explicitas a ciertas ecuaciones
de interés, los métodos numéricos del caso determinista se han extendido al caso
estocastico. En las siguientes secciones presentaremos algunos modelos particulares
de ecuaciones estocasticas, y explicaremos un mecanismo para simular las trayec-
torias del proceso solucion.

Una trayectoria de un proceso X; que sigue la ley de movimiento de una ecuacién
estocéastica de la forma

dXt = b(t,Xt)dt—FU(t,Xt)dBt,
Xo = o,

puede obtenerse mediante el método de discretizacion de Fuler-Maruyama. En este
procedimiento se divide el intervalo [0, ¢] de manera uniforme en n subintervalos de
idéntica longitud At = t/n, y se define t; = jAt paraj = 0,1,2,..., N. Suponiendo
que Y; es un valor al azar de la distribucién normal estandar, se definen los valores
sucesivos de la trayectoria soluciéon de la ecuacion estocastica como sigue

Xo = o,
th+1 = th +b(tj,th)At+0'(tj,th) \/At Y}
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Mis adelante se presentard una implementacién de este procedimiento en MATLAB
para simular trayectorias de soluciones de ecuaciones particulares.

9.5. Algunos modelos particulares

Movimiento Browniano geométrico. Este modelo es de amplio uso en finanzas
y sirve para representar el precio de algunos bienes que fluctian siguiendo los
vaivenes de los mercados financieros

Definicion. Sean p y 0 > 0 dos constantes, y g > 0. El movimiento Brow-
niano geométrico es el proceso solucién de la ecuacién estocastica

dXt = /LXt dt+0Xt dBt, (911)

XO = Xo-

Esta ecuacién puede interpretarse de la siguiente forma. En ausencia del término
estocdstico, la ecuacién se reduce a dX; = puX;dt, cuya solucién es X; = zgett. Esta
funcién representa el comportamiento en el tiempo de un capital inicial positivo
o que crece de manera continua y determinista a una tasa efectiva del 100u %,
suponiendo p > 0. Por otro lado la parte estocastica corresponde a la volatilidad
de una inversién con riesgo sujeta a las fluctuaciones de los mercados financieros.
El modelo supone que dicha variabilidad es proporcional al valor de la inversion.
Observe que los coeficientes de esta ecuacién satisfacen las condiciones para la
existencia y unicidad de la solucién. Resolveremos esta ecuacién usando el método
de igualacion de coeficientes.

Proposicién. La solucién a la ecuacion (9.11) es

1
Xy =xoexp[(u— 502)t—|—0Bt]. (9.12)

Demostracion. Encontraremos una funcién f(¢, x) tal que al aplicar la férmula de
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Itd al proceso X; = f(t, B:) se obtenga la ecuacién (9.11). Comparando entonces
los coeficientes de la férmula general

1
dX, = fi(t, Xy) dt + fo(t,X,)dB, + §fm(t, X;)dt

con los de (9.11), se obtienen las igualdades

pIE2) = filt,2) 5 foalt o),
of(t,z) = fu(t, ).

De la segunda ecuacion se obtiene que f(t,z) = exp [cx+g(t)], para alguna funcién
g(t). Substituyendo en la primera ecuacién se obtiene g'(t) = p— 302, cuya solucién

es g(t) = (u— 30?)t. De donde X, = f(t, By) adquiere la expresién indicada. O

A este proceso se le llama también se X (w)

le conoce con el nombre de movimiento B(X)
Browniano exponencial. En la Figura 9.5
puede apreciarse una trayectoria de este
proceso con una inversién inicial xy de

una unidad monetaria, y con pardmetros
uw=1,y o =1/3. La curva creciente co- .
rresponde al crecimiento determinista de | | "
la inversién cuando no hay aleatoriedad, 1 9

es decir, cuando el coeficiente de difusiéon
es cero. El valor de o en la simulacion es
pequeno y por esa razon la trayectoria
aleatoria mostrada se mantiene cerca de la trayectoria determinista. Cuando se
incrementa el valor de o las trayectorias pueden diferir considerablemente.

Figura 9.5:

En el programa de computadora de la Figura 9.6 se muestra una manera de si-
mular trayectorias de este proceso. El cédigo es una traduccién a MATLAB de la
discretizacién de la ecuacién estocdastica, y es una adaptacién del codigo que apa-
rece en [15]. Este programa puede ser encontrado en la pagina web de Desmond
J. Higham, junto con la implementacién de otros modelos y otras técnicas de dis-
cretizacién. La funcién randn produce un valor al azar de la distribucién normal
estandar.

Demostraremos ahora algunas caracteristicas numéricas de este proceso.
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randn(’state’,100)
T=2; N=300; dt=T/N; xcero=1; mu=1; sigma=1/3;
dW=zeros(1,N); MBG=zeros(1,N);
dW(1)=sqrt(dt)*randn;
MBG (1)=xcero+mu*dt+sigma*xcero*dwW (1) ;
for j=2:N
dw(j)=sqrt (dt)*randn
MBG (j)=MBG (j-1)+mu*MBG (j-1)*dt+sigma*MBG (j—1)*dW(j)
end
plot([0:dt:T], [xcero,MBG], ’r-’)

Figura 9.6:

Proposicion. Para el movimiento Browniano geométrico se cumple lo siguien-
te.

1. B(X¢) = zg et
2. Var(X,) = 22 e2t (et — 1).

3. Cov(Xy, X,) = a2 er(stD)(e7”s — 1), para 0 < s <t.

Demostracion. Usaremos el hecho de que la funcién generadora de momentos de
la distribucién N(u, 0?) es M(s) = exp(us + 20%s?).

1. Para la esperanza se tiene que

E(X)

E@owmw—%fﬁ+aﬁb
= 20 expl(n — 50°)f] BlexploBl)

1 1
= xo exp[(p— Eaz)t] exp[itaz]

= xgett.
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2. Ahora calcularemos la varianza.

Var(X)) = Var(zo expl( — %UQ)H oBi))
= a3 expl2 — 5o?)1] Var(explo B))
= 4} expl2(i— 5o?)1) (Blexp[20By]) ~ EX(exploBi)))
= 4} expl2(i— 50°)1) (expl5t(20)7] — expl2(5 o))

= 23 ez“t(e"2t —1).

3. Calcularemos primero E(X;X;). Observe que B; + By se puede escribir como
2B; + (B; — Bs), siendo estos sumandos independientes. Entonces

BXX) = Bl expl(n— 50°)(t +5) + 0B + B))
= 2} expl(u — 507)(¢ +5) E(explo(By + B.)

1 —
= exp[(u—502)(t+s)E(e2”Bs)E(ed<Bt B:))

1
= j expl(n - 507)(t+ 5)e e =)o

= a2 exp[u(t + s) + so?].

2

Por lo tanto,
Cov(X, Xs) = E(XXs)— E(Xy)E(Xs)
a2 phl(t+s)+so? _ 22 eh(i+s)

= 7 et (t+s) (6802 -1)
O
Proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Este modelo fue propuesto por Ornstein y

Uhlenbeck para modelar la velocidad del movimiento difuso de una particula en
intervalos de tiempo pequenos.
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Definicion. Sean « y o dos constantes positivas. El proceso de Ornstein-
Uhlenbeck es aquel proceso solucién de la ecuacion estocastica

dXt = —OZXt dt+0'dBt, (913)

XO = 0.

La variable X; se interpreta como la velocidad de la particula al tiempo ¢. La parte
determinista —aX; corresponde a la fuerza de friccién, y el sumando o dB; es un
ruido aleatorio. Encontraremos la soluciéon de esta ecuacion.

Proposicién. La solucién a la ecuacién (9.13) estd dada por

¢
Xy =zpe” ™ + a/ e =) 4B,. (9.14)
0

Demostracion. Considere una solucién de la forma
t
X, = aft) [wo + / b(s) dB.], (9.15)
0

en donde a(t) y b(t) son funciones diferenciables. Derivando (9.15) y usando la
férmula de It6 (9.10) se obtiene

dX;

a'(t) [xo + /Ot b(s) dB] dt + a(t) b(t) dB;

_ad@®) "
= Kt + (t)b(t) dB,.

Comparando con (9.13), las funciones a(t) y b(t) deben cumplir las ecuaciones

a'(t) _ _

o) a, a(t)b(t) = o.
Suponiendo a(0) = 1 se obtiene a(t) = exp(—at), y b(t) = o exp(at). Substituyendo
en (9.15) se obtiene (9.14). O
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En la Figura 9.7 se muestra la Xo(w)
simulacién de una trayectoria
de este proceso y se compara zo =3
con E(X;). El proceso mues-
tra un decaimiento conforme
el tiempo avanza y ello es de-
bido al factor de friccion del
modelo. Calcularemos a conti-
nuacién la esperanza y varian-
za de este proceso.

Figura 9.7:

Proposicion. Para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck se cumple lo siguiente.

1. B(X;) = zge .
02 —2at
2. Var(X,) = % (1 —e =),

2
3. COV(Xt,XS) = ;_a (e—a(t—s) . e—a(t—i—s)).

Demostracion.
1. Este resultado se obtiene al tomar esperanza en (9.14), y observar que la integral
estocastica es una martingala que inicia en cero.
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2. El célculo de la varianza de X; es una aplicacién de la isometria de It6,
t
Var(X;) = o° Var(/ e~ =3)4B,)
0
t
= o° E(/ e =9)qp,)?
0

t
— 0_2 (/ 672a(t75)d5)
0

1 t
_ 0_2 6720415 _e2as
2cr 0

0,2

- —_(1- 720¢t.
5 (1—€¢7)

2. Nuevamente usaremos la isometria de It6. Para 0 < s < t,
Cov(Xy, Xs) = E(X:Xs)— E(Xy)E(Xs)

t
= El(zoe ™+ 0/ e = 4R,)
0

(xoe "+ O'/ e~ ols—w) dBy,)| — 3:(2) e o(t+s)
0

t s
= 02E(/ e’“(t’“)dBu/ e =W aB,).
0 0

La primera integral puede descomponerse en la suma de dos integrales, una sobre el
intervalo [0, s] y otra sobre (s, t]. Dada la propiedad de incrementos independientes
del movimiento Browniano, el segundo sumando desaparece. De modo que, por la
isometria de It0,

Cov(Xy, X,) = o2e @) By / e dB,)?
0

s
. 0,2 e—a(t-{-s) e2o¢u du

0
2
_ U_ (efa(tfs) _ efa(tJrs))'

2c
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Puente Browniano.

El puente Browniano sobre el intervalo Xt (w)
unitario [0, 1] es un movimiento Brow-
niano con espacio parametral dicho in-
tervalo y es tal que en los extremos de
este intervalo el proceso se hace cero. — t
Una trayectoria de tal proceso se mues- 1

tra en la Figura 9.8. Existen varias for-
mas equivalentes de definir a este pro-
ceso. Figura 9.8:

Definicién. El puente Browniano en el intervalo [0, 1] es aquel proceso {X;}
solucién de la ecuacién estocdstica

X

e = (0

Proposicién. La solucién a la ecuacién (9.16) es

X, =(1-1) /Ot . L 4., (9.17)

— S

Demostracidn. Puede resolverse (9.16) proponiendo nuevamente una solucién de
la forma

X: =a(t) [xzo + /Ot b(s) dBs], (9.18)

en donde a(t) y b(t) son dos funciones diferenciables, y 29 = 0. Derivando se obtiene
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nuevamente
t
dX, = d(t)[xo+ / b(s) dBy] dt + a(t) b(t) dB;
0

a'(t)
= Xedt t)b(t) dBs.
a(t) ¢ dt + (L( ) ( ) t
Igualando coeficientes se obtienen las ecuaciones o’ (t) /a(t) = —1/(1-t), y a(t)b(t) =
1. Suponiendo a(0) = 1 se obtiene a(t) = 1 — ¢, y por lo tanto b(t) = 1/(1 — ¢t).
Substituyendo en (9.18) se obtiene (9.17). O

Ejercicio. Sea X; un puente Browniano en [0, 1]. Demuestre que efectivamente
th’r{l X =0.
gl

Vamos a calcular a continuacién la esperanza, varianza y covarianza de este proceso.

Proposicién. Para el puente Browniano (9.17) se cumple
1. B(X,) = 0.
2. Var(X;) = t(1 —¢t).
3. Cov(Xy, Xs)=s(1—1t), para0<s<t.

Demostracion.
1. La integral es una martingala continua que inicia en cero, por lo tanto E(X;) = 0.
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2. Por la isometria de 1t0,

Var(X;) = (1—1t)? Var(/o dBs;)

— S

= (1—t)2E(/0t : ! dBy)?

— S

Il
—
-
|
~
S~—
&5
S—
P
—
S~—
[V}
Q
&

Il
—~
[l
|
~
S—
(V]
| —
=
| | =
[
—_
~+

0
= t(1-1)
3. Para 0 < s <,
COV(XS,Xt) = E(XSXt)
s 1 b
= (1—3)(1—t)E(/0 1_udBu/0 ——dB.).

Nuevamente la segunda integral puede descomponerse en la suma de dos integrales,
una sobre el intervalo [0, s] y otra sobre (s,t]. Dada la propiedad de incrementos
independientes del movimiento Browniano, el segundo sumando desaparece. De
modo que, por la isometria de Ito,

Cov(Xs, Xy) = (1—98)(1—-¢)FE /—dB

)2 du

1—u

<1—s><1—t>/0<

- <1—s><1—t>[1iu]:
s(1—1).

O

Como era de esperarse, la varianza se anula en los extremos del intervalo pues
alli el proceso es cero con probabilidad uno. Observe ademds que la varianza se
hace méaxima exactamente en la mitad de dicho intervalo. El puente Browniano en
[0, 1] puede representarse de varias formas como se muestra en el siguiente resultado.



268 9.5. ALGUNOS MODELOS PARTICULARES

Ejercicio. Demuestre que los siguientes procesos son puentes Brownianos.
a) Xy = By —tBy, parate[0,1].
b) X, =Bi1_,— (1 —t)By, parate]0,1]. .

Notas y referencias

Para el desarrollo de la definicién de integral estocastica respecto del movimiento
Browniano hemos seguido el lineamiento general presentado en el texto de Stee-
le [35]. Alli pueden encontrarse las demostraciones completas de varios de los resul-
tados que hemos solamente enunciado. Otros trabajos en donde pueden encontrarse
exposiciones elementales sobre integracién estocdstica son Qksendal [26], Kuo [22],
o Klebaner [20]. Para una exposicién mds completa y general puede consultarse
por ejemplo Protter [27], o Revuz y Yor [29]. En los trabajos de D. J Higham
como [15] pueden encontrarse algunas primeras lecturas sobre los métodos para
simular ecuaciones estocdsticas. En el texto de Kloeden y Platen [21] se expone
la teoria general, varios métodos numéricos, y diversas aplicaciones de ecuaciones
estocésticas.
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Ejercicios

Integral de Ito

183. A partir de la definicién de integral estocastica demuestre que

t t
a) / sstztBt—/ B, ds.
0 0
t 1 t
b) / BgdBS:—Bf—/ B; ds.
0 3 0

Para el segundo inciso use la identidad

Py—z) +ay—=z)?= %(y3 — 2% — (y—=)%).

Foérmula de Ito

184. Use la férmula de [t6 para demostrar que el proceso X; es una solucion de la
ecuacion estocastica indicada.

a) Xt = B?, dXt =dt + 2Bt dBt
b) X, = B3, dX,=3X"dt+3Xx*dB,.

X
¢) Xy =1tB;, dX; = Ttdt—i—tdBt.

185. Use la férmula de It6 para demostrar que

t 1 t
/Bgds:—Bf—/ B; ds.
0 3 0






APENDICE A

Conceptos y resultados varios

Igualdad de procesos. Se dice que dos procesos {X; : ¢t > 0} y {Y; : t > 0}
son equivalentes, o también se dice que uno es una version o modificacion del otro,
si para cada valor de ¢ > 0 fijo se cumple que P(X; = Y;) = 1, es decir, si
las variables X; y Y; son iguales c.s. Un tipo de igualdad mas fuerte establece
que los procesos son indistinguibles si P(X; = Y; para cadat > 0) = 1. Esto
significa que con probabilidad uno las trayectorias de los dos procesos son idénticas.
Claramente la indistinguibilidad es més fuerte que la equivalencia. Sin embargo,
puede demostrarse que cuando los procesos son continuos, es decir, cuando sus
trayectorias son funciones continuas del pardmetro, ambas nociones de igualdad
coinciden. Cuando el pardametro es discreto, nuevamente los dos tipos de igualdad
son equivalentes.

Distribuciones finito dimensionales. Las distribuciones finito dimensionales
de un proceso {X; : t > 0} es la coleccién de todas las funciones de distribucién
conjuntas Fx, . x, (1,...,%n), para cualesquiera tiempos 0 < t1 < -+ < t,, y
cualquier n natural.

Independencia de procesos. Se dice que una variable aleatoria X es indepen-
diente de un proceso {X; : t > 0} si para cualesquiera tiempos 0 < t1 <ty < -+ <
tn, n € IN, la distribucién conjunta de la variable X y el vector (Xy,,..., X, ) es
el producto de las distribuciones marginales, es decir,

Fx x, ..x., (x,21,...,0,) = Fx(2) Fx, . x,, (T1,...,%0),

271
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o en términos de conjuntos de Borel A, Ay,..., Ay,

PXeA X, €Ay,....X, €A,) = PXeA
P(th €A1,...,th EAn)

Més generalmente, dos procesos estocdsticos {X; : ¢ > 0} y {¥; : t > 0} son
independientes si para cualesquiera dos enteros naturales n y m, y tiempos 0 <
t1<ta< - <tp,y0<51 <s9<--+< Sm, se cumple que

Fth,...,Xt Y. Yo (T1, 0 Ty Y15 Ym) = Fth,...,th(xlv'-'7$n>

no¥sya Yspm,
‘F‘Ysl,...,YSm (y17 R ym)

En palabras, esta condicion significa que las distribuciones finito dimensionales con-
juntas son el producto de las distribuciones finito dimensionales marginales.

Lema de Abel
a. Si la serie >_p-  ay es convergente, entonces lim; 1 Y peq ar th =3 7o ay.
b. Inversamente, si ay, > 0y limy ~1 Yoo ax t*¥ < oo, entonces > po o ar = lmy 1 > pe ) ax tF.

En Karlin y Taylor [19] puede encontrarse una demostracién de estos resultados.

Lema de Fatou

a. Sea {anm : n,m € IN} una coleccién de nimeros reales. Entonces
E liminf a,,;, < liminf E Apm-
n—00 n—00
m m
b. Ademss, si anm < by, con Y by, < 00, entonces

lim sup Z Apm < Z lim sup @, .
m m

n—oo n—oo

Teorema de convergencia mondtona. Sea X, X, ... una sucesién de variables
aleatorias talesque 0 < X7 < Xo < --- y lim X,, = X casi seguramente. Entonces
n—oo

lim E(X,)=E(lim X,).

n—r oo n—oo
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Teorema de convergencia dominada

a. Sea Xj, Xo,... una sucesién de variables aleatorias tales que lim X,, = X
n—oo

casi seguramente, y para cada valor de n, |X,| <Y, para alguna variable Y con
E|Y| < oo. Entonces
lim E(X,)=E(lim X,).

n—r oo n—oo

b. Sea {anm : n,m € N} una coleccién de nidmeros reales tales que 1{im,, o0 anm
existe para cada m, |aym| < by, independiente de n, y > °_ by, < co. Entonces

oo oo
lim E Anm = E im an,m,.
n— o0 n— o0
m=0 m=0

Ecuacién de Wald. Sea X, Xs, ... una sucesién de variables aleatorias indepen-
dientes con la misma distribucién que X y con esperanza finita. Sea IV una variable
aleatoria con valores en el conjunto {1, 2, ...}, con esperanza finita e independiente
de la sucesién. Entonces

Distribucién tipo reticular. Se dice que una variable aleatoria discreta X,
o su distribuciéon de probabilidad, es de tipo reticular o que es de tipo lattice si
P(X =c¢+nd) >0, en donde ¢y d > 0 son constantes reales y n = +1,+2, ...

Notacién o pequena. Sean f(t) y g(t) dos funciones que se encuentran definidas
y son positivas para valores de ¢ suficientemente grandes. Se dice que f(t) es de
orden mds pequeno que g(t) cuando t — oo, y se escribe f(t) = o(g(t)) cuando
t — 00, si se cumple
im m =0.
t—o0 g(t)
En particular, se escribe f(t) = o(1) cuando f(t) converge a cero cuando t — oo. Se
usa la misma notacion cuando ¢ tiende a algin valor finito particular y las funciones
se encuentran definidas y son positivas en una vecindad no trivial alrededor de ese
valor. En este texto se usa la notacién o pequena para establecer el comportamiento
de probabilidades dependientes del tiempo p(t), cuando ¢ se aproxima a cero a través
de valores positivos.

Férmula de Stirling. n!~ 27rn"t1/2em,
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Esperanza condicional. Sea ({2, %, P) un espacio de probabilidad. Sea X una
variable aleatoria con esperanza finita, y sea ¢ una sub o-dlgebra de .%. La espe-
ranza condicional de X dado ¢, es una variable aleatoria denotada por E(X |¥),
que cumple las siguientes tres propiedades:

a) Es ¥-medible.
b) Tiene esperanza finita.

¢) Para cualquier evento G en ¥,

/GE(X|€¢)dP:/GXdP. (A1)

Es importante enfatizar que la esperanza condicional es una variable aleatoria.
Usando el teorema de Radon-Nikodym (véase por ejemplo [9]), puede demostrarse
que esta variable aleatoria existe y es unica casi seguramente. Esto significa que
si existe otra variable aleatoria con las tres propiedades anteriores, entonces con
probabilidad uno coincide con E(X |¥). Cuando la o-4lgebra & es generada por una
variable aleatoria Y, es decir, cuando ¥ = o(Y'), la esperanza condicional se escribe
simplemente como E(X |Y'). Mencionaremos a continuacién algunas propiedades
de esta variable aleatoria, en estas expresiones se postula de manera implicita que
la variable aleatoria a la que se le aplica la esperanza condicional es integrable.

1. Si ¢ es constante, entonces E(c¢|¥ ) = c.
2. B(X| {0,Q} ) = E(X).
3. Si A es un evento, entonces E(14 | {0,Q} ) = P(A).

4. Si Ay B son eventos con 0 < P(B) < 1, entonces

E(14|{0,B,B¢,Q} )= P(A|B)1p + P(A| B°) 1.

5. Si A esun eventoy Bj,..., B, es una particién de Q) tal que P(B;) > 0 para
1=1,...,n, entonces

n

E(a|o{By,...,B.})=> P(A|Bi)1pg,.

=1
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Si Y es una variable aleatoria discreta con valores 0,1, ..., entonces
E(X|Y)=) BE(X|Y =n)ly=n.
n=0
E(E(X|¥9)) = E(X).

|E(X|¥9)| < E(|X]]|9). Este es un caso particular de la desigualdad de
Jensen que se enunciard mas adelante. En particular, tomando esperanza se
tiene el siguiente resultado.

EIB(X|9)| < B(X)).

Si ¢ es constante, entonces E(cX +Y |¥9)=cE(X|9)+ E(Y |9).
Si X es ¥-medible, entonces F(X |¥4) = X c.s.

Si X >0, entonces E(X |¥4) > 0.

Si X <Y, entonces E(X |¥9) < E(Y |¥9).

Si 4 C %, entonces

E(E(X[4))|%4:) = E(E(X |4) %) = E(X |%).

Si X es independiente de ¢, entonces E(X |¥) = E(X).
Si 4 y % son independientes, entonces

E(X |0(# U%)) = B(X |%:) + B(X | %) — B(X).

Si X es independiente de %, entonces

E(X|U(g1 Ugg)) = E(X|g1)

Si X,, =% X, entonces E(X,, |9) — E(X|¥9).

Teorema de convergencia mondtona. Si X,, > 0y X,, / X c.s., entonces
EX,|¥%) /NEX|¥9) cs.

Si XY es integrable y X es ¥-medible, entonces F(XY |¥9) = X E(Y |9).

X es independiente de ¥ si, y s6lo si, E(f(X)|¥) = E(f(X)) para cualquier
funcién Lebesgue medible f tal que f(X) es integrable.
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22. Desigualdad de Jensen. Siw es convexay u(X) es integrable, entonces u(E(X |¥)) <

Funciones directamente Riemann integrables. Sea H : [0,00) — [0,00) una
funcién Borel medible. Sea h > 0, y para cada n natural defina las funciones
an(h) = Wf{H@): (n—1)h<t<nh},
Bn(h) = sup{H(t): (n—1)h<t<nh}.

Suponga que las siguientes funciones son absolutamente convergentes

ah) = hY_ an(h),

By = 1S Bulh),

y que ademads limp, o a(h) = limy_,0 B(h). Entonces se dice que la funcién H es di-
rectamente Riemann integrable. Esta condicién de integrabilidad es mas fuerte que
la integrabilidad usual de Riemann, es decir, toda funcién directamente Riemann
integrable es Riemann integrable. por ejemplo,

a) H(t) = 1j0,q)(t) es d. R. integrable.
b) H : [0,00) — [0,00) no creciente y tal que fooo H(t)dt < oo, es d. R. integrable.



Bibliografia

[1] Basu A. K. Introduction to stochastic processes. Alpha Science International
Ltd., 2003.

[2] Bingham N. H. Doob: a half century on. Journal of Applied Probability, Vol.
42, 257-266, 2005.

[3] Brown R. A brief account of Microscopical Observations made in the Months
of June, July, and August, 1827, on the Particles contained in the Pollen
of Plants; and on the general Ezistence of active Molecules in Organic and
Inorganic Bodies, Philosophical Magazine N. S. 4, 161-173, 1828.

[4] BrzeZniak Z. y Zastawniak T. Basic stochastic processes. Springer, 1999.

[5] Burkholder D. y Protter P. Joseph Leo Doob, 1910-200/. Stochastic Processes
and their Applications, Vol. 115, 1061-1072, 2005.

[6] Caballero M. E. et al. Cadenas de Markov: un enfoque elemental. Aportaciones
Matemaéticas, Serie Textos, 29. Sociedad Matematica Mexicana, 2004.

[7] Chung K. L. Markov chains with stationary transition probabilities (Die
Grundlehren der mathematischen Wissenschaften in Einzeldarstellungen Band
104). Springer, 1960.

[8] Chung K. L. y Williams R. J. Introduction to stochastic integration.
Birkhauser, 1983.

[9] Cohn D. L. Measure theory. Birkhauser, 1980.

[10] Einstein A. Investigations on the theory of the Brownian movement. Dover,

1956.

277



BIBLIOGRAFIA

Feller W. Introduccion a la teoria de probabilidades y sus aplicaciones. Limusa,

1973.

Gard T. C. Introduction to stochastic differential equations. Marcel Dekker,
1988.

Grimmett G. R. y Stirzaker D. R. Probability and random processes. Clarendon
Press, Oxford, 1982.

Gut A. Probability: a graduate course. Springer, 2005.

Higham D. J. An algorithmic introduction to numerical simulation of stochas-
tic differential equations. STAM Review Vol. 43, No. 3, pp. 525-546, 2001.

Hoel P. G., Port S. C. y Stone C. J. Introduction to stochastic processes.
Hougthon Mifflin Company, 1972.

Jones P. W. y Smith P. Stochastic processes: an introduction. Arnold, 2001.

Jordan D. W. y Smith P. Mathematical techniques. Oxford University Press,
1997.

Karlin S. y Taylor H. M. A first course in stochastic processes. Academic Press,
1975.

Klebaner F. C. Introduction to stochastic calculus with applications. Imperial
College Press, 1998.

Kloeden P. E. y Platen E. Numerical solution of stochastic differential equa-
tions. Springer—Verlag, 1999.

Kuo H. Introduction to stochastic integration. Springer, 2006.

Lawler G. F. Introduction to stochastic processes. Chapman & Hall / CRC,
2006.

Nelson E. Dynamical theories of Brownian motion. Princeton University Press,
1967.

Norris J. Markov chains. Cambridge University Press, 1997.

(Oksendal B. Stochastic differential equations: an introduction with applica-
tions. Springer—Verlag, 1992.

Protter P. H. Stochastic integration and differential equations. Springer, 1990.



28]
[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]
[35]

[36]
[37]

[38]

BIBLIOGRAF{A 279

Resnick S. Adventures in stochastic processes. Birkhduser, 1992.

Revuz D. y Yor M. Continuous martingales and Brownian motion. Springer-

Verlag, 1991.

Rincén L. Sobre el problema del mono que escribe caracteres al azar. Mis-
celanea Matematica 42, Sociedad Matematica Mexicana, 79-90, 2006.

Ross S. A first course in probability - 4th ed. Macmillan Publishing Company,
1994.

Snell J. L. A Conversation with Joe Doob. Statistical Science, Vol. 12, No. 4,
301-311, 1997.

Snell J. L. Obituary: Joseph Leonard Doob. Journal of Applied Probability,
Vol. 42, 247-256, 2005.

Spitzer F. Principles of random walk. 2nd. ed. Springer, 2001.

Steele J. M. Stochastic calculus and financial applications. Springer—Verlag,
2001.

Stirzaker D. Stochastic processes and models. Oxford University Press, 2005.

Taylor H. M. y Karlin S. An introduction to stochastic modeling. Academic
Press, 1994.

Tudor C. Procesos estocasticos. Aportaciones Matematicas, Serie Textos 2,
Sociedad Matematica Mexicana, 1994.



Indice

Abel

lema, 272

Cadena de Markov, 23

a tiempo continuo, 126
accesibilidad de edos., 38
comunicacién de edos., 38
de dos estados, 27

de Ehrenfest, 31

de inventarios, 33

de la caminata aleatoria, 30
de la fila de espera, 33

de rachas de éxitos, 29

de ramificacion, 32

de v.a.s independientes, 28
del jugador, 31
distribucién inicial, 26
ergbdica, 40

estacionaria, 24
existencia, 26

finita, 24

irreducible, 40
recurrente, 49

regular, 76

reversible, 79

transitoria, 49

Caminata aleatoria, 5

asimétrica, 7
del jugador, 14
simétrica, 7

Chapman-Kolmogorov, 34, 209
Clase

aperiodica, 41

cerrada, 52

de comunicacion, 38

periddica, 41
Coeficiente

de difusién, 253

de tendencia, 253
Comunicacién, 37
Confiabilidad, 157
Correccién de 1t6, 246
Coseno hiperbdlico, 117
Cox

proceso de, 111

Delta de Kronecker, 27
Deriva, 253
Desigualdad

de Jensen, 276
Distribucion

estacionaria, 65

invariante, 65

reticulada, 273

tipo lattice, 273
Distribuciones

finito dimensionales, 271
Doob, J. L., 196
Downcrossing, 187
Drift, 253

280



Ecuacion

de balance detallado, 79

de calor, 210

de Chapman-Kolmogorov, 34, 209

de difusién, 210

de renovacién, 146, 147

de Wald, 273
estocastica, 253

solucién fuerte, 254

Ecuaciones

INDICE 281

lema, 272
Filtraciéon, 168
canénica, 168
continua por la derecha, 169
estandar, 169
natural, 168
Funcién
coseno hiperbélico, 117
de confiabilidad, 157
de intensidad, 111

de Kolmogorov, 132, 134
Ecuaciones de Kolmogorov

de renovacion, 146
de supervivencia, 158

hacia atras, 130, 132

de tasa de falla, 157

Espacio de valor medio, 111
Ct, 250 delta de Kronecker, 27
C?, 250 dir. Riemann integrable, 276
L?(P), 238 hazard, 158

L?(P x dt), 238
H2, 241
H2, 239
L3, 244
de estados, 1
parametral, 1
Esperanza
condicional, 274
Estado
absorbente, 39
aperiédico, 40
periddico, 40
recurrente, 45

recurrente nulo, 60
recurrente positivo, 60

transitorio, 45

Estrategia de juego, 176
Euler-Maruyama, 257

Formula
de Stirling, 273
Fatou

seno hiperbdlico, 117
variaciéon cuadratica de una, 214
variaciéon de una, 214

Igualdad de procesos, 271
Independencia
de procesos, 271
Integrabilidad uniforme, 191
Integral estocastica, 237
como un proceso, 244
de 1to, 240, 242, 244, 245
de Stratonovich, 247
extensién por aproximacién, 241
extension por localizacién, 244
para procesos simples, 240
propiedades, 249
It6
correcion de, 246
férmula de, 250, 255
integral de, 240, 242, 244, 245
isometria de, 243
proceso de, 253



282

Kronecker, 27

Levy, P. P., 231
Lema
de Abel, 272
de Fatou, 272

Método de discretizacién, 257
Markov, A. A., 83
Martingala, 4, 171
de de Moivre, 200
detenida, 176
estrategia de juego, 176, 177
exponencial, 234
producto, 200, 201
Martingalas
teorema de convergencia, 190
teorema de representacién, 195
Matriz
de prob. de transicién, 24
doblemente estocastica, 25
estocastica, 25
regular, 76
McKean
Tabla de multiplicacién, 255
Movimiento Browniano, 205
estandar, 206—208
exponencial, 259
geomeétrico, 258
martingala, 211
multidimensional, 218
probabilidad de transicién, 209
radial, 219
recurrencia
por vecindades, 228
puntual, 224
reflejado en el origen, 233
unidimensional, 206, 207
variaciéon, 215
variacion cuadratica, 214

iNDICE

Numero de cruces, 186
Notacioén o pequena, 273

Parametros infinitesimales, 130
Periodo, 40
Probabilidades
de transicién, 24, 27
de transicién en n pasos, 27
de transicién en un paso, 24
infinitesimales, 106, 131
Problema
de la ruina del jugador, 14
Proceso, 1
a tiempo continuo, 1
a tiempo discreto, 1
adaptado, 168
con incrementos estacionarios, 3
con incrementos indep, 3
de Bessel, 219
de Cox, 111
de ensayos independientes, 3
de Ito, 253
de Levy, 4
de Markov, 3
de muerte, 138
de nacimiento puro, 137
de nacimiento y muerte, 133
de Ornstein-Uhlenbeck, 261
de Poisson, 98, 106, 107
compuesto, 112
generalizado, 113
homogéneo, 98
no homogéneo, 109
simulaciones, 104
de renovacién, 144
de saltos, 124
de Wiener, 206
de Yule, 138
detenido, 175



INDICE 283

distribuciones fin. dim., 271 Teorema
equivalencia de —s, 271 de conv. de mart. de Doob, 190
espacio de estados, 1 de conv. dominada, 273
espacio parametral, 1 de conv. mondtona, 272
estacionario, 3 de convergencia mondtona, 275
filtraciéon de un, 168 de paro opcional, 179
Gausiano, 4 de representacién de martingalas, 195
historia de un —, 168 ergodico para cadenas, 58
igualdad de —s, 271 Tiempo
independencia, 271 —s de estancia, 98, 124
indistinguibilidad, 271 —s de interarribo, 98
modificacién de un —, 271 —s de paro, 169
predecible, 169 de primera visita, 43, 51, 59
realizacién de un —, 2 de vida restante, 148
simple, 239 medio de recurrencia, 51, 60
trayectoria de un —, 2 Tiempo de paro, 171
version de un —, 271 Transitoriedad, 45

Propiedad
de Markov, 3 Variacion, 214
de pérdida de memoria, 99, 150 cuadrética, 214
de semigrupo, 129

Puente Browniano, 234, 265 Wald
densidad, 234 ecuacién de, 273

Wiener, N., 230

Racha de éxitos, 29
Recurrencia, 45

nula, 60

positiva, 60
Renovacién

ecuacion de, 147

funcién de, 146

Seno hiperbdlico, 117
Stirling, 273
Stratonovich, 247
Submartingala, 171
Supermartingala, 171

Técnica de acople, 74
Tabla de multiplicacién de McKean, 255



