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Prélogo

El presente texto contiene una introduccién a diversos temas de la
simulacion estocéstica. Esta dirigido a estudiantes de licenciatura de
Actuaria, Matematicas y Matematicas Aplicadas, y més generalmente, a
estudiantes de otras carreras del area cientifica como Fisica, Ciencias de
Datos y las distintas Ingenierias, quienes pueden tomar esta asignatura
como optativa dentro del area de probabilidad y estadistica en los ulti-
mos semestres de sus planes de estudio. Como requisitos, se espera que
el lector haya cursado un primer semestre en probabilidad y otro en es-
tadistica matematica, e idealmente un primer curso de procesos estocasticos.

Una simulacion es una recreacién o representacion de un proceso o sistema que
evoluciona en el tiempo. Para tener tal representacion se requiere contar con un
modelo que capture las caracteristicas del sistema que es de nuestro interés.
Como el modelo debe evolucionar en el tiempo de manera preferentemente no
determinista, es necesario incorporar elementos aleatorios. Al estudio de la
generacién de estos elementos azarosos se le llama simulacion estocastica. El
texto contiene material suficiente para ser cubierto en un semestre y cubre temas
como el concepto de ntiimero pseudoaleatorio, diversos métodos para generar
valores de variables y vectores aleatorios, la integracién Monte Carlo, algunos
métodos basados en cadenas de Markov y el algoritmo EM para la estimacion
de parametros ante la falta o censura de datos.

Nuestro tratamiento es elemental pero riguroso en el sentido de que busca-
mos proveer enunciados y demostraciones de las férmulas, y la justificaciéon
de los procedimientos. Es nuestra expresa intencién no usar ningtin lenguaje
de programacion particular para ilustrar los algoritmos que se estudian.
Mas bien, se proveen los procedimientos en lenguaje natural, los cuales
pueden ser implementados con relativa facilidad por parte del lector en
el lenguaje de programacion de su gusto, conocimiento o popularidad del
momento. Sin embargo, con el fin de realizar una primera ilustracion de
una programacion bésica para algunos de los algoritmos presentados, se
agregaron en el apéndice c6digos en el lenguaje R, el cual tiene actualmente
y un gran respaldo en la comunidad estadistica.
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Capitulo 1

Introduccioén

Una simulacién es una recreacién de un proceso o sistema. Regularmente
tal proceso o sistema evoluciona en el tiempo y se utiliza un modelo que
capture aquellas caracteristicas del sistema real que son de nuestro interés,
y que deseamos reproducir. El sistema real puede ser demasiado grande
para interaccionar con él, o bien puede ser muy costoso o muy riesgoso, asi
es que la imitacién del sistema real puede ser de utilidad.

La simulacién se usa para recrear posibles escenarios de un sistema sin
interactuar con el sistema real. Con frecuencia se usan computadoras
para simular la evolucion del sistema, y uno de sus usos principales es el
entrenamiento de las personas para desarrollar habilidades que lleven a
tener comportamientos adecuados, o tomar decisiones convenientes, en los
diferentes escenarios del modelo del sistema. Por ejemplo, los campos de
entrenamiento de los soldados les permiten simular situaciones reales de
batallas y desarrollar las habilidades requeridas. Un tanque de agua puede
servir como un ambiente simulado para que los astronautas aprendan a
moverse con eficiencia y manejar instrumentos en ambientes de gravedad
cero. Estos son dos ejemplos en los que una computadora no se usa
directamente en la recreaciéon del sistema, aunque lo mas coman es que los
sistemas computacionales jueguen un papel importante en la simulacién.
Los simuladores de vuelo o de operacién de maquinaria especializada y
muchos de los videojuegos son ejemplos en donde la simulacién se lleva a
cabo enteramente en sistemas de computo. Otros ejemplos son: simulador de
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juegos de casino, simulador de inversiones, simulador de negocios, simulador
de clima, simulador de enfermedades infecciosas, etc.

En particular, en la simulacién estocéstica algunas de las variables del
modelo se consideran aleatorias y esto permite que la evoluciéon en el tiempo
del sistema simulado no sea determinista. Asi es como parece que es el
mundo real pues, siendo éste tan complejo, es imposible tener siempre
control de cada variable y muchos de los acontecimientos parecen azarosos.
Por ejemplo, para aplicar diversos métodos de la estadistica matematica, en
muchas ocasiones se requiere contar con los valores de una muestra aleatoria,
es decir, valores numéricos generados al azar de manera independiente uno
del otro y que siguen una distribucién de probabilidad dada. Por otro lado,
la simulacién de las trayectorias de un proceso estocastico puede ayudar a
estimar algunas cantidades o caracteristicas complejas del proceso.

Considerando las herramientas matematicas, definiciones y conceptos
necesarios, la simulacién estocastica es una area de la probabilidad aplicada.
Los métodos dentro de esta area buscan aproximar o estimar resultados
numéricos que son dificiles de calcular de forma analitica, o bien, que son
resultado de fendmenos o experimentos aleatorios. Se pueden encontrar
aplicaciones en diversas areas de la ciencia como la fisica, la quimica y la
biologia, por mencionar algunas. Dentro de la probabilidad y la estadistica,
podemos realizar aplicaciones en problemas relacionados a procesos esto-
casticos, teoria del riesgo, finanzas cuantitativas, muestreo, econometria,
series de tiempo, estadistica bayesiana, etc.

A continuacién se mencionan algunas consideraciones que ayudaran a en-
tender el rumbo del presente trabajo.

= Las distintas técnicas que se estudian en simulacién estocastica parten
de obtener primero una muestra de valores llamados ntmeros aleato-
rios.

= En las aplicaciones de simulacién estocastica es indispensable la gene-
racion de valores de variables aleatorias con distintas distribuciones de
probabilidad.

s El fundamento principal de las aproximaciones hechas en simulacién
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estocastica es la llamada ley de los grandes niimeros.

Teniendo en cuenta estos pilares, se buscard dar respuesta a las siguientes
preguntas guia: ;Cémo generar valores de una variable aleatoria? ;De qué
forma pueden ser usados tales valores para aproximar probabilidades y
valores esperados? ;Cuél es el nimero de simulaciones que se deben realizar
y cudl es la confiabilidad de las aproximaciones producidas? ; Como pueden
ser aprovechadas estas técnicas para realizar estimaciones estadisticas?

La lista de preguntas anterior podria ser mas larga, pero la mayoria de las
aplicaciones de la simulacién estocéstica resuelve problemas derivados de
una combinacién de estas cuestiones. En la siguiente seccién presentaremos
algunos primeros ejemplos de aplicacion de la simulaciéon estocastica. Estos
ejemplos buscan despertar el interés del lector para emprender el estudio de
estos temas.

1.1. Ejemplos de aplicaciones

En esta seccién, se mencionan algunos ejemplos comunes que tienen impacto
directo en el contenido de este trabajo. Se muestra la flexibilidad del uso
de simulaciéon para resolver problemas de probabilidad, célculo integral y
estadistica, por mencionar algunos.

Eventos condicionados

Consideremos el experimento aleatorio consistente en lanzar un dado
equilibrado y denotemos por W el resultado del lanzamiento. Es claro
que la variable W puede tomar los valores: 1,...,6. Después de esto,
se lanza una moneda equilibrada en W ocasiones. Supondremos que los
lados de la moneda se denominan “cara” y “cruz’. Se registra el nimero
de resultados “cruz” obtenidos y al nimero de veces que aparece este
resultado le llamaremos Y. Esta nueva variable Y puede tomar los valores
0,1,...,W. El problema consiste en calcular el ntimero esperado de cru-
ces que se obtienen al final del experimento, es decir, se desea calcular E(Y).

Este problema es fécil de resolver si se conoce el siguiente resultado de pro-
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babilidad condicional llamado esperanza iterada:
E(Y)=EEY |W)). (1.1)

Usaremos esta identidad para resolver con facilidad el problema planteado.
Notemos que

W~ unif{l,...,6}
Y|(W=w) ~ bin(w,1/2).

Allanzar w veces la moneda se tiene que E(Y | W = w) = w/2, y esto implica
que E(Y |W) = W/2. En la Seccion 4.2 que inicia en la pagina 149, el lector
encontrard una exposiciéon breve sobre este tipo de esperanzas. Regresando
al problema planteado, tenemos que E(W) = (14 --- +6)/6 = 7/2. Por lo
tanto,
E(Y)=EE®Y |W))=EW/2)=(1/2)(7/2) = 7/4.

De forma alternativa, se puede encontrar una aproximacion a la solucion
del problema haciendo varias simulaciones del lanzamiento del dado y la
moneda. La ley de los grandes niimeros garantiza que conforme mas veces
se repita el experimento, el promedio de los resultados se aproximara més al
resultado exacto. Més especificamente, se puede obtener una aproximaciéon
a F(Y) mediante el siguiente algoritmo:

Algoritmo para estimar E(Y)

Sea n el nimero de veces que se realiza el experimento aleatorio.
Parat=1,2,...,n,
» Genere un valor w; de una variable aleatoria W ~ unif {1, ...,6}.
» Genere un valor y; de una variable aleatoria Y ~ bin (wy, 1/2).

De esta manera se obtienen los valores ¥, ..., ¥y, y se propone la aproxi-
macion

1 n
EY)~7,:= - Z Yt. (1.2)
t=1

En la Figura 1.1 se puede observar la evolucion del promedio (1.2) conforme
aumenta el tamano n de la muestra. Esta grafica se obtuvo al implementar
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el algoritmo anterior en el lenguaje R. Una observacién importante es que
en el calculo de (1.2) no importa el orden de los sumandos. Por lo anterior,
el primer paso del algoritmo puede ser simplificado si se genera un ntmero
de resultados que sea miiltiplo de 6, debido a la distribucién uniforme del
resultado del lanzamiento del dado. Por ejemplo, si n = 6m, entonces la
muestra serfa conformada con m valores iguales a 1, m valores iguales a 2,
y asi hasta m valores iguales a 6.

Yn
3 —=<

257 —— Evolucién de 7,
------ E(Y)= 175

Y1000 = 1713

n

0 200 400 600 800 1000

Figura 1.1: Evolucién del promedio %,, y su aproximacion
al valor E(Y) = 1.75.

Cadenas de Markov y tiempos de arribo

Recordemos que un proceso estocastico es, a grandes rasgos, una sucesion
de variables aleatorias dependientes de un parametro temporal. Podemos
clasificar a los procesos estocésticos de acuerdo a las propiedades de depen-
dencia entre las variables aleatorias que lo conforman. Uno de los procesos
estocasticos mas estudiados y con mas aplicaciones son los llamados proce-
sos de Markov o cadenas de Markov. Su principal caracteristica es que el
valor del proceso en un momento determinado sélo depende del pasado méas
proximo. Para entender el ejemplo que se expone a continuacion, el lector
debe estar familiarizado con las cadenas de Markov en tiempo discreto. Pa-
ra una revision breve de este tema véase la Seccién 5.1 en la pagina 190.
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Consideremos la siguiente pregunta: ;jcuantos lanzamientos de una moneda
justa son necesarios para obtener dos “caras” consecutivas? Para encontrar
la solucién podemos ayudarnos de la cadena de Markov {X,, : n =0,1,...}
homogénea en el tiempo, con espacio de estados {0, 1,2} y definida mediante
la siguiente matriz de probabilidades de transicién

1/2 12 0
P=|( 12 0 1,2
0 0 1

La variable X, se define como la longitud de la racha de “caras” al tiempo
n y sus valores tienen la siguiente interpretacion:

a) X, = 0 cuando en el lanzamiento n se ha obtenido el resultado “cruz”.

b) X,, =1 cuando en el lanzamiento n se ha obtenido el resultado “cara” y
en el lanzamiento anterior se ha obtenido “cruz”.

¢) X, = 2 cuando en el lanzamiento n, y en el anterior, se ha obtenido el
resultado “cara’”, o bien, cuando X, _1 = 2, debido a que el estado 2 se
define como estado absorbente.

Para responder a la pregunta planteada, realizando un anélisis del primer
paso, se pueden obtener ecuaciones recursivas, en las cuales se desconocen
los tiempo esperados de arribo al estado 2 desde cada estado inicial. Alter-
nativamente, es posible aproximar la soluciéon haciendo uso de simulaciones
de las trayectorias de la cadena, con la finalidad de promediar el niimero de
pasos necesarios para arribar al estado 2. En el siguiente capitulo se estudia-
ran métodos para generar valores de una variable aleatoria con distribucién
Bernoulli y de esa manera se podran realizar simulaciones de lanzamientos
de una moneda, con lo cual se podria realizar un algoritmo para obtener la
aproximaciéon mencionada.

Integracion de funciones

Otra aplicacién interesante de la simulacién es la aproximacion de integrales.
La integracion de funciones que no tienen funcion primitiva (antiderivada)
es un problema que requiere el uso de métodos numéricos para encontrar
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una soluciéon aproximada. De forma alternativa, se pueden encontrar apro-
ximaciones expresando a la integral como un valor esperado. Veamos, por
ejemplo, la siguiente integral que no posee soluciéon analitica,

1 2
J e ¥ dz.
0

Puede observarse que esta integral coincide con el valor esperado de la trans-
formacion de una variable aleatoria X con distribuciéon unif (0,1), es decir,
si f(x) denota la funcion de densidad de la distribucion indicada, entonces

Ly le_mzf(:c)d:an e 7).
(<)

0 0

Haciendo uso de la ley de los grandes nimeros, se puede aproximar este
valor esperado usando un promedio, generando previamente valores de la
transformacion exp (—X 2), a partir de la obtencion de valores de la variable
aleatoria X con distribucion unif (0,1). En la Seccién 1.2 se retoma este
ejemplo y en el Capitulo 3 se estudiard con mas detalle esta aplicacion.

Hay que notar que si la integral tuviera limites de integraciéon distintos,
también seria posible expresarla en términos de un valor esperado. Veamos,
por ejemplo, la siguiente integral y consideremos ahora una variable alea-
toria Y ~ unif (0,2). Si f(x) es la funcion de densidad de la distribucion
mencionada, entonces

JQ e dy = 2[2 e’ f(z)de =2F <€_Y2) .

0 0

Aplicaciones en estadistica

En estadistica y en todas las areas relacionadas al anélisis de datos,
puede ser mnecesario producir muestras aleatorias numéricas (observe la
Definicién 1.1), por ejemplo, para obtener estimaciones de los parédme-
tros de algiin modelo que involucre variables aleatorias. Adicional a lo
anterior, en modelos de regresion o de series de tiempo puede resultar de
utilidad generar distintos escenarios para observar el comportamiento de es-
tos modelos cuando se hacen variar sus parametros (analisis de sensibilidad).
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Por otro lado, cuando se realizan pruebas de hipdtesis, en ocasiones se
tiene un estadistico de prueba para el cual no es posible obtener el valor
exacto de su funcién de distribucién. Lo anterior provoca que no se puedan
calcular ni el valor exacto del p-value, ni los valores criticos para concluir
si se rechaza o no se rechaza una hipétesis nula. En estos casos, se pueden
generar muestras del estadistico y dar valores aproximados a las cantidades
de interés.

En finanzas, las llamadas opciones financieras, son acuerdos o contratos
para cubrirse ante un cambio brusco en los precios de algin bien. La
modelacion estadistica de estos precios y su simulacién son ttiles para
obtener aproximaciones a las primas o precios que deben pagarse por estas
opciones financieras (valuacion de opciones financieras).

En el area de seguros, al generar simulaciones de variables aleatorias que
modelan frecuencia de reclamaciones o que modelan el tamafio del monto
reclamado en cada evento, se pueden obtener aproximaciones a ciertas
cantidades que sirven para evaluar la solvencia de una companfa. Es decir,
para medir su capacidad para enfrentar tales reclamaciones.

Otra aplicacion puede darse dentro del analisis de datos cuando se tiene
que trabajar con bases de datos incompletas, es decir, con datos faltantes.
Existen algoritmos para intentar estimar estos datos e involucran directa-
mente la simulacién estocéastica. Dos técnicas relacionadas a este problema
y que son muy conocidas son el algoritmo EM y el algoritmo conocido como
data augmentation.

Ademas de las aplicaciones anteriores, también existen las llamadas técnicas
de remuestreo para realizar estimaciones de caracteristicas que tienen que
ver con la funcién de distribucién de una muestra aleatoria. En particular es
de interés estimar la desviacién estandar cuando se tiene poca informacion
de la distribucién original. En este caso, son muy populares las técnicas
conocidas como jackknife y bootstrap.

En el Capitulo 6 se estudiaran con mas detalle estas técnicas.
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1.2. Elementos de probabilidad

Es esta seccién se hace una breve revision de algunas definiciones y resultados
de probabilidad y estadistica que posiblemente ya conozca el lector. Se hace
énfasis en ellos por ser indispensables para entender el contenido de los
siguientes capitulos.

Valor esperado

El valor esperado es ampliamente estudiado en los cursos basicos de pro-
babilidad y es un buen punto de partida para repasar algunas definiciones
relacionadas. Aunque no se estara mencionando, se supondra que las varia-
bles aleatorias que se utilicen estan definidas en una espacio de probabilidad
(Q, F, P), donde la medida de probabilidad P estéa caracterizada por la fun-
ciéon de distribucién. La media, esperanza, o valor esperado de una variable
aleatoria X con funcién de distribucion F'(x), se define y denota por

E(X)= J xdF(x), (1.3)
—00
cuando la integral del valor absoluto es convergente. Esta definicién esta ex-
presada en términos de la integral de Riemann-Stieltjes y es valida incluso en
casos donde no existe la funciéon de densidad para distribuciones continuas.
El soporte de X se define y denota como el conjunto C = {z : P(X = z) > 0}
en el caso discreto, y como C = {z : f(z) > 0} en el caso absolutamente con-
tinuo, donde f(x) es la funcion de densidad de X. Se tienen los siguientes
casos particulares de la expresion (1.3):

1. Si X es una variable aleatoria discreta, entonces

E(X) =) 2P(X = ).

zeC

2. Si X es absolutamente continua, entonces
E(X)= J z f(x) dx.
C

En el caso multivariado y considerando funciones que dependen de varias
variables aleatorias, se tienen las siguientes expresiones, la primera para el
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caso discreto y la segunda para el caso continuo.

E(g(X1,....Xn) = >, . D glan,...,zn) P(X1 = a1,..., Xy = ),

1 €C1 Tn eCn

E(9(X1,...,Xp)) = LL g(x1, ... xn) f(z1,. .., Tp) day, - - - doy,

en donde f es la funcién de densidad conjunta. El valor esperado cumple las
propiedades de un operador lineal, es decir, cumple que

E (Z; o Xi> = ;aiE(Xi), (1.4)

en donde aq, ..., a, son constantes. Ademas, si para una sucesion de varia-
bles aleatorias X1, X5, ... existe la variable aleatoria lim X,,, entonces
n—aoo
E ( lfm Xn) — lim E(X,), (1.5)
n—aoo n—aoo

siempre y cuando se cumpla alguna de las dos hipo6tesis siguientes:

a) La sucesiéon es mondtona, creciente o decreciente, c.s. A este resultado se
le conoce como el teorema de convergencia mondétona.

b) Existe una variable aleatoria Y tal que P (|X;| < Y) =1, parai =1,2,...
y E(Y') < o0. Este es el teorema de convergencia dominada.

Como un caso particular, observemos que el valor esperado de la suma infi-
nita de variables aleatorias, en general, no es la suma infinita de los valores
esperados, pero cuando las variables aleatorias son tales que X; > 0 c.s. para
1=1,2,...y X1+ X2+ < 00 c.s., entonces por el teorema de convergencia

monoétona,
E ( DX ) = Y E(X)). (1.6)
i=1 i=1

Varianza

Al considerar que una variable aleatoria es igual a un nimero real después
de la realizaciéon de un experimento aleatorio intrinseco cuyo resultado es
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un elemento del espacio muestral €2, la varianza puede tomarse como una
medida de incertidumbre. Lo anterior en el sentido de que a mayor varian-
za, mayor incertidumbre en los resultados de cada experimento aleatorio.
Con relacién al valor esperado, recordemos que la varianza de una variable
aleatoria X se define y denota como

Var(X) = E[(X — BE(X))?]. (1.7)

La varianza es un caso particular de la covarianza de la variable aleatoria de
X con ella misma. Recuérdese que para cualquier par de variables aleatorias
X y Y, su covarianza se define y denota como

Cov(X,Y) = E[(X — B(X)) (Y — E(Y))]. (1.8)

Aplicando las propiedades de la linealidad del valor esperado, la covarianza
se puede escribir de la siguiente manera,

Cov(X,Y)=E(XY)—- EX)E(Y),
y, cOmo consecuencia,
Var(X) = Cov(X, X) = E(X?) — E*(X).

Se puede demostrar que si X1, ..., X, son variables aleatorias independientes
con Var(X;) < o0, entonces

Var (; a¢X¢> = ; o? Var (X;) . (1.9)

Omitiendo la hipétesis de independencia entre las variables aleatorias, la

formula general es la siguiente: si aq, . .., a; son numeros reales,
n n n—1 n
Var (Z aiXZ) = >lafVar (X)) +2 > > oya;Cov(X;, X;). (1.10)
i=1 i=1 i=1 j=i+1

Muestra aleatoria

El uso de muestras aleatorias (m.a.) es de gran importancia en la estadistica
y en la simulacién estocastica. Una muestra aleatoria es una sucesion de
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variables aleatorias que cumplen ciertas condiciones que especificamos a
continuacion.

Definiciéon 1.1

a) Una muestra aleatoria es una sucesion de wvariables aleatorias
X1,..., X, que son independientes e idénticamente distribuidas.

b) Al valor entero n > 1 se le conoce como el tamarno de la muestra.

¢) Llamaremos muestra aleatoria numérica a una sucesion de nume-
ros reales x1,...,xT, que son realizacion de una muestra aleatoria
X1,...,Xn.

En el caso de una muestra aleatoria numérica, ésta puede ser el resultado de
varios escenarios. Por ejemplo, los valores podrian provenir de mediciones
aplicadas a una poblaciéon o podrian ser registros de algin fenémeno. Los
datos obtenidos pueden ser analizados para conocer caracteristicas de la
poblacion o fuente de informacion. Es posible aplicar pruebas de hipoétesis,
estimaciones puntuales o por intervalo, de pardmetros desconocidos. Por
otro lado, se pueden aplicar pruebas de bondad de ajuste para ajustar
alguna distribucién a la muestra. Las muestras aleatorias también pueden
ser resultado de simular valores de una variable aleatoria conociendo su dis-
tribucién. Este segundo caso, donde es necesario generar muestras aleatorias
con distintas distribuciones, es el objetivo de la primera parte de este trabajo.
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Definicion 1.2

a) Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria. La media muestral se define
como la variable aleatoria

% i (1.11)

b) Sea x1,...,x, una muestra aleatoria numérica de realizaciones de una
muestra aleatoria. Al nimero T, que aparece abajo se le llama media
muestral numérica,

n
Z (1.12)

SIP—‘

Hay que notar que se tienen dos casos que a veces se tratan de forma
indistinta en algunos métodos y, sin embargo, se requiere tener claro el
significado de cada uno. Por un lado, la media muestral (1.11) es una
variable aleatoria y, como tal, se le puede calcular su valor esperado y su
varianza. Por el otro lado, la media muestral numérica (1.12) es un nimero
real y es una realizacion de la variable aleatoria (1.11).

Proposicion 1.1 Sea Xy, ..., X, una muestra aleatoria con media | y

varianza o2, ambas finitas. Entonces

1. EX,)=p

2
2. Var (Yn) =

Demostracion. Para el valor esperado, se aplican las propiedades de
linealidad. Para la varianza se aplica la hipotesis de independencia para
calcular la varianza de la suma como suma de las varianzas.

1.E(Xn)=E<;§Xi> ZE =
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De los resultados anteriores, es inmediato observar que:

a) lim E (X,) = .

n—00

b) lim Var (X,) = 0.

n—0oo
Es decir, entre mas grande sea el tamano de una muestra aleatoria, menor
varianza tendra la media muestral X,. En consecuencia, las estimaciones
que se obtengan usando este valor tendrdn mas precision.

Ley de los grandes niimeros

El resultado indispensable que justifica varias de las aplicaciones de
simulacion estocastica es la llamada ley de los grandes numeros (LGN). En
la siguiente proposicion se enuncia la version fuerte de esta ley.

Proposicion 1.2 Sea Xq,...,X, una muestra aleatoria con media co-
mun u < 00. Entonces

n—w N

1 n
lim — 2 Xi=p cs. (1.13)
i=1

La version débil establece con la convergencia es en probabilidad y la ley
fuerte dispone que la convergencia es casi segura (c.s.). Hay que recordar
que la convergencia casi segura consiste en que, si existe un conjunto A < €,
tal que nh_r)%o X, (a) # p, para a € A, entonces P(A) = 0. Esto implica que

P ( lfm X, = u) ~ 1. (1.14)
n—00

Para una exposicion més detallada sobre convergencia casi segura y la
LGN, puede consultarse, por ejemplo, el texto de A. Gut [18]. En el caso



1.2. ELEMENTOS DE PROBABILIDAD 21

de aplicar una funciéon de manera individual a cada una de las variables de
una muestra aleatoria Xi,...,X,, el promedio de la funcién también con-
verge casi seguramente a la media de la funcién evaluada en cualquiera de
las variables. La siguiente proposicién establece lo anterior con més precision.

Proposicion 1.3 Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria y sea g una fun-
cion definida sobre el conjunto de valores que toman estas variables alea-
torias y tal que E(g(X)) < oo. Entonces

Jm ) g(X) = B(g(X)), cs. (1.15)
=1

La siguiente igualdad es fundamental en la simulaciéon estocastica porque
nos muestra que la LGN también se aplica para aproximar probabilidades
simulando eventos,

P(A) = E(14), (1.16)

en donde A es un evento y el término 14 representa la funcién indicadora
de dicho evento, es decir,

. 1 sisucede A,
AT 0 sino sucede A.

Por lo que,
E(lA) = 1‘P(1A = 1) +0'P(1A = 0) = P(lA = 1) = P(A).

Por lo anterior, cuando se dificulta el céalculo exacto de P(A), y el evento
A se define usando variables aleatorias, entonces una alternativa es generar
una muestra de valores de las variables involucradas y determinar en cada
caso si sucede o no el evento A. Por lo que se estara generando una muestra
aleatoria tipo Bernoulli con las funciones indicadoras 14,,...,14,, en cada
caso con probabilidad de éxito P(A). De esta manera, la aproximacion estara
dada por

P(A)~ = ) 14,
=1
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Proposicion 1.4 Sea A un evento de interés que sucede o no sucede
de acuerdo a alguna condicion relacionada con una o varias variables
aleatorias. Sean 14,,...,14, una sucesion de n funciones indicadoras,
obtenidas evaluando la condicion de ocurrencia de los eventos A; a partir
de la simulacion de las variables aleatorias relacionadas. Entonces

Mnl21&=ﬂm,&& (1.17)

A continuacion se muestra un ejemplo sencillo de aplicaciéon de la LGN, en
este caso aproximando el valor de una integral de Riemann expresada como
un valor esperado.

Ejemplo 1.1 Supongamos que x1,...,x, es una muestra aleatoria numé-
rica que proviene de una variable aleatoria X con distribucidn unif (0,1).
Haciendo uso de esta muestra, se aproximard el valor de la integral

1
2
Je’cdm.
0

Definamos la funcion constante f(x) =1, para 0 < x < 1. Esta es la funcion
de densidad de la distribucion unif (0,1). Entonces

fl e dy = Jl e_xzf(x) dx

0 0
v2
= E<€X>
1 .2
- e %,
n

~
[y

En la Seccién 1.3 se estudiara la manera en la que se puede obtener la mues-
tra aleatoria x1,...,x, necesaria en el ejemplo anterior, y en el siguiente
capitulo se estudiardn mecanismos generales para generar muestras aleato-
rias de cualquier distribucion.
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Teorema central del limite

La suma de un gran nimero de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas tiende a tener una distribucién normal. Lo
anterior, es una consecuencia del resultado conocido como teorema central
del limite (TCL) que se enuncia a continuacion.

Teorema 1.1 Sea X1,...,X,, una muestra aleatoria con media p y va-
rianza o® < . Para cualquier nimero real x,

lim P (% < x) = (), (1.18)

en donde X, = (X1 + -+ + Xy,)/n y ®(x) es la funcidn de distribucion
normal estdndar.

El TCL indica que la variable aleatoria Z = (X, — ) /(c/+/n) tiende a
tener una distribucion N(0, 1) cuando el tamano de la muestra n es grande.
Como consecuencia directa, tanto X,, como i, X, tienden a tener distri-
bucién normal para un tamano de muestra grande y con ciertos valores para
los pardametros. Como en el caso de la LGN, el TCL tiene interesantes apli-
caciones numéricas. Por ejemplo, a continuaciéon se ilustra una forma en la
que se puede aplicar el TCL para obtener aproximaciones a probabilidades
de eventos.

Ejemplo 1.2 Supongamos que Xi,...,X, es una sucesidon de variables
aleatorias independientes, cada una con distribucion Bernoulli y con proba-
bilidad de éxito p. En notacion compacta, X; ~ Ber (p) para i = 1,...,n.
Dado un nimero real x > 0 fijo, el problema que se plantea es calcular la

probabilidad
P ( Z X; <z ) .
i=1

Se conoce que la suma de las variables X; tiene distribucion bin (n,p), donde
el cdlculo de la probabilidad indicada no es fdcil, particularmente cuando
el valor de n es grande. Sin embargo, podemos aproximar la probabilidad
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buscada aplicando el TCL de la manera siguiente:

n
1
19y, _
"-;1 i x/n—p

P(éXigsc) - \/p(lfp)/nng(lfp)/n

%

o _Em-p |
Vp(1—=p)/n
Dados valores particulares de x y de los parametros n y p, la ultima cantidad

puede encontrarse, por ejemplo, en tablas de probabilidades de la distribucion
normal o mediante algin programa de computo. ]

1.3. Generacion de ntimeros pseudoaleatorios

A grandes rasgos, los nimeros pseudoaleatorios en el intervalo (0,1) son
nimeros reales dentro de dicho intervalo, seleccionados al azar y sin
preferencia por alguno. Generarlos no es facil, ya que se debe tener un
mecanismo que garantice que tales valores no sigan un patrén predecible
(aleatoriedad) y que cualquier nimero real dentro del intervalo (0,1) sea
elegible. A continuacion se presenta la definiciéon de nimeros aleatorios con
la que se trabajara de aqui en adelante.

Definicion 1.3 Diremos que un conjunto de numeros reales uq, . .., Uy,
son numeros aleatorios en el intervalo unitario (0,1) si provienen de una
sucesion de variables aleatorias Uy, ..., Uy, que son independientes y que
tienen idéntica distribucion unif (0, 1).

En resumen, los niimeros aleatorios son valores de una muestra aleatoria
unif (0,1). Mas adelante, se podra observar que la obtencion de nimeros
aleatorios representa el primer paso para producir valores de variables alea-
torias con distribucién distinta a la uniforme, por esta razén es muy im-
portante el problema de cémo generarlos. Existen varios mecanismos para
intentar obtenerlos, entre los cuales se tienen los métodos manuales, por
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ejemplo lanzar monedas o dados, o elegir naipes al azar. También se tienen
métodos que requieren algiin dispositivo fisico, por ejemplo una ruleta, una
témbola o algtn dispositivo para registrar sonido electrénico. Estos méto-
dos tienen problemas que han ocasionado que su uso sea menos frecuente.
Entre sus desventajas esta el tiempo necesario para obtener grandes mues-
tras. Ademas, en estos métodos manuales y con dispositivos fisicos se pueden
generar muestras con dependencia y/o que pueden estar sesgadas. La depen-
dencia entre los valores de una muestra puede producir una tendencia y el
sesgo ocasiona que no se cumpla la uniformidad deseada. En la Figura 1.2,
se observan dos ejemplos de gréficos de dispersion. En el izquierdo se puede
observar un ejemplo de una muestra que se obtuvo preguntando valores a un
grupo de alumnos y se nota que no es uniforme, mientras que en el derecho
se gener6 la muestra con un programa de computo y se puede notar que no
existe tendencias ni sesgo. Ambas muestras fueron de tamafio 100.

Figura 1.2: Graficos de dispersion para dos muestras de valores en el
intervalo (0, 1).

Método empirico

Un primer mecanismo para intentar generar una muestra de nimeros alea-
torios uy,...,u, es el método empirico. Es decir, aplicando la intuicién y
proponerlos de tal forma que cada valor u; € (0,1). Ademés, buscando que
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estos valores sean independientes y estén distribuidos de forma uniforme.
Entonces, para que se cumpla el tercer requisito, si se hace una divisiéon del
intervalo (0,1) en los intervalos (0,1/2) y [1/2,1), aproximadamente la mi-
tad de los niimeros deberian estar en el primer intervalo, y la otra mitad en
el segundo intervalo. En general, si se realiza una particion

1 2 -1
{Oaaa"'amvl}
m m m

del intervalo [0, 1] y en donde m < n, entonces deberfa existir aproximada-
mente el mismo niamero de valores en cada subintervalo de la particién. Por
otro lado, para que exista independencia entre los valores, se tendria que evi-
tar que se observe tendencia, o bien, patrones de repeticiéon. Ademas, como
los valores uy, ..., u, deben provenir de la distribucion unif (0, 1), entonces
su media muestral y su varianza muestral deberfan ser, aproximadamente,
1/2 y 1/12, respectivamente. Recordemos que si Uy, ..., U, es una muestra
aleatoria de la distribucion unif (0, 1), entonces

E(iiU) =E(U)=%,
=1

S (Wi - E(U))2> — Var(U) = %
=1

SRS

i

Ejemplo 1.3 Consideremos una muestra numérica consistente de los si-
guientes 11 valores:
0,0.1,0.2,...,0.9,1.

Se puede comprobar que la media muestral es igual a 1/2 y que la varianza
muestral es 11/100. Estos valores son parecidos a la media y varianza de
la distribucion unif (0,1). Sin embargo, esta muestra no es independiente
porque tiene un claro patron de incremento en cada observacion, aunque
parece tener la distribucion requerida. ]

Este método empirico es 1til si el orden de las observaciones no es relevante
para operar con la muestra, por ejemplo, para aproximar un valor esperado
como se expuso en el ejemplo del dado y la moneda de la Secciéon 1.1.
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Numeros pseudoaleatorios

En la siguiente seccién revisaremos algunos métodos mateméticos que
hacen uso de una féormula determinista para generar niimeros que parecen
ser aleatorios. Estrictamente hablando, se viola la hipétesis de aleatoriedad,
aunque se pueden obtener muestras que son estadisticamente aleatorias, en
el sentido de que se puede usar una prueba de hipotesis apropiada para
no rechazar la aleatoriedad de la muestra, dado un nivel de significancia.
Sin embargo, veremos que los numeros generados de esta manera se van
a repetir en algin momento. Por lo anterior, llamaremos a éstos niimeros
pseudoaleatorios y a los algoritmos de este tipo se les llama generadores
de ntimeros pseudoaleatorios (pseudorandom number generators). Se les
denota por PRNG, por sus siglas en el idioma inglés.

Definiciéon 1.4 Sea N > 1 un nimero entero. Se dice que una sucesion

numérica xi,xs2,... tiene un patron de repeticion de periodo N si los
valores x1,...,xN son todos distintos y esta misma secuencia Sse repite
hacia adelante, es decir, T11p = T1,...,TN+k = TN, para k = N, 2N, ...

La no repeticién de un patréon parece ser imposible en los algoritmos
matematicos que se tienen, puesto que dependen de un valor inicial y los
valores sucesivos se generan de acuerdo a una funcién, cuyo valor depen-
de de los valores anteriores y que en algin momento tendra de nuevo el
valor inicial, sin embargo, es posible obtener un periodo de repeticién grande.

Por lo general, los métodos generadores que se expondréan a continuacion
pueden ser eficientes, en el sentido de que se pueden obtener muestras
de un tamano mas grande al necesario, dentro de los problemas comunes
de simulacién estocastica. De ahora en adelante, podemos decir que se
estaran generando nimeros pseudoaleatorios cuando se use un algoritmo
matematico generador. Lo que se expone en esta secciéon se enfoca en la
generacion de nameros aleatorios haciendo uso de algoritmos deterministas,
y aunque realmente se estén generando numeros pseudoaleatorios, se
omitird frecuentemente el prefijo pseudo. Asi, los nimeros aleatorios que
se obtengan estardn en funcién de un valor inicial xy llamado semilla y
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cada valor u; dependera de esta semilla. Es decir, u; = g(i, zp), para alguna
funcién g.

Como ya se ha mencionado, estos métodos generan valores que se repiten
cada cierto tiempo. Sin embargo, se logra que las muestras obtenidas pasen
las pruebas estadisticas de bondad de ajuste y de aleatoriedad. Ademas,
se puede reproducir la obtencién de la muestra al establecer el valor de una
semilla. A continuacion, se exponen los métodos basicos para la generacion de
nimeros pseudoaleatorios. El lector interesado en un estudio mas profundo
y en métodos de generacién de nimeros aleatorios més sofisticados, puede
consultar las siguientes referencias: J. E. Gentle [16], B. D. Ripley [48] y R.
Y. Rubinstein [52], por mencionar algunas.

1.4. Generadores congruenciales

El poder generar ntimeros aleatorios absolutamente auténticos a través de
alguna formula matematica o con alguna metodologia que se pueda imple-
mentar en un programa de cémputo no parece ser posible. Sin embargo,
existen algoritmos que generan sucesiones de nuimeros con un patrén de
repeticion grande y que pueden considerarse estadisticamente niimeros alea-
torios. En esta seccion estudiaremos versiones elementales de los llamados
métodos congruenciales para obtener tales ntimeros. Para entender estos mé-
todos es conveniente recordar el concepto de congruencia entre dos niimeros.

Definicion 1.5 Sea M > 1 un nimero entero. Se dice que dos nimeros
reales a y b son congruentes modulo M si M divide a la diferencia a —b.
En tal caso se escribe

a=b méd M. (1.19)

De acuerdo a la definicién anterior, los valores de a y b no tienen que ser
enteros, pero para nuestro fines nos concentraremos solo en ese caso. A la
divisibilidad de la diferencia (a—b) por el entero M se le denota por M | (a—
b). Veamos algunos ejemplos
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Ejemplo 1.4 Los siguientes ejemplos muestran que un numero a puede ser
congruente con b bajo distintos mddulos.

» 8=2 méd 6, pues 6](8—2).
» 8=2 mdd 3, pues 3|(8—2).

» 8=2 mdd 1, pues 1](8—2).

Se deja como ejercicio para el lector que demuestre que se cumplen las
siguientes propiedades generales de la congruencia entre dos niimeros.

Proposicion 1.5 La operacion de congruencia es reflexiva, simétrica y
transitiva, es decir, se cumple:

1. a=a mod M.
2. Sia=b méd M, entonces b=a méd M.

3. Sia=b méd M yb=c moéd M, entonces a =c méd M.

Supongamos que a = b moéd M, en donde 0 < a < M. En este contexto,
explicaremos a continuacién una relacion interesante entre el valor de a y el
residuo del cociente b/M. Como M | (a — b), entonces existe un valor k € Z
tal que kM = a —b, o bien, b = a — kK M. En consecuencia se cumple que

b a
—=——k.

M M
Debido a que 0 < a < M, tenemos que 0 < a/M < 1. Por lo tanto, el nimero
a representa el residuo de la division b/ M. El siguiente ejemplo muestra esta
situacion.

Ejemplo 1.5 Sean a =7 y b= 51. Entonces |a — b| = 44, luego

» 7=51 médd 11 y como 51/11 = 4+ 7/11, el residuo de 51/11 es 7.
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» 7=51 mébd 22 y como 51/22 =2+ 7/11, el residuo de 51/22 es 7.
» 7=51 méd 44 y como 51/44 = 4 + 744, el residuo de 51/44 es 7.

Como convencién, se escribe a veces a = b méd M para decir que a
representa el residuo de b/M, en el caso cuando que 0 < a < M.

El primer método para producir ntmeros pseudoaleatorios basado en
congruencias fue propuesto en 1948 por D. H. Lehmer [35]. Este es un
algoritmo para generar valores enteros entre 0 y M, y lo definiremos a
continuacion.

Generador congruencial lineal simple

Esta es una manera recursiva de generar una sucesion de valores x1, o, ...
que pueden parecer aleatorios.

Definicion 1.6 Sea M > 2 un entero, y sean a y ¢ dos constantes en-
teras. Dado un valor entero inicial xg tal que 0 < g < M, se define
la sucesion numeérica Ti,xs,... a través del asi llamado generador con-
gruencial lineal

x;=(azi—1+c¢) méd M, i=12,... (1.20)

Es evidente que cada nimero generado x; es tal que 0 < x; < M. En
consecuencia, algunos de los valores de la sucesion pueden repetirse y que, a
lo sumo, apareceran M valores distintos. Justamente, estos valores distintos
son 0,1,...,M — 1. A los parametros del generador (1.20) se les conoce con
los siguientes nombres:

= Al ntmero entero x( se le llama semilla del generador.
s Al ntmero M se le llama moédulo del generador.

s Al parametro a se le llama multiplicador del generador.
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= Al parametro c¢ se le llama incremento del generador.

A la sucesion generada por (1.20) se le llama sucesion de Lehmer. En la
Figura 1.3 se muestra la gréafica de la transformacion z; = (ax;—1 + ¢)
mod M. Se ha dibujado la grafica con trazos continuos para una mejor
visualizacion pero en realidad de trata de puntos que siguen el patron
lineal. La sucesiéon de Lehmer se obtiene al aplicar de manera iterada esta
transformacion a la semilla xy obteniendo asi un sistema dindmico discreto

(i.e. una trayectoria) sobre el conjunto {0, 1, ..., M —1}. Veamos un ejemplo.
Ty
I P REEERT :
: Ti—1
0 m

Figura 1.3: Ejemplo de grafico x; vs z;—1 para ntimeros aleatorios
generados mediante una sucesiéon de Lehmer.

Ejemplo 1.6 Sean M =16, a =5, c=0 y xg = 1. Entonces

1 = (bx1) méd 16 = 5,
g = (5x5) méd 16 = 9,
x3 (5x9) méd 16 = 13,

(

x4y = (5x13) méd 16 = 1,
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Para i = 4 se ha obtenido la semilla xg = 1 y la sucesion numérica se repite:

5,9,13,1, 5,9,13,1, 5,9,13,1, ---

La Definicién 1.4 sobre un patrén de repeticiéon de periodo N es equivalente
a la siguiente definicién de periodo para una sucesiéon de Lehmer. Observe-
mos que en la sucesiéon de referencia no se considera el valor inicial xg.

Definicién 1.7 Para la sucesion de Lehmer (1.20), el periodo es el en-
tero mdzimo N = 1 tal que la sucesion x1, ..., x N tiene valores distintos.

Como hemos senialado, el periodo maximo de una sucesién de Lehmer es el
valor del parametro M > 2. Para el daltimo ejemplo, es claro que el periodo
es N = 4. Veamos otro ejemplo.

Ejemplo 1.7 Sean M = 100, a = 13, ¢ = 14 y 29 = 1. La sucesion que se
obtiene aparece abajo. En la iteracion n = 20 se obtiene la semilla xg =1y
la sucesion reinicia nuevamente. El periodo es N = 20.

xIr, = 27 Te = 85 Tr11 = 79 T16 = 21
T = 65 xXr7 = 19 12 = 41 17 = 87
T3 = 59 xrg = 61 xr13 = 47 Tr18 = 45
T4 = 81 Tg = 7 T14 = 25 T19 = 99
Ty = 67 Tr10 = 5 15 = 39 o0 = 1

Numeros en el intervalo (0, 1)

Si a cada valor x; de una sucesiéon de Lehmer se le divide entre el modulo
M del generador, es decir, u; = x;/M, para i = 1,2,... entonces la suce-
sion up,ug, ... toma ahora valores en el conjunto {0,1/M,2/M,...,(M —
1)/M} < (0,1) y, como antes, habra a lo sumo M valores distintos.
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Generador congruencial multiplicativo

Definiciéon 1.8 Tomando ¢ = 0 en el generador lineal simple (1.20), se
obtiene el asi llamado generador multiplicativo

T; = ax;—; mod M. (1.21)

Por ejemplo, sean a = 7°, M = 23! — 1 y 2y = 2021. Puede comprobarse
que x1 = 33966947, xo = 1799311774, x3 = 168268564, ... Dividiendo estos
valores entre M se obtienen los ntimeros u; = 9.41 x 1077, uy = 0.0158171,
uz = 0.8378698, ...

A continuacién se presentan dos resultados que establecen las condiciones
para conocer informaciéon sobre el periodo de una sucesién obteni-
da con los generadores congruenciales vistos. Las demostraciones pueden
ser encontradas, por ejemplo, en el trabajo de T. E. Hull y A. R. Dobell [23|.

Proposicion 1.6 Sean a,c y M numeros enteros positivos y supongamos
que 0 < a < M. El generador congruencial lineal (1.20) tiene periodo M
st, Y solo si se cumple que:

1. med (e, M) = 1.
2. a=1 mdd q, para todo valor q que sea factor primo de M.

3. Si M =0 moéd 4 (M maltiplo de 4), entonces a — 1 también debe
serlo.

Sin embargo, debe observarse que un esquema que produzca periodo
maximo no necesariamente garantiza que los nimeros generados poseen las
caracteristicas estadisticas deseables en un conjunto de ntimeros aleatorios.
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Proposicion 1.7 Un generador multiplicativo (1.21) tiene periodo md-
zimo de N = M — 1 si se cumple que:

1. M es numero primo.

2. a es una raiz primitiva de M.

Para entender mejor la segunda condicién de la proposicién anterior, recor-
demos que se considera que a es raiz primitiva de M, si el menor valor entero
q tal que

al=1 méd M,

es ¢ = M — 1. Veremos algunos ejemplos de raices primitivas.

Ejemplo 1.8 Sean M = 31 y a = 3. Entonces

a>—1 = 8 pero 31 no divide a 8,
a>—1 = 26 pero 31 no divide a 26,
a*—1 = 80 pero 31 no divide a 80,

a®® —1 = 68630377364882 pero 31 no divide a 68630377364882,
a® —1 = 205891132094648 y 31 si divide 205891132094648.

Por lo anterior, como 39 =1 méd 31 para g = 31 —1, entonces el nimero 3
es raiz primitiva de 31. Ahora, tomando como semilla a xg = 13 y haciendo
los cdlculos con la relacion (1.21) se tiene que la sucesion de Lehmer tiene
los stquientes valores, x1,Ta,...,x30 = 8, 24, 10, 30, 28, 22, 4, 12, 5, 15,
14, 11, 2, 6, 18, 28, 7, 21, 1, 3, 9, 27, 19, 26, 16, 17, 20, 29, 25, 13. Es
decir, x3g = 13 igual a la semilla inicial, por lo tanto, el periodo en este caso
es N =M —1=30. .
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Ejemplo 1.9 Sean M = 31 y a = 2. Entonces

a>—1 = 3 pero 31 no divide a 3,
a®—1 = 7 pero 31 no divide a T,
a*—1 = 15 pero 31 no divide a 15,

a®>—1 = 31 y 31 sidivide 31.

Ademds, 31 también divide a los nimeros a'®© — 1, a®® — 1, a®® — 1, a® — 1
y a0 — 1, pero el menor valor de q tal que a9 = 1 méd 31 es ¢ = 5 y
M —1#5, por lo tanto, a = 2 no es raiz primitiva de M = 31. ]

A partir del ejemplo anterior surge la pregunta de si existe una forma
sencilla de calcular el periodo de una sucesién de Lehmer. Para el generador
multiplicativo (1.21) se conoce que la respuesta es afirmativa en el caso
donde M es ntmero primo. El resultado es el siguiente.

Proposicion 1.8 Considere el generador multiplicativo (1.21) en donde
M es un nimero primo, la semilla xy es un ndmero entero tal que 0 <
xg < M y el factor a es un entero positivo. Entonces el periodo de la
sucesion de Lehmer estd dado por el minimo valor g € {1,..., M — 1} tal
que

al=1 méd M.

Demostracion. Por hipotesis, x,11 = ax, mdd M,endonde0 < z,41 <
M. Luego, 1 = axg mdéd M implica que

ar; =a’zg méd M. (1.22)

Ademas, r9 = ax1 mdéd M, por lo cual M divide a la diferencia xo — a x7.
Por (1.22), M divide a la diferencia ax; — a®z¢. Entonces M divide a la
suma
(9 —axy) + (ax) — a®xg) = x2 — a® p.
Se tiene entonces que
z9=a’zy méd M.
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Siguiendo el mismo procedimiento se llega a que
Tn=a"ry moéd M. (1.23)

Por otro lado, la sucesion xg, x1, T2, ... se comienza a repetir por primera vez
en el elemento g-ésimo (periodo) cuando x4 = g, Tg41 = T1, Tg42 = T2, . ..
asi que, sustituyendo x4, = z¢ en (1.23), se llega a

ro=alxy moéd M,
lo cual implica que
a?=1 méd M.
Para que la proposicion anterior tenga sentido, la pregunta natural es
(siempre existe un valor ¢ € {1,...,M — 1} tal que a? = 1 méd M?
Ademas, el valor de a puede ser cualquier entero positivo? La respuesta a

ambas preguntas se tiene con el siguiente resultado demostrado por Fermat
en 1640 y cuya demostracion es omitida.

Teorema 1.2 Sea M un nimero primo y sea a un nimero entero positivo
tal que M no divide al nimero a. Entonces

a1 =1 méd M. (1.24)

Por lo anterior, siempre existe al menos ¢ = M — 1 tal que a? =1 méd M,
para valores de a que no son multiplos de M. Tampoco es posible que a = M,
ya que si asi fuera se tendria que
M?1—-1
e
M
para algan k € Z, pero eso implicaria que

1
M = —
M?

lo cual es una contradiccion porque M~ — k e Z.
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Ejemplo 1.10 Para M =11, y paraa = 2,6,7,8,13,17,18,19, 24,28, 29, 30,
por mencionar algunos valores, se cumple que el minimo valor de q tal que
a?=1 méd M es q=M —1 =10 y, por lo tanto, son raices primitivas de

M. .

Generador congruencial miltiple

Esta es una extension del generador congruencial multiplicativo (1.21). La
recursion ahora se efectiia sobre 2 o méas valores anteriores. Se usan la letras
MRG (Multiple Recursor Generator) para denotar a estos generadores de
nimeros pseudoaleatorios.

Definicion 1.9 Sea M > 2 un entero y sean aq,...,a constantes en-
teras en donde k = 1. Sean xg,x1,...,Tr_1 valores enteros iniciales. El
generador congruencial multiple es

XTi = (alxi_l + asx;—o + -+ ak:vi_k) moéd M, = k. (1.25)

Al ntimero k se le conoce como el orden del generador multiplicativo. Por
ejemplo, el generador x; = ax;—; mod M es de orden 1. Para un generador
congruencial miltiple donde M sea un ntmero primo, pareceria ser més fécil
encontrar sucesiones con un periodo grande. Sin embargo, atn se desconoce
un resultado que proporcione condiciones suficientes para tal afirmacion.

Ejemplo 1.11 El generador congruencial miltiple que aparece abajo fue el
objeto de estudio del trabajo de P. L'Ecuyer, F. Blouin y R. Couture de
1993. Se requiere de valores iniciales xg, . .., x4. El estudio puede consultarse
en [36].

x; = 107374182 2;_5 méd (231 — 1), i>5. (1.26)

Generador congruencial de Fibonacci

Este es un ejemplo particular de un generador congruencial multiple.
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Definicion 1.10 Sea j y k dos enteros tales que 1 < j < k. Sean

o, &1, .., Tp_1 valores enteros iniciales tales que 0 < x; < M, para
i=0,...,k—1. El generador congruencial de Fibonacci es
i = (i—j + i) méd M, i>=k. (1.27)

El nombre de este generador proviene del hecho de que cuando j =1, k = 2,
M = o0 y los valores iniciales son xg = 0,1 = 1, el generador (1.27) produce
la famosa sucesion de Fibonacci

T =Ti—1+ Ti—2, 1=2.

Ejemplo 1.12 Sean 9 =0, x1 =1 y M = 97. El generador de Fibonacci
dado por x; = (r;—1 + xi—2) méd M produce los valores

x():() a;4:3 1‘8:21 x12:47
r1 =1 T5 =5 T9g = 34 :
To =1 Tg =8 T1p = 99

T3 =2 7 =13 z11 = 89

Se puede comprobar que el periodo de esta sucesion es N = 196. En la Tabla
1.1 se muestra el periodo N para otros valores de M.

M 94 95 96 97 98 99 100 101 102 103
N 96 180 48 196 336 120 300 50 72 208

Tabla 1.1: Periodo N para distintos valores de M.

Esto concluye nuestra breve introduccién al tema de generadores congruen-
ciales de numeros pseudoaleatorios. Debe mencionarse que existen muchos
otros mecanismos sofisticados basados en congruencias que logran generar
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nimeros aleatorios con caracteristicas casi idéneas. Por ejemplo, en el traba-
jo de los matematicos M. Matsumoto y T. Nishimura [37] de 1998 se expone
el asi llamado generador Mersenne Twister y cuyo periodo es N = 2199371

1.5. Elementos graficos

Los diagramas de dispersion, el grafico de u; vs w;—1, los histogramas, el
grafico de la funcién de distribuciéon empirica y el correlograma, son graficas
comunmente estudiados en los cursos de estadistica descriptiva y series de
tiempo. Estas gréaficas son tutiles para realizar un primer anélisis de las carac-
teristicas de los nimeros pseudoaleatorios que se dispongan. Estos elementos
visuales pueden ayudar a generar conjeturas que después se pueden corro-
borar con pruebas estadisticas. A continuacién, se mencionan algunos usos
sugeridos para cada grafica. Es posible que el lector ya esté familiarizado
con la mayoria de ellas.

1. Diagrama de dispersion. Se grafica el valor del indice ¢ contra cada
valor u; de la muestra, para i = 1,...,n. Se obtiene asi una nube de
puntos a la que se le denomina diagrama de dispersién. Véase la parte
izquierda de la Figura 1.4. Cuando los puntos son realmente aleatorios,
su distribucién es homogénea en el eje vertical y la sucesion de puntos
no presenta ninguna tendencia como funcién del indice i. La nube de
puntos que se muestra en la figura mencionada parece cumplir con
estas caracteristicas.

2. Grafico de u; vs u;—1. Como el nombre lo indica, esta grafica se obtiene
al indicar en el plano la posicién de los n — 1 puntos con coordenadas
(ui—1,u;), para i = 2,...,n. Observe que todos los puntos pertenecen
al cuadrado unitario (0,1) x (0,1). La parte derecha de la Figura 1.4
muestra esta grafica para el conjunto de puntos a partir de los cuales se
conformo el diagrama de dispersion de la izquierda. Resulta revelador
que la grafica de puntos (u;—1,u;) muestra una perfecta dependencia
entre u; y u;—1, a pesar de que el grafico de dispersiéon parecia ser el
de un conjunto de puntos al azar.

3. Histograma. Este un grafico que ayuda a detectar posibles problemas
con la uniformidad de los datos. Se construye tomando una particiéon
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Ui—1

0 1/2 1

Figura 1.4: Gréfico de dispersion y grafico de u; vs w;—1.

del intervalo (0,1) y dibujando una barra sobre cada subintervalo de
la particién con altura el ntmero de valores u; que pertenecen a ese
subintervalo. En la Figura 1.5 se muestra una de estas graficas. Cuando
los datos efectivamente se distribuyen de manera uniforme, las alturas
de las barras tienden a ser semejantes. En ocasiones puede ser ttil
comparar el histograma con la funcién de densidad unif (0,1). Para
esto se puede realizar un histograma de probabilidad (o histograma
de frecuencias relativas), el cual se obtiene al reescalar la altura de las
barrras del histograma original (histograma de frecuencias absolutas)
para que la suma de sus areas sea igual a uno.

4. Funcioén de distribuciéon empirica. Junto con el histograma, la grafica de
esta funcién ayuda a visualizar la posible distribucién uniforme de un
conjunto de datos numéricos. Su especificaciéon aparece més abajo en
la Definicion 1.11. Cuando los datos efectivamente tienen distribuciéon
uniforme, la grafica de la funcién de distribuciéon empirica tiende a
asemejarse a la linea recta de la funcion identidad en el intervalo (0, 1).
Véase la gréfica escalonada de la Figura 1.5.

5. Correlograma. Este grafico es usado con frecuencia en el anélisis de
series de tiempo. Ayuda a detectar alguna posible dependencia lineal
entre las observaciones. Este grafico se calcula como aparece en la
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Definiciéon 1.12.

A continuacién, se recuerdan las definiciones de funcién de distribucion
empirica y del correlograma.

Definicion 1.11 Sea x1,...,x, una coleccion de numeros. La funcion
de distribucion empirica es

; <
1(xi<:c) = —# {1‘2 x}, z e R.

1
F.(x) := - -
1

n
1=
Es decir, para cada namero real x, la funcion F),(z) representa el nimero
de datos que quedan a la izquierda de z dividido entre el ntimero total de
datos. La expresion #A denota la cardinalidad del conjunto A. La grafica

de una funcién de distribucién empirica es escalonada creciente como la que
se muestra en la Figura 1.5.

Definicion 1.12 La funcion de autocorrelacion de una coleccion de ob-

servaciones x1,...,Ty se denota por r(T) y se define como aparece abajo
para valores T = 0,1,...,n — 1. A la grdfica de esta funcion se le llama
correlograma.

n—T

3 (@ — )(eeir —7)
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Figura 1.5: Criterios graficos: Diagrama de dispersion, grafico de u; vs
u;—1, histograma y funciéon de distribuciéon empirica. Sucesiéon generada con
la ecuacion (1.26).

Debe advertirse que existen més graficos que ayudan a determinar visual-
mente si un conjunto de ntimeros pseudoaleatorios cumple con algunas de
las caracteristicas deseables de un conjunto de niimeros realmente aleatorios.
Los que hemos presentando, sin embargo, son los de mayor uso y de fécil
interpretacion.
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Ejemplo 1.13 En la Figura 1.5 se pueden observar el grifico de dispersion,
el grifico de u; vs u;—1, el histograma y la grdfica de la funcion de distribu-
cion empirica, de una coleccion de niumeros obtenidos mediante el generador
congruencial mailtiple de orden 5 que aparece en la ecuacion (1.26), con las
semillas iniciales xg = 11, ©1 = 17, o = 29, 23 = 31 y x4 = 37. ]

1.6. Pruebas para niimeros pseudoaleatorios

En esta seccién se exponen distintas formas de evaluar la calidad de los
nimeros pseudoaleatorios. Existen pruebas de hipétesis para evaluar tanto
la uniformidad de los nimeros como la aleatoriedad o independencia. Pa-
ra la uniformidad se utilizan pruebas de bondad de ajuste. En esta seccion
hablaremos sobre las pruebas de Kolmogorov-Smirnov y la prueba x?2. Por
otro lado, existen varios mecanismos para analizar si una muestra de ni-
meros proviene de variables aleatorias independientes. Los mecanismos que
en esta seccién se presentan se enfocan en detectar “evidencia de dependen-
cia”. Si existe tal evidencia estadistica, una técnica para intentar “generar
independencia” consistird en realizar una permutacion de los valores de la
muestra. Para detectar posible dependencia se expone la prueba estadistica
de Cox-Stuart, y para probar la aleatoriedad veremos la prueba de rachas.

Prueba de Kolmogorov-Smirnov

Esta prueba de hipétesis, estudiada en la estadistica no paramétrica, puede
ser utilizada para saber si los hipotéticos niimeros aleatorios que se tengan
provienen o no de una distribucién uniforme. A continuaciéon se muestran
los elementos de la prueba.
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Definicion 1.13 Sea x1,xs,...,x, una muestra aleatoria numérica que
proviene de una funcion de distribucion continua F(x) desconocida, y
sea F*(x) una funcion de distribucion propuesta. Sea Fy(x) la funcion
de distribucion empirica de la muestra. Se dice que

T = sup {|F*(zi) — Fulzi)l}, (1.28)

1<i<n
es el estadistico de Kolmogorov para la prueba de hipdtesis siguiente:

Hy: F(x) = F*(x) para todo valor de x € R.
S
H, : F(x) # F*(x) para al menos un valor de x € R.

El criterio de decisiéon en este caso consiste en rechazar la hipotesis nula Hy
si el estadistico T' > ¢1_q, con un nivel de significancia de o € (0,1). Los
valores del cuantil ¢;_, pueden ser consultados, por ejemplo, en la tabla
A13 de W. J. Conover [5]. Otro criterio de decision equivalente consiste en
rechazar la hipoétesis nula Hy si el valor del p-value es menor a «, donde

ln(1-T)]

p-value =2 | T j;o <?> (1—=T—j/n)" (T +5/ny . (1.29)

Aplicaciéon para niimeros aleatorios

Sean ui,us,...,u, una muestra aleatoria numérica donde cada valor u; €
(0,1). Se presume que estos ntimeros siguen una distribucién uniforme en
dicho intervalo, es decir,

0 si <0,
Ff(z)=< z si O0<z<1,
1 si x> 1.

Entonces, en este caso el estadistico de prueba se calcula como

T = sup {|u; — F(ui)l}.

1<i<n

Asi, la prueba tendra como hipotesis a
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Hy: F(x) = F*(x) para todo valor de z € R.
Vs
H, : F(x) # F*(x) para al menos un valor de x € R.

Es decir, la hipotesis nula es que la muestra proviene de la distribucion

unif (0, 1).

Ejemplo 1.14 Supongamos que se tienen los siguientes valores x1, . .., T,

0.6078023 0.9073220 0.5299141 0.8476512
0.7802851 0.9418568 0.3448128 0.4627547
0.6645587 0.3105249 0.3324742 0.8224943
0.8121696 0.5116627 0.1037860 0.6346132
0.5954693  0.8505040 0.4974272 0.8757268

En la Figura 1.6 se observa la funcion de distribucion empirica y su distancia
mds grande con respecto a la funcion de distribucion unif (0, 1),

T = sup {|z; — Fn(z;i)|} = 0.2627547.

1<isn

El p-value = 0.1045 se calcula con la formula (1.29). En este caso, tomando
una significancia de o = 0.05, la decision es no rechazar la hipdtesis nula
de que los valores de la muestra provienen de una distribucidn unif (0,1).
Es decir, no hay evidencia estadistica para rechazar los valores como una
muestra uniforme en el intervalo (0,1). .

Prueba ji-cuadrada

La llamada prueba ji-cuadrada (x2?) puede ser utilizada como prueba de
bondad de ajuste. Su uso permite observar si existe evidencia estadistica
de que los hipotéticos ntimeros aleatorios provengan de una distribucién
uniforme. A continuacién se muestran los elementos de la prueba.

Supongamos que se tiene una muestra de n valores nominales u ordinales
que pueden ser clasificados dentro de alguna de ¢ clases. Si se sospecha que
p;-‘ es la probabilidad de que una observacién de la muestra pertenezca a la
clase j (j = 1,...,c), entonces en la prueba x? se contrastan las hipotesis
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Figura 1.6: Funciones de distribucion unif (0,1) y empirica.

Hy : pj = pj para valores de j = 1,... ¢,
vs
H, : pj # p} para al menos un valor de j,

donde p; representa la verdadera probabilidad (desconocida) de que una
observaciéon de la muestra pertenezca a la clase j. Para entender el esta-
distico de prueba, primero se deben calcular los valores de O1,0a, ..., O,
una sucesiéon de enteros no negativos tales que cada O; es igual al nimero
de elementos de la muestra en la clase j. Si Hy es verdadera, entonces el
nimero esperado de elementos en la clase j debe ser K = np;‘. Observemos
que

g Zc: Oj =n.
j=1
(& (&

= ZEj:anj:n.
j=1 j=1
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Definicién 1.14 FEl estadistico de la prueba x? se define como

T = é; QZLiigﬁi. (1.30)

Se puede comprobar que para muestras de tamano grande, la distribucién
nula de T" bajo Hy, es decir, suponiendo que Hj es cierta, es asintoticamente
x2. En especifico,

T|Hp ~ xi_l-
El criterio de decisiéon es rechazar la hipotesis nula Hy si el estadistico

de prueba cumple con la desigualdad T > X%c—l) donde X%c—l)

J1—a? Jd—a

representa el cuantil 1 — o de la distribucion y? con ¢ — 1 grados de
libertad. De forma alternativa, haciendo uso del p-value, el criterio consiste
en rechazar la hipoétesis nula Hy si se cumple que p-value < «, donde
p-value = P(Y > T), suponiendo que Y ~ x2_;.

Aplicaciéon para ntimeros aleatorios

Sea uy,us, ..., u, una muestra aleatoria donde cada u; € (0,1). Se definen
10 clases (1, ..., C dadas por

(i1 g
Ci = ( 10 ’10]'

Entonces se tienen los siguientes elementos,

Oj = #{uiecj}v
1

p; = TO’
n
E, = — ) =1,...,10.
J 107 J ) ;

Con las siguientes hipoétesis,

1
Hy:pj = 10 para todo valor de j
VS

1
H,:p; # 0 para al menos un valor de j.
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Es decir, la hipotesis nula establece que hay evidencia de uniformidad. El
criterio de decisién serd rechazar Hy si se cumple que 7' > X%g) 1_qo» O bien,

si p-value < «, donde p-value = P(Y >T)yY ~ X%Q).

Ejemplo 1.15 Supongamos que se tienen los mismos valores que en el
Ejemplo 1.14. En la Figura 1.7 se observa el histograma de frecuencia de los
valores de la muestra en clases de longitud 0.1. Los valores de (Oq, . ..,010)
son (0,1,0,3,2,3,3,1,5,2) y Ej = 20/10 = 2. Entonces

10
o (0;-2)
T—j; 5 = 11.

El p-value = 0.2757089 es igual a P(Y > T), donde Y ~ X%g)' En este
caso, tomando una significancia de a = 0.05, la decision de nuevo es no
rechazar la hipdtesis nula de que los valores de la muestra provienen de una
distribucion unif (0,1). Es decir, no hay evidencia estadistica para rechazar

los valores como una muestra uniforme en el intervalo (0,1). .
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Figura 1.7: Histograma de la muestra del Ejemplo 1.15.
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Prueba de Cox-Stuart

La prueba de Cox-Stuart es tutil para conocer si existe evidencia estadistica
de una tendencia en la muestra, lo cual no se adaptaria a la hipotesis de
independencia que buscamos en los nimeros pseudoaleatorios. Supongamos
una muestra uy, ..., Uy.

n
» Sines par, seal = 5

. . n—1

= Sin esimpar, sea [ = 7
Consideremos ahora las parejas que se forman con los conjuntos

UL, U, .. U Y Upl, Ut2, - .-, Uy, siendo m niimero par, o bien,

UL, UY .U Y U2, Ue3, ..., Up, cuando m es nimero impar.
Es decir,

. (Ul, ul+1)7 R (Ul,un>, n par,

v (u1,ui42),- .-, (u,uy), m impar.

Ahora, a cada pareja (u;, u;+r), se le asigna una etiqueta o calificacién de
acuerdo a la siguiente regla:

» '+/ si u; < uiyr (incremento).
v ' =’ sl u; = u;j+ (empate).

» '~ si u; > ujtr (decremento).

La idea es descartar los empates y sélo considerar las parejas donde hubo
algin cambio. Se define entonces

m = numero de parejas con etiqueta '+’ o '—'.

Asi, se obtiene una muestra S, So, ..., S, donde S; = 1 cuando la pareja i
tiene etiqueta '+’, o bien, S; = 0 cuando la pareja i tiene etiqueta '—'. Las
hipotesis que se contrastan son

g L8 sl v b LY ]
e = — VS g =
’ mi:I Z 2 ’ mizl Z 2

Tales hipo6tesis se interpretan como sigue.
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Hy: No existe evidencia de tendencia.
VS
H,: Existe evidencia de tendencia.

Esta prueba es un caso particular de las pruebas binomiales y el estadistico

de prueba estd dado por el nimero de signos positivos, es decir,

T=)>65.

L

Il
—_

(2

Sea Y una variable aleatoria con distribucion bin (m, 1/2). Definimos

T
p1 = 2 P(Y =uz),
=0

b2 = 2 P(YZLU),
=T

p-value = 2 - min {p1, pa} .

El criterio de decisién consiste en rechazar la hipotesis nula si el valor del
p-value es menor a «, donde « representa el nivel de significancia de la
prueba.

Ejemplo 1.16 Supongamos que se tienen los mismos valores que en los dos
ejemplos anteriores. En la Figura 1.8 se observa el diagrama de dispersion
de la muestra, justo después de la décima observacion se encuentra una linea
vertical que separa la primera mitad de puntos para realizar las comparacio-
nes. No parece haber ni tendencia a la baja ni tendencia a la alza. Para
aplicar la prueba de Cox-Stuart se tiene que n = 20, [ = 10 y no hay empa-
tes al comparar la primera mitad de los datos con la seqgunda mitad. Por lo
anterior, m = 10 y se obtiene que
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El lector puede verificar que sdlo en las parejas 8, 7, 8 y 10 los datos de la
primera mitad fueron menores a los respectivos de la sequnda mitad. Por
otro lado, sea Y ~ bin (10,1/2) y

10
pg = Z P(Y = z) = 0.828,
x=4

p-value = 2 - min {p1, p2} = 0.754.

En este caso, tomando una significancia de o = 0.05, la decision es no re-
chazar la hipotesis nula debido a que el valor del p-value es mayor al valor de
«a. Por lo tanto, se puede decir que no eziste evidencia de alguna tendencia.

Figura 1.8: Diagrama de dispersion de la muestra del Ejemplo 1.16.

Prueba de rachas

Esta prueba contrasta las siguientes hipotesis
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Hy: existe aleatoriedad
VS
H,: no existe aleatoriedad.

El criterio de decisién consiste en rechazar Hy si sucede cualquiera de las
dos condiciones siguientes

|Z| = q1—a/2, 0 bien, p-value < a, (1.31)
donde
» Z =(R— E(R))/+/Var(R).
= R representa el nimero de rachas. Si la variable ¢ representa la me-
diana de la muestra, entonces se considera que hubo una racha cuando

para algtn valor de u; € [0, g2] se tiene que w41 € (g2, 1]; o viceversa,
cuando para algin valor de u; € (g2, 1] se tiene que u;4+1 € [0, g2].

E(R) = (2n1n2)/(n1 + n2) + 1, donde ny representa el nimero de
observaciones en [0, g2] y n2 es el namero de observaciones en (gz, 1].

Var(R) = (2n1n2(2n1ng — n1 — na))/ [(nl +n9)2%(ny + ng — 1)]
®* (i_q/2 Tepresenta el cuantil 1 — a/2 de una distribucion N(0, 1).

» Finalmente, p-value =2 P(Y > Z), donde Y ~ N(0, 1).

En caso de que los valores de nq y de ng sean de al menos once, se puede
usar como distribucién nula para el estadistico Z a la distribucién normal
estandar. Si n1 y no son menores o iguales a 10, entonces se puede consultar
la distribucién exacta de R, la cual se puede encontrar, por ejemplo, en la
tabla 10 del texto de D. Wackerly, W. Mendenhall y R.L. Scheaffer [59].
Ademas, en las paginas 777 a 782 del libro citado, més detalles relacionados
a la prueba pueden ser consultados.

Esta prueba viene implementada en el paquete randtests del programa
estadistico R a través de la funcién run.test(), la cual devuelve el valor
del estadistico de prueba y el p-value.

En lo que resta del libro se supondra que se tiene un buen generador de ni-
meros pseudoaleatorios y ahora el objetivo sera producir valores de variables
aleatorias con una distribucién conocida.
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1.7. Ejercicios

Elementos de probabilidad

1. Suponga que se realizan 100 lanzamientos de una moneda justa. En
cada ocasion si en un lanzamiento se obtiene cruz, entonces se repite el
lanzamiento y se registra el nuevo resultado. Sin embargo, si se obtiene
cara se registra el resultado inmediatamente.

a) Calcule la probabilidad de que en un lanzamiento cualquiera se
registre cruz.

b) Calcule el namero esperado de ocasiones en que se registra cruz.

c¢) Explique de qué forma estan relacionados los dos valores que se
obtienen en los primeros dos incisos.

2. Sea X una variable aleatoria con distribucion bin (5,1/2) y sea Y otra
variable aleatoria con distribucion bin (8,1/2). Suponga que X y Y
son independientes. Calcule:

a) E(Y — X)2. c) BE(Y —2X)2.
b) Var(Y — X). d) Var(Y —2X).

3. En cierto consultorio médico, se tienen 60 registros del nimero de
pacientes que fueron atendidos diariamente durante dos meses. En 30
ocasiones se atendieron 15 pacientes, en 10 ocasiones se atendieron 14
pacientes, en 20 ocasiones se atendieron menos de 14 pacientes. Con
estos datos, jes posible calcular el valor esperado de pacientes en un dia
cualquiera? De ser afirmativa la respuesta, calcule tal valor esperado.
De ser negativa, mencione por qué no es posible hacerlo.

4. Defina 7 = min{n > 0 : X,, = 2} como el tiempo del primer arribo al
estado 2 en la cadena de Markov del ejemplo de esta secciéon. Entonces,
el valor de my := E(7|Xo = k) es el tiempo esperado de arribo
partiendo del estado k. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones para
encontrar el valor de my, el cual es el valor exacto del ntimero esperado
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de lanzamientos de una moneda hasta obtener dos unos consecutivos.

mg = 1 +—(1/2)Tn0 +—(1/2)ﬂ11
mi = 1+ (1/2)mo.

5. Exprese en términos de valores esperados las siguientes integrales com-
pletando alguna funcién de densidad adecuada.

10 5 © 2
a) J e du. c) f e “dx.

0 —o0
© 2 1 2
b) J e “du. d) f e 1 d.
0 0
6. Sea X una variable aleatoria discreta con valores 0,1,... y con espe-

ranza finita. Demuestre que

mm:ipa>m
k=0

7. Demuestre que la covarianza es un operador bilineal, es decir, demues-
tre que

Cov <ji(1i3%,j§:ﬁg}9> ==§i Si(liﬁjCOV(AQ,YE).
i=1 j=1

i=1j=1

Generacion de nimeros pseudoaleatorios

8. Demuestre la Proposicién 1.5, es decir, demuestre que la operacién
congruencia es reflexiva, simétrica y transitiva.

9. Sea k # 0 un numero entero y sea ¢ cualquier nimero real. Defina
X = (kY +¢) méd 1, en donde Y ~ unif (0,1). Demuestre que

X ~ unif (0,1).
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10. Considerando el conjunto de niimeros enteros entre 1 y 100, realice

11.

el siguiente método de selecciéon: Escoja un ntimero primo, después un
nimero par, después otro namero primo distinto al inicial y finalmente
un multiplo de 13. Repita el procedimiento anterior en 4 ocasiones mas.
Siempre proponga niimeros distintos a los que ya escribié. Al final se
tendra una muestra de 20 nameros. Divida los niimeros de la muestra
entre 100 y obtenga una muestra de 20 valores entre 0 y 1. Realice un
grafico de dispersion de los nimeros obtenidos y comente si parecen
ser valores independientes y que tengan distribucion unif (0, 1).

Coloque 10 fichas o monedas del mismo tamainio numeradas del 1 al 10
en una bolsa. Realice en 20 ocasiones el siguiente experimento:

= Extraiga una ficha al azar, escriba el nimero que obtuvo y regrese
la ficha a la bolsa.

= Extraiga otra ficha al azar, escriba el nimero que obtuvo y regrese
la ficha a la bolsa.

» Realice la multiplicacién de los ntmeros obtenidos y divida el
resultado entre 100.

= Registre el resultado como su niimero pseudoaleatorio.

Realice un grafico de dispersion de los niimeros obtenidos y mencione
si parecen tener distribucion unif (0,1) y ser aleatorios. ;Esta mues-
tra tiene un mejor aspecto que la obtenida en el ejercicio anterior?
Mencione las razones por las que esta muestra debe considerarse una
mejor muestra de nimeros pseudoaleatorios. ;Puede considerarse una
auténtica muestra de niimeros aleatorios?

Generadores congruenciales

12. Escriba un programa de computo que obtenga los 20 primeros valores

del generador congruencial que aparece abajo, en donde a = 13, ¢ = 14,
M =100 y x¢g = 1. Compruebe que el periodo es N = 20.

T, =ax;—1+c mbéd M.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Demuestre que x4, = a¥z; méd M, para k > 1, para la sucesion de
Lehmer dada por la ecuaciéon

T, =ax,—1 moéd M.

Usando el método congruencial lineal simple (1.20), genere una mues-
tra de 1000 ntumeros aleatorios. Encuentre los valores de g, a, c y M
tales que el periodo sea mayor o igual a 1000. Usando un teorema de
los que se han expuesto, compruebe que se cumplen las condiciones
necesarias para obtener el periodo de la sucesiéon. Ademas, agregue el
célculo de la media y la varianza muestral, y los graficos de dispersion
e histograma.

Realice la siguiente transformacion con la muestra del ejercicio ante-
rior: y; = —Inw;. Realice el diagrama de dispersion y el histograma
(con al menos 10 clases) de la nueva sucesion y1, y2, . . ., Y1000, y calcule
la media y la varianza muestral. Viendo los nuevos graficos y resulta-
dos, ;tiene alguna conjetura de como se distribuye la variable aleatoria
relacionada a esta nueva sucesion?

Considere el generador congruencial de Fibonacci
€x; = (a:i_l + xi_g) méd M,

en donde zg = 0 y 1 = 1. Compruebe que el periodo es N = 336
en los casos M = 98, M = 2 x 98 = 196, M = 3 x 98 = 294 y
M =4 x 98 = 392. Sin embargo, para M = 5 x 98 = 490, el periodo
es N = 1680.

Escriba un programa de computo que obtenga los primero 200 valores
del generador congruencial de L'Ecuyer que aparece especificado en la
ecuacion (1.26). Escoja los valores iniciales x, ..., z4 a su eleccion.

Con los valores obtenidos en el ejercicio anterior, genere los niimeros
aleatorios u1, ..., u0g. Ahora genere los valores y1, ..., y200 de una va-
riable aleatoria con distribucion Ber (1/2) usando el siguiente criterio:
si u; < 1/2, entonces y; = 0 y en otro caso y; = 1. Calcule finalmente
la varianza muestral de yq, ..., y200 para verificar que es aproximada-
mente 1/4.
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Pruebas para ntimeros pseudoaleatorios

19.

20.

Usando cartas (naipes) que tengan numeracion, genere una muestra
numérica de tamano 50 siguiendo la siguiente metodologia. Mezcle las
cartas, escoja una al azar y registre el valor obtenido. Regrese la carta
al mazo aleatoriamente. Repita lo anterior hasta obtener 50 valores.
Finalmente, divida la sucesién de valores obtenidos entre el ntimero
mas grande de ellos para conseguir una muestra de valores entre el cero
y uno. Ahora, realice el célculo de la media y de la varianza muestral y
también realice un diagrama de dispersion. Escriba un anélisis de los
valores y diga si podrian ser ntmeros aleatorios.

Usando un generador recursivo miiltiple de segundo orden, genere una
muestra de nimeros pseudoaleatorios. Encuentre valores iniciales z,
x1 y coeficientes a1 y aso y el valor de M para lograr que la sucesiéon
tenga un periodo mayor a 1000.

a) Realice un codigo en algin lenguaje de programacion de su pre-
ferencia para generar la sucesion xg, 1, T2, ... que se menciona
0y L1yL2,
para calcular su periodo.

b) Divida la sucesion x1, xa, . . ., 1000 entre M para obtener la mues-
tra de nameros pseudoaleatorios uy, us, ..., u1000. A continuaciéon
realice un histograma de probabilidad (cuando el 4rea de las ba-
rras es igual a uno) para decidir si se parece a la funcion de
densidad unif (0, 1). Por ejemplo, en el lenguaje de programacion
R, este grafico se obtiene con el comando hist (x,freq=FALSE),
en donde x representa el vector con los valores de la muestra.

¢) Realice el grafico de dispersion y el grafico de u; vs u;41 y realice
un analisis mencionando si se detectan indicios de que no son
nimeros pseudoaleatorios.

d) Realice el grafico de la funcion de distribucién empirica de la
muestra wuq,uo,...,u1000 v agregue la funcién de distribucién
unif (0, 1) para observar la calidad del ajuste.

e) Realice una prueba de Kolmogorov-Smirnov para saber si existe
evidencia estadistica de uniformidad en los ntiimeros pseudoalea-
torios, calculando el estadistico de prueba y el p-value. Concluya
y explique si se rechaza o no se rechaza la hipotesis nula.
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f) Realice una prueba x? para conocer si existe evidencia estadistica
de uniformidad en los ntmeros pseudoaleatorios, calculando el
estadistico de prueba y el p-value. De nuevo mencione si se rechaza
0 no se rechaza la hipétesis nula.

g) Realice un analisis del correlograma.
h) Aplique una prueba de Cox-Stuart a los valores u;.

i) Aplique una prueba de rachas a los valores u;.

Miscelanea

21.

22.

23.

Sea X una variable aleatoria con funciéon de densidad como aparece

abajo. Calcule F(X).

(3/T) e ® 4+ (8/7)e™2* si x>0,
flz) = .
0 si z<0.
Aprozimacion del nimero w. Con ayuda de un programa de cémputo,
obtenga una muestra de 2000 niimeros pseudoaleatorios con el algo-
ritmo de su preferencia. Usando la muestra obtenida, construya 1000
parejas ordenadas

(fUla yl)a S ($10007 leOO)a

por ejemplo, emparejando los primeros 1000 valores obtenidos con los
ultimos 1000. Considerando el grafico de los puntos (x;,y;) en el con-
junto [0, 1] x [0,1], defina a n como el namero de casos donde la dis-
tancia de los puntos al origen es menor o igual a 1, es decir, cuando
xf + yf < 1. Entonces, de acuerdo a la Proposiciéon 1.4 el valor de
n/1000 aproximara el valor de 7/4 y, por lo tanto, el valor de n/250
aproximara el valor de m. Realice varias aproximaciones al niimero 7.
Después repita el ejercicio con 10000 parejas en vez de 1000 y observe
qué tanto mejora la aproximacion.

Suponga que usted tiene 3 manzanas, una de ellas estd podrida y
conoce cuél es.
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24.

25.

26.

a) Le pide a alguien que escoja una manzana y si elige la podrida
registra el nimero 1. Si elige cualquier otra, registra el numero 0.
Repitiendo este procedimiento con 100 personas, al final tendréa
100 ntmeros registrados, cada uno tomando el valor cero o uno.
LA qué ntmero debe aproximarse el promedio de esos valores?

b) Repita el procedimiento, pero ahora con la siguiente modificacion:
después de que se realiz6 la primera eleccion, descarte esa manza-
na. De las 2 manzanas restantes retire aquella que usted sepa que
no es la podrida. La manzana que sobra, puede estar podrida o
puede estar saludable. Si esta podrida registe el niimero 1 y si esta
saludable registre el niimero cero. Repitiendo este procedimiento
con 100 personas al final tendra 100 ntumeros registrados, cada
uno tomando el valor cero o uno. ;A qué nimero se aproxima el
promedio de esos valores?

c¢) Investigue en qué consiste el problema de Monty Hall y analice el
parecido con el experimento de las manzanas. ;Qué probabilidad
condicional aproximé en el inciso anterior?

Considere el generador multiplicativo dado por (1.21) con M = 64.
Determine los valores de a que producen el méximo periodo posible.

Considere el generador x,41 = 22 méd M = 19261141. Elaborando
un programa de cémputo, calcule el periodo del generador que comien-
za con la semilla:

a) xo = 196. c) o = 200.
b) 2o = 400. d) zo = 505.

Realice en 20 ocasiones el procedimiento que aparece abajo para obte-
ner nimeros pseudoaleatorios z1, ..., xs. Realice un histograma y un
diagrama de dispersion. Ademés realice una prueba de Cox-Stuart y
una prueba de rachas para determinar la calidad de la muestra obte-
nida como ntimeros aleatorios en el intervalo (0,1).

a) Lance un dado y registre el valor obtenido.
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b) Lance una moneda tantas veces como indico el resultado del dado.
En cada lanzamiento, si el resultado es cara registre un valor de
1, si el resultado es cruz registre un valor de 2.

c¢) Sume el total de los valores que registr6 en el inciso anterior. Al
final obtendra un valor entre 1 y 12, divida tal ntmero entre 12
para obtener el niimero x;.



Capitulo 2

Métodos para generar
valores de variables aleatorias

En este capitulo estudiaremos algunos métodos para obtener valores de una
variable aleatoria con una distribucién de probabilidad dada. Considerare-
mos tanto el caso variables aleatorias univariadas como multivariadas, dis-
creta y continuas.

2.1. Meétodo de la funciéon inversa

Este es un método para generar valores de una variable aleatoria y esté
basado en la funcién inversa generalizada de una funcién de distribucion.
Definiremos primero a esta funcion.

Definicion 2.1 La funcion inversa generalizada de una funcion de dis-
tribucion F(x) es

Fl(u)=inf{z:F(z)>u}, 0<u<]l. (2.1)

Es decir, F~!(u) representa el valor x mas pequefio tal que su evaluaciéon
F(z) alcanza o rebasa el nivel u. Por brevedad, nos referiremos a la
funcion (2.1) simplemente como funcion inversa y, como se indica en la

61
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definicién anterior, se utiliza el mismo simbolo que se usa para las funciones
inversas usuales. Ademas, para efectos de calcular su funcién inversa, nos
interesara analizar una funciéon de distribucion F'(x) tnicamente en aquellos
valores x tales que 0 < F(z) < 1.

En las Figuras 2.1, 2.3 y 2.2 se muestran varios ejemplos de funciones de
distribucion F(z) y sus correspondientes funciones inversas F~1(u). Es
conveniente recordar aqui que la expresion f(x+) indica el limite por la
derecha de la funcién f en el punto x. De manera analoga, la expresiéon
f(z—) indica el limite por la izquierda de la funciéon f en el punto z. La
afirmacion de que la funciéon f es continua por la derecha en el punto z
se expresar mediante la igualdad f(z) = f(z+), y la continuidad por la
izquierda se escribe f(x) = f(z—). Cuando la funcion es continua en z se
cumplen las igualdades f(z—) = f(z) = f(x+).

F(x) F~Hu)

Figura 2.1: Un ejemplo de F(x) y su funcién inversa F~!(u).

Ejemplo 2.1 (Cuando F(z) tiene una discontinuidad)

En la parte izquierda de la Figura 2.2 se muestra una seccion de una fun-
cion de distribucion F(x) que presenta una discontinuidad en el punto x = a.
Puede comprobarse que la funcion inversa se mantiene constante en el in-
tervalo (F(a—), F(a)) en el valor u = F(a).
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Figura 2.2: Un ejemplo de F(x) y su funcién inversa F~!(u).

Ejemplo 2.2 (Cuando F(z) es constante en intervalos)

En la parte izquierda de la Figura 2.8 muestra una seccion de una funcion
de distribucion que no es invertible pues no es una funcion biunivoca: el
intervalo completo (a,b) es llevado a la constante F(a). En la parte derecha
de la misma figura se muestra la funcion inversa F~1(u). Se ilustra el hecho
de que cuando la funcion de distribucion F(x) es constante en un intervalo
(a,b), la funcion inversa tiene una discontinuidad en el valor u = F(a). Los
limites laterales en este punto u son:

FHF(a)=) = aq
FYF(a)+) = b.

El tamano de la discontinuidad o salto es la longitud del intervalo en el que
F(x) es constante.
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Figura 2.3: Un ejemplo de F(x) y su funcién inversa F~!(u).

En el caso cuando F(x) es estrictamente creciente, su funcion inversa existe
y coincide con la funciéon definida en (2.1). En tal caso se cumple que
F(F~Y(u)) = u, para 0 < u < 1, y se verifica también que F~}(F(z)) = =,
para —o0 < x < 00.

En el caso general cuando F'(x) no necesariamente es invertible, se cumplen
las propiedades que aparecen en la siguiente proposicion. Dado que la
demostracién de estas propiedades es un tanto técnica, por el momento
se recomienda al lector leer y entender sblo el enunciado y pasar después
directamente a la Proposicion 2.2, que fundamenta el método de la funcion
inversa.
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Proposiciéon 2.1 Sea F~'(u) la funcion inversa generalizada de una
funcion de distribucion F(x). Entonces

1. F~Y(u) es no decreciente.
2. F~Y(u) es continua por la izquierda.
8. F(F~Y(u))=>u, para 0<u<1.

4. F7Y(F(z)) <, paraz tal que 0 < F(x) < 1.

Demostracion.

1. Sean u7 y ug dos nimeros tales que 0 < uy < ug < 1. Entonces
{z:F(x) 2 u} S {z: F(x) =>u}.

Tomando el infimo se obtiene inf {z : F(z) > w1} < inf{z : F(z) >
uz}, pues el infimo del conjunto con mayor numero de elementos puede
ser mas pequefio. Esto significa que F~!(u1) < F~1(ug).

2. Seaue (0,1) y sea {u, : n =1,2...} una sucesion de nameros dentro
del intervalo unitario (0,1) tal que u, /" u. Se cumple la descomposi-
cion

{x:F(x) Zup} ={z: F(zx) > u} u{zr:u, < F(x) <u},

en donde los dos conjuntos del lado derecho son disjuntos. Tomando
el infimo de estos conjuntos, tenemos que el infimo de la unién que
aparece en el lado derecho de la igualdad se puede escribir como el
minimo de los dos infimos, es decir,

F~Y(u,) = min {F~Y(u), inf {z : u, < F(z) < u}}.

Al tomar el limite cuando n — o0 y observar que el conjunto {z :
un, < F(z) < u} converge decrecientemente al conjunto vacio y seguir
la convencién inf (§ = o0, tenemos que

lim F~(u,) = min {F~!(u),0} = F~(u).

n—00
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3. Sea u un ntmero tal que 0 < u < 1 y definamos
¥ = FY(u) = inf {z : F(z) > u}.

Supongamos que {z, : n = 1,2,...} es una sucesiéon de nimeros dentro
del conjunto {x : F'(x) > u} tal que converge a z* en forma decreciente,
es decir, x, \, z* cuando n — o0. Entonces

F(F'u) = F(z*)
- F(lim xn)

n—00

= lim F(x,)

n—0o0

> lim w
n—0o0

= Uu.

Se ha usado el hecho de que toda funcion de distribucién es continua
por la derecha.

4. Todo ntamero real z es un elemento del conjunto {u : F(u) = F(z)}.
Por lo tanto,

F7YF(z)) =inf {u: F(u) > F(z)} < z.

El siguiente resultado establece una manera de generar valores de una
variable aleatoria a partir de la funcién inversa generalizada de su funcién
de distribucién.

Proposicion 2.2 (Método de la funcién inversa) Sea X una varia-
ble aleatoria con funcion de distribucion F(x), con inversa generalizada
F~Y(u). Sea U ~ unif (0,1). Entonces

4

FYU) = X. (2.2)

Demostracion. Primero supondremos valida la siguiente igualdad de
eventos: para cualquier valor real de z,

(F7YU) <) = (U < F(z)). (2.3)
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Aplicando la probabilidad a los eventos en (2.3), tenemos que la funciéon de
distribucion de la variable F~1(U) es

P(F'(U)<z)=PU < F(z)) = F(2).

Esta igualdad se cumple para cualquier valor de z y significa que las variables
F~Y(U) y X tienen la misma funciéon de distribucién. Sélo resta comprobar
la identidad (2.3). Demostraremos que cada evento esté contenido en el otro.

(S) Sea w e (F~YU) < z). Entonces F~1(U(w)) < z. Aplicando F, usan-
do el inciso (3) de la Proposicion 2.1 y la monotonia de F,

Uw) < F(F‘l(U(w))) < F().
Esto significa que w € (U < F(x)).

(2) Sea w e (U < F(x)). Entonces U(w) < F(x). Aplicando F~!, usando
la monotonia de F~! y el inciso (4) de la Proposicién 2.1,

F Y (U(w)) < FTH(F(z)) <.
Esto significa que w € (F~1(U) < z).
| |
De esta manera, si se desea generar un valor de la variable aleatoria X
con funciéon de distribucion F(z), simplemente se genera un valor u de la
distribucion unif (0,1) y se evalta F~'(u). Este sera un valor de X. Por
supuesto, el método de la funcién inversa es aplicable cuando se cuente

con una expresion para F~1(u), o bien una forma de calcularla. Veremos a
continuacién algunos ejemplos.

Ejemplo 2.3 Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad

2 51 O<x <1,
0 en otro caso.

0 s <0,
Flz)=< 2 si 0<x <1,
1 s2 z>1.
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En este caso, F(x) es invertible sobre el intervalo (0,1) y su inversa es
F~Yu) = /u, para 0 < u < 1. De este modo, si u es un valor de la
distribucion umif (0,1), entonces F~1(u) = \/u es un valor de la variable
aleatoria X con funcion de densidad f(x). .

Ejemplo 2.4 (Maximo) Sea Xi,...,X,, una muestra aleatoria de la dis-
tribucion F(x). Suponga que deseamos obtener valores de la estadistica (fun-
cion de la muestra aleatoria):

X(n) 1= max {Xl, oo ,Xn}.

Un primer método consiste en generar n valores x1, . .., xy, de la distribucion
F(z), tomar el mdzimo de estos valores y ése seria un valor de X ). Sin
embargo, se puede lograr una mayor eficiencia usando el método de la funcion
inversa encontrando la funcion de distribucion de X (). Recordemos que

FX(n)(x) = P(X(n

Por lo tanto, su funcidn inversa es
Fyo () =F '), 0<y<l.

De manera andloga se puede encontrar un procedimiento similar para generar
valores de la variable aleatoria minimo de una muestra aleatoria, es decir,
de X1y :=min{Xy,..., X, }. Véase el Ejercicio 33.

Ejemplo 2.5 Este es otro ejemplo de una funcion de distribucion mizta
F(x) para la cual no existe su funcion inversa usual, pero se puede encontrar
una expresion para la funcion inversa generalizada y, por lo tanto, se puede
aplicar el método de la funcion inversa.
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Sean 0 < x1 < x9 < w3 tres nimeros y sean 0 < a < b < ¢ < 1 otros tres
nimeros. Considere la funcion de distribucion F(x) con soporte el intervalo
(0,z3) dada por

a )
—x st 0 <z <y,
€1
F(x) = b st T < T < X9,
1—-c¢ .
1+ (r —x3) si 9 <z <x3.
r3 — 22

Esta funcion no es invertible en el sentido usual pues lleva el intervalo
[z1,22) a la constante b. Véase una grifica de esta funcion en la parte
1zquierda de la Figura 2.4. Puede comprobarse que su funcion inversa ge-
neralizada es

I .
—u st 0<u<a,
a
1 stoa<u<b,
-1
F~(u) =< .
T9 st b<u<ec,
Tr3 — T2 .
x3 + (u—1) si c<u<l.
L 1—-c¢

La grifica de la funcion F~'(u) se muestra en la parte derecha de la Figu-

ra 2.4.

Figura 2.4: Gréficas del Ejemplo 2.5.
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En conclusion, siu es un valor de la distribucion unif (0, 1), entonces F~1(u)
es un valor de la distribucion F(x) arriba indicada.

En la siguiente seccion aplicaremos el método de la funcién inversa al caso
particular de variables aleatorias discretas.

2.2. Generacion de valores de variables aleatorias
discretas

En esta breve seccion se muestra la forma de generar valores de una variable
aleatoria discreta aplicando el método de la funcién inversa.

Sea X una variable aleatoria discreta con valores 1 < x2 < --- y proba-
bilidades estrictamente positivas pi, pe, ..., respectivamente. La funcién de
distribuciéon de X es

0 si r <y,
p1 si 1 <z < T9,
F(z) = p1+ p2 si X9 < x < T3,
p1tp2+p3 sl 3 < T <y,
|

La funcién inversa es, para 0 < u < 1,

r1 si 0<wu<py,

To sl p1 < u<p+po,

71 _
Fo(u) = r3 sl p1+p2 <u<p;+ps+ps,

De esta manera, si u es un valor de la distribucién unif (0, 1), entonces
F~1(u) es un valor de la variable aleatoria discreta X con la distribucién da-
da. Este procedimiento puede implementarse en una computadora siguiendo
el diagrama de flujo que aparece en la Figura 2.5.
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Generar al azar
ue (0,1). Seai:=1

|

Prueba: w <p; +---+p; 8z =y
lno
t:=1t+1

Figura 2.5: Diagrama de flujo.

Ejemplo 2.6 (Distribucion Bernoulli) Sea p € (0,1) y sea u un valor
de la distribucion unif (0,1). Puede comprobarse que el nimero x definido
abajo es un valor de la distribucion Ber (p).

1 si u<p,

T = 1(0,p](u) = { 0

St U > p.

Sobre la eficiencia del algoritmo

Uno puede preguntarse por el niimero promedio de veces que se lleva a cabo
la pregunta ju < p1+---+p;? en el diagrama de flujo de la Figura 2.5. Para
variables aleatorias con un numero infinito de valores, la respuesta es

0
Z sz
i=1



72 CAPITULO 2. SIMULACION DE VARIABLES ALEATORIAS

Este valor se obtiene debido a que se hace 1 pregunta cuando u € (0, p1], se
hacen 2 preguntas cuando u € (p1,p1 + p2], se hacen 3 preguntas cuando
u € (p1 + p2,p1 + p2 + p3], etcétera.

Es claro que el algoritmo es méas eficiente cuando las probabilidades estan
ordenadas de mayor a menor: si escribimos la distribucién como la suce-

sion de parejas (x1,p1), (z2,p2),. .., entonces debemos considerar el orden
(y1,p(1)), (Y2,P(2)); - - -» en donde p(i) es la i-ésima probabilidad mayor, es
decir, p(1) = p2) = -+ v yi representa el valor asociado a la probabilidad

P(i)- Se garantiza asi que el ntmero promedio de preguntas en el algoritmo
es minimo y estd dado por el lado izquierdo de la siguiente desigualdad

0 0
2,1P6) < 2 ipi
=1

i=1
Se puede definir la eficiencia del algoritmo como el cociente

o0]

ee}
D ipw/ Y v
i=1 %

—

suponiendo que el denominador es finito. Asi, la eficiencia depende del orden
en el que se consideren las probabilidades p1,ps,... y es un namero en el
intervalo (0,1], en donde el valor 1 significa la eficiencia maxima. Véase el
Ejercicio 40 para el caso de variables aleatorias con un nimero finito de
valores.

§

El método de la funcién inversa no es el tnico método por el que pueden
generarse valores de una variable aleatoria discreta. En las Secciones 2.3
y 2.4 veremos algunos métodos alternativos.

2.3. Meétodo de von Neumann

Este es un procedimiento para generar valores de una variable aleatoria
continua o discreta, cuya funcion de densidad o de probabilidad f(x)
satisface ciertas condiciones. En el caso continuo, se requiere que f(x)
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sea acotada y que su soporte también sea acotado. En el caso discreto, la
funcion f(z) esta acotada por el valor 1 pues se trata de una probabilidad,
pero se pide que su soporte sea un conjunto con un numero finito de
valores. Expondremos el procedimiento para cada una de estas dos situa-
ciones. El método puede aplicarse también al caso de vectores aleatorios
discretos o continuos. Este caso multidimensional se expone en la Seccién 2.8.

El método de von Neumann es un caso particular de un método més general
que estudiaremos en la siguiente seccion llamado método de aceptaciéon y
rechazo.

Caso continuo

Sea f(z) una funcién de densidad con soporte el intervalo completo (a,b),
en donde —0 < a < b < o, y tal que para = € (a,b), se cumple que
0 < f(x) < M con M > 0 constante. Esta es nuestra funcion objetivo. Nos
interesa generar valores de esta funcién de densidad. Observemos que

b
M(b—a)?f f(z)dx = 1.

Sean U; y Us dos variables aleatorias independientes, ambas con distribuciéon
unif (0, 1). Definamos las variables aleatorias independientes

X = a+(b—a)li,
U := MU2

Es inmediato comprobar que X ~ unif (a,b) y que U ~ unif (0, M).

El método de von Neumann estd basado en el siguiente resultado. En él
aparece la expresion f(X), que es la composicion de funciones f o X. Ob-
serve el uso de mintsculas y mayusculas: f(x) es una funcion de densidad,
mientras que f(X) es una variable aleatoria.
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Proposicion 2.3 (Método de von Neumann) Sea f(x) una funcion
de densidad con soporte el intervalo (a,b), en donde —00 < a < b < ©, y
tal que 0 < f(x) < M, con M > 0 constante. Sean Uy y U dos variables
aleatorias independientes con distribucion unif (0,1) y defina

X = a+(b—a)ly,
U .= MUQ.

Entonces la distribucion de X condicionada al evento (U < f(X)) tiene
funcion de densidad f(z).

Demostracion. Para cualquier valor z € (a,b),

P(X <z|U < f(X)) = P(XPTUZU;XJ;X))

z ~f(v)
f J fxu(v,u)dudv
a JO

b rf(v)
f J fxu(v,u)dudvo
a JO

e cflv) 1 1
f f _aﬂdudv
J J —_ Mdudv
f f(v) dv

Jb F(v) dv

ﬁf(v)dv.

Observemos que, inicialmente, X tiene distribucion unif (a,b), sin embargo,
su distribucién condicionada al evento (U < f(X)) tiene funciéon de
densidad la funcién objetivo f(z).
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En resumen, el método de von Neumann es el siguiente: si u; y ug son dos
valores de la distribucion unif (0, 1), escogidos de manera independiente, y
si se definen los niimeros

entonces, cuando el par (z,u) es tal que se cumple la condicion u < f(x),
entonces x es un valor de la distribucion con funcion de densidad f(x). Véase
la Figura 2.6. Si el punto (x,u) que queda por abajo de la curva, el valor x
es aceptado. En cambio, si (z,u) queda por arriba de la curva, el valor x no
es aceptado.

* (z,y) Rechazar

o (x,y) Aceptar

a b
Figura 2.6: Ejemplo del método de von Neumann.

Mientras méas pequenio sea el valor de la constante M, més frecuentemente
se cumplira la condicion u < f(z), y esto llevara a que x sea un valor acep-
tado y a que el método sea més eficiente. Esto produce la siguiente definicion.

Definicion 2.2 Bajo el contexto del método de von Neumann que aparece
en la Proposicion 2.3, la eficiencia se define como la probabilidad del
evento condicionante, es decir, P(U < f(X)).

Esto es, la eficiencia es la probabilidad de que se cumpla la condicién para
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aceptar un valor  en un ensayo del método de von Neumann. Esta proba-
bilidad es
b rf(x)
J J fX7U({E, u) du d.SU

Jff(x (u) dudx
= fjf(x _aﬁdudx
- b—aMLf(x)dx

1 1

PU < f(X))

b—a M’

en donde, como observamos antes, (b —a) M > 1.

Ejemplo 2.7 (Distribucion beta) Consideremos el caso de la distribu-
cion beta (a,b), es decir, su funcion de densidad es

!l
f(g;) = B(a,b)

0 en otro caso,

Ta-2)! s 0<z <1,

en donde a > 0 y b > 0 son dos pardmetros. El soporte de esta distribucion
es el intervalo unitario (0,1) y debe observarse que a y b son los pardmetros
de la distribucion y no el intervalo (a,b) como se usa en el enunciado del
método de von Neumann. Puede comprobarse que esta distribucion tiene una
unica moda con valor
" a—1
Moda = ™ = Trb_2

cuando a > 1 y b > 1. Bajo estas restricciones de los pardmetros, el valor
mdzimo de la funcion es f(z*) = (%)% (1 — 2%)°"1/B(a,b), el cual puede
tomarse como la constante M. Siendo el soporte de la distribucion acotado,
se puede aplicar el método de von Neumann para generar valores de esta dis-
tribucion. De esta manera, el mecanismo de simulacion es el siguiente: sean
u1 Y ug dos valores generados de manera independiente de la distribucion
unif(0,1). Se defienen x := uy y u := Muy. Cuando ocurre que u < f(x),
se acepta a © como un valor de la distribucion beta (a,b). ]
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El método de von Neumann es un procedimiento en el que es evidente que
es de utilidad conocer la moda de una distribucién. Tal moda, o un valor
superior, puede tomarse como el valor de la cota M en el método de von
Neumann.

Caso discreto

A continuacion veremos el método de von Neumann en el caso de variables
aleatorias discretas con un namero finito de valores. El enunciado del
resultado y su demostracién son analogos al caso continuo.

Proposicion 2.4 Sea f(x) una funcion de probabilidad con soporte
el conjunto finito {x1,...,xn}. Sean X ~ unif{xy,...,z,} vy U ~
unif (0,1). Entonces

PX=z|U< f(X))=f(x), para x=2x1,...,Tn.

Demostracion. Sea x cualquier elemento del conjunto {x1,...,z,}. Ob-
servemos que P(X =xz) =1/ny P(U < f(X)| X = x) = f(x). Entonces

P(X =2,U < f(X))

PU < f(X))
P(U < f(X)| X = 2)P(X = z)

P(X =2|U < f(X)) =

ZP X)X =) P(X =)

S A/n)
o am
fa).

Observemos nuevamente que f(z) es nuestra funcion objetivo. Ademaés,
la distribucién inicial de X es uniforme, pero su distribucién condicio-
nal es la funcion objetivo f(x). Es decir, a partir de las distribuciones
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unif {x1,...,z,} y unif (0,1), podemos generar valores de cualquier
distribucion sobre el conjunto {x1,...,x,}.

Ejemplo 2.8 Supongamos que se desean obtener valores de la distribucion
bin (n,p), es decir, la funcion objetivo es

fz) = <”>pz(1 — P, 2 =0,1,...,n.

Sea x un valor de la distribucion unif {0,1,,...,n} y sea u un valor de la
distribucion unif (0,1). Cuando ocurra la desigualdad que aparece abajo se
acepta a x como un valor de la distribucion binomial, en caso contrario se
rechaza.

< (M)

El método de von Newmann puede aplicarse también al caso de vectores
aleatorios discretos o continuos. Se estudian estos procedimientos en la Sec-
cién 2.8.

2.4. Meétodo de aceptaciéon y rechazo

Este método es una generalizacién del método de von Neumann estudiado
en la seccion anterior. Fue creado por Stan Ulam y John von Neumann.
Presentaremos primero el caso continuo y después veremos el caso discreto.
El método puede aplicarse también al caso de vectores aleatorios discretos
y continuos. El caso multidimensional se expone en la Seccién 2.8.

Caso continuo

Supongamos que deseamos obtener valores de acuerdo a una funciéon de
densidad f(z). Esta es nuestra funciéon objetivo. Supongamos también que
f(x) tiene soporte el intervalo (a,b), en donde —0 < a < b < . Este
intervalo no necesariamente es acotado. Por otro lado, sea X una variable
aleatoria con funcion de densidad g(x) tal que:

» El soporte de g(x) es también el intervalo (a,b).
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» Se conoce una forma de generar valores de la distribucién con funcion
de densidad g(x).

» Existe una constante ¢ > 1 tal que c¢- g(x) > f(x), para x € (a,b).

A la funcion g(x) se le llama funcion propuesta (proposal function). Defina-
mos también la variable aleatoria

U ~ unif (0, ¢ - g(X)).

Observemos que el lado derecho del intervalo de esta distribuciéon es
aleatorio y que, claramente, X y U no son independientes. El método de
aceptacion y rechazo esta basado en el siguiente resultado.

Proposicion 2.5 (Método de aceptacion y rechazo) Sea f(z) una
funcion con soporte el intervalo (a,b), en donde —o0 < a < b < o0.
Sea X wuna variable aleatoria con funcion de densidad g(x) tal que el
soporte de g(x) es también (a,b). Suponga que se conoce una forma de
generar valores de la distribucion g(x) y que existe una constante ¢ = 1
tal que ¢ - g(x) = f(x), para x € (a,b). Entonces la variable aleatoria X
condicionada al evento (U < f(X)) tiene funcion de densidad f(x), es
decir,
XU < f(X)) ~ f(=).
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Demostracion. Para x € (a,b),
P(X <

P(X <a|U< f(X) = U<f(XJ;§ )

J f fxu(u,v)dudy

f Jf(v fxu(u,v)dudv

ff fux(u|v) g(v) dudv

J Jf(” fux(u]v) g(v) dudv

L Lf 3(0) g(v) dudv

Jb Of(v o) 9w dudy
L f(v)d

fbf
- [ s

Observemos que, inicialmente, X tiene funcion de densidad g(z), pero
su distribucién condicionada al evento (U < f(X)) tiene la funcion de
densidad objetivo f(x). Por otro lado, debe observarse que no es necesario
que los soportes de las funciones de densidad f(z) y g(x) coincidan. En
realidad pueden utilizarse funciones de densidad g(x) cuyo soporte contiene
al soporte de la funcién objetivo f(z), pues si xg es un valor generado
segin la funcion de densidad g(z) pero que no pertenece al soporte de f(x),
entonces tenemos que f(xg) = 0 y la condicién de aceptacion u < f(z) se
convierte en u < 0, lo cual nunca se cumple, de modo que el valor zg se
rechazara siempre. Considerar una funciéon de densidad g(x) con soporte
mayor al de f(z) puede no ser eficiente pero puede ayudar en la facilidad
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o comodidad de generar valores de una funcién de densidad g(x) de esas
caracteristicas si ya se cuenta con un mecanismo automatizado o sencillo
para ello. Por ejemplo, hemos visto que se pueden obtener valores de la
funciéon de densidad exponencial con facilidad, usando esos valores y el
método de aceptacion y rechazo se pueden generar valores de cualquier
funcién de densidad acotada con soporte acotado contenido en el intervalo
(0, 0).

En resumen, el método de aceptaciéon y rechazo es el siguiente.

Método de aceptacion y rechazo

Sea f(x) una funcién de densidad con soporte (a,b), en donde —0 < a <
b < 0. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad g(z) y con
el mismo soporte (a, b).

= Se genera un valor x de la variable X.
» Se genera un valor u de la distribucion unif (0, ¢ g(z)).

Cuando (z,u) es tal que u < f(x), el namero x se acepta como un valor
de la distribucion f(x). En caso contrario, se rechaza.

Mientras mas pequeno sea el valor de ¢, mas frecuentemente se cumplira la
condicion de aceptacion u < f(z), y eso llevara a que se acepte = y a que el
método sea mas eficiente. Esto produce la siguiente definicion.

Definicion 2.3 Bajo el contexto del método de aceptacion y rechazo que
aparece en la Proposicion 2.5, la eficiencia se define como la probabilidad
del evento condicionante, es decir, como P(U < F(X)).
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Esta probabilidad es

3
S
)
g
>
I

b rf(x)
J f fxu(u,v)dude
a JO

b rf(x)
”0 fo x(u] 2) g(x) dudz

Lb fof(x) cgl(x) g(z) dudx

% Lbf(w) dx

Q-

, en donde c>=1.

A continuacion haremos algunas observaciones generales del método de acep-
tacion y rechazo.

1. Sea N la variable aleatoria que cuenta el nimero de ensayos, i.e. ge-
neraciones de valores del vector (X, U), hasta obtener un éxito en el
método de aceptacion y rechazo. Entonces N ~ geo (p), con p = 1/c,
es decir,

P(N=n)=(1—-1/c)"'(1/c), para n=1,2,...

Esta es la distribuciéon geométrica que inicia en el valor 1. Su valor

promedio es E(N) =1/(1/c) = c.

2. Cuando la funcién g(z) y su dominio (a,b) son acotados, se puede
tomar M = sup{cg(z) : a < x < b} para recuperar el método de von
Neumann.

3. Otra manera equivalente de expresar la condiciéon de aceptacion es la
siguiente: la variable U ~ unif (0,cg(X)) se puede expresar también
como ¢g(X)V, en donde V' ~ unif (0, 1). Por lo tanto, la condiciéon de
aceptacion es

U<f(X) = (cg(X)V
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De esta manera, el resultado tedérico que da origen al método de acep-
taciéon y rechazo se puede escribir como sigue: “La distribucién con-
dicional de X dado el evento (V < f(X)/(cg(X))) tiene funcién de
densidad f(x), en donde V' ~ unif (0,1)”.

4. La dificultad del método consiste en encontrar una funcién de densidad
g(x) para la cual se conozca una manera de generar valores y que dicha
funcion g(z) cumpla la condicion ¢ g(x) = f(x).

Ejemplo 2.9 Supongamos que deseamos usar el método de aceptacion y
rechazo para producir valores de la distribucion con funcion de densidad

f(x) =2z, para 0 <z <1.

Podemos tomar la variable aleatoria X con distribucion unif (0,1) y ¢ = 2.
Es decir, la funcion de densidad de X es g(x) = 1 para 0 < x < 1, y se
cumple el requisito cg(x) = f(x) para 0 < z < 1. Asi, se genera un valor
de la variable aleatoria X y después se genera un valor u de la distribucion
unif (0, 2). Cuando ocurre que u < f(x), se acepta el valor x. La eficiencia
es 1/c = 1/2, es decir, en promedio, uno de cada dos puntos generados
(z,u) serd util. Observemos que para este ejemplo el método de la funcion
inwversa podria ser mds sencillo, sin embargo nuestro objetivo aqui es ilustrar
el método de aceptacion y rechazo. ]

Ejemplo 2.10 Consideremos la funcion de densidad
f(z) =8z, para 0<x<1/2.

Deseamos obtener valores de esta distribucion usando el método de acepta-
cion y rechazo. Veremos algunas alternativas para la funcion propuesta.

» Como primer ejemplo podemos tomar g(z) =2, para 0 <z < 1/2.
Esta es la distribucion unif (0,1/2). Puede comprobarse que se satisface
la condicion cg(x) = f(x), para cualquier constante ¢ = 2. El valor
c =2 es el mds conveniente.
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» Sila grifica de la funcion propuesta g(x) es similar a la grifica de la

funcion objetivo f(x), entonces el método se vuelve mds eficiente en el
sentido de disminuir el nimero de rechazos. Supongamos que se elige
como funcion propuesta a

g(x) =3V2zx, para 0 <z <1/2.

Esta funcion de densidad tiene una grifica mds cercana la funcion
objetivo f(x). Puede comprobarse que la desigualdad c g(x) = f(x) se
cumple con ¢ = 4/3. La funcion de distribucion asociada a g(x) sobre
su soporte es

Gz) = (22)%2, para 0 <z <1)2,

con nuversa

1
G u) = §u2/3, para 0 <u < 1. (2.4)

Esto nos permite obtener valores de la distribucion con funcién de den-
sidad g(z) usando el método de la funcion inversa. Por supuesto, para
este caso sencillo, este wltimo método puede ser aplicado directamente
a la funcion objetivo. En efecto, la funcion de distribucion asociada a
f(z) es F(z) = 42®, para 0 < 2 < 1/2, con inversa F~1(u) = /4,
para 0 < uw < 1. Sin embargo, nuestro ejemplo muestra la manera
en la que dos métodos pueden ser utilizados en un mismo esquema de
simulacion.

Otra alternativa para generar valores de la distribucion con funcion de
densidad f(x) se obtiene al observar que esta funcion es muy parecida
a la funcion de densidad beta (2,1) dada por

g(x) =2z, para 0 <z <1.

Sin embargo, esta distribucion tiene como soporte el intervalo (0,1).
Haciendo la transformacion Y = X /2 para X ~ beta(2,1), se puede
comprobar que Y tiene funcion de densidad f(x). De esta manera,
valores de una distribucion conocida, como lo es beta(a,b), pueden
ser usados para generar valores de la funcion objetivo f(x).
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Ejemplo 2.11 (Distribucion normal) Ezxplicaremos una forma de pro-
ducir valores de la distribucion N(u,0?) usando el método de aceptacion y
rechazo. Sequiremos los siguientes pasos:

» Consideraremos la variable aleatoria Z ~ N(0,1). Puede comprobarse
que la funcion de densidad de la variable |Z| es la funcion f(x) que
aparece abajo. Fsta serd la funcion de densidad objetivo en el método
de aceptacion y rechazo.

» Utilizaremos wuna wvariable aleatoria auziliar S con distribucion
unif {+1,—1}. La letra S proviene de la palabra “signo”. Puede
comprobarse que S - |Z| ~ N(0,1).

g +1 con prob. 1/2,
| =1 con prob. 1/2.

» Finalmente, tendremos que p+ (S - |Z]) o ~ N(u, 0?).

En resumen, si z es un valor de la variable |Z| y s es un signo, entonces
p+ soz es un valor de la distribucion N(u,o?).

Veamos entonces una forma de generar wvalores de la distribucion con la
funcion de densidad objetivo f(x). Consideraremos una variable aleatoria X
con distribucion exp (A) con A =1, es decir, su funcion de densidad es

gx) =e* para x> 0.

Tomando ¢ = /2 e/m se puede comprobar que c g(x) = f(x). En efecto, para
cualquier x > 0,

[\)
®
e

cg(z) =

w:q‘

—z+1/2

NI
[

~*/2 (2.5)

I
=
&
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La desigualdad (2.5) se obtiene a partir de —(x — 1)2/2 < 0. Al desarrollar
este cuadrado se obtiene que —x?/2 < —x+1/2. Tomando ahora exponencial
se llega a (2.5). La condicion de aceptacion es

.
cg(X)

en donde V' ~ unif (0,1) y g(z) es la funcion de densidad de X ~ exp (X)

con A = 1. A continuacion simplificaremos la escritura de esta condicion.

Tenemos las siguientes igualdades de eventos,

-X2/2

<V<f(X)) _ (v Vet

\2e/meX
= (V<exp {—X2/2 +X —1/2})
— (V<o {~(X - 1)%/2))

= (-IhV>(X- 1)2/2) .
FEs fdacil comprobar que —In' V' ~ exp (\) con A = 1. Por lo tanto, la condicion
de aceptacion se puede escribir como

(Vi = (Va—1)%/2),

en donde V1 y Vo son variables aleatorias independientes con idéntica dis-
tribucion exp (A) con A = 1. Por lo demostrado antes, la eficiencia es
1/c = (2¢/m)~ Y2 < 1, y de acuerdo a la version simplificada de la con-
dicion de aceptacion, este mimero debe coincidir con P(Vy = (Vo — 1)2/2),
con Vi y Vi independientes y con distribucion exp (A) con A = 1. ]

Caso discreto

Veremos ahora el método de aceptaciéon y rechazo aplicado al caso de
variables aleatorias discretas. No supondremos que las variables aleatorias
toman un ntmero finito de valores como en el método de von Neumann.

Supongamos que deseamos generar valores de una distribucién con una fun-
cion de probabilidad f(x) con soporte el conjunto {1, z3,...}. Por otro lado,
sea X una variable aleatoria discreta con funcion de probabilidad g(z) tal
que:
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» El soporte de g(z) es también el conjunto {x1,za,...}.
» Se conoce una forma de generar valores de la distribucion g(z).
» Existe una constante ¢ > 1 tal que c-g(z) > f(x), parax € {z1,z2,...}.

Como antes, a la funcion f(x) se le llama funcion objetivo, mientras que
a g(z) se le llama funcién propuesta (proposal function). Dado que f(x) es
una funciéon de probabilidad, esta acotada por el valor 1. Definamos también
la variable aleatoria

U ~ unif (0, cg(X)).

El método de aceptacion y rechazo para variables aleatorias discretas estéa
basado en el siguiente resultado.

Proposicion 2.6 Sea f(x) una funcién de probabilidad con soporte
{x1,22,...}. Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de pro-
babilidad g(x), cuyo soporte es también el conjunto {x1,z2,...}, es tal
que existe una constante ¢ = 1 tal que cg(x) = f(x) para x = x1,x2,... ¥y
se conoce una manera de generar valores de X . Sea U ~ unif (0,cg(X)).
Entonces

P(X =z|U< f(X)) = f(x), para x=x1,29,...

Demostracion. Sea x cualquier elemento del conjunto {x1,...,z,}. Ob-
servemos primero que
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Entonces

P(X =z|U < f(X)) =

Nuevamente, observemos que, inicialmente, X tiene funcién de probabilidad
g(x), pero su distribucion condicionada al evento (U < f(X)) tiene funcion
de probabilidad la funcién objetivo f(x).

Ejemplo 2.12 Consideremos el caso cuando la funcidn objetivo f(x) es una
funcion de probabilidad con soporte finito {x1,...,x,}. Supongamos que de-
seamos aplicar el método de aceptacion y rechazo para generar valores de
la distribucion f(x). Se puede tomar ¢ = n y g(x) la funcion de probabili-
dad uniforme sobre {x1,...,xy,}, es decir, g(x) = 1/n para x = x1,...,T,.
Tenemos entonces que cg(x) = 1 = f(x). Puede comprobarse que el méto-
do de von Neumann (Proposicion 2.3) y el método de aceptacion y rechazo
(Proposicion 2.6) coinciden. .

Como ocurre en el caso continuo, se debe observar que no es necesario
que los soportes de las funciones de probabilidad f(z) y g(x) coincidan.
En realidad pueden utilizarse funciones de probabilidad g(z) cuyo soporte
contiene al soporte de la funcion objetivo f(x), pues si zp es un valor
generado segin la funcion de probabilidad g(z) pero que no pertenece
al soporte de f(z), entonces tenemos que f(zp) = 0 y la condicién de
aceptacion u < f(z) se convierte en u < 0, lo cual nunca se cumple, de
modo que el valor xy se rechazara siempre. Una funciéon de probabilidad
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g(x) con soporte mayor al de f(z) puede no ser eficiente pero puede ayudar
en la facilidad para generar valores de la funcién de probabilidad g(z) de
esas caracteristicas si ya se cuenta con un mecanismo sencillo para ello. Por
ejemplo, si la funciéon objetivo f(z) tiene soporte {0,1,2,...,n}, como es el
caso de la distribuciéon binomial, se pueden usar valores de la distribucion
geométrica y el método de aceptaciéon y rechazo para obtener valores con
funcion de probabilidad f(z). Esta situacion se muestra en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.13 Supongamos que deseamos obtener valores que siguen la fun-
cion de probabilidad bin (n,p) a través de valores de la distribucion geomé-
trica, es decir, la funcidn objetivo es

flz) = <n>px(1—p)”_”, si x=0,1,...,n,

T

la cual tiene soporte finito. Por otro lado, la funcion propuesta tiene soporte
nfinito y estd dada por

g(x) =60(1—-0)", si x=0,1,...

Para buscar una posible constante ¢ tal que cg(x) = f(x) usaremos la des-
igualdad

" <n7! ara x = 0,1 n
z) Sl P et

en donde || denota el entero mds grande menor o igual a z, y [z] denota
el entero mds pequenio mayor o igual a x. Entonces

(Yoo

N
/X
8 3
~——
’B&
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Con la constante c indicada se cumple que cg(z) = f(z) parax = 0,1,...,n,
en donde g(x) es la funcion de probabilidad geométrica de pardmetro 6 =
1 — p. Se puede ast llevar a cabo el procedimiento de aceptacion y recha-
zo0. Aquellos valores propuestos x tales que x > n son descartados pues no
satisfacen la condicion de aceptacion. ]

Ejemplo 2.14 Una variable aleatoria X es infinitamente divisible si se pue-
de expresar como suma n de variables aleatorias independientes con la mis-
ma distribucion que X, para cualquier n = 1. Por ejemplo, las distribuciones
normal, ji-cuadrada, gama y Poisson satisfacen esa propiedad. Asi, se pue-
de generar, por ejemplo, el valor que una variable aleatoria Poisson cuando
A =5, ya sea sumando 10 variables aleatorias independientes e idénticamen-
te distribuidas, cada una con distribucion Poisson (1/2), o bien, sumando 5,
pero cada una con distribucion Poisson (1). .

2.5. Meétodo de Box y Muller

Este es un mecanismo para producir valores de la distribucion N(0,1). Sean
X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con distribucién nor-
mal estandar, es decir, su funciéon de densidad conjunta es

1

flz,y) = o, €XP {—(1:2 + y2)/2}, para — o0 < x,y < 0.

El método de Box y Muller esta basado en la transformacion de R? que lleva
las coordenadas cartesianas a las coordenadas polares:

(r,0) = p(z,y) = ( x? + yQ,tan_l(y/x)) , x#0.

Usando el teorema de cambio de variable para vectores aleatorios (véase
el Apéndice A), puede comprobarse que la funciéon de densidad del vector
aleatorio (R,0) = p(X,Y) es

f(r,0) = 2L exp {—r2/2}, para r =0, 6¢€][0,2m).
T

Esta claro que generar un valor de la funcion de densidad f(z,y) es equiva-
lente a generar un valor de la funcion de densidad f(r, #). Veremos una forma
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de obtener valores (r, ) de la funcion de densidad f(r,6). De la expresion
para f(r,0), se desprenden las siguientes afirmaciones:

a) Las variables aleatorias R y © son independientes.
b) El angulo O tiene funcion de densidad unif [0, 27).

¢) Elradio R tiene funcion de densidad f(r) = r exp {—r?/2}, para r > 0.

Estos resultados ayudan a obtener valores del vector (R, ©). Para el angulo
©, podemos tomar una variable aleatoria V' con distribucion unif (0,1) y
expresarla como

O =2rV.

Para el radio R, se puede usar el método de la funcién inversa para producir
sus valores. Puede comprobarse que su funcién de distribucién es

F(r)=1—exp {—7“2/2}, para r =0,
con funcién inversa
F7'u)=+/—2In(1 —u), para 0<u<1.
Por lo tanto, si U ~ unif (0, 1), entonces R se puede expresar como
R=+-2InU.

Generado un valor de (R, 6) se puede obtener un valor de (X,Y) regresando
a coordenadas cartesianas,

(X,Y) =¢ ' (R,0) = (R cosO, R sen 9).

De esta manera se llega al siguiente resultado.

Proposicion 2.7 (Método de Box y Muller)

Sean U y V' dos variables aleatorias independientes, cada una con distri-
bucion unif (0,1). Las variables del vector aleatorio (X,Y) especificado
abajo son independientes y tienen distribucion N(0,1).

(X,Y):=+v—21InU (cos 2r V,sen2r V).

Finalmente, recordemos que si X ~ N(0,1), entonces la transformacion
o X + p tiene distribucion N(u,02).
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2.6. Meétodo de Marsaglia

Este es otro procedimiento para generar valores de la distribucién normal.
Fue propuesto por G. Marsaglia y T. A. Bray [38] en 1964. El método esta
basado en el siguiente resultado.

Proposicion 2.8 (Método de Marsaglia)

Sea (U, V) un vector aleatorio con distribucion uniforme sobre el disco
unitario {(u,v) : 0 < u? + v? < 1}, en donde se omite el origen. Sea
S = U? + V2. El vector (X,Y) especificado abajo estd compuesto por
variables aleatorias independientes, cada una con distribucion N(0,1).

U

xn)= (g

Vv
v—21InS, 75 vV—21n S) . (2.6)

Demostracion. Utilizaremos el teorema de cambio de variable para vecto-
res aleatorios, el cual puede consultarse en el Apéndice A. La transformacion
que utilizaremos es

(1,0 = o) = (V=2 TS, VT ) = (),

en donde s = u? 4+ v2. Puede comprobarse que z2 + y> = —2 In s, de donde
se obtiene que s = exp {—(x2 +y?)/ 2}. La transformacion inversa de ¢ es

(z,9) —» o ay) = (&7 (@0), 95 (z,9))
_ [ @A Y @)
/1-2 + y2 /562 + yQ
= (u,v).

Por lo tanto,

Frr () = fuv (@™ @ 0) @ o) = = Ty,



2.6. METODO DE MARSAGLIA 93

en donde

o
Py #1

0 _
l(xa y) aiy #1 l(xa y)
J(z,y) =
Lol wy) oyl ()
ox 72V oy "2V
Puede comprobarse que

—(a?+y?)/4

< Hxyy) = £ (1- -2 13:2
or ¥1 Y - /7$2+y2 $2+y2 2 )

a _1 67(124’?/2)/4 Ty 1
— 1 (v,y) = < wy>,

dy Vi 2 \ 22+y? 2

en donde, por simetria, las otras dos derivadas requeridas tienen expresiones
similares. Después de algunos célculos algebraicos se puede demostrar que

2

Se concluye que fxy(z,y) = (1/2m) e_(x2+92)/2, lo que corresponde a una
funcién de densidad conjunta de dos variables aleatorias independientes con
distribucion N(0, 1).

Debe observarse que las variables U y V' no son independientes, sin embargo,
las variables X y Y lo son. En resumen, el método Marsaglia es el siguiente.

Método de Marsaglia
» Sea (u,v) un valor de la distribucién unif {(u,v) : 0 < u? +v? < 1}.

» Sea s = u? + v2. El par de ntimeros (x,%) definidos abajo son dos
valores independientes de la distribucion N(0, 1).

(z,y) = (\%\/Tlns\%\/flns)
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Mediante la transformaciéon usual, los valores de la distribucién normal es-
tandar se pueden llevar a valores de la distribucién normal de parametros
arbitrarios.

2.7. El método del cociente de uniformes

En algunos casos, la distribucién de una variable aleatoria continua se
puede representar como la distribuciéon que se obtiene al tomar el cociente
de dos variables aleatorias con distribucién uniforme. En esta seccién
explicaremos la manera en la que esta representacién, junto con el mé-
todo de aceptacion y rechazo, producen un algoritmo para la simulacién
de ciertas variables aleatorias. Este método fue propuesto por A. J. Kin-
derman y J. F. Monahan [33] en 1977 y esta basado en el siguiente resultado.

Proposicion 2.9 (Método del cociente de uniformes)
Sea h(zx) = 0 una funcion integrable, acotada y tal que:

a) 0 < JOO h(z)dx < .

b) e |z| /h(x) < 0.

Defina la region
S = {(u,v) :0 <u < /h(v/u) , v/u € sop (h)} c R?,

en donde sop (h) = {x : h(x) > 0} es el soporte de h(x). Si (U, V) es un
vector aleatorio con distribucion uniforme sobre la region S, entonces el
cociente V /U tiene funcion de densidad

M)
J h(z) dx

—a0

fz) = (2.7)

Demostracion. Comprobaremos primero que la regioén S tiene area finita.
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Sea (u,v) € S. En particular, tenemos que u > 0.

a) Para v > 0, u < +/h(v/u) < v < (v/u)y/h(v/u), en donde v/u > 0.
Por lo tanto,

v < sup x+/h(x)
>0

= sw x| \/h(x)
sup |z|\/h(z). (2.8)

zeR

N

b) Para v < 0, el analisis es similar, u < +/h(v/u) < v > (v/u)y/h(v/u),
en donde v/u < 0. Por lo tanto,

v > inf x+/h(z)
<0
= in% —|z| v/ h(z)
r<
> —sup |z|\/h(z). (2.9)
zeR

Incorporando los resultados (2.8) y (2.9) en la definiciéon de la region S se
obtiene que

5= [0 VIO [ VI s i

zeR

es decir, S esté contenido en el rectdngulo acotado indicado. En consecuen-
cia, las hipotesis sobre la funcion h(x) garantizan que la region S tiene area
finita. Denotemos por |S| al area de S. Entonces la funciéon de densidad del
vector (U, V) es

1
fov(u,v) = ik para (u,v) € S.

Por la formula general para la funcién de densidad del cociente de dos va-
riables aleatorias continuas (véase el apéndice A), tenemos que, para —o0 <
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Q0
frp(@) = f fow (@, u) 2] du
—0o0
1
x| du
Ju :cu eS ’S| | |

B |S|f

Como esta es una funcién de densidad, integrando se obtiene que

JOO h(z)dz = 2|S]|. (2.10)

—00

Por lo tanto, la funcién de densidad fy /U(a;) se puede escribir como aparece
n (2.7). -

En conclusion, a partir de una funciéon h(x) con las caracteristicas indica-
das, se puede construir la funcion de densidad f(z) dada por (2.7). Valores
de esta distribucion se pueden obtener a través del cociente V//U de dos
variables aleatorias con distribucion uniforme sobre la region S. A su vegz,
valores de estas variables aleatorias uniforme pueden obtenerse mediante una
transformacion simple de la distribucion unif (0,1). Observemos que, de la
identidad (2.10) se obtiene que el area de la region S es

1 o0]
5| = L. f h(z) da.
2') .,
En el caso cuando h(z) sea una funcion de densidad, tenemos que |S| = 1/2,y
la proposicion recién demostrada establece que el cociente V' /U tiene funcion
de densidad h(x). Veremos a continuacién algunos ejemplos.

Ejemplo 2.15 (Distribucién exponencial)

Sabemos que se pueden obtener valores de la distribucion exponencial con
suma facilidad a través del método de la funcion inversa, sin embargo,
usaremos esa misma distribucion en este ejemplo para ilustrar la forma en
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la que se aplica el método del cociente de uniformes. Recordemos que es
suficiente generar valores de X con distribucion exp (1) pues X /X ~ exp ().

Supongamos entonces que X tiene funcion de densidad f(x) = ™%, cuyo
soporte es (0,00). Tomaremos a h(x) como la misma funcion f(x). No es
dificil verificar que se cumplen las condiciones

o0
0< J h(z)dx < oo Yy sup |z|+/h(z) < 0.

0

Siguiendo el procedimiento explicado antes, se debe considerar la region
S = {(u,v):0<u< h(v/u) , v/uesop(h)}
= {(u,v):0<u<«/exp {—v/u} , v/ue(O,oo)}.

Puesto que u > 0, tenemos que también v > 0 pues se debe satisfacer que
v/u € (0,00). Colocando la raiz cuadrada dentro de la exponencial,

S ={(u,v) : 0 <u<exp{—v/(2u)} , v>0}.

Ahora observamos que —v/(2u) es negativo y, por lo tanto, el valor de la
exponencial tiene a 1 como cota superior. Ademds, resolviendo para v en la
desigualdad que involucra a u y v conjuntamente, se encuentra finalmente
la siguiente expresion de la region S,

S={(u,v):0<u<l,0<v<—2ulnu}.

Grdficamente, esta region se muestra en la Figura 2.7.
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2/e . i VPSP

1/e 1

Figura 2.7: Region de aceptacion S.
Puede comprobarse para este caso particular que el drea de la region S es

1
S| = f—2ulnudu
0

1
d
—J <u2> Inudu
0 du

= 1/2.

Para obtener valores del vector (U, V') con distribucion uniforme en la region
S utilizaremos el método de aceptacion y rechazo. Para ello generaremos
valores de la distribucion unif (0,1) x (0,1). Observemos que este rectingulo
contiene a la region S y que un muestreo optimo (muestro de eficiencia
mdzima) se obtiene cuando (U, V) ~ unif (0,1) x (0,2/e). El procedimiento
se muestra en el siguiente recuadro.
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Método del cociente de uniformes para generar valores exp ()
» Sea (u,v) un valor de la distribucion unif (0,1) x (0,1).

» Cuando (u,v) es tal que v < —2u Inwu, se acepta a (u,v) como un
valor de la distribucion unif (.5).

» Bl cociente © = v/u produce un valor de la distribucion exp (1).

» Finalmente, la operacion x/\ produce un valor de la distribucion
exp ().

Ejemplo 2.16 (Distribuciéon normal)

Aplicaremos el método del cociente de uniformes para generar valores de la
distribucion N(u,c?). Recordemos que es suficiente obtener valores de X
con distribucion N(0,1) pues p + o X ~ N(u,o?).

Sea X con funcion de densidad f(z) = (2m)" 2 exp {—a?/2}, con soporte
(=00, ). Podemos considerar a h(z) como f(x), pero por simplicidad en la
determinacion de la region S tomaremos h(z) = exp {—%/2}. No es dificil
verificar que se cumplen las condiciones

Q0
O<J h(z)dr < oo y sup |z|+/h(z) < 0.
—00 X
Siguiendo el procedimiento explicado antes, se debe considerar la region

S = {(u,v
(

):0<u<A/h(v/u), v/ue sop(h)}

w,v) 10 < u < \Jexp {—v2/(2u?)} , v/ue (—o, oo)}
)
)

,0) 10 <u <exp {—v2/(4u2)} , vE (—00,00)}

= {(u
= {(u,v):0<u<1, U2<f4u2lnu}.

Grdficamente, esta region se muestra en la Figura 2.8.
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Figura 2.8: Region de aceptacion S.

Puede comprobarse para este caso particular que el drea de la region S es
1
S| = 2 f vV —4u? Inudu
0
1
= 2| 2ur/In(1/u)du
0

o0
= 8 f v e 2 du, v? = In(1/u)
0

= 4V2ro2 E(W?), W ~ N(0,0?), con o*=1/4
1
= 5@

1 Q0
= - J h(z) dz.
2 ),
Para producir valores del vector (U, V') con distribucion uniforme en la re-
gion S wutilizaremos nuevamente el método de aceptacion y rechazo. Para
ello generaremos valores de la distribucion unif (0,1) x (—1,1). Observemos
que el rectdngulo de esta distribucion contiene a la region S y que un rec-
tangulo mds reducido es posible incrementando la eficiencia del muestreo. El
procedimiento se muestra en el siguiente recuadro.
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Método del cociente de uniformes para generar valores N(u,o?)

» Sea (u,v) un valor de la distribucion unif (0,1) x (—1,1).
= Cuando (u,v) es tal que v < —4u? Inu, se acepta a (u,v) como un

valor de la distribucion unif(S).
» El cociente x = v/u produce un valor de la distribucion N(0,1).

s Finalmente, la operacion p+ ox produce un valor de la distribucion
N(u, 0?).

Otros ejemplos en donde se aplica el método del cociente de uniformes se
encuentran en la seccién de ejercicios.

2.8. Generacion de valores de variables aleatorias
multivariadas

En esta seccion estudiaremos los métodos de von Neumann, y de aceptaciéon y
rechazo, para generar valores de vectores aleatorios, tanto en el caso discreto
como continuo. Estos procedimientos son similares al caso unidimensional.

Método de von Neumann: caso discreto multivariado

El siguiente enunciado contiene la version del método de von Neumann
para vectores aleatorios discretos. Es una extension de la Proposicion 2.4.
Por simplicidad en la escritura, sélo consideraremos el caso bidimensional.
El resultado puede extenderse facilmente a cualquier dimension.
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Proposicion 2.10 Sea f(z,y) una funcion de probabilidad bivariada con
soporte el congunto finito S = {x1,...,xn} X {y1,...,Ym}. Sea (X,Y)
con distribucion uniforme sobre S e independiente de U ~ unif (0,1).
Entonces

P(X =2,Y =y|U < f(X,Y)) = f(z,y), para (z,y)€S.

Demostracion. Sea (z,y) € S. Observemos primero que

1
P(XZ.CU,Y:y):%,

PU<fX,Y)|X =2Y =y)=PU < f(z,y)) = f(z,y).
Por definicién de probabilidad condicional,
P(X =2,Y =y|U < f(X.Y))
PX =2,y =y U< f(X)Y))

PU < f(X,Y))
PULfX,)Y)|X=2,Y=yPX=zY=y)

Y PUSfXY)[X =uY =v)P(X =u,Y =)
(u,w)es
f(z,y)/(nm)
>, fu,v)/(nm)

(u,w)es

= f(l',y)

Método de von Neumann: caso continuo multivariado

El siguiente enunciado es una extensiéon al caso multidimensional del
método de von Neumann unidimensional estudiado en la Proposicion 2.3.
Por brevedad, se enuncia y demuestra en el caso bidimensional pero es
evidente la forma en la que puede expresarse el resultado al caso de
cualquier dimensién mayor.
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Consideraremos que nuestra funcién objetivo es una funcién de densidad
dada f(z,y) que satisface ciertas condiciones. La demostracion del método
es analoga al caso unidimensional.

Proposicion 2.11 Sea f(z,y) una funcion de densidad bivariada con
soporte el rectingulo acotado (a,b) x (c,d) y suponga que es acotada, es
decir, existe una constante M > 0 tal que 0 < f(z,y) < M. Sean Uy,Us y
Us variables aleatorias independientes con distribucion unif (0,1) y defina

X = a+(b-a)ly,
Y = ¢+ (d—c)Us,
U = MUs.

Entonces la distribucion de (X,Y") condicionada al evento (U < f(X,Y))
es f(z,y).

Demostracion. Sean x € (a,b) y y € (¢,d). Por definiciéon de probabilidad

condicional,

P(X <2,Y
PU

f(X,Y))

y, U <
P(X <z,Y <y|U< f(X)Y)) = X)) :

NN

en donde el numerador es

z ry rf(ab)
f f J Ixyu(a,b,u)dudbda
a Jc 0

z ry rf(ab)
:f j f fuix,y (ula,b) f(a,b) dudbda
a Jec JO

 ry cflab) 1 q 1
= — dudbd
LLL Mb—ad—c "%

1 1 1 Ty
:Mb—ad—cL L f(a,b)dbda.
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El céalculo del denominador es similar y resulta ser

J J J e fxvula,b,u)dudbda

Mb—ad—cj J f(a,b)dbda

=1

IR
C Mb—ad—c

Al obtener el cociente se obtiene
T ry
P(X <a,Y <y|U < f(X,Y)) = f J F(a,b) dbda,

lo cual significa que f(z,y) es la funcién de densidad de (X,Y)|(U <
FX,Y)).

Observamos nuevamente que la distribucioén no condicional del vector (X,Y")
es uniforme, pero su distribucion condicionada al evento (U < f(X,Y)) es
la funciéon de densidad objetivo f(x,y).

Es interesante observar que el procedimiento permanece valido en un caso
més general cuando el soporte de la funciéon objetivo f(z,y) es una region
S < (a,b) x (¢,d), cuya area es positiva. Cuando un punto (z,y) es generado
de la distribucion unif (a, b) x (¢, d) y se encuentra fuera de S, f(z,y) =0y
la condicion (u < f(x,y)) nunca se cumple, de modo que el punto (x,y) es
rechazado como un valor de la funciéon de densidad f(z,y).

Método de aceptacion y rechazo: caso continuo multivariado

Utilizaremos el método de aceptaciéon y rechazo para generar valores de un
vector aleatorio continuo con una funcién de densidad dada. Este procedi-
miento es similar al caso unidimensional. Reescribiremos el procedimiento
como un recordatorio.

Sea f(z1,...,2,) una funcién de densidad que tiene como soporte un
conjunto A contenido en R". Esta es nuestra funciéon objetivo. Deseamos



2.8. SIMULACION DE V.A.S MULTIVARIADAS 105

obtener vectores que sigan esta distribuciéon. El método de aceptaciéon y
rechazo estéa basado en el siguiente resultado. Su demostracion es idéntica
al caso unidimensional.

Proposicion 2.12 Sea f(z1,...,x,) una funcion de densidad con sopor-
te A R". Sea (X1,...,X,) un vector aleatorio continuo con funcion de
densidad g(x1,...,x,) tal que:

1. El soporte de g(z1,...,%,) contiene al soporte A.

2. Se conoce una forma de generar wvalores de la distribucion
g(x1,. .., xy).

3. Existe una constante ¢ = 1 tal que c-g(x1,...,xn) = f(x1,...,25).

Sea U ~ unif (0,1) independiente del vector (Xi,...,X,). Entonces la
distribucion de (Xy,...,X,) condicionada al evento

(U< (X, ..., Xp) )
c-g(X1,...,Xn)

tiene funcion de densidad f(x1,...,2n).

Demostracion. Para hacer la escritura mas corta consideraremos tnica-
mente el caso bidimensional. El analisis puede extenderse sin dificultad al
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caso de dimensién n. Para cualquier (z1,z2) € A = R,

f(X1, X2)
P(X <1, % < S(X, Xo)
< 1 Tl 2 T2 C'Q(Xl,XQ)

P(X1 <21, Xo <22, U < f(X31, X)/[c- g(X01, X2)])
PU < f(X1,X2)/[c- g(X1, X2)])

z1 rx2 rf(&1,62)/[cg(€1,62)]
f f f a0 (€1, €2, u) dudés dé,
—wJ-wJo

T o o (f(ELE)/[eg(E,E)]
f f f £ xo00 (€1, €2, 1) du s €
0

xz1 pxe f(€1,62)/[cg(&1,62)]
f f fo Foi o, (ul€1,62) g(61, £2) du déy déy

U<

o oo f(€1,62)/[eg(€1,62)] ’
J J JO fuix,,x. (ulé1, §2) 9(61, §2) du dSa déy
o0

usando que U es independiente de X7 y Xo,

f(61,€2)/[e:g(61.62)]
f f f fu(u) g(&1,&2) du d§z d&;

0

F(&1,62)/[c-g(€1,62)]
f J J fo(u) g(&1, &) dudés dé

T f(6née)
J J c 96 6) (51,52)d§2d§1

) f J SEn8) 51752 (fl,fz)dﬁz d&y

o C- §17
x

2 16 deadsy

o

1

%%

f f(&1,&2) déa déy

&
&

_ f " (6, 6) e de.

o0 J—00
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Ejemplo 2.17 Sea f(x1,x2) la funcion de densidad uniforme sobre una
region A del plano cartesiano R?, posiblemente irreqular pero que es acotada
y tal que su drea |A| estd bien definida. Entonces

1
f(‘rlaxQ) = |A|

0 en otro caso.

si (x1,m9) € A,

Sea (X1, X2) un wvector aleatorio con funcion de densidad uniforme sobre
el rectingulo R = (a1,b1) x (az2,b2) suficientemente amplio tal que A <
(al,bl) X (ag,bg),
1
g(x1, ... an) =4 (b1 —a1)(ba —a2)

0 en otro caso.

st (x1,22) € R,

Claramente, |R| = |A|. Tomando ¢ = |R|/|A| = 1 se verifica la condicion

c-g(x1,22) = f(z1,22).

Se genera entonces un valor (x1,x2) dentro del rectangulo R con distribucion
uniforme y al mismo tiempo, de manera independiente, se genera un valor
u de la distribucion unif (0,1). El valor (z1,z2) se acepta como valor de la
funcion de densidad f cuando

< f($17x2) .
c-g(x1,12)

Este ejemplo se puede extender al caso de funciones de densidad n dimen-
sionales con soporte una region A < R™, acotada y con drea bien definida,
por ejemplo, una bola en R™ de radio r > 0 y centrada en el origen, i.e.

B(r) ={(z1,...,zn) e R" : 2 + - + 22 <12}
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Método de aceptacion y rechazo: caso discreto multivariado

Concluimos esta secciéon con la versiéon multivariada del método de acep-
tacion y rechazo en el caso discreto. El enunciado es el siguiente y es una
extension de la Proposicion 2.6. Como antes, nos concentraremos solo en el
caso bidimensional.

Proposicion 2.13 Sea f(z,y) una funcion de probabilidad bivariada
con soporte S = {x1,x2,...} x {y1,y2,...}. Sea (X,Y) un vector alea-
torio discreto con funcién de probabilidad g(x,y) que satisface las si-
guientes propiedades: (a) El soporte de g(x,y) es también el conjunto
finito S. (b) Eziste una constante ¢ = 1 tal que cg(z) = f(z) para
(x,y) € S y (¢c) Se conoce una manera de generar valores de (X,Y).
Sea U ~ unif (0,cg(X,Y)). Entonces

P(X =2,Y =y|U < f(X,Y)) = f(z,y), para (z,y) €S
Demostracion. Sea (z,y) cualquier elemento del conjunto S. Observemos

primero que

P(X =z,Y =y) =g(x,y) >0,

PULSfX,)Y)| X =2xY =y) =
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Entonces

P(X =2,Y =y|U < f(X,Y))
CP(X =12,Y =y, U< f(X,Y))
PU < f(X,Y))
PULSfX)|X=zY=yPX=2Y =y)

Z FXY)| X =2, Y = y))P(X =2, =
f(z,y)
o) 9(z,y)
f mlay] i
”21 cg(wi, y;) 9l bj)

Ejemplo 2.18 Sea f(z,y) cualquier funcion de probabilidad bivariada con
soporte finito S = {x1,...,xn} X{y1,...,Ym}. Se puede tomar como g(z,y) a
la funcion de probabilidad uniforme sobre S, es decir, g(x,y) = 1/(nm) para
(x,y) € S. Es claro que se pueden obtener valores de esta distribucion uni-
forme con facilidad y que existe una constante ¢ tal que cg(x,y) = f(z,y).
En conclusion, a través de la distribucion uniforme discreta y el método de
aceptacion y rechazo, se pueden generar valores de cualquier distribucion bi-
variada con soporte finito. El mismo método puede usarse para distribuciones
discretas de cualquier dimension con soporte finito. =

2.9. Ejercicios

Meétodo de la funciéon inversa

27. Distribucion uniforme. Sea X una variable aleatoria con distribucién
unif (a,b). Use el método de la funciéon inversa para demostrar que un
valor = de esta distribucion se puede generar a partir de la expresion
que aparece abajo, en donde u es un valor de la distribuciéon unif (0, 1).

z=a+ (b—a)u.

Y;)
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28.

29.

30.

31.

CAPITULO 2. SIMULACION DE VARIABLES ALEATORIAS

Distribucion discreta. Sea X una variable aleatoria discreta con funcién
de probabilidad

04 si z=1,
0.3 si z=2,

) =
/(@) 0.2 si xz=3,
0.1 si z=4.

Se busca aplicar el método de la funcion inversa para producir valores
de esta distribucion.

Grafique f(x).

a

(py

Encuentre y grafique F(z).

o

)
)
) Encuentre y grafique F~!(z).
)

d) Elabore un programa de cémputo que utilice el método de la

funcién inversa para generar n = 500 valores x1,...,x, de X.

e) Elabore un histograma de probabilidad (en donde el area de las
barras suma uno) de los nimeros obtenidos y compare con la
grafica de la funcién de densidad.

Distribucion exponencial. Sea X una variable aleatoria con distribucion
exp (A). Use el método de la funcion inversa para demostrar que un
valor = de esta distribucién se puede obtener a partir de la expresiéon
que aparece abajo, en donde u es un valor de la distribuciéon unif (0, 1).

1
x:—xlnu.

Distribucion Weibull. Sea X una variable aleatoria con distribucién
Weibull (r, \). Use el método de la funcion inversa para demostrar que
un valor x de la variable X se puede obtener a partir de la expresion
que aparece abajo, en donde u es un valor de la distribucion unif (0, 1).

1

v =1 o {:ln(ln(l/u))}.

Distribucion Cauchy. Sea X una variable aleatoria con distribucién
Cauchy (a,b). Use el método de la funcién inversa para demostrar que
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32.

33.

34.

35.

un valor x de esta distribucién se puede obtener a partir de la expresion
que aparece abajo, en donde u es un valor de la distribucion unif (0, 1).

r=a+btan[(u—1/2)7].

Distribucion Pareto Tipo I. Sea X una variable aleatoria con distri-
bucion Pareto (a,b) tipo I. Use el método de la funcion inversa para
demostrar que un valor x de esta distribucion se puede obtener a par-
tir de la expresién que aparece abajo, en donde u es un valor de la
distribucion unif (0, 1).

z=bu

Minimo. Encuentre la funcién de distribucién, y su inversa, de la va-
riable aleatoria
X1y == min{Xy,..., X},

en términos de la funciéon de distribucién F'(z) de una muestra aleato-
ria X1,...,X,. Use el método de la funcién inversa para explicar un
método para generar valores de la variable aleatoria Xy).

Distribucion mizta. Sea Y una variable aleatoria con distribucion
exp (A) y sea M > 0 una constante. Defina la variable aleatoria
X =min{Y, M} y denote por F(z) su funcion de distribucion.

a) Encuentre y grafique F(x).

b) Encuentre y grafique F~1(u).

¢) Compruebe que F(F~1(u)) > u, para 0<u<1.

d) Compruebe que F~}(F(z)) < x, paraz tal que 0 < F(z) <1
e) Explique la manera en la que pueden obtenerse valores de la va-

riable aleatoria X por el método de la funcién inversa.

Distribucion mizta. Sea Y una variable aleatoria con distribucion
exp(A) v sea M > 0 una constante. Defina la variable aleatoria
X =méx{Y, M} y denote por F(z) su funcion de distribucion.

a) Encuentre y grafique F(z).

b) Encuentre y grafique F~!(u).
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c)
d)

e)

36. Sea

CAPITULO 2. SIMULACION DE VARIABLES ALEATORIAS

Compruebe que F(F~(u)) > u, para 0<u<1.
Compruebe que F~H(F(z)) <

Explique la manera en la que pueden generarse valores de la va-
riable aleatoria X por el método de la funcién inversa.

x, paraz tal que 0 < F(z) < 1.

X una variable aleatoria con funcion de distribucion

0 si < —2,

(x+2)/2 si —2<z<-1,
F(z) =< 1/2 si —1<z<l1,

x/2 si 1<x<2,

1 si x> 2.

Grafique F(x).
Encuentre y grafique F~!(u).
Compruebe que F(F~1(u))
Compruebe que F~1(F(z))

Explique la manera en la que pueden generarse valores de la va-
riable aleatoria X por el método de la funcién inversa.

>u, para 0<u<l.
<z, paraztalque 0< F(z)<1.

Encuentre y grafique la funcion de densidad f(x) de la variable
X.

Usando una computadora y el método de la funciéon inversa, ge-
nere n = 500 valores x1,...,x, de la variable X, elabore un
histograma de probabilidad y compare con f(x).

Demuestre que E(X) = 0.
Compruebe que z = (z1 + -+ + zp)/n ~ 0.

Generacion de valores de variables aleatorias discretas

37. Distribucion Bernoulli. Sea U ~ unif (0,1) y defina la variable alea-
toria X como aparece abajo, en donde 0 < p < 1. Demuestre que X
tiene distribucion Ber (p).

1 si U <p,

X=1(o,p](U):{ 0 s Us>p.
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38. Considere una variable aleatoria discreta X con distribucion

39.

40.

0.3 si z=1,
0.5 si z=2
J@) = 0.2 si z =3,

0 en otro caso.

Grafique f(x)
Encuentre y grafique F(z).

)
)
¢) Encuentre y grafique F~1(u).
) Encuentre E(X).
) Encuentre Var(X).

)

Elabore un programa de cémputo que use el método de la funcién
inversa para generar n = 200 valores z1,...,z, de X.

g) Elabore un histograma de probabilidad de los valores obtenidos
Z1,...,Ty y compare con la grafica de f(x).

X

h) Compruebe que E(X) ~ & =

M: 3\1—‘
)

|

)

[\

i) Compruebe que Var(X) ~

Elabore un programa de cémputo que use el método de la funcion
inversa para producir n = 100 valores de una variable aleatoria discreta
X con distribucioén:

a) bin(m,p), conm =10y p = 1/3.
b) geo (p), con p = 3/4.
c¢) Poisson (\), con \ = 2.

Niumero finito de valores. Sea X una variable aleatoria con n > 2
posibles valores ©1 < xo < --+ < =z, y probabilidades p1,p2,...,Pn,
respectivamente. Argumente la razon por la que el nimero promedio de
preguntas que se llevan a cabo en el diagrama de flujo de la Figura 2.5

€S
n—1

dlipi+(n—1)p,

=1
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Meétodo de von Neumann

41. Elabore un programa de cémputo para generar 500 valores de las si-
guientes distribuciones usando el método de von Neumann. Use como
valor de M el valor méximo de f(x) en cada caso. Calcule ademas la
eficiencia.

T si O<z <1,

2—x si 1<z <?2,

0 en otro caso.

{ l—2 si O<zx<l,

r—1 si 1<x<?2,

0 en otro caso.

2¢ si O<ax <1,

a) f(x)
b) f(x)
c) fz) =

0  en otro caso.
rz+1 si —1<x<,
d) flx) =< = si 0<z<1,

0 en otro caso.

Método de aceptaciéon y rechazo

42. Distribucion normal. En el contexto de la aplicacién del método de
aceptacion y rechazo para generar valores de la distribucion N(u, 0?)
expuesto en el Ejemplo 2.11, demuestre directamente los siguientes
resultados:

a) Si Z tiene distribucion N(0, 1), entonces |Z| tiene funcion de den-

sidad
2
flx) = \/7e_z2/2, para x > 0.
T

b) Si S tiene distribucion unif {+1, —1}, entonces S |Z| tiene distri-
bucion N(0, 1), en donde |Z| es como en el inciso anterior.

c) Si X ~ exp(A) con A = 1, y U ~ unif (0,1) son indepen-
dientes, entonces la distribucién de X condicionada al evento
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(U < exp {—(X —1)?/2}) tiene la funcién de densidad que apa-
rece abajo. Esta es la funcién de densidad del valor absoluto de

Z ~N(0,1).
2 —(132/2
f(z)=r]—€ , para x> 0.
T

d) Si Vi y Vi son variables aleatorias independientes con idéntica
distribucion exp (A) con A = 1, entonces

P(Vi > (Vo = 1)%/2) =y [ -

Método de Box y Muller

43.

44.

45.

Demuestre el siguiente resultado que fue utilizado en la derivacion del
método de Box y Muller. Si (X,Y) es un vector aleatorio continuo con
funcién de densidad

1
fla,y) = o exp {—(2* +y%)/2}, para — o0 <uz,y< o0,

entonces el vector (R,0) = (VX2 +Y2 tan }(Y/X)), con X # 0
tiene funcién de densidad
f(r,0) = 2L exp {—r?/2}, para (r,0) € (0,0) x (0,2n].
s
Demuestre que si W ~ exp(A) con A = 1/2, entonces la variable
R = +/W tiene la funcion de densidad f(r) que aparece abajo. Esta
es la funciéon de densidad de la variable aleatoria R que aparece en el
método de Box y Muller.

f(r) =rexp {—7“2/2}, para r = 0.

Por el método de la funcién inversa, un valor de W se puede expresar
como —21Inwu, en donde u es un valor de la distribucion unif (0,1), de
modo que un valor de R es v/—21n u. Esta es una expresion equivalente
a la indicada en el método de Box y Muller.

Utilizando el método de Box y Muller, elabore un programa de compu-
to para generar 1000 valores de una variable aleatoria con distribucién
N(p, 0?), con valores para u 'y o2 de su eleccion. Elabore un histograma
con los valores obtenidos.



116 CAPITULO 2. SIMULACION DE VARIABLES ALEATORIAS

El método del cociente de uniformes

46. Considere el método del cociente de uniformes para generar valores de
una variable aleatoria con funcién de densidad

1—z/2 si 0<z<2,
h(z) = { 0 en otro caso.

a) Determine analiticamente y muestre en un plano la region aso-
ciada S € R%. Compruebe que |S| = 1/2.

b) Elabore un programa de computo para generar 500 valores de la
densidad h(z).

c¢) Elabore un histograma (frecuencias relativas) de los datos obte-
nidos y en la misma gréfica dibuje la funcion h(x).

47. Distribucion Cauchy estandar. Aplique el método del cociente de uni-
formes para generar valores de una variable aleatoria con distribucion
Cauchy estandar, cuya funcién de densidad es

hz) = ——

= ——— —00 < < O0.
7 (1+a2) v

a) Determine analiticamente y muestre en un plano la region aso-
ciada S € R%. Compruebe que |S| = 1/2.

b) Elabore un programa de computo para generar 500 valores de la
densidad h(z).

¢) Elabore un histograma (frecuencias relativas) de los datos obte-
nidos y en la misma gréfica dibuje la funcion h(x).

48. Distribucion doble exponencial. Aplique el método del cociente de uni-
formes para generar valores de una variable aleatoria con distribucion
doble exponencial dada por la expresiéon que aparece abajo, en donde
A > 0 es un parametro.

1
h(z) = 5 Ae Nl —o0 << 0.

a) Determine analiticamente y muestre en un plano la region aso-
ciada S € R%. Compruebe que |S| = 1/2.
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b)

c)

Elabore un programa de computo para generar 500 valores de la
densidad h(x) para un valor A de su eleccion.

Elabore un histograma (frecuencias relativas) de los datos obte-
nidos y en la misma gréfica dibuje la funcion h(x).

49. Distribucion gama. Siga los pasos que aparecen abajo para implemen-
tar el método del cociente de uniformes para producir valores de la
distribucion gama («,y). Recordemos que esta distribucion tiene fun-
cion de densidad

a)

()“/E)ail A 6—)\55

F@) = g A

para x > 0.

Sea A > 0. Demuestre que si X ~ gama («a, 1), entonces X/\ ~
gama (a, A). Este resultado establece que es suficiente generar va-
lores de la distribuciéon gama (o, 1), cuya funcion de densidad es

flz)=—=——e " para x>0.

Escoja un valor particular de a@ > 1. Se demostré antes la forma
en la que el caso 0 < a < 1 se puede obtener a partir del caso
a>1.

Considere la funcion h(z) = 2~ e™*, para x > 0, y determine la

expresion analitica que define a la regién S para el valor escogido
a > 1.

Grafique en una computadora la regién S. Aqui es necesario en-
contrar la grafica de una funciéon implicita.

Demuestre analiticamente, o por integracion Monte Carlo (méto-
do de aceptacion y rechazo), que el area de S es

15| = % foo h(z)dz — 2T (a).

. 2
Genere 500 valores de la funcion de densidad gama («, 1) usando
el método del cociente de uniformes con los elementos anteriores.
Elabore un histograma de probabilidad con los datos obtenidos
y en la misma grafica dibuje la funcion de densidad gama («, 1),
para el valor a@ > 1 escogido.
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Generacion de valores de variables aleatorias multivariadas

50.

51.

52.

Usando el método de aceptacion y rechazo, elabore un programa de
computo para generar 200 valores (z,y) de la distribucién especificada
abajo. En un plano cartesiano dibuje el circulo unitario y marque con
un punto cada uno de los datos obtenidos.

/7 si 2?2 +9y? <1,

0 en otro caso.

f(-T,Z/) :{

Grafique las siguientes funciones de densidad bivariadas y proporcione
los detalles de cada una de ellas para generar valores de estas distri-
buciones usando el método de aceptacién y rechazo.

6%y si 0<z<1,0<y<l,

0 en otro caso.

0’) f(l',y) = {

3z si 0<y<zxz<l,

b) f(z,y) ={

0 en otro caso.

Método secuencial. Sea (Xi,...,X,) un vector aleatorio con funcion
de densidad o de probabilidad f(z1,...,x,). Demuestre la identidad

flze, ..o zn) = f(x1) f(ze|x1) - fon | Tn—1,...,21).

Esta férmula sugiere un método secuencial para producir valores del
vector (X1,...,X,) de la siguiente manera:
= Se genera un valor z1 de X; con funcion de densidad f(z1).

s Dado X7 = 1, se genera un valor xo de Xo con funcién de den-

sidad f(z2|x1).
= Etcétera.
Por supuesto, el método requiere que se conozca una forma de gene-

rar valores de las funciones de densidad condicionales indicadas en la
formula.
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Miscelanea

93.
o4.

99.

56.

Demuestre que U ~ unif (0,1) siy s6losi V =1—U ~ unif (0, 1).

Distribucion geométrica a través de la distribucion exponencial. El si-
guiente procedimiento muestra la manera en la que pueden generarse
valores de la distribuciéon geométrica a partir de valores de la distri-
bucién exponencial. Se trata de una discretizacion de la distribucion
exponencial para obtener una distribuciéon geométrica.

a) Sea X una variable aleatoria con distribucion geo (p), 0 < p < 1.
Es decir, P(X = z) = p(1 — p)* para x = 0,1,2,... Sea Y una
variable aleatoria con distribucion exp (A). Calcule el valor de A
en funcién de p para que se cumpla que

Plx<Y<uz+1)=P(X =z) para z=0,1,...

b) Defina Z = In(1 —U)/In(1 — p), en donde U ~ unif (0,1). De-
muestre que | Z]| tiene distribuciéon geo (p), en donde |z| indica la
parte entera del ntimero = = 0.

Distribucion log normal. Aplique algin método de simulacién para
obtener n = 200 observaciones de una variable aleatoria log normal
con media €? y varianza e*(e? — 1). Calcule la media y la varianza
muestrales de estas observaciones y compare con los valores teéricos.

Aplicacion a finanzas. Suponga que una acciéon financiera tiene un
precio St al tiempo t. Dado que Sy = 10, el precio de la accién S7 puede
subir a 12, con probabilidad p = 0.48, o caer hasta 8 con probabilidad
1—p. Sea R = (S1—S0)/S la tasa de retorno de la accion al final del
periodo 1.

a) Realice 1000 simulaciones del valor de S; para aproximar F(R)
y 4/ Var(R) usando la media y la varianza muestral de R.

b) Suponga que se adquiere una cobertura financiera que otorga un
beneficio de C' = max {S1 — 10, 0} al final del periodo. La persona
que adquiere la cobertura debe pagar una prima P que tedrica-
mente se calcula como P = E(C) e~ %%, Usando las simulaciones
del inciso anterior calcule una aproximacién a la prima P.
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o7.

58.

99.

60.

61.
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Sea m > 2 un entero. Defina W = (X +Y) mdéd m, en donde X es

una variable aleatoria uniforme en los enteros {0,...,m — 1} y Y es
una variable aleatoria discreta independiente de X. Demuestre que W
tiene distribucion uniforme en los enteros {0,...,m — 1}.

Mediante algin método de simulacién obtenga valores de una variable
aleatoria X con la distribucion abajo indicada. Obtenga los histogra-
mas de probabilidad y compare con las funciones de densidad.

a) Cauchy (0,1/10).

)

b) unif (—1,2).

c) N(1,4).

d) f(z) = 136\/5, 0<z<d

e) P(X =x)=(7/10)*(3/10), z=0,1,...

) flx )—Cl’QE_x, 0<x<1, endondec=1/(2—5e1).

) T 0 1 2 3
Y IP(X=2)]01]02]03]04

Utilice el método de la funcién inversa para generar 1000 valores de
una variable aleatoria X con funcién de probabilidad como aparece
abajo. En una misma grafica compare el histograma de probabilidad
de los datos generados y la funcién de probabilidad.

1

PX =2) = x(z+1)’

r=1,2...

Utilice primero el método de la funcién inversa y después el método
de aceptacion y rechazo para generar 1000 valores de una variable
aleatoria X con funcién de densidad como aparece abajo. ; Cuél de los
dos métodos tuvo menor varianza muestral?

2
f(x)=$2+§, 0<z<l.

Programe dos funciones que obtengan muestras aleatorias con el méto-
do que usted elija para las siguientes distribuciones. Obtenga muestras
con distintos pardmetros y compruebe que los histogramas de proba-
bilidad se parecen a las funciones de densidad respectivas.
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a) Distribucion Rayleigh (02 > 0 es un parametro),
f(z) = ie_ﬁ/(%%, x> 0.
b) Distribucion triangular (a > 0 es un parametro),

2 T
f(a:)=7<1—7), 0<z<a.
a a
62. Aplique el método del cociente de uniformes para generar valores de
una variable aleatoria con la funcién de densidad que aparece abajo,

en donde n > 0 es un parametro. Muestre la regiéon S asociada.

n 22\ ~(n+1)/2
h(a:):m(lJrn) , —00 <z <o0.

63. (G.S. Fishman [12|) Suponga que a,b y ¢ son tres parametros tales
que 0 < a < by —w0 < ¢ < . Considere la funciéon de densidad
trapezoidal dada por

(x —¢)/(ab) si c<zr<a+e,
flz)y=< 1/b si a+c<z<b+e,
(a+b+c—xz)/(ab) si b+c<z<a+b+c

a) Usando el método de la funcion inversa, programe una funcion
que obtenga muestras aleatorias de esta distribucién con a = 1,
b=2yc=-1.5.

b) Suponga que U; y Us son variables aleatorias independientes cada
una con distribucion unif (0, 1). Demuestre que para aj,a2 y as
elegidos de forma adecuada, Z := a1U; + a2Us + a3z sigue una
distribucién trapezoidal. Vuelva a generar una muestra usando la
transformacién Z y compare los histogramas de esta muestra y
la obtenida en el inciso anterior.

64. (G.S. Fishman [12]) Sean U; y Us variables aleatorias independien-
tes, ambas con distribucion unif (—1/2,1/2) y sea U con distribucion
unif (0, 1).
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66.

67.

68.

69.
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a) Suponga que U + U3 < 1/4,. Demuestre que Y = Uy /4/UE + U3
tiene la misma distribucion que cos (27U).

b) Suponga que U7 + Uz < 1/4,. Demuestre que Z = Uy /+/U? + U2
tiene la misma distribucion que sen (27U).

¢) Suponga que U? + U2 < 1. Calcule la distribucion de Y = Uy /Us.

Genere una muestra aleatoria numérica de 1000 valores de la funcién
de densidad que se muestra abajo. Con el promedio de estos valores
aproxime F(X), el cual se calcul6 en el Ejercicio 21.

0 si x<0.

Fa) { (3/T) e+ (8/T)e ™2 si x>0,

Sea X una variable aleatoria con funciéon de densidad f(z) como apa-
rece abajo. Aproxime E(1/X).
|z|/10 si —2 <z <4,
-

0 en otro caso.

Suponga que los tiempos de llegada entre autobuses consecutivos se
pueden modelar mediante variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas T4, T, ..., cada una con distribucion unif (0, 1).
Usando simulacion y la Proposicion 1.4 aproxime el valor de P(T) +
To+---+Tn < 3), en donde N ~ Poisson (7) es una variable aleatoria
independiente de 17,75, ...

Repita el ejercicio anterior pero ahora suponiendo que los tiempos de
llegada entre autobuses consecutivos son variables aleatorias indepen-
dientes exponenciales con media 2.

Un examen de opcién miltiple tiene 10 preguntas, y cada pregunta
tiene 4 opciones de respuesta, pero s6lo una respuesta es la correc-
ta. Un estudiante selecciona aleatoriamente su respuesta en cada una
de las preguntas. Usando simulacién y la Proposiciéon 1.4 aproxime
la probabilidad de que el estudiante obtenga al menos 7 respuestas
correctas.
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70.

71.

72.

73.

74.

Aplicacion a la industria. La probabilidad de que una maquina de
helados se descomponga en un dia cualquiera es 0.03 y es independiente
de las descomposturas en cualquier otro dia. La maquina s6lo puede
descomponerse una vez por dia. Usando simulacién y la Proposicién 1.4
aproxime la probabilidad de que la maquina se descomponga en menos
de 5 ocasiones en un mes (30 dias).

Aplicacion a sequros. Suponga que una aseguradora calcula una prima
para un seguro de autos considerando lo siguiente: En cualquier mes,
puede ocurrir méximo un siniestro. La probabilidad de que ocurra un
siniestro en cualquier mes es de 0.007 y existe independencia entre los
siniestro de un mes con los siniestros que ocurren en otro mes. Usando
simulacién y la Proposicién 1.4 aproxime la probabilidad de que ocurra
mas de un siniestro en un ano.

Aplicacion a la industria. Un hospital recibe anualmente la mitad de
medicamentos de cierta compafiia A, una cuarta parte de la compa-
nia B y el resto de la compaiifa C. El control de calidad del hospital
detecta que el 2% de los empaques (cajas y frascos de pastillas) de
medicamentos de la compania A vienen con algin defecto. Para las
companias B y C, los porcentajes de empaques defectuosos son del
1% y 4%, respectivamente. Del gran total de medicamentos que han
llegado se elije aleatoriamente un empaque y resulta defectuoso. Usan-
do simulacién y la Proposiciéon 1.4 aproxime la probabilidad de que
dicho empaque provenga de la compania C.

Aplicacion a logistica. Un bidlogo desea capturar 7 mariposas monar-
ca vivas para realizar un estudio de su comportamiento. El bidlogo
captura al azar una mariposa a la vez, pero tiene una probabilidad
de 2/3 de que la mariposa le sea 1til debido a que deben tener cierto
tamano. So6lo conserva las mariposas ttiles, el resto las libera por ser
muy pequenas. Usando simulacién y la Proposiciéon 1.4 aproxime la
probabilidad de que el biélogo capture 8 mariposas muy pequenas (no
necesariamente consecutivas) antes de capturar las 7 mariposas que
necesita.

Aplicacion a finanzas. El precio de dolar en el dia n se modela con una
variable aleatoria X,,. Después de un estudio estadistico se determina
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75.

76.
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que X, | (Xp—1 = ) ~ N(z,0.05). Si se tiene que Xy = 18, usando
simulacién y la Proposicion 1.4 aproxime la probabilidad de que X9 >
19.

Aplicacion a logistica. El tiempo de espera en anos para que un con-
ductor tenga un siniestro se modela con una variable aleatoria T ~
exp (1/5). Por otro lado, el tiempo de espera en afios para que el mis-
mo conductor deba realizar un cambio de bateria a su auto se modela
con una variable aleatoria Y ~ unif (2,4). Usando simulacion y la
Proposicion 1.4 aproxime la probabilidad de que el conductor tenga
un siniestro antes de tener que hacer un cambio de bateria.

Aplicacion a telecomunicaciones. Una empresa de telecomunicaciones
tiene en funcionamiento simultaneo 5 satélites para distribuir sefial
de internet en una ciudad. Cuando hay alguna falla en alguno de los
satélites, el tiempo en minutos que pasa para que se resuelva la falla
tiene distribucion gama (13,7) y este tiempo es independiente de lo que
suceda en los otros satélites. En cierto momento ocurre un fenémeno
solar por el cual los 5 satélites dejan de funcionar al mismo tiempo.
Usando simulacién y la LGN aproxime el tiempo esperado que pasara
antes de que se resuelva la falla en al menos un satélite.

Aplicacion a series de tiempo. Para la temperatura promedio X; en el
mes t = 0,1,... en una cierta poblacién, se ha ajustado el siguiente
modelo autoregresivo de orden 6,

Xy =204+0.13X;—1 —0.06X;_2 — 0.11X;_4 +0.02Xy_6 + Z;, =6,

en donde Zi,Zs,... son variables aleatorias independientes con
idéntica distribucion N(0,1/10). Suponga que se conocen los valores
iniciales Xo,..., X5 = 18,19,20,21,24,25. Genere pronésticos para
X7, Xg, ..., X19.



Capitulo 3

Integraciéon Monte Carlo

Nuestro interés ahora es calcular valores aproximados de integrales en una y
varias dimensiones a través de la generacién de valores de variables aleato-
rias. Existen varios métodos para llevar a cabo estas aproximaciones. Estos
se denominan métodos de integracion Monte Carlo y revisaremos dos de
ellos en las siguientes secciones. Los métodos pueden aplicarse tanto a inte-
grales unidimensionales como a integrales multiples. Para integrales de una
o dos dimensiones existen métodos numéricos deterministas que son mas
aconsejables. En cambio, cuando se tiene un problema complejo en donde es
necesario calcular una integral de muchas dimensiones, la integracién Monte
Carlo es particularmente més conveniente.

3.1. Meétodo clasico

Sea g(x) una funcion integrable en el intervalo (a,b) y tal que satisface la
condicion 0 < g(z) < ¢, para alguna constante ¢ > 0. Supondremos que
el intervalo (a, b) es acotado pues consideraremos una distribuciéon uniforme
sobre él. Nos interesa calcular la integral

b
0 = f g(z)dx. (3.1)

a

125
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Figura 3.1: Regién a estimar.

Sea (X,Y) un vector aleatorio con distribucion unif (a,b) x (0, ¢). Esto im-
plica que las coordenadas del vector son independientes y cada una tiene
distribucion uniforme en el intervalo respectivo. La probabilidad de que el
punto (X,Y’) se encuentre bajo la curva de g(x) es el valor desconocido

p = P <yg(X))

Area favorable

Area total
1 b
= — d
c(b—a) L 9(x) du
1
= 6.
c(b—a)
Es decir,
0 =c(b—a)p. (3.2)
Sea (X1,Y1), ..., (Xn,Y,) una sucesiéon de n copias independientes del vector

(X,Y). Esta es una muestra aleatoria y representa el experimento de tomar n
puntos al azar dentro del rectangulo (a,b) x (0,c). Sea N el ntiimero de veces
que se cumple la condicion Y; < ¢g(X;), para i = 1,2,...,n. Claramente,
N ~ bin(n,p). Se propone como estimador para p a la variable aleatoria
p = N/n. Por lo tanto, el estimador para la integral 0 es el siguiente.
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Definiciéon 3.1 Sea g(x) una funcion integrable en el intervalo aco-
tado (a,b) y tal que 0 < g(z) < ¢, para alguna constante ¢ >
0. Sea (X1,Y1),...,(Xy,Y,) una muestra aleatoria de la distribucion
unif (a,b) x (0,¢). Sea N el nimero de veces que se cumple la condi-
cion Y; < g(X;) para i = 1,...,n. Se define el estimador Monte Carlo
clasico para la integral (3.1) como

0:=c(b—a) = (3.3)

Este estimador representa la féormula para aproximar la integral 6 por el
método clasico de Monte Carlo: se generan al azar de manera uniforme n
puntos dentro del rectangulo (a,b) x (0,c), se cuenta el nimero de puntos
que quedan por debajo de la curva y se divide entre n, finalmente se
multiplica por el area del rectangulo (a,b) x (0,c). El procedimiento se
resume en el siguiente recuadro.

Integracion Monte Carlo: método clasico

» Sea g(x) una funcion integrable en el intervalo acotado (a,b).

» Suponga que 0 < g(x) < ¢, para alguna constante ¢ > 0.

» Sean (x1,Y1),.--,(Tn,yn) valores de la distribucion unif (a,b) x
(0, c¢).

» Sea ng el namero de valores tales que y; < g(z;).

Entonces

b -
J g(z)dz ~ c(b—a) —.

a n

Mediante los resultados que encontraremos méas adelante, comprobaremos
que es conveniente tomar el minimo valor posible para la cota superior ¢ de
la funcién a integrar, se puede tomar ¢ = sup {g(z) : a < x < b} < 0.

Observemos que § definida en (3.3) es una variable aleatoria con distribucion
binomial multiplicada por una constante. Esto permite encontrar algunas
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de sus caracteristicas numéricas con facilidad. A continuaciéon calculare-
mos la media y la varianza. Cuando se desea enfatizar la dependencia
de un estimador 6 del tamano de la muestra n se le escribe también como 6,,.

Proposicién 3.1 El estimador  dado por (3.3) satisface las siguientes
propiedades:

1. Es insesgado, es decir, E

)= 6.

6

, ~ 0

2. Su varianza es Var (0) = — [¢(b—a) — 0].
n

3. FEs consistente, es decir, lim 6, = 0.
n—o0

Demostracion. Como N tiene distribucién bin (n,p), se cumple que
E(N) =npy Var(N) =np (1 — p). Por lo tanto,

1. Tenemos que

E(0) = cb— a)— E(N)
= c¢(b— a)% np
= c¢b—a)p

2. Se usan las propiedades de la varianza,

Var(d) = Var(c(b—a)N/n)
2(h— a)2
= (bnz) np (1 —p)

c(b—a)[c(b—a)p—c(b— a)p?]
[c(b—a)—c(b—a)p]

[e(

SIo3(3 |+
S
|
B
|
B
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3. Esto es consecuencia del inciso anterior pues cuando el tamano n de
la muestra crece a infinito, la varianza se hace cero. Por otro lado,
una variable aleatoria con varianza cero es constante. En este caso, esa
constante es E (0), que es 6. Alternativamente, definiendo los eventos
A= (Yi<g(X;)),parai =1,2,....,ny A= (Y < g(X)) el evento
genérico, por la ley de los grandes ntimeros tenemos que

. 1 &
Jn O =l clb—a) ), L
1=
= c(b—a)E(la)
= c¢(b—a)P((X,Y)eS)
= cb—a)p
= 0.

Se observa que la varianza decrece conforme el valor de la cota superior c es
mas pequena, de modo que es conveniente tomar ¢ con el valor més pequeno
posible.

Tamano de muestra

El siguiente resultado permite calcular el tamafio de muestra n para que el
valor del estimador (3.3) satisfaga cierto nivel de confianza.

Proposicion 3.2 Seane >0 y0 < a < 1 dos cantidades dadas. Cuando
el tamario de muestra n es tal que n = (b — a)?/(4ae?), se cumple

Pl0—0]<e)=>1—a.
Demostracion.  Consideremos la funcion h(6) = 6[c(b — a) — 6], para

—w < f < . Se puede comprobar que h(f) < c?(b — a)?/4, para —o0 <
0 < o0. Usando este resultado, por la desigualdad de Chebyshev y después
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usando la expresiéon de la varianza que aparece en la Proposicién 3.1,

. 1 .
P(l0—-0]>¢ < E—QVar(Q)
1
I 2
< _
S e (b-a)
< a.

La ultima desigualdad se cumple cuando n es suficientemente grande como
indica la hipétesis. Por lo tanto, tomando complementos, tenemos que

Pl0—0l<e)=>1—a.

El parametro e determina la cercania entre 6 y 6. El ntimero 1 —« representa
el nivel de confianza. Nuevamente, se observa que el tamafio de muestra es
mas pequeno cuando se toman valores de ¢ menores.

Intervalo de confianza

Explicaremos a continuaciéon dos formas de encontrar un intervalo de
confianza para el valor desconocido 6 definido en (3.1).

= Por la Proposiciéon 3.2, cuando el tamano de muestra n es tal que

(b —a)?
> —— 3.4
" 20v€2 (3-4)
tenemos el intervalo de confianza
Pl—e<<O+e)=1-a, (3.5)

en donde ¢ > 0y 0 < a < 1 son dos cantidades dadas. De la ecua-
cion (3.4) se obtiene €2 = ¢*(b — a)?/(2an), de modo que el intervalo
de confianza (3.5) toma la forma

j_ L cb—a jo Leb—ay
P<9 Ta Vo <0<9+\/5 T )21 . (3.6)
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Este es un primer intervalo de confianza para 6. Observemos que la
longitud del intervalo es menor cuando se toman valores mas peque-
nos para la cota superior ¢ de la funcién a integrar. A continuacién
encontraremos un mejor intervalo en el sentido de que su longitud es
menor que la del intervalo (3.6).

La variable aleatoria N que cuenta el nimero de veces que el punto al
azar (X,Y’) queda bajo la curva de la funcion g(x) se puede escribir

Ccomo
n
V=S,
=1

en donde los sumandos son las funciones indicadoras de los eventos
A; = (Y; < 9(Xy)), i =1,...,n. Entonces el estimador (3.3) para 6 se
puede escribir como

R 1 &
9=c(b—a)ﬁ ZlAi‘
i=1

Por el teorema central del limite, de manera aproximada,
0—0

~N(0,1).
Var(6)

Por lo tanto, se puede encontrar un valor z,/; > 0 tal que

P<za/2 < (6 — 0)/4/ Var(f) < zaﬂ) =1-a,
con 0 < a < 1. Es decir,
P<9A—za/2‘ Var(6) <9<é+za/2- Var(f) > =1-a.

En palabras, con una confianza del (1 — a)100 % el intervalo aleatorio

simétrico
( 6 — Zaf2 \/ Var(0), 0 + Za/2 \/ Var(6) >
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contiene al valor de #. Sin embargo, el término

Var(0) = (0/n)(c(b—a) — 0)

es desconocido. Aqui se puede usar nuevamente la estimacion h(f) =
O(c(b—a) —0) < c2(b—a)?/2 y obtener el intervalo aleatorio ampliado

c(b—a)

- c(b—a) -
P(Q—ZQ/Q <O <0+ 24—
V2n

o )zl—w (3.7)

Es claro que los intervalos de confianza (3.6) y (3.7) difieren sélo debido a
que el primero tiene el factor 1/4/a y el segundo tiene el factor z, /2 Puede
comprobarse, por lo menos numéricamente, que

1
Zop < —=, para 0 <a<l,

\/a?

de modo que el intervalo (3.7) tiene longitud menor.

Caso multidimensional

El caso de una dimensién estudiado en la seccién anterior se puede extender
sin mucha dificultad al caso de dimensiones mayores. Por simplicidad en la
escritura consideraremos sélo el caso bidimensional.

Sea g(z,y) una funcion integrable en el rectangulo acotado (a1, b1) x (az, b2)
y tal que 0 < g(x,y) < ¢, para alguna constante ¢ > 0. La integral a calcular
es

b1 ba
0= f f g(z,y) dy dx. (3.8)
a1 Jag
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Figura 3.2: Volumen a estimar.

Sea (X,Y,Z) un vector aleatorio con distribuciéon unif (a1,b1) x (ag,b2) x
(0,¢). La probabilidad de que el punto al azar (X,Y, Z) se encuentre bajo
la superficie dada por g(z,y) es el valor desconocido

p = P(Z<G(X,Y))

Volumen favorable

Volumen total
1

b1 b2
= x,y) dy dx
c(by — a1)(b2 — a2) Jal Lz gl u)

1
T (b —ar) (b2 — a) 0

Es decir, 6 = ¢(by —a1) (b2 — a2) p, en donde p se estima mediante el cociente
p = np/n con n un cierto nimero de valores del vector (X,Y,Z) y ng es el
total de aquellos valores (x,y, z) que satisfacen la condicion z < g(z,y). El
procedimiento se resume a continuacion.
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Integracion Monte Carlo: método clasico (dimension 2)

» Sea g(x,y) una funcion integrable en el rectangulo acotado (ay, by ) x

(a’27 b2)
» Suponga que 0 < g(x,y) < ¢ para alguna constante ¢ > 0.
» Sean (T1,Y1,21),- - -, (Tn, Yn, 2n) puntos aleatorios de la distribucion

unif (a1, b1) % (az,b2) x (0,c¢).
» Sea ng el namero de puntos aleatorios tales que z; < g(zi,y;).

Entonces

no

n o

b1 b
J J 4% 8y ~ o(By — an)(bs — az)
a1 Jas

Se puede definir el estimador para la integral doble dada por (3.8) de la
misma manera que se hizo en el caso de la integral de dimensién 1. Repro-
ducimos esto a continuacion. Sea (X1,Y7, Z1), ..., (Xn, Yn, Zn) una muestra
aleatoria de la distribucion unif (ai, b1) X (ag,b2) x (0,¢) y sea N el namero
de veces que se cumple la condicion Z; < g(X;,Y;), parai = 1,...,n. Enton-
ces N tiene distribucion bin (n,p), en donde p es desconocido. Se propone
nuevamente p = N/n y se genera asi un estimador para la integral dada
por (3.8), cuyas propiedades son similares al caso unidimensional,

. N
0= C(b1 — al)(bz — ag) ;

3.2. Meétodo de la media muestral

Como antes, si g(z) es una funcion integrable, se busca encontrar el valor de

b
6 — f o) da, (3.9)

a

en donde ahora consideraremos que la funcién g(z) no necesariamente es
positiva ni acotada superiormente, como se supuso en el caso del método
clasico de integracion Monte Carlo. Mas atn, el intervalo de integracion
(a,b) no necesariamente serd acotado, puede ser el intervalo completo
(—0,00), por ejemplo.
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Sea X cualquier variable aleatoria con una funcién de densidad f(x), cuyo
soporte es el intervalo (a,b). Entonces la integral 6 dada por (3.9) se puede
escribir como el siguiente valor esperado

b
9(x) 9(X ))
6 = z)der = F .
J. 7oy e - £ (5
Observe que se puede considerar que el cociente g(X)/f(X) es una variable
aleatoria y que un estimador para su media es la media muestral, esto es,

si X1,...,X, es una muestra aleatoria de la funcion de densidad f(x),
entonces se puede definir el siguiente estimador.

Definicién 3.2 Sea g(z) una funcion integrable sobre el intervalo (a,b).
La funcion y el intervalo no son necesariamente acotados. Sea X1, ..., X,
una muestra aleatoria de una densidad f(x) con soporte (a,b). Se define
el estimador Monte Carlo de la media muestral para la integral (3.9) como

1 n
I

=1

QQ

(3.10)

Este es el método de integracion Monte Carlo usando la media muestral.
Observe que el estimador se puede construir utilizando cualquier funcién
de densidad f(z) que tenga soporte el intervalo (a,b). El procedimiento se
resume en el siguiente recuadro.

Integracion Monte Carlo: método de la media muestral

» Sea g(z) una funcion a integrar en el intervalo (a,b).
» Sea f(x) cualquier funcion de densidad con soporte (a,b).
» Sean z,...,x, valores de la distribucion f(x).

ECESENS &

Entonces

a
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Dado que la media muestral es un estimador insesgado para la media de una
distribucion, tenemos que el estimador (3.10) es insesgado. En efecto,

5 1)) _ 15 <9(Xz')> 1<
E(0)-E( -—Y'E DN Y.
(n iz f(Xi)> n z; F(X) " z;
Otras caracteristicas numeéricas del estimador (3.10) no son faciles de

encontrar pues su calculo involucra la esperanza de una funciéon de una
variable aleatoria.

Ejemplo 3.1 Supongamos que se desea integrar una funcion g(x) en el
intervalo (0,00). Puede usarse la funcion de densidad exponencial f(x) =
Xe M cuyo soporte es justamente ese intervalo. Por simplicidad tomare-
mos A = 1. Entonces el método de la media muestral establece que

en donde el término eX g(X) es una nueva variable aleatoria. Si x1, ...,y
son valores de la distribucion exponencial indicada, entonces

Ejemplo 3.2 Consideremos ahora que tenemos una funcion g(x) definida
en el intervalo (—o0,00), que es integrable y cuya integral se desea aprozimar
por el método de la media muestral usando la distribucion N(0,1). Si ¢(x)
denota la funcion de densidad N(0, 1), entonces

[ St (25) - i)

en donde X ~ N(0,1). Si x1,...,z, son valores de la distribucion normal
estandar, entonces

—0Q0

JOC g(x)dr ~ i 2/2
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Caso uniforme

Un caso sencillo y conveniente se obtiene cuando se toma a f(z) como la
funcion de densidad unif (a, b), suponiendo que este intervalo es acotado. En
esta situacion, la esperanza a calcular es

0 = E(9(X)/f(X)) = (b—a) E(9(X)). (3.11)

Asi, tomando una muestra aleatoria X1, ..., X,, de la distribucion unif (a, b),
tenemos el estimador

O = (b—a)— > 9(Xi),
=1

SRS

que sabemos que es insesgado. Usando (3.11), su varianza se puede escribir
de la siguiente forma

Var(d,) = Var ((b

|
&
S|
D=
by
>
~

= (b oy ) Var(g(X)
=1
= (b0~ [BEA(X) ~ E(g(X)]
1] 1 6>
— (b—a)QE [b—a L gz(z:)d:v—(b_a)2]

|
S

a

1

b
Al
En esta expresién no conocemos el valor de 6 y posiblemente tampoco el
valor de la integral de g?(z).

)Jbg%)dx—e?]

Caso uniforme: comparacién de estimadores

En el caso cuando la funcion a integrar g(x) satisface la condicion 0 < g(x) <
¢, para alguna constante ¢ > 0, y el intervalo (a,b) es acotado, podemos
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aplicar tanto el método clasico como el método de la media muestral en su
version uniforme para aproximar la integral de g(x). Los correspondientes
estimadores son:

A N
01 =c(b—a) ; Método clasico
A 1 ¢ .
O =(b—a)— > g(X;) Método de la media muestral con
n 4
i=1 f(z) la funcién de densidad unif (a, b)

Ambos estimadores son insesgados pero nos gustarfa comparar sus varian-
zas. El resultado es el siguiente.

Proposicion 3.3 Para los estimadores 01 y 02, se cumple

A~ ~

Var(62) < Var(6;).

Demostracion. Por las hipotesis y los calculos anteriores,

R - b
V) = |0 [ gl)gle)do 6|
< % (b—a)cf)g(:v)d:n—H2
I |:—9|
= % [e(b—a)—0]
= Var(él)

Asi, en el sentido de varianza menor, el estimador 0y es mejor que el es-
timador 6. Recordemos que para el estimador 5 se tomé la distribucion
uniforme. Surge entonces la pregunta: jexiste una funcion de densidad f(x)
que produzca un estimador para la integral 6 que tenga varianza minima?
Trataremos este problema en el siguiente capitulo, el cual estd dedicado
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a estudiar algunos procedimientos para la reducciéon de la varianza de un
estimador.

Caso multidimensional

El método de la media muestral en una dimensién puede extenderse
facilmente al caso de dimensiones mayores. En el siguiente recuadro se
explica el procedimiento en el caso bidimensional.

Integracion Monte Carlo:
método de la media muestral (dimension 2)

» Sea g(x,y) la funcién a integrar en el rectangulo (a1,b1) x (a2, bs).

» Sea f(z,y) una funcién de densidad con soporte (a1,b1) % (az,b2).

» Sean (x1,91), ..., (Zn, yn) puntos al azar de acuerdo a la funcion de
densidad f(x,y).

Entonces
b1 b2 1 & ac y
gz, y) dyde ~ - —
J:zl Lg n Z l’za%

En particular, cuando el rectangulo (a1,b1) % (ag,bs) es acotado y se toma
a f(z,y) como la funcién de densidad uniforme, se tiene la aproximacion

n

b1 b2 1
f j glz,y) dydz ~ (by — a1)(ba — az) = > g(wi, yi)-
-1

3

3.3. Ejercicios

Integraciéon Monte Carlo: método clasico

78. Elabore un programa de cémputo que utilice el método clasico de
Monte Carlo para encontrar un valor aproximado de la integral

1
HZJ V1 —22dzx.
0
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Como sabemos, el valor exacto de la integral es 7/4 pues se trata del
area de un cuarto del disco unitario.

a) Comparando directamente los valores 46 y 7, encuentre el tamafio
de muestra empirico n tal que estos dos valores coincidan en los
primeros 3 digitos decimales.

b) Suponiendo que no se conoce el valor de 7, encuentre el tamanio de

muestra n tal que 46 y 7 coincidan, por lo menos, en los primeros
3 digitos decimales con una confianza del 95 %.

79. Sea ¢(z) la funciéon de densidad N(0,1). El cuantil al 95% de esta
distribucién es ¢, = 1.65, es decir, el valor ¢, es tal que

fcp ¢(x)dr =0.95.

Elabore un programa de computo que use el método clasico de Monte
Carlo para corroborar este resultado. Considere que el intervalo sobre
el que se lleva a cabo la integracion es el intervalo acotado (—4,1.65).

80. Escriba el algoritmo para llevar a cabo la integracion Monte Carlo en
su procedimiento clasico cuando la funcién a integrar es:

a) g(x) = c (constante), para a < x < b.

b) g(z) = 2z para 0 < z < 1, cuando se toma ¢ = 1.

81. Elabore un programa de cémputo que utilice el método clasico de
integracion Monte Carlo para calcular el volumen de una esfera de
radio 1. Para corroborar su resultado, recuerde que el volumen de una
esfera de radio r es (4/3)mr3.

Integraciéon Monte Carlo: método de la media muestral

82. Elabore un programa de cémputo que utilice el método de la media
muestral de Monte Carlo para encontrar un valor aproximado de la
integral § que aparece abajo. Utilice una funciéon de densidad f(x) de
su eleccion.

0 = Ll exp {—2%/2} dx.
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83. Elabore un programa de cémputo que utilice el método de la media
muestral de Monte Carlo para encontrar un valor aproximado de la
integral 6 que aparece abajo. Utilice una funcion de densidad f(x,y)
de su eleccion.

1l
GzL fo exp {—(z +y)?/2} dz dy.

Miscelanea

84. Aproxime el valor de las siguientes integrales usando algin método de

simulacion:
1 o0 )
a) J (1 —2?)32dz. c) J e " dx.
0 —00
2 1l )
b) f 2?2 (4 — 1) da. d) J f T dady.
0 0 Jo

85. Exprese como integral la siguiente covarianza relacionada a una varia-
ble aleatoria U ~ unif (0,1),

Cov(U, eY).

Resuelva analiticamente la integral y después realice una aproximacion
utilizando simulacion.

86. Usando simulacién aproxime el area de la region
{(m,y):—l <zr<l1, y>0, \/1—2x2<y<\/1—2x4}.

87. Encuentre un intervalo con 95 % de confianza para

J_Oooo f_oooo xp {—; <~’U2 +(y—1)°"~ $(y10 1)> } dxdy.

88. Utilice simulacién para estimar cada una de las siguientes integrales:

o0
a) f 2?sen(mx)e” 2 dx.
0
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89.

90.

91.
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0 2 oo )
b) J J f yeos(m(z +y+ z))e ¥ e *dzdydx.
—o0 JO JO

0 2 oo )
c) J J j ycos(my)e ¥ Ve V¥ dz dy dx.
—o0 JO JO

Aplicacion en seguros. Suponga que se tienen 3 tipos de riesgos en
una aseguradora. Cada riesgo puede provocar una reclamacion cuya
cantidad en miles de pesos se modela con una variable aleatoria X,
para i = 1,2, 3. Los tres riesgos se consideran independientes y en cada
caso X; ~ unif (0,15). La aseguradora desea calcular el valor z tal que

P(X1 + Xo + X3 <x) =0.95.

Exprese la probabilidad anterior como la integral triple que correspon-
de. Aproxime el valor de x realizando simulaciones de X1, X5, X3 y
probando distintos valores de =x.

Aplicacion en fisica. Se tiene el siguiente modelo para el comporta-
miento de una particula al tiempo ¢:

X =3Vt+ By, t>0,

en donde B; es una variable aleatoria con distribucion N (0.2¢,0.32t).
Exprese la probabilidad siguiente como una integral y después aproxi-
me usando simulacién.

P(Xlo > 12)

Aplicacion en sequros. Suponga que una aseguradora debe pagar una
cantidad inicial X cuando un asegurado tiene un choque en su auto.
Después de una semana se realiza un ajuste y en total se paga T =
X + Y, donde Y es un pago adicional por gastos administrativos.
Suponga que X ~ unif (2,8) y que Y ~ gama (2,2). Ademas, suponga
que X y Y son variables aleatorias independientes.

a) Calcule una aproximacion de P(T > 5) solamente simulando
parejas (X,Y) y contando en cuéntas ocasiones se cumplié que
T > 5, vea Proposicion 1.4.
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b) Calcule una aproximacion de P(T" > 5) planteando la integral
doble que resulta para hacer el calculo exacto y posteriormente
estimando tal integral.

¢) Compare las varianzas muestrales de los valores generados para
realizar las aproximaciones.

92. Aplicacion en teoria de riesgo. Dentro de la teoria del riesgo se tiene
el siguiente modelo para el capital C; de una compania aseguradora al

tiempo t = 0,
Ny

Cr=u+ct— Y Y, t=0,
j=0
en donde u = 0 y ¢ > 0 son constantes, N; ~ Poisson (At) con A > 0
v Y1,Y5, ... son variables aleatorias independientes entre ellas e in-
dependientes de N;. Suponga que Yy := 0 y que Y; ~ exp (1) para
j = 1. Suponga también que u = 1, ¢ = 3, A = 2. Usando simulacién
aproxime:

a) P(C5 <0).
b) P(C5 <0|Y1 <1).

93. Aplicacion a ingenieria. Suponga que se necesita calcular el volumen
de un cerro sobre un terreno de forma irregular. El cerro se modela
con la funcién f(z,y) = 157 exp {—0.49U2 - 0.35y2} y el terreno estaria
delimitado por las curvas y = x—4 y y? = 3z +7. Exprese este volumen
como una integral doble y después aproxime usando simulacion.






Capitulo 4

Métodos de reduccion de
varianza

En este capitulo revisaremos algunos procedimientos que permiten reducir
la varianza de un estimador construido a partir de valores de una variable o
vector aleatorio.

4.1. Muestreo por importancia

Supongamos nuevamente que el problema es calcular una integral de la forma

H—Jbg(:r)dx.

a
Usando el método de la media muestral, si X es una variable aleatoria con
funcion de funcion de densidad f(x), cuyo soporte contiene al intervalo (a, b),
entonces la integral 6 se puede expresar como la siguiente esperanza

eszc((i; (m)dx:E<?((§,;>. (A1)

El método Monte Carlo de la media muestral establece que si Xy,..., X, es
una muestra aleatoria de la funciéon de densidad f(z), entonces se propone
como estimador para 6 a la variable aleatoria
.1 &
R
P
=1

9(Xi)
FX) (4.2)

145



146 CAPITULO 4. REDUCCION DE VARIANZA

Usando (4.1), es facil verificar que 0 es un estimador insesgado para el
valor desconocido 6. Esta afirmacién es valida para cualquier funcién de
densidad f(z) que se utilice. El objetivo del muestreo por importancia es
utilizar la funcion de densidad f(z) tal que los puntos que se generen de
esta funcién tengan mayor o menor frecuencia segtin lo indique la funcion
a integrar g(x). Esta funcion de densidad existe y es aquella que hace que
la varianza del estimador 6 sea minima. Demostraremos esto a continuacion.

Teorema 4.1 La varianza del estimador 0 definido mediante el método
de la media muestral (4.2) satisface

w3 L) ]

Ademds, el valor minimo se alcanza cuando se toma

Demostracion. Recordemos que la desigualdad de Cauchy-Schwarz para
integrales establece que

<Lbf(w)-g(x)dw>2< (Lbﬂ(m)dm) -(ng%)dx),

con igualdad < f(z)/g(x) es constante. Por lo tanto, usando (4.2),

Var(f) = Var(
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La varianza del cociente g/f puede expresarse como

(35) - £(5)-+ (%)
= ab ?Zig - f(x) dz — 62 (4.4)

- ([G5) @) Lormeran o
(Lb|g<x>|dx>2—92.

Cuando se toma la funciéon de densidad f(z) = |g(:L‘)]/SZ lg(x)| dz en la
expresion (4.4), la varianza toma el valor

\Y

Var(f) = 1 J ; de — —
n

|
| =
N
o

=X

-

By

8
~

|
‘Cb
)

De esta manera, en el sentido de varianza minima, la mejor funcién de densi-
dad f(x) que uno puede tomar es la funcion definida como el valor absoluto
de g(x) dividido entre la integral del valor absoluto. Esto es una operacion
sobre g(z) que la convierte en una funciéon de funcion de densidad. Para que
esto sea posible se necesita la hipotesis adicional de que |g(z)| sea integrable
en el intervalo (a,b). Por otro lado, el procedimiento de aproximacion re-
quiere que se conozca una manera de generar valores de la distribucion f(x).

Los valores z1,...,T, que se generen de esta funciéon de densidad 6ptima
f(z) tenderan a concentrarse en las regiones donde |g(x)| toma valores
grandes, ddndole mayor importancia a esas regiones. En cambio, la funcién
otorga menor importancia a las regiones del intervalo (a,b) en donde |g(x)]
toma, comparativamente, valores pequenos.
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Debe observarse que encontrar la funcion de densidad 6ptima f(z) para
aproximar la integral 6 requiere conocer el valor de la integral

0| ’lg(z)] de,

lo cual es similar al problema original de encontrar 8. De hecho, el problema
es exactamente el mismo en el caso cuando g(xr) > 0. Sin embargo, el
teorema anterior sugiere tomar como f(x) a aquella funcion de densidad
que tenga un comportamiento parecido a |g(z)| y de la cual conozcamos
una manera de generar valores.

A continuacion veremos una manera de encontrar una funcién, aproximada
a la forma (4.3), que es factible de utilizarse.

Aproximacién discreta

Como una aproximacion a la funcion de densidad 6ptima f(x) dada en (4.3),
se puede dividir el intervalo (a,b) en m partes:

a<u] <uUs < -0 < Up_1 <b,
y definir la funcién constante por pedazos

g1 sl a<z<u,

g2 sl up <x < ug,

Jm  Si Um—1 < <Db,

en donde ¢1,92,...¢gm son ciertos valores de la funciéon g(x) en cada uno
de los m subintervalos, respectivamente. Cada valor constante g; puede ser
cualquiera de los valores que toma la funcion g(x) en el intervalo (u;—1,u;),
con ug = a 'y Uy = b.

Tomando valor absoluto de g(x) y dividiendo entre la suma de estos valores
absolutos, la funcion g(z) se puede transformar en la funcion de probabilidad
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fa(x) de una variable aleatoria discreta y de la cual sabemos una manera
de obtener sus valores. Si x1,...,x, son valores de esta variable aleatoria
discreta, entonces la aproximacién es

[t 250

a

Caso multidimensional

El analisis llevado a cabo en esta seccién permanece vélido cuando la funcion
a integrar es funcién de varias variables. Por ejemplo, en el caso de 2 variables

tenemos la integral
b bo
0= f f 9(z,y) dy dx.
a1 Jag

Como antes, cuando f(z,y) es una funcién de densidad bivariada, el esti-
mador por el método de la media muestral es

-
n i=1 f(X’La)/tL

)
)
Por el teorema demostrado, la varianza de este estimador satisface

Var(d [(fblfbg :cy|dydx> — 2],

en donde la cota inferior se alcanza cuando se toma

lg(z, y)|

b1 b2
J f g(z,y)| dy dx

4.2. Muestreo condicional

R (11<l‘<b1, a2<y<b2.

Este es un procedimiento que puede producir una reduccién en la varianza
de un estimador insesgado. Esta basado en el condicionamiento. Revisare-
mos primero los conceptos de esperanza y varianza condicional cuando el
condicionando es una variable aleatoria, y después explicaremos la forma
en la que estos conceptos pueden aplicarse al caso de la estimacion de una
integral por el método Monte Carlo.



150 CAPITULO 4. REDUCCION DE VARIANZA

Esperanza condicional

La esperanza condicional de una variable aleatoria X dado otra variable
aleatoria Y se denota por el simbolo E(X |Y). A pesar de su nombre y
escritura, no se trata de un ntmero sino de una variable aleatoria. Uno de
sus posibles valores es el nimero E(X | Y = y), en donde y es cualquier valor
de Y. A esta tdltima cantidad también se le llama esperanza condicional y
se estudia en los cursos basicos de probabilidad.

La esperanza condicional E(X |Y) se puede interpretar como el valor
esperado de X a la luz de la informaciéon de Y. Parte de la dificultad para
entender el término E(X |Y) es que su definicion se expresa en términos
de tres propiedades que identifican de manera tUnica a esta esperanza
condicional. La definicién es la siguiente.

Definicion 4.1 Sea X una variable aleatoria con esperanza finita y sea Y
otra variable aleatoria. La esperanza condicional E(X |Y) es una variable
aleatoria que satisface las siguientes tres propiedades:

1. Es o(Y)-medible.
2. Tiene esperanza finita.

3. Para cualquier evento G € o(Y),

E(X -16) = B(B(X|Y) - 1o)-

Puede comprobarse que las tres propiedades indicadas en el recuadro
anterior determinan de manera tunica (en el sentido casi seguro) a la
variable E(X |Y), es decir, si E(X|Y) es otra variable aleatoria que
satisface las propiedades anteriores, entonces E(X|Y) = E(X|Y), casi
seguramente. En la primera propiedad de la definicion anterior, o(Y)
es la minima o-algebra respecto de la cual Y es variable aleatoria. En
la tercera propiedad el simbolo 1¢ indica la funcién indicadora del evento G.

En general, no es facil encontrar E(X |Y'), o su distribucién, o sus caracte-
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risticas. Su manejo se lleva a cabo a través de las propiedades que satisface,
adicionales a las que aparecen en la definicién. Algunas de estas propiedades
se enuncian a continuacion:

» E(c|Y)=¢, -cconstante.
E(cX|Y)=cE(X|Y), c constante.

» Si X >0 entonces E(X |Y) = 0.

e B(X1 4+ X2 |Y) = E(X1]Y) + E(Xs|Y).

» Las variables aleatorias X y E(X |Y) tienen la misma esperanza, es
decir,
E(E(X1Y)) = E(X).

» Si X y Y son independientes entonces E(X |Y) = E(X).
» Si Z es 0(Y)-medible, entonces E(XZ|Y)=ZE(X|Y).

Las igualdades anteriores se cumplen en el sentido casi seguro, aunque es-
ta condicién no se indique. Se puede encontrar mayor informacién sobre
E(X|Y) en los libros de A. Gut [18] 6 en D. Williams [61]. La esperanza
condicional F(X |Y) también se denota por el simbolo E(X |o(Y)), es de-
cir, la esperanza condicional de X dada la o-algebra o(Y"). Este es un caso
particular del término E(X |¥), el cual es la esperanza condicional de X
dada una o-algebra ¥4. Este concepto general se estudia en las referencias
indicadas.

Varianza condicional

También se puede definir la varianza condicional de X respecto de Y de la
siguiente manera.

Definicion 4.2 Sea X una variable aleatoria con seqgundo momento fi-
nito y sea Y otra variable aleatoria. La varianza condicional de X dado
Y es la variable aleatoria

Var(X |Y) = E((X — E(X |Y))?|Y).
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Esta nueva variable aleatoria posee las siguientes propiedades.

Proposicion 4.1 La varianza condicional satisface las siguientes propie-

dades:
1. Var(X|Y) >0
2. Var(X |Y) = E(X2|Y) — EX(X |Y).
3. Var(X) = E(Var(X |Y)) + Var( E(X |Y)).

Demostracion.

1. Como (X — E(X |Y))? = 0, la esperanza condicional respecto de Y es
no negativa. Es decir, B((X — E(X|Y))?|Y) >0

2. Se desarrolla el cuadrado y se usa la propiedad de linealidad de la
esperanza condicional, i.e.

Var(X|Y) = E((X - E(X|Y))?|Y)
E(X?-2XE(X|Y)+ E*X|Y)|Y)
= E(X%|Y)-2E(X|Y)E(X|Y)+E*X|Y)
= BE(X?|Y)-E*X|Y).

3. Por la propiedad anterior,

E(Var(X|Y)) = BE(E(X?|Y)-E*X]|Y))

= E(X?)-E(E*(XY))

= BE(X?) —[Var(E(X|Y))+ E*(E(X|Y))]
= E(X?) - E*X)-Var(E(X|Y))

= Var(X)— Var(E(X|Y)).

La segunda férmula del enunciado anterior puede considerarse como una
definicién alternativa para la varianza condicional que recuerda la expresion
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de la varianza usual de una variable aleatoria: Var(X) = F(X?) — E?(X).
Por otro lado, observe que cuando X y Y son independientes, se cumple que

Var(X |Y) = E(X?) — E*(X) = Var(X),

es decir, bajo la hipotesis de independencia, la variable aleatoria Var(X |Y)
es constante igual a Var(X).

A partir de la tercera formula del enunciado anterior, se puede obtener el
siguiente resultado que es de utilidad para proponer estimadores insesgados
de varianza menor.

Proposicion 4.2 Para cualquier variable aleatoria integrable X,

Var( E(X |Y)) < Var(X). (4.5)

Demostracion. Como Var(X |Y) > 0, se cumple que E(Var(X |Y)) > 0.
Por la tercera férmula de proposiciéon previa,

Var(X) = E(Var(X|Y))+ Var(E(X|Y))
> Var(E(X|Y)).

Cuando X y Y son independientes, el lado izquierdo de (4.5) es cero y la
desigualdad no es informativa. Hemos mencionado antes que la esperanza
condicional E(X |Y') se puede considerar como un estimador insesgado para
la cantidad E(X) pues E( E(X |Y)) = E(X), y tiene varianza posiblemente
mas pequena que la varianza de X debido a (4.5). A la aplicacion de este
resultado al problema de estimar una integral usando el método de la media
muestral de Monte Carlo se le llama muestreo condicional. Explicaremos
esto en las siguientes secciones
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Mouestreo condicional

Sea g(x) una funcion integrable sobre el intervalo (a,b). Consideremos nue-
vamente el problema de estimar la siguiente integral

0 = ng(a:) dz
b

L s
TR

X
_ & (g( )) 7
f(X)
en donde X es cualquier variable aleatoria con funciéon de densidad f(x),
cuyo soporte contiene al intervalo (a,b). Si Xi,..., X, es una muestra alea-

toria de esta distribucién, entonces el estimador de Monte Carlo de la media
muestral para 6 es

1 & og(X
b= — Z{ ?EX; (4.6)

Este estimador es insesgado para 6, es decir, E(él) = #, y su varianza es

o) (o £55) e S (5) - ()

Por otro lado, sabemos que algunas probabilidades y esperanzas son mas
faciles de calcular cuando se condicionan sobre la ocurrencia de algin evento.
En nuestra situaciéon, supongamos que la siguiente esperanza condicional
puede ser calculada con facilidad

9(X) ’ )
E < Y=y9 (4.7)
f(X) ’
para alguna variable aleatoria Y que guarda alguna relaciéon con X. Si con-
tamos con una expresion para esta esperanza condicional para cada posible
valor y, entonces se puede encontrar una expresion para la variable aleatoria

E(i’fg;‘y) (4.8)
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Observemos que (4.7) es un namero que depende del valor y, mientras
que (4.8) es una variable aleatoria, a la que hemos llamado esperanza condi-
cional. Esto sugiere que si Y7,...,Y, es una muestra aleatoria de la misma
distribuciéon que Y, entonces se puede definir el siguiente estimador por
muestreo condicional

égziiE(?EQ‘)@). (4.9)

i=1

Observe que no es necesario tomar el mismo tamano de muestra n para
definir a 6; vy a ég, pero lo hemos hecho asi a fin de comparar sus varianzas.
Observemos también que cuando X y Y son independientes, el muestreo
sobre Y no es provechoso pues 0y se reduce a la cantidad desconocida
0 = E(g(X)/f(X)). Las propiedades del estimador 3 y su comparacion
con él se muestran a continuacion.

Proposicion 4.3 Los estimadores 6, Y 6, definidos en (4.6) y (4.9) son
ambos insesgados para 0, sin embargo,

Var <é2> < Var <é1) .

Demostracion. El insesgamiento de 0; es evidente y se ha senalado antes.
Demostraremos ahora el insesgamiento de 65,
0))

E(8:) - E(iiE(?Ei)
g
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Respecto de las varianzas, tenemos los siguientes calculos. Para obtener la
desigualdad se utiliza el resultado de la Proposicién 4.2.

Var(é2> _ Var<i§E<m‘y>>

N
3[\3‘ —
1=

3
7N

&

Por lo tanto, el estimador condicional 85 es mejor que 64 en el sentido de tener
posiblemente varianza méas pequena, sin embargo, es necesario enfatizar que
la ventaja es efectiva siempre y cuando nos sea posible calcular las esperanzas
condicionales indicadas en el estimador 6. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 4.1 Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcion de distribucion
F(x,y). Supongamos que deseamos estimar la siguiente cantidad

0=PX+Y <u)=E(lxiv<u)

para algin nimero real u fijo. Si (X1,Y1),...,(Xn,Y,) es una muestra alea-
toria de la distribucion F(x,vy), entonces el estimador para 6 por el método
directo de Monte Carlo es

n

1
01 = n gl(XHYi@)'

Alternativamente, podemos usar muestreo condicional y escribir

0 = E(l(xiv<u)
= BE(E(lixyy<ulY))
= E(E(l(x<u-v)|Y))
= E(Fx(u—-Y)),
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en donde Fx () es la funcion de distribucion marginal de X . Por lo tanto, si
Yi,..., Y, es una muestra aleatoria de la distribucion Fy (y) ( la funcidn de
distribucion marginal de'Y ), entonces el estimador por muestreo condicional

para 0 es
. 1 &
%=n2¥&W—E,
=

en donde sabemos que la varianza de este estimador es menor o igual a la
varianza de 0. Es interesante observar que los elementos de la suma que
aparece en 6, son 0 ¢ 1, mientras que los elementos de la suma en 0y son
valores en el intervalo (0,1). Intuitivamente esto explica el hecho de que los
valores de 05 presentan menor dispersion.

Como un ejemplo ain mds particular, podemos tomar el vector (X,Y) con
funcion de densidad

(r+2y)/4 si 0<z<2, 0O0<y<l,
flz,y) =
0 en otro caso.

Observemos que X y Y no son independientes. Supongamos que deseamos
encontrar = P(X +Y < wu) con u = 1. Podemos encontrar o estimar esta
probabilidad de varias maneras:

» Se puede calcular de manera ezacta

= f(z,y) dody.
{(z,y):x+y<1}

Después de algunos cdlculos sencillos puede comprobarse que 6 = 1/8.

s Se puede encontrar un valor aproximado usando el método de Monte
Carlo directo: si (X1,Y1),...,(Xn,Y,) es una muestra aleatoria de la
funcion de densidad f(x,y), entonces

n
Z (Xi+Yi<1)-

Este método requiere conocer una manera de obtener valores de la dis-
tribucion con funcion de densidad conjunta f(x,y).

QD>
3\'—‘
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= Se puede usar el método de Monte Carlo condicional: si Yy,...,Y, es
una muestra aleatoria de la distribucion de Y, entonces

R 1 &
b2 =~ ;qu ~Yi).

Este método requiere encontrar las distribuciones marginales de X y de
Y, y conocer un mecanismo para generar valores de Y. Evidentemente,
los papeles de X y 'Y pueden invertirse a conveniencia.

Por la desigualdad de la Proposicion 4.3, debe ocurrir que los valores de los
sumandos de 0y estdn mds concentrados alrededor de 6 que los valores de los
sumandos de 6. .

Ejemplo 4.2 Sea X1, X5... una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes con idéntica distribucion F(x). Consideremos una variable aleatoria

N con valores 0,1,. .. e independiente de X1, Xs ... Defina la suma aleatoria
N
Sy = Z X;.
i=1

Observe que el nimero de sumandos es aleatorio. A las distribuciones
de este tipo de sumas se les conoce como distribuciones compuestas. Por
ejemplo, se conoce como modelo Poisson compuesto a aquella suma en
donde N tiene distribucion Poisson (\) y los sumandos X; tienen cualquier
distribucion general.

En general, el poder encontrar la distribucion de Sy es un problema compli-
cado. Consideremos entonces el problema de estimar, usando el método de
Monte Carlo, la siguiente probabilidad, en donde x es cualquier nimero real

figo,

» Método Monte Carlo directo. Si (Ny, X{l), e ,XJ(\}I)), ooy (N, an), cel

X](\Z)) es una muestra aleatoria de tamano n del vector (N, X1, ..., Xn),
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entonces la aplicacion del método directo de Monte Carlo sugiere el

estimador
N 1 &
0 = E ;1(5%)<I) ’
1=

en donde S](\Z}) =X1(i) +~-—|—X](\2 parai=1,...
es un estimador insesgado para 6 y su varianza es

Var 01

,n. Sabemos que este

i ( (5§ <z ) - %9(1_9)‘

s Método Monte Carlo condicional. Para n = 0 entero fijo, la funcion
de distribucion de Sy con N = n es la n-ésima convolucion de F(x).
Esta es una nueva funcion de distribucion denotada por F*™(x). Re-
presenta la funcion de distribucion de la suma de n variables aleatorias

independientes X1, . ..

, Xy, con idéntica distribucion F(x), es decir,

F'x)=P(X1 4+ +X,<z), —0<z<o0.
Cuando n = 2 podemos escribir esta probabilidad de la siguiente forma
F*'(z) = P (ZX <z
i=1

oo 0 n
= f Flx— ZX XQ—Q’JQ, ,Xn—xn
—00 @ i=2
f(zo,...,xy) dxg---dzy,
oo 0 n
- j Fle=Ya ) f(en... ) doy---da,
—00 o =2
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Como esta igualdad se cumple para cualquier entero n = 1 (cuando
n=0yn=1 la suma es vacia y se define como cero, de modo que la
esperanza es F(x)), concluimos la validez de la expresion general,

FN()=E (F G;-ix) ) :

De esta manera, la esperanza de la variable 1(5, <,y se ha simplifica-

do un poco al condicionar sobre Y = (Xo,...,Xn). Por lo tanto, si
(N, Xfl), . ,XJ(\}I)), ooy (N, Xl(n), . ,X](\Z)) es una muestra aleato-
ria de tamano n del vector (N, X1,...,Xn), se propone el estimador
insesgado
i _ LN S
k=1 i=2

el cual tiene varianza menor que el estimador que se obtiene del método
de Monte Carlo directo. En este caso no se usan las primeras variables

(k) ;
X, y no es necesario generarlas.

4.3. Variables comunes y antitéticas

Estas son variables que pueden ayudar a reducir la varianza de un estimador
en algunas situaciones particulares. Ilustraremos su utilidad con algunos
ejemplos.

Variables comunes

Sea (X, Y') un vector aleatorio compuesto por variables aleatorias que pueden
guardar cualquier relaciéon de dependencia. En ciertos problemas se busca
estimar por simulaciéon una esperanza de la forma

0=EX-Y). (4.10)
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La caracteristica principal de una esperanza de este tipo es que se puede
llevar a cabo el célculo por separado en cada variable y, en este sentido,
es posible usar tnicamente la distribucién marginal de cada variable. Si
X1,..., X,y Yq,..., Y, son muestras aleatorias de las distribuciones margi-
nales de X y Y, respectivamente, entonces se puede proponer el estimador
insesgado

.1 &
= — X;-Y; 4.11
= R0, (a.11)
cuya varianza es
A 1
Var(0) = ﬁ(Var(X) + Var(Y)). (4.12)

Veremos que esta cantidad puede posiblemente hacerse més pequena cuando
se generan valores del vector (X,Y) de una manera muy particular.

Supondremos que X y Y tienen funciones de distribuciéon marginales F'(x)
y G(y), respectivamente. Consideraremos que el vector (X,Y') puede tener
cualquier distribucién, es decir, se puede establecer cualquier grado de
dependencia entre X y Y, siempre y cuando las distribuciones marginales
sean las indicadas: F(x) y G(y), respectivamente. De esta manera, para
estimar el valor 6, se puede considerar la familia de todas las distribuciones
bivariadas para (X,Y) que compartan las mismas distribuciones marginales

F(z)y G(y)-

Sea (X1,Y1),...,(Xp,Yy) es una muestra aleatoria del vector (X,Y) con
una distribucion dada. El estimador insesgado por el método de Monte Carlo
directo dado en (4.11) ahora tiene varianza

Var(d) = %Var(X—Y)

= %(Var(X) + Var(Y) — 2Cov(X,Y)).

Observemos que la distribucién conjunta particular de X y Y se utiliza en
el calculo de la covarianza y distintas distribuciones para (X,Y’) pueden
producir distintos valores de la covarianza. En contraste, los términos
Var(X) y Var(Y) permanecen sin cambio pues las distribuciones marginales
estan fijas. Es claro que Var(f) se minimiza cuando Cov(X,Y) es méxima.
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Demostraremos més adelante que, cuando se generan valores de X y Y
usando la representaciéon que aparece en la siguiente definicion, la covarianza
entre X y Y es méaxima.

Definiciéon 4.3 Sea (X,Y) un vector aleatorio. Suponga que X tiene
funcion de distribucion marginal F(x) y Y tiene funcion de distribucion
marginal G(y). Cuando X y Y se expresan en términos de una misma
variable U ~ unif (0,1) como aparece abajo, se dice que se toma una
variable comin para representarlas.

X = F YU, (4.13)
Y = ¢ Y(U). (4.14)

Observe que en las identidades (4.13) y (4.14) aparecen las funciones
inversas generalizadas de F(z) y G(y). Estas funciones inversas fueron
definidas en la Seccién 2.1. Ademés, por la Proposicion 2.2 que se encuentra
en la seccion mencionada, las igualdades (4.13) y (4.14) son igualdades
de variables aleatorias en el sentido de distribucién, es decir, las variables
aleatorias de uno y otro lado de cada igualdad tienen la misma distribucién.

Asi, bajo la representacion de la definicion anterior (variables comunes),

Var(d) — %Var(X—Y) (4.15)
= Var(F(U) - G7(U))
= % [ Var(F~'(U)) + Var(G—'(U)) — 2 Cov(F~1(U),G~1(U)) |
= [Var(X) + Var(v) - 2Cov(F©), G @)] . (416)

Es posible demostrar que Cov(F~}(U),G~Y(U)) = 0 y, por lo tanto, la
expresion (4.16) es menor o igual la varianza (4.12) que se obtiene cuando
se generan valores separados para X y Y. Demostraremos mas adelante que

la expresion (4.16) es el valor mas pequeno para Var(f), dentro de todas
las distribuciones que se pueden considerar para (X,Y) con las mismas
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distribuciones marginales F'(x) y G(y), respectivamente.

Debe observarse que las representaciones (4.13) y (4.14) crean una dependen-
cia completa entre X y Y, y que la distribucién conjunta de estas variables
posee distribuciones marginales F'(z) y G(y).

Variables antitéticas

Otro problema similar al de la subseccién anterior es estimar por simulacién
una esperanza de la forma

§=EX+Y). (4.17)

Nuevamente, la caracteristica principal de este tipo de esperanzas es que se
puede llevar a cabo un céalculo por separado en cada variable y es posible
usar unicamente la distribucién marginal de las variables. Como antes,
supondremos que X y Y tienen funciones de distribucion marginales F'(x)
y G(y), respectivamente.

SiXq,..., X,y Yq,...,Y, son muestras aleatorias de las distribuciones mar-
ginales de X y Y, respectivamente, entonces se puede proponer el estimador
insesgado

3\'—‘

Z X +Y5), (4.18)
cuya varianza es
A 1
Var(0) = E(Var(X) + Var(Y)). (4.19)

Como antes, veremos que esta cantidad puede posiblemente hacerse mas
pequena cuando se generan valores del vector (X,Y) de una manera muy
particular.

Si(X1,Y1),...,(Xy,Y,) es una muestra aleatoria del vector (X,Y), el esti-
mador insesgado por el método de Monte Calo directo para 6 es

n
ZX+Y

:\H
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cuya varianza es
Var(f) = %Var(X +Y)
1
= E(Var(X) + Var(Y) +2Cov(X,Y)).

Nuevamente, la distribucién conjunta que se suponga para X y Y es
utilizada en el calculo de la covarianza y distintas distribuciones para
(X,Y) producen distintos valores de la covarianza. Es claro que Var(f) se
minimiza cuando Cov(X,Y’) es minima. Demostraremos mas adelante que,
cuando se generan valores de X y Y usando la representacién que aparece

en la siguiente definicién, la covarianza entre X y Y es minima.

Definiciéon 4.4 Sea (X,Y) un vector aleatorio. Suponga que X tiene
funcion de distribucion marginal F(x) y Y tiene funcion de distribucion
marginal G(y). Cuando X y Y se expresan en términos de una varia-
ble U ~ unif (0,1) como aparece abajo, se dice que se toman variables
antitéticas para representarlas.

X = Y, (4.20)
Y = ¢ la-0). (4.21)

Asi, bajo la representacion de la definicion anterior (variables antitéticas),

Var(f) = %Var(X +Y)
- %Var(F_l(U) +G 7 (1-U))
= [Var(FN(U) + Var(@ (1 - 1)
+2 Cov(F~Y(U),GH(1-U))]
_ % [ Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(F~1(U), G~ (1 = U))]. (4.22)

Es posible demostrar que Cov(F~1(U),G71(1 —U)) < 0y, por lo tanto, la
expresion (4.22) es menor o igual la varianza (4.19) que se obtiene cuando



4.3. VARIABLES COMUNES Y ANTITETICAS 165

se generan valores separados para X y Y. Demostraremos mas adelante que
la expresion (4.22) es el valor mas pequenio para Var(f), dentro de todas
las distribuciones que se pueden considerar para (X,Y) con las mismas

distribuciones marginales F'(z) y G(y), respectivamente.

Debe observarse nuevamente que las representaciones (4.20) y (4.21) crean
una dependencia completa entre X y Y, y que la distribucién conjunta de
estas variables posee distribuciones marginales F'(z) y G(y).

Cotas para la covarianza

El resultado general que aparece abajo permite comprobar que, para cual-
quier distribucion del vector (X,Y’) con distribuciones marginales F'(z) y
G(y), respectivamente,

Cov(F~YU),G71(1 - U)) < Cov(X,Y) < Cov(F~Y(U),G~HU)). (4.23)

La expresion en el extremo derecho corresponde a tomar variables comunes
para representar a X y Y, mientras que la expresion en el extremo izquierdo
corresponde a usar variables antitéticas.

Teorema 4.2 Sean X y Y dos variables aleatorias, no necesariamente
independientes, con funciones de distribucion F(z) y G(y), respectiva-
mente. Sean hy y hy dos funciones mondtonas, diferenciables, ambas cre-
cientes o ambas decrecientes. Sea U ~ unif (0,1). Entonces la covarianza

Cov(hy(X), ha(Y)) (4.24)

1. Se maximiza cuando X y Y se expresan mediante una variable co-

miin, es decir, X = F~Y(U) y Y = G }(U).
2. Se minimiza cuando X y 'Y se expresan mediante variables antité-

ticas, es decir, X = F~Y(U) yY = G~ Y(1 - U).

Demostracion. Por ahora mantendremos la notacion explicita para las
funciones de densidad y de distribucién de las variables aleatorias. Observe-
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mos primero la validez de la siguiente relacién general

PX>zY>y) = PX>z)—PX>uzY<y)
PX>z)-PY <y +P(X<zY <y)
= [1—Fx(2)] - Fy(y) + Fx,y(z,y).

Utilizaremos la siguiente funcién auxiliar,

H(z,y) = PX>z,Y>y)—-PX>z)PY >y)
= [1-Fx(@)] - Fy(y) + Fxy(z,y)
—[1 = Fx(@)]-[1 = Fy (y)].

Derivando respecto de ambas variables,

2

5j8yH (,y) = fxy (@) = fx(@) fr ().

Ahora podemos calcular la covarianza buscada. En el analisis que aparece
a continuacién aplicaremos el método de integracidén por partes dos veces.
Inicialmente, por definicion,

Cov(hi1(X), ha(Y))

_ ) ha(Y)) — E(hy (X)) - E(ha(Y))
j j h(2) - ha(y) F(z,y) dz dy — E(hy (X)) - E(ha(Y))

J_OO J_OO hy(z) - ha(y) {aizyH(w,y) + fx(z)- fy(y)] dz dy
—E(hi(X)) - E(ha(Y))
[ [ o i

H(ﬂxy)dfvdy
JL, et f e

xdy

(& Ha) dody.
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Llamando u = hy(z) y dv a la doble derivada, tenemos que

Covlin(X)a) = [ tal) [m@ L H0)|

=0

[ mat | O; ) (o) o dy

—o0 —

— _JOO R () J‘OO hg(y)ayH(:c,y) dydz.

% . 0
Ahora llamamos u = ha(y) y dv a la derivada respecto de vy,

0

Covih(X), ha(Y)) = — fwha@) [lw(y)H(:c,y)] dn

—0
1

=0

i f; fi H(z,y)hy () (y) dedy

_ ﬁo fooo H (z, y)l, () () dady
_ JOOOO foooc P(X > 2,Y > ) - B,(2)h)(y) dady
- Ujo P(X > 2) W, (x) da:]
. Uw PY > y) hy(y) dy] |

—00

167

(4.25)

Observemos que, como hq(x) y ha(x) comparten el mismo tipo de monotonia,
Ry (z)hh(y) = 0, pues ambos factores son positivos o ambos son negativos. A
continuacion nos concentraremos en el término P(X > z,Y > y) que aparece
en (4.25). Encontraremos una cota inferior y una cota superior para este

término.

» Cota superior. Sean x y y dos valores cualesquiera y, sin pérdida de
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generalidad, supongamos que F(z) > G(y). Entonces

PX>z,Y>y = P(X>z)n(Y>y))
= 1-P(X<z)u(Y <y)
= 1—-[F(z)+G(y) — P(X <z,Y <y)]
= 1-F(x)-G(y)+ P(X <z,Y <y)
< 1-F(2)-G(y) + P(Y <)
=0
= 1-F(x)

1 —méx {F(z),G(y)}

P(U > méx {F(x),G(y)}

= PU>F(2),U > G(y))

= P(FYU)>z,GYU)>y).

Es decir, hemos demostrado que el evento general (X > z,Y > y), en
donde las variables X y Y pueden mantener cualquier relacién, tiene
probabilidad menor o igual a la probabilidad del evento (F~Y(U) >
z,G~Y(U) > y), en donde, individualmente,

X L F YD),
v £67Hw),
y en donde las variables F~'(U) y G~'(U) son completamente

dependientes, una es funcién de la otra.

Por lo tanto, retomando la probabilidad que aparece indicada en (4.25),
el nimero Cov(h1(X), he(Y')) se maximiza cuando se toma una varia-
ble comtin U para obtener valores de X y Y. En particular, cuando
h1 y ho son ambas la funcién identidad, se tiene el caso mencionado
antes de la estimacion de E(X —Y') con varianza minima.

s Cota inferior. Nuevamente, sean = y y dos valores cualesquiera y, sin
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pérdida de generalidad, supongamos que F(z) < 1 — G(y). Entonces

PX>z,Y>y = P(X>z)n(Y>y))

1—P<<X<x> (Y <))
— [F() + G(y) - P(X <2,Y <y)]

<1 G(y)) - F(x)

P(F(z)<U <1-G(y))

— P(U>F(2),1-U > G(y))

= P(FYU)>z,G'(1-U)>y).

Vol

Por lo tanto, retomando nuevamente la probabilidad que aparece in-
dicada en (4.25), el ntumero Cov(hi(X), ho(Y)) se minimiza cuando se
toman variables antitéticas U y 1 — U para generar valores de X y Y.
En particular, cuando h; y he son ambas la funcién identidad, se tiene
el caso mencionado antes de la estimacion de E(X + Y') con varianza
minima.

En conclusién, bajo la notaciéon e hipétesis del teorema anterior, tenemos
las siguientes cotas para la covarianza entre hq(X) y ha(Y),

ICov(hl(F_l(U)), ho (G711 — 0))) < Cov(hi(X), ha(Y))

Variables antitéticas

Cov(hi(X), he(Y)) < ICov(hl(F_l(U)), hg(G‘l(U))l

Variables comunes

Tomando hi(z) = x y ha(z) = x, las cotas anteriores producen la expre-
sion (4.23) que aparece al inicio de la presente seccion.

Se puede realizar un anélisis para determinar si es mejor utilizar variables
comunes o variables antitéticas en los casos cuando la funciones hi y ho
presentan monotonia en direccion contraria, tanto en el caso E(hi(X) —
h2(Y)) como en E(h1(X) + hao(Y)). Los resultados se pueden extender al
caso de vectores aleatorios X = (Xi,...,X,) v Y = (Y1,...,Y,), y para
funciones vectoriales h1 y ho que son monétonas en cada variable.
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4.4. Variables de control

El uso de variables de control constituye otro método que puede ayudar a
reducir la varianza de un estimador. Supongamos que 6 es un estimador
insesgado para una cantidad desconocida 6. En nuestro contexto, el estima-
dor 6 se construye a partir de una muestra aleatoria generada por algtin
algoritmo de simulacion.

Definicion 4.5 A una variable aleatoria no constante C con esperanza
finita y conocida, y que estd correlacionada con un estimador 0 se le llama
variable de control.

Las variables de control pueden ser usadas para construir otros estimadores
insesgados para 0 pero de varianza menor como el siguiente.

Definicién 4.6 Sea 6 un estimador imsesgado para una cantidad desco-
nocida 0. Sea C una variable de control y sea a cualquier nimero real.
Se define el estimador

0o := 0 — a(C — E(C)). (4.26)

El siguiente resultado muestra algunas propiedades de éa.

Proposicion 4.4 El estimador 0, definido en (4.26) es insesgado y tiene
varianza menor o igual a la varianza de 0. El valor mds pequenio para
Var(6,) se alcanza cuando o = Cov(6,C)/Var (C) y es

Var (fx) = (1= 4% (9.C)) Var(d) < Var(d),

en donde p (é, C’) es el coeficiente de correlacion entre 6 y C.
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Demostracion. Tomando esperanza en (4. 26) es inmediato comprobar
que E(0y) = E (0) = 0, es decir, el estimador 0, también es insesgado para
0, para cualquier valor de la constante «. La varianza del nuevo estimador
es

Var(f,) = —aC + aB( C))

Var (0
:Q)

Var(d) + o Var (C) — 2a Cov (4, C).

Esta es una funcién cuadrética en « y tiene un valor minimo en el punto en
donde su derivada se anula, es decir, en aquel valor a tal que

2a Var(C) — 2 Cov(f,C) = 0

Es decir, cuando R
. _ Cov(0,C)
Var(C) -

El valor minimo de la varianza es entonces

Cov(0,0)

Cov?(6,C)
Var(C)

Var?(C)
Cov2(4,C)
Var(C)

Var(f,+) = Var(d) + Var(C) — 2 Cov(,0)

— Var(d) —

= Var(é) —

= (1-p*8,0)) Var(9).
Claramente,
Var (éa*> < Var().

De esta manera, mientras mayor sea el valor del coeficiente del correlaciéon
p(0,C), menor varianza tendra el nuevo estimador insesgado 6. Se pueden
distinguir los siguientes dos casos extremos:
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= Cuando 0 y C son independientes, se cumple que COV(G C) = 0. Por
lo tanto, p(d,C) = 0 y las varianzas de 0 y O+ coinciden, de modo
que no hay ninguna ganancia en la reduccién de la varianza.

» Cuando se toma C = 0, se tiene que p(f,C) = 1, Cov(d,C) = Var(C)
y a® = 1. En este caso, el estimador #, se reduce a la constante 0 y
no representa realmente un estimador.

Ejemplo 4.3 Este es un ejemplo genérico en el que se muestra la manera
en la que se puede reducir la varianza en la aproximacion de una integral
mediante el estimador cldsico de Monte Carlo usando una variable de control.
Sea g(x) una funcion integrable sobre el intervalo acotado (a,b). Defina 0
como la integral que aparece abajo y la cual deseamos estimar debido a que
no conocemos un método analitico para calcularla,

e:fmwx

a

Si X1, ..., X, es una muestra aleatoria de la distribucion unif(a, b), entonces
el estimador Monte Carlo cldsico para 0 es

Ii=(b—a) 3 g(Xo)

i=1

Puede comprobarse queé es un estimador insesgado para 0, es decir, E (é) =
0. El cdlculo de la varianza de 8 nos regresa al problema de encontrar 6 pues,
st X representa cualquier elemento de la muestra aleatoria,

ww)zwﬂﬁézww%»

(b— a)* LVar(g(X))

Il
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Por otro lado, sea h(x) otra funcidn integrable sobre el mismo intervalo (a,b),
pero tal que su integral puede calcularse con facilidad. Defina la variable de
control

cuya esperanza €s

Y SU Varianza es
Var(C) = (b—a)? “Var(h(X))
n

= (b a) L[B((X)) ~ BA(h(X))]

= (b—a)lfbh2(x)dx—1 <Lbh(:c)dx>

nJ, n

Estamos suponiendo que las integrales de h*(z) y h(x) son fdciles de encon-
trar, de modo que podemos calcular Var(C'). De acuerdo a la Definicion 4.6
y por la Proposicion 4.4, el estimador insesgado Oy = 0 — a(C — E(C)) al-
canza su varianza minima en o* = Cov(,C)/Var(C). Podremos encontrar
este valor para o si el término Cov(é7 C) puede calcularse, en realidad solo
podremos proponer una aproximacion. Tenemos que

2

Cov(,C) = Cov((b—a) % Z 9(X;), (b—a) % Z h(Xi))
=1 =1
= (b0 5 D) ) Covly(X,), A(X;))

Cuando i # j, las variables aleatorias g(X;) y h(X;) son independientes y,
por lo tanto, Cov(g(X;), h(X;)) = 0. Entonces

Cov(6,0) = (b—a)2%Cov(g(X),h(X))
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FEsta cantidad sélo podrd encontrarse si la funcion h(z) es tal que la espe-
ranza E(g(X)h(X)) puede calcularse y, por otro lado, encontrar el término
E(g(X)) es equivalente a conocer el valor de 6. Sobre este ultimo término
puede substituirse el valor de E(g(X)) por su aproximacion Monte Carlo y
obtener asi un valor de o™ aproximado. ]

Veremos a continuacién un caso particular del ejemplo anterior.

Ejemplo 4.4 Supongamos que deseamos aproximar la integral

1
0= J e~ 12 dg.
0

Se puede escribir § = E(g(X)), en donde g(x) = e /2 y X es una variable
aleatoria con distribucion unif(0,1). Si X1,..., X, es una muestra aleatoria
de esta distribucion, el estimador Monte Carlo cldsico para 0 es

iim s Lot
=1
La esperanza de 0 es E(é) = 6 y la varianza es desconocida pues
Var(f) = (1/n)Var(g(X)) = (1/n)[E(4*(X)) — E*(9(X))].

Sea h(x) = x y defina la variable de control

con esperanza E(C) = E(X) = 1/2 y varianza Var (C) = (1/n)Var(X) =
(1/n)(1/12). El estimador que incorpora a la variable de control es 0, =
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0 — a(C — E(C)) en donde el valor dptimo para o es

" Cov(é C)

“= Var (C
= 12nCov 1 (Xi) l i h(X;)
B n g i) ‘n a J
= 12Cov ( g(X , (X
= 12 [E(9(X)h (X)) - E(9(X)) E(h(X))]
r rl 1 1
= 12 f ze 2 dp — (J e~ T/2 da:) <f a;dx)}
LJO 0 0
1
= 12 (1 — 671/2) . (f e~ /2 d$>:|
i 2 \Jo
~ 12 (1—671/2)—1 lzn:e*XiQ/Q
2\n & ’
en donde x1,...,x, son los valores de la muestra aleatoria X1,...,X,.

Tomando n = 100 se obtuvo el valor aproximado o ~ —0.4218966. Los
resultados de la reduccion de la varianza se muestran en la Tabla 4.1. Una
aproximacion numérica (redondeada a 5 digitos) para 6 arroja el wvalor
0.85562. El estimador con la variable de control incorporada éa* es mds
preciso y presenta menor varianza.

Estimacion Varianza
Estimador clésico 0.85725 0.01455488
Estimador éa* con
variable de control 0.85665 0.0005362

Tabla 4.1: Resultados de estimacioén y varianza del Ejemplo 4.4.
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Mnultiples variables de control

La definicién que aparece en la ecuacion (4.26) se puede extender para
incorporar varias variables de control de la siguiente manera.

Definicién 4.7 Sea 6 un estimador insesgado para una cantidad desco-

nocida 0 y sea C = (C1,...,Cy,) un vector de variables de control. Para
cualquier valor del vector a = (ay, . . ., ) se propone el nuevo estimador
R . m
O =6 — > 0; (Ci — E(CY)). (4.27)

Il
it

)

Claramente, la ecuacion (4.27) se puede escribir en notaciéon matricial como
sigue

Cy — E(Ch)

0o = 60— (a1,...,am) :
Cm — E(Chy)

En el siguiente resultado se muestran las principales propiedades del nuevo
estimador 6, definido en (4.27).

Proposicion 4.5 Sea ¥ la matriz de covarianzas Cov (C;, C;) y suponga
que es invertible. El estimador 0, definido en (4.27) es insesgado y tiene
varianza menor o igual a la varianza de 0. El valor mds pequenio para

~

Var(f,) se alcanza cuando o* = (£) 7 - Cov(6,C) y es

Cov(,C) - o1 (COV(é, C))t
Var(0)

Var <Aa*> = [1- - Var(f)

en donde Cov(é, C) = (Cov (é, Cl) ,--.,Cov (é, C’m))
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Demostracion. Aplicando la propiedad de linealidad de la esperanza pue-
de comprobarse con facilidad que el estimador 6, es insesgado y su varianza
ahora es

Var(d,) = Var <é - i a; (Cs — E(Cﬂ))

=1
= Var <é—2ai (Cl)>
aic%> —>2(kN’(é,§:(liC%>
1 =1

aio;Cov (Cy, Cy)

NgE

—  Var(f) + Var (

= Var( >+i

<.
I

INgE

i=1j5=1
) 2 a; Cov (é, C’i> . (4.28)
i=1
Esta es una funcion cuadréatica del vector a = (ay, ..., ay,) y posee un valor

minimo. Derivando respecto de «; e igualando a cero se encuentra que
m A~
2 3" a; Cov (C;, Cj) — 2 Cov (e,ci> 0, i=1,2,...,m,
=1

es decir, en notacién matricial,

Cov(1,1) Cov(1,2) --- Cov(1,m) o Cov(0,Cy)
Cov(2,1) Cov(2,2) --- Cov(2,m) Qo Cov(f, Cy)
Cov (m,1) Cov(m,2) --- Cov(m,m) m, Cov (0, Cy,)

en donde Cov (i, j) = Cov(Cj, C;). Por lo tanto, el punto en donde la varianza
se minimiza es

Cov(1,1) Cov(1,2) --- Cov(l,m) \ =/ Cov(6,C))

. Cov(2,1) Cov(2,2) --- Cov(2,m) Cov(6,Cy)
« = . . . .

Cov(m,1) Cov(m,2) --- Cov(m,m) Cov (6, Cpn)

(Z)7' - (Cov(d,0))",
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en donde ¥ es la matriz de varianzas y covarianza indicada, la cual es simé-
trica, es decir, 3 = Xt A partir de (4.28) y de la notacién anterior, el valor
minimo de la varianza es

Var(0o«) = Var(d) + (o) -2 a* —2(a*)! - Cov(d,C)
= Var(0) + (Cov(d,C)'(Z"Ht -2 (271 -Cov(6, C)

—2(Cov(f, C)H ("1 - Cov(d, O)
— Var(f) — (Cov(d,C)) - (571" - Cov(é, C)
= Var(é) — Cov(é, c)-xt. (COV(é» C))’

1 Cov(é, C)- »1. (COV(é, C))t
Var(0)

- Var(f),

en donde el término subrayado es el asi llamado coeficiente de correlacion
multiple entre 6 y C'. Puede comprobarse que este coeficiente miltiple siem-
pre toma un valor en el intervalo [0, 1], de modo que

Var (éa*) < Var(f).

De esta manera, mientras mayor sea el valor del coeficiente del correlacion
multiple entre § y C, menor varianza tendra el nuevo estimador insesgado
0, . Se pueden distinguir los siguientes casos particulares:

» Cuando C es unidimensional, tenemos que ¥ = Var(C) y el coefi-
ciente de correlacién multiple se reduce al cuadrado del coeficiente de
correlacion usual, es decir,

Cov(6,C) -1 (Cov(d,C)) (Cov(6,C))%- (Var(C))~?
Var(0) Var()
(Cov(d,C))?

Var(0) - Var(C)
= p2(é, C)
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4.5.

Cuando 6 y C son independientes, se cumple que Cov(é, ) =
(0,...,0). En consecuencia, el coeficiente de correlacion multiple se
anula y las varianzas de 6 y éa* coinciden, de modo que no hay
ninguna ganancia en la reduccién de la varianza.

A~

Cuando se toma C = (é, ..., 0), se tiene que
Cov(#,C) = (Var(f), ..., Var(d)),

y la matriz ¥ tiene en todas sus entradas el mismo valor Cov(é, é) =
Var(f) y no es invertible (excepto en el caso unidimensional). De cual-
quier manera, el estimador 6, definido en (4.27) se reduce a la cons-

tante 6 y no representa realmente un estimador.

Muestreo estratificado

Consideremos nuevamente el problema de estimar por simulaciéon una inte-
gral de la siguiente forma

6 j o(x) fx(x) dz = E(g(X)), (4.29)
D

en donde X es una variable aleatoria con valores en la region D < R y
con funcién de densidad f(x), y g(x) es una funciéon integrable con dominio
el rango de valores de X. Si z1,...,x, son valores de la distribuciéon f(x),
entonces el estimador Monte Carlo para 6 es

é:

SRS

Z g(w;).

Sea D1, ..., Dy una particion de la region D. Véase la Figura 4.1.
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g(x) f(x)

Dy Dy --- D,

Figura 4.1: Particion.

El objetivo no es seleccionar una funcién de densidad fx(z) pues, en este
caso, la funcién ya esté especificada y es parte de los datos del problema.
Lo que se busca ahora es tomar méas muestras en aquellos subconjuntos o
estratos D; que son mas importantes en el sentido que explicaremos mas
adelante. Definamos las siguientes cantidades: para i =1,...,m,

0, fD 6(x) fx(a) d,

Di

JDi fx(x)dx,

g(x) si xe Dy,
gi(z) =
0 en otro caso.

Estos son los elementos de nuestro interés restringidos a cada regiéon D; de
la particion. Es evidente que 0 = 61 + - - - + 0, v puede comprobarse que

0; = pi E(9i(X,)),
en donde X; es una variable aleatoria con funcién de densidad

x)/p; si x e D,
Fe(e) = { f@)/p S

0 en otro caso.
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Sea n; el niimero de muestras que se toman del subconjunto D;. Supongamos
que el total de muestras es n, es decir, n = ny + - - - + n,,. Tomando ahora
una muestra X 1@), ... ,Xq(fi) de la distribucion fx (x)/p; sobre D;, se pueden
definir los estimadores Monte Carlo:

D>
S,
I

pi nZ (x), (4.30)

0 = i (4.31)

(4)

Denotando por ¢? a Var(g(X;")), a partir de las expresiones para 0y 6; se
puede comprobar que
m

Esta cantidad cambia segin los valores que se asignen a los tamanos de
muestra locales ny,...,n,,. Ahora podemos establecer el objetivo del mues-
treo estratificado: se busca calcular los tamanos de muestra locales n; tales
que la varianza (4.32) sea minima, sujeto a la condicion ny + - -+ + 1, = n.
El resultado es el siguiente.

22
Var(6 P

(4.32)

Proposicion 4.6 (Muestreo estratificado) Bajo el esquema de es-
tratificacion para estimar la cantidad 6 definida en (4.29), el nimero de
muestras n; que deben tomarse de la region D; para que la varianza (4.32)
del estimador (4.31) sea minima es

m
= npiai/ijaj, 1=1,2,...,m.
J=1
L. o m 2
En tal caso, el valor minimo de la varianza es (1/n)( 351, pj o).
Demostracion. Se considera artificialmente que las cantidades n; son

nimeros reales y se aplica el método de multiplicadores de Lagrange para
minimizar (4.32). Asi, se define la funciéon
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J = Z L+ A Z ni—nj,
=1 T i=1
en donde las variables son ni,...,n,,. Derivando respecto de n;, igualando

a cero y resolviendo para n; se encuentra que

_ Dbiog;

Substituyendo en la restricciéon del problema se encuentra que el valor del

multiplicador es
1 [ & ’
A= ) (Zl 2 Uz‘) .
1=

Finalmente, substituyendo este valor de A en (4.33) se llega a la expresion
para n; que aparece en el enunciado. Al evaluar la varianza (4.32) en estos
tamanos de muestra locales 6ptimos n; se llega a la expresiéon para la
varianza minima. ]

(4.33)

Debe observarse que el método de muestreo estratificado no se puede apli-
car directamente sin antes determinar ciertos parametros. Primero, deben
encontrarse los valores de aiz, i = 1,...,m, y segundo, es necesario con-
tar con un tamano m de particién preestablecido y con la particién misma
D1,...,Dy,. Porotro lado, la férmula encontrada para n; no produce necesa-
riamente un nimero entero, de modo que un redondeo al entero més cercano
debe efectuarse, lo que puede modificar ligeramente el tamano de muestra
total n. También es interesante observar que n; es mas grande conforme la
probabilidad p; es méas grande (esto es el muestreo por importancia a nivel

de regiones de la particion), o bien cuando la varianza 01-2 es mas grande.

4.6. Ejercicios

Muestreo por importancia

94. Elabore un programa de cémputo para aproximar la integral 6 que
aparece abajo usando muestreo por importancia. Utilice como funcion
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de densidad las funciones f(z) indicadas en los incisos.

/2
0= f sen® z dz.
0

a) flx) =2/ st 0 <z <m/2.
b) f(x) =8x/m? si 0<z<m/2

95. Sea X ~ N(0,1). Estime § = P(Z > 2) mediante muestreo por impor-
tancia utilizando la funcion de densidad exponencial trasladada f(x)
que aparece abajo. Tome un tamano de muestra suficientemente gran-
de para obtener precision de dos digitos. Compare con el valor que se
obtiene de una tabla de probabilidades de la distribucién normal.

e (@2 g 1> 2
flz) = {

0 en otro caso.

Muestreo condicional

96. Sea (X,Y’) un vector aleatorio con distribucion unif(—1,1) x (—1,1).
Use muestreo condicional para encontrar una aproximacion a las pro-
babilidades que aparecen abajo. Calcule el valor exacto de estas proba-
bilidades y compruebe si las aproximaciones obtenidas son razonables.

a) P(X +Y >0). d) P(4X —2Y > 0).
b) P(X —Y >0). e) P(X?2+Y?<1).
c) P2X +Y <0). f) P(X%/3+Y2%/2<1).

97. Sea (X, N) un vector aleatorio discreto con funcion de probabilidad
f(z,n) como aparece abajo y suponga que X; y Xa son dos copias
independientes de X.

3 [1\"™
=—|= =1,2;, x=0,1,...
fam=a(3)  n-1ze-0

a) Usando muestreo condicional sobre N, encuentre una aproxima-
cion a la esperanza de la variable aleatoria S indicada abajo.

N
S:Z&.
=1
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b) Encuentre el valor exacto de E(S) y compruebe si la aproximacion
obtenida es razonable.

98. Defina la variable aleatoria S := X%, en donde X y N son indepen-
dientes y son tales que X ~ unif(0,1) y N ~ unif{1,...,10}.

a) Usando muestreo condicional sobre N, encuentre una aproxima-
cion para E(S5).

b) Encuentre el valor exacto de E(S) y compruebe si la aproximacion
obtenida es razonable.

Variables comunes y antitéticas

99. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de distribucion F'(x)
y G(y), respectivamente. Sea U ~ unif (0, 1). Demuestre que:

a) Cov(F~1(U),G~1(U)) = 0.
b) Cov(F~Y(U),G™1(1-U)) <0.

100. Distribucion conjunta. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcio-
nes de distribucion invertibles F'(z) y G(y), respectivamente. Suponga
que X y Y pueden ser representadas mediante una variable comun

U ~ unif (0,1), es decir, X 4 FYU)yY 4 G—HU).
a) Demuestre que la distribucion conjunta de X y Y es
F(z,y) = min {F(z), G(y)}.

b) Demuestre que F'(x,y) es, efectivamente, una funcion de distri-
bucién bivariada, es decir, compruebe que se cumplen las propie-
dades de la Definicion A.7 que aparece en la pagina 282.

¢) A partir de F(x,y), demuestre que las distribuciones marginales
son, efectivamente, F'(z) y G(y).

101. Distribucion conjunta. Sean X y Y dos variables aleatorias con funcio-
nes de distribucion invertibles F'(x) y G(y), respectivamente. Suponga
que X y Y pueden ser representadas mediante variables antitéticas, es

decir, X 2 FYU)yY 2 G~ Y(1-U), en donde U ~ unif (0, 1).
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a) Demuestre que la distribucion conjunta de X y Y es

F(zx)+G(y)—1  si(z,y) es tal que
F(x,y) = Fz) 21 -G(y),

0 en otro caso.

b) Demuestre que F'(x,y) es, efectivamente, una funcion de distri-
bucién bivariada, es decir, compruebe que se cumplen las propie-
dades de la Definicion A.7 que aparece en la pagina 282.

c¢) A partir de F(x,y), demuestre que las distribuciones marginales
son, efectivamente, F'(z) y G(y).

Variables de control

102.

103.

104.

En ocasiones el estimador 6, que aparece en la Definicion 4.6 se define
con signo cambiado como aparece en la expresion abajo indicada. Bajo

este cambio, compruebe que el valor minimo para Var(f,) se alcanza
en a* = —Cov(6,C)/Var (C).

A~

b0 = 0+ a(C — E(C)). (4.34)

Tranformacion lineal de una variable de control. Sea 6 un estimador
insesgado para 6 y sea C' una variable de control. Sea a* la constante
que aparece en la Proposicion 4.4 que hace que el estimador 0., definido
en (4.26) tenga varianza minima. Sea a # 0 una constante.

a) Sea « el valor 6ptimo para a cuando se toma C + a en lugar de
C. Compruebe que o = o* y Var(0,x) = Var(0y).
b) Sea « el valor 6ptimo para « cuando se toma aC' en lugar de C.

Compruebe que o = a*/a 'y Var(éa:z;) — Var(6%).

Suponga que se desea usar el método de Monte Carlo para aproximar
la integral

1
1
0 .:Jo g(z)dx, con g(x)= T+ 2
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Si Xi,...,X, es una muestra aleatoria de la unif(0, 1), el estimador
Monte Carlo clasico para 6 es

0= 1 D19(X0).

i=1

Defina la variable de control

1 n
= — . =1 .
C ni_glh(XZ)’ con h(x) +

a) Genere n = 500 valores x1,...,2, de la distribucion unif (0, 1).
Calcule la estimacion Monte Carlo clasico 6 y Var(6).

b) Encuentre o aproxime el valor éptimo a*. Calcule el estimador
O+ y encuentre Var(fyx).

¢) Compruebe que Var(fq+) < Var(f).

d) Encuentre el valor exacto de 6.

Muestreo estratificado

105. Esta es una situacién simple en la que se busca ilustrar el muestreo
estratificado. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

f(x)—{ 2z si O<x <1,

0  en otro caso.

Es inmediato comprobar que F(X) = 2/3. Para obtener una apro-
ximacién a este valor por simulaciéon usando muestreo estratificado
considere la siguiente particion del intervalo unitario (0, 1):

D1 =(0,1/3), Ds=(1/3,2/3), Ds=(2/3,1).

a) Suponiendo n = 90, encuentre los tamanos de muestra (valores
enteros aproximados) ny, ne y ng que deben tomarse de cada uno
de los elementos de la particion siguiendo el esquema del muestreo
estratificado, en donde nq + ng + ng = n.

b) Genere n; valores al azar x1,. .., xy,, en (0,1/3). Genere ng valores
al azar Tp, 41, ..., Tn,4n, €0 (1/3,2/3). Genere ng valores al azar
Try4ngt+ly---,Tn €n (2/3,1).
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¢) Con los datos obtenidos en el inciso anterior, encuentre el esti-
mador de Monte Carlo Z y calcule la varianza muestral

1 n
52 = Z (z; — T)2.
i=1

n—1

d) Tome ny = ng = n3 = 30, genere 90 valores u1,...,ugy con esta
distribucién de valores en cada regién de la particiéon, calcule la
media muestral 4 y la varianza muestral

(u,- — ﬂ)Z.
1

2
S =
“on—1
(A

1 n

e) Verifique si se cumple la relacion s2 < s2.

Miscelanea

106. Suponga que desea mejorar la precision de la estimacion del valor de 7
usando simulacién. Aplicando el método adecuado, utilice la funcion
f(x) = 4/(1 + 2?) para reducir la varianza de la estimacion.

107. Suponga que se desea estimar

1 2
9=f e dux.
0

Sean U, Uy y Uy variables aleatorias independientes cada una con
distribucion unif (0, 1). Defina los estimadores 6 y 6o como aparecece
abajo. Compruebe que ambos estimadores de 6 son insesgados y calcule
la varianza de cada uno para determinar el que es preferible.

U? 1-2U U? U2
- eV (1+e ) ~ eVl fe”2
bp=—"" "~ g = ——
1 9 y b2 5
108. Considere la integral
1
HZJ 423 da.
0

a) Estime 6 usando el método de integracion Monte Carlo clésico.
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109.

110.

111.
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b) Utilizando alguna variable antitética, realice una estimacion de 6
con menor varianza.

¢) Utilizando estratificacion, realice otra estimacion de 6.

d) Utilizando una variable de control, realice de nuevo una estima-
cion de 6.

Para estimar -
0 = J z* le %y,
b
en donde a < 1y b > 0, se utiliza una funcién de densidad de muestreo
por importancia f(z) = e_(x_b)1($>b). Suponga que U ~ unif (0,1) y
defina
f=Xx"leb
en donde X := b — InU. Demuestre que 0 es un estimador insesgado
para 6 y que Var(f) < 0(b® e —0).

Realice la aproximacion a la siguiente integral utilizando los distintos
métodos que se han expuesto en este capitulo. En cada caso, calcule
la varianza de la estimacion.

1
e’ —1
f dx.
o €— 1
Aplicacion a finanzas. Suponga que se tiene un producto financiero

llamado “délar ligero” que el dia de hoy tiene precio P y en 6 meses
cambia su valor segtn el siguiente mecanismo:

= Si en 6 meses el precio de un dolar (US) esta por arriba de 18
pesos (MX), el dueno del dolar ligero recibe solo 18 si decide
venderlo.

» Si en 6 meses el precio de un dolar (US) es menor o igual a 18
pesos (MX), el dueno del dolar ligero recibe 20 pesos si decide
venderlo.

Suponga que D = v/2X2 + 1, en donde X ~ N (3,1), y que el precio
inicial del doélar ligero se calcula segun la siguiente férmula:

P=(18-P(D > 18) + 20 - P(D < 18)) exp {—0.05} .

Aproxime el valor de P usando simulacion.



Capitulo 5

Monte Carlo via cadenas de
Markov

Los métodos de Monte Carlo via cadenas de Markov, referidos como
métodos MCMC (Markov Chains Monte Carlo), son procedimientos para
obtener muestras aleatorias aproximadas de distribuciones arbitrarias y
hacen uso de la teoria de las cadenas de Markov.

El algoritmo original fue propuesto por Nicholas Metropolis y otros auto-
res [39] en el ano de 1953, cuando éstos se encontraban estudiando algunos
problemas computacionales de la fisica estadistica. Existen varias modifica-
ciones y extensiones al método original planteado por Metropolis et al. Para
referirse a estos procedimientos se usa también el nombre “muestreo por ca-
denas de Markov” (Markov chain sampling). El nombre proviene del hecho
de que el método requiere la construcciéon de una cadena de Markov cuya
distribucién limite es la distribuciéon de la que se desea obtener la muestra
aleatoria. Los dos algoritmos MCMC mas utilizados y que estudiaremos son:

= Algoritmo Metropolis-Hastings.

» Muestreo de Gibbs.

El muestreo de Gibbs es particularmente til en la estadistica bayesiana.
Iniciaremos explicando el algoritmo Metropolis-Hastings para distribuciones
discretas y después pasaremos al caso continuo.

189
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5.1. Conceptos de cadenas de Markov

En esta seccién recordaremos algunos conceptos y resultados sobre cadenas
de Markov a tiempo discreto con espacios de estados discreto. Una exposi-
cién méas detallada de este tema, asi como la demostraciéon de los resultados
que mencionaremos, se puede encontrar en el excelente texto de Karlin y
Taylor [30].

Definicion 5.1 Una cadena de Markov es un proceso estocdstico a tiem-
po discreto {X; :t =0,1,...} con espacio de estados también discreto y
que satisface la propiedad de Markov, esto es, para cualquier tiempo t > 1
y para cualesquiera estados xq, . .., T¢, Tiil,

P(Xi11 = w1 | Xo =20, ..., Xt = 21) = P( X1 = 2431 | Xi = ¢).
(5.1)

A la identidad (5.1) se le llama propiedad de Markov. Esta condicion
establece que la probabilidad del evento futuro (Xy+1 = z441) depende
del pasado o historia (X = zg,...,X; = x) solo a través del presente
(X = x¢) o del pasado mas proximo. Sin pérdida de generalidad tomaremos
como espacio de estados el conjunto discreto S = {0, 1,2, ...}. En particular,
una cadena de Markov es finita cuando el espacio de estados es finito, por
ejemplo, el conjunto S = {0,1,...,k} es un espacio de estados finito.

Sea t = 0y sean ¢ y j dos estados cualesquiera de una cadena de Markov.
La probabilidad condicional P(X;y1 = j|X; = i) es la probabilidad de
transicion del estado ¢ al tiempo ¢, al estado j al tiempo siguiente t+ 1. Se le
denota también por p;;(t,t+1) y se le llama probabilidad de transicién en un
paso. Cuando las probabilidades p;;(t,t+ 1) no dependen de ¢, se dice que la
cadena es estacionaria u homogénea en el tiempo. Regularmente se estudian
las cadenas de Markov bajo esta hipdtesis y las probabilidades de transicién
en un paso se escriben como p;;. Haciendo variar los subindices i y j en el
espacio de estados S = {0,1,2,...} se obtiene la matriz de probabilidades
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de transiciéon en un paso

Poo Po1
P=| Po pu - |, (5.2)

en donde los renglones y columnas se etiquetan con los valores de los estados
0,1,... de tal forma que p;; es la entrada (i,j) de esta matriz, la cual se
escribe P = (p;;) y cumple las siguientes dos propiedades:

= pi; = 0.
0

. Z pij = 1.
=0

Reciprocamente, a toda matriz cuadrada que satisfaga las dos propiedades
anteriores se le llama matriz estocastica.

Una distribucién inicial es cualquier distribuciéon para la variable aleatoria
inicial Xy de una cadena de Markov. Esta es una distribuciéon sobre el espacio
de estados S = {0, 1,2,...}. En ocasiones se establece que la cadena inicia en
el estado xg € S, es decir, Xg = z¢. Esto significa que la distribucién inicial
estd completamente concentrada en el punto zg. Una distribucién inicial
para X( y una matriz estocéastica P como aparece en (5.2) determinan por
completo a la cadena de Markov. Esta es la razon por la que, a veces, a la
matriz (5.2) se le llama cadena de Markov.

Dinadmica puntual

Una cadena de Markov P = (p;;) determina una dinamica estocéstica en el
espacio de estados S = {0,1,2,...} de la siguiente manera: Si ¢ es un estado
inicial, a partir de él se genera el siguiente estado de acuerdo a la distribucién
dada por el vector de probabilidad (p;o,pi1,...). Este es el i—ésimo renglon
de la matriz P. Supongamos que el valor obtenido es j. A partir de la
distribucion dada por el j—ésimo renglon de P, esto es (pjo,pj1,--.), se
genera el siguiente valor. Supongamos que el valor es k. Se procede de manera
sucesiva y se obtiene asi una secuencia de puntos en el espacio de estados
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S. A una sucesion de estos puntos en el espacio de estados se le llama una
trayectoria o realizacion de la cadena de Markov.

X, J
®

i

K

/

L)
k

1 2 3
Figura 5.1: Una trayectoria de una cadena de Markov.

Probabilidades de transiciéon en n pasos

Sean n = 1 y m > 0 nameros enteros, a las cantidades denotadas por
P(Xpt+m = 7| Xm = 1), se les llama probabilidades de transicion del estado
1 al estado j en n pasos. Dado que hemos supuesto la condicién de homoge-
neidad en el tiempo, esta probabilidad no depende del tiempo m y coincide
con P(X,, = j|Xo = i). Haciendo variar los valores de i y de j en el espacio
de estados se obtiene la matriz de probabilidades de transicién en n pasos,

poo(n) po1(n)
P(n) = | pw(n) pu(n) - |, (5.3)

Cuando n = 1 se obtiene la matriz P como en (5.2), y para n = 0 se define
P(0) como la matriz identidad, es decir,

0 sii#j,

P(0) = (pi;(0)) = 6ij = { 1 sii=j.

A pesar de que obtener las probabilidades de transicién en n pasos puede
parecer un problema muy complicado, los célculos se clarifican debido al
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resultado que aparece abajo. Su demostracion estd basada en condicionar
con respecto al valor de la cadena al tiempo r y aplicar la propiedad de
Markov.

Proposicion 5.1 (Ecuacion de Chapman-Kolmogorov)
Sean 0 < r < n dos numeros enteros. Las probabilidades de transicion
pij(n) de una cadena de Markov satisfacen

pz] Z pzk pk] n— T)

Aplicando este resultado en n — 1 ocasiones usando r = 1, se encuentra que
pij(n) resulta ser la entrada (4, j) del producto P---P = P", es decir,
pij(n) = (P---P)ij = (P");
n veces

De forma explicita,

n

Poo(n) pm(”) Poo  Po1
p10(n) pn(n) = P10 P11

Cuando se conoce la matriz potencia P™ y se tiene una distribucién inicial
denotada por p; := P(X( = i), entonces la distribucion de la variable X, se
puede calcular mediante la siguiente expresion,

= Z pi-pij(n), Jj=0,1,... (5.4)

Dinamica sobre el espacio de distribuciones

Una cadena de Markov P = (p;;) establece una dinamica sobre el conjunto
de todas las distribuciones de probabilidad definidas sobre el espacio de
estados S = {0,1,2,...} de la siguiente manera:

» Sean(® = (W(()O), 71'50), Wéo), ...) una distribucién de probabilidad inicial.
Esta es la distribucién de la variable aleatoria inicial Xj.
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» La formula (5.4) con n = 1 establece la forma de encontrar la distri-
bucién de la variable aleatoria X, esto es,

(e8]
P(X1 =) =3, =" pi,
=0

para valores de j = 0,1, ... Esta es la distribuciéon de la variable alea-
toria X y puede ser denotada por 7(1) = (W(()l),wg),?rgl),

la igualdad anterior se puede escribir como

...), es decir,

20— 20 . p.

e De manera anéloga se puede calcular la distribucién de Xo,

2 _ () p _ 0. p2.

e En general, la distribucién de la variable X, es

7 = gD p_ 20 . pr =12 ..

Con el procedimiento anterior queda definida la sucesiéon de distribuciones
de probabilidad 7(©, #(1) 7(2) Estaremos interesados en la convergencia
de esta sucesion. Mencionaremos condiciones bajo las cuales la convergencia
se verifica. Observemos que la convergencia de 7(® es la convergencia de las
potencias P"™.

Comunicacion

Se dice que el estado j es accesible desde el estado i si existe un ntmero
entero n = 0 tal que p;;(n) > 0. Esta definicién establece que el estado j
es accesible desde ¢ si, con probabilidad positiva, existe alguna trayectoria
de ¢ a j sin importar el nimero de pasos necesario. Esto se representa
por el simbolo i — j. Véase la Figura 5.2. Por otro lado, se dice que los
estados 7 y j son comunicantes si se cumple al mismo tiempo que ¢ — j y
Jj — i, no necesariamente en el mismo nimero de pasos cada transiciéon. La
comunicaciéon entre dos estados se denota por ¢ <> j. Véase la Figura 5.2.
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Figura 5.2: Accesibilidad y comunicacion.

Definicion 5.2 Una cadena de Markov es irreducible si todos sus estados
se comunican entre si.

La comunicacién entre estados es una relaciéon de equivalencia e induce una
particiéon en el espacio de estados de la cadena de Markov. Los elementos
de la particion son las asi llamadas clases de comunicacion: dos estados
pertenecen a la misma clase de comunicacién si se comunican entre ellos. En
el caso de una cadena irreducible, s6lo hay una clase de comunicacién dada
por el espacio completo de estados, ya que todos los estados se comunican.

Periodo

Este es un ntimero entero no negativo que se calcula para cada estado ¢ de
una cadena de Markov. Se denota por d(i) y se define como

d(i) :=med{n > 1:p;;(n) > 0},

en donde m.c.d. significa maximo comun divisor. Se define d(i) = 0 cuando
ocurre que p;;(n) = 0 para toda n > 1.

Definicion 5.3 Se dice que un estado i es

1. Periddico de periodo k, cuando d(i) =k = 2.
2. Aperiddico cuando d(i) = 1.

Més atn, una cadena de Markov es aperiodica si todos sus estados lo son.
Puede comprobarse que todos los estados dentro de una clase de comunica-
cioén tienen el mismo periodo.
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Recurrencia y transitoriedad

Un estado ¢ de una cadena de Markov {X; : ¢ = 0,1,...} es recurrente si la
probabilidad de eventualmente regresar al estado 7, partiendo de ¢ es uno,
es decir, si

P(X; =i paraalgunat > 1| Xy =1) = 1.

A un estado que no es recurrente se le llama transitorio. En este caso, la
probabilidad arriba indicada es estrictamente menor a 1. De esta manera,
cada estado de una cadena de Markov se clasifica en una de estas dos
categorias: es recurrente o es transitorio.

La recurrencia y la transitoriedad son propiedades que comparten todos los
estados en una misma clase de comunicacién, es decir, si 7 es un estado
recurrente e ¢ <> j, entonces j también es un estado recurrente. Como la
transitoriedad es la contraparte de la recurrencia, tenemos también el resul-
tado complementario: si el estado i es un estado transitorio e ¢ <> j, entonces
7 también es un estado transitorio. En particular, cuando una cadena es irre-
ducible y algtin estado es recurrente, todos los estados son recurrentes. Para
el caso de cadenas con un ntmero finito de estados, existe por lo menos
un estado que es recurrente. Una cadena es recurrente o transitoria cuan-
do todos sus estados lo son. Observe que no se necesita que la cadena sea
irreducible.

Recurrencia positiva y nula

Para dos estados 7 y j de una cadena de Markov {X; : t = 0,1,...} se puede
definir la variable aleatoria

Este es el tiempo de la primera visita al estado j a partir del estado ¢, y
puede tomar el valor infinito. En el caso cuando el estado j es recurrente,
se define el tiempo medio de recurrencia del estado j a partir del estado ¢
como

pij = E(7ij).
Cuando ¢ = j es un estado recurrente sélo se escribe 7; en lugar de 7;; y
su tiempo medio de recurrencia se escribe como p;. Este niimero puede ser
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finito o infinito y representa el niimero de pasos promedio que le toma a la
cadena regresar al estado recurrente j.

Definicion 5.4 Un estado recurrente j es

1. Recurrente positivo si p; < 0.

2. Recurrente nulo si pj = 00.

En consecuencia, todo estado recurrente se clasifica en una de estas dos ca-
tegorias: es recurrente positivo o es recurrente nulo. La recurrencia positiva
y la recurrencia nula son propiedades que comparten todos los elementos de
una misma clase de comunicaciéon, es decir, si ¢ es un estado recurrente po-
sitivo e ¢ <> j, entonces j también es recurrente positivo. Por complemento,
si ¢ es un estado recurrente nulo e ¢ < j, entonces j es recurrente nulo.

Distribuciones estacionarias

Una distribuciéon de probabilidad dada por el vector 7 = (mg,mq,...) es
estacionaria o invariante en el tiempo para una cadena de Markov P = (p;;)
si

0

ﬂ'jzz ﬂ'i-pij, j=0,1,...

i=0
En notacién matricial, 7 = 7 - P. De donde se sigue que m = 7 - P"™. Esto sig-
nifica que si la variable aleatoria inicial X tiene esa distribucion 7, entonces
para cualquier tiempo n > 1 la variable X,, también tiene distribucién 7,
pues

0
P(X, =j) =) mpij(n) = 7.
iz0

Para una cadena de Markov dada, se pueden presentar sélo tres situaciones:
puede no existir ninguna distribucién estacionaria, o bien puede existir
una Unica distribucién estacionaria, o bien puede existir una infinidad de
distribuciones estacionarias. Puede demostrarse que si m# = (m, 71,...) es
una distribucién estacionaria para una cadena de Markov, entonces si j es
un estado recurrente positivo, se cumple que m; > 0, y si j es recurrente
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nulo o transitorio, entonces m; = 0. Es decir, toda distribucién estaciona-
ria tiene como soporte el conjunto de todos los estados recurrentes positivos.

Proposicion 5.2 Toda cadena de Markov irreducible y recurrente posi-
tiva tiene una unica distribucion estacionaria dada por

mi=—>0, j=01,...,
14

en donde i es el tiempo medio de recurrencia del estado j.

En particular, toda cadena de Markov finita e irreducible tiene una tnica
distribucién estacionaria.

Definicién 5.5 Una cadena de Markov P = (p;j) es reversible respec-
to de una distribucion de probabilidad © = (mg,m1,...) si se cumple la
stguiente identidad llamada ecuacion de balance,

T " Pij = T - Pji, para 1,5 =0,1,...

Es inmediato comprobar que tal distribucién 7w es estacionaria pues para
cualquier 7 = 0,1,... se tiene

0 0 0
Z Wi'Pij=Z ﬂ'j‘pji:ﬂ'j’z Pji = Tj.
i=0 i=0 i=0

Distribuciones limite

Una cadena de Markov es un sistema dindmico que evoluciona en el tiempo
de manera aleatoria. A largo plazo, este sistema puede presentar algin tipo
de estabilizacién en su comportamiento. Sean p;;(n) las probabilidades de
transicion en n pasos de una cadena de Markov. Cuando el valor de n es
muy grande, por la propiedad de Markov, la probabilidad p;;(n) podria
no depender del estado inicial 7 y s6lo depender del estado final j. Puede
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demostrarse que, cuando las probabilidades limite
mj = lim pi(n), 7=0,1,... (5.5)

existen y no dependen del estado inicial ¢, entonces se cumple que:

0
L] Z 7Tj<1.
7=0

0 ¢]
lﬂjzz Wi'pija j=0,1,...
=0

El primer resultado advierte que el vector limite (mg,71,...) podria no
ser una distribucién de probabilidad genuina. A pesar de esto, a este
vector limite se le llama distribucién limite, por supuesto bajo la hipotesis
de la existencia de los limites (5.5). Cuando el espacio de estados es
finito, se puede comprobar que la desigualdad que aparece en el primer
resultado se convierte en igualdad y, en este caso, la distribucién limite
es verdaderamente una distribucién de probabilidad. El segundo resultado
establece que el vector limite (7, 71, ...) es una “distribuciéon” estacionaria.

En términos matriciales,

poo(n) por(n) --- To M

lm P"* = lim | pio(n) puu(n) - | = | m m
n—00 n—0o0 . .

Observe que la matriz limite tiene todos sus renglones idénticos a la
distribucion limite.

El siguiente resultado establece condiciones que garantizan la existencia de
la distribucion limite. Observe que dentro de estas condiciones se encuentra
la existencia de una tunica distribucién estacionaria. Este resultado particu-
lar nos seré de utilidad mas adelante.
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Teorema 5.1 Sea P = (p;;) una cadena de Markov que es irreducible,
aperiddica y con distribucion estacionaria w. Para 5 = 0,1, ...

1 pij(n) = ;.

Omitiendo la hipotesis sobre la distribuciéon estacionaria, el siguiente
resultado establece condiciones suficientes que garantizan la existencia de
las probabilidades limite en una cadena de Markov, y establece también
que esa distribucién limite es la tinica distribucién estacionaria de la cadena.

Teorema 5.2 Sea P = (p;j) una cadena de Markov que es

1. Irreducible,
2. Recurrente positiva y
3. Aperiddica.
Entonces las probabilidades limite w; que aparecen abajo existen y son la

unica solucion al sistema de ecuaciones m = w - P sujeto las condiciones
m;=20ym+m+---=1,

1
m; = lim p;j(n) = —, j=0,1,...

n—0o0 /’L]

Con estos elementos podemos ahora explicar el algoritmo Metropolis-
Hastings en su version discreta, el cual sirve a manera de introduccion al
funcionamiento del algoritmo. Mas adelante estudiaremos el caso continuo.

5.2. El algoritmo Metropolis-Hastings:
distribuciones discretas
Este algoritmo es uno de los métodos denominados MCMC (Markov Chain

Monte Carlo ) y su objetivo es proveer un mecanismo para generar valores
de una distribuciéon dada. Se busca que esta distribucién objetivo sea la
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distribucién limite de una cadena de Markov, de modo que la simulacién de
valores de la cadena sean valores aproximados de la distribuciéon objetivo.
El método fue propuesto por Nicholas Metropolis y otros autores [39] en un
articulo publicado en 1953. En este trabajo se considera el caso cuando una
cierta funciéon, llamada funcién propuesta, es simétrica. Anos después, en
1970, Wilfred Keith Hastings [19] logré extender el algoritmo para el caso
general cuando la funcién propuesta es arbitraria. Explicaremos primero el
caso cuando la distribucién objetivo es discreta y después extenderemos las
ideas al caso continuo.

El algoritmo propone un mecanismo para obtener valores de una variable
aleatoria discreta X que toma los valores 1,...,m y con una distribucién
previamente especificada por las probabilidades estrictamente positivas
TlyeeesTm-

Como elemento inicial supondremos que contamos con una matriz estocasti-
ca @ de m x m. Esta matriz representa la funciéon propuesta. Supondremos
que conocemos una forma de generar valores de las distribuciones dadas por
cada renglon de esta matriz.

qi1 q12 - Qim

421 Q922 - Q2m
Q= . . .

dml dm2 -~ dmm

mXxXm

en donde los renglones y columnas se etiquetan con los valores de los estados
1,2,...,m de tal forma que g¢;; es la entrada (7,j) de la matriz. Haciendo
uso de la matriz @, se construye una cadena de Markov {X; : t = 0,1,...}
sobre el espacio de estados {1,...,m} a través de la siguiente dinamica:
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Construccion de la cadena de Markov

Sea zg € {1,2,...,m} un estado inicial.
Parat=1,2,...
= Se denota por ¢ al estado z;_1.
» Se genera un valor j de la distribucion (g1, g2, - - -, @im)-
o g
» Se calcula la probabilidad «;; = min 2. @, 1
T Qij
= Se define
J con prob. aj, (Aceptacion)
€T =
‘ i con prob. 1 — ;. (Rechazo)

Es decir, en cada paso, con probabilidad a;; se acepta el valor generado j
como el siguiente valor del proceso, y con probabilidad complementaria se
rechaza quedando el proceso en el mismo estado que en el tiempo anterior.
De esta manera se obtiene una trayectoria xg,z1,Z2,... de un proceso
{X;:t=0,1,2,...} que, por construccion, es una cadena de Markov. En
el siguiente resultado se muestran las probabilidades de transicién de la
cadena de Markov asi construida.

Proposicion 5.3 El proceso {X; :t =0,1,...} construido en el recuadro
anterior es una cadena de Markov con espacio de estados {1,...,m} y
matriz de probabilidades de transicion

Qij * Gij st J # 1,
m

P = (pij) = 1_Zaik'%k st j =1
k=1
k#i

Demostracion. Por construccién, X,y depende tinicamente del valor de
X y de la matriz propuesta ), de modo que la propiedad de Markov se
cumple. Por otro lado, las probabilidades de transicién son:
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a) Para j # i,
P(Xit1=7]Xi=1) = P(“Generar el valor j y aceptarlo” | X; = i)
= Gij - Q.
b) Para j =1,

P(Xyp1=j| Xy =1)

P(“Generar el valor ¢ y aceptarlo” | Xy = 1)
+P(“Generar el valor k y rechazarlo” | X; = i)
m
= Qi ui t Z Gk - (1 — vir)
k=1
m
= 1- thk'az’k-
k=1
k#i
u

La cadena de Markov recién construida serd irreducible y aperiédica
dependiendo de la matriz propuesta Q.

Proposicion 5.4 (Ecuacion de balance) Para i,j = 1,2,...,m, se cum-
ple la identidad

T3 Dij = Tj Pjs- (5.6)

Demostracion. La igualdad es evidente cuando j = i. Consideremos el
caso j # ¢. Tenemos que

T Pij = T 045 Qi
, 5 qji
= 7rim1n{ J ‘7,1}qij
T Qij
= min {7} g;i, T ¢ij}
) T Qi
= mimin {1, —2} ¢
J [ J
Tj dji
= T Q5 qj;

= T Pji-
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Recordemos que el cumplimiento de la ecuacion de balance (5.6) implica que
la distribucion (7, ..., 7, ) es estacionaria para la cadena de Markov pues

m m m
Z Wi'pijIZ Wj'pjizﬂj'Z Pji = 5.
i=1 i=1 i=1

Ademaés es la distribucién limite de la cadena cuando ésta es irreducible y
aperi6dica. A la matriz estocéstica @ = (g;;), o a la funcion (4, j) — g¢;5, se
le llama funcién propuesta, y a la probabilidad «;; se le llama probabilidad
de aceptacion. Como se ha mencionado antes, originalmente Metropolis et
al. sugirieron (g;;) simétrica, y Hastings modifico el algoritmo para permitir
una matriz () no necesariamente simétrica.

Ejemplo 5.1 (Muestreo independiente)

Tomando q;; = q; en donde (qi,...,qm) es un vector de probabilidad, la
matriz Q) tiene todos sus renglones iguales. En este caso, los valores sucesivos
de la cadena de Markov son independientes pues el valor siguiente de la
cadena no depende del valor anterior. La probabilidad de aceptacion es

—
aijzmin{]-%,l}.

T gj
Mientras mds parecido sea el vector (q1,...,qm) a la distribucion objetivo
(71, ..., mm), la aprozimacion serd mejor. En el caso extremo q; = 7j, la
probabilidad de aceptacion es 1. ]

Ejemplo 5.2 (Muestreo uniforme)

Suponga que se desea simular la distribucion (1/m,...,1/m). Se puede to-
mar, por ejemplo, qjj—1 = qj; = qjj+1 = 1/3 para que la cadena sea irredu-
cible y aperiddica. La probabilidad de aceptacion es

a,-j:min{wj-qi,l}:ml’n{qﬁ,l}.
T g5 qij
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A continuacién estudiaremos el algoritmo Metropolis-Hastings en el caso
de distribuciones continuas. Antes de ello, revisaremos algunos conceptos
generales de cadenas de Markov con espacio de estados continuo. En este
caso, las matematicas son méas complejas.

5.3. Cadenas de Markov
con espacio de estados continuo

Consideraremos ahora cadenas de Markov con espacio de estados un con-
junto S continuo. Este conjunto puede ser, por ejemplo, un intervalo (a,b),
o R, o R? o algin subconjunto continuo de éstos. El tiempo sigue siendo
discreto con valores 0,1, 2, ... Los conceptos que enunciamos antes para ca-
denas de Markov con espacios de estados discretos deben modificarse para
espacios continuos pues, por ejemplo, ahora tenemos que la probabilidad de
transicion P(Xy+1 = y| Xt = x) es cero para cualesquiera estados = y y. Las
probabilidades de transicién que debemos considerar son del tipo

P(Xt+1 €A|Xt = LL“),

en donde A < S debe ser un conjunto medible. Al espacio de estados
S se le debe asociar una o—algebra con el fin de hacerlo un espacio
medible y poder considerar eventos o conjuntos medibles. La teoria
matematica de este tipo de cadenas de Markov es mas elaborada y sélo
escribiremos algunas ideas generales. Una exposiciéon mas completa se pue-
de encontrar en el texto de S.P. Meyn y R.L. Tweedie [42] o en D. Revuz [46].

El objetivo es proporcionar una introducciéon a la teoria de cadenas de
Markov para exponer el algoritmo Metropolis-Hastings en el caso cuando
la funcién objetivo es una funcién de densidad con soporte un conjunto
continuo S. Este fue el contexto original en el que fue escrito el trabajo de
Metropolis et al.
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Definicién 5.6 Un proceso estocdstico {X; :t =0,1,...} con espacio de
estados el conjunto continuo S es una cadena de Markov st se cumple la
propiedad

P(Xt+1 EA|Xt Zl‘t,...,Xo ZLBO) ZP(Xt+1 EA|Xt Zl‘t), (57)

para cualquier conjunto medible A < S y cualesquiera estados xg, . . ., Tt
en S, cont = 0 entero.

Supondremos nuevamente que las probabilidades P(X;11 € A|X; = x) no
dependen del valor ¢ y se trata, por lo tanto, de probabilidades homogéneas
en el tiempo. Mas atn, supondremos que estas probabilidades se pueden es-
cribir en términos de una funciéon de densidad p(z, y) de la siguiente manera:

P(Xt+1 € A‘Xt = $) = J p(xay)dy
A

A la funcion p(z,y) : S x S — [0,00) se le llama funcién de densidad de
transicion o kernel de transiciéon en un paso. Esta es la funcién de densidad
que determina la posibilidad de pasar al estado y, a partir del estado = en
un paso, y es la versiéon continua de la probabilidad de transicién en un
paso p;; que tenfamos antes para cadenas de Markov con espacio de estados
discreto. A la funcion p(z, y) se le escribe también como p(y | z) o p,(y) para
enfatizar que x representa el estado inicial y ¥ el estado final de la transicion.

Siendo una funcién de densidad en la variable y, la funcion y — p(z,y)
cumple la igualdad

J p(z,y)dy =1,
S

en donde el estado inicial x puede considerarse como un parametro de la
funcion de densidad de transicion y — p(z,y). Por ejemplo, la siguiente es
una funcién de densidad de transicién

exp {—(y - )%/(207)}.

1

A partir del estado inicial z, esta funcién determina el siguiente estado

y a través de una funcion de densidad normal de media z y varianza o2.
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Es claro que la funciéon de densidad p(x,y) asigna mayor probabilidad a
valores cercanos al punto inicial x y menor probabilidad a valores lejanos a
x. Véase la Figura 5.3.

f(u)

Estado Estado
inicial siguiente

Figura 5.3: Ejemplo de funcion de transicion p(z,y).

Un estado inicial zy € S, o una distribucién inicial sobre el espacio de estados
S, y una funcién de densidad de transicion p(x,y) determinan de manera
tnica (en algtn sentido) a la cadena de Markov. Es por ello que a la misma
funcion p(x,y) se le llama cadena de Markov. Un caso particular ocurrira
cuando p(z,y) no depende del estado inicial z. En esta situacion, la funcion
de densidad de transicion se escribira simplemente como p(y). Este es el caso
analogo cuando una matriz P = (p;;) tiene todos sus renglones idénticos para
el modelo con espacio de estados discreto.

Funciones de transicién en n pasos

Se pueden considerar también las probabilidades de transicién en n pasos
de la siguiente manera: para A € S medible y n > 1, P(X,, € A| Xy = )
es la probabilidad de que, partiendo del estado x, la cadena tome un valor
dentro del conjunto A después de n pasos. A esta probabilidad se le denota
también como

P(X,eA|Xy=1x) = L p™ (z,y) dy,
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en donde a p{™ (z,y) = 0 se le llama la funcion de densidad de transicion en n
pasos. Esta funcién de densidad se puede expresar en términos de la funcion
de transicién en un paso con ayuda de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov.

Proposicion 5.5 (Ecuacion de Chapman-Kolmogorov)
Para los nimeros enteros 0 < k < n se cumple que

pmV%y)=J;pr%2%p“’“@40d&

Como el valor de k puede ser cualquier entero entre 0 y n, podemos escoger
k =1y aplicar la ecuacién de Chapman-Kolmogorov n — 1 veces hasta tener
solo probabilidades de transicién en un paso. Por ejemplo,

ﬁ%aw—fMaam@mw,
S

(3)1' = T, z)-plz,w)- -plw Zaw.
p <”>~LLP(’)”’ ) plw,y) dzd

Para n = 0, se define p(®) (2, %) como la funciéon delta de Dirac d,(y). Esta
es una funcién generalizada que cumple la propiedad

f@@»waw=g@»
S

de modo que, por ejemplo,

) = | PO e iz
S RO IONYE
= p?x, Y)
Irreducibilidad

Otra propiedad importante que ya se mencioné en el caso de espacios
de estados discreto pero que es necesario adaptar cuando el espacio de
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estados es continuo, es la irreducibilidad. La idea sigue siendo que, con
probabilidad positiva, la cadena pueda visitar cualquier regién medible
A del espacio de estados a partir de cualquier estado inicial x, siempre y
cuando la regién A tenga probabilidad positiva de acuerdo a cierta funcion
de densidad 7(x). A continuacion se presenta con formalidad esta propiedad.

Definiciéon 5.7 Sea w(x) una funcion de densidad sobre el espacio de es-
tados S de una cadena de Markov p(x,y). La cadena p(x,y) es irreducible
o m—irreducible (i.e. irreducible respecto de 7) si para cada x € S y para
cada conjunto medible A < S tal que w(A) > 0, existe un numero entero
n = 0 tal que

p™(z, A) > 0.

Periodicidad

Definiciéon 5.8 Sea p(z,y) una cadena de Markov m—irreducible y sea
d = 1 un entero. Se dice que la cadena tiene un ciclo de longitud d
si existen conjuntos medibles, no vacios y disjuntos Ay, As, ..., Ag tales
que:

1. Para todo x € Ay, p(z,Ars1) =1, k=1,2,...,d—1.

2. Para todo x € Ay, p(z, A1) =1.

3. 7 ((Ugl:1 A,-)C> ~0.

Un ciclo consta de una particion del espacio de estados tal que con proba-
bilidad 1 se cumple la dindmica que se muestra en la Figura 5.4.
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Figura 5.4: Un ciclo.

Definicion 5.9 Sea p(x,y) una cadena de Markov m—irreducible. El pe-
riodo es la longitud d = 1 mds grande de un ciclo de la cadena. Cuando
d =1 se dice que la cadena es aperiddica.

Recurrencia

A continuacién definiremos dos tipos de recurrencia para cadenas de Markov
con espacio de estados continuo.

Definiciéon 5.10 Sea w(x) una funcion de densidad sobre el espacio de
estados S de una cadena de Markov p(x,y). Sea A € S cualquier conjunto
medible tal que w(A) > 0. La cadena es recurrente si para todo xo € S,

P((Xn € A) i.o. | XO = 330) > 0.

Las letras i.0. provienen del inglés “infinitely often”. La expresion (X, €
A) i.0. representa el evento que ocurre cuando un ndimero infinito de los
eventos (X1 € A),(Xy€ A), (X3 € A),... ocurre. Esto no significa que todos
ellos ocurren, pero se debe verificar que una infinidad de ellos se observan.
Esto significa que la cadena visita la region A una infinidad de veces con
probabilidad positiva. Se puede escribir

n—a0

a0 a0
(X, € A) i.0.) = limsup (X, € A) = ﬂUXkeA

Un tipo de recurrencia mas fuerte requiere que la probabilidad de este
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evento sea 1. La definicion es la siguiente.

Definicion 5.11 Sea w(x) una funcion de densidad sobre el espacio de
estados S de una cadena de Markov p(x,y). Sea A < S cualquier conjunto
medible tal que w(A) > 0. Se dice que la cadena es recurrente de Harris
st para todo xg € S,

P((Xn € A) 1.0. | XO = :)30) =1.

Distribuciones estacionarias

Si mo(x) es una distribucion de probabilidad sobre el espacio S de una cadena
de Markov en un tiempo dado, entonces la distribucion en la siguiente unidad
de tiempo es

m(y) - L ro(@) - pla,y)dz, ye S,

Cuando una distribuciéon permanece sin cambio bajo esta transformacion,
se dice que es estacionaria o invariante en el tiempo.

Definicion 5.12 Una distribucion estacionaria para una cadena de Mar-
kov p(x,y) con espacio de estados continuo S es una distribucion de pro-
babilidad 7(x) definida sobre S tal que

m(y) = L?T(ﬂf)p(m,y) de, yes.

El siguiente resultado establece condiciones que garantizan la unicidad de
una distribucién estacionaria.

Teorema 5.3 Sea w(z) una distribucion estacionaria para una cadena
de Markov p(z,y). Si la cadena es m—irreducible, entonces mw(x) es la
dunica distribucion estacionaria de la cadena.
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Distribuciones limite

Definiciéon 5.13 Sea p(z,y) una cadena de Markov con espacio de esta-
dos continuo S. Cuando el limite de la funcion de transicion en n pasos

m(y) = lim p™(z,y), yeS,

n—0o0

existe y no depende de z, a {mw(y) : y € S} se le llama distribucion limite.

En realidad no estd garantizado que la distribucién limite definida arriba
sea una distribuciéon de probabilidad verdadera. Los limites pueden existir
pero ser todos cero, por ejemplo. El siguiente resultado establece condiciones
para la existencia de las probabilidades limite.
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Teorema 5.4 Sea p(z,y) una cadena de Markov con espacio de estados
continuo S tal que:

a) Posee una distribucion estacionaria {m(x) : z € S}.
b) Es irreducible respecto de mw(zx).
¢) Es aperiddica.

Entonces

1. Para casi cualquier x € S, segin la medida 7(x), se cumple que
lim |[p®™ (2, A) — 7(A)||rv = 0,
n—a0

en donde || - ||y es la norma de variacion total entre dos medidas
de probabilidad, es decir,

[[r1.(4) = ma(A)llrv = sup |m1 (4) = ma(A)]

2. Sip(z,y) es una cadena recurrente de Harris, entonces la conver-
gencia se verifica para cualquier x € S.

Ecuacion de balance y cadena reversible

Definicion 5.14 Sea p(z,y) una cadena de Markov con espacio de es-
tados continuo S. Se dice que la cadena es reversible respecto de una
distribucion {m(x) : x € S} cuando se cumple que

m(z)p(z,y) = m(y) p(y,2), =,y€S. (5.8)
A la identidad (5.8) se le llama ecuacion de balance. Como en el caso de

cadenas de Markov con espacio de estados discreto, es facil comprobar que
toda distribucion mw(z) que satisface la ecuacion de balance (5.8) es una
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distribucion estacionaria. En efecto,
L m(z) p(z,y)dv = Lﬂ(y)p(y,w) dx
= 7(y) Lp(y,x) dx

m(y).

Con estos elementos podemos ahora exponer el algoritmo Metropolis-
Hastings para generar valores de distribuciones continuas.

5.4. El algoritmo Metropolis-Hastings:
distribuciones continuas

Sea f(x) una funcion de densidad con soporte un conjunto continuo S
como (a,b), R o R% Esta serd nuestra funcion objetivo. Como en el caso
de distribuciones discretas, el algoritmo Metropolis-Hastings propone crear
una cadena de Markov con espacio de estados Sy que tenga a f(x) como su
distribucién limite. De esta manera, producir valores de la cadena de Markov
a largo plazo proporcionard una muestra de valores de la distribucién limite
f(x), aunque los ntimeros obtenidos no seran necesariamente generados de
manera independiente y la distribuciéon de los mismos seré s6lo de manera
aproximada.

Como elemento base se requiere contar con una funciéon de densidad de
transicion ¢(z,y) definida sobre el espacio producto S x S, en donde z
representa el estado inicial y y representa el estado final. Esta es la funcion
propuesta, equivalente a la matriz () en el caso de espacios de estados
discretos. Supondremos que se conoce un mecanismo para generar valores
de la funcion de densidad y — ¢q(z,y), para cada z fijo.

La construccion de la cadena de Markov {X; : ¢ = 0,1,...} con espacio
de estados S es similar al caso de espacio de estados discretos y es como sigue:
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Construccion de la cadena de Markov

Sea g € S un estado inicial de la cadena.
Parat=1,2,...

» Se genera un valor y de la distribucion y — q(xi—1,y).
= Se calcula la probabilidad

_ o fly) aly,zia) }
a(xi—1,y) = mm{f(:tt—l) q(a:t—1,y)’1 .
= Se define

Yy con prob. a(xi_1,y), (Aceptacion)
r+ =
! x¢—1 con prob. 1 — a(xy—1,y). (Rechazo)

Es decir, en cada paso, con probabilidad a(xy—1,y) se acepta el valor genera-
do y como el siguiente valor del proceso, y con probabilidad complementaria
se rechaza quedando el proceso en el mismo estado que en el tiempo anterior.
Una forma equivalente de escribir la regla de decision es la siguiente:

1. Siu < a(ri—1,y), en donde u es un valor de la distribucion unif (0, 1),
se define z; como y.

2. En cambio, si u > a(z;—1,y), se define x; como z;_;.

De esta manera se obtiene una trayectoria xg,z1,Z2,... de un proceso
{X;:t=0,1,2,...} que, por construccion, resulta ser una cadena de Mar-
kov. Demostraremos ahora que el proceso estocéastico continuo construido
es, efectivamente, una cadena de Markov y mostraremos las probabilidades
de transicion de este proceso.
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Proposicion 5.6 El proceso {X; :t =0,1,...} construido en el recuadro
anterior es una cadena de Markov con espacio de estados S y funcion de
densidad de transicion

p(z,y) = q(z,y) alz,y) + 7(z) 62(y), (5.9)

en donde 6,(y) es la funcion delta de Dirac y

r(x)=1- L q(z, s) a(z, s) ds.

Demostracion. Por construccion, el valor de la variable x; depende ani-
camente de tres elementos: el valor de x;_1, la funcién propuesta g(x,y) y
la funcion de densidad objetivo f(x). Por lo tanto, la propiedad de Markov
se cumple. Por otro lado, para cualquier regién A < S medible,

P(Xt+1 € A’Xt = .’Bt)

L q(zt, s) axe, 8) ds

[ a0~ ot ) dsbiate

L q(z¢, 8) oy, s) ds
+ <1 — JS q(x, s) axy, s)ds> 04(x¢)
L [q(z, s)a(zy, ) + r(2:)0s,(s)] ds.

El siguiente calculo comprueba que la funcion y — p(z,y) especificada
en (5.9) es, efectivamente, una funcion de densidad.

j p(z,y)dy = f [z, 9) o, y) + r(z) 6a(9)] dy
S S

- JQ(w,y)a(way)dy“’(x)
S
-1
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A continuacion demostraremos que la distribucién objetivo f(z) es una
distribucién estacionaria para la cadena de Markov recién construida.
Comprobaremos esto a través de la ecuacion de balance detallado. El
andlisis es anadlogo al caso de espacios de estados discretos.

Proposicion 5.7 (Ecuacion de balance)
La funcion objetivo f(x) y la cadena de Markov p(x,y) recién construida
satisfacen

f(x)p(x,y) =f(y)p(y,x), 1‘>y€S.

Demostracion. La igualdad es evidente cuando & = y. Supongamos que
x # y. Entonces

f(@)-plzy) = [f(@) alz,y) q(z,y)
= x) - min S aly o) ~q(x
~ fo) i { T8 BT 1] g,y

Es inmediato comprobar que toda distribucién que satisface la ecuacién
de balance detallado es una distribucién estacionaria. Verificaremos esto a
continuacion.

Proposicion 5.8 La distribucion objetivo f(x) es una distribucion es-
tacionaria para la cadena de Markov p(x,y) del algoritmo Metropolis-
Hastings.

Demostracion. Para cualquier estado y € S, por la ecuaciéon de balance
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detallado,

Lf(fﬁ)-p(w,y)dx = ff

- f)- L (v, ) de
= f(y)

Por lo tanto, la distribuciéon objetivo f(z) es siempre una distribucion esta-
cionaria para la cadena de Markov p(x, y) del algoritmo Metropolis-Hastings,
aunque no esté garantizado que ésta sea su distribucién limite, sera asi cuan-
do la cadena p(z,y) sea irreducible y aperiodica. Veremos ahora algunos
casos particulares del algoritmo Metropolis-Hastings.

Ejemplo 5.3 (Muestreo independiente)

Supongamos que la funcion de transicion propuesta q(x,y) no depende de x.
Esta funcion de densidad se escribe simplemente como q(y), y € S. De esta
manera, la generacion del estado propuesto y es independiente del estado
anterior x. La probabilidad de aceptacion de un estado propuesto y es

Se observa que esta probabilidad de aceptacion depende del estado inicial x
a través de los términos f(x) y q(x). En el caso extremo y falto de utilidad
cuando q(x) = f(x), la probabilidad de aceptacion es siempre uno.

Como un ejemplo particular consideremos el caso cuando el espacio de es-
tados S es un intervalo acotado (a,b). La funcion de densidad objetivo es
cualquier funcion de densidad f(x) con soporte (a,b), y se toma a la funcion
de densidad propuesta q(y) como la distribucion unif (a,b). Las probabilida-
des de aceptacion se reducen a

a(z,y) = min{f(y)/f(x),1}.

De esta manera, a partir de valores de la distribucion unif (a,b) se pueden
obtener muestras aprozimadas de la distribucion objetivo f(x). Por ejemplo,



5.4. ALGORITMO METROPOLIS-HASTINGS 219

a partir de valores de la distribucion unif (0,1) se pueden obtener valores de
la distribucion beta (a,b). .

Ejemplo 5.4 (Distribucion gama)
Supongamos que deseamos obtener valores de la distribucion gama (a, \). La
funcion de densidad objetivo es

(Az)o—t

>\fo
T(a) e ™ x>0,

flx) =
en donde los pardmetros a > 0 y A > 0 son conocidos. El espacio de estados
S en el contexto del algoritmo Metropolis-Hastings es el soporte de esta dis-
tribucion y en este ejemplo es el intervalo (0,00). Como funcion propuesta
se puede tomar la distribucion exponencial

a(y) = Xe ™, y>0,

cuyos valores se pueden obtener por el método de la funcion inversa mediante
la formulay = —(1/X\)In u, en donde u es un valor de la funcion de densidad
unif (0,1). Las probabilidades de aceptacion son

[T @
o9) = {f(x) q<y>’1}’

en donde

) o(o) _ [Dur7 /@] e de g
f(z) qly)  [Az)e=1/T(a)]- Ae Az ey :

x
Una muestra de la funcion objetivo f(x) puede obtenerse de la manera que
indica el algoritmo Metropolis-Hastings, es decir, se toma un valor inicial
xo € (0,00) y para i =1,2... se define

y con prob. a(x;i-1,y),
€Tr; =
xi—1  con prob. 1— a(x;—1,y).
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Ejemplo 5.5 (Método MCMC para aproximar una integral)

Sea g(x) una funcion integrable en el intervalo (a,b). Mostraremos una ma-
nera de aprozimar la integral que aparece abajo usando el método MCMC.
Nos interesa estimar

b
0 = fg(x)da; (5.10)

= ). fw M

- p(2),

f(X)
en donde X es una variable aleatoria con funcion de densidad f(x), cuyo
soporte contiene al intervalo (a,b). Este es el método de Monte Carlo de la
media muestral. Deseamos generar valores de una distribucion con funcion
de densidad f(x) y, por lo tanto, esta es nuestra funcion objetivo. Sea
q(y) otra funcion de densidad con soporte (a,b) y de la cual se conoce una

manera sencilla de simular sus valores. Esta es la funcion propuesta. El
algoritmo MCMC es el siguiente.
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Algoritmo MCMC para aproximar la integral dada por (5.10)

Se toma un valor inicial zo en el intervalo (a,b).

Sea N el tamano de muestra requerido.

Parat=1,2,..., N,
» Sea y un valor de una distribucion con funcion de densidad q(y).
» Se calcula la probabilidad

o) =t LI 9] 1],

(zi-1)  a(y)
n Se define
Yy con prob. a(w;—1,y), (Aceptacion)
Ti = { xi—1 con prob. 1 — a(x;—1,y). (Rechazo)

Se define la estimacion como el promedio de las evaluaciones en los ilti-
mos elementos de la muestra, por ejemplo,

i R ¥
0= . , 1<n<N.
N-n+1 & f(x;)
=n
Como walor inicial se puede tomar, por ejemplo, xy = (a + b)/2. En el

procedimiento arriba descrito se descartan las primera n — 1 observaciones
generadas ya que se consideran un periodo de “calentamiento”, donde la
cadena que se genera posiblemente ain no comienza a mostrar su compor-
tamiento limite.

El mismo procedimiento se puede utilizar cuando la integral a estimar es,
por ejemplo,

en donde o(x) es una transformacion y X es una variable aleatoria con
funcion de densidad g(x), posiblemente complicada y de la cual no conocemos
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una forma de generar valores. La estimacion es

TR SR R € 1C2)
G_N—n—i-lg; flz) 7

en donde x1,...,xN son valores de una distribucion con funcion de densidad
adecuada f(x). Se pueden también considerar integrales de mayor dimension
como

0 =FE(p(X,Y)) = ffw(x,y)g(x,y) dx dy,

en donde p(x,y) es una transformacion y (X,Y) es un vector aleatorio con
funcion de densidad conjunta g(x,y). La estimacion es

o Pl y 9(zi, yi)
é 15 J1 15 ST ’
-n+1 ; f (i, yz)
en donde (x1,y1), (x2,Y2), ..., (xN,yN) son valores de una distribucion con

funcion de densidad adecuada f(x,y).

En cualquier caso se debe contar con una funcion propuesta adecuada, q(y)
0 q(z,y), de la cual se conozca una manera (idealmente sencilla) de generar
sus wvalores.

5.5. El muestreo de Gibbs

Este es un caso especial del método Metropolis-Hastings. Fue propuesto
en 1984 por dos autores con el mismo apellido: Geman S. y Geman
D. [15]. El nombre de Gibbs se debe a que el trabajo de Geman y Geman
estaba relacionado con un tipo de distribuciones de probabilidad llamadas
distribuciones de Gibbs.

El muestreo de Gibbs proporciona un método para producir valores de un
vector aleatorio (X1, ..., X)) con una funcioén de densidad o de probabilidad
conocida f(x1,...,x,). El procedimiento requiere que se conozca una forma
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de producir valores de cada una de las funciones de densidad condicionales
univariadas, es decir, de

flailzr, .. iy, @iy ), i=1,2,...,n.

Estudiaremos primero el caso de vectores bidimensionales (n = 2) y después
extenderemos los conceptos y resultados al caso de vectores de cualquier
dimension. Veremos que el aspecto central del método consiste en la cons-
truccion de una cadena de Markov con distribucién estacionaria la funcién

de densidad f(z1,...,Zn).

Muestreo de Gibbs para vectores aleatorios bidimensionales

Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad conocida f(z,y)
y del cual se desean obtener valores. Sean f(x|y) y f(y|x) las correspon-
dientes funciones de densidad condicionales. Supondremos que conocemos
algin mecanismo para obtener valores de estas funciones de densidad
condicionales. El algoritmo de Gibbs es el siguiente.

Muestreo de Gibbs (Vectores de dimension 2)

Sea xo un valor inicial de X.
Sea n el tamano de muestra requerido.
Parat=1,2,...,n,
= Sea y; un valor de fy | x(y|2i-1).
» Sea x; un valor de fy |y (z|yt).

Este algoritmo produce la sucesion de parejas (z1,y1),(2,92),. - -,(Tn,Yn) &
partir del valor inicial zy. Esta es una realizacién de la sucesion de vectores
aleatorios

(X17 Y1)7 (X27 Y'Q)a ey (XTMYTL))

en donde la funcién de densidad de Y; es la funcién de densidad de Y
condicionada al evento (X = x4_1), y la funcién de densidad de X; es la
funcion de densidad de X condicionada al evento (Y = y;). Se trata de un
proceso estocastico a tiempo discreto t = 1,2,... y con espacio de estados
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el producto cartesiano del rango de valores de X por el rango de valores de Y.

Por construccion, las dos variables dentro del vector (X Y;) no son
independientes, y los vectores mismos tampoco son independientes. La
dependencia y construccion secuencial de los valores de las variables se
muestra en la Figura 5.5.

(CEOJ yO)
N
(r1 < y1)

(z2 < y2)

}

Figura 5.5: Secuencia de valores en el muestreo de Gibbs.

Es necesario enfatizar que la distribucion de las variables X; y Y
son las distribuciones condicionales fx, |y, (z:|y) = fx|v(@ely) v
fvi(yt) = fy|x(ye|we-1), respectivamente. Por lo tanto, para ¢ > 0, la
funcion de densidad conjunta del vector (X3, Y;) es

fxovi(me,y) = th|n(13t|yt)fYt(yt)
= fxiv@elye) fy | x(ye| we—1).

Integrando respecto de x; primero y después respecto de y;, puede compro-
barse que esta funcion es, efectivamente, una funcién de densidad bivariada.
Observe que esta funcion de densidad depende del valor z;_1, el cual puede
considerarse como un parametro de la distribucion.

Proposicion 5.9 FEl proceso estocdstico {(X¢,Y:) : t = 1,2,...} generado
por el algoritmo de Gibbs es una cadena de Markov con espacio de estados
R? y con funcion de transicion

(@t ye), (@41, ye41)) = Fx v (@ern [ Y1) S| x (Y1 [ ).
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Demostracion. Por construccion, la variable Xy depende de Yiy1, y
ésta, a su vez, depende de X;. De esta manera, el vector (X;y1,Y;41) se
determina a partir del vector (X3, Y;) y de las funciones de densidad con-
dicionales fx|y(z|y) vy fy|x(y|z). Esto comprueba que la propiedad de
Markov se cumple. La funcién de densidad de transicion es: parat = 1,2, ...

X1, Yoo, Xo Y (Tt 1, Yo 15 o5 Yt)
Ix.v (¢, yt)
Ixein | Yoor @1 [ye1) - Syipr ) x, (e | 20)
_th,Yt (¢, Y1)
Ixo v (@, yt)
= fx |y @1 lyer1) - fy x (e [ 20).

F((@e,ve), (Teg1,y641)) =

Observemos que la funcién de transiciéon es homogénea en el tiempo pues
ésta no depende del valor de t. Los niimeros x;, T¢+1, Yt ¥ Y+1 que aparecen
en los argumentos utilizan el subindice ¢t para asociarlos a las variables
aleatorias correspondientes pero no existe dependencia del tiempo.

Por otro lado, es necesario advertir que la notaciéon se hace mas ligera (a
riesgo de presentarse alguna confusion) cuando se utiliza la misma letra f(-)
para denotar distintas funciones. Si (z,y) y (u,v) son dos valores del vector
aleatorio (X,Y), en la Tabla 5.1 se presenta un resumen de significados.

A continuaciéon comprobaremos que la funcion de densidad f(x,y) es una
distribucién estacionaria para la cadena de Markov construida en el algorit-

mo de Gibbs.
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Notacion Significado
flz,y) 6 f(u,v) Funcién objetivo
f(z,y), (u,v)) funcion de densidad de transicion

del punto (z,y) al punto (u,v)

f(z), f(u) funcion de densidad marginal de X
f(y), f(v) funcion de densidad marginal de Y
f(z|y), flu]v) funcion de densidad condicional de X dado Y
flylx), flv|u) funcién de densidad condicional de Y dado X
Tabla 5.1: Funciones de densidad.
o0 Q0
| | tew s oy sy
—Q0
j | s rvtlo) syl e dy
< flu,v 1 (®
)f(l’ )'7 f(:f,y)dydfc
—oo f(v)
o0
fluw) f fo
oo f(v )
= f(uv /U)'
Por lo tanto, cuando la cadena sea convergente y tenga a f(x,y) como su
tnica distribucion estacionaria, los puntos (x1,y1), (2,¥2), ... obtenidos a

través del algoritmo de Gibbs estaran distribuidos de manera aproximada
de acuerdo a la funciéon de densidad f(z,y). Veremos ahora un ejemplo.

Ejemplo 5.6 (Distribucion normal bivariada)
Recordemos que un vector aleatorio (X,Y) tiene distribucion normal biva-
riada cuando su funcion de densidad es

1

201094/ 1 — p?

f(gj7y) =

exp{A}, —w<z,y<o0,
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en donde

() - () (52) - (2)]

y los pardmetros son tales que —1 < p <1, 01 > 0, g9 > 0, p1,u2 € R. Se
escribe (X,Y) ~ N(u1, 0%, pa, 03, p). Para esta distribucion bivariada no es
dificil comprobar que se cumplen las siguientes propiedades:

1. X ~N(u1,0?).
2.Y ~ N(IUQ,O'%).

3. p(X,Y) = p. Este numero es el coeficiente de correlacion entre X y
Y.
4. X yY son independientes si, y sdlo si, p = 0.
2
5 Var(X,Y)=( 1 P2,
pPo102 g5

6. Para cualquier valor de y,

01
X1 =)~ N (02 (- A0t) . 51
7. Para cualquier valor de x,
g2
VI =)~ 8 (i p P =) (0= o). G12)

Los 1ltimos dos resultados son los que nos interesan para aplicar el
muestreo de Gibbs para obtener valores del vector (X,Y). Supondremos
que conocemos una manera de generar valores que siguen estas funciones
de densidad normales univariadas. El algoritmo es el siguiente.
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Muestreo de Gibbs (Distribucién normal bivariada)

Se xg un valor inicial.

Parat=1,2,...
» Sea y; un valor de Y | (X = x;_1) con funcion de densidad (5.12).
» Sea x; un valor de X | (Y = y;) con funcién de densidad (5.11).

Se genera de esta manera la sucesion de vectores (z1,y1), (x2,y2), (3, y3), . - -
El algoritmo de Gibbs garantiza que estos vectores numeéricos se pueden
considerar valores con distribucién aproximada normal bivariada.

Veremos a continuacién el muestreo de Gibbs para vectores de dimension n.
El procedimiento se extiende de manera natural.

Muestreo de Gibbs

para vectores aleatorios multidimensionales

Supongamos que se desea obtener valores de un vector aleatorio (X1, ..., X},)
con funcion de densidad conocida f(z1,...,zy). Por simplicidad en la no-
tacion, las funciones de densidad condicionales de una variable se escribiréan
de la forma siguiente: para X7, por ejemplo,

flzy|xa, ... xp),

es decir, el subindice indica la variable aleatoria de referencia. Supondremos
que se conoce un método para generar valores de cada una de estas
distribuciones univariadas. Para el caso de X; indicado arriba, observe
que los valores x9,...,T, pueden ser considerados como parametros de
la distribucién condicional. El algoritmo o muestreo de Gibbs es el siguiente.
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Muestreo de Gibbs (Vectores de dimensiéon n)

Sea (29,...,2%) un valor inicial del vector (X1, ..., X,).
Parat=1,2,...
» Sea zf, un valor de f(z, |z}, 25t . 2l
= Sea xf_, un valor de f(w,_1 |2t !, 2tk at).
= Sea z! un valor de f(xy|h,...,2t).

Observe que en las funciones de densidad condicionales se van incorporando
de manera sistematica los valores z, ..., z! generados en los pasos anterio-

res. Mas especificamente, en la parte condicional se tiene la intersecciéon de
los siguientes eventos:

(xtfl, . ,x’;;_ll) Entradas del vector anterior,
(2t IRTRR ,xt)  Valores generados en los pasos anteriores.
Asi, este algoritmo produce la sucesion de vectores (o1, ..., xh), (23,...,22),. ..

los cuales son una realizacion de la sucesién de vectores aleatorios
1 1 2 2
(Xy,...,X,),(X7,...,X5),...

Por ejemplo, para n = 3 la dependencia de los valores generados se muestra
en el diagrama de la Figura 5.6, el cual se lee de derecha a izquierda: cada

nimero depende de las 2 cantidades mas inmediatas que se encuentran a su
derecha.
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Figura 5.6: Generaciéon de valores en el muestreo de Gibbs.

De manera equivalente se puede definir el muestreo de Gibbs para que la
generacion (y dependencia) de los numeros sea como la que muestra en el
diagrama de la Figura 5.7. Este diagrama se lee de izquierda a derecha:
cada nimero depende de las 2 cantidades més inmediatas que se encuentran
a su izquierda.

1.1 ,.1

(‘T(l)ax%xg) (1’1,332,1733) (x%,x%,x%)

Figura 5.7: Generacién de valores en el muestreo de Gibbs.

Como se hizo en el caso n = 2, se comprueba que el proceso estocas-
tico {(Xf7 LX) it=1,2,.. } es una cadena de Markov que tiene
a f(x1,...,2,) como distribucién estacionaria. Cuando la cadena sea
convergente y tenga a f(x1,...,x,) como Unica distribucion estacionaria, la
sucesion de puntos (x1,...,2L), (z%,...,22),... se distribuiran de manera
aproximada de acuerdo a la funcion de densidad f(z1,...,x,).
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5.6. El muestreo de Gibbs como caso particular del
algoritmo Metropolis-Hastings

Mostraremos la forma en la que el muestreo de Gibbs puede insertarse
dentro del esquema del algoritmo Metropolis-Hastings como un caso
particular. Sea f(x1,...,x,) la funciéon de densidad objetivo y sobre la cual
se aplica el muestreo de Gibbs. Sera conveniente usar la siguiente notacion.

Notacién
Sea x = (x1,...,%,) un vector numérico y sea y un namero. Para cada
i=1,2,...,n,

= Bl vector z con la i—ésima coordenada eliminada es
x(l) = ('1:17 sy L1 Tty - - - ,.Tn).
= Kl vector x con la ¢—ésima coordenada reemplazada por y es

[yax(z)] = ('7"17 sy L1, Y, Tt 1y - - - ,.’En)-

No debe confundirse a z(;) con el valor de la i-ésima estadistica de orden.
En algunos otros trabajos, al vector reducido z(; se le escribe también
como x_;, pero preferimos la primera notacién por su simplicidad. En
particular, observemos que [z, z(;] es el vector completo x = (z1,...,7y)
y que f(x(;)) es una funcién de densidad marginal de f(z1,...,zy).

En el muestreo de Gibbs se genera una coordenada a la vez de manera
secuencial hasta obtener todas las coordenadas del nuevo vector, el cual no
pasa por un proceso de aceptacion o rechazo, sino que es aceptado de manera
implicita de acuerdo a la forma en la que se define el algoritmo de Gibbs.
Para la ¢—ésima coordenada se usa la funciéon de densidad condicional

[z |9€(i)) = f(zi|®1, . i1, Tig1s - Th),

para cierto vector z(; que depende de algunas coordenadas del vector a un
tiempo anterior y de las nuevas coordenadas generadas. Supongamos que y;
es el valor generado usando esta funcién de densidad. Artificialmente uno
puede pensar que se generd el vector [y;, ¥(;)] y que la funciéon propuesta que
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se ha utilizado es

q ([yi- @)1 | [z, 2)]) = Flyilz@)- (5.13)

De esta manera, el i—ésimo paso del algoritmo de Gibbs se ha expresa-
do como un paso del algoritmo Metropolis-Hastings. Llamando y al vector
[y, ()], la probabilidad de aceptacion de este vector preliminar en el algo-
ritmo de Gibbs es

i { TW) aly,@)
o) =min{ £ S5}

en donde, utilizando (5.13), encontramos que

fW aly,z) _ fly) al=ly)
f(@) a(z,y) flx) alylz)
_ I ([yirz@)]) _ q ([#3 zim1] | [yi, 2(3)])
f [z, z@])  a([yis vima] | [zi, 2i1])
_ fy) f@ilre)
 f@) flyilea)
_ ) f@)/f(a)
 f@) )/ flaa)
= 1

Es decir, los vectores intermedios en el algoritmo de Gibbs siempre se acep-
tan, aunque sabemos que el algoritmo establece que se deben completar
todas las coordenadas para producir un nuevo vector, el cual siempre es
aceptado.

5.7. El muestreo de Gibbs por rebanadas

Esta es otra aplicacion del muestreo de Gibbs. En el idioma inglés se le conoce
con el nombre de slice sampling. Supongamos que sea desean obtener valores
de una variable aleatoria X con funcion de densidad f(x), la cual puede ser
expresada de la siguiente forma

fl@)=a- fi(x) - fr(z), para xe ACR, (5.14)
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en donde a > 0 es una constante y la funciones fi(x),..., fr(x) son no
negativas, pero no son necesariamente funciones de densidad y k > 1 es
un namero entero. La funcién f(z) es nuestra funcion objetivo. Observemos
que su representacion (5.14) no es tnica pues pueden modificarse los factores
fi(x), ..., fr(x) y, sin embargo, producir el mismo producto. Definamos el
conjunto

S={(ur,...,u,z) : 0<u < fi(z), (5.15)

0 <ug < fr(x), ze A}

Este conjunto define un volumen en R**! y separa el area que determina
cada una de las funciones fi(x),..., fr(x). Por ejemplo, la rebanada (slice)
que define la funcion fi(x) es el conjunto {(z,u1) 1z € A, 0 <wu < fi(z)},
en donde hemos cambiado el orden de las coordenadas. Este conjunto se
muestra en la Figura 5.8.

U1

A

Figura 5.8: Conjunto {(z,u;):x € A, 0 <wu; < fi(x)}.

Sea (Uy,...,Ug, X) un vector aleatorio con funciéon de densidad uniforme
sobre el volumen S, es decir, con funcién de densidad

1/1S| st (ui,...,ug,x) €S,
g(ut, ..., up,x) =
0 en otro caso,
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en donde |S| representa el volumen de S. Se comprobara mas adelante que
|S| = 1/a. Esta es una distribucion multivariada de k + 1 variables aleato-
rias y se puede aplicar el muestreo de Gibbs para generar sus valores. Las
distribuciones condicionales son también uniforme y estan dadas por:

1/|5] 1
. g(U1|U2,...,Uk,ZZ‘)= = ) 0<u1<fl(x)
0@ 118 duy S1(2)
1
» g(uz|ug,uz,. .., up,x) = /15| = : 0 < up <
200118 duy ()
fo().
1 1
» g(ug |ug,. .., uk—1,) /15] = 0<u < fi(z).

T @18 duy, fe@)

Por ultimo, la funcién de densidad condicional de x es

1/15] 1

gl |uy,. . up) = 7 — = —, reD,
ot ) = 1S du (D]

en donde D = {x € A: fi(x) = uy,..., fx(x) = ug} y |D| es su longitud.
Como todas estas distribuciones son uniformes, es sencillo la generaciéon de
sus valores y el muestreo de Gibbs puede aplicarse. Observemos también que
la distribucién marginal de X es la funcién objetivo pues, para z € A,

Ji(z) fr () 1
J J gut, .. ug,x)duy - - - dug = — - fi(x) - fr(x).
0 0 |5
Este hecho implica que se puede usar el muestreo de Gibbs para generar
valores de la funciéon objetivo f(x). Por otro lado, el calculo anterior
muestra que a = 1/|S|. En resumen, el muestreo de Gibbs se puede llevar a
cabo de la siguiente manera.
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Muestreo de Gibbs por rebanadas para una funciéon de densidad
de la forma f(z) =a- fi(z)- - fx(x) con xe AC R

Sea z un valor inicial de f(x).
Sea n el tamafio de la muestra requerida.
Parat=1,2,...,n,

= Sea u! un valor de la distribucion unif (0, fi(x—1)).
» Sea ub un valor de la distribucion unif (0, fa(x—1)).

= Sea u} un valor de la distribucion unif (0, fi(2:—1)).
» Defina Dy = {zeA: fi(z) >ul,..., fu(z) > ul}.
» Sea z; un valor de la distribucion unif (D).

Este algoritmo produce la sucesién de nameros x1, To,... que se distribuye
de acuerdo a la funcion de densidad f(z) dada por (5.14). Observe que no
es necesario conocer el valor de la constante a en la especificacion de f(x).

Ejemplo 5.7 (Distribucién gama truncada)

Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad gama (o, A), en donde
a>1, A =1y estd condicionada a tomar valores en el intervalo (¢, 0) para
alguna constante ¢ > 0. Este funcion de densidad tiene la forma

fx)=a-2z*1 e para x € (c,0).

para alguna constante a > 0. Véase la Figura 5.9. Para generar valores de
esta distribucion se pueden obtener wvalores de la distribucion completa y
aceptar solo aquellos valores que excedan al valor c, sin embargo, si c es
muy grande, ocurrird un alto porcentaje de rechazos y el método se volveria
muy ineficiente. Como un método alternativo se puede usar el muestreo de
Gibbs por rebanadas. Fxplicaremos esto a continuacion.
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f(z)

f x
Cc

Figura 5.9: Densidad gama truncada.

Sean fi(x) = 2*~ 1 y fo(x) = e . Sea (Uy,Usz, X) un vector aleatorio con
distribucion uniforme sobre el conjunto

S = {(ul,ug,x) 0<uy <z 0w <e™®, o> c}.

Las funciones de densidad condicionales de Uy y Us son

1/]S B
g(u1|ug,z) = o1 /151 = a1 para 0 <uy <271,
0 1/|S\du1
1/18
g(uz |uy, ) = ﬂ#::, para 0 < ug <e ”.
0 1/]S|du1 €

Por diltimo, para encontrar la funcion de densidad condicional de X dados
dos valores uy y uz, se debe descubrir primero su soporte. Este conjunto se
obtiene de la definicion de S. Tenemos que

D = {x:0<u1<xa71, <UQ<673U,1‘>C}

0
— {x:x}ui/(afl), r < —Inusg, x>c}

Por lo tanto,

1/]S] 1
A . B D
g(x‘u17u2) SD 1/|S|dﬂj‘ |D‘7 para T € )
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en donde |D| es la longitud del intervalo D. Asi, el algoritmo es el siguiente.

Muestreo de Gibbs por rebanadas
para una funciéon de densidad gama («, \)
con a > 1, A\ =1, y truncada al intervalo (c, ).

Sea xg > ¢ un valor inicial.
Sea n el tamano de la muestra requerida.
Parat=1,2,...,n,
» Sea ul un valor de la distribucion unif (0, (z;_1)* ).
» Sea ub un valor de la distribucion unif (0,e=t-1).
= Sea x; un valor de la distribucion unif (méx (c, (u})Y (@), —Inu).

Este algoritmo produce la sucesion x1, . .., x, que sigue la densidad indicada.
En la seccion de ejercicios se pide verificar numéricamente esta afirmacion.

5.8. El muestreo de Gibbs por completaciéon

Suponga que se desea obtener una muestra de valores de una variable alea-
toria X con un cierta funciéon de densidad f(z). Suponga ademéas que es
posible encontrar una funcién de densidad conjunta f(z,y) tal que

[ sy = s,

Entonces el muestreo de Gibbs resultara de utilidad cuando se conozcan
mecanismos para obtener muestras de las funciones de densidades condicio-
nales ¢ — f(x|y) y y — f(y|z). A tales funciones conjuntas se les llama
completaciones de f(z).

Definiciéon 5.15 Sea f(z) una funcion de densidad univariada. A cual-
quier funcidn de densidad conjunta f(x,y) que tenga como funcion de
densidad marginal a f(x) se le llama una completacion de f(x).
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Por simplicidad hemos mencionado completaciones bidimensionales pero és-
tas pueden ser de dimensiones mayores f(x,y1,...,yx), con k = 1. El mues-
treo por rebanadas estudiado en la seccién anterior es un ejemplo de esta
situacion. Regresando al caso bidimensional, el muestreo de Gibbs produ-
cird una sucesion de valores (z1,y1), (2,%2),- ., (Tn,yn) de la funciéon de
densidad conjunta f(z,y), de donde se pueden extraer los valores de cada
variable por separado, en particular, los valores de X que se buscan. Veamos
algunos ejemplos.

Ejemplo 5.8 (Distribuciéon gama)
Sea o > 0 una constante y suponga que (X,Y) es un vector aleatorio con
funcion de densidad

1 1 .
—— v le 5 0<z <y,

f(x,y) = F(a)

0 en otro caso.
Se puede comprobar que las funciones de densidad marginales son

X ~ gama(a,l),
Y ~ gama(l+ a,l).
Es decir, f(x,y) es una completacion de cualquiera de estas dos funciones

de densidad univariadas. Tampoco es dificil verificar que las funciones de
denstdad condicionales son

x— f(z|y) = f}a(z/)y) =ay *z*', para ze(0,y), (5.16)
y— flylz) = f](ci;@)/) =e"e ™, para ye (xr,0). (5.17)

Para obtener un valor de la funcion de densidad f(x|y) se puede usar el
método de la funcion inversa y para obtener un valor de f(y|z) se debe
reconocer que se trata de una distribucion exponencial truncada y se puede
aplicar el muestreo de Gibbs por rebanadas como se mostré en la seccion
anterior. De esta manera, el algoritmo es el siguiente.
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Muestreo de Gibbs por completacion
(Ejemplo 5.8 Distribucion gama)

Sea xg > 0 un valor inicial.
Sea n el tamano de la muestra requerida.
Parat=1,2,...,n,
» Sea y; un valor de fy|x(y|zi—1) dada por (5.16).
» Sea xy un valor de fxy(v|y:) dada por (5.17).

FEste algoritmo produce la sucesion (x1,y1), (x2,Y2), .., (ZTn,yn), en donde
las primeras coordenadas son valores de X ~ gama(a,1), y las sequndas
coordenadas son valores de Y ~ gama(a + «,1). Finalmente, recordemos
que si X ~ gama (a, 1), entonces X/\ ~ gama (a, A). Esto completa otro
mecanismo para generar valores de la distribucion gama con pardmetros ar-
bitrarios.

5.9. Ejercicios

Conceptos de cadenas de Markov

112. Encuentre todas las distribuciones estacionarias de las siguientes ca-
denas de Markov:

() e

1/2 1/2 0 0 1/2 1/2
HP=1| 12 12 0| HP=[0 1 o0
0 0 1 0 1/2 1/2

113. Calcule la distribucion limite, cuando exista, de las siguientes cadenas
de Markov:
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@P:(?é). c)P:<(1)(1)>.

12 1/2 0 1 0 0
HyP=1|1/2 1/2 0 | HP=[ 0 1 0
0 0 1 1/3 1/3 1/3

El algoritmo Metropolis-Hastings para distribuciones discretas

114. Este ejercicio tiene el objetivo de ilustrar el algoritmo Metropolis Has-
tings en un caso discreto simple.

a) Escoja una distribucion objetivo (7, ma, 73, 74, T5) a su eleccion,
con soporte el conjunto de estados {1,2,3,4,5}, distinta de la
uniforme.

b) Partiendo del algin valor zp € {1,2,3,4,5} y usando la matriz @
(funcion propuesta) que aparece abajo, elabore un programa de
computo que genere 150 valores 1, ..., 2150 mediante el algorit-
mo Metropolis-Hastings.

1/5 1/5 1/5 1/5 1/5
1/5 1/5 1/5 1/5 1/5
Q=| 15 1/5 1/5 1/5 1/5
1/5 1/5 1/5 1/5 1/5
1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

c) Encuentre explicitamente la matriz P = (p;;) de la cadena de
Markov y justifique que es convergente.

d) Elabore un histograma de probabilidad de los valores 1, ..., 50
y sobreponga la gréafica de la funcién objetivo.

e) Elabore un histograma de probabilidad de los valores 351, . . ., Z100
y sobreponga la grafica de la funcién objetivo.

f) Elabore un histograma de probabilidad de los valores
T101,---,2150 y sobreponga la grafica de la funcion objeti-
vo.

g) Con base en las 3 graficas anteriores, determine subjetivamente
si la dltima muestra de tamano 50 es mejor (en algin sentido)
que las anteriores.
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Cadenas de Markov con espacio de estados continuo

115. Calcule la distribucion estacionaria para la funcién de densidad de
transiciéon normal que aparece abajo.

p(x,y) = \/12? exp {—(y —$)2/2}, —00 < X,y < 0.

El algoritmo Metropolis-Hastings para distribuciones continuas

116. Sea a(z,y) la probabilidad de aceptacion en el algoritmo Metropolis-
Hastings. Demuestre que

L alz,y)dy = 1.

El muestreo de Gibbs

117. Sea (X,Y) un vector aleatorio con funciéon de densidad
1
fla,y) = = exp{—a® — 22y — 2y°}, —0 <z,y<on.
T

a) Encuentre las densidades marginales de X y Y.

b) Utilice el muestreo de Gibbs para obtener valores del vector
(X,Y).

118. Sea (X,Y’) un vector aleatorio con funciéon de densidad
1
flzy) = — exp{—z? —y* + 2z — 4y}, —o0<uz,y <.
e

a) Encuentre las densidades marginales de X y Y.
b) Utilice el muestreo de Gibbs para obtener valores del vector
(X,Y).

119. Sea (X,Y') un vector aleatorio con distribucién tal que se verifican las
siguientes distribuciones condicionales:

X|(Y
Y| (X

y) ~ N(py,o?),
z) ~ N(pz,0%),

en donde p es una constante.
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a) Encuentre la distribucion conjunta fx y (z,y).

b) Utilice el muestreo de Gibbs para obtener valores del vector
(X,Y).

¢) Dado un conjunto de observaciones xy,...,z, de X, estime la
distribuciéon a posteriori para Y usando el muestreo de Gibbs.

El muestreo de Gibbs por rebanadas

120. Considerando la factorizacién sugerida, implemente en una compu-
tadora el algoritmo del muestreo de Gibbs por rebanadas para obtener
valores de las distribuciones que aparecen abajo. Con los datos obte-
nidos elabore un histograma y compare visualmente con la grafica de
la funcién de densidad en el caso unidimensional.

a) f(x)=3-z-2, si O<z<l.

b)f(a:)zgx(a:—l) si l<xz<?2.

¢) f() =2 -x-exp{—a?}, si 0<z<©

d) f(x)z%-(1+cos( ) -exp{—z°}, sl —w0<z,y<w®
e) flz,y) = % exp{—z%} -exp{—y*}, si —w0<z,y< 0.

£) Fe:2) = =375 - exp (=%} - exp (4P} exp {22},
si —o<z,y,2z < 0.

El muestreo de Gibbs por completacion

121. Asigne valores particulares a los pardametros @ > 0 y A > 0 e imple-
mente en una computadora el muestreo de Gibbs por completacion
que aparece en Ejemplo 5.8 para obtener valores de la distribucion
gama(a, \). Elabore un histograma y compare visualmente con la gra-
fica de la funcién de densidad.

122. Distribucion beta. Sean o > 1 y 8 > 0 dos parametros y suponga que
(X,Y) es un vector aleatorio con funcion de densidad

a—1

B(a,8)”

21 -2)f si 0<y<az<l

f(xay) =
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a) Compruebe que f(x,y) es una completacion de la distribucion
beta demostrando que X ~ beta(a,3) y Y ~ beta(a — 1,5 + 1).

b) Encuentre las funciones de densidad condicionales f(z|y) y
flylz).

c¢) Asigne valores particulares de & > 1y 5 > 0. A partir de un
punto inicial (zg,yp) tal que 0 < yp < xo < 1, implemente el
muestreo de Gibbs para obtener valores de X.

d) Elabore un histograma con los datos obtenidos y compare con la
grafica de f(x).

123. Sea (X,Y’) un vector aleatorio con funciéon de densidad
1 : 2,2
fle,y)=—, si O0<z*+y° <.
s

a) Encuentre las funciones de densidad marginales f(x) y f(y).

b) Encuentre las funciones de densidad condicionales f(z|y) y
flylz).

¢) Aplique el muestreo de Gibbs para obtener valores de X y Y.

d) Elabore histogramas de los datos obtenidos y compare con las
respectivas funciones de densidad.

124. Suponga que se desean obtener valores de una variable aleatoria X con
funcién de densidad

flz) =z, si 0<z<o0.

a) Defina la funcion de densidad bivariada f(x,y) como aparece aba-
jo y compruebe que la densidad marginal de X es f(z).

fle,y)=e", s 0<y<uz<o0.

b) Encuentre las funciones de densidad condicionales f(z|y) y
flylz).
¢) Aplique el muestreo de Gibbs para obtener valores de X.

d) Elabore un histograma con los datos obtenidos y compare con la
grafica de f(x).






Capitulo 6

Aplicaciones en la estadistica

En este altimo capitulo revisaremos de manera breve algunos procedimien-
tos de la estadistica en donde se puede usar la simulacién como parte de
ciertos algoritmos para el analisis y soluciéon del problema de la estimacién
de parametros. En particular estudiaremos dos algoritmos de estimacién en
presencia de datos faltantes (missing data). Estos son: algoritmo EM y al-
goritmo data augmentation. Finalizaremos nuestro trabajo mostrando dos
técnicas de remuestreo llamadas bootstrap y jackknife.

6.1. Introducciéon al problema de datos faltantes

Sea f(x;0) una distribucién que depende de un parametro desconocido 6.
Un problema clésico de la estadistica consiste en estimar 6 a partir de una
coleccién de valores de una variable aleatoria con esta distribuciéon. Por
simplicidad denotaremos a estos valores mediante el vector x = (x1,...,z,).
Usualmente, los métodos para resolver este problema requieren que todas las
observaciones estén completamente especificadas, es decir, que se conozcan
sus valores exactos.

Sin embargo, en problemas practicos los valores de la variable aleatoria de
interés no se observan directamente del fenémeno en estudio y por diversas
razones, algunos datos no aparecen totalmente especificados en su valor y
sblo se conoce cierta informacion parcial de ellos. A estos datos se les de-
nomina datos faltantes o incompletos. Existen diferentes formas acerca de

245
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la incompletitud de la informacion en un dato o un conjunto de datos. A
continuacién explicaremos algunas de ellas.

» En ciertas situaciones el conjunto de datos = = (z1,...,2,) no son
directamente observables u obtenibles y sélo es observable otra co-
leccion de datos y = (y1,-..,¥Ym), NO necesariamente con el mismo
nimero de observaciones que los datos originales, pero que son una
transformacion de los primeros. Esto se puede deber a que nuestros
instrumentos de medicién no son precisos, o a que no nos es posible
observar directamente la variable de interés. Esta situacion es similar
a la de observar el mundo a través de un cristal que distorsiona la
realidad. Dado que tnicamente podemos observar los datos del vector
1, a estos datos se les llama datos observables. Por ejemplo, en lugar de
los datos numéricos x = (x1,...,x,), solo es posible observar el vector
y = (y1,42) = (T(1), T(n)), es decir, el minimo y el méximo. Como otro
ejemplo extremo, es posible que la dnica informacién observable sea
el namero (1 + -+ + x,)/n, es decir, la media muestral de los datos
completos. Estas transformaciones de datos puede presentarse para la
totalidad de los datos originales o s6lo para una parte de ellos.

s La falta de informacién de un dato x; puede ser completa en el sentido
de ser totalmente faltante. Sabemos que una observaciéon o mediciéon
debi6 efectuarse, pero no sabemos nada de su valor.

= En ocasiones no se conoce el valor exacto de un dato u observacién
particular x;, pero se conoce, por ejemplo, que z; € (a, ) para alguna
constante a. En otras palabras, s6lo se conoce que x; > a, pero no se
conoce su valor exacto. En este caso se dice que el dato x; presenta
censura por la derecha. Por ejemplo, suponga que en un estudio se
esté observando el tiempo en el que ocurre la primera falla en equipos
eléctricos y que, por cuestiones de costo y tiempo, se decide concluir las
observaciones al tiempo a > 0. Si el equipo eléctrico ¢ no ha tenido su
primera falla antes de a, entonces la observacion x; quedaré censurada
por la derecha, es decir, solo se registrara que x; € (a, ).

s También puede ocurrir que la dnica informacién disponible para un
dato z; sea que z; € (—00,a), para alguna constante a. Esta es la
censura por la izquierda. Por ejemplo, supongamos que la variable en
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estudio es la edad en la que las personas desarrollan un cierto tipo de
cancer. En la mayoria de los casos, el cAncer se detecta s6lo hasta que la
persona acude al médico. De este modo, la mayoria de las observaciones
acerca de la edad z; en la que inicia el desarrollo del cancer para la
persona ¢ no estarin completamente especificadas, sélo se sabra que
x; € (0,a;), en donde a; es la edad en la que el individuo 7 acudi6 al
médico y se diagnostic6 que padece cancer.

s También puede presentarse la censura por intervalo, la cual ocurre para
un dato z; cuando sdlo se conoce que z; € (a,b), para ciertas constantes
a v b. Por ejemplo, discretizar una variable continua puede considerar-
se como una censura por intervalo. En particular, debido a la precision
limitada de los instrumentos de medicién, cualquier registro de una
variable continua implica necesariamente una censura por intervalo.
Por ejemplo, si para medir una distancia sélo contamos con un instru-
mento cuya precision méxima indica milimetros, cualquier observaciéon
estard censurada por un intervalo de longitud 1 milimetro.

Debemos mencionar que existen otras formas en las que un dato o un
conjunto de datos puede presentar deficiencias en su registro. Ademas,
distintos tipos de incompletitud pueden tenerse para un mismo dato.
También puede ocurrir que sélo una parte de los datos puede presentar un
tipo de incompletitud y otra parte de los datos puede mostrar otro tipo de
deficiencia.

Como puede verse, la variedad de incompletitud de informacién en un con-
junto de datos puede ser muy amplia. El problema general consiste en es-
timar el pardmetro o cantidad desconocida 6, a partir de la informacion
posiblemente incompleta que proveen los datos que se pueden observar. La
dificultad del problema y el procedimiento a seguir puede ser diferente en
cada caso.

6.2. El algoritmo EM

El algoritmo EM (Ezpectation-Mazximization) es un procedmiento iterativo
cuyo objetivo es encontrar el estimador maximo verosimil de un parametro
desconocido en un modelo. Es particularmente ttil en situaciones en donde
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existen datos incompletos en la muestra.

Sea f(x;0) una distribucion que depende de un parametro desconocido 6
y el cual deseamos estimar. Por conveniencia, escribiremos f(z|#). Supon-
dremos que contamos con dos colecciones de datos: un primer conjunto de
ny datos completos = = (z1,...,%y,), y un segundo conjunto de ng datos
incompletos z = (z1,...,2n,), los cuales no se conocen completamente
pues presentan alguna deficiencia en su especificacién. La escritura de los
datos z sélo es indicativa pues no conocemos sus valores. Supondremos que
n = n1 + ng. Cada iteracion del algoritmo EM consiste en los dos pasos que
se muestran en la Tabla 6.1.

Paso E Se estiman los datos incompletos z a partir de los
(Expectation) datos observados z y de algtin valor preliminar 6
del pardmetro.

Paso M Se maximiza la funcién de verosimilitud bajo la

(Mazimization) hipotesis de que los datos incompletos son conocidos.
Estos datos faltantes son las estimaciones del paso
anterior.

Tabla 6.1: Pasos en el Algoritmo EM.

Consideraremos dos funciones de verosimilitud para 6:

» L(O|x) = f(x]6). Esta es la funcion de verosimilitud considerando
so6lo los datos observados z.

» L(O|xz,2) = f(x,2z|0). Esta es la funcion de verosimilitud conjunta
de los datos observados x y los datos incompletos z.

Estamos usando la misma expresion f(-|6) para denotar a estas funciones
pero en realidad son distintas. A partir de estas dos funciones y dado un
valor de 6, la verosimilitud de un valor (z1,. .., z,,) de los datos incompletos

o f(z.2]0)

FED = ate)
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Con estos elementos podemos ahora explicar el procedimiento iterativo del
algoritmo EM.

Paso E (Ezpectation)
Calculo de la funcién @

Sea éo una estimacioén inicial para 0. Este valor puede ser alguna propuesta,
o bien, puede estimarse con base en los datos completamente especificados
x = (x1,...,2Tp,). El logaritmo de la funcién de verosimilitud de los datos
observados es

mL0|z) — lnL(Gl:r)-Jf(z\éo,:r)dz

e — |
=1

_ J[mL(mx)]-f(zmo,x)dz
f F(z10)]- £z, 7)dz
= [ HEEB ] 10010
f Fla,2]0)]- f(z |, x) d
- [ e 10.2)] - £ Bo,0)
f [InL(6|2,2)]- f(z]60, ) dz
_J [Inf(z|0,2)] f(z|00,) dz
_ E[lnL(9|x,z)‘éo,$]

=Q(06o,z)

—f [0 f(216.2)] - (= o, z) dz,

en donde la esperanza E [ ‘ éo, x] se calcula respecto de la funciéon de den-

sidad condicional f(z | éo, x). A esta esperanza se le define como la funcion Q.
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Definicion 6.1 La funcion Q en el algoritmo EM es la esperanza

HHmeszEdeMJW%m]

Paso M (Maximization)
Maximizacién de la funciéon @)

Se trata ahora de encontrar el punto en donde la funcion 6 — Q(6 | 6o, z)
alcanza su maximo. Esto se escribe de la siguiente forma

01 = arg méax, Q(0 6y, ).

Es decir, 6, representa el punto en donde la funcion Q| 0o, x) es maxima.
De este modo, a partir de éo se obtiene ;. Procediendo de manera secuen-
cial, se repiten los pasos E y M, y se encuentra la sucesion de estimaciones
éo, él, é27 ... Bajo ciertas condiciones esta sucesién numérica es convergente.

Una version Monte Carlo del algoritmo EM

En ocasiones la integral multiple Q(4 | éo, x) puede ser dificil de calcular y se
ha propuesto usar el método de Monte Carlo para aproximarla. Dada una
estimacién 90, sean z(D ..., 2™ valores generados usando la funcién de den-
sidad f(z |0y, z). La integral Q(0 0o, ) se reemplaza por su aproximacion

Monte Carlo m
Q0 16o,z) = Zanxz)

S\M

Se procede después con el paso M, es decir, se busca maximizar Q(€ |6y, x)
para encontrar 01, y asi se procede de manera sucesiva.

En los ejemplos que aparecen a continuacion se busca mostrar los célculos del
algoritmo EM para entender su funcionamiento. Las integrales Q(0 |6y, x)
son féciles de encontrar y no es necesario emplear la aproximaciéon Monte
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Carlo. Consideraremos el modelo N(6,1), en donde nos interesa estimar 6.
Primero estudiaremos el caso cuando tenemos datos completos pero también
tenemos datos faltantes. En el segundo ejemplo, supondremos que los datos
estan censurados por la derecha. Los céalculos son muy similares en ambos
Casos.

Ejemplo 6.1 (Estimaciéon de la media de una distribuciéon normal
con algunos datos faltantes) Sea z = (z1,...,%n,) un vector de ny
observaciones independientes de la distribucion N(0,1), en donde 0 es

desconocido y se desea estimar por mdzrima verosimilitud. Denotaremos por
f(x]0) ala funcion de densidad N(6,1).

Sea z = (21,...,2n,) un vector de ny observaciones faltantes de la misma
distribucion N(0,1), generadas de manera independiente, e independientes
de = (x1,...,2Zpn,). Los valores z1,. .., z,, no se conocen.

De este modo, los datos completos son = (T1,...,Tn) Y 2= (21, 2n,);
los cuales producen la funcion de verosimilitud

L0z, z2) = f(z,2]0) = fozw Hfzz|0

La tltima expresion se obtiene a partir de las hipdtesis de independencia.
Reiteramos que se usa la misma expresion f(-) para denotar a las funciones
de densidad vectoriales f(z|0), f(z|0), f(z,z|80), asi como a la funciones

de una variable f(x;|0) y f(z]0).

Los datos observados son solamente z = (x1,...,2p,), lo que produce la
funcion de verosimilitud observada

L(0|2) = f(z|0) = | | f(2i6).
i=1

Por la definicion de funcion de densidad condicional y usando las dos fun-
ctones de verostmilitud anteriores, tenemos que

_J@z19) 170
f(z]0,2) = F2]0) Ef(z|9)'
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Debido a la hipdtesis de independencia entre los datos observados y los
datos faltantes, la funcion f(z|0,z) se puede escribir mds brevemente como
f(z]80). Con esta informacion podemos ahora aplicar el algoritmo EM para
estimar 6 de manera secuencial.

Paso E (Calculo de la funcién Q). Sea 6y un valor inicial para 0. Por
definicion de la funcion Q y después usando la expresion para L(6|z,z),
tenemos que

e]

Q(9|éo,g:) = E[lnL(c9|g:,§) ‘éo,g]
= fE[lnf(ziW) ‘ég,x]—kilnf(xiw)
=1 i=1

— f:E[lnf(ziW) \éo]+§1nf(a:i|0>
=1 =1

Dinf(zi10) + > In f(:]0)

i=1 i=1

- mE[lnf(zye) \éo ]+§1nf(xi|9),
=1

en donde, recordemos, la esperanza indicada se calcula respecto de la funcion
de densidad multivariada f(z|0,z) = f(2]0), con z = (21,...,2n,) € R"2.
Como para cada integrando en donde aparece z; la esperanza es la misma, se
ha escrito como E[ In f(z|0) |60 |, la cual se calcula respecto de la funcion
de densidad univariada f(g|éo), z € R. Observe que las observaciones
mncompletas z; desaparecen de la ultima expresion al tomar la esperanza
indicada.

Paso M (Maximizacién de la funcion Q). Derivando la funcion Q res-
pecto de 0,

4 f(219) G (i]6)
016 20 9 dz 00J \ 1Y)

7 90 100:2) = ”QLO[ rGro | e +Z f@il6)
en donde, como f(x|0) es la funcion de densidad N(0, 1), se cumple que

0
o0

(x]0) = f(x[0) (x—0).
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Por lo tanto,

0 A 0 . ny
Q01D =y [ (=) 1l i+ i)
Igualando a cero, A

ng (g — 0) +n1x —n16 = 0.

Resolviendo para 0 se encuentra que el punto en donde se mazimiza la fun-
cton Q) es
A~ ’)’Ll _ n2 ~
0= —x+— (90,
n n
en donde n = ny + no. En general, se tiene la relacion

~ nl _ n2 ~
Ompi1=—T+ —0p, para m=0,1,...
n
De esta manera se obtiene la sucesion de estimaciones 0y, 01,02, ... Tomando

el limite cuando m — o0 y suponiendo que 6 es el valor limite, se obtiene la
relacion 6 = (n1/n)z+ (na/n)0, cuya solucion es @ = z. En palabras, el algo-
ritmo EM produce una sucesion de estimaciones del pardmetro desconocido
que converge a la media muestral de los datos observados. ]

Ejemplo 6.2 (Estimaciéon de la media de una distribuciéon normal
con algunos datos censurados por la derecha) Sea z = (x1,...,2y,)
un vector de mi observaciones independientes de la distribucion N(6,1),
en donde 6 es desconocido y se desea estimar por mdxima verosimilitud.
Denotaremos por f(x|0) a la funcion de densidad N(6,1).

Sea z = (z1,...,2n,) un vector de ny observaciones censuradas, en donde
solo se sabe que ocurre el evento (z; > a) para alguna constante conocida
a,j=1,2,...,n9. Es decir, sélo se sabe que estas observaciones toman un

valor en el intervalo (a,0), pero no se conocen sus valores exactos. Todos
estos datos estdn censurados por la derecha por una misma constante a.

De este modo, los datos completos son £ = (T1,...,Tn,) Y 2= (21, 2ny),
aunque estos ultimos son desconocidos. La funcion de verosimilitud completa
es

L0z 2) = f(z2]0) = Hf(xi|9)'l_[f(zi|0)'
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Por otro lado, los datos observados son z = (x1,...,2n,) y (2; > a) para
j=1,2,...,n9, los cuales producen la funcion de verosimilitud observada

L6 2) = F(2]6) = (1 — F(a]6)" -] | f(z:]6).
=1

Por la definicion de funcion de densidad condicional y usando las dos fun-
ciones de verosimilitud anteriores, tenemos que

f(z, 2|0)

f(z|0)
1 3
(1—F(a|0) Ef(zz‘ 19)

7 f(zi]0)
a7y

f(z]0,2)

FEs decir, la verosimilitud de cada z; es la distribucion N(0,1) truncada al
intervalo (a,0), eso es,

f(zi]0)
1-F(a|0)

para z; > Q.

f(zi|97§) =

A continuacion aplicaremos el algoritmo EM para estimar 6 de manera
secuencial.

Paso E (Calculo de la funcién Q). Sea 6y un valor inicial para 0. Por
definicion de la funcion Q y después usando la expresion para L(6|z,z),
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tenemos que

Q@00 2) = E[lnL(G@,g) ‘éo,g]

= E[ilnf(zi|9)+ilnf($i‘9)

i=1 =1

e]
- iE[lnf(ziW) } éo,x]+§lnf(xi\0)
=1 i=1

= nQE[lnf(z|9) ‘ég,d?]-l—ilnf(l‘”@)
i=1

= [ Wpe10) 5N dz + Y £ 16)

=1
£(z60) S ,
AT dz +;lnf(xz|9).

Paso M (Maximizacién de la funcién Q). Derivando la funcion Q res-
pecto de 0,

J N L (D)) (z160) S /(] 0)
%Q(0|907I)_n2j_w[ f(ZW) ]1_ |90 dz +Z xZ’(g 3

en donde, como f(z|0) es la funcion de densidad N(0,1), se cumple que

= n J Inf(z6)-

=1
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(0/00)f(x|0) = f(x]|0) - (x—6). Porlo tanto,

Zauiinn = m [0 TEW S,

a ]‘7 ( |00 =1
* A f(z|60) 5 ,
= n z—0y) ————Z—dz—n9(0 —0y) +n1(z —0
QL( 0) T Fla|d) 2(60 — o) + na( )
e} . 1 ~
_ "2 f (2= fy) - —— e~ 0022 g,
1—F(al|by) Ja 2m

—na(0 — bg) + ny(z — 0)
n2 v_d [ 1 (zéof/z}
= — = —— | —F==¢€ dz
1 — F(a| ) L dz [ /27

—n2(0 — 6o) + ny(Z — 6)
n2

= ————— f(a|fo) — n2(0 — bo) + m (z — 0).
1— F(albo)

Esta es una funcion lineal en 0. Igualando a cero y resolviendo para 6 se
encuentra que el punto en donde la funcion ) se mazximiza es

. n alb n ng -

b= "2, flalb)  mo meps

n 1—F(a|lbp) n n

en donde n = ny + no. Esta expresion es similar a la del ejemplo anterior
en donde los datos incompletos consistian en datos faltantes, ahora tenemos,
ademds, el primer sumando del lado derecho. En general, se tiene la relacion

n fla m

| +
no 11— F(

~ Om
0m+1 =
a

)
0)

_ N2,
— T+ —9 para m =0,1,...
n n
Cuando na =0 y ny = n, es decir, cuando todos los datos son observados y
no hay censura, se obtiene la estimacion 8 = T. En el caso general, haciendo
m — o0 y suponiendo convergencia, se encuentra la ecuacion

n2 f(a]0) -

g_rz. _falo) o
ny 1—F(alb)

en donde la incognita es 6. No parece fdcil resolver esta ecuacion, aunque
numéricamente se puede temer una aprorimacion mediante la estimacion
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secuencial.

Haciendo a — —o0, la condicion (z; > a) de los datos censurados se trans-
forma en (z; > —o0), lo que convierte a esos datos en datos faltantes, y
la relacion iterativa se reduce a Omyi = (n1/n)T + (na/n)bm. Esta rela-
cion fue encontrada antes en el ejemplo en donde los datos incompletos eran
faltantes. La estimacion limite cuando m — o es 6 =z. ]

El siguiente resultado muestra que la sucesiéon de estimadores éo, éo, ... €8
siempre creciente, aunque se necesitan hipotesis adicionales para garantizar
su convergencia en probabilidad hacia el estimador méximo verosimil
cuando m — 0.

Teorema 6.1 Sea éo,él,... la sucesion de estimaciones del algoritmo
EM. Entonces X X
L(Om+1|2) = L(0m | 2).

Demostracion. Por definicion, el logaritmo del lado izquierdo de la des-
igualdad a demostrar es

1nL(ém+1 |§) = Q(ém+1 | éma&) —F [1Ilf(g| éerl»X) ‘ émaz]

~

QU 6u1,x) = B | n (2] Burs1,5%) | funox |

QO |0 x) = B | In £(2] 6, %)

\Y

I
—~

—-F

> InL(bp|x),

en donde la primera desigualdad se obtiene del hecho de que ém—‘,—l maximiza
la funcion 6 — Q(00,,,x), v la segunda desigualdad es una aplicacion de
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la desigualdad de Jensen para la funciéon convexa —Inx. En efecto,

E[ L ém,X] - E —lnw 9m,X]
121 msr,x) S 21 6m:x)
(Z’9m7 )

_ |9m+1> ) 2
In J f | S ) da

—In(1

= 0.

En el Ejercicio 125 aparece un modelo discreto aplicado al estudio de ciertos
vinculos en genética y en el que se puede aplicar el algoritmo EM. Se trata de
una distribucién multinomial en donde aparece un pardmetro desconocido
6. El modelo fue estudiado por C. R. Rao en el libro [45] y es uno de los
primeros ejemplos en los que se muestra la aplicacién del algoritmo EM.
El mismo modelo aparece también en otras fuentes como el libro de G. J.

McLachlan y T. Krishnan [40].

6.3. El algoritmo data augmentation

Consideraremos que el parametro 6 a estimar se puede modelar mediante
una variable aleatoria con una distribucion inicial dada. A esta distribucion
inicial se le refiere como distribucién a priori, es decir, antes de incorporar la
informacion de las observaciones = = (x1,...,2,). Por el teorema de Bayes,
se cumplen las relaciones

f(9)
f0|z)=f(z]0) = oc f(x]|6) f(0),
(0] ) (Hf(:p) (= |0) f(6)
en donde f(f|x) es la distribuciéon llamada a posteriori, es decir, después
de incorporar la informacion de las observaciones, y f(6) es la distribucion
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a priori. Ademaés, por el teorema de probabilidad total,

f(x) = f £(x]6) £(6) do.

A diferencia del algoritmo EM en donde se busca estimar puntualmente
el parametro 6 (considerado como un parametro fijo desconocido), en
el algoritmo data augmentation se encuentra una aproximacién de la
distribucion a posteriori para 6 (considerado como una variable aleatoria).
El simbolo oc en el contexto bayesiano significa «proporcional a», y sirve
para concentrarse en los factores de la densidad a posteriori que contienen
la informacién relacionada a #, omitiendo los factores constantes.

Como antes, el vector x = (z1,...,2,,) representa un conjunto de datos
completamente especificados, mientras que z = (z1,..., 2,,) representa un
conjunto de datos faltantes. Al vector (z, z) para valores particulares de los
datos faltantes z se le llama datos aumentados (augmented data). Por su
escritura, se podria pensar que los datos x y z estan separados pero esto no
es asi. Por ejemplo, z; y z2 pueden no observarse y lo que es observable es
r1 = 21 + 29. Esta situacién ocurre en el caso de la distribucién multinomial
de un ejemplo anterior.

En el algoritmo data augmentation se utilizan las siguientes funciones:

v f(0]z,z2). Esta es la distribucion a posteriori para 6 a partir del vec-
tor de datos aumentados (z, z). Se espera que esta funciéon tenga una
expresion simple y supondremos que es posible generar valores usando
esta funcién de densidad.

» f(z|x). Esta es la distribucion predictiva para los datos faltantes. Su-
pondremos que es posible producir valores usando esta funcion de den-

sidad y a los valores generados z(, ..., 2(™) se les llama imputaciones.
Estos valores representan substitutos aproximados de los datos faltan-
tes.

» f(0]z). Esta es la distribucién a posteriori observada, es decir, ani-
camente a partir de la informacion observada. Esta es la distribucion
que nos interesa encontrar.
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Por ejemplo, para el caso de la distribucién multinomial del Ejercicio 125
en el caso de datos faltantes y en donde hay 5 categorias y probabilidades
asociadas como se indica en el diagrama 6.6 se tiene que:

[0z, z)
= [, 2]0) - f(0)/f(z,2)

_ n! INT O\ (1—0N\" [1—0\" (0\™ [(0)
21l 2ol ol sl ! <2> <4> <4> (4) (4) f(z,2)

oC 922+x4(1 _ 9)x2+$3 . f(@),

en donde 1 = 21 + 29 y n = 1 + T9 + 3 + x4. Observemos que esta es la
distribucion beta (22 + x4 + 1,22 + 23 + 1) cuando la distribuciéon a priori
f(0) es unif (0, 1). Por otro lado, se puede comprobar que f(z|z) es tal que
21 ~ bin (z1,2/(6 + 2)), o equivalentemente, z; ~ bin (x1,60/(0 + 2)) pues
21+ 29 = 1.

El algoritmo data augmentation esta basado en las siguientes dos identida-

des.

Proposicién 6.1

1. La funcion de densidad a posteriori del parametro 6 se puede expre-
sar como

£(6]2) = j 1(6)2,2) £(z]2) dx. (6.1)

2. La funcion de densidad de z dada x se puede escribir como

f(z]z) = L f(z16,2) (&) ) do. (6.2)

Demostracion. En ambos casos se puede simplificar la integral del lado
derecho y llegar a la expresion del lado izquierdo.
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1. Por definicién de funcién de densidad condicional,

ff0|wz z|x)dz :JfO:cz Z:)E)dz
_ Jf@xz
- ﬂ@
= f(0]z)

2. Por definicién de funciéon de densidad condicional,

[ fG100 1010000 — [ LoD 10D 4

_ sz@

Con estos resultados se puede establecer la siguiente ecuacion integral para

f0] ).

Proposicion 6.2 Se cumple la relacion

ﬂmw%=LM&@fWme, (6.3)

en donde k(0,¢) es una funcion definida para cualesquiera dos valores 0
y ¢ del espacio parametral y estd dada por

M&@=Jﬂw%@ﬂﬂ¢@w. (6.4)
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Demostracion. Substituyendo (6.2) en (6.1) e intercambiando el orden
de las integrales se tiene que

ffexz(ff¢ ¢mm@

ff¢m ffﬂxz 2| 6,2) dz df
1 0.0) '

Lmawﬂ¢mm¢

f@]x)

Se puede ahora proponer el siguiente método iterativo para resolver (6.3):
sea fp(f | x) una funcion de densidad inicial, se calcula una siguiente funcion
de densidad a partir de (6.3) de la siguiente forma

fi(0]z) = fk? ®) fo(e|x)do

De esta manera se puede obtener una sucesiéon de funciones de densidad
fo(0]x), fi(0]x), f2(0]x),... la cual se acerca a la funciéon desconocida
f(0]z) cuando se pueda garantizar algin tipo de convergencia. Sin embargo,
debe observarse que este procedimiento requiere conocer la funcion k(6, ¢)
y poder llevar a cabo la integral (6.4).

La funcion k(6, ¢) dada por (6.4) es la esperanza de la funcion z — f(9 |z, z)
respecto de la funcion de densidad predictiva f(z|¢,z). Si 21, ..., 2(™) es
una muestra de esta funciéon de densidad, entonces la aproximaciéon Monte

Carlo para k(6, ¢) es

;i JACAES z’)

en donde la variable (valor parametral) ¢ ya no aparece pero influyd en
la generacion de la muestra. Substituyendo esta aproximacion para k(6, ¢)
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n (6.3) se obtiene la estimacion Monte Carlo

6.4.

folz) = k@) [ 1]
=1
= k(o)
N % 2f(0|a; 2y
=1
Remuestreo

Sea 6 una cantidad desconocida que se puede estimar a través de una es-
tadistica 6 = é(Xl, ..., Xy), en donde X7,..., X, es una muestra aleatoria
de una distribucion F(z). Esta cantidad puede ser, por ejemplo, la media,
la varianza, la esperanza de una funciéon de la variable aleatoria subyacente,
un cuantil o el valor desconocido de un parametro. En general, la funcién
F(x) es desconocida y puede ser dificil conocer las caracteristicas numéricas
y las propiedades del estimador 6. Tenemos las siguientes alternativas:

Las caracteristicas de 6 podrian encontrarse si se conoce la distribu-
cién de esta variable aleatoria o una distribucién aproximada de ella,
aunque no estd garantizado que los célculos sean faciles de llevar a
cabo.

Un método alternativo para conocer alguna caracteristica de 6 consiste
en su estimacién a través de la simulacién de valores de esta variable
aleatoria. Si se conoce la distribucién de 6? tal vez sea posible usar
algin método de simulacién para obtener valores 01, 92, .. 0 de esta
variable aleatoria y estimar la caracteristica buscada.

Cuando la distribucién de 6 no se conoce, se tendrian que producir va-
rias realizaciones de la muestra aleatoria y para cada una de ellas cal-
cular un valor de 6. Se tendrfa asf la coleccién de valores 91, 92, ... c9m
y, a partir de ellos, estimar la caracteristica de interés. Sin embargo,
este método puede ser muy costoso pues para calcular cada valor de 6
se tiene que tomar una muestra de F'(z). En algunas ocasiones, tomar
varias muestras puede ser imposible pues s6lo se cuenta con una tinica
muestra x1,...,x, de F(z).
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= Existen algunos mecanismos conocidos como métodos de remuestreo, y
en las siguientes secciones revisaremos dos de ellos, el método bootstrap
y el método jackknife.

Estimadores Monte Carlo

En cualquier de los casos mencionados antes, _Supongamos que se pueden ge-
nerar m valores 01,05, ..., 0., del estimador 6. Las caracteristicas numéricas
de este estimador se pueden aproximar usando Monte Carlo de la siguiente
manera:

s La esperanza de cualquier funcién h de 0 puede estimarse de la forma

usual,
1 s
il Z (6:)
m =1
En particular, la esperanza del estimador se puede estimar como la

media muestral,
_ 1 &
~ Q= —

s La varianza se puede aproximar mediante la varianza muestral, en
donde se usa la aproximacion 6 definida antes,
1 m

N ~ o2 e = Y
Var(f) ~ s : m_lizl(ﬁZ 0)°.

s El sesgo del estimador es

R . 1 & . R
E@)—0~0—-0= (m Ze) — 0,
=1
en donde 6 representa el estimador usando la muestra original y ha
reemplazado el pardametro desconocido 6.

= Usando la muestra original, este mismo estimador 0 se puede utilizar
para aproximar el error cuadratico medio, el cual se calcula como
i > 1 s e
B(0—0)*~ — Z’i(ei—e) .
1=



6.5. EL METODO BOOTSTRAP 265

= También se pueden encontrar intervalos de confianza aproximados de
la siguiente manera: cuando el tamano n de la muestra original es
grande y 6 es insesgado para 6, de manera aproximada,

0—0

S

~ N(0,1).
De aqui se obtiene un intervalo de confianza para 6 dado por

P(é—zl,a/z-s<0<é+zl,a/2-3> =1—-a.

6.5. EIl método bootstrap

Este método de remuestreo fue propuesto por Bradley Efron [10] en 1979.
Consiste en tomar muestras de la funcion de distribucién empirica F,(x),
construida a partir de una muestra particular zi,...,z, de F(z). Se trata
de una estimacion no paramétrica en donde se reemplaza a F'(z) por F,(x).
Recordemos que la funciéon de distribucién empirica se define como

Cuando el tamano de muestra n es grande, se espera que la funcion F),(z)
se parezca a la funcion de distribucion, posiblemente desconocida, F(x).
Este comportamiento esta garantizado por el teorema de Glivenko-Cantelli,
cuyo enunciado puede consultarse en el Apéndice A.

Definicién 6.2 (El método bootstrap) Sea F,(x) la funcion de dis-
tribucion empirica de una realizacion x1, . .., T, de una muestra aleatoria
de una distribucion F(x), posiblemente desconocida. En el método boots-
trap se propone tomar muestras de la distribucion discreta Fy(x) como
aprozimacion de muestras de F(x).

Debe observarse que tomar muestras de la distribucion empirica F,(x)
es sencillo pues equivale a generar valores de la distribucién uniforme
sobre la coleccién de ntmeros: x1,...,x,, en donde no deben omitirse las
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repeticiones. De hecho, cuando un valor x; aparece repetido varias veces,
tendra mayor probabilidad de ser seleccionado en el muestreo bootstrap.
Ademaés, las nuevas muestras son con reemplazo, es decir, un mismo valor de
la muestra original puede seleccionarse varias veces. Véase el Ejercicio 126.
Bajo estas condiciones, el total de muestras de tamamnio n que se pueden
tomar de la distribucion F,,(z) es, a lo sumo, n". Este nimero es realmente
grande, por ejemplo, si la muestra original es de 100 elementos, entonces el
total de muestras bootstrap puede ser 100190 = 10290, esto es, un “1” seguido
por doscientos “0”.

La b-ésima muestra bootstrap se denota por

() ,.(b) 20

Ty 5Ty ey

b=1,...,B, (6.5)

en donde el uso de las letras b como subindice y B como el total de muestras
provienen de la primera letra del término bootstrap. Si 6 es una cantidad que
se desea conocer y se utiliza a la estadistica 6 como su estimador, entonces
la estimacion para cada muestra bootstrap dada en (6.5) es

o®) .= é(w&b),xgb), o ,:Cg’)), b=1,...,B. (6.6)
Tenemos asi la serie de estimaciones 9(1), §(2), . ,é(B). Promediando estos

valores se encuentra el estimador bootstrap para 6,

. 1 & .
gbootst’/‘ap = E 2 e(b)
b=1

Como se explico antes, a partir de la coleccién de estimaciones bootstraps
6. 92 ... 9B dada en (6.6), se pueden estimar caracteristicas de la dis-
tribucion de 6.

Ejemplo 6.3 Usando una computadora se obtuvo una muestra de 1000 nai-
meros x1 = 0.2654018, ..., z1000 = 0.7785599 de la distribucion unif(0,1).
Esta nube de puntos se muestra en la Figura 6.1.
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0.50,.7

Figura 6.1: Observaciones de la distribucion unif (0, 1).

Obtenida la muestra, supondremos que desconocemos el origen de los datos
y que deseamos utilizar el método bootstrap para estimar la media 6. La
media muestral resulté ser § = 0.498636. A continuacion se tomaron 500
muestras usando el método de remuestreo bootstrap y para cada una de ellas
se calculd la media muestral é(b), b=1,...,500. Estos valores se muestran

grificamente en la Figura 6.2.

H®)

0.52 . : <.

s < ;
%o o o 3 00 e
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500

Figura 6.2: Medias de muestras bootstrap.

Observamos que las medias muestrales bootstrap Q) presentan cierta varia-
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bilidad debido a que son calculadas usando las distintas muestras. La co-
leccion de wvalores 9(1), .. .,é(500) permiten conocer de manera aprorimada
la distribucion del estimador 6. Se puede construir un histograma o la fun-
cion de distribucion empirica. En particular, se puede proponer un intervalo
de confianza aprorimado para 0 como se indicé antes. La media muestral

bootstrap es
1 500

y la varianza HLU(BSM al 00()1&81’;7 ap es

500
2. 1

5% = —
499 &~

(0®) — Gpootstrap)® = 0.00007906429 .

Cuando se conoce, o se supone conocido, que F'(x) pertenece a una familia
paramétrica, al método de la Definicién 6.5 se le llama bootstrap paramé-
trico. Supondremos que 6 es el parametro y que es desconocido. En esta
situacién, se puede usar también el siguiente procedimiento para obtener
muestras adicionales de F'(z). Primero se estima el parametro 6 a traves de
los valores de una muestra aleatoria, es decir, se calcula § = é(ml, ey Tp).
Después se substituye el valor desconocido 6 por la estimacion f en la
expresion de F'(x). Teniendo ahora completamente especificada la distribu-
cion F(x), se pueden generar tantas muestras como se desee suponiendo
que se conoce un método de simulacién para ello. Cuando no se cono-
ce a F'(x), al método de la Definicion 6.5 se le llama bootstrap no paramétrico.

La palabra bootstrap proviene del inglés y se refiere a las cintas, generalmen-
te hechas de cuero por su resistencia, que se colocan en la parte posterior
de algunos zapatos y botas, con el fin de jalar de ellas para facilitar la
introduccién del pie en el calzado. Asi, la cinta llamada bootstrap es un
dispositivo de apoyo. En nuestro contexto estadistico, el término sugiere la
idea de una herramienta de autosoporte, es decir, a partir de una muestra
de F(x) se pueden obtener muchas mas muestras aproximadas de la misma
distribuciéon. Por otro lado, en las ciencias de la computacion, al proceso de
arranque del sistema operativo de una computadora se le llama boot, que
es una version corta de bootstrap process, entendido este término como el
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inicio del arranque, arranque autosuficiente o arranque desde cero.

6.6. El método jackknife

Este es un procedimiento que precedi6 al método bootstrap. Se trata,
nuevamente, de crear muestras a partir de una muestra dada x1,...,x, de
una distribuciéon F'(x), no necesariamente conocida. Como en el método
bootstrap, a partir de estas muestras, llamadas ahora muestras jackknife,
se puede analizar alguna caracteristica asociada a la distribucion F(z). El
método es més sencillo y se muestra en el siguiente recuadro.

Definicion 6.3 (El método jackknife) Sea x1, ..., x, una realizacion
de una muestra aleatoria de una distribucion F(z), posiblemente descono-
cida. El método jackknife propone crear n muestras a partir de la muestra
original de la siguiente forma: para la muestra j = 1,...,n, se omite el
j-ésimo elemento de la muestra original, es decir, las muestras jackknife
son:

Muestra 1: X, 29,T3,...,Tn_1,Tn
Muestra 2: T1,%X,23,...,Tn_1,Tn
Muestra 3: T1,2,%, ..., Tp—1,Tp
Muestra n: T1,T9, L3, .., Tn_1,%

Claramente, las muestras jackknife son de tamano n — 1 y se tienen un total
de n muestras. Para el analisis estadistico se pueden usar las n muestras
jackknife y, en tal caso, el remuestreo es completo y no es necesario usar
ningin algoritmo de simulacién para generar las muestras, aunque se
requiere cierto procedimiento para su creacién en una computadora. Véase
el Ejercicio 131.
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La j-ésima muestra jackknife se denota por

() ,.G) U y. ;
(7" 25, o xy ) = (T, s Tj—1, L1, -, Tp), J=1,...,n,
y una estimacién de una cantidad desconocida 6 basada en esta muestra se
escribe de la siguiente manera

6U) = O(x1,. .. Tj—1,Tjg1,-- -, Tn), J=1,...,n.

El uso de la letra j como indice en las expresiones anteriores proviene de la
primera letra del término jackknife. Teniendo la sucesién de estimaciones
é(l), é(2), .. ,é(”) se pueden estimar caracteristicas de la distribucién de 0.
Debe observarse que si existen elementos repetidos en la muestra original,
algunas de las muestras jackknife pueden ser idénticas. Por otro lado, dos
muestras jackknife difieren muy poco, de modo que, en general, no se es-
pera que exista una gran diferencia entre los valores 6li) y 6li2) para ji # ja.

Ejemplo 6.4 Usando una computadora se obtuvo una muestra de 100 ni-
meros i,...,T100 de una variable aleatoria X con una cierta distribucion.
Esta nube de puntos se muestra en la Figura 6.3.

T,
6 ............................................................
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° °
° L4 < ° T °
° : o..t . ° J'...‘ ° % o o0
4 feeees ..:....... ............... ; . ..‘...
..:. .. '.0. o, N ° ..°o.
® e ° [y °
° °
° °
° L ]
9 . e JORTRRORURRUOTRRRRRRORE
: n
100

Figura 6.3: Observaciones de una cierta distribucion.

Nos interesa estimar Var(X), la cual denotaremos por 0. La varianza mues-
tral resulto ser 6 = 0.576919624432 . Se generaron las muestras jackknife y
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para cada una de ellas se calculd la varianza muestral é(l), .. 7@(100)‘ Estos
valores se muestran grificamente en la Figura 6.4.

40
0.59
TN S
057 " ‘.,.“.... . ’
0.55 |+ s .
w

Figura 6.4: Varianzas de muestras jackknife.

Se puede construir un histograma o la funcion de distribucidn empirica para
conocer una aproximacion de la distribucion del estimador 0. En particular,
se puede proponer un intervalo de confianza aproximado para 0 como se
ndicd antes. El estimador jackknife para 0 es

100
1

0. uckinife = — > 09 = 0576919624432
jackknif 500; 0.576919624432 ,
y la varianza muestral jackknife es
100
9 1 AG) A 2
S :=® (oY _Hjackknife) = 0.0000724068521268 .
j=1

Puede usarse también s6lo un subconjunto del total de muestras jackknife,
y en ese caso, tal subconjunto debera seleccionarse de manera equitativa
entre el total de muestras.

Tanto el método bootstrap como el método jackknife se pueden estudiar con
mayor detalle en los textos de A. C. Davison y D. V. Hinkley [8], B. Efron [11]
y J. Shao y D. Tu [55].
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6.7. Ejercicios

El algoritmo EM

125. Vinculos en genética (Rao [45], McLachlan-Krishnan [40]).
Considere una distribuciéon multinomial con cuatro categorias C1, Cs,
Cs, Cy, y probabilidades asociadas como se indica en la Figura 6.5, en
donde 6 € [0, 1] es un parametro desconocido que se desea estimar.

D[ =
INVISAY
)‘b‘
yp‘
NS

Figura 6.5: Cuatro categorfas.

Suponga que en una muestra de tamano n se obtienen las observaciones
x = (z1, 22,23, 24) completamente especificadas y en donde z; indica
el nimero de veces que se observo la categoria C;, i = 1,2, 3, 4. Se debe
cumplir que 1 + x2 + x3 + x4 = n.

a) Compruebe que la funcion de verosimilitud es

nl 1 0\™ [1-0\" [1—0\" [0)\™
LO|r) = — (=4 2) (2=2) (=) (%) .
O12) = Tl wgl ol <2+4> < 4 ) < 1 ) (4)

b) Demuestre que
InL(f|z) cc+x In(2+60) + (x2+23) In(1 —0) + 24 Inb,

en donde ¢ es una constante.

¢) Encuentre el estimador maximo verosimil para 6 cuando los datos

son x = (125,18,20,34).

Modificaremos ahora el problema creando variables que no son direc-
tamente observables. Suponga que la categoria C se divide en dos
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categorias C’fl) y CP) con probabilidades 1/2 y /4, respectivamente,

como se muestra en la Figura 6.6.

=~

cV c® o oy o
Figura 6.6: Cinco categorias.

Se tienen ahora 5 categorias cuyas frecuencias denotaremos por zi,
Z2, T2, X3, T4, respectivamente. Supondremos que las dos categorias
recién construidas no son observables directamente, s6lo se observa
x1 = 21 + 29, sin conocer los valores de z; y zo. El elemento z =
(21, z2) representa un vector de datos faltantes, mientras que el vector
x = (x1, 2, 23,24) es un vector de datos completamente observables.
Notemos que los vectores de datos z y & no son objetos separados, el
dato x; estd definido en términos de z; y z9. Como antes, el tamano
de la muestra es n = x1 + 9 + 3 + x4. El problema es nuevamente
estimar 6 bajo este esquema de datos faltantes.

d) Compruebe que la funcion de verosimilitud L(€ |z, z) es propor-
cional a una funcion de densidad beta.

e) Compruebe que la distribucion p(z|6,x) es bin(x1,2/(2 + 0)).
Puesto que 21 +29 = x1, la distribucion condicional de z = (21, 22)
es la distribuciéon univariada indicada. Esta es la distribucién aso-
ciada al valor z1. De manera equivalente, la distribucién asociada

a 29 es bin (z1,0/(2 + 0)).

f) Paso E. Dada una estimacion inicial 0o para 6, encuentre la fun-
cion ) dada por

Q(010,x) := E(InL(0| z,2)]| 00,2 ).

g) Paso M. Compruebe que la funcion () se maximiza cuando 6 toma
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el valor . .
x1 00 + 224 + 24 69

= — :
nby + 2(x2 + x3 + 24)

h) Escriba un programa de computo que muestre los primeros 20
valores éo, él, . ,égo del algoritmo EM para estimar 6, en donde
6o es un valor inicial a su eleccion y los datos son como antes:
(z1 + 22,9, x3,24) = (125,18,20,34), x1 = 21 + 20 y n = 197.

El método bootstrap

126. Implementacion del método de remuestreo bootstrap.
Considere que se tiene definido en una computadora un arreglo de n
nimeros xi,...,Zy,. Elabore un programa de computo que produzca
una lista de B muestras bootstrap, en donde B es cualquier entero tal
que 1 < B < n". Por ejemplo, en el paquete estadistico R se puede
definir el vector Datos como la lista de los siguientes 6 valores:

Datos <- c(3.5,8.3,5.1,4.2,1.8,1.8)

Se puede usar el siguiente comando para generar una muestra bootstrap
del vector Datos de tamafio n, con 1 < n < 6. Si se omite la opcion
size, la muestra generada es de tamano completo, en este caso de
tamano 6.

sample(Datos, size = n,replace = TRUE)

Se repite el comando anterior tantas veces como se necesite para pro-
ducir el nimero de muestras bootstrap requeridas.

127. Considere que se tiene una muestra de n nimeros distintos x1, ..., Ty.

a) (Cuantas muestras bootstrap se pueden construir exactamente?
b) ;Cudl es la probabilidad de obtener una de estas muestras boots-
trap?

128. Considere que se tienen las siguientes n = 20 observaciones de una
variable aleatoria X con distribucién desconocida.

42 38 21 1.7 23 33 86 63 58 95
52 47 89 51 60 1.6 45 22 1.7 52
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Suponga que se desea estimar el coeficiente de variacion (CV) definido
de la forma siguiente

Var(X)

0:=CV(X) = E(X)

a) Encuentre la estimacion puntual € a partir de la muestra obser-
vada, es decir, calcule

b_ Var(z) _ ﬁ Doy (xi — @)?
o EDIRES .

b) Genere B = 1000 muestras bootstrap de la muestra original y

para cada una de ellas calcule el coeficiente de variacion estimado
o, ... 0B

c¢) Elabore un histograma con los valores 6, ... 6B, Esta grafi-
ca nos proporciona una idea de la dispersion del coeficiente de
variacién considerando las distintas muestras bootstrap.

d) Calcule la media y la varianza del conjunto de valores
6 ... B). En particular, la media es el estimador boots-
trap para 6, es decir,

. 1 &
ebootstrap = E 2 e(b)
b=1

e) Bajo la hipotesis de normalidad, encuentre un intervalo de con-
fianza aproximado al 95 % para 6.

129. Usando el algoritmo implementado en una computadora, genere 100
valores 1, ..., 100 de la distribucién N(u, 1) con x4 = 0. Obtenida la
muestra, suponga que olvidamos que g = 0 y que deseamos estimar
este pardmetro usando el método bootstrap.

a) Genere B = 1000 muestras bootstrap de tamano 100 de la mues-

tra original. Para cada una de las muestras bootstrap generadas
(b) (b)

Ty, ..., Ty0, b=1,..., B, calcule la media muestral
1 Loo o
n® = — NP h=1,2,...,B.
A= 100 & S

i=1
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b) En una grafica muestre la nube de puntos (b, ﬂ(b)), b=1,...,B.
c¢) Elabore un histograma con los valores p® b=1,... B.

d) Calcule la media muestral bootstrap dada por

1 B
:abootstrap = E Z /l(b)
b=1

e) Encuentre un intervalo de confianza al 95 % para p.

130. Usando el algoritmo implementado en una computadora, genere 100
valores x1,...,2100 de la distribucion unif(0, 1).

a) Genere 500 muestras bootstrap.
b) Calcule la varianza bootstrap y el error estandar bootstrap.

c¢) Encuentre un intervalo de confianza al 95 % para la varianza.

El método jackknife

131. Implementacion del método de remuestreo jackknife.
Considere que se tiene definido en una computadora un arreglo de n
nimeros x1,...,T,. Elabore un programa de cémputo que produzca
una lista de k& muestras jackknife al azar, en donde k es cualquier
entero tal que 1 < k£ < n. Por ejemplo, supongamos que en el vector
Datos tenemos la lista de los n = 6 valores que aparecen abajo. Esto
se puede declarar en el paquete estadistico R de la siguiente manera:

Datos <- ¢(3.5,8.3,5.1,4.2,1.8,1.8)

La i-ésima muestra jackknife puede obtenerse de la forma que se mues-
tra abajo, en donde jack es el arreglo que contiene esta muestra y es
declarado al inicio. El valor de ¢ puede ser 1,...,n, con n el tamano
de la muestra.

jack <- numeric(length(Datos)-1)
for (j in 1:length(Datos)){
if (j < i) jack[j] <- Datos[j]
else if (j > i) jack[j-1] <- Datos[jl
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Compruebe que este codigo produce realmente la i-ésima muestra
jackknife. Se puede completar la programacién para que se genere la
totalidad de muestras jackknife variando el valor de i. Si s6lo se re-
quieren k de ellas, se deben elegir de manera uniforme sobre todas las
muestras jackknife.

132. Considere que se tiene una muestra de n nimeros distintos.

a) ;Cuéntas muestras jackknife se pueden construir exactamente?
b) ;Cual es la probabilidad de obtener una de estas muestras jackk-
nife?

133. Genere 500 valores x1, . .., x500 de la distribuciéon Poisson(6) con 6 = 2.
Obtenida la muestra, olvidemos que 6 = 2 y supongamos que deseamos
estimar este parametro.

a) Para cada una de las 500 muestras jackknife xgj), .. ,1‘4(1]‘9)97 calcule
la media muestral

09 .= — N0 i1, 500

b) En una grafica muestre la nube de puntos (j,0%), 7 = 1,...,500.
¢) Elabore un histograma con los valores é(j), j=1,...,500.

d) Calcule la media muestral jackknife dada por

500

o 1 ~p
ejackknife = % Z 0(3)
j=1

e) Encuentre un intervalo de confianza al 95 % para 6.

134. Genere 200 valores x1, ..., T2 de una variable aleatoria Z con distri-
buciéon N(0, 1).

a) Para cada una de las 200 muestras jackknife :cgj), . ,x%)g, j =
1,...,200, calcule %) como la estimacion de 6 := P(Z > 1)
dada por el cociente del ntimero de valores de la muestra que son
mayores a 1 entre el total del valores de la muestra, es decir, 199.
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b) En una gréafica muestre la nube de puntos (7, é(j)), j=1,...,200.
¢) Elabore un histograma con los valores é(j), 7 =1,...,200.

d) Calcule la media muestral jackknife dada por

) ;200
Qjackk:nife = % Z Q(J)
=1

e) Encuentre un intervalo de confianza al 95 % para 6.

135. Considere que se tienen las siguientes n = 24 observaciones de una
variable aleatoria X con distribucién desconocida.

-29 -23 —-24 -18 2 26 10 8 —-17 —3 28 —29
-7 =20 31 11 -7 =25 6 17 43 -—-22 —18 31

Suponga que se desea estimar § = F(X).

a) Encuentre la estimaciéon puntual =7 a partir de la muestra

observada.

b) Genere las muestras jack:km'j:e y para cada una de ellas calcule las
medias muestrales 01, ..., (29,

¢) Elabore un histograma con los valores é(l), ceey 6(24)

d) Calcule la media y la varianza del conjunto de valores
6 . ..,02Y En particular, la media es el estimador jackknife
para 6, es decir,

. 1 2
ajackk:nife = o Z 9(])
2 &

e) Bajo la hipotesis de normalidad, encuentre un intervalo de con-
fianza aproximado al 95 % para 6.



Apéndice A: Resultados varios

En esta secciéon se presentan algunos conceptos y resultados que se han
mencionado en el texto y que pueden ser de utilidad para el lector.

Desigualdad de Chebyshev

Este resultado proporciona una cota superior para la probabilidad de que
una variable aleatoria tome un valor alejado de su valor medio p en més de
una cierta cantidad e.

Proposicion A.3 Sea X una wvariable aleatoria con media p y varianza
finita 0. Para cualquier € > 0,

2

P(|X—u|>e)<%- (7)
Demostracion.
o’ = E[(X-p?]
= B[ (X =) 1x—pze + (X = 1)”  1(x—p<o]
> B[ (X =) Lix—yszo]
> B[ € 1(x—uszo]
= & P(X—pl=e

La desigualdad de Chebyshev es un resultado importante de la teoria de
la probabilidad. Puede encontrarse mayor informacién de ésta y otras des-
igualdades en la mayoria de los textos de probabilidad, por ejemplo, puede
consultarse el libro de A. Gut [18].

279
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Ley de los grandes niimeros

Este resultado es importante y establece que, bajo ciertas condiciones, el
promedio de variables aleatorias converge a una constante cuando el nimero
de sumandos crece a infinito.

Teorema A.2 (Ley débil) Sea X1, Xa, ... una sucesion de variables aleato-
rias independientes idénticamente distribuidas con media finita p. Cuando
n — oo,

n
Z X; 2, .
i=1

Demostracion. Supondremos adicionalmente la existencia de la varianza,
la cual denotaremor por o2. Sea S, = (X1 +---+X,,)/n. Entonces E(S,,) = p
y Var(S,) = 02/n. La desigualdad de Chebyshev aplicada a la variable S,
asegura que, para cualquier € > 0,

o
Tomando el limite cuando n — o se obtiene el resultado. .

Mas explicitamente, la ley débil de los grandes numeros (convergencia en
probabilidad) establece que
= 6) =0.

) IS
pi (|2 3
1=

La ley débil establece la convergencia en probabilidad y la ley fuerte garan-
tiza la convergencia casi segura. En consecuencia, la ley fuerte implica la ley
débil. Méas explicitamente, la ley fuerte de los grandes numeros (convergencia
casi segura) establece que

L1
P<nh—1>r010nZIXi:M>:1.
1=

Una demostracion de la ley fuerte se puede encontrar en A. Gut [18] 6 A. F.

Karr [32].
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Funciones convexas

Definicion A.4 Una funcion p(x) es conveza si para cualquier X € [0, 1],
Pz + (1= Ay) < Ap(z) + (1= Ne(y). (8)

Esto significa que la linea recta que une los puntos (z, p(z)) y (y, ¢(y)) (lado
derecho de la desigualdad) siempre queda por encima de los valores de la
funcion en el intervalo [a, b] (lado izquierdo de la desigualdad). Observe que
no se ha especificado el dominio de la funcion ¢(x), sin embargo, de manera
implicita, estamos suponiendo que si x y y son dos puntos en el dominio,
entonces la combinacion lineal Az + (1 — A\)y también pertenece al dominio.
La convexidad estricta se cumple cuando la desigualdad (8) se satisface de
manera estricta para valores de A en el intervalo abierto (0, 1), es decir,

p(Az + (1= A)y) < Ap(z) + (1= A)e(y).

Por ejemplo, la funcién exponencial p(x) = e es estrictamente convexa,
su dominio es (—o0,00) y solo toma valores positivos. La siguiente es una
condicion suficiente para la convexidad.

Proposicion A.4 Sea ¢(x) una funcion dos veces diferenciable y tal que
¢"(z) = 0. Entonces p(x) es conveza.

Funciones céncavas

Definicién A.5 Una funcion o(z) es concava cuando —p(x) es convera,
es decir, si para cualquier X\ € [0, 1],

p(Az + (1= A)y) = Ap(z) + (1 = A)ep(y). (9)

En este caso, la linea recta que une los puntos (z,¢(x)) y (y,¢(y)) (lado
derecho de la desigualdad) queda por debajo de los valores de la funciéon en
el intervalo [a, b] (lado izquierdo de la desigualdad). La concavidad estricta se
cumple cuando la desigualdad (9) es estricta. Por ejemplo, la funcion ¢(x) =
In x es estrictamente concava. Esta funciéon tiene como dominio de definicion
el intervalo (0,00), y sus valores son tanto positivos como negativos. La
siguiente es una condicién suficiente para la concavidad.

Proposicion A.5 Sea ¢(x) una funcion dos veces diferenciable y tal que
¢"(z) < 0. Entonces p(z) es concava.
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Funciones de distribucién

Definicion A.6 Una funcion F(x) : R — [0,1] es de distribucion si satis-
face las siguientes propiedades:

1. lim F(x)=1.

T——+00

2. lim F(z)=0.

r——00

3. Sixy < xg entonces F(x1) < F(x2).

4. F(x) es continua por la derecha, es decir, F(x+) = F(x).

Definicion A.7 Una funcion F(xz,y) : R x R — [0,1] es de distribucion
(bivariada) si satisface las siguientes propiedades:

1. lim F(z,y) =1

Z,y—>0

2. lim F(z,y) = h’mOOF(x,y) =0.
y——

r——00
3. F(z,y) es no decreciente en cada variable.
4. F(z,y) es continua por la derecha en cada variable.

5. Si a1 < by yas < by, entonces

F(by,b3) — F(a1,b2) — F(b1,a2) + F(a1,az) = 0.

Desigualdad de Jensen

Si X es una variable aleatoria con esperanza finita y ¢(x) es una funciéon
convexa, entonces

p(E(X)) < E(p(X)).

A este resultado se le llama desigualdad de Jensen. Cuando () es concava,
la desigualdad se invierte. Por ejemplo, la funcién ¢(z) = 22 es convexa y
la desigualdad de Jensen implica que E?(X) < F(X?), suponiendo finitud

de estas esperanzas. Esto corrobora que Var(X) > 0. La desigualdad de
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Jensen también es valida para esperanzas condicionales, es decir, para ()
convexa,

p(E(X]Y)) < E(p(X)]Y).

Observe, sin embargo, que los dos términos que aparecen en esta ultima
desigualdad son variables aleatorias y la afirmacion se cumple en el sentido
c.s. La demostracion de la desigualdad de Jensen puede encontrarse en el
libro de A. Gut [18].

Teorema de Glivenko-Cantelli

Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de una funcion de distribucion F(x).
La funcion de distribucion empirica es la variable aleatoria

F,(z) =

S|

n
Z lix;<z), —0 <z <.
i=1

Para cada z fijo, la ley fuerte de los grandes ntimeros implica que la variable
aleatoria Fj,(z) converge a la constante F'(x) en el sentido casi seguro. Es de-
cir, puntualmente en z, F,(x) — F(z), c.s. El teorema de Glivenko-Cantelli
asegura que la convergencia es uniforme en x pues establece que, cuando
n — o y en el sentido casi seguro,

sup |Fn(z) — F(z)| — 0.

La demostracion de este resultado puede consultarse en textos de probabili-
dad como A. Gut [18] 6 A. F. Karr [32], por ejemplo.

Funciéon gama

La funcién gama se denota por I'(z) y se define como la integral que aparece
abajo para aquellos valores complejos z tal que la integral es absolutamente
convergente.

Q0

I'(z) = J " e dr, zeC.

0
En nuestro caso, la funciéon gama se utiliza cuando el argumento z es un
nimero real positivo y, en tal situacion, la funcién esta bien definida. Esta
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funcién aparece en la expresion de la funcion de densidad gama y esté tam-
bién relacionada con la funcién beta. Puede comprobarse directamente que
['(1/2) = /7 y que I'(2) = I'(1) = 1. Méas generalmente, puede demostrarse
que:

» D(z+1) =2T(2).
» I'(z+1)=2! paraz=0,1,2,...

Observe que cualquiera de estas propiedades establece que la funcién gama
es una generalizacion del factorial de un ntmero natural. Para mayor infor-
macion se puede consultar M. Abramowitz e I. A. Stegun [1], P. J. Davis [7]
6 H. Hochstad [21].

Funcién beta

La funcion beta se denota por B(a, b) y se define como la integral que aparece
abajo para valores a > 0y b > 0,

1

B(a,b) = J 21— z) .
0

Puede comprobarse que se cumple la propiedad B(a,b) = B(b,a). Esta fun-

cién aparece en la definicién de la distribucion beta y esta relacionada con

la funcién gama de la siguiente manera,

[(a)T(b)

Bla,b) = T(a+b)

Como la funcion I'(z) esté bien definida para valores z > 0, la funciéon B(a, b)
también estd bien definida para a > 0 y b > 0. Se puede encontrar mayor
informacion sobre la funcion beta en M. Abramowitz e I. A. Stegun [1] 6 H.
Hochstad [21].

Teoremas de cambio de variable

Los siguientes dos resultados proporcionan férmulas para la funcién de den-
sidad de la transformaciéon de una variable aleatoria o de un vector aleatorio.
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Proposicion A.6 Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad
fx(x) y con valores en el intervalo (a,b) < R. Sea ¢ : (a,b) — R una funcion
continua, estrictamente creciente o decreciente, y con inversa diferenciable.
Entonces la variable aleatoria Y = ¢(X) tiene funcion de densidad

() = Fx (o™ ) C;‘;so—%y)\ si ye p(a,b).

Proposicion A.7 Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcion de densidad
fxy(z,y) y con valores en una region A < R?. Sea ¢ : A — R? una funcion
continua y con inversa diferenciable ¢! = (gol_l, apz_l), Entonces el vector
aleatorio (U, V) = ¢(X,Y) tiene funcion de densidad

oy (u,v) = fxy (e (u,0) [ (u,0)] si (u,v) € p(A),

en donde . .
dupy Ovpr

Ju,v)=| *7L UL

e e

La demostracion de estos resultados puede ser consultada en L. Rincon [47].

Funcién de densidad de la suma, diferencia,
producto y cociente de variables aleatorias

Sea (X,Y) un vector aleatorio absolutamente continuo con funcion de den-
sidad fxy(z,y). Entonces

L fxiy(u J fxy(u—v,v)dv.
2. fx—y(u J fXY u+ v,v)dv.
3. fxy(u f fxy(u/v,v)|1/v|dv.

4. fxpy(u) f fx,y (uv,v) [v] dv.

Un método para demostrar estas féormulas hace uso del teorema de cambio
de variable. Los detalles pueden encontrarse en L. Rincon [47].






Apéndice B:
Distribuciones de probabilidad

En esta secciéon se muestra informacién bésica acerca de algunas distribu-
ciones de probabilidad univariadas y la forma en la que pueden generarse
sus valores. En algunos casos, a partir de los valores de unas variables
aleatorias se pueden construir valores de otras variables aleatorias. Los
métodos de simulacién indicados en esta seccién son mayormente los que se
han expuesto en este trabajo. Pueden existir otros métodos alternativos de
simulacion.

Por otro lado, debe advertirse que las distintas referencias bibliogréficas
pueden emplear una parametrizacion diferente a la aqui se presentada para
las distribuciones. Esto incluye también a los programas de computo, en
donde la implementaciéon de una distribuciéon de probabilidad puede tener
una parametrizaciéon diferente. Se puede encontrar mayor informacion de
las distintas distribuciones de probabilidad univariadas en los libros de
Johnson, Kemp y Kotz [26] y Jonhson, Kotz y Balakrishnan [27] y [28].

Una variable aleatoria X que s6lo toma los valores 0 y 1 tiene una distribu-
cion Bernoulli y se escribe X ~ Ber (p), en donde p € (0, 1) es un parametro.
Su funciéon de probabilidad es

fl@)=p"1-p)'™*,  z=01

287
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Su esperanza es E(X) = p y su varianza es Var(X) = p (1 — p).

El método de la funcién inversa puede utilizarse para simular valores de
esta distribucién. El método se reduce al siguiente resultado: si u es un
valor de la distribucion unif (0, 1), entonces x = 1(g,)(u) es un valor de la
distribucion Ber (p), véase el Ejemplo 2.6.

Una variable aleatoria X que toma los valores en 0,1,...,n tiene una dis-
tribucion binomial y se escribe X ~ bin (n,p), en donde n € N y p € (0,1)
son dos parametros, cuando su funciéon de probabilidad es

f(z) = <”>pz(1 —p)" T, z=0,1,...,n.

Su esperanza es E(X) = np y su varianza es Var(X) = np (1 — p). Cuando
n =1 se obtiene la distribucion Ber (p).

Para simular valores de la distribucién binomial se pueden usar los siguientes
métodos:

s Se puede usar el método de la funciéon inversa siguiendo el algoritmo
de la Figura 2.5 que aparece en la Secciéon 2.2.

= Se puede aplicar el método de von Neumann para variables aleatorias
discretas con soporte acotado que aparece en la Proposicion 2.4.

= Un valor de la distribucién binomial puede obtenerse a partir de n
valores de la distribucién Bernoulli usando el siguiente resultado: si
X1,...,X,, son variables aleatorias independientes con idéntica distri-
bucién Ber (p), entonces X; + - - - + X, tiene distribucion bin (n, p).

unif discreta I

Una variable aleatoria X que toma n valores distintos x1,...,x, tiene una
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distribucion uniforme y se escribe X ~ unif {z1,...,z,} cuando su funcion
de probabilidad es

fz) =

1
-, T =2T1,...,%p.
n
T

Su esperanza es E(X) = (x1 + -+ 4+ z,)/n y su varianza es

Var(X) = (1/n) S, (i — 2.

Se puede usar el método de la funcién inversa para generar valores de la
distribucion uniforme discreta siguiendo el algoritmo de la Figura 2.5 que
aparece en la Seccién 2.2.

geométrica I

Una variable aleatoria X que toma los valores en 0,1,2,... tiene una dis-
tribucion geométrica y se escribe X ~ geo (p), en donde p € (0,1) es un
pardmetro, cuando su funcién de probabilidad es

f(xz)=p(1—-p)", r=0,1,2,...
2

Su esperanza es E(X) = (1 —p)/p y su varianza es Var(X) = (1 — p)/p”.

Para simular valores de la distribucién geométrica se pueden usar los si-
guientes métodos:

= Se puede aplicar el método de la funcién inversa siguiendo el algoritmo
de la Figura 2.5 que aparece en la Seccion 2.2.

= Se puede aprovechar la facilidad para obtener valores de la distribucién
exponencial para generar valores de la distribucién geométrica como se
muestra en el procedimiento del Ejercicio 54. El resultado es el siguien-
te: Siu es un valor de la distribucion unif (0, 1), entonces |[Inwu/Inp| es
un valor de la distribucién geo (p), en donde |x| indica la parte entera
del nimero z = 0.

binomial negativa I
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Una variable aleatoria X que toma los valores 0, 1,2, ... tiene una distribu-
cion binomial negativa y se escribe X ~ binneg(k,p), en donde k € IN y
p € (0,1) son dos parametros, cuando su funcién de probabilidad es

f(x)=<k+i_1)pk(1—p)x, r=0,1,2,...

Su esperanza es E(X) = k(1 —p)/p y su varianza es Var(X) = k(1 — p)/p>.

Cuando k = 1 se obtiene la distribucion geo (p).

Para simular valores de la distribucién binomial negativa se pueden usar los
siguientes métodos:

= Se puede aplicar el método de la funcién inversa siguiendo el algoritmo
de la Figura 2.5 que aparece en la Seccién 2.2.

= Un valor de la distribucién binomial negativa puede obtenerse a partir
de k valores de la distribucién geométrica usando el siguiente resul-
tado: si X1,..., X} son variables aleatorias independientes con idén-
tica distribucion geo (p), entonces X + -+ + Xj tiene distribucion
binneg(k, p).

Poisson

Una variable aleatoria X que toma los valores 0,1, 2, ... tiene una distribu-
cion Poisson y se escribe X ~ Poisson (A), en donde A > 0 es un parametro,
cuando su funcién de probabilidad es

_A

f(x) = , x=0,1,2,...

!
Su esperanza es E(X) = A y su varianza es Var(X) = \.
Se puede usar el método de la funcién inversa para generar valores de la

distribucién Poisson siguiendo el algoritmo de la Figura 2.5 que aparece en
la Seccioén 2.2.
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hipergeométrica I

Una variable aleatoria X que toma los valores 0, 1,...,n tiene una distribu-
cion hipergeométrica y se escribe X ~ hipergeo (N, K,n), en donde N, K y
n son tres parametros con valores naturales tales quen < K yn < N — K,
cuando su funciéon de probabilidad es

Fz) — (Igf) @:f)/@) =01, . n

Su esperanza es F(X) = n(K/N) y su varianza es Var(X) =
n(K/N)((N — K)/N)(N —n)/(N —1).

Para simular valores de la distribucién hipergeométrica se pueden usar los
siguientes métodos:

= Se puede aplicar el método de la funcién inversa siguiendo el algoritmo
de la Figura 2.5 que aparece en la Seccion 2.2.

» Se puede aplicar el método de von Neumann para variables aleatorias
discretas con soporte acotado que aparece en la Proposicién 2.4.

unif continua I

Una variable aleatoria X que toma valores en el intervalo acotado (a, b) tiene
una distribucion uniforme y se escribe X ~ unif (a,b) cuando su funciéon de
densidad es

1
f(x):b_a a<z<b.
Su funcion de distribucion es F(z) = (z —a)/(b—a) paraa < z < b. Su
esperanza es F(X) = (a + b)/2 y su varianza es Var(X) = (b — a)?/12.

Se puede usar el método de la funcion inversa para generar valores de esta
distribucion. El procedimiento es el siguiente: si u es un valor de la funcion
de densidad unif (0,1), entonces a + (b — a)u es valor de la funcién de
densidad unif (a, b).
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exponencial I

Una variable aleatoria X que toma valores en el intervalo (0,00) tiene una
distribucion exponencial y se escribe X ~ exp (M), en donde A > 0 es un
parametro, cuando su funciéon de densidad es

f(z) = Xe ™, x> 0.

Su funcién de distribuciéon es F(x) = 1 — e~ **, para > 0. Su esperanza

es E(X) =1/\y su varianza es Var(X) = 1/\2.

Para simular valores de la distribucién exponencial se pueden usar los si-
guientes métodos:

= Se puede aplicar el método de la funcion inversa. Esta es la forma més
simple de simulacion. La funcion de distribucion F(x) es invertible y
el método asegura que si u es un valor de la distribuciéon unif (0, 1),
entonces = (1/A)In (1/u) es un valor de la distribucion exp ().

= Se puede aplicar el método del cociente. Los detalles de este procedi-
miento se muestran en el Ejemplo 2.15.

normal

Una variable aleatoria X que toma valores en el intervalo (—0, 00) tiene una
distribucién normal y se escribe X ~ N(u,0?), en donde € Ry 02 > 0 son
dos parametros, cuando su funciéon de densidad es

I — )2
f(z) = \/2:;_76Xp {—(205)}, —0 < x < 0.

A esta funcion se le denota por ¢(x). A la correspondiente funcion de dis-
tribucion se le denota por ®(x). Su esperanza es F(X) = p y su varian-
za es Var(X) = o2 Cuando u = 0y 02 = 1 se obtiene la distribu-
cion normal estandar, denotada por N(0,1), cuya funcion de densidad es
d(z) = (2m)~1/2 exp {—2?/2}, para —0 < x < 0. El siguiente resultado
establece que es suficiente estudiar la distribuciéon normal estandar:
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a) X ~N(u,0?) = (X — p)/o ~N(0,1).
b) X ~N(0,1) = pu+ 0X ~ N(u,0?).

Se pueden usar los siguientes métodos para generar valores de la distribucién
normal:

= Se puede aplicar el método de aceptaciéon y rechazo como se muestra
en el Ejemplo 2.11.

= Se puede aplicar el método de Box y Muller que se expone en la Sec-
cion 2.5.

= Se puede aplicar el método de Marsaglia que se expone en la Sec-
ciéon 2.6.

= Se puede aplicar el método del cociente de uniformes como se muestra
en el Ejemplo 2.16.

log normal I

Una variable aleatoria X que toma valores en el intervalo (0,00) tiene una
distribucion log normal y se escribe X ~ lognormal(u, 0?), en donde u € R
y 02 > 0 son dos parametros, cuando su funcién de densidad es

nx — u)?
f(x)zwﬁexp{—(lz(ﬂ'u)}, x> 0.

Esta es la distribucion de una variable aleatoria definida como la exponencial
de una variable con distribucion N(u, ¢2). En simbolos,

Y ~ N(p,0?) = €' ~ lognormal(u,o?).

Es decir, el logaritmo natural de la variable X = €Y tiene distribucién
normal. De este hecho surge el nombre de esta distribuciéon. Su fun-
cion de distribucién se puede expresar como F(z) = ®((lnx — p)/o).
Su esperanza es E(X) = exp{pu+0?/2} y su varianza es Var(X) =
exp {2,u, + 202} — exp {2u + 02}.
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Para simular valores de la distribuciéon log normal a partir de valores
de la distribuciéon normal se puede usar el resultado arriba inidcado: si
Y ~ N(p,0?), entonces e¥ ~ lognormal(u, o2).

Una variable aleatoria X que toma valores en el intervalo (0,00) tiene una
distribucion gama y se escribe X ~ gama (7, A), en donde v > 0y A > 0 son
dos parametros, cuando su funciéon de densidad es

Az) ™
flz) = —=———Xe "%, x>0,
=G
en donde I'(y) = Sgo 7" le7tdt es la funcion gama. Su esperanza es

E(X) = v/\ y su varianza es Var(X) = v/A2. Cuando v = 1 se obtiene la
distribucion exp (A). Cuando v es un nimero entero n > 1, la distribucion
gama se conoce también con el nombre de distribucién Erlang y se denota
por Erlang(n, \)

Para simular valores de la distribucién gama se pueden usar los siguientes
métodos:

= Se puede aplicar el método del cociente. Los detalles de este procedi-
miento se muestran en el Ejercicio 49 en la pagina 117.

» Cuando el parametro v es igual al nimero entero n > 1 (caso Erlang),
un valor de la distribucion Erlang(n, \) puede obtenerse a partir de n
valores de la distribucion exponencial usando el siguiente resultado: si
X1,...,X, son variables aleatorias independientes con idéntica distri-
bucién exp (M), entonces X + - - -+ X, tiene distribucion Erlang(n, \).

Debe advertirse al lector que existen varias maneras de definir una distribu-
cién con este nombre y las formulas que se obtienen no son necesariamente
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iguales. Seguiremos el mismo procedimiento que se usdé para definir a la
distribucion log normal, el cual es consistente con la definicién de la distri-
bucién log gama que aparece en el texto de R. V. Hogg y S. A. Klugman [22].

Una variable aleatoria X que toma valores en el intervalo (1,00) tiene una
distribucion log gama y se escribe X ~ loggama (v, ), en donde v > 0 y
A > 0 son dos pardmetros, cuando su funcién de densidad es

Alnz)"™' o
— Az
I'(v)

Esta es la distribucion de una variable aleatoria definida como la exponencial
de una variable con distribucion gama (v, A). En simbolos,

fz) =

, x> 1.

Y ~ gama(7,\) < e¥ ~loggama (v, ).

Es decir, el logaritmo natural de la variable X = eY tiene distri-
buciéon gama. De este hecho surge el nombre de esta distribucion.
Su esperanza es E(X) = [A/(A — 1)]7 para A > 1 y su varianza es
Var(X) = [M(A = 2)]7 = [M(A = 1)]* para A > 2.

Para simular valores de la distribuciéon log gama a partir de valores
de la distribucién gama se puede usar el resultado arriba indicado: si
Y ~ gama (7, \), entonces e¥ ~ log gama (7, \).

Una variable aleatoria X que toma valores en el intervalo (0,00) tiene una
distribucion ji-cuadrada y se escribe X ~ x2(n), en donde n > 1 es un
pardmetro con valor en los nimeros naturales y llamado grados de libertad,
cuando su funcién de densidad es

( ) _ W n/2—1 6—:(:/2

= F(n/2)x , z > 0.

Su esperanza es F(X) = n y su varianza es Var(X) = 2n. La distribucion
x2(n) es la distribucion gama (7, A) cuando v = n/2 y A = 1/2.
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Para simular valores de la distribucién ji-cuadrada se pueden usar los si-
guientes métodos:

= Se puede usar el siguiente resultado: si Zi,..., Z, son variables alea-
torias independientes con distribucion N(0, 1), entonces Z2 + - - - + Z2
tiene distribucion x2(n).

» Se puede usar el método que se conozca para la distribucion gama (7, A)
con los parametros particulares y =n/2 y A = 1/2.

Weibull

Una variable aleatoria X que toma valores en el intervalo (0,00) tiene una
distribucion Weibull y se escribe X ~ Weibull (r, ), en donde 7 > 0y A > 0
son dos parametros, cuando su funcién de densidad es

flx) = r(x)ltexp {—(\2)"}, x> 0.

Su funcion de distribucion es F(z) = 1 — e~ )" para z > 0, con inversa
F~Y(u) = (1/\) exp {(1/r) In(—In(1 — u))} para 0 < u < 1. Su esperanza es
E(X) =T(14+1/r)/A\ y su varianza es Var(X) = [[(1+2/r)—T2(1+1/r)]/A\%.
Cuando r = 1 la distribuciéon Weibull se reduce a la distribucion exp (A).
Cuando r = 2 se obtiene la distribucion Rayleigh(\).

Se puede usar el método de la funcién inversa para generar valores de
la distribucion Weibull. La funcion de distribucion F(z) es invertible
y el método asegura que si u es un valor de la distribucion unif (0,1),
entonces z = (1/A)exp {(1/r)In(In(1/u))} es un valor de la distribucion
Weibull (r, \). Cuando r = 1, la formula para = se reduce a la expresion
presentada antes para la distribucion exp ().

Pareto (tipo I) I

Sean @ > 0 y b > 0 dos parametros. Una variable aleatoria X que toma
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valores en el intervalo (b,00) tiene una distribucion Pareto (tipo I) y se
escribe X ~ Pareto (a,b), cuando su funcion de densidad es

f(z) =ab®2z™1 x >b.
Su funcion de distribucién es F(z) = 1 — [b/z]* paraz > b. Su
esperanza es FE(X) = ab/(a — 1) cuando ¢ > 1 y su varianza es

Var(X) = ab?/[(a — 1)?(a — 2)] cuando a > 2.

Se puede usar el método de la funcién inversa para generar valores de la
distribucion Pareto (tipo I). La funcion de distribucion F'(x) es invertible y
el método asegura que si u es un valor de la distribucién unif (0, 1), entonces
& = bu~/% es un valor de la distribucion Pareto (a, b).

Una variable aleatoria X que toma valores en el intervalo (—o0,0) tiene
una distribucion t de Student y se escribe X ~ t(n), en donde n > 0 es un
parametro, cuando su funcién de densidad es

1 T((n+1)/2) 22\~ (/2
Jor Tn)2) <1+> , -0 < T < 0.

n
Su esperanza es F(X) = 0y su varianza es Var(X) = n/(n—2) paran > 2.

fz) =

A partir de valores de las distribuciones normal y ji-cuadrada se pueden
generar valores de la distribucién t usando el siguiente resultado: si Z tiene
distribucion N(0,1) y es independiente de Y, la cual tiene distribucion

x2(n), entonces Z/+/Y /n tiene distribucion t(n).

Una variable aleatoria X que toma valores en el intervalo (—0, 00) tiene una
distribucion Cauchy y se escribe X ~ Cauchy (a,b), en donde a e Ry b >0
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son dos parametros, cuando su funcion de densidad es

971
f(x)—;llJr(x;a)] , —0 < x < 0.

Su funcién de distribucion es F(z) = 1/2 + (1/7) arctan((z — a)/b) para
—00 < x < 00. Su esperanza y varianza no existen. Cuandoa = 0y b =1
se obtiene la distribucion Cauchy estandar denotada por Cauchy (0, 1), cuya
funcion de densidad es

1
z) = —/——, —0 < x < 0,
f@) (1 + x?)
y su funcion de distribucion es F(z) = 1/2+ (1/7) arctan z, para —o0 < z <
c0. El siguiente resultado establece que es suficiente estudiar la distribucién
Cauchy estandar:

» X ~ Cauchy (a,b) = (X — a)/b ~ Cauchy (0,1).
» X ~ Cauchy (0,1) = a + bX ~ Cauchy (a,b).

Se puede usar el método de la funcién inversa para generar valores de la
distribucion Cauchy. La funcion de distribucion F(z) es invertible y el
método asegura que si u es un valor de la distribucion unif (0, 1), entonces
x = a+ btan((u — 1/2)7) es un valor de la distribuciéon Cauchy (a,b).
También se puede usar el método del cociente de uniformes para generar
valores de esta distribucién. En el Ejercicio 47 se pide aplicar este método
a la distribucion Cauchy estandar.

Una variable aleatoria X que toma valores en el intervalo (0,1) tiene una
distribucion beta y se escribe X ~ beta (a,b), en donde a > 0y b > 0 son
dos parametros, cuando su funcién de densidad es

flz) = B(a,b) 21— z) 0<z<1,
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en donde B(a,b) = T'(a)T'(b)/T(a + b) es la funcion beta y I'(a) =
SSO ta=le=t dt es la funcion gama. Su esperanza es E(X) = a/(a+b) y su va-
rianza es Var(X) = ab/[(a+b+1)(a+b)?]. Cuando a > 1y b > 1, la funcion
de densidad tiene un valor maximo en el punto z* = (a — 1)/(a + 8 — 2).
El valor maximo de la funcion es f(z*) = (2*)*7' (1 — 2*)#~1/B(a, B).
Cuando a = b = 1 la distribucion beta se reduce a la distribucion unif (0, 1).
Cuando a = b = 1/2 se obtiene la distribucién arcoseno.

Cuando ¢ > 1 y b > 1, la distribucién beta puede simularse usando
el método de von Neumann que se expone en la Seccion 2.3 pues el
soporte es acotado y la funcién de densidad es acotada teniendo un valor
méximo, o moda, igual a M = f(z*), con z* en punto arriba indicado. El
procedimiento se muestra en el Ejemplo 2.7 en la pagina 76.

Una variable aleatoria X que toma valores en el intervalo (0,00) tiene una
distribucion F y se escribe X ~ F(n,m), en donde n y m son dos parametros
con valores enteros positivos a los que se les llama grados de libertad, cuando
su funcién de densidad es

_ I((n4+m)/2) rn\w2 na\ —(n+m)/2
1@) = 2T m2) (o) (r30) >0
Su esperanza es E(X) = m/(m — 2) cuando m > 2 y su varianza es

Var(X) = 2m?(n + m — 2)/[n(m — 2)%(m — 4)] cuando m > 4.

A partir de valores de la distribucion y? se pueden generar valores de la
distribuciéon F usando el siguiente resultado: si X ~ x2(n) y Y ~ x%(m)
son independientes, entonces (X /n)/(Y /m) tiene distribucion F(n, m).






Apéndice C:
Codigos en R

En esta seccién se muestran algunos cédigos en el lenguaje de programacion
R con el fin de ilustrar la implementacién de algunos algoritmos para la
generacion de muestras aleatorias y para la obtencién de estimaciones
utilizando simulaciéon. La programacién se realizdé con fines ilustrativos
y se busco claridad en la sintaxis de las instrucciones, omitiendo el uso
de paqueterfas en la medida de lo posible. El lector puede reproducir-
los, modificarlos y mejorarlos para lograr comprobar los resultados que desee.

Algoritmo para estimar £(Y) en (1.1)

set.seed(123) #semilla

n <- 100

y <- numeric(n)

for(i in 1:n){
w <- sample(1:6, 1) # resultado de lanzar un dado
y[i] <- rbinom(1l,w,1/2) # ocasiones en que cae "cruz"

}

EY <- mean(y)

cat('Estimacién:',EY, 'Valor exacto:',7/4)

## Estimacién: 1.8 Valor exacto: 1.75

301
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Algoritmo para estimar el nimero esperado de lanzamientos
de una moneda hasta obtener dos caras consecutivas

set.seed(123) #semilla
n <- 100
lanzamientos <- numeric(n)
for(i in 1:n){
contador <- 0
aux <- 0
while (aux<2){
contador <- contador + 1
moneda <- sample(0:1,1)
if (moneda == 0){aux <- O}relse{aux <- aux + 1}
}
lanzamientos[i] <- contador
+
Elanzamientos <- mean(lanzamientos)
cat('Estimacién:',Elanzamientos, 'Valor exacto:',6)

## Estimacion: 6.02 Valor exacto: 6

Algoritmo para estimar el valor de la integral Sé e dx

set.seed(123) #semilla
n <- 100
<- runif(n,0,1)
mean (exp(-Y"2))
<- function(x){exp(-x~2)}
<- as.numeric(integrate(f,0,1) [1])
cat('Estimacion: ',round(E,4), 'Valor exacto:',round(I,4))

H H =<
A
I

## Estimacion: 0.7493 Valor exacto: 0.7468
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Generador congruencial lineal simple

# Ejemplo 1.6

n <- 25

M <- 16; a <- 5; ¢ <- 0

x0 <- 1

X <- numeric(n)

x[1] <- (a*x0+c) % %M

for(i in 2:n){x[i] <- (a*x[i-1]+c) % %M}
X

## [1] 5 913 1 5 913 1 5 913 1 5
913 1 5 913 1 5 913 1

RERBRARBHRBRBRBHRH

# Ejemplo 1.7

n <- 25

M <- 100; a <- 13; ¢ <- 14

x0 <- 1

x <- numeric(n)

x[1] <- (a*x0+c) % %M

for(i in 2:n){x[i] <- (a*x[i-1]+c) % %M}
X

## [1] 27 65 59 81 67 85 19 61 7 5 79 41 47 25
39 21 87 45 99 1 27 65 59 81 67

Generador multiplicativo (1.20)

# Ejemplo 1.10 con a=7
n <- 25

M<-11; a <- 7

x0 <- 1

X <- numeric(n)
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x[1] <- (axx0) % %M
for(i in 2:n){x[i] <- (a*x[i-1]) % %M}
X #Periodo q=M-1=10

## [11 7 5 2 310 4 6 9 8 1 7 5 2
310 4 6 9 8 1 7 5 2 310

RERBRARRERAR B RERERARH

# Ejemplo 1.10 con a=19

n <- 25

M <- 11; a <- 19

x0 <- 1

X <- numeric(n)

x[1] <- (a*x0) % %M

for(i in 2:n){x[i] <- (a*x[i-11) % %M}

X #Pertodo q=M-1=10

# [1] 8 9 6 410 3 2 5 7 1 8 9 6
410 3 2 5 7 1 8 9 6 410

Prueba de Kolmogorov-Smirnov

# Ejemplo 1.14

set.seed(425)

algunos_datos <- runif(20,0,1)

ks.test(algunos_datos, 'punif',0,1)

##

## Exact one-sample Kolmogorov-Smirnov test

##

## data: algunos_datos
## D = 0.26275, p-value = 0.1045
## alternative hypothesis: two-sided
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Prueba Ji-cuadrada

# Ejemplo 1.15
set.seed(425)
algunos_datos <- runif(20,0,1)
ad <- algunos_datos
0 <- numeric(10)
for(i in 1:10){
0[i] <- sum(ad>(i-1)/10 & ad<=i/10)

# [11 0103233152

TT <- sum((0-2)"2)/2
pvalue <- 1-pchisq(TT,9)
pvalue

## [1] 0.2757089
Prueba de Cox-Stuart

# Ejemplo 1.16

set.seed (425)

numeros <- runif(20,0,1)
numeros

## [1] 0.6078023 0.9073220 0.5299141 0.8476512 0.7802851
## [6] 0.9418568 0.3448128 0.4627547 0.6645587 0.3105249
## [11] 0.3324742 0.8224943 0.8121696 0.5116627 0.1037860
## [15] 0.6346132 0.5954693 0.8505040 0.4974272 0.8757268



306 APENDICE C. CODIGOS EN R

n <- length(numeros)
m <- n/2
numeros [1:m] <numeros[(m+1) :n]

## [1] FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE FALSE TRUE

TT <- sum(numeros[1:m]<numeros[(m+1):n])
pl <- sum(dbinom(0:TT,m,1/2))

p2 <- sum(dbinom(TT:m,m,1/2))

pvalue <- 2*min(c(pl,p2))

pvalue

## [1] 0.7539063

Método de la funcién inversa

Ejemplo en donde se realiza una simulacién de variables aleatorias cuya
funcién de distribucién, funcién de densidad y la funciéon inversa de la funcion
de distribucién son como sigue:

0 si <0,
Flz)=< 2% si 0<z<1,

1 st z>1.

2¢ st O<ax <1,
0 si en otro caso.

Flu)=+vu, 0<u<l.

# Ejemplo 2.3
n <- 100
set.seed(425)
U <- runif(n)
X <- sqrt(U)
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hist (X, F)
curve (2*x, T, 'blue', 2)
Histogram of X
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Simulacién de variables aleatorias discretas

# Algoritmo figura 2.5

n <- 100

x <- 1:5

probabilidades <- ¢(0.15,0.35,0.05,0.25,0.2)
probabilidades

## [1] 0.15 0.35 0.05 0.25 0.20

Fx <- cumsum(probabilidades)
Fx

## [1] 0.15 0.50 0.55 0.80 1.00
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#i#
X <- numeric(n)
set.seed(123)
u <- runif(n)
for(k in 1:n){
i<-1
while(ulk]>=Fx[i]){
i<-1i+1

}
X[k] <- i
}
hist (X, seq(0.5,5.5,1), F)
segments(1:5,rep(0,5),1:5,probabilidades,
'blue', 2)
points(1:5,probabilidades, 19, 1.5, '"blue')
Histogram of X
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Método de von Newmann

Ejemplo en donde se realiza una simulaciéon de variables aleatorias con dis-
tribucién beta.

# Ejemplo 2.7 (distribucidn beta)

n <- 100
a <- 2
b <- 3

xstar <- (a-1)/(a+b-2)
M <- dbeta(xstar,a,b)
X <- numeric(n)
rechazos <- 0
set.seed(123)
for(i in 1:n){
sigue <- TRUE
while(sigue){
ul <- runif(1)
u2 <- runif(1)

x <- ul
u <- M*xu2
if (u<=dbeta(x,a,b)){
X[i] <- x
sigue <- FALSE
}Yelseq{
rechazos <- rechazos + 1
}
}
}
#i#
hist (X, F)

curve(dbeta(x,a,b), TRUE, 'blue', 2)
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Histogram of X
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Método de von Newmann caso discreto

Ejemplo en donde se realiza una simulaciéon de variables aleatorias con dis-
tribucién binomial.

# Ejemplo 2.8 (distribucidon binomial)
m <- 1000

n <- 10

p <- 1/3

X <- numeric(m)

rechazos <- 0
set.seed (456)
for(i in 1:m){
sigue <- TRUE
while(sigue){
u <- runif(1)
x <- sample(0:n,1)
if (u<=dbinom(x,n,p)){
X[i] <- x
sigue <- FALSE
Yelseq{
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rechazos <- rechazos + 1

}
}
}
#i#
rechazos
## [1] 9919
hist (X, seq(-0.5,n+0.5,1), F)
segments (0:n,rep(0,n+1),0:n,dbinom(0:n,n,p),
'blue', 2)
points(0:n,dbinom(0:n,n,p), 19, 1.5, 'blue')
Histogram of X
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Método de aceptacion y rechazo

Ejemplo en donde se realiza una simulacién de variables aleatorias con fun-

cion de densidad
flz)=2z, O0<xz<l.

Ejemplo 2.9 (aceptacion y rechazo)
<- 100
<- function(x){2*x*(x>0)*(x<1)}
<- function(x){1*(x>0)*(x<1)}
<- 2
<- numeric(n)
rechazos <- 0
set.seed(123)
for(i in 1:n){
sigue <- TRUE
while(sigue){
u <- runif(1)
X <- runif (1)

if (u<=£ (x)/ (c*xg(x))){

< 0 0m H B o3

X[i] <- x
sigue <- FALSE
Yelseq{
rechazos <- rechazos + 1
}
}
}
#H#
rechazos
## [1] 98
hist (X, F)

curve (2*x, TRUE, 'blue', 2)
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Histogram of X
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Meétodo de aceptacion y rechazo discreto

Ejemplo en donde se realiza una simulacién de variables aleatorias con dis-
tribucién binomial.

# Ejemplo 2.13 (aceptacion y rTechazo discreto)
m <- 100
#denstdad binomial n=10 y p=1/3
f <- function(x){dbinom(x,10,1/3)}
#densidad propuesta geométrica theta=1-p=2/3
g <- function(x){dgeom(x,2/3)}
c <- (factorial(10)/(factorial(5)*factorial(5)))/(2/3)
X <- numeric(m)
rechazos <- 0
set.seed (456)
for(i in 1:m){
sigue <- TRUE
while(sigue){
u <- runif(1)
x <- rgeom(1,2/3)
if (u<=f (x)/(c*g(x)) & x<=10){
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X[i] <- x
sigue <- FALSE
Yelseq{
rechazos <- rechazos + 1
}
}
}
#H#
rechazos

## [1] 40479

hist (X, seq(-0.5,10.5,1), F)
segments(0:10,rep(0,11),0:10,dbinom(0:10,10,1/3),

'blue', 2)
points(0:10,dbinom(0:10,10,1/3), 19, 1.5, '"blue')

Histogram of X
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Cociente de uniformes

Ejemplo en donde se realiza una simulaciéon de variables aleatorias con dis-
tribucién exponencial.

# Ejemplo 2.15 (exponencial via coctente de uniformes)
n <- 100
lambda <- 3
X <- numeric(n)
rechazos <- 0
set.seed(123)
for(i in 1:n){
sigue <- TRUE
while(sigue){
u <- runif (1)
v <- runif(1)
aux <- -2xuxlog(u)
if (v<aux)q{
X[i] <- v/(lambda*u)
sigue <- FALSE

Yelseq{
rechazos <- rechazos + 1
}
}
}
#i#
rechazos
## [1] 99
hist (X, F)

curve (dexp(x,lambda) , TRUE, '"blue', 2)
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Histogram of X
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Integraciéon Monte Carlo: método clasico

Ejemplo en donde se realiza una estimaciéon de la integral

5
f Va2 + 1dz,
1

utilizando la expresion (3.3).

# Estimacion (3.3)

n <- 1000

g <- function(x){sqrt(x"2+1)}
a <-1

b <-5

c <- g(5)

exacto <- round(as.numeric(integrate(g,1,5)[1]),3)
set.seed(123)

X <- runif(n,a,b)

y <- runif(n,0,c)

n_0 <- sum(y<g(x))

aprox <- c*(b-a)*(n_0/n)

cat('Estimaciodn:',aprox, 'Valor exacto:',exacto)
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## Estimaciodon: 12.68636 Valor exacto: 12.756

vm <- var(c*(b-a)*(y<g(x)))
cat('Varianza muestral:',bvm)

## Varianza muestral: 97.90616

HERRAARRRRARARRRRARARRRAARH

# Evolucion del promedio #
HARRBRABRRRBRAHRRRBRARRHAH

tray <- c*(b-a)*cumsum(y<g(x))/1:n
plot(tray,type = '1l',ylim=c(10,18),col="'blue')
abline(h=exacto,lty=3,1lwd=2,col="'red")

16 18
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Integraciéon Monte Carlo: método de la media muestral

Ejemplo en donde se realiza una estimaciéon de la integral

5
f Va? + 1dz,
1

utilizando la expresion (3.10).

# Estimacidn (3.10)

n <- 1000

g <- function(x){sqrt(x~2+1)}
a <-1

b <-5

f <- function(x){dunif(x,a,b)}

exacto <- round(as.numeric(integrate(g,1,5)[1]),3)
set.seed(123)

X <- runif(n,a,b)

aprox <- mean(g(X)/f(X))
cat('Estimacién:',aprox, 'Valor exacto:',exacto)

## Estimaciodon: 12.71421 Valor exacto: 12.756

vm <- var(g(X)/f (X))
cat('Varianza muestral:',vm)

## Varianza muestral: 18.46032

HERBRABHRARRABHRAARRAHRAHH

# Evolucion del promedio #
HARRBRRARBRBRRHRBRGRRHR RS

tray <- cumsum(g(X)/f(X))/1:n

plot(tray, 190 c(10,18), 'blue')
abline(h=exacto, 3, 2, 'red')
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Ejemplo 4.4 en donde se realiza una estimaciéon de la integral

1 2
J e "2 da,
0

utilizando la expresion (4.26).

# Ejemplo 4.4

n <- 100

g <- function(x){exp(-x~2/2)%}

h <- function(x){x}

exacto <- round(as.numeric(integrate(g,0,1)[1]),5)
set.seed(123)

X <- runif(n)

aproxl <- mean(g(X))

vml <- var(g(X))

C <- mean(h(X))

EC <- 1/2

alpha <- 12%(1-exp(-1/2)-aproxl/2)
cat('Valor de alpha=',alpha)

## Valor de alpha= -0.4218966
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aprox2 <- aproxl-alpha*(C-EC)

vm2 <- var(g(X)-alpha*(h(X)-EC))
HARRBRERBRARBRRRRERBRARBRRRR AR

cat('Estimacion 1:',round(aproxl,5),'Valor exacto:',exacto)

## Estimacion 1: 0.85725 Valor exacto: 0.85562

cat('Varianza muestral 1:',vml)

## Varianza muestral 1: 0.01455488

RUBRUBBRABHRBBRURBRBRRR AR R R R RH
cat('Estimacién 2:',round(aprox2,5),'Valor exacto:',exacto)

## Estimacidon 2: 0.85665 Valor exacto: 0.85562

cat('Varianza muestral 2:',vm2)

## Varianza muestral 2: 0.0005361832

#Vartianza mucho menor a la varianza de la primera estimaction.
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