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Prélogo

El presente texto contiene algunos elementos basicos para el estudio
matematico de las series de tiempo univariadas. Estd dirigido a todo
estudiante del area cientifica con conocimientos medios en probabilidad y
estadistica a nivel licenciatura. En especial, los estudiantes de la carrera de
Actuaria pueden obtener provecho de este material, quienes deben estudiar
estos temas como parte de su formacion académica.

Una serie de tiempo es un registro sistematico a lo largo del tiempo de
una variable de interés. Estos registros sucesivos se llevan a cabo dentro de
diversas areas del conocimiento humano, como la ingenieria, la ecologia,
la economia, las finanzas, la epidemiologia, la medicina y la demografia,
entre muchas otras. El objetivo es comprender el comportamiento en el
tiempo de la variable de interés para proponer modelos y pronésticos, y de
esta manera llevar a cabo una mejor toma de decisiones dentro del area de
estudio considerada.

El presente trabajo inicia con una introduccién a los primeros elementos
graficos, numéricos y de modelacién, asociados a una serie de tiempo. Pos-
teriormente, se definen cuatro componentes principales que podrian estar
presentes y ser identificados en una serie de tiempo. Estos componentes
son: la tendencia, el componente ciclico, la estacionalidad y, finalmente, el
elemento erratico o aleatorio. Se revisa también el modelo autorregresivo
AR, el modelo de promedios méviles MA, los modelos ARMA, ARIMA
y SARIMA. Al final del trabajo se proporciona una breve introduccién
al problema de realizar pronosticos con base en los modelos elaborados.
Nuestro tratamiento es tradicional en el sentido de estudiar la evolucién de
las variables como funciones del tiempo.

Es importante sefialar que el texto es breve y estd orientado con una
perspectiva matematica, de modo que se ha buscado presentar procedi-
mientos, enunciados y demostraciones con cierto grado de justificacién
matematica donde ha sido posible tal tratamiento sin recurrir a resultados
més avanzados. Por otro lado, la mayor parte de la informacién se encuentra
almacenada actualmente en bases de datos u hojas electrénicas, y el analisis



practico de las series de tiempo se ha agilizado debido a que varios de los
procedimientos se encuentran implementados en los programas de cémputo
disponibles. Sin embargo, este trabajo no esta asociado con ningin progra-
ma de computo. Aun asi, se agregaron algunos codigos en lenguaje R que
se utilizaron en la realizacién de algunos ejemplos. Tales c6digos se pueden
consultar al final del libro. Allector interesado e n acompanar este trabajo
con el uso de R se le recomienda consultar el libro de Coghlan (2018) [12],
el cual contiene una introduccién practica y elemental de la utilizacién
de R en el andlisis de series de tiempo. Otros textos méas completos que
se apoyan en el uso de R en su presentacion son: Cowpertwait y Metcalfe
(2009) [14], Cryer y Chan (2008) [15], y Shumway y Stoffer (2017) [33], por

mencionar solo algunos.

Agradecemos a la DGAPA UNAM por el apoyo otorgado a través del pro-
yecto PAPIME PE102321 “Estadistica y simulacién”, gracias al cual fue
posible la edicién de este trabajo. Asimismo, agradecemos muy sinceramen-
te a los arbitros de este trabajo por sus valiosos comentarios, asi como a
los Comités de Publicaciones del Departamento de Mateméaticas y de la
Facultad de Ciencias por su excelente labor editorial.

Los autores
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Capitulo 1

Introduccion

En este primer capitulo se revisan algunas definiciones y conceptos generales
sobre series de tiempo. Una serie de tiempo es una sucesién de observaciones
de una variable de interés realizada a lo largo del tiempo. Los tiempos de
observacién pueden ser cualesquiera tiempos ordenados 0 < ¢ <ty < t3 <

- aunque, sin perder generalidad, supondremos que son: 1,2, 3, ... De esta
manera, tenemos que una serie de tiempo es una sucesién de observaciones
numéricas: x1, T, T3, .. ..

Tt

1234567891011 !
Figura 1.1: Gréafica de una serie de tiempo.
Estos valores pueden ser mediciones de variables de muy diversa indole.

Pueden ser mediciones en el tiempo del precio del petrdleo, un indice
bursatil, la precipitacion pluvial, o el nivel de un contaminante atmosférico;

7



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

entre otros muchos ejemplos. En la figura 1.1 se muestra una grafica de una
serie de tiempo. El andlisis de este tipo de graficas es de utilidad para tener
un mejor entendimiento de algunas caracteristicas de una serie en estudio.

Representaciones. Para representar al conjunto de observaciones de una
serie de tiempo se puede usar la notacién {x; : ¢t = 1,2,...}, o bien
{x¢ : t = 1} o, por brevedad, también escribiremos simplemente {x;}, en
donde se usan letras mintsculas para indicar que se trata de cantidades
numéricas. En la préctica, esta es una sucesidon necesariamente finita de
observaciones. En ocasiones es conveniente tomar como el primer tiempo
de observacién a t =0 .

Con el fin de buscar representaciones generales para su tratamiento abstrac-
to, se usa el modelo de proceso estocastico a tiempo discreto {X; : ¢t > 1}
para denotar a una serie de tiempo. El uso de la letra mayuscula indica
ahora que se trata de una sucesion de variables aleatorias. De esta manera,
X denota la observacién no especificada de la variable de interés al tiempo
t. Las observaciones numéricas x1, T3, ... son una realizacién particular del
proceso estocastico X1, Xs,... Extendiendo la variable tiempo ¢ para que
pueda tomar cualquier valor entero, se llega a la siguiente definicién general.

Definicion 1.1 Una serie de tiempo es un proceso estocdstico a tiempo
discreto {X; : t € Z}.

Tanto a la coleccién finita de ntimeros x1,...,x, proveniente de observa-
ciones concretas, como al proceso estocastico {X; : t € Z} que se utilice
como modelo, se le llama serie de tiempo. El andlisis de las series de
tiempo consiste en el estudio de los modelos matematicos para representar
las sucesiones de observaciones con el objetivo de describir, interpretar,
controlar y pronosticar el comportamiento de la variable en estudio. Un
aspecto que es necesario resaltar es que las observaciones que aparecen en
una serie de tiempo provienen tipicamente de variables aleatorias depen-
dientes, es decir, en general existe cierta dependencia entre las observaciones.

Distribuciones finito-dimensionales. Desde el punto de vista matematico,
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una especificacién completa de una serie de tiempo {X; : t > 1} se logra
cuando se conocen las distribuciones finito-dimensionales del proceso.
Recordaremos a continuacién la definiciéon de estas distribuciones.

Definicion 1.2 Las distribuciones finito-dimensionales de un proceso
estocdstico { Xy : t = 1} son la coleccion de todas las funciones de distri-
bucion conjuntas:

F(l‘l) = P(X1 < 1‘1),
F(l‘l,l’g) = P(Xl < 21, X9 <:L‘2),
F(x1,29,23) = P(X1 <1, X2 <29, X3 <x3),

En muy pocas ocasiones es posible conocer explicitamente estas distribu-
ciones conjuntas para una serie de tiempo. En lugar de una especificacién
completa, el primer y segundo momento de las variables de la serie han sido
utiles para caracterizar algunas propiedades sobresalientes del proceso. Los
primeros momentos son los valores F(X;) para t=1,2,..., y los segundos
momentos son las cantidades F(X; X;) para s,t = 1,2,... Por ejemplo,
cuando se conoce que las distribuciones finito-dimensionales son normales
multivariadas, es suficiente conocer las medias (primeros momentos) y las
covarianzas (segundos momentos) para determinar completamente todas las
distribuciones conjuntas. Més adelante regresaremos al analisis de las me-
dias, varianzas y covarianzas como funcién de la variable tiempo. Veremos
a continuacién algunos modelos concretos de series de tiempo.

1.1. Dos modelos elementales

En esta seccion definiremos dos modelos elementales de series de tiempo
que son importantes desde el punto de vista tedrico. Estos modelos son: el
proceso aleatorio puro y la caminata aleatoria. A partir de estos modelos
bésicos se construyen otros modelos méas elaborados.
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Proceso aleatorio puro

Este es uno de los modelos més simples en donde las variables del proceso
son independientes aunque todas tienen la misma distribucién de probabi-

lidad.

Definicion 1.3 Un proceso aleatorio puro o proceso de ruido es un pro-
ceso estocdastico compuesto por variables aleatorias independientes e idén-
ticamente distribuidas. Denotaremos a este proceso por {Z; : t € Z.}.

Dada la idéntica distribuciéon de las variables Z;, podemos suponer que
su media comin es j y su varianza comtn es 2. Supondremos que estas
cantidades son finitas. De esta manera, tenemos que todo proceso aleatorio
puro tiene las siguientes caracteristicas: por lo recién mencionado, tenemos
que E(Z;) = py Var(Z;) = o, para cualquier t € Z. Considerando los casos
s =1ty s #t, se puede comprobar que

o +pu? si s=t,

E(Zs Zy) =
( t) {ug si s #t.

Usando este resultado y recordando la férmula Cov (X,Y) = E(XY) —
E(X)E(Y), tenemos que la covarianza entre Zs y Z; es

o si s=t,

COV(ZS’Zt):{ 0 si s#t

Finalmente, a partir de la covarianza se puede encontrar que el coeficiente
de correlacién entre Z; y Z; es

1 si s=t,

L, Zy) =
plZs 21) {O si s #t.

Aqui se ha usado la definicién p(X,Y) = Cov (X,Y)/+/Var(X)Var(Y). De
esta manera hemos encontrado algunas caracteristicas numéricas de todo
proceso aleatorio puro. Con frecuencia supondremos que p = 0 como en el
siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.1 Para un proceso aleatorio puro {Z; : t € Z}, es frecuente
suponer que Zy ~ N(0,0%). A este proceso se le llama ruido blanco, y
para denotarlo se usa el simbolo WN(0,02). Las letras WN provienen
del término en inglés white noise. FEste proceso queda completamente
caracterizado por el primer y sequndo momentos. Por lo anteriormente
mencionado, estas cantidades son:

» E(Z) =0.
o si s=t,

0 st s#t.

s BE(Zs 7)) = {

En la figura 1.2 se muestra una parte de una trayectoria de un ruido blanco

WN(0,1).
A N
\VAVAY

Zt

Figura 1.2: Trayectoria de un proceso de ruido blanco WN(0, 1).

Los modelos de series de tiempo que se construyen més adelante tienen un
elemento azaroso dado por un proceso aleatorio puro.

Caminata aleatoria

Hemos mencionado que, aunque un proceso de ruido es sencillo en el
sentido de que sus variables aleatorias son independientes unas de otras,
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resulta de utilidad para construir otras series de tiempo a partir de él. Una
caminata aleatoria es un ejemplo de un proceso que se construye a partir
de un proceso de ruido de la siguiente forma.

Definicién 1.4 Sea {Z; : t € Z} un proceso de ruido con media pu y va-
rianza 0. Un proceso estocdstico {X; : t = 0} es una caminata aleatoria
que inicia en el valor xg si

Xo = o,
Xy xo+ 21+ -+ 2y, para t=1,2,... (1.1)

Es claro que una caminata aleatoria se puede expresar de la siguiente manera
recursiva:
Xe =Xy 1+ 7, para t=1,2,...,

junto con la condicién inicial Xy = xg. Escrita de esta forma, la caminata
aleatoria se puede ver como un modelo autorregresivo. Estudiaremos este
modelo en el capitulo 3. Por otro lado, no es muy complicado comprobar que,
para una caminata aleatoria con las caracteristicas anteriores, se cumplen las
formulas que aparecen abajo. Se deja como ejercicio para el lector hacer los
detalles de las demostraciones de estas férmulas. En primer lugar, tenemos
que, aplicando esperanza y varianza a (1.1),

E(Xy) = mo+ ut,
Var(X;) = ot

Desarrollando el producto X X; y aplicando esperanza, se encuentra que

ot + (zo + pt)? si s=t=0,1,...
025 + (zo + ps)(zo + ut) si s<t.

E(XsXy) = {
A partir de esta formula se puede encontrar la covarianza entre X5 y Xz, la
cual resulta ser

ot si s=t=0,1,...
Cov (X5, Xy) = o
o°s st s <t.
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Observe que se puede escribir Cov (X, X;) = o?min{s,¢}. Finalmente, se
puede comprobar que el coeficiente de correlacion entre X, y X; es

p(s,t) = p(Xs, Xy) =/s/t si 1<s<t.

Ejemplo 1.2 Cuando el punto inicial es xo = 0 y el proceso de ruido {Z; :
t e Z} es tal que

P(Z=-1) = 1/2,
P(Zy=+1) = 1/2,

a la serie {X; : t = 1} dada por (1.1) se le llama caminata aleatoria simé-
trica stimple. Este proceso inicia en el valor cero y salta una unidad, hacia
arriba o hacia abajo, con idéntica probabilidad 1/2 en cada tiempo. Es cla-
ro que este proceso tiene como espacio de estados el conjunto Z.. Ademds,
pw=FE(Z)=0yo*=Var(Z,) = E(Z}) = 1. En la figura 1.3 se muestra
una trayectoria o realizacion de una caminata aleatoria simétrica simple.

Tt

T T T T T T T T T
0 W t

Figura 1.3: Trayectoria de una caminata aleatoria simétrica simple.

Ejemplo 1.3 Cuando el proceso de ruido {Z; : t € Z} es WN(0,02), al
proceso {X; : t = 0} dado por (1.1) se le llama caminata aleatoria con ruido
blanco. En este caso, la caminata inicia en cualquier valor zo € R y tiene
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como espacio de estados el conjunto de niumeros reales R. En la figura 1.4
se muestra una trayectoria de este tipo de caminata aleatoria.

Tt
o 4
T T T T T T /T\ T /T\ T
0 \/ \/l \ t

Figura 1.4: Trayectoria de una caminata aleatoria con ruido blanco.

1.2. Funciones basicas

Definiremos ahora algunas funciones que son de utilidad y que aparecen con
frecuencia en el andlisis de las series de tiempo.

Funciéon media

Definicién 1.5 Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo con esperanza
finita. La funcion media es

ts u(t) = B(Xy), teZ.

Es decir, para cada tiempo entero t, podemos calcular la esperanza de la
variable aleatoria Xy, suponiendo su existencia, y obtener una funcién de-
terminista que indica el comportamiento promedio de la serie al paso del
tiempo. Cuando sea conveniente, al valor E(X;) lo denotaremos también
como iy o u(t). Esta cantidad es un ntimero real que puede ser positivo,
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negativo o cero. La grafica de la funcién media indicaréd la tendencia de la
serie de tiempo.

Ejemplo 1.4 Para el proceso de ruido {Z; : t € Z} con media p y varianza
o2, la funcién media es constante E(Z;) = u, mientras que para la caminata
aleatoria definida en (1.1), su media es la funcion lineal E(Xy) = xo + ut.

Para una realizacién z1,...,z, de una serie de tiempo, se define la me-
dia muestral como el nimero & que aparece a continuacién. Note que esta
cantidad es constante y depende del ntimero de observaciones.

1 n
fzﬁzm. (1.2)
=1
Funcion varianza

Definicién 1.6 Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo con varianza finita.
La funcion varianza es

t— Var(X;), teZ.

Denotaremos a esta funcién por 0% (), la cual es una funcién determinista
que nunca toma un valor negativo. Para una realizaciéon z1,...,z, de una
serie de tiempo se define la varianza muestral como el nimero no negativo

var(x) = % Z (z; — )2 (1.3)
i=1

Noétese que esta varianza muestral difiere de la varianza muestral insesgada

cuando se divide la suma entre n — 1 y las observaciones provienen de una
muestra de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.

Funcion de autocovarianza

Mas generalmente, para el caso de variables aleatorias se puede definir la
funcién de covarianza de una serie de tiempo de la siguiente forma.
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Definicién 1.7 Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo con seqgundo mo-
mento finito. La funcion de autocovarianza es

(s,t) = y(s,t) = Cov(Xg, Xy)
= FE[(Xs—ps)(Xe — )], s, teZ.

Se llama autocovarianza pues se estd calculando la covarianza de cada va-
riable de la serie con las otras variables de la misma serie. También se usan
las letras ACVF (autocovariance function) para referirse a esta funcién.
Recordemos que la covarianza se puede calcular mediante la férmula

v(s,t) = Cov (X5, Xt) = E(X:Xy) — E(X5)E(Xy).

Es conveniente recordar también que este nimero puede ser positivo, ne-
gativo o nulo, y representa una medida de la dependencia lineal entre
dos variables aleatorias. Observe que se cumple la propiedad de simetria
~v(s,t) = 7(t,s). Cuando se toma s = t, se obtiene la funcién varianza, es
decir,

Y(t,t) = Var(X;) = E(X7) — E*(Xy).

En el caso de tener la realizacion x1, ..., x, de una serie de tiempo, se define
la autocovarianza muestral como la funcién

T covg(T) = cov| (x1,...,Zn—1), (T147)---,Tn) |
1 n—rt
= Z (xr — T) (X447 — T),
n—r
t=1
paraT =0,1,...,n—1. Observe que la autocovarianza muestral compara el
vector (r1,...,%n—r) con el vector (X14r,...,x,). Los dos vectores tienen

la misma longitud y el segundo tiene un desplazamiento de 7 unidades
adelante. Los posibles valores de 7 hacen que esta comparacién sea posible.
Cuando 7 = 0 se recupera la varianza del vector completo, es decir,

($i — i‘)2.
1

SRS

cov,(0) = var(x) = '

n
1=
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Autocovarianza bajo una hipétesis adicional

En particular, nos interesara calcular ~(t,t + 7), en donde 7 € Z es un
desfase o diferencia en el valor de los subindices de las variables. Cuando
esta cantidad no depende de ¢, a la autocovarianza se le denota, mas
brevemente, por v(7). Observe que se usa la misma letra « para la funcion,
pero ahora con un tnico argumento. Bajo la hipétesis senalada tenemos
entonces la funcién 7 — (1) = Cov (X3, X¢41).

En particular, v(0) = Var(X;). Esto indica que la varianza de la serie de
tiempo es constante. Ademds, se puede comprobar que la autocovarianza
es una funcién par, es decir, v(7) = 7(—7). Por lo tanto, es suficiente
especificar los valores de esta funcién para 7 = 0. Asi lo haremos en lo
sucesivo: sélo indicaremos los valores de «(7), para 7 > 0. Reiteramos que
esto es posible sélo en situaciones en las que se cumpla la hipdtesis de que
v(t,t + 7) no depende de t.

Funcion de autocorrelacion

A continuacién se define la funcién de autocorrelacién para una serie de
tiempo.

Definicién 1.8 Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo con seqgundo mo-

mento finito. La funcion de autocorrelacion es
Cov (XS, Xt)

v/ Var(X;) Var(X;)’

(8 t) Hp(X&Xt) S,tGZ.

Esta funcion se llama de autocorrelacién, pues representa la correlacién
de cada variable de la serie con las otras variables de la misma serie. Por
brevedad escribiremos p(s,t) en lugar de p(Xs, X;). Como la autocova-
rianza es una funcién simétrica, también la autocorrelacion lo es, esto es,
p(s,t) = p(t,s). Cuando se toma s = t se obtiene la identidad conocida
p(t,t) = 1. Se cumple también la identidad general —1 < p(s,t) < 1.
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En el caso de tener una realizacién zi,...,x, de una serie de tiempo,
se puede definir una funcién de autocorrelacién muestral denotada por
r(7). Regresaremos a esta funcién en la seccién 1.5 cuando definamos el
correlograma.

Definicion 1.9 La funcion de autocorrelacion muestral de una coleccion
de observaciones x1,...,%y €S

1 n—r
- (21 — @) (@147 — )
T () = t1=1n ., 7=0,1,...,n—1. (14)
- D iae — z)?
t=1

En analogia con (1.5), se cumple que

r(r) = cov,(T) _ covx(r)’ =0l L.
var(z)  covg(0)

A esta funcion se le refiere como funciéon ACEF muestral.

Autocorrelacion bajo una hipétesis adicional

Como en el caso de la autocovarianza, nos interesara calcular p(t,t + 7),
para cada 7 € Z. En los casos donde esta cantidad no depende de t, a
la autocorrelacién se le denota, méas brevemente, por p(7). Nuevamente se
usa la misma letra, pero ahora con un solo argumento. En esta situacién,
tenemos la funcién

_ Cov (X¢, Xeyr)  v(7)

T — p(1) = Var(X,) = 70 (1.5)

A esta funcién se le denota también por las letras ACF del término en
inglés autocorrelation function. La expresion (1.5) es la funcién ACF para
un modelo teérico {X; : t € Z}.
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A partir de lo anterior y de las propiedades del coeficiente de correlacion, es
inmediato comprobar que p(0) = 1y que —1 < p(7) < 1. Bajo la hipétesis
indicada, como la autocovarianza es una funcién par, también la autocorre-
lacién lo es, es decir, p(7) = p(—7). Por lo tanto, seré suficiente especificar
los valores de esta funcién para 7 > 0. Asi lo haremos en lo sucesivo: sélo
indicaremos los valores de p(7), para 7 = 0. Esto tiene sentido sélo en si-
tuaciones en las que se cumpla la hipdtesis de que p(t,t+7) no depende de t.

1.3. Operadores

En esta seccién se definen algunos operadores que se aplican sobre los ele-
mentos de una serie de tiempo. Estas transformaciones toman una variable
de la serie de tiempo y producen como resultado otra variable aleatoria,
obteniendo asi una nueva serie de tiempo.

Operador retraso

Este es un operador que toma una variable de una serie de tiempo y la
lleva a otra variable de la misma serie pero algunas unidades de tiempo atras.

Definicién 1.10 Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo y sea k € Z. El
operador retraso de k tiempos es

B*X, = X, s, teZ.

En particular, B' Xy = BX; = X;_1 y B°X; = X;.

La letra B proviene del término en inglés back, que en este contexto se
puede traducir como el verbo regresar. Esta es una forma conveniente de
recordar la operaciéon que se estd efectuando. Se debe observar también
la conveniencia de considerar que el espacio de tiempo es Z, pues de este
modo no hay problema alguno en aplicar el operador retraso a cualquier
variable de la serie de tiempo. En particular, observemos que B es el
operador identidad y que, cuando k es un entero negativo, X;_p es la
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variable aleatoria X; con —k > 0 unidades de tiempo hacia adelante.

A continuacién enunciamos algunas propiedades elementales del operador
retraso. Para mayor claridad, en algunos casos Se usan paréntesis:

IB"'BXt:BkXt:Xt,k, k?O
—

k veces
» BFX, = Xiph.
» B7'BX, = B'X, = X,.
» B(aX;+b)=aB(X;)+b, a,bconstantes, (linealidad).
» B(c) =¢, c constante.
= B"B"X; = B"""X, = X;_p_m, n,meZ
» (aB"+bB™) (X +Y;) =aXi—p + Xy + aYi—p + 0,

en donde a y b son constantes.

Las identidades anteriores no son dificiles de verificar, su demostracién se
deja como ejercicio. A partir del operador retraso se puede construir el
siguiente operador.

Definicion 1.11 Sean ag,aq,...,ar nimeros reales, en donde k > 1 es
un entero y ai # 0. Un polinomio de retrasos de orden k es un operador
de la forma

p(B) = ag + a1B + agB? + - - - + a;,B". (1.6)

Por ejemplo, al aplicar el polinomio de retrasos (1.6) a la variable X; de una
serie de tiempo, se obtiene la variable aleatoria

p(B)X; = (ao+a1B+ayB?+---+ ;B X,
= qo Xt +a1 X1+ asXi o+ -+ apXi—g.



1.3. OPERADORES 21

De esta manera, si {X; : t € Z} es una serie de tiempo, entonces la nueva
serie de tiempo es {p(B)X; : t € Z}. Observe que se necesita que la serie
original esté definida para todo tiempo t € Z, de tal modo que se pue-
da considerar cualquier retraso en todo momento. Para los polinomios de
retraso (1.6) se cumplen las reglas usuales de las operaciones algebraicas
de suma y producto de polinomios considerando que el operador B es una
variable real susceptible de ser elevada a cualquier potencia entera.

Operador diferencia

Un ejemplo de un polinomio de retraso estd dado por la expresién
p(B) = 1 — B*, para algtin k > 0 entero. Esto lleva a definir el siguiente
operador.

Definicién 1.12 Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo y sea k = 0 un
entero. Se define el operador

ViX; = (1-BMX, = X, — X, telZ.

El siguiente operador es otro caso particular de un polinomio de retraso
que nos serd de utilidad.

Definicién 1.13 Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo y sea k = 0 un
entero. El operador diferencia de orden k es

V*X; = (1-B)tX;, teZ. (1.7)
Al operador V¥ también se le llama la k-ésima diferencia, y este mismo
nombre adquiere la nueva serie asi definida,
Y, :=VFX,, teZ.

Es decir, {Y; : t € Z} es la k-ésima diferencia de la serie {X; : t € Z}. Debe
tenerse cuidado en no confundir el operador diferencia V¥ con el operador
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antes definido V. El operador V¥, al que se le ha designado como operador
diferencia, se usard con mayor frecuencia, y como una regla de nemotecnia
el pardametro k colocado como exponente indica que el binomio (1 — B) se
eleva a la potencia k.

Para comprender mejor la definicién del operador diferencia, a continuacién
se muestran explicitamente los operadores V?, V! y V2 como polinomios
de retrasos.

= El operador V? es la diferencia cero y resulta ser la identidad, pues
VX, = (1-B)'X; = X;, teZ.
» El operador V! es la primera diferencia y es

ViX,;,=1-B)'X;=X;-BX; =X; — X;_1, teZ

» El operador V2 es la segunda diferencia y es

V23X,

(1 - B)%X,

= (1-B)(1-B)X;

= (1-B)(Xi— Xi—1)

X; —2Xy1 + X9, telZ.

En el caso general, se puede desarrollar el término (1—B)* usando el teorema
del binomio y obtener la siguiente expresién para la k-ésima diferencia de
una serie de tiempo:

VX, =

E
=

Il

P =
N\
S~
\/

Q

5

<.
II
o

I
=
-
\/
Q
E<
d

<.
Il
o

I
N\
(=S

> < >Xt Lt <:)(_1)kXt—k, teZ.
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Més adelante veremos que la serie diferenciada Y; := V*X, puede adquirir
ciertas caracteristicas que la serie original no posee. En algunos casos
también podremos escribir el operador inverso de V*.

En la Tabla 1.1 se muestra un resumen de los operadores definidos. En la
secciéon de ejercicios se pide demostrar algunas propiedades generales de
estos operadores.

Nombre Operador
Retraso de 1 tiempo BX; = X1

Retraso de k tiempos BFX, = X4
Diferencia de retraso k Vi X; = (1 — B¥)X; = X; — X _»

k
k .
Diferencia de orden & VFX; = (1 — B)kX, = Z ( > (1) X¢—;
=0

Tabla 1.1: Operadores.

En ocasiones aplicaremos estos operadores a los valores numéricos de una
serie de tiempo, asi por ejemplo, si x; es el valor de una serie al tiempo
t (o una funcién de t), cuando sea posible podremos escribir los términos
numéricos Bx; = 241, B*xy = x4y, Viry = (1 — B zy = 24 — 24y,
y VFz; = (1 — B)*z;. Ademés, cuando estos operadores se aplican a una
constante ¢, se debe entender que ¢ representa una serie o funcién del tiempo
que es constante.

1.4. Estacionariedad

La estacionariedad es una propiedad importante de algunas series de tiem-
po. Esta caracteristica limita la aleatoriedad en la evolucién de la serie en
el tiempo, y esto ayuda a que el modelo matemético que se utilice para
representarla sea més simple. Algunos célculos sélo se pueden efectuar ba-
jo la hipotesis de estacionariedad. En esta seccién se revisan dos tipos de
estacionariedad para series de tiempo.
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Estacionariedad estricta

Definicién 1.14 Una serie de tiempo {X; : t € Z} es estrictamente
estacionaria st para cualesquiera numeros enteros k = 1 y 7 € 7, se
cumple que
d
(X1, Xi) = (Xigry ooy Xpir). (1.8)

La identidad anterior establece que los dos vectores aleatorios indicados
tienen la misma distribuciéon de probabilidad. Esta propiedad también se
puede denotar de la siguiente forma:

(X1, Xi) ~ (Xiars o Xir):

La estacionariedad estricta, llamada también estacionariedad fuerte, signi-
fica que al trasladar 7 unidades de tiempo, hacia adelante o hacia atrés, los
subindices del vector aleatorio (X7, ..., X%), la distribucién del vector no
cambia, es decir, su distribucién permanece estacionaria en el tiempo. De
esta manera, cuando se dice que una serie es estacionaria, significa que sus
distribuciones finito-dimensionales son estacionarias en el tiempo.

Ejemplo 1.5 Facilmente se puede comprobar que el proceso de ruido {Z; :
t € Z} definido en la pigina 10 es estrictamente estacionario. Por otro lado,
la caminata aleatoria definida en (1.1) no es estrictamente estacionaria. =

En particular, observemos que todas las variables aleatorias de una serie
de tiempo estrictamente estacionaria tienen la misma distribucién, es decir,
X1 ~ X9 ~ X3 ~ --- Esto se obtiene de (1.8) tomando k = 1 y haciendo
variar 7 = 0. También se cumple la idéntica distribuciéon para los vectores
aleatorios bidimensionales (X7, Xs) ~ (Xo,X3) ~ (X3,X4) ~ ---, y asi
sucesivamente. Mas generalmente, se puede demostrar que la condicién (1.8)
es equivalente a

(Xt17"'7th) i (Xt1+7'7"'7th+7’)7 (19)

para cualesquiera tiempos t; < -+ < tp y 7 € Z. Como se puede ver, el
concepto de estacionariedad estricta impone condiciones muy fuertes sobre
un proceso estocastico.
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Estacionariedad débil

Una condicién de estacionariedad menos fuerte que la estacionariedad
estricta es la que se expone a continuacion.

Definicién 1.15 Una serie de tiempo {X; : t € Z} es débilmente esta-
ctonaria si satisface las siguientes dos condiciones:

1. La funcion media p(t) es constante, es decir, no depende de t.

2. La funcion de autocovarianza y(t,t + 7) no depende de t.

De manera implicita, en la definicién anterior estamos suponiendo que toda
serie de tiempo débilmente estacionaria posee media y covarianza finitas.
A la estacionariedad débil se le llama también estacionariedad de segundo
orden. La estacionariedad débil es el tipo de estacionariedad al que nos re-
feriremos con mayor frecuencia, de modo que para hacer el lenguaje escrito
mas corto, diremos simplemente que una serie es estacionaria para indicar
que es estacionaria en el sentido débil. Utilizaremos la expresién completa
cuando deseemos hacer énfasis en el sentido débil de la estacionariedad
o cuando estemos analizando los dos tipos de estacionariedad al mismo
tiempo.

Notacion. En vista de la definicién 1.15, conviene aqui reiterar la notacién
que se establecié en la seccién 1.2 para la funciéon de autocovarianza de una
serie que satisface cierta hipdtesis adicional que ahora podemos identificar
como consecuencia de la propiedad de estacionariedad: puesto que la funcién
covarianza 7 — 7(t,t + 7) no depende del pardmetro ¢ para una serie de
tiempo estacionaria, a esta funcién se le denota por y(7), es decir,

Y(1) :=v(t,t + 1) = Cov (X, Xpiyr)-

Observe que se trata del mismo nombre de la funciéon v pero se escribe sélo
como funcién de la variable 7 de la que depende. En particular, recordemos
que v(0) = Var(X;) para toda t € Z. En consecuencia, toda serie de
tiempo estacionaria cumple que, tanto la funcién media p(t) = E(Xy),
como la funcién varianza Var(X;), son constantes en el tiempo. El siguiente
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resultado establece la relacion entre los dos conceptos de estacionariedad
que hemos definido.

Proposicion 1.1 Suponiendo segundo momento finito, la estacionarie-
dad estricta en una serie de tiempo implica su estacionariedad débil.

Demostracion. Por la estacionariedad estricta, para cualquier ¢ € Z,
X; ~ Xi4r, en donde 7 = 0 es cualquier entero. Por lo tanto, E(X;) =
E(Xi47). Es decir, la funcién media pu(t) es constante. Esta constante la
denotaremos por la letra p. Esto demuestra la primera parte de lo requerido.
Nuevamente, por la estacionariedad estricta, se cumple que (X, Xyyr) ~
(X1, X14++), para cualesquiera t € Z y 7 = 0. Por lo tanto,

’Y(t,t*l—T) = COV(XhXtJrT)
= B(Xi Xiyr) — BE(Xt) BE(Xi4r)
= B(X1X14,) — 12

Es decir, la funcién de autocovarianza (t,t + 7) no depende de t. .

Estacionariedad
estricta

Estacionariedad débil

Figura 1.5: Relacién entre la estacionariedad estricta y débil.

La relacion recién demostrada se puede representar mediante el diagra-
ma que aparece en la figura 1.5. Todo punto dentro de la regiéon mas
pequenia representa una serie de tiempo estrictamente estacionaria, ese
punto pertenece a la regién més grande y la serie también es débilmente
estacionaria. El reciproco, sin embargo, no se cumple en general, es decir,



1.5. EL CORRELOGRAMA 27

la estacionariedad débil no implica la estacionariedad estricta. Véase el
ejercicio 24 en la pagina 36. No obstante, existen condiciones adicionales
bajo las cuales la implicacion se puede cumplir. Véanse los ejercicios 24 y 25.

1.5. El correlograma

Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo estacionaria. La funcién de autoco-
rrelacion p(7) estd dada por la expresion (1.5) y estd definida para valores
de 7 en Z. Esta funcién indica la correlacién o grado de dependencia lineal
entre las variables aleatorias X; y Xy, .. Debido a la propiedad de estacio-
nariedad, esta funcién no depende realmente del valor de ¢, sélo depende del
desfase de tiempo 7 en el subindice de las variables. A los valores 7 también
se les llama rezagos (o lags, por su término en inglés).

= Recordemos que, para series estacionarias, la funcién de autocorrela-
ci6n p(7) se puede escribir en términos de la funcién de autocovarianza
~(7) de la siguiente manera

_ Cov (Xta Xt+7') 7(7—)

PN = =Ny a0 TEE

= Para el caso de observaciones x1, ..., x,, la funcién de autocorrelacion
muestral r(7) se define como aparece en (1.4) y se cumple que

cove(T)  covg(T)

r(r) =

= =0,1,....,n—1.
cov,(0)  var(z)’ TR hen

Definicion 1.16

= Se le llama correlograma a la grifica de la funcion de autocorrela-
cion p(T).

m Se le llama correlograma muestral a la grdfica de la funcion de
autocorrelacion muestral (7).
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Por brevedad, a las graficas de p(7) o de r(7) se les llama simplemente
correlograma. Recordemos que a ambas funciones se les llama funcién ACF
(autocorrelation function), la primera tedrica, la segunda muestral. Asi que,
sin distinguir si se trata de la situacién tedrica o de la situacién muestral,
también podemos decir que el correlograma es la grafica de la funcién ACF.

Los distintos modelos tedricos para la serie de tiempo {X; : ¢t € Z} produci-
ran distintos correlogramas. Como un ejemplo, en la figura 1.6 se muestra
un correlograma de un modelo que no se ha especificado. La funcién p(7)
toma valores en el intervalo [—1, 1] y en la grafica mostrada se han unido los
valores con lineas rectas para una mejor visualizacién del comportamiento
de la funcién. Observe ademés que la grafica puede extenderse hacia la
parte negativa del eje horizontal reflejando la trayectoria respecto del eje
vertical, pues la correlacién es una funcién par, es decir, p(7) = p(—7),
TEeZ.

p(7)
]_4

1 2 3 M 5/6 7\ 9 10 11 T

Figura 1.6: Correlograma de una serie de tiempo.

La grafica de la autocorrelacién muestral 7 — r(7) es un elemento
importante en el andlisis de las series de tiempo. La idea es comparar sus
caracteristicas con las de una funcién de autocorrelacién teérica 7 — p(7)
para los distintos modelos que se estudian mas adelante. Cuando se presente
alguna semejanza entre estas dos funciones, tendremos elementos para
argumentar que el modelo tedrico es un posible candidato para representar
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a la serie observada.

En la seccion 2.5 del siguiente capitulo se somenta sobre la interpretacién
del correlograma.

1.6. Ejercicios

Dos modelos elementales

1. Sea {Z; : t € Z} un proceso de ruido con media u y varianza o2.

Demuestre que:

o+ p? sios=t,

a) E(ZsZy) :{ ,

w si s #t.
0% si s=t,
b) Cov(Zs, Z) :{ 0 si s#t

2. Sea {X;:t=0,1,...} una caminata aleatoria definida como en (1.1),

es decir,
XtIXt_l—f—Zt, t:1,2,

con Xo =1z y en donde {Z; : t =1,2,...} es un proceso de ruido con
media p y varianza 2. Demuestre que:

a) E(Xt) = xo + pt.

b) Var(X;) = o?t.
o2t + (zo + ut)? si s=t=0,1,...
02s + (zo + ps)(ro + pt) si s <t.

¢) BE(X,X;) = {

2 .
ot si s=1t=0,1,...
d) (s,t) = Cov (X, Xy) = { 5 . Y
s sl s<t.
e) p(s,t) =p(Xs, Xy) =4/s/t si 1<s<t
Usando la notacién min{s,t} = s A t y max{s,t} = s v t, observe que
se puede escribir:

¢) B(Xs X)) =02 (snt)+[zo+p-(snt)][wo+pu-(svi)]
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d) v(s,t) = Cov (Xs, Xy) 2. (s At).

e) p(s,t) = p(Xs, Xy) = “(sAat), s-t#0.

~

Funciones basicas

3. Funcion media.

Sea z1,...,T, una serie de tiempo observada. Demuestre que:
n
a) E(acl —z)=0
i=1

4. Funcion media.
Sean x1,...,%Zn ¥ Y1,--.,Yn dos series de tiempo observadas. Defina
la nueva serie z; = ax; + by; parat = 1,...,n, en donde a y b son dos
constantes. Demuestre que z = ax + by.

5. Propiedades de la funcion varianza.

Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo con funcién media p; y con
segundo momento finito. Sea ¢ una constante. A partir de la definicién
Var(X;) := E(X; — u)? y usando las propiedades de la esperanza,
demuestre las siguientes propiedades de la varianza:

e) Var(X;) = E(X?) —
f) En general, Var(X; + Xt) # Var(X,) + Var(Xy).

a) Var(X;) = 0.

b) Var(c) = 0.

¢) Var(c X;) = ¢ Var(X;).
d) Var(Xﬁ—c) Va (Xt).
)

)

6. Propiedades de la funcion de autocovarianza.

Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo con funcién media u; y con
segundo momento finito. Sea ¢ una constante. A partir de la definicién

V(s,t) = Cov(Xs, Xy) i= E(Xs = p1s)(Xy — )],
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y usando las propiedades de la esperanza y la varianza, demuestre las
siguientes propiedades de la funcién de autocovarianza:

S

v(s,t) = E(XsX¢) — pis e
v(s:t) = ().
v(t,t) = Var(Xt)

b

c

S8

t
Cov(e, Xy) =

Cov(ch,Xt) = c*y(s t).

Cov(Xs + ¢, Xt) = (s, 1).

g) Cov(Xs + X¢, Xy) = (s, u) +v(t,u).

h) Si X,y X; son independientes, entonces (s,t) = 0.

)

~

)
)
)
)
)
)
)
)
)

i) En general, y(s,t) =0 =~ X, y X; son independientes.

7. Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo tal que E(X;) = —1, E(X2) =4
y E(X; X2) = 2. Encuentre:

a) Cov(
b) Cov(2X1, X - 1).

c) Cov(Xy +4, Xy —1).

d) Cov(2X; —3X2,6X; + 3X2).

\

ov

8. Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo con segundo momento finito.
Sean aqi,...,an,b1,...,b, constantes. Demuestre que

m

cov(zn] a; X, i bjXs,) = i Z ibjCov(Xt,, Xs, ),
i=1 j=1

para cualesquiera tiempos ti,...,ts, S1,.-.,8m € Z, n,m = 1 enteros.
Obtenga también el caso particular

n 1—1

Var(i a; Xy,;) Z a; 2Var (Xy,) +2 Z Z a;a;Cov(Xy,, X,).

=1 =1 1=2j=1

9. Propiedades de la funcién de autocorrelacion.
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10.

11.

12.
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Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo con funcién media p; y con

segundo momento finito. Sea ¢ una constante. A partir de la definicién
Cov (X5, Xt)

v/ Var(X;) Var(X;)’

p(s,t) = p(Xs, Xy) =

y usando las propiedades de la esperanza y la covarianza, demuestre
las siguientes propiedades de la funcién de autocorrelacion.

a) p(s,t) = p(t,s).
(t,t) = 1.
(cXs, Xt) = signo(c) - p(s,t), ¢ # 0.

b) p
c) p
d) p(Xs+c, X¢) = p(s,t).

e) En general, p(Xs + X¢, Xyy) # p(s,u) + p(t, u).

f) Si Xs y X; son independientes, entonces p(s,t) = 0.

g) En general, p(s,t) =0 =~ X, y X; son independientes.

Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo tal que F(X;) =0, Var(X;) =
E(X3) =0, Var(X3) = 8 y Cov(X1, X2) = 2. Encuentre:

La funcién de autocorrelacién de una caminata aleatoria {X; : t =
0,1,...}, definida como en (1.1), es

p(s,t) =p(Xs, Xy) =/s/t si 1<s<t.

a) Para t = 10 fijo, grafique la funcién p(s, 10) para s = 1,..., 10.
Interprete la grafica.

b) Para s = 10 fijo, grafique la funcién p(10,t) para t = 10, 11,... .
Interprete la grafica.

Stmulacion de una caminata aleatoria.

Mediante un programa de cémputo obtenga 100 valores al azar
21, .., 2100 de la distribucién N(0, 1).
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a) Asigne un valor a ¢ y calcule los valores sucesivos z; = x4—1 + 2
parat=1,...,100.

b) Grafique la trayectoria {x; : t = 0,1,...,100}.

c) Interprete la grafica en términos de los resultados teéricos

E(Xt) =20y Var(Xt) =

13. Transformacion lineal de las funciones bdsicas.

Sea x1,...,T, una serie de tiempo observada, y sean a y b dos cons-
tantes. Defina la serie y; = ax; + b para ¢ = 1,...,n. Demuestre que:
a) y=ax+b

Operadores

14. Propiedades del operador retraso BF.

Sean {X; : t € Z} y {X; : t € Z} dos series de tiempo. Sean k,n,m € Z
v a, b, c constantes reales. Demuestre que:

a) B*X, = X; 4.
b) B~'BX; = X;.
c) Bk(aXt +b) = a B*(Xy) + 0.
d) B*(c) =
e) B"B"X; = B"""X; = Xy _pn_m.
f) B¥(X; +Y;) = B*X, + B*Y,.
g) (aB™+bB™)(X;) = aB"(X;) +bB™(X,).

15. Propiedades del operador V.

Sean {X; : t € Z} y {X; : t € Z} dos series de tiempo. Sea k > 0 un
entero y sean a y ¢ dos constantes reales. Demuestre que:

0) Vo(X)) = 0.
b) Vi(a) =
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¢) Vi(aXy) = aVi(Xy).
d) Vk(Xt + C) = Vi X;.
6) Vk(Xt + Y;j) = Vi Xy + Vi Y,
16. Propiedades del operador diferencia V.

Sean {X; : t € Z} y {X; : t € Z} dos series de tiempo. Sea k > 0 un
entero, y sean a y ¢ dos constantes reales. Demuestre que:
a si k=0,

2 vk(a):{o si k=12

b) VF(aX,) =aVF*(X,).
Xi+c si k=0
VA X +¢) = ’
o) ViXi+o) {V’“Xt si k=1,2,...
d) VF(X, +Y;) = VX, + VFY,.

17. Sean n = 0 y m = 0 enteros. Diga falso o verdadero.

V% =1. (Operador identidad)
Vo = 1.

vi=v,.

V2 = Vs.

a)
)
)
)
) Vi + Vin = Viim.
)
)
)

QU o o

@

ARSI v

VnXten + Vo, Xt = 0.

VtP=Vy---Vi, n=1.
NI

n Veces

—

S @

18. Eliminacion de la tendencia por diferenciacion.

Sea {X; :t=1,2,...} una serie de tiempo de la forma
thmt—i—Zt, tGZ,

en donde my es una funcién determinista de ¢ (este es el componente de
tendencia) y {Z; : t € Z} es un proceso de ruido (este es el componente
aleatorio). Demuestre que:
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a) Si my = ag + ait, entonces Y; := VX; = a1 + VZ; para t > 2.
Es decir, el operador V elimina la tendencia lineal de la serie.
Observe que la serie diferenciada {Y;} empieza a partir de ¢ = 2.

b) Simy = ap+ art+ agtz, entonces Y; := V2X,; = 2ay + V227, para
t > 3. Es decir, el operador V? elimina la tendencia cuadrética de
la serie. Observe que la serie diferenciada {Y;} empieza a partir

det=3.

Més generalmente, se puede demostrar que si m; = ag+ait+---+ait®,
entonces
VEX, = kKlag +V¥Z,, para t > k.

Es decir, el operador V* elimina la tendencia polinomial de grado k
de la serie.

Estacionariedad

19.

20.

21.

22.

Demuestre que el proceso de ruido {Z; : t € Z} definido en la pagina 10
es estrictamente estacionario.

Demuestre que toda serie de tiempo conformada por variables aleato-
rias independientes y con idéntica distribucién es estrictamente esta-
cionaria.

Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo estrictamente estacionaria. Diga
falso o verdadero:

a) Las variables X, Xy, ... tienen la misma distribucién.
b) Las variables X, X»,... son independientes.

Sea {X; :€ Z} una serie de tiempo estrictamente estacionaria. De-

muestre que
(X1, X3) ~ (X2, X4).

Un procedimiento similar se puede usar para demostrar que la condi-
cién (1.8) que aparece en la definicién de serie de tiempo estacionaria
es equivalente a la siguiente afirmacién aparentemente mas general:
para cualesquiera tiempos t1 < --- < itp y 7 € Z,

(Xt ath) ~ (Xt 7th+7‘)'
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23.

24.

25.

26.
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Paridad.

Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo tal que su funcién de autocova-
rianza 7 — y(7) = Cov (X¢, X;4,) no depende de ¢. Este es el caso de
las series estacionarias. Demuestre que:

a) v(7) es una funcién par, es decir, v(7) = y(—7), T € Z.

b) p(7) es una funcién par, es decir, p(7) = p(—7), 7 € Z.

Estacionariedad débil no implica estacionariedad estricta.

Sea {Z; : t € Z} un proceso de ruido blanco WN(0, 1), es decir, las
variables Z; son independientes con idéntica distribucién N(0, 1). Para
cada t € Z defina

Z si t es par,
- (Z} { —1)/\/2 sites impar,

Demuestre que la serie {X; : t € Z} es débilmente estacionaria pero
no es estacionaria en el sentido estricto.

Caso particular cuando la estacionariedad débil implica la estaciona-
riedad estricta.

Sea {X; :t =1,2,...} una serie de tiempo débilmente estacionaria con
distribucién gausiana, es decir, el vector aleatorio (X7, ..., Xy) tiene
una distribuciéon normal multivariada para cada k € IN. Demuestre que
la serie es estacionaria en el sentido estricto.

Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo estacionaria.

a) Demuestre que la funcién de autocovarianza (1) es una funcién
par, es decir, v(7) = v(—7), para cualquier 7 € Z.

b) Sean T,...,T, € Z tiempos distintos. Demuestre que la matriz
(v(i — 75)) es positiva semidefinida, es decir, para cualesquiera
nimeros reales aq,...,a, se cumple

ZZaaj'y —715)=0.

i=1 j=1
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27. La caminata aleatoria no es una serie estactonaria.
Considere la caminata aleatoria {X; : ¢ = 0,1,...} que inicia en
Xop = 0 y que esta dada por X; = Xy 1+ Z;, parat = 1,2,..., en
donde {Z; : t = 1,2,...} es un proceso estocéstico tal que:
b) Var(Z;) = o2
c) Cov(Zs,Z;) =0, para s #t.
Demuestre que la serie {X; : t = 1,2,...} no es estacionaria pero la
serie de diferencias VX; = X; — X;_1 es estrictamente estacionaria.
28. Transformacion lineal de una serie estacionaria.

Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo estacionaria con funcién media
pux (t) y funcién de autocovarianza vx (7). Defina la serie Y; = aX; +e¢,
para t € Z, en donde a # 0 y c son dos constantes.

a) Encuentre py (t) en términos de px ().

b) Encuentre Cov (Y;, Yi4,) en términos de yx (7).

¢) Compruebe que {Y; : t € Z} es estacionaria.

En particular, las series de tiempo {—X; : t € Z} y {Xy + ¢ : t € Z}
son estacionarias.

29. Suma de series estacionarias.

Sean {X; : t € Z} y {Y; : t € Z} dos series de tiempo estacionarias.
Suponga que las series son independientes, aunque de manera menos
restrictiva se puede suponer solamente que las series no estan correla-
cionadas. Demuestre que la serie {X; + Y} : t € Z} es estacionaria.

El correlograma

30. Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo compuesta por variables aleato-
rias independientes con varianza finita. Demuestre que la funcién de

autocorrelacién esS
1 si 7=0,
p(T) =

0 si 7#0.
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31. Sea z1,...,7, una serie de tiempo de datos colineales, es decir, z; =
at+0b, parat =1,...,n,en donde a # 0y b son constantes. Demuestre
que la funcién de autocorrelacion muestral es

ro(t) =1, para 7=0,1,...,n—1.

32. Considere la siguiente serie de tiempo:

xr1 =3.7 Ty = 8.2 Ty =12 x19 = 17
Tro = 5 xIrs = 9.5 rg = 14 Tr11 = 18
$3=6 $6=11 $9=16 :B12=20

a) Elabore una grafica de la serie.

b) Muestre el correlograma de la serie.

33. Elabore un programa de computo que genere de manera independiente
50 valores al azar x1,...,xs50 de la distribucién unif(—1,1). Grafique
la serie obtenida y muestre el correlograma.



Capitulo 2

Tendencia y estacionalidad

Nuestro objetivo en este capitulo es estudiar algunos elementos que caracte-
rizan el comportamiento de una serie de tiempo observada. Estos elementos
ayudan a la identificaciéon y propuesta de los distintos modelos tedricos.
Una hipotesis comtn consiste en que el comportamiento de los datos de una
serie de tiempo es resultado de una combinacién de los siguientes cuatro
componentes:

= La tendencia.

= El componente ciclico.

= El componente estacional.
= El componente irregular.

En las siguientes secciones se definen estos componentes y se explica su
relacion con el concepto de estacionariedad.

2.1. Graficas con respecto al tiempo

Con el objetivo de visualizar el comportamiento y caracteristicas de una
serie de tiempo, las gréificas de sus trayectorias se vuelven indispensables.
En esta seccién se describen los elementos més importantes de estas grafi-
cas. Ademads, se estudian los principales componentes que las caracterizan.
Lo anterior se complementa con algunos ejemplos de como se observan las

39
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series de tiempo que son dominadas por cada uno de estos componentes.

Una forma natural de visualizar los datos que se generan periédicamente es
graficando las observaciones contra el tiempo. En estas graficas es comun
unir las observaciones consecutivas con lineas para visualizar el comporta-
miento de los datos en forma de una trayectoria. Ademas, se intentan iden-
tificar ciertas caracteristicas o regularidades que determinan algin patrén o
relacién entre los datos; tales elementos nos ayudaran a proponer modelos
utiles para replicar su comportamiento. Aunque las graficas no son la tnica
herramienta que se utiliza para proponer un modelo, si es la mejor forma
para identificar visualmente los componentes y elementos que caracterizan
a una serie de tiempo. Algunos patrones presentes en el comportamiento de
las series de tiempo se enuncian a continuacion.

= La tendencia

Este es el componente de largo plazo que representa el crecimiento o
disminucién en los valores de la serie cuando se observa globalmente
sobre un periodo amplio de tiempo. En las figuras 2.1 y 2.2 se ob-
servan algunos ejemplos graficos de tendencia lineal creciente, lineal
decreciente, constante y no lineal. El indice de produccién industrial
de Estados Unidos en el periodo de 1950 a 2020 que se muestra en
la figura 2.3 es un ejemplo de serie de tiempo con componente de
tendencia lineal creciente.

Tendencia creciente Tendencia decreciente
Tt Tt

Figura 2.1: Tendencia lineal.
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Sin tendencia Tendencia no lineal
Tt Tt

Figura 2.2: Otros tipos de tendencia.
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Figura 2.3: Indice mensual de produccién industrial de EE.UU. tomando como
referencia el ano 2012, que equivale a 100. Fuente: Banco de la Reserva Federal de
EE.UU. Elaboracién propia.

= El componente ciclico

Este componente puede ser visto como una alteracién o desviaciéon
en forma de onda alrededor de la tendencia. Se trata de un patrén
de cambio que usualmente no se repite con una frecuencia fija. Por
ejemplo, ciertas variables econémicas y sociales fluctiian con cierto
intervalo de tiempo de acuerdo al “ciclo econémico”, mostrando
fases de expansiéon y contraccion. La figura 2.4 muestra un ejemplo
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del componente ciclico de una serie de tiempo. Observe que en esta
grafica los dos ciclos mostrados tiene la misma duracién, pero, en
general, estos ciclos pueden ser de longitud distinta, como los que
aparecen en la serie de datos reales de la figura 2.6. Cuando los ciclos
abarcan el periodo de un afio a este componente se le llama estacional.

Tt

Dos ciclos

Figura 2.4: Componente ciclico.

= El componente estacional

Consiste en un patrén de cambio que se caracteriza por ser observado
con una frecuencia fija y conocida, generalmente derivado de fen6me-
nos relacionados con un calendario, normalmente, periodos menores
a un ano. Por ejemplo, estaciones del ano, ciclo escolar, dias de la
semana, etc.

Como se ha mencionado, este patréon ocurre en intervalos de tiempo
fijo a diferencia del componente ciclico, que ocurre en intervalos de
tiempo irregulares, normalmente mas amplios y que varian de ciclo a
ciclo. Por ejemplo, la serie de tiempo de las temperaturas promedio
mensuales que se muestra en la figura 2.5 tiene un componente
estacional. Por otro lado, la serie de tiempo de la tasa de desempleo
mensual que aparece en la figura 2.6 tiene un componente ciclico.
Sin embargo, es necesario mencionar que en muchos contextos los
términos estacional y ciclico se usan de manera indistinta.



2.1. GRAFICAS CON RESPECTO AL TIEMPO 43

t
—
=~

x; : Temperatura
N
[N}

[ I I I I I I I I I I I I 1
1990 1992 1994 1996 1998 2000 2002

Tiempo

Figura 2.5: Temperatura promedio mensual en México
en grados Celsius. Fuente: Portal del clima del
Banco Mundial. Elaboracién propia.
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Figura 2.6: Tasa de desempleo mensual de EE.UU. entre 1948 y 2020.
Fuente: Federal Reserve Economic Data. Elaboracién propia.

= El componente irregular o aleatorio

Esta es la variabilidad de la serie de tiempo después de retirar las otras
componentes. Este componente es impredecible y es la consecuencia
de multiples fenémenos no controlables que inciden en el comporta-
miento de la variable en estudio. La naturaleza azarosa del fenémeno
en cuestiéon permitird en algunas ocasiones suponer caracteristicas
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especificas relacionadas con la media y la varianza de este compo-
nente. Un ejemplo de componente irregular se muestra en la figura 2.7.

Tt

Figura 2.7: Componente irregular o aleatorio.

Integraciéon de componentes

La siguiente suma llamada modelo aditivo representa una manera de com-
binar los cuatro componentes bésicos:

Xe=my+c+si+ 24y, tel,

en donde my, ¢ y s (en minusculas) son fluctuaciones deterministas
y desconocidas que representan la tendencia, el componente ciclico y
el componente estacional, respectivamente. El ltimo término, Z; (en
mayuscula), es un proceso de ruido que representa el componente irregular
o aleatorio.

Otra forma de integrar los cuatro componentes es a través de su producto,
conocido como modelo multiplicativo:

thmt-ct'st-Zt, teZ.

Sin embargo, cuando sea posible, se puede aplicar la funciéon logaritmo a
la igualdad anterior y obtener un modelo aditivo de los logaritmos de los
componentes, aunque el proceso de ruido sera diferente. También se pueden
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considerar modelos en los cuales algunos componentes se sumen y otros se
multipliquen, como en el siguiente caso

Xe=my- -84+ 2, tel.

Es importante mencionar que no todas las series presentan los cuatro
componentes mencionados. Por ejemplo, algunas series sélo presentan los
componentes de tendencia e irregularidad, o estacionalidad e irregulari-
dad. La grafica de los datos respecto al tiempo nos permite identificar
visualmente cudles son los componentes presentes en los datos de manera
preliminar y subjetiva.

2.2. Transformaciones

Supongamos que se tiene un conjunto de datos observados u obtenidos de
algin experimento. En ocasiones es necesario que estos datos tengan ciertas
caracteristicas y en algunos casos se pueden aplicar ciertas transformaciones
algebraicas a los datos con el objetivo de que adquieran las caracteristicas
deseadas. Por ejemplo, es posible que se requiera una varianza constante,
que no exista tendencia, un componente estacional constante, o bien
normalidad en la distribucién de los datos. El objetivo de esta seccién es
presentar algunas transformaciones ttiles para tales fines.

Transformacion de centralizacion

Por su simplicidad e importancia, mencionaremos primero la asi llamada
transformacion de centralizacion. Particularmente en las series de tiempo
estacionarias, es posible que la media constante F(X;) = p no sea cero. La
sencilla transformaciéon dada por Y; = X; — p produce una serie con media
E(Y;) = 0 y varianza Var(Y;) = Var(X;) = 2. Sin pérdida de generalidad,
en la mayoria de los modelos que se exponen del capitulo 3 en adelante, las
series de tiempo estacionarias que se consideran tienen como supuesto que

E(X,) = 0.
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Definicién 2.1 Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo con funcién media
ur = E(Xy), t € Z. La serie centralizada es

Y;f = Xt — [ty teZ. (21)

Siguiendo la idea anterior, cuando se tengan los valores numéricos x1, . .., Tp
de una serie de tiempo que se intente modelar como serie estacionaria,
primero se centralizan los datos restando a cada observacién la media
muestral, es decir, z; — T y el analisis para ajustar algiin modelo se hace
con la serie transformada. La definicién es entonces como se enuncia a
continuacién.

Definicion 2.2 Sea x1,...,T, una serie de tiempo con media muestral
z = (z1+---+xp)/n. La transformacion de centralizacion se define como

y=x—T, t=1,...,n. (2.2)
Se puede comprobar ficilmente que la media de la serie transformada

es cero, es decir, ¥ = 0. Los datos originales se obtienen a través de la
transformacion inversa z; = y; + &, parat =1,...,n.

Transformacién de Box-Cox!

La transformacion de Box-Cox es en realidad una coleccion de varias
transformaciones. Su definicién se muestra en el siguiente recuadro.

!George Edward Pelham Box (1919-2013), estadistico inglés.
David Roxbee Cox (1924-2022), estadistico inglés.
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Definicion 2.3 Sea z1,...,x, una serie de tiempo y sea A cualquier
numero real. La transformacion de Box-Cox de pardmetro \ se define

como \
'/L‘t - ]_ .
st A#0,
Yt = A (2.3)

In ¢ st A=0y x>0,

para valores det =1,...,n.

De esta manera, para cada valor de A se tiene una transformacion distinta.
Observe que en el primer renglén de la igualdad (2.3) cada dato z; se eleva
a la potencia .

Valor de A Transformacién Nombre

1 1
(1) -2 V=52 +t3 Inversa cuadrada
1
(2) -1 y=——+1 Reciproca
x
2
(3) —1/2 y = Y +2  Inversa raiz cuadrada
(4) 0 y=Inz Logaritmo natural
(5) 1/2 Yy =2yx—2 Raiz cuadrada
(6) 1 y=z—1 Identidad
1 1
(7) 2 Yy = 5952 ~3 Cuadrada

Tabla 2.1: Transformaciones de Box-Cox.

En la Tabla 2.1 se muestran algunas transformaciones que forman parte de
la familia de transformaciones de Box-Cox. Se observa que una transfor-
macion lineal adicional hace que las transformaciones (1)-(7) adquieran las
siguientes expresiones: 1/22, 1/x, 1/y/z, Inz, \/z, =, 2. En la figura 2.8
se pueden observar las distintas curvas que se obtienen a partir de las
transformaciones (1)-(7) para valores positivos de z.
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Se puede comprobar que la transformacién de Box-Cox dada en (2.3) es
invertible cuando se aplica sobre ntimeros positivos. En tal caso, a partir
de los datos transformados i, . .., y,, se puede recuperar la serie original a
través de la transformacioén inversa dada por

(Aye + DVA si X #0,
eyt si A=0.

Para una serie de tiempo tedrica {X; : t € Z}, la transformacién (2.3) tam-
bién puede ser aplicada, y si la serie original es positiva, la transformacién
inversa es como en la igualdad (2.4).

(3,2,1)

Figura 2.8: Transformacién de Box-Cox para diferentes valores de .

Esta transformacién se utiliza con distintos propoésitos. En las series de tiem-
po es comun aplicarla para intentar que se cumplan supuestos de normalidad
o varianza constante. Ademads, se puede usar para suavizar el comportamien-
to de una serie. Por ejemplo, supongamos que la grafica de una serie presenta
un comportamiento creciente en las amplitudes de las oscilaciones, como se
muestra en la figura 2.9.
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0 t

Figura 2.9: Serie de tiempo donde se sugiere realizar una transformacién
logaritmica.

En estos casos, transformar los datos con la funcién Inz; puede ayudar a
atenuar el crecimiento de las oscilaciones. Si es necesario, se puede sumar
una constante ¢ > 0 a cada observacién para hacerla positiva y asi poder
aplicar el logaritmo. En la grafica de la figura 2.10 se puede observar la serie
original x; y su transformacién y; = Inx; + k, donde k es un traslado para
poder comparar mas facilmente las series.

Figura 2.10: Serie de tiempo z; y su transformacién y; = Inzy + k.

Después de aplicar la transformacion de Box-Cox (2.3), la distribucién de
la muestra y1,...,y, depende de la distribucion original de z1,...,z, ¥y
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del valor de A. En general, no se puede especificar una distribuciéon para
los valores transformados {y;} si no se tiene mayor informacién sobre
la distribucién original de los valores de la serie {z;}. Sin embargo, en
algunos casos especificos, es posible que la distribucién de la serie {y;} sea
aproximadamente normal o siga una distribucion conocida. En este sentido,
se puede analizar si existe normalidad en los nuevos datos aplicando
pruebas estadisticas no paramétricas. Por ejemplo, se puede utilizar la
prueba de Shapiro-Wilk o la prueba de Kolmogorov-Smirnov, véase por
ejemplo el libro de Conover (1999) [13].

Segun sea el caso, existen distintos métodos para estimar el valor del pa-
rametro A mas adecuado. Por ejemplo, el método grafico que consiste en
realizar gréficas con distintos valores de A hasta ajustar visualmente los
datos al comportamiento deseado. Este método sencillo, aunque subjetivo,
sirve para tener una primera idea de la eleccién de A. También se pueden
usar los métodos de minimos cuadrados, o bien, de maxima verosimilitud
suponiendo que la transformacién tiene distribucién normal. Un método
sencillo usando un programa de computo consiste en realizar varias pruebas
de bondad de ajuste con distintos valores de A hasta encontrar un buen
ajuste estadistico a la distribucién que se busca. A continuacién se muestra
un ejemplo de este ultimo caso.

Ejemplo 2.1 Se obtuvo una muestra x1,...,xT1000 de datos provenientes
de una distribucion Exp(1). Se aplicé una transformacion de Box-Cox con
distintos valores de A hasta obtener una muestra con el mayor p-value en la
prueba de Kolmogorov-Smirnov de dos colas, donde la hipétesis nula esta-
blece que la muestra proviene de una distribuciéon normal estandar. Se de-
termind un valor de A = 0.2735 obteniéndose un estadistico D = 0.016336,
y un p-value= 0.9523. En la figura 2.11 se puede observar la serie original
{x¢} vy la serie {y;}, donde para cada valor de t primero se calculd

para después calcular




2.2. TRANSFORMACIONES o1

donde [1 y o son la media muestral y la desviacion estandar muestral de {z},
respectivamente. En la figura 2.12 se muestra el histograma sin frecuencias y
el diagrama de cuantiles de la serie {y;}. El cédigo utilizado en este ejemplo
se puede consultar en el Apéndice. =

Tt

t

| X X X X X X X X X \

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Yt

0 “ ‘\A W JI‘|‘ 0 WA Hi”« LD H|{ \ il n\\ i nmll
H'W M 'Ml W lu”ul\ i ‘ M H |‘|| ‘||| W i

| X X X X X X X X X \

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 2.11: Serie de tiempo original y su transformacién.
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Figura 2.12: Histograma y diagrama de cuantiles de los datos
transformados y estandarizados.

Transformacion tasa de retorno

Cuando se tienen series de tiempo generadas en temas econdémicos y
financieros, es relevante estudiar el comportamiento de los cambios de un
periodo a otro. Para tal labor puede ser util la siguiente transformacién.

Definicion 2.4 Sea z1,...,x, una serie de tiempo. La transformacion
tasa de retorno se define como

¢ = In &, para t=2,...,n, (2.5)
Tt—1

suponiendo xy/xi—1 > 0.

Observe que la férmula (2.5) representa una medida para comparar los va-
lores x; y x4—1. La transformacién (2.5) se puede escribir también como

Ty =x4_1€t, para t=2,...,n. (2.6)

De esta manera, a partir de z;, de los valores r,...,r, y usando (2.6) se
puede reconstruir la serie original x1, za, ..., Ty,.
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Para una serie de tiempo teérica {X; : t € Z}, también se puede aplicar la
transformacion (2.5) cuando la serie es estrictamente positiva, produciendo
la serie {R; : t € Z}. La transformacién inversa se calcula de manera
iterativa como en (2.6), aunque se necesita un término inicial, X; por
ejemplo, y las variables Ro, R3,... para recuperar las variables originales
X1, Xo,...

Por otro lado, en algunos casos es 1util la siguiente transformacion que
guarda cierta similitud con la anterior.

Definicion 2.5 Sea z1,...,x, una serie de tiempo. La transformacion
tasa de crecimiento o tasa de retorno discreta se define como
Ly — Tg—1 Lt

Y = = —1, para t=2,....,n, (2.7)
Ti—1 Tt—1

suponiendo xy—1 # 0.

La expresién (2.7) representa otra medida de comparacién de los valores x;
y x¢—1. La transformacién (2.7) se puede escribir también como

xr=x4-1(ye +1), para t=2,...,n. (2.8)
De esta manera, a partir de z1, de los valores ys,...,y, y usando (2.8) se
puede reconstruir la serie original x1, o, ..., ZTy.

Para una serie de tiempo tedrica {X; : ¢ € Z}, la transformaciéon (2.7)
también se puede aplicar en el caso cuando la serie nunca se anula,
produciendo asi la serie {Y; : t € Z}. La transformacién inversa se calcula
de manera iterativa como en (2.8), aunque se necesita un término inicial,
X1 por ejemplo, y las variables Y5,Y3,... para recuperar las variables
originales X1, Xo,...

Las transformaciones (2.5) y (2.7) tienden a ser muy parecidas cuando las
diferencias z; — x;—1 son relativamente pequefas, pues tenemos la aproxi-
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macién In(1 + z) ~ x para —0 < = < §. En tal caso,

Tt — Tt—1
y = —
Tt—1
Tt — Tt—1
~ In (1 + 7)
Tt—1
Tt
= In —
Tt—1
= Ty

Lo anterior significa que cuando una serie de tiempo presenta tasas de cre-
cimiento cercanas a cero, estas se asemejan a las tasas de retorno continuas.

2.3. Analisis de series con tendencia

En esta seccién se presentan algunos métodos para estimar la tendencia de
una serie de tiempo. Una vez estimada la posible tendencia, se puede restar
de la serie original para producir una serie sin tendencia. Con el fin de que la
exposicién sea mas clara, se supondra que la serie de tiempo que se analiza
presenta tnicamente un componente de tendencia y un proceso irregular o
aleatorio.

Regresion lineal

Cuando visualmente la serie presenta algunas desviaciones respecto de un
patrén lineal de crecimiento o decrecimiento, se puede considerar el siguiente
modelo aditivo de dos componentes:

Xy =m+ 2y, tel, (29)

en donde la tendencia es de la forma m; = ag + a1 t, con ag y a; constantes
desconocidas y {Z; : t € Z} es el componente aleatorio. En estos casos es
posible estimar las constantes ag y a1 por el método de minimos cuadrados,
para lo cual se buscan aquellos valores que minimizan la funcién

glag,a1) = Y (we—my)® = Y (w — ag — art)?,

t=1 t=1
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en donde z1, ..., x, son n valores numéricos de la serie observada. Se puede
comprobar que los estimadores para ag y a; estan dados por

1 & 1 &
a, = - —a1— ) t 2.10
G = - Dw-@ Yt (2.10)

al _ t=1 t=1 t=1 ’ (211)

suponiendo n = 2. De esta manera se obtiene la estimacién de la tendencia
ﬁ”btzao—‘ralt, t=1,...,n.

Los valores estimados del componente irregular Z; se obtienen del calculo
de las diferencias

Zy =x¢— My, para t=1,...,n.

Si se desea pronosticar un valor futuro x,+m, con m € IN, se puede usar la
tendencia estimada m; evaluada en t = n + m. Esto es razonable cuando
la serie del componente irregular muestra signos de estar compuesta por
variables aleatorias no correlacionadas de media 0. La posible correlaciéon
no nula de los residuos puede ayudar a proponer un mejor pronéstico. En
la figura 2.13 se puede observar un ejemplo de trayectoria de los residuos
{zZi : t =1,...,n}, la cual se gener6 simulando un ruido blanco.

S
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Figura 2.13: Ejemplo de una trayectoria de residuos.
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Regresion polinomial

En algunos casos la tendencia de una serie de tiempo puede, aparentemente,
seguir la trayectoria suave de un polinomio de un determinado grado, de
modo que el ajuste de tal modelo puede parecer natural. En esta seccion se
considera la siguiente descomposicion

Xt:mt—i—Zt, teZ,

en donde se propone como la tendencia m; al polinomio en una variable (el
tiempo t) dado por

mt=ao+a1t—|—a2t2+"-+aktk,

para algin valor entero k& > 1 (el grado del polinomio) y en donde,
nuevamente, las constantes ag,ai,...,ar son desconocidas y es necesario
estimarlas. A esto se le llama regresién polinomial en una variable. En la
figura 2.2 se muestra una tendencia no lineal sugerida por un conjunto
de observaciones. Es claro que conocer el comportamiento grafico de los
polinomios de distintos grados puede ayudar a proponer un valor particular
del parametro k. Supondremos que tal valor ha sido especificado y nos
concentraremos en estimar las constantes ag, aq, ..., ak.

Sea 1,3, ..., T, el conjunto de observaciones. Para considerar el desarrollo
matematico un poco mas general, supondremos que estas observaciones se
realizaron en los tiempos t; < to < --- < t,. Entonces, el modelo que se
propone es

$t=a0+a1t+a2t2+---+aktk+zt, para t=t1,...,1p,

en donde z1, 22, ..., 2, son las diferencias entres los datos observados y el
modelo polinomial, una vez que se estiman los valores de ag, a1, ..., ak.
Se tiene asi un sistema de ecuaciones que se puede escribir en términos
matriciales de la forma siguiente:

X1 1 tl t% e t]f aq Z1
T2 1 tQ t% e tIQC al Z9

= . . . A N . (2.12)
Ty 1 ¢, t% e tf‘; ag Zn
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Denotemos por A a la matriz que aparece en el sistema (2.12), la cual es
una matriz de n x (k + 1), en donde n es el nimero de datos y k es el
grado del polinomio, se le conoce con el nombre de matriz rectangular de
Vandermonde. Cuando k = 1 se obtiene la regresién lineal mencionada en
la seccién anterior.

El sistema (2.12) se puede escribir como

x = Aa + z,

en donde x, a y z son los vectores columna que aparecen en (2.12). Para esti-
mar los valores de ag, aq, ..., a se utiliza usualmente el método de minimos
cuadrados. El método consiste en encontrar aquellos valores que minimizan
la funcién

g(ag,ay,...,ar) = (x4 —mt)2 (2.13)

NgE

-
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—

(:L't —ag —art — a2t2 — = aktk)Q.

Il
1=
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Il
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Se puede comprobar que el sistema de ecuaciones que resulta del método
de minimos cuadrados para estimar a = (ag,a1,...,ax)’ se puede escribir
como

Alx = (A'A)a,
de modo que se tiene la solucién explicita
a=(A'A)tAl, (2.14)

cuando la matriz cuadrada A’A es invertible. Observe que la matriz A'A es
de tamano (k + 1) x (k + 1). La solucién (2.14) también se puede obtener
a partir de la ecuacién x = Aa multiplicando por la izquierda por A’ y
después invirtiendo A*A.

Una vez estimados los valores para ag,aq,...,ar, se obtiene la tendencia
polinomial estimada 7, = g + a1t + Gt + - - - + axt* y se puede estimar el
componente irregular mediante las diferencias

Zy = x4 — My, para t=1t1,...,1n.
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Las caracteristicas de la serie de residuos {z; : t = 1,...,n} pueden ser de
utilidad para generar un estimador distinto al caracterizado por la tendencia
estimada.

Suavizamiento por promedios moéviles

El suavizamiento por promedios méviles es una forma no paramétrica de
estimar el componente de tendencia de una serie para la que se presume
que sigue el modelo aditivo de dos componentes:

Xi=mp+ 72y, tel.

La definicién de la estimacion es la que se enuncia a continuacion.

Definicion 2.6 Sea x1,...,x, una serie que es observada en los tiempos
t=1,...,n. Sea g = 1 un entero. Se define la serie de promedios moviles
como
1 q
m = Te_; para t=1,...,n. 2.15
t 2 + 1 j;q t—j P ( )

Tt—q t Lt+q .
— —t—t— —t— tiempo
t—q t t+q
q valores q valores
previos posteriores

Figura 2.14: Promedio mévil de orden gq.

La expresion (2.15) corresponde al promedio de las 2¢ + 1 observaciones
vecinas o adjuntas a la observacién ;. Estos valores son: el valor x; (cuando
j = 0), los ¢ valores previos a z; (cuando j = 1,2,...,q) y los ¢ valores
posteriores a x; (cuando j = —¢q,...,—1). Se trata de un promedio mévil
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de dos lados y simétrico. Se le conoce también con el nombre de filtro lineal
de orden ¢, y a la serie {m; : t = 1,...,n} se le llama proceso filtrado. Este
esquema se muestra en la figura 2.14.

Observe que la nueva serie de tiempo resultante {m;} estd definida para
aquellos tiempos t donde haya q valores previos y g valores posteriores en la
serie original. Estos valores son t =1+ ¢,...,n — ¢. Sin embargo, se puede
calcular m; para t = 1,2,...,n extendiendo artificialmente la serie {x;} de
la siguiente manera:

xr1 sit
Tt = 3
T, S1t
Es decir, se repite el primer valor z; para tiempos menores a ¢t = 1 tantas
veces como sea necesario segin el valor de ¢, y también se repite el altimo

valor x,, para tiempos mayores a t = n tantas veces como sea necesario. De
esta manera la expresion (2.15) queda ahora bien definida para t = 1,...,n.

0 (constante x; antes de t = 1),
n

VoA

+ 1 (constante x,, después de t = n).

El suavizamiento por promedios moéviles atentia el componente aleatorio
en series de tiempo de la forma X; = m; + Z;. En efecto, sustituyendo la
descomposicién x; = my; + z en la definicién de 7y, se tiene que

1 q
my = Ti_ i
¢ 2q%—1.§: e
Jj=—q
1< 1<
= -+ 2
2q +1 21 = 2q%—1.§: =
Jj== j=—q
| S ——
~0
1 q
~ my_
2q+—1.§: =
Jj=—q
X  My.
La primera aproximacion es valida si se considera que z1, ..., 2, son valores

de un ruido o desviacion aleatoria que, en promedio, toma el valor cero.
La segunda aproximacion es factible para valores pequenos de ¢, o bien en
periodos de un comportamiento lineal de la tendencia.
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De esta manera, los valores 7m; se pueden tomar como una estimacién del
)

componente de tendencia desconocido m; de la serie. Mas generalmente, se

puede proponer un filtro lineal de la forma

q
Mo = > ajzj,

Jj=—q

para ciertas constantes (ponderaciones) a;, o bien el filtro no simétrico

92
my = Z a; Ti—j,
Jj=—q1
para ciertos enteros q; = 0y g2 = 0, en donde, nuevamente, la serie original
se debe extender para que estas expresiones estén bien definidas para ¢t =
1,...,n. De la misma manera que en los casos anteriores, una vez estimada
la tendencia, el componente irregular estimado se define como la serie de
residuos
2 =T — 1y, para t=1,...,n.

Suavizamiento exponencial

Otra técnica no paramétrica para estimar la tendencia de una serie de
tiempo de la forma X; = m; + Z;, es atenuar la dependencia que pudiera
existir entre los valores que sean lejanos dentro de la serie. Esto se puede
realizar como se enuncia a continuacion.

Definicion 2.7 Sea x1,...,x, una serie que es observada en los tiempos
t=1,...,n. Sea a € [0,1] un ndmero fijo. Se define la serie por suavi-
zamiento exponencial {m; : t = 1,...,n} como aparece a continuacion.
Al ndmero a se le llama constante de suavizamiento.

~ Ty st t=1,
iy = . (2.16)
ary+ (1 —a)my—y si t=2,...,n.

Se trata de un promedio ponderado de dos valores: el valor de la serie al
tiempo t y el valor estimado de la tendencia al tiempo anterior ¢ — 1 con
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ponderadores o y (1 — ), respectivamente. Observemos que cuando « = 1,
se obtiene la serie original m; = x;.

Si se desarrolla explicitamente la formula recursiva (2.16) se obtiene lo si-
guiente:

~

my = axy+ (1 —a)my_q

ary + (1 — a)(axi—1 + (1 — a)mi—2)

azy +a(l —a)ziq + (1 — a)*my_g
= az;+a(l —a)z 1+ (1 —a)*(azia + (1 — a)hy_3)
= azg+a(l —a)zi 1+ ol — o)z + (1 —a)my_3

Siguiendo con la substitucion hacia atras se llega a la expresién siguiente,
la cual s6lo depende de los valores de la serie,

my = Z (1—a)Yzj+ (1 —a) o, (2.17)
para valores de t = 2,...,n. En la férmula (2.17) se puede observar la de-
pendencia explicita de m; de los valores z1,x9,...,x;. Esta dependencia

se hace cada vez menor (decrecimiento exponencial) para aquellos valores
méas alejados en el tiempo. Es decir, la historia reciente tiene una mayor
preponderancia que la historia lejana. En otras palabras, el suavizamiento
exponencial es un proceso de promedios méviles de un solo lado (se utilizan
todos los valores previos de la serie, incluyendo el tiempo ¢) y con ponde-
radores cambiantes en el tiempo, decayendo a cero exponencialmente. Una
vez obtenida la tendencia estimada 7, el componente irregular estimado
estard dado por la serie de residuos

z¢=x4 — 1y, para t=1,...,n

Diferenciacion

Varios modelos de series de tiempo incluyen la hipdtesis de estacionarie-
dad y, como se ha comentado en el primer capitulo, se puede eliminar la
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tendencia en una serie estacionaria. Por lo anterior, no s6lo son importan-
tes los métodos para estimar la tendencia, aiin mas importante es tener un
mecanismo para atenuar o eliminar tal tendencia. Para lograrlo, una idea
sugerida por Box y Jenkins (1994) [5] es aplicar un filtro llamado diferencia-
cién. Cabe mencionar que desde 1970 estos autores establecieron toda una
metodologia para modelar series de tiempo siguiendo las etapas de identi-
ficacién, estimacién y aplicacion de pruebas de correcta especificacion del
modelo. En la etapa de identificacion es comun aplicar la diferenciacion y
posiblemente alguna transformacion adicional para lograr la estacionariedad
de la serie. Recordemos que el operador diferencia de orden k se definié en
la pagina 21 de la siguiente manera

VEX; = (1-B)fX;, tez,

en donde BX; = X;_1 es el operador retraso de un tiempo. Como se men-
ciona en el ejercicio 18 del capitulo 1, si el modelo para la tendencia de una
serie es de la forma m; = ag + a1t + - - - + axt®, entonces la aplicacién del
operador diferencia de orden k produce la serie

VFX, = Klay +VFZ, para t> k.

Es decir, el operador V¥ elimina la tendencia polinomial de grado k de la
serie. Por ser de uso mas comun, a continuacion se escriben explicitamente
las expresiones de las dos primeras diferencias. La primera diferencia es

VX; =Xy — X1, para t=1,2,... (2.18)
y la segunda diferencia es

V32X, = Xy —2X41 4+ X;_9, para t=2,3,... (2.19)

2.4. Analisis de series con estacionalidad

En ocasiones las series de tiempo pueden mostrar un patrén que se repite
0 que es similar cada cierto tiempo. Esto es lo que hemos definido como la
estacionalidad de una serie. Por ejemplo, es comtn que las series que ema-
nan de datos econémicos sean estacionales debido a que muchos fenémenos
econdémicos se ligan a meses, semestres, anos, etc. Otros fenémenos, por
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ejemplo la demanda de gas o la venta de boletos de avion, exhiben estacio-
nalidad anual, ya que tienen una fuerte relacién con las estaciones que se
repiten afio con ano. Este comportamiento ciclico, que es parecido en perio-
dos de tiempo fijo, representa un componente de estacionalidad que impide
que la serie sea estacionaria. Por lo tanto, se busca eliminar el componente
estacional para poder aplicar alguno de los modelos que requieren que la
serie sea estacionaria. Mas adelante se retoma el tema acerca de la forma
en la que puede intentarse eliminar la estacionalidad en una serie de tiempo.

Estimacion del componente estacional
Supongamos que una serie carece de tendencia y es de la forma
X¢ = st + Zy, (2.20)

en donde el término s; es un componente estacional y Z; es el componente
irregular. La estacionalidad de la funcién s; se expresa solicitando que sea
una funcién periédica de periodo d, es decir, que se cumpla la identidad
St+d = S¢, para t € Z, en donde el nimero d > 2 es un entero que in-
dica la longitud (nimero de unidades de tiempo) del intervalo de repeticién.

Existen distintas maneras de intentar modelar y estimar el componente
s¢. Por ejemplo, para un patrén de repeticién en tiempo discreto se puede
proponer la funcién

d
st =Y a; Ciy, (2.21)
i=1
en donde aq, ..., a4 son parametros desconocidos que sirven para ponderar

el efecto de que suceda o no suceda un evento de interés. El término C}; es
una variable que sélo toma los valores cero o uno, que en el contexto de series
de tiempo se conoce como variable dummy. Modela la ocurrencia de cierto
fenémeno cada cierto tiempo. Por ejemplo, puede modelar la ocurrencia de
aumento de turismo cada semestre con respecto a los meses anteriores. Si
se mide el tiempo en semestres, entonces se tendra que d = 2, por lo cual

st = a1 Cp1 + ag Gy o,
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en donde C;; tomaré el valor de uno cuando aumente el turismo en julio
(cuando el valor de ¢ sea impar) y Cy2 serd uno cuando aumente el turismo
en enero (cuando el valor de ¢ sea par).

Si la serie exhibe una forma ciclica continua, entonces se puede usar la
siguiente combinacién lineal de senos y cosenos

k
st = ap + Z [aj cos (Ajt) + bjsen (A;t)], (2.22)
j=1
en donde k£ € N, ag,a1,...,a,b1,...,b; son constantes que indican las
amplitudes de las ondas, y las constantes Aq,..., A\x modifican las frecuen-

cias de los senos y cosenos. Notemos que si d es par y k = d/2, entonces
haciendo \; = 27j/d los modelos (2.21) y (2.22) son equivalentes.

Para el modelo (2.22), y suponiendo que el valor de k es conocido, se
busca encontrar el valor de los otros pardmetros que ajusten, usando
minimos cuadrados, el modelo tedrico a los datos observados. A este
proceso de estimaciéon se le llama regresion armoénica. Por ejemplo, la
funcién s; = 2 + cos (3t) + cos (6t) presenta el comportamiento ciclico que
se muestra en la figura 2.15.

St

N W R

0 2m/3 47/3 6r/3 1

Figura 2.15: Comportamiento ciclico s; = 2 + cos (3t) + cos (6t).
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Estimacion y eliminacion
de la tendencia y la estacionalidad

Sean x1,...,x, los valores numéricos observados de una serie de tiempo
para la cual se ha adoptado el modelo

Xt =mg + S¢ + Zt, te Z, (223)

en donde m; es el componente de tendencia, s; es el componente de estacio-
nalidad de periodo d, es decir, s;1q = S, v Z; es el componente irregular.
A continuacién veremos dos métodos para estimar los componentes m; y s;
del modelo (2.23).

Método de promedios moviles

a) Se estima preliminarmente la tendencia por el método de los promedios
moviles distinguiendo los siguientes dos casos, dependiendo de la paridad
del periodo d:

» Si d es par, se toman los promedios méviles de orden ¢ = d/2 con
las siguientes ponderaciones

N 1 1 1 1

My = = Tp—qg + = Ty + ot S Tpg—1 75 Tipgs

t 2d t—q d t—q+1 d t+q—1 2d t+q
parat = g+ 1,...,n — q. De esta manera, el promedio moévil se

efectiia sobre periodos de longitud total d + 1 de manera simétrica:
d/2 términos hacia adelante y d/2 términos hacia atras, e incluyendo
el término central x;. Observe que se tiene la ponderacién 1/(2d)
en los extremos izquierdo y derecho de esta expresion, y se tiene la
ponderacién distinta 1/d para el resto de los términos; sin embargo,
la suma de estas ponderaciones es 2 (1/2d) +2(¢—1)/d + 1/d = 1.

» Si d es impar, se toman promedios méviles de orden g = (d — 1)/2
con idénticas ponderaciones, es decir,

~ 1 1 1 1
me =2 Tt—q + g Ttmatl +--t g a1 + Fhias

parat=q+1,...,n—q. El total de sumandos es 2¢ +1 = d y, por
lo tanto, las ponderaciones también suman uno.
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Como antes, los promedios moviles recién indicados se pueden definir
para cualquier tiempo t = 1,...,n, extendiendo las observaciones x;
mas alla de estos tiempos, de la siguiente manera

{ x1 sit<0 (constante 1 antes de t = 1),
Ty =

T, sit=n+1 (constante z,, después de t = n).

Una vez estimada la tendencia, se estima el componente estacional. Pri-
mero se definen los promedios de las desviaciones de la serie y la tendencia
estimada. Parat =1,...,d,

1 ~
W= ;(xt+jd — Mitjd) » (2.24)

en donde la suma se efecttia para valores de j tales que ¢ < t+jd < n—gq,
en donde N es el total de estos valores. Se define la estimacion para el
componente estacional s; de la forma siguiente

1 d
~ wt—wai, si t=1,...,d,

St—d si t=d+ 1.
La serie desestacionalizada estara dada por

di=xy—5;, para t=1,...,n.

Se vuelve a estimar la tendencia pero ahora de los datos desestaciona-
lizados {d; : t = 1,...,n} mediante alguno de los métodos vistos antes
para series que s6lo presentan tendencia y ruido. Esta es la versién final
de ;. Finalmente, el componente aleatorio estimado es

Zei=xp— 1y — &, para t=1,...,n.

Método por diferenciacion

Este es un método sencillo que hace uso del operador V, definido en la
seccion 1.3, en donde ahora el parametro es el entero d > 0. Veremos que
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aplicar este operador a una serie de tiempo que sigue el modelo (2.23) elimi-
na el componente estacional. Sea x1, ..., x, la serie observada. Recordemos
que

Vazy = o1 — 3-q = (1 — Bz,
para t = d + 1,...,n. Estamos suponiendo que 2 < d < n, es decir, el
ntmero de datos n excede el periodo d del componente estacional, el cual
es por lo menos 2. Al aplicar el operador V, a la serie {z;} se obtiene

Vary = Vag(my+ s¢+ Zy)

Vam: + Vgss + Va2

(my —my—q) + (8¢ — s1—a) +(Z — Zi—a)
=0

= (my —my—q) + (Zy — Z1—q),

para t = d + 1,...,n. Es decir, la serie transformada Vg z; s6lo tiene el
componente de tendencia dado por la funcién m; — m;_4, y el componente
aleatorio dado por Z; — Z;_4. De esta manera se ha eliminado el componente
estacional.

Ahora se puede estimar y eliminar la tendencia por alguno de los métodos
vistos antes y obtener una serie que es funcién inicamente del componente
aleatorio.

Suavizamiento exponencial de Holt-Winters

Este método se puede usaro para realizar prondsticos cuando se tiene una
tendencia y un comportamiento estacional con un periodo conocido. Se pue-
de ver como una generalizacién del algoritmo recursivo usado en el suaviza-
miento exponencial considerando la tendencia y la estacionalidad. Se pon-
deran las observaciones del pasado teniendo en cuenta los patrones tanto de
la serie como de su componente estacional y de su tendencia. Este método
se utiliza con frecuencia en series de tiempo con datos relacionados con in-
ventarios y ventas. El lector interesado en profundizar en este tema puede
consultar, por ejemplo, Kalekar (2004) [23], Lima (2009) [28] o Goodwin
(2010) [16]. Estos son trabajos breves que muestran la manera de usar este
método de manera practica.
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2.5. Interpretacion del correlograma

Recordemos que el correlograma es la grafica de la funcién de autocorre-
lacién p(7) de una serie de tiempo. En la definicién 1.9 de la pagina 18
se proporciona una férmula para la autocorrelacion muestral r(7) de una
serie de observaciones. En esta seccién se dan algunos lineamientos para
la interpretacién del correlograma muestral. El grafico del correlograma
muestral 7(7) puede ser de utilidad para realizar un primer anélisis de
algunos componentes de la serie de tiempo o para proponer alguno de los
modelos tedricos.

Debemos considerar que si una serie de observaciones z1,...,T, se toma
de un modelo tedrico {X; : t € Z}, entonces el correlograma muestral
presentard caracteristicas semejantes al correlograma del modelo. Sin
embargo, en las aplicaciones lo tnico que conocemos es el conjunto de
observaciones x1, ..., Z,. De esta manera, si las observaciones presentan un
correlograma muestral semejante al correlograma de algiin modelo teérico
conocido, entonces es natural pensar que los datos provienen de tal modelo.
Por otro lado, es importante considerar que la funcién de autocorrelacién
de una serie no necesariamente caracteriza de manera Unica al modelo, es
decir, en general, no hay una correspondencia biunivoca entre estos dos
objetos.

En ocasiones puede ser complicado dar una interpretacién del correlogra-
ma. Sin embargo, los criterios propuestos por Chatfield (1996) [11] que se
mencionan a continuacién pueden resultar de ayuda. En la figura 2.16 se
pueden observar algunos ejemplos de este tipo de correlogramas.

Serie de variables aleatorias independientes

Para el modelo de serie de tiempo compuesto de variables aleatorias inde-
pendientes, la funcién de autocorrelacién p(7) es 1 para 7 = 0 y es 0 para
7 = 1,2,... Por lo tanto, si las observaciones muestran un correlograma
muestral con un valor igual a 1 cuando 7 = 0 y con valores cercanos a 0
para 7 = 1,2,..., entonces es muy posible que las observaciones provengan
del modelo compuesto por variables aleatorias independientes.
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Correlaciéon a corto plazo

En algunas ocasiones una serie de tiempo estacionaria muestra un correlo-
grama en el cual aparece cierta correlacién en los primeros valores de 7 (en
los primeros rezagos) y tiende a cero rapidamente en los rezagos siguientes.
Esto se debe a pequenas rachas que se presenten dentro de la trayectoria.
Se dice que hay una racha cuando dos o més incrementos (o decrementos)
son consecutivos.

Serie alternada

Se dice que una serie de tiempo es alternante si sus valores van cam-
biando hacia arriba y hacia abajo con respecto a su media muestral.
En este caso, el correlograma tiende a alternar sus valores entre positi-
vos y negativos, por ejemplo, (1) negativo, r(2) positivo, r(3) negativo, etc.

Series de tiempo no estacionarias

Si el correlograma no toma valores cercanos a cero a partir de alguno
de los primeros rezagos, es muy posible que la serie no sea estacionaria.
En el caso cuando una serie exhibe tendencia, habra varias observaciones
consecutivas que estén por arriba o por abajo de la media. Esto provocara
que los valores del correlograma no disminuyan durante varios rezagos.

Series con componente estacional

El correlograma de las series de tiempo con un componente estacional, en
algunos casos podria heredar tal estacionalidad, en el sentido de que habra
una autocorrelacién con un patrén de repeticién con valores mas grandes
cada d rezagos, donde d es el periodo estacional de la serie. Por otro lado,
al aplicar algun filtro que remueva este componente, el nuevo correlograma
puede aportar informacién valiosa sobre la serie resultante.
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1 p(T)
Correlograma para una serie de variables aleatorias independientes
0.5
0 $ + + + + + + + + 4+ + + r
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 p(7)
Correlograma para una serie estacionaria con algunas rachas
0.5
0 t T + + + + + + 4+ + + -
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1 p(7) Correlograma para una serie alternante
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Figura 2.16: Ejemplos de correlogramas
seguin las caracteristicas de la serie.
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Valores atipicos

Cuando se presentan valores atipicos (outliers) en una serie, esto provoca
que el correlograma muestre informacién enganosa. Por lo anterior, para
hacer un anadlisis de la serie se puede intentar atenuar o remover el valor
atipico. No existe una regla sobre cémo substituir un valor atipico, pero un
mecanismo practico puede ser reemplazar esa observaciéon por el promedio
de otras observaciones. Por ejemplo, en el caso cuando la serie presenta
cierta tendencia, se podria reemplazar el valor atipico x; por el promedio
(x4—1 + x441)/2. Por otro lado, si la serie presenta un comportamiento
periédico cada p observaciones, se podria reemplazar el valor de x; por el
promedio (z¢—p + Te4p)/2.

Como se menciond, los coeficientes de correlacion r(7) (ACF muestral) apor-
tan informacién de la serie, pero esta herramienta no es suficiente para de-
cidir sobre algunas caracteristicas o componentes de la serie. En el capitulo
siguiente se especifican algunos modelos particulares comunes en las aplica-
ciones, y se calcula la funcién de autocorrelacién en cada caso. Observando
dichos resultados, se podran apreciar otras formas de aprovechar e interpre-
tar el correlograma muestral. Por dltimo, también en el capitulo siguiente
se definird la llamada funcién de autocorrelaciéon parcial (denotada como
PACF en la mayoria de la literatura afin) que genera un grafico alterno pa-
recido al correlograma. Este grafico normalmente se analiza junto al grafico
de la funciéon ACF y es de gran importancia en la etapa de identificacién de
modelos.

2.6. Ejercicios

Graficas con respecto al tiempo

34. Explique la diferencia entre el componente estacional y el ciclico en
una serie de tiempo.

35. Investigue los precios diarios de alguna accién financiera durante un
ano. Debido a que los fines de semana no funcionan los mercados
accionarios, después de cada 5 datos (lunes a viernes) asigne a las
siguientes 2 observaciones (sdbado y domingo) el valor promedio de
los precios de los dias viernes y lunes adyacentes. Realice y analice el
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36.

37.
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grafico de la serie de tiempo resultante y observe si existe algtin patrén
de comportamiento. j;Se percibe alguna tendencia? Responda si cree
que existe algiin componente estacional, ciclico o aleatorio.

Investigue el consumo de energia eléctrica mensual de algiin periodo
de 10 anos para algiin pais que usted elija. Realice y analice el grafico
de la serie de tiempo resultante y observe si existe algin patréon de
comportamiento. ;Se percibe alguna tendencia? Responda si cree que
existe algiin componente estacional, ciclico o aleatorio.

Investigue las temperaturas promedio mensuales de algin periodo de
10 anos para algin pais que usted elija. Realice y analice el gréafico
de la serie de tiempo resultante y observe si existe algin patréon de
comportamiento. ;Se percibe alguna tendencia? Responda si cree que
existe algiin componente estacional, ciclico o aleatorio.

Transformaciones

38.

39.

40.

41.

Sea y1,...,Yn la serie obtenida a través de la transformaciéon de cen-
tralizacién definida en (2.2). Demuestre que y = 0.

Demuestre que la transformaciéon de Box-Cox es continua como fun-
cién del pardametro A, es decir, compruebe que

=1

lim =Inz, paraz>0.

A—0
Demuestre que la transformacién de Box-Cox es invertible encontran-
do la expresién de la transformacion inversa.

Investigue los precios diarios de alguna accién financiera durante un
ano. Construya una serie de tiempo z1,...,x, considerando sélo los
datos de dias habiles (el valor de n deberia ser aproximadamente entre
250 y 260 datos). Calcule los log-retornos (tasa de retorno continua)
dados por la transformacion

T
re = In —t, t=2,...,n.
Tt—1
Realice el grafico de la serie de tiempo {ry : t = 2,...,n}. Analice si se

percibe que la serie presenta las siguientes propiedades:
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a
b
c
d

Media constante igual a cero.

Varianza constante.

Distribucién normal (ademds puede realizar el histograma).
Autocorrelacién nula.

)
)
)
)

42. En el andlisis de series de tiempo frecuentemente se hace uso de una
transformacién que genera variables indicadoras, conocidas en inglés
como variables dummy. Estas son variables que sélo toman los valores
cero o uno dependiendo de algun criterio. Usando la serie de log-
retornos del ejercicio anterior defina

1 si Tt>0,
o= 0 si rn<0O.

Si las variables indicadoras {y; : t = 2,...,n} se pudieran modelar con
una distribucién Bernoulli con probabilidad de éxito 1/2, entonces su
media y varianza muestral deberian ser 1/2 y 1/4, respectivamente.
Ademéds, la suma ;' , y¢ deberia ser aproximadamente n/2. Verifique
si su serie cumple lo anterior.

Analisis de series con tendencia

43. Regresion lineal.

Compruebe que los coeficientes ag y a1 en la regresion lineal para un
conjunto de datos z1,...,z, estdn dados por las ecuaciones (2.10)

y (2.11).

44. Regresion lineal.

Considere el siguiente conjunto de 8 datos observados en los tiempos

t=1,...,8.
1 =05 r3 =9 T5 = 15 7 = 16
o =19 xy =14 zg = 16 xg = 21

a) Grafique {z; :t=1,...,8}.

b) Encuentre la estimacion de los coeficientes ag y a1 del modelo
lineal x; = ag + a1t por el método de minimos cuadrados.
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45.

46.

47.

48.
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c¢) Grafique la recta estimada sobre la misma gréfica de los datos
observados.

Regresion lineal para datos colineales.

Suponga que una serie observada x1,...,x, tiene el comportamiento
lineal zy = ap+ait, parat = 1,...,n, para ciertas constantes conocidas
ag y ai. Compruebe que la regresiéon lineal produce lo esperado, es
decir, dg = ag y a1 = a;.

Tendencia por promedios moviles.

Suponga que una serie de tiempo estd compuesta por las siguientes
cinco observaciones:

35'1=3,$2=2.5,$3=3.8,$4=4,$5=5

a) Grafique {z;:t=1,...,5}.

b) Suponga que estos datos siguen el modelo X; = m;+ Z;. Encuen-
tre la tendencia estimada m; por promedios méviles con ¢ = 1
y muestre su grafica en el mismo plano de la grafica del inciso
anterior.

c) Encuentre y grafique el componente aleatorio. Una los puntos
con lineas rectas.

Demuestre que el filtro lineal de orden ¢ no altera al componente de
tendencia cuando éste es lineal. Es decir, compruebe que si m; =
ag + a1t, entonces

Demuestre que las ponderaciones que aparecen en la expansién (2.17)
del suavizamiento exponencial suman 1.

Analisis de series con estacionalidad

49.

Suponga que se tiene el siguiente modelo con tendencia lineal y com-
ponente estacional tal que s; = sy_19,

th(ao+a1t)+st+Zt, te”Z.
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50.

Demuestre que al aplicar el operador Vig = 1 — B12 a la serie {X}} se
obtiene una serie estacionaria.

Suponga que se tiene el siguiente modelo de serie de tiempo
Xt = (a[) + alt) St + Zt, te Z,
en donde el componente estacional s; es tal que s; = s;_12, para

cualquier t € Z. Observe que el componente estacional se incorpora al
componente de tendencia ag + a1t de forma multiplicativa.

a) {Se obtiene una serie estacionaria al aplicar el operador Vg a la
serie {X;}7

b) ;Se podra aplicar alguna otra transformacién que vuelva a la
serie estacionaria?

Interpretacién del correlograma

51.

Con ayuda de algin software estadistico, genere al azar 100 valores
de la distribucién normal estandar. Por ejemplo, en el software R se
puede usar el comando rnorm(100). A continuacion grafique las series
de tiempo y los correlogramas muestrales respectivos de los siguientes
modelos, considerando que los valores de las variables aleatorias Z; son
reemplazados con la muestra generada. En todos los casos suponga que
Xo=0.

a) Xy =Z;, para t=1,...,100.
Este es el proceso de ruido blanco.
b) Xy =05X4-1+ Zy, para t=1,...,100.
Este es un modelo autorregresivo de orden 1.
c) Xy =01t —0.25Xy_ 1+ Z;, para t=1,...,100.
Este es un modelo autorregresivo de orden 1 con tendencia lineal.
d) Xy =0.35Z;_1+ Z;, para t=1,...,100,
(suponga que Zy = 0.5.)
Este es un modelo de promedios méviles de orden 1.
e) Xy =—-05X;-1+035Z;_1+ Z;, para t=1,...,100,
(suponga que Zy = 0.5.)
Este es un modelo ARMA(1,1).
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52. A partir de los graficos del ejercicio anterior, determine en qué casos
se tiene una serie estacionaria.



Capitulo 3

Algunos modelos para series
de tiempo

En este capitulo se estudian algunos modelos basicos de series de tiempo
univariadas que se utilizan con frecuencia en las aplicaciones. Estos modelos
son procesos estocédsticos a tiempo discreto {X; : t € Z} con espacio de
estados el conjunto de ntimeros reales.

3.1. Modelo MA

El modelo de medias o promedios méviles (MA) se construye a partir de
un proceso de ruido {Z; : t € Z} con media 0 y varianza o2. A continuacién
se establece la definicién.

Definicién 3.1 Sea g = 0 un entero y sean B, ..., 3, constantes dadas,
con fq # 0. Una serie de tiempo {X; : t € Z} sigue un modelo de medias
moviles de orden q, y se le denota por las letras MA(q), si es de la forma

Xy = Zy+b1Zp 1+ + Bq Zt—q (31)

q
Y Bk 2k, teZ. (Bo=1)
k=0

77
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Observe que la expresién (3.1) es una combinacién lineal de los ¢ ruidos
inmediatos previos al tiempo t dados por el proceso aleatorio puro. La
condicién S, # 0 garantiza que el ltimo sumando que aparece en (3.1) no
se anula y que, efectivamente, el orden es el entero ¢. Los distintos procesos
MA(q) estdn determinados por los distintos valores de los coeficientes
Bi,- .., By Se define By = 1.

A partir de (3.1), es claro que la serie de tiempo consta de variables alea-
torias independientes cuando ¢ = 0, ya que en tal caso, X; = Z;, t € Z. En
cambio, cuando g > 1, dos variables aleatorias de la serie que se encuentren
suficientemente cercanas en el tiempo comparten valores del proceso de rui-
do y, por lo tanto, tienen cierto grado de dependencia. Por otro lado, dos
variables aleatorias de la serie suficientemente lejanas en el tiempo una de
la otra no compartiran valores del proceso de ruido y, por lo tanto, seran
independientes. Estas afirmaciones se trataran con mayor precision a través
de las féormulas que se presentan mas adelante.

Ejemplo 3.1 En la Tabla 3.1 se muestran algunos ejemplos particulares de
series de tiempo que siguen el modelo de medias mdviles (3.1) con distintos
valores del parametro q.

Serie Modelo
Xe =74 MA(0)
Xy =2y —57Z; 4 MA(1)
Xe=2y—Zy 3+272; 4 MA(4)
Xe =24+ 879 MA(2)

Tabla 3.1: Ejemplos de modelos MA.

Las letras MA provienen del término en inglés moving average, que se puede
traducir como medias méviles o promedios méviles. Este es un término
técnico que se utiliza en la literatura sobre series de tiempo, aunque no
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parece haber una interpretacion légica de lo que estas palabras puedan
significar literalmente.

Primeras propiedades del modelo MA(q)

Usando la propiedad de independencia de las variables del proceso de ruido,
se pueden calcular con facilidad las siguientes propiedades elementales que
cumple todo proceso de medias moviles.

Proposicién 3.1 Sea {X; : t € Z} el proceso MA(q) especificado
n (3.1). Entonces

1. B(Xy) = 0.

q
2. Var(X;) = o2 Z B2
k=0

q—T
2 .
o B B st T=0,1,...,q,
3. y(1) = Cov (X¢, Xpyr) = ’;:;) T

0 st T=q+ 1.

4. {Xy : t € Z} es estacionario.

Demostracion. Las identidades (1) y (2) se siguen directamente de cal-
cular la esperanza y la varianza a partir de (3.1). Para la identidad (3),
tenemos que, para 7 =0,1,...,q,

Cov (Xt, Xt+7-) = E(Xt . XtJrT)

- B A Zt_k)(Z B Z(t+)-3) ]

= Z Z/Bkﬁj Zt k- Zt+7’) j)

k=034=0

La ltima esperanza es distinta de cero sdlo cuando los dos subindices
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de las variables aleatorias coinciden, esto es, cuando t — k = (t + 7) — j.
Esto ocurre cuando j = k + 7. El valor de esta esperanza es o2 y de
aqui se obtiene el resultado anunciado. El valor méximo para j es ¢, de
modo que ahora el valor méximo para k£ es ¢ — 7. Cuando 7 > ¢ + 1, no
existen variables Z comunes entre X; y X;.,, de modo que la esperanza
del producto de estas dos tltimas variables aleatorias es cero.

Finalmente, para la afirmacién (4), y por los resultados anteriores, tene-
mos que, como la esperanza es constante y la covarianza Cov (X, X;4,) no
depende de t, se concluye que todo proceso MA(q) es estacionario. =

Es decir, el modelo MA(q) representa una serie de tiempo que carece de
tendencia, pues E(X;) = 0 y su varianza es constante. Observe que la
varianza del proceso de ruido se denota por o2, mientras que la varianza de
X se escribe explicitamente como Var(X3).

Recordemos que, por simetria, para valores negativos de 7, la covarianza
~(1) coincide con vy(—7), en donde —7 es positivo. Mas explicitamente, la
funcién de autocovarianza de un proceso MA(q) es, para 7 = 0,1,...,q,

v(1r) = Cov (X, Xitr)
= 0%(BoBr + B Brar + -+ + Baer By)-

En esta suma aparecen ¢ — 7 + 1 sumandos, de modo que conforme 7 toma
los valores 0,1,...,q, el nimero de sumandos disminuye. En particular, al
evaluar en 7 = 0 se tiene el maximo de sumandos, que es g+ 1, y se recupera
la expresion para la varianza, esto es,

q
2 2
7(0) =0 ) B}
k=0
La evaluacién en 7 = ¢ involucra sélo un sumando, el cual es

v(q) = 02(50 Bq).

Autocorrelaciéon del modelo MA (q)

Dividiendo ~(7) entre v(0) se obtiene la expresién para la autocorrelacién.
Esto se muestra en el siguiente recuadro.
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Proposicién 3.2 Sea {X; : t € Z} el proceso MA(q) especificado
en (3.1). La funcién de autocorrelacion es

( q—T
> Br Brr
k=0 -
st T=0,1,...,q,
p(1) = Corr(Xy, Xe4r) = < L .
> B
k=0
L 0 st T=q+ 1.

Recordemos nuevamente que, para valores negativos de 7, la autocorrelacién
p(7) coincide con p(—7), en donde —7 > 0. Por lo tanto, se usa la misma
formula que aparece en la proposicién anterior para 7 < 0, es decir, para
cualquier valor entero de 7, p(7) = p(|7|). Observe que la férmula para p(0)
se reduce a la identidad conocida p(0) = 1.

Como se ha observado antes, cuando los subindices de las variables X; y
X1+ se encuentran separados en mas de ¢ unidades, las variables son in-
dependientes y la correlacién es cero. Esta es la razén por la que a estos
procesos se les denomina procesos con memoria corta, o procesos con de-
pendencia de corto alcance.

Ejemplo 3.2 En la figura 3.1 se muestra el correlograma de un proceso
MA(q) con g = 10 y coeficientes 5y = -+ = P10 = 1. Las autocorrelacio-
nes decaen a cero de manera lineal. A partir de 7 = 11 en adelante, la
autocorrelacion es cero. Se ha dibujado una linea continua para enfatizar el
comportamiento decreciente. =

Ejemplo 3.3 En la figura 3.2 se muestra el correlograma de un proceso
MA(q) con q = 10 y coeficientes 1 = -+ = 5 = —1 y g = - -+ = P10 = 1.
A partir de 7 = 11 en adelante, la autocorrelacion es, nuevamente, cero. La
linea continua sirve para visualizar mejor el comportamiento de la funcidn.
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T T T

0123456 789101112 7

Figura 3.1: Correlograma de un proceso MA(q)

con parametros ¢ =10y 1 =--- = B9 = 1.
p(T)

]_4

0123 9101112 7

Figura 3.2: Correlograma de un proceso MA(q)
con parametros ¢ =10, f1 = =05 =—-1y fg=---= Bo= 1.

El modelo MA (x)

Es conveniente considerar también modelos de medias méviles de orden
infinito. Se trata de una serie de tiempo de la forma

0
X = Z Bk Zi—k, tE€Z, (32)
k=0
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en donde las constantes 5y = 1, 81, B2, . . . son niameros tales que la suma in-
dicada es convergente en algin sentido. Por ejemplo, no es dificil comprobar
que bajo la condicién

DB <, (3.3)
k=0

la serie infinita de variables aleatorias (3.2) es convergente en media
cuadréatica. Como antes, {Z; : t € Z} es un proceso de ruido de media 0 y
varianza o2. A la serie (3.2) se le conoce también con el nombre de modelo
lineal generalizado.

Suponiendo que se cumple la condicién (3.3), se puede comprobar que la
serie del modelo (3.2) satisface las siguientes propiedades:

u E(Xt) =0.

0
Var(X;) = o2 Z B2,
k=0

06}
= (1) = Cov (X4, Xt4r) = 0% ) By Brar, parar=0,1,...
k=0

{X: : t € Z} es estacionario.

Z ﬁk /Bk+r
n p(7) = Corr(Xy, Xyyr) = 20—

> 8t
k=0

En las siguientes secciones se presentan ejemplos de modelos MA(g) con
q = 0.

, paraT=0,1,...

El modelo MA(1)

En esta seccién se estudian las caracteristicas del modelo particular MA(1),
es decir, cuando ¢ = 1. El objetivo es entender algunos conceptos y resul-
tados de este proceso simple para después extenderlos al modelo general
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cuando ¢ > 2. Recordemos que el proceso MA(1) estd definido por la rela-
cion
Xy =002 + 1241, para te€Z, (3.4)

en donde Sy = 1y 1 # 0 son dos constantes, y {Z; : t € Z} es un proceso

de ruido con media 0 y varianza o2.

Es evidente que la media de la serie es E(X;) = 0 y la varianza es Var(X;) =
o2 (B2 + B?), en donde By = 1. La funcién de autocovarianza es

o (B3 + B7) st T=0,
(1) = Cov(Xy, Xyir) =3 0% Bo 1 si =1,

0 si T>=2.

Como en el caso general en el que se tiene cualquier orden ¢, las funciones
E(X:) y Cov(X¢, Xi++) no dependen de la variable tiempo ¢ y, por lo tanto,
el proceso es estacionario.

En el caso particular cuando Z; ~ N(0,02), se puede comprobar que X; ~
N(0,02 (B3 + 32)). Al ser {X; : t € Z} un proceso gausiano, la estaciona-
riedad débil implica la estacionariedad fuerte. Esta ltima afirmacién es el
contenido del ejercicio 25 en la pagina 36. La funcién de autocorrelacion del
modelo MA(1) es

1 si =0,
Bo B1
p(1) = Corr( Xy, X¢yr) = si 7=1,
+7 Bg T IB%
0 si T2=2.

Invertibilidad del modelo MA(1)

Es evidente que el proceso MA(1) depende tinicamente de la constante 81 y
del proceso de ruido {Z; : t € Z}. Reciprocamente, bajo ciertas condiciones
se puede escribir el proceso {Z; : t € Z} en términos de la serie {X; : t € Z}
y de algunas otras constantes. A continuacién se hace un anélisis llevando
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a cabo una serie de substituciones sucesivas. A partir de (3.4),

- éoXt—ﬁé(ﬁoX“ %)

_ %Xt géxtﬁg;z”
et (e ge)

- lxo géxtﬁgéxﬂ gz (3.5)

. 0 k
1 B
- o <_B> X g (3.6)
ji—o 90 0

De esta manera, para las constantes

1 51>k
m,=—|—>=—) , para k=0,1,... 3.7
" B ( Bo 8.7)
se cumple que . .
Zy =) m Xep = (O, m BY) X (3.8)
k=0 k=0

Cuando esto es asi, es decir, cuando se cumple la identidad (3.8) para
ciertas constantes 7y, se dice que la serie de tiempo {X; : t € Z} dada en
el modelo (3.4) es invertible. Observe que la férmula (3.8) encontrada para
{Z; : t € Z} tiene la forma de un promedio mévil de orden infinito en donde
la parte del ruido estd dada por las variables aleatorias Xy, las cuales no
son necesariamente independientes.

Definicién 3.2 Para el modelo MA(1) especificado en (3.4) se define:
1. El operador de retraso 8(B) = By + $1 B.

2. El polinomio 0(x) = o + 1z, x€R.
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Haciendo uso del operador 0(B), el modelo MA(1) dado por (3.4) se puede
escribir como

Xt =PoZs + 1211 = (Bo + b1 B) Zy = 0(B) Zs.

Resultard conveniente poder obtener el operador inverso de §(B) y pasarlo
del lado izquierdo en la identidad anterior. Esto lleva a la siguiente
definicién.

Definicién 3.3 Se dice que el modelo MA(1) es invertible cuando el
operador de retraso asociado 6(B) = [y + f1 B es invertible, de modo
que se puede escribir

Zi=0(B) ' Xy, teZ.

Como hemos visto, bajo ciertas condiciones, el operador inverso (6(B))~!
estd dado por

6(B) " = > m BY,
k=0

en donde las constantes mp,71,... estdn indicadas en (3.7). Es posible
realizar un procedimiento similar para el proceso de promedios moviles
MA(g) con ¢ > 2. En la siguiente seccién se hace mencién de algunos
resultados relacionados.

Para concluir esta seccién, y a manera de resumen, en el siguiente recuadro
se escriben nuevamente las propiedades establecidas en las proposiciones 3.1
y 3.2 para el modelo MA(q), ahora en el caso ¢ = 1.
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Proposicién 3.3 Sea {X; :t € Z} el proceso MA(1) dado por
Xt = PoZt+ 1 Zi—1, para teZ,
con Bo = 1. Entonces
1. BE(Xy) =0.
2. Var(X;) = o%(82 + B83).

o2(B3 +B2) si T=0,
v() = Cov (X, Xi47) = 4 0*(Bopr) si T=1,
0 st T = 2.

o

4. {X;:teZ} es estacionario.

1 st =0,
BoB1 .
5. p(1) = Corr (X, X = st T =1,
P() ( t t+7') ,334‘,8%
0 st T = 2.

Invertibilidad del modelo MA (q)

A continuacién se define el concepto de invertibilidad para un proceso
MA(q). Empezaremos definiendo el operador de retraso y el polinomio
asociado al proceso MA(gq) de manera andloga a como se hizo en el caso
q=1.

Definicién 3.4 Para el modelo MA(q) especificado en (3.1) se define:
1. El operador de retraso 0(B) =1+ 1 B+ --- + f, BY.

2. El polinomio 0(z) =1+ frx+ -+ 2%, zeR.
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Al operador 0(B) se le llama operador de promedios mdviles, pues esta
asociado a ese modelo. Asi, el modelo (3.1) se puede escribir como
X, = 0(B) Z;, y tenemos la misma definicién de invertibilidad que en el
caso q = 1.

Definicién 3.5 Se dice que el modelo MA(q) es invertible cuando el
operador de retraso asociado 0(B) = fo+ 1 B+---+ B4 BY es invertible,
de modo que se puede escribir como aparece abajo para ciertas constantes
TOs Ty -

Zy=(6(B) 1 X; = (i m B¥) X;, teZ.
k=0

Maés adelante extenderemos el concepto de invertibilidad para procesos mas
generales que incluyen el modelo MA(g) como caso particular.

A continuacién se enuncia un criterio para la invertibilidad del modelo
MA(g) en términos de las raices del polinomio asociado #(x). Recordemos
que el nimero real o complejo z es una raiz de 6(x) si

9(2)=Bg+612+5222+"'+5qzq=0.

El criterio que aparece a continuacién como teorema 3.1 distingue si tales
raices z € C se encuentran dentro o fuera del circulo unitario cerrado

D={zeC:|z| <1},

en donde |z| = va? + b? cuando z = a + ib.

Teorema 3.1 (Criterio para la invertibilidad del modelo MA(q))
Un proceso MA(q) es invertible < toda raiz z € C del polinomio aso-
ciado O(x) es tal que |z| > 1.

Este resultado es un caso particular del teorema 3.1.2 que aparece en el
libro de Brockwell y Davis (1987) [7]. Su demostracién se puede consultar
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en dicha fuente. Observe que el teorema establece una condicién necesaria
y suficiente para tener la invertibilidad en un proceso MA(q). Ademés, es
claro que esta condicién también se puede expresar solicitando que 6(x) # 0
para cualquier z € C tal que || < 1, es decir, ningiin nimero complejo
dentro del circulo unitario es solucién de la ecuacién 6(x) = 0.

De esta manera, determinar si un modelo MA(q) es invertible usando el
teorema 3.1 requiere conocer la norma de las ¢ raices del polinomio 6(z). A
continuacién se presentan algunos ejemplos sencillos en donde el polinomio
f(x) es lineal y, por lo tanto, es inmediato encontrar sus raices.

Ejemplo 3.4 Sea {X,:t e Z} un proceso MA(1) con By =1, es decir,

XtIZt+,31 Zt—h teZ.

El polinomio asociado es O(x) = 1+ f1z, cuya unica raiz es v = —1/0.
Este numero tiene norma mayor a 1 si |51 < 1. Asi, para valores de 31 # 0
que satisfagan la condicion indicada, este proceso MA(1) es invertible. =

El modelo MA[Q)] estacional

Este es un modelo de promedios méviles que incorpora un patrén estacional.
El ntimero entero s > 2 denotard la longitud del periodo de la estacién.

Definicién 3.6 Sean Q > 0 y s > 2 dos enteros. Sean By = 1 y
,B1, -+, By constantes dadas, con B # 0. Una serie de tiempo {X; :
t € Z} sigue un modelo MA|[Q)] estacional de periodo s, si es de la forma

Xy = Zi+ ﬂi Zi_s+ ﬁé Zi_9s+ -+ ﬁ/Q Zt—Qs» (3.9)

Q
Z /Bl:; Zt—ks; teZ.
k=0

De esta forma, la variable X; depende del proceso de ruido {Z; : t € Z} en
los tiempos t,t — s,t — 2s,...,t — s, es decir, depende del tiempo t y los
@ tiempos anteriores con rezagos multiplos de s.
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Es claro que el proceso (3.9) es un caso particular de un modelo MA(q)
con g = s, en donde los tnicos coeficientes distintos de cero son aquellos
con subindice con rezago 0, s,2s,...,Qs. Por lo tanto, todos los conceptos
y resultados vistos antes para procesos autorregresivos se pueden aplicar
también para el proceso (3.9). Por ejemplo, el operador de retraso asociado
se denota por O(B?) y es

O(B®) =1+ B B® + B> + -+ + 3, BY*.

La expresion (3.9) se puede escribir entonces como aparece abajo. En par-
ticular, sabemos que este proceso es estacionario.

X, = O(B%)Z, tel. (3.10)

De manera un poco mas general, se puede considerar el proceso de promedios
moéviles estacional

X, = O(B(B)Z,, telL, (3.11)

en donde 0(B) es el operador usual de orden ¢ considerado antes en la
definicién 3.4 que aparece en la pagina 87. El término 0(B)Z; establece
la dependencia de X; respecto del vector de variables (Z,...,Z;_4) y el
operador ©(B?®) indica la dependencia de estas mismas variables, pero con
rezagos tales que se encuentren en cada una de las () estaciones previas.
Por ejemplo, para un periodo estacional previo, el vector de variables es
(Zi—s, ..., Z1—q—s), para 2 periodos estacionales previos el vector de variables
es (Zi—ogy. -, Zt_q_gs), etc. Esto se puede expresar de la siguiente forma

Xt =0(B)Z + B10(B)Zi—s + B50(B) Zi—9s + -+ + ﬂ’QG(B)Zt,Qs. (3.12)

Observe que los operadores #(B) y ©(B*) conmutan, de modo que su pro-
ducto se puede escribir en cualquier orden.

El modelo MA(g) con media no cero

En ocasiones es conveniente considerar modelos MA (¢) con media constante
pero distinta de cero. Esto se establece en la siguiente definicién.
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Definicién 3.7 Sea pu una constante. Se dice que la serie {X; : t € Z}
sigue un modelo MA(q) con media p si el proceso centrado {X;—u : t € 7.}
es un proceso MA(q), es decir,

Xe— =2+ 1 Zt_1+"'+ﬁth_q, teZ. (313)

De la ecuacién (3.13) es evidente que la serie {X; — u : t € Z} es la que
sigue el modelo MA(q). Puesto que una serie que sigue el modelo MA(q)
tiene media cero, se cumple que E(X;) = p, para cualquier ¢ € Z.

Concluimos esta seccién senialando que todo proceso MA(¢q) tiene una tnica
funcién de autocorrelacién p(7), calculada a partir de su definicién. Por
otro lado, dada una funcién de autocorrelaciéon que sabemos que proviene
de un proceso MA(q), esta funcién no queda univocamente determinado,
ya que pueden existir dos procesos MA(g) con la misma funcién p(7).
Como ejemplos, en los ejercicios 67 y 68 se muestran dos series distintas
del modelo MA(1) que tienen la misma funcién de correlacién.

Sin embargo, se puede comprobar que bajo la hipotesis de invertibilidad, se
puede garantizar cierta unicidad del modelo MA(q) a partir de su funcién
de autocorrelacién. Por ejemplo, en el ejercicio 69 aparece una guia para
demostrar tal afirmacién en el caso ¢ = 1. En general, la condiciéon de
invertibilidad garantiza que existe una relaciéon uno a uno entre el espacio
de los procesos MA(q) invertibles y sus funciones de autocorrelacién cuando
el proceso de ruido {Z; : t € Z} es el ruido blanco WN(0, ¢2). La unicidad
es en el sentido de que las variables aleatorias tienen la misma distribucion.

3.2. Modelo AR

Para definir este modelo se toma nuevamente como base un proceso de
ruido {Z; : t € Z} con media 0 y varianza 2. Su definicién se presenta a
continuacion.
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Definicién 3.8 Sea p > 1 un entero y sean o, ..., q, constantes dadas
tal que oy # 0. Se dice que una serie de tiempo {X; : t € Z} sigue un
modelo autorregresivo de orden p, y se le denota por las letras AR(p), si
es de la forma

Xt = o1 Xt_l qF ooo gk (7% Xt—p A Zt (314)

p
Z (093 Xt—k A Zt, teZ.
k=1

La expresién (3.14) es una combinacion lineal de los p valores del proceso
inmediatos previos al tiempo ¢ y un ruido adicional dado por la variable
Z;. Las ponderaciones son las constantes o, . . ., ap, las cuales no necesaria-
mente suman 1, pueden ser positivas, negativas, y algunas de ellas pueden
ser cero. Este proceso se puede definir parat = p+ 1,p + 2,... cuando los
valores iniciales x1,...,x, se suponen conocidos. Las letras AR provienen
del término en inglés autoregressive.

Ejemplo 3.5 En la Tabla 3.2 se muestran algunos ejemplos particulares
de series de tiempo que siguen el modelo autorregresivo (3.14) con distintos

valores del parametro p. ]
Serie Modelo
Xe=Xi 1+ 74 AR(1)
X =2X4_4+ 7y AR(4)
X=X 1 — Xy 3+ 7, AR(3)
Xe=-2Xs 1+5X¢ 9o+ Z; AR(2)

Tabla 3.2: Ejemplos de modelos AR.

En esta seccién se estudian algunas caracteristicas del modelo autorregre-
sivo. Se presentan primero los resultados para el caso mas simple AR(1), y
después se regresa al caso general AR(p).
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El modelo AR(1)

Este es el modelo autorregresivo mas sencillo, estd dado por la relacién
Xi=o1 Xe 1+ 2, te, (315)

en donde a1 # 0 es un nimero real. Observe que este modelo depende sélo
del pardmetro oy y de la varianza o2 del proceso de ruido, de modo que todas
las caracteristicas numéricas del modelo se pueden escribir en términos de
estas dos cantidades. Usando el operador de retraso B, la identidad (3.15)
se puede escribir como

(1—OélB)Xt=Zt, teZ.

El operador que aparece en el lado izquierdo es el operador de retraso
asociado a este modelo. En el siguiente recuadro se detalla esta definicién.

Definicién 3.9 Para el proceso AR(1) especificado en (3.15) se define:
1. El operador de retraso ¢(B) =1— a1 B.

2. El polinomio ¢(x)=1—a1x, x€R.

Por lo tanto, la identidad (3.15) se puede escribir como ¢(B) Xy = Z;, para
t € Z. Veremos que es de utilidad poder calcular el operador inverso de
¢(B). A continuaciénse explican dos procedimientos a través de los cuales
se puede encontrar este operador inverso.

= Recordemos que, para cualquier niimero real x tal que —1 < x < 1, se
cumple la identidad

1

=l+a+a’+--
11—z

Tratando al término o1 B como si fuera un ntmero real en el intervalo



94 CAPITULO 3. ALGUNOS MODELOS

(—1,1), la expansion anterior sugiere el siguiente desarrollo:

_ 1
BN = =

= l+uB+a?B*+

Q0
= Z ok B,
k=0

» Alternativamente, se puede proponer la expansion (¢(B))~! = 1 +
Y B + 1y B% + - - para ciertos coeficientes desconocidos g, ¢, ...y
plantear la ecuacién

1= (¢(B)'¢(B) = (o + 1 B+ 2 B>+ ---)(1 — a1 B).

Desarrollando el producto que aparece en la iltima expresién, e igua-

lando los coeficientes de uno y otro lado de esta identidad, se encuentra

nuevamente que los coeficientes 1, que aparecen en (¢(B))~! son o/f,

para k =0,1

Por lo tanto, tenemos la siguiente representacién de un modelo AR(1):

Xe = (o(B)7

0

k:
Q0
Z o Z ., tel, (3.16)

en donde, recordemos, esta serie infinita de variables aleatorias es con-
vergente en media cuadratica cuando —1 < a3 < 1. De esta manera,
encontramos nuevamente en la expresion (3.16) a un modelo de promedios
moéviles de orden infinito. En la demostraciéon de la siguiente proposicion se
muestra la utilidad de la representacion (3.16) para encontrar directamente
algunas propiedades del modelo AR(1).
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Proposicién 3.4 Sea {X;

95

: t € Z} un proceso AR(1) especificado

en (3.15), en donde —1 < a; < 1. Entonces

1. B(X)) =0.

0.2

2. Var(Xy) =

1—a?

3. v(r) = Cov (X¢, X¢4r) = 02 - —21—

~

. AXy 1 t € Z} es estacionario.

5. p(7) = p(Xy, Xear) =l 1e7.

Demostracion.

(1)(2) Estos dos primeros resultados son una consecuencia de la representa-
cién (3.16). Aplicando esperanza y varianza en (3.16), e intercambiando
estas operaciones con el limite, se llega a las expresiones anunciadas.

(3) Supongamos 7 > 0. Entonces

Cov (Xtth+7') =

(3.17)
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Utilizando la férmula para una suma geométrica,

2 2\ T
o (al)
Cov (X, X, = —-
V( t t+7‘) 0171— 1—0&%
-
_ o2 0L
1—of

La doble suma se reduce a s6lo una suma, pues la esperanza indicada
se anula cuando los subindices de las variables Z son distintos. Los
subindices son iguales cuando t —j = t+7—k, lo que lleva a la condiciéon
j =k—7.Como j = 0, el subindice k debe satisfacer la desigualdad
k>r.

Para 7 < 0, el calculo es el mismo, pero ahora la condicién & > 7
siempre se cumple y la suma (3.17) se calcula para k > 0, es decir,

Vol

a0
Cov (Xp, Xpir) = — Y (a])F

De esta manera se obtiene una férmula para la covarianza. Se utiliza
la expresion |7| para reducir en un solo caso los valores positivos y
negativos de 7. Observe que se recupera la expresion para la varianza
cuando 7 = 0.

(4) Puesto que la esperanza y la covarianza no dependen de la variable

tiempo ¢, concluimos que todo proceso AR(1), con —1 < a1 < 1, es
estacionario.

(5) Por las formulas anteriores, para 7 € Z,

_ Cov(Xe, Xer)
/Var(X;) Var(X;,) L

p(7) = Corr(Xy, Xi1r)
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Por lo recién demostrado, el modelo AR(1) especificado en la proposicién
anterior representa una serie de tiempo estacionaria y sin tendencia pues
E(X;) = 0 para cualquier ¢ € Z. El correlograma general de un proceso
AR(1) presenta dos comportamientos distintos: cuando «; > 0 y cuando
a1 < 0. Estas dos posibilidades se muestran en los siguientes ejemplos gra-
ficos.

Ejemplo 3.6 En la figura 3.3 se muestra el correlograma de un proceso
AR(1) con oy = 0.85. La dependencia lineal de las variables inicia en el
valor 1, siempre es positiva y decrece geométricamente conforme el desfase o
rezago T crece. Esto es evidente a partir de examinar la expresion p(T) = af,
para T = 0.

T

0123456 789101112 7

Figura 3.3: Correlograma de un proceso AR(1) con oy = 0.85.

Ejemplo 3.7 En la figura 3.4 se muestra el correlograma de un proceso
AR(1) con oy = —0.7. La dependencia lineal de las variables inicia en el
valor 1, pero como a1 < 0, las potencias p(T) = o, para T = 0, presentan
oscilaciones de valores positivos y negativos. Se observa que el comporta-
miento decreciente siempre se mantiene.
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0 2 4 6 78 9101112 7

Figura 3.4: Correlograma de un proceso AR(1) con o = —0.7.

En cualquier caso, como —1 < a1 < 1, se verifica el decaimiento exponencial
de la funcién p(7) = af, para 7 = 0. Cuando «a; es negativa, se presentan
oscilaciones por el cambio de signo. Las graficas presentadas sélo muestran
las correlaciones para 7 > 0; ambas grificas se pueden reflejar hacia la
parte negativa del eje a manera de espejo.

Si un correlograma muestral presenta alguna similitud con las caracteristi-
cas de las figuras 3.3 6 3.4, entonces podria ser factible ajustar el modelo
AR(1) a los datos observados.

El modelo AR(2)

Este modelo autorregresivo corresponde a la serie de tiempo
Xi=a1 Xs1+a0 Xy 9o+ 2y, tel, (318)

en donde a1 y g son dos constantes con as # 0. Se definen ahora el operador
de retraso y el polinomio asociados como

$(B) = 1—a;B—ayB?

pz) = 1l—ayx—agz?, zeR.
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El an4lisis no es tan sencillo como en el caso AR(1). Bajo condiciones sobre
los coeficientes se puede comprobar que E(X;) = 0 y que el proceso es
estacionario. Las expresiones que surgen en el calculo de las covarianzas
son complicadas y es mejor expresarlas de forma recursiva. Encontraremos
estas férmulas como un caso particular de los resultados generales que se
presentan en la siguiente seccién. Véanse los ejemplos 3.13 y 3.15.

El modelo AR(p)

A continuacién se estudia el caso general p = 1. Usando el operador de
retraso B, el modelo AR(p) especificado en (3.14) se puede escribir como

p
(1-=> axBNX, =2, teZ (3.19)
k=1

Como antes, el término que aparece entre paréntesis es un operador de
retraso y se define a continuacién junto con su polinomio asociado.

Definicién 3.10 Para el modelo AR(p) especificado en (3.19) se define:

1. El operador de retraso ¢(B) =1— a1 B—agB? —--- —a, BP.

2

2. El polinomio ¢(z) =1—a1x—agz®— - —apz?, zelR.

Al operador ¢(B) se le llama operador autorregresivo, pues esta asociado a
ese modelo. De esta manera, la identidad (3.19) se puede escribir como

d(B)X, = Z;, tel. (3.20)

En el caso cuando ¢(B) sea invertible, podremos escribir el modelo AR(p)
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de la manera mas directa

X: = (6(B)'2

e}
— Z ™, BF) Z
k=0
0
= Z Tk Zs 1, (3.21)
para ciertas constantes mg, 71, ... tales que la suma infinita es convergen-

te. En particular, la condicién que aparece abajo garantiza la convergencia
de (3.21) en media cuadrética,

0
> M <. (3.22)
k=0

Cuando la representacion (3.21) es vélida, se dice que el proceso AR(p) es
causal. Observe que esta representacién es nuevamente la de un modelo de
medias mdviles de orden infinito e implica que el proceso es estacionario.
Esto lleva a la siguiente definicién.

Definicién 3.11 El proceso AR(p) especificado en (3.14) es causal
cuando el operador asociado ¢(B) es invertible.

Resulta nuevamente que la invertibilidad de ¢(B) depende de la norma de
las raices del polinomio asociado ¢(z). Esto es similar a lo estudiado antes
sobre la invertibilidad de 6(B) en el caso de procesos de promedios méviles.
En este caso tenemos que el niimero real o complejo z es una raiz de ¢(x) si

p(z)=1—arz—agz*>—--—a,2¥ =0,
y el criterio que se enuncia a continuacién como teorema 3.2 distingue nue-
vamente si tales raices se encuentran dentro o fuera del circulo unitario
cerrado

D={zeC:|z|] <1},
en donde |z| = va? + b% cuando z = a + ib.



3.2. MODELO AR 101

Teorema 3.2 (Criterio para la causalidad) Un proceso AR(p) es
causal < toda raiz z € C del polinomio asociado ¢(x) es tal que |z| > 1.

La demostracion de este resultado se puede consultar en Brockwell y
Davis (1987) [7]. El teorema aqui enunciado es un caso particular de un
resultado mas general que aparece en el libro citado como teorema 3.1.1.
Observe que el teorema aqui enunciado establece una condicién necesaria
y suficiente para tener la causalidad en un proceso AR(p). Es evidente que
esta condicién también se puede expresar solicitando que ¢(z) # 0 para
cualquier x € C tal que || < 1, es decir, ningin niimero complejo dentro
del circulo unitario es solucién de la ecuacién ¢(x) = 0.

El siguiente ejemplo muestra el caso AR(1), el cual ya fue estudiado.
Haciendo uso del teorema 3.2, corroboraremos que el proceso AR(1) es
causal cuando —1 < a7 < 1.

Ejemplo 3.8 Sea {X; :t € Z} un proceso AR(1), es decir,
Xt = 1 Xt—l + Zt, teZ.

El polinomio asociado es ¢(x) = 1 — oy x, cuya unica raiz es z = 1/ay.
Esta raiz tiene una norma mayor a 1 cuando |ay| < 1. Por el teorema 3.2,
encontramos nuevamente que el proceso AR(1) es causal cuando —1 < oy <
1. =

Ejemplo 3.9 Sea {X; :t e Z} un proceso AR(2), es decir,
Xt = 01 Xt—l + Qg Xt_g + Zt, teZ.

El polinomio asociado es ¢(x) = 1 — a1 x — ag 22, cuyas dos raices son

a1 +4/af + dag

—2&2

z =

Ast, el proceso AR(2) es causal cuando los coeficientes a1 y aa son tales
que |z| > 1. .
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Regresando al caso general, vamos a suponer que el operador ¢(B) es
invertible, y a partir de esta hipoétesis encontraremos una manera de
determinar las constantes m, 71, ... de la expansién (3.21).

Proposicién 3.5 Sea ¢(B) el operador de retraso asociado a un proceso
AR(p) que es causal. Entonces

a0
(¢(B))~" = > m B, (3.23)
k=0
en donde los coeficientes my, 71, ... estdn dados por
T = ]-a
Tk = O0Tp—1 + Qg+ -+ apTp—p, para k=1. (3.24)

Se define mp, = 0 para k < 0.

Demostracion. Como el proceso AR(p) en cuestién es causal, el operador
¢(B) es invertible. Asi, el operador inverso debe cumplir que

1 = (¢(B)'é(B)
(mo+m B+mB?>+--)1—aB—aB?— - —q,BP)

= 7T0+(71'1—0&17T0)B+(7T2—0517T1—0527T0)BQ+"'
0 p

= T+ Z [7Tk — Zaiwk_i] Bk,
k=1 =1

en donde 7, = 0 para k < 0. Esta es una igualdad de polinomios en B y
sus coeficientes deben coincidir. De aqui se obtiene que my = 1 y que para
k > 1, la igualacién de los coeficientes de B, de uno y otro lado, produce
la ecuacién

p
O:ﬂ'k_zaiﬂ'kfia k>=1.
i=1

Esta es la relacién (3.24) anunciada, en donde, recordemos, se define 7 = 0
para valores enteros de k tales que k < 0. ]
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En consecuencia, este resultado garantiza la validez de la representa-
ci6én (3.21) como un modelo de promedios méviles de orden infinito. En los
siguientes ejemplos se muestran los valores de los coeficientes 7, para los
dos primeros modelos autorregresivos.

Ejemplo 3.10 Para el modelo AR(1), los coeficientes T, dados por la ecua-
cion recién demostrada (3.24) son:

7T0=1,

) a1 Te_1, para k=1.

De aqui se obtiene que mp = a’f, para k = 0. Se confirma lo que se habia
encontrado para este modelo. =

Ejemplo 3.11 Para el modelo AR(2), los coeficientes m que aparecen en
la ecuacion recursiva (3.24) se calculan de manera sucesiva:

T = 1,

™ = Q17T = Qj,

Ty = O(17T1+0527T0:a%+052,

T3 = Q7T + Qg :al(a%—i-ag)—i—alag,

En este caso no se cuenta con una formula cerrada para el término general
Tk ]

Con ayuda de la expansién (3.21) ahora se pueden demostrar las siguientes
primeras propiedades generales de todo modelo autorregresivo.
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Proposicién 3.6 Sea {X; :t € Z} un proceso AR(p) que es causal, tiene
la representacion (3.21) y se cumple la condicion (3.22). Entonces

1. B(X;) =0.

(e 0)
2. Var(Xy) = Z

o0
3. Cov(Xy, Xipr) = 02 Z T Tkt -
k=0

4. {Xy : t € Z} es estacionario.

Demostracion. Las primeras dos afirmaciones se siguen de manera inme-
diata de (3.21). Para obtener la varianza se hace uso de la condicién (3.22),
la cual garantiza que la suma infinita que aparece en el enunciado es con-
vergente en media cuadratica. El cdlculo de la covarianza es el siguiente

oo o0

Cov(Xy, Xiy7) = Cov Z Tk Zi—ks Z Tk Dtyr—k)
k=0 k=0
o0

Q0
= >, Z T Cov(Zi—p, Ztyr—j)-
k=0

La tltima covarianza es distinta de cero, e igual a 02, cuando los subindices
k y j coinciden, es decir, cuando t — k =t + 7 — j, o bien j = 7 + k. Esto
reduce la doble suma a una sola suma, que es la férmula que aparece en el
enunciado. Finalmente, puesto que E(X;) y Cov(Xy, X;+-) no dependen del
tiempo ¢, se sigue que el proceso es estacionario. =

Observe que, en general, el proceso AR(p) no es estacionario, pero loo sera
cuando sea causal, es decir, cuando los coeficientes aq, ..., a; senn tales que
el polinomio ¢(z) = 1 — a1 — asx? — - - - — apzP tenga todas sus raices fuera
del circulo unitario, de modo que ¢(B) es invertible y la expansién (3.21)
es valida. El proceso AR(p) es un modelo de serie de tiempo sin tendencia,
pues E(X;) = 0 para cualquier ¢ € Z.
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Suponiendo que un proceso AR(p) es estacionario, encontraremos ahora
formulas recursivas para las funciones de autocovarianza y de autocorrela-
ciéon. En este caso, resulta conveniente calcular primero la autocorrelacién
y después la autocovarianza. Debe observarse que la autocorrelacién no
se obtiene de manera explicita, sino que se determina a través de ciertas
ecuaciones recursivas llamadas ecuaciones de Yule-Walker!.

Proposicién 3.7 (Ecuaciones de Yule-Walker) Sea {X; :t € Z}
un proceso AR(p) que es causal. La funcion de autocorrelacion estd dada
de manera recursiva por

1 st T =0,

p(1) = Corr(Xy, Xiyr) = (3.25)

P
Zakp(T—k) st 7= 1.
k=1

Demostraciéon. Por definicién, p(0) = 1. Veamos el caso 7 > 1. Recor-
demos que

XtZOélthl-i-"'—FOépXt,p—i—Zt, teZ.

Multiplicando esta igualdad por X;—, y tomando esperanza se obtiene
Y1) =a1y(r = 1)+ + opy(r = p) + (X Zp),

en donde la tltima esperanza es cero, pues para 7 > 1, las variables X;_ y
Z; son independientes. Dividiendo entre (0) se obtiene el resultado anun-
ciado. ]

Como la autocorrelacién es una funcién par, es decir p(7) = p(—7), tenemos
que, mas explicitamente, la funcién de autocorrelaciéon se encuentra de la
forma siguiente: se resuelve primero el sistema de p ecuaciones

'George Udny Yule (1871-1951) estadistico escocés.
Gilbert Walker (1868-1958) fisico y estadistico inglés.
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p(1) = a1p(0)+azp(l)+---+a,plp—1)
p(2) = a1p(l)+azp(0)+ -+ app(p—2)
pB3) = a1p(2) +azp(l)+--+app(p—3)
p(p) = aip(p—1)+azp(p—2)+-- +app(0),

en donde p(1),..., p(p) son p incégnitas. Recordemos que p(0) = 1. A partir
de estos primeros p valores, se calculan los subsiguientes valores usando la
férmula recursiva (3.25), es decir,

plp+1) = aip(p)+ - +app(l)
pp+2) = aip(p+1)+---+ap(2)

Ejemplo 3.12 Las ecuaciones de Yule-Walker para el proceso AR(1) dado
por X; = a1 Xy 1+ 2, t€Z, son

p(0) = 1,
p(r) = agp(r—1), 7=1

De aqui se obtiene de manera inmediata que p(T) = of, para T = 0. Esto
corrobora lo encontrado en la proposicion 3.4. ]

Ejemplo 3.13 Las ecuaciones de Yule-Walker para el proceso AR(2) dado
por Xy = a1 X1 + o Xi_o+ Zy, t €Z, son

p(l) = o1+ azp(l),

p(2) = aip(l)+ ao.
De aqui se obtiene p(1) = a1/(1 —az) y p(2) = a?/(1 — ag) + as. A partir
de estos dos valores se pueden obtener los siguientes valores de p(T) usando

la formula
p(r) =o1p(t—=1)+az2p(tr—2), 723
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Esta es una ecuacion recursiva de orden 2 con valores iniciales p(1) y p(2).
En el ejercicio 80 se plantea un procedimiento para obtener la solucion ge-
neral de esta ecuacion. ]

A continuacién encontraremos la funcién de autocovarianza del modelo
AR(p). Esta funcién quedard expresada en términos de la funcién de
autocorrelacion.

Proposicién 3.8 Sea {X; : t € Z} un proceso AR(p) que es causal y
con funcion de autocorrelacion p(7). La funcion de autocovarianza es

2

pa st T =0,
Y(7) = Cov(Xy, Xpgr) { 17 ;1 o, p(k)
FOplr)  sir=12...

Demostracion. Recordemos que p(7) = v(7)/~(0), para 7 € Z. Habiendo
encontrado los valores p(7) mediante las ecuaciones de Yule-Walker, sélo
falta encontrar v(0). Partimos nuevamente de la ecuacién

thalXt_1+"'+apXt_p+Zt, teZ.
Multiplicando por X; y tomando esperanza se obtiene
Y(0) = ary(1) + -+ + apy(p) + E(X; Zy).

Usando la representacién (3.21) y el hecho de que mp = 1, se comprueba que
el ltimo sumando es F(X; Z;) = E(Z?) = o2. Substituyendo la expresién
p(1) = v(t)/v(0) para 7 = 1,2,...,p, se obtiene

7(0) = a17(0) p(1) + - - + a, 7(0) plp) + 0°.

Por lo tanto,
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En resumen, para un proceso AR(p) que es causal, las funciones de autoco-
varianza y autocorrelacién se calculan de la manera siguiente:

» Recordemos que p(0) = 1. Resolviendo las ecuaciones de Yule-Walker
se obtienen los valores p(1), ..., p(p). A partir de estos valores iniciales
se encuentran sucesivamente los siguientes valores:

plp+1) = a1pp)+ -+ opp(l)
plp+2) = aipp+1)+- +app(2)
» Usando los valores p(1), ..., p(p) se calcula vy(0) segtn la férmula mos-

trada en la proposicién 3.8.

= Se calcula v(7) = v(0) p(7), para cualquier 7 € Z.

Ejemplo 3.14 Para el proceso AR(1) dado por Xy = an X1 + Zy, t € Z,,
sabemos que su funcion de autocorrelacion es p(17) = «of, para 7 = 0. Por
la proposicion 3.8 recién demostrada, tenemos que

2 2
o o
0) = = .
7(0) 1—aip(l) 1-a2
Por lo tanto,
o2
) =70)p(r) = —50ai, 721
— 2
Esto corrobora lo encontrado antes en la proposicion 3.4. =

Ejemplo 3.15 Para el proceso AR(2) dado por X; = cy Xy—1+ e X2+ 74,
t € Z, habiamos encontrado que p(1) = a1 /(1—a2) y p(2) = o2 /(1—az)+as.
A partir de estos valores se pueden obtener los siguientes valores de p(T)
usando la relacion

p(r) =a1p(t —1) +agp(tr —2), 723
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Por la proposicion 3.8,

02

1= arp(l) — azp(2)

0_2

1—ai/(1-a2) —as(ai/(1 —az) + az)’

7(0) =

A partir de este nimero y de las correlaciones p(T), se pueden calcular las
covarianzas (1) = v(0) p(7), 7 = 0. .

Recordemos que v(0) = Cov (X, X¢) = Var(X;), en donde esta varianza se
encontré previamente en términos de los coeficientes 7w de la representa-
cién (3.21). De esta manera, tenemos dos expresiones para la varianza de
un proceso AR(p) que es causal:

0,2

L—aip(l) = —app(p)

0
Var(X;) = o2 ZW}% =
k=0

El modelo AR|[P] estacional

Este es un modelo autorregresivo que incorpora un patrén estacional. El
numero entero s > 2 denota la longitud del periodo de la estacion.

Definicién 3.12 Sean P > 0 y s = 2 dos enteros. Sean of,...,ap
constantes dadas, con o/p # 0. Una serie de tiempo {X; : t € Z} sigue
un modelo AR[P] estacional de periodo s, si es de la forma

X; = Oéll Xi s+ 0/2 Xt 95+ -+ 0433 Xi_ps + 74 (326)
P
= 2 aﬁg Xt—ks I Zt, t e Z.
k=1

Es claro que la variable X; depende de los P valores previos Xy, X;—os,. . -,
X;:_ps. Estos valores previos tienen un ntimero de rezago que es multiplo
de s.
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También es claro que el proceso (3.26) es un caso particular de un modelo
AR(p) con p = Ps, en donde los tnicos coeficientes distintos de cero son
aquellos con subindice con rezago s, 2s, ..., Ps. En consecuencia, se cumplen
todas las propiedades que conocemos para el modelo AR(p); en particular,
sabemos que el proceso (3.26) es causal y, por lo tanto, estacionario cuando el
operador de retraso asociado tiene todas sus raices fuera del circulo unitario.
Este operador se denota por ®(B®) y es

®(B*)=1—-a|B°—ay,B* — ... —op B,
La expresion (3.26) se puede escribir de la siguiente forma:
(B Xy = Zy, tel. (3.27)

Un poco més general, se puede considerar el proceso autorregresivo estacio-
nal

®(B*)$(B)X; = Z;, tel, (3.28)

en donde ¢(B) es el operador usual de orden p considerado antes en la defi-
nicién 3.10 que aparece en la pagina 99. En el término ¢(B)X; se establece
la dependencia de X; respecto de las variables (X;—_1,...,X;—p) v el ope-
rador ©(B®) indica la dependencia de estas mismas variables con rezagos
tales que correspondan a los P periodos estacionales previos. Observe que
los operadores ¢(B) y ®(B*) conmutan, de modo que su producto se puede
escribir en cualquier orden.

El modelo AR(p) con media no cero

Concluimos esta seccién definiendo una extensién del modelo AR(p), en
donde la media no necesariamente es cero.

Definicién 3.13 Sea p una constante. Se dice que la serie {X; : t € Z}
sigue un modelo AR(p) con media i si el proceso centrado {Xy—u : t € 7.}
es un proceso AR(p), es decir,

Xt — U= Q1 (Xt—l — ,u) qFocogF (7% (Xt—p — [,L) aF Zt, teZ. (329)
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De la ecuacién (3.29) es claro que la serie trasladada Y; = X;—pu, parat € Z}
sigue el modelo AR(p). Puesto que una serie que sigue ese modelo tiene
media cero, tenemos que F(X;) = u, para cualquier ¢ € Z. Las siguientes
identidades se pueden comprobar ficilmente:

» Var(X;) = Var(¥}).
» Cov(Xy, Xiyr) = Cov(Ye, Yigr).

» Corr(Xy, X¢ir) = Corr(Yy, Yiir).

Es decir, aunque el proceso {X; : t € Z} dado por (3.29) no sigue propiamen-
te el modelo AR(p), tiene las mismas caracteristicas numéricas de segundo
orden que el proceso {Y; : t € Z}, y seré estacionario cuando {Y; : t € Z} lo
sea.

3.3. Modelo ARMA

Este modelo es una combinacién de un proceso autorregresivo AR(p)
y de un proceso de promedios méviles MA(q). Su definicién aparece a
continuacién.

Definiciéon 3.14 Sean p = 0 y ¢ = 0 dos enteros, no ambos cero. Sean
at,...,0p Y P, .., By constantes tales que oy # 0 y By # 0. Sea {Z; : t €
Z} un proceso de ruido con media O y varianza 0. Una serie de tiempo
{X; :teZ} es un proceso ARMA de orden (p,q) si es de la forma

X = E)élthl +"'+O‘pthg +Zt+,§1Zt71 +"'+ﬂthfg
P q
= > o Xek+Zi+ ), BuZik, tel. (3.30)
k=1 k=1

Cuando p = 0y ¢ > 1, la expresién (3.30) se reduce al modelo MA(q),
y cuando p = 1 y g = 0, se obtiene el modelo AR(p). De esta manera,
el estudio del modelo ARMA(p,q) incluye los dos modelos particulares
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anteriores.

Definiendo Sy = 1, y en términos del operador de retraso B, un proceso
ARMA (p, q) dado por la expresion (3.30) se puede escribir como

p q
1=> B Xe = (D). B BY) 2, teZ. (3.31)
k=1 k=0
$(B) 0(B)
Es decir,
¢(B)X; = 0(B) Z;, teZ, (3.32)

en donde ¢(B) y 0(B) son los operadores de retraso definidos antes y a
los que también se les refiere como operador autorregresivo y operador de
promedios moviles, respectivamente, pues corresponden a esos dos aspectos
del modelo ARMA. A continuacién se recuerda su definicién.

Definicién 3.15 Para el modelo ARMA(p, q) especificado en (3.30) se
definen:

1. Los operadores de retraso
$(B) = 1—ayB—ayB*—---—aq,BP,
0B) = 1+p1B+pB*+---+5,BI.

p(x) = l—ayz—agx®— - —apaP, zeR,

>
S
8
~
I

1+,81x+ﬂ2:1:2+---+5qxq, z € R.

Como en los casos de los modelos AR (p) y MA(q), nos interesa la invertibi-
lidad de los operadores ¢(B) y 6(B) pues, en tal situacion, se puede escribir
la serie {X; : t € Z} en términos del proceso de ruido {Z; : t € Z} y vicever-
sa. Tal caracteristica de invertibilidad estd relacionada con las normas de
las raices de los polinomios asociados ¢(x) y #(x) como ya se ha indicado.
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Causalidad del modelo ARMA (p, q)

La siguiente definicién es idéntica a la que aparece en la pagina 100 sobre
la causalidad para procesos AR(p).

Definicién 3.16 Se dice que un proceso {X; : t € Z} que sigue un mode-
lo ARMA(p, q) dado por (3.32) es causal si el operador ¢(B) es invertible.

En este caso, el proceso definido en (3.30) se puede escribir como
X =(¢(B)'0(B) Z;, te, (3.33)

es decir, la serie {X; : t € Z} se ha escrito exclusivamente en términos del
proceso de ruido {Z; : t € Z}. Recordemos que ¢(B) es invertible si y sélo
si la ecuacién ¢(x) = 0 tiene todas sus raices fuera del circulo unitario.
La causalidad implica que existen constantes mg, 71, ... tales que el proceso
{X} : t € Z} adquiere la representacion

oo
X, = 2 % Zi—, te€Z, (3.34)
k=0

en donde ZZO:O W]% < 0. Esta representacién corresponde a un modelo de
promedios moviles de orden infinito e implica que el proceso es estacionario.
En particular, la representaciéon (3.34) ayuda a encontrar ficilmente algu-
nas caracteristicas del modelo ARMA(p, q), como la media y la varianza.
Esos calculos se hacen méas adelante. En particular, bajo la hipdtesis de
causalidad, el modelo ARMA (p, q) corresponde a una serie de tiempo sin
tendencia, pues comprobaremos que E(X;) = 0, para cualquier ¢ € Z.

Invertibilidad del modelo ARMA(p, q)

Definicién 3.17 Se dice que un proceso {X; : t € Z} que sigue un mo-
delo ARMA(p, q) dado por (3.32) es invertible si el operador 6(B) es

invertible.
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En este caso, tenemos la relacién
Zi = (0(B))"' ¢(B) Xi, teZ, (3.35)

es decir, el proceso de ruido {Z; : t € Z} es funcién de la serie {X; : t € Z}.
Recordemos que 6(B) es invertible si y sélo si la ecuacion 6(x) = 0 tiene
todas sus raices fuera del circulo unitario. La definicién anterior es la misma
que se dio para el modelo MA(q), e implica que existen constantes m, 71, . . .
tales que el proceso de ruido {Z; : t € Z} adquiere la representacion

o6}
Zy =Y mXip, teZ, (3.36)
k=0
en donde Y7, |mx| < 0.

Media y varianza del modelo ARMA (p, q)

En esta seccién se encuentran la media y la varianza del modelo general
ARMA (p, q). Estas cantidades son idénticas a las del modelo AR(p). El
célculo hace uso de la representacién (3.34).

Proposicién 3.9 Sea {X; : t € Z} un proceso ARMA(p, q) que es causal
y tiene la representacion (3.34). Entonces

1. E(X;) =0.
0

2. Var(X;) = o2 Z 2.
k=0

Demostracion. Suponiendo que es vélido el intercambio de suma infinita
y esperanza, tenemos que

L BE(Xy) = B, Zi—i) = Y, mu E(Z—y) = 0.
k=0 k=0
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o0 0
2. Var(X;) = Var( Z Tk Lt k) = Z 2Var(Z,_y) = o> Z 7713.
k=0 k=0 k=0

Autocovarianza y autocorrelacion
del modelo ARMA(p, q)

A continuacién encontraremos una forma de calcular las funciones de
autocovarianza y de autocorrelacién para un modelo ARMA(p,q) que es
causal y, por lo tanto, estacionario.

Proposicién 3.10 Sea {X; : t € Z} un proceso ARMA(p,q) dado
por (3.30). Suponga que el proceso es causal y tiene la representa-
cion (3.34). Entonces

1. La funcion de autocovarianza v(7) estd dada por el sistema de ecua-

ciones
Q0
Y1) — a1 y(T—1) — -+ — apy(T — p) = o2 2 Tk Brik, (3.37)
k=0
para T = 0,1,2,... en donde se define Bygr1 = Bg42 = --- =0, de

modo que la suma indicada siempre es finita.

2. La funcion de autocorrelacion es

(1) =v(7)/v(0), para T=0,1,2,...

Demostracion.

1. Sea 7 = 0 un entero. Conviene recordar la ecuacién que define al
modelo ARMA(p, q),

Xt=041th1+"'+OépXt,p+Zt+ﬁ1thl+“'+Bth7q, te”Z.
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Multiplicando esta identidad por X;_, y tomando esperanza se obtiene

(1) —ary(r—1) = —apy(T —p)

HMS

q
Z E(Ztri- Z1j),

en donde el lado derecho se obtiene al substituir la expansién (3.36)
para X;_,. Este lado derecho es distinto de 0 sélo cuando j = 7 + k.
Se obtiene asf la relacién

o0
Y1) —ary(t = 1) — - —apy(1 — p) = 0* Z Tk Brik-
k=0
2. Conociendo los valores de v(7) para 7 = 0,1,2,..., la funcién de au-

tocorrelacion se calcula de la forma usual, es decir, p(7) = v(7)/7(0),
para T =0,1,2,...

Ejemplo 3.16 Para comprender mejor el conjunto de ecuaciones (3.37),
las escribiremos de manera explicita para el casop =2 y q= 3.

=0 (0) —a1y(1) — aay(2) = 0*(moBo + mB1 + TaB2 + m3P3)
T=1 (1) —a17(0) — axy(1) = o*(moB1 + m1B2 + m2f3)
=2  4(2) - a1v(1) — a2y(0) = o (B + m1B3)

T=3 3(3) - ay(2) - axy(1) = *(moBs)
T=4  (4) - a1y(3) —a2y(2) = 0

Las ecuaciones para 7 = 0,1,2 forman un sistema de ecuaciones de 3 x 3
que se resuelve para conocer los valores de v(0), v(1) y v(2). Los siguientes
valores: v(3),v(4), ... se encuentran de manera recursiva usando la formula
(3.37), en donde los valores base seran y(1) y v(2), como se muestra en las
ecuaciones indicadas arriba para T = 3,4, ... =
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En el caso p > ¢, el lado derecho de las ecuaciones es igual a cero, excepto
tal vez para algunos casos, cuando 7 = 0, 1, 2.

Concluimos esta secciéon con el enunciado de un resultado que establece
condiciones necesarias y suficientes que caracterizan la causalidad y la
invertibilidad en un proceso ARMA(p, q). Estos resultados son similares a
los que se presentaron como teorema 3.2 en la pagina 101 para la causalidad
de un proceso AR(p), y teorema 3.1 en la pdgina 88 para la invertibilidad
de un proceso MA(q).

Teorema 3.3 (Criterio para la causalidad y la invertibilidad del
modelo ARMA) Considere un proceso ARMA (p, q) tal que los polino-
mios asociados ¢(x) y 0(x) no tienen raices comunes. Entonces

1. El proceso es invertible <
toda raiz z € C del polinomio 6(x) tiene norma |z| > 1.

2. Bl proceso es causal <
toda raiz z € C del polinomio ¢(x) tiene norma |z| > 1.

La demostracién de este resultado se puede encontrar en Brockwell y Davis
(1987) [7]. En esta referencia aparecen los enunciados separados como
teorema 3.1.1 y teorema 3.1.2.

Como se ha senalado, la condicién para la invertibilidad que se presenta
en el teorema 3.3 se puede expresar de manera equivalente solicitando que
0(z) # 0 para cualquier z € C dentro del circulo unitario {z € C : |z| < 1}.
De manera similar, la condicién para la causalidad también se puede
escribir como ¢(z) # 0 para cualquier x € C dentro del circulo unitario
alrededor del origen.
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El modelo ARMA(1,1)

En esta seccién se revisan los detalles del modelo particular ARMA(1,1)
definido por la relacién

Xi=aXe 1+ 2y + 01241, te, (3.38)

en donde a1 # 1y B1 # 1. Como en el caso del modelo general, este proceso
se puede escribir en términos de los operadores de retraso como

#(B)X; =0(B)Z;, telZ, (3.39)

en donde ¢(B) =1—a;By60(B) =1+ (1 B.

Estacionariedad del modelo ARMA(1,1)

El proceso ARMA(1,1) es estacionario cuando el operador de retraso ¢(B)
es invertible, de tal manera que la serie admite la siguiente representaciéon
de medias méviles de orden infinito

Xi = (¢(B) ' 0(B) Z, teZ.

El operador ¢(B) es invertible cuando todas las raices del polinomio
¢(x) = 1 —agx quedan fuera del circulo unitario. La tnica raiz es x = 1/ayq,
de modo que el proceso es estacionario cuando |1/a;| > 1, es decir, cuando
—l<aoa <1

Causalidad del modelo ARMA(1,1)

De acuerdo con la definicién, la causalidad requiere la invertibilidad del
operador de retraso ¢(B) = 1 — oy B como en el péarrafo anterior. Por lo
tanto, el proceso es causal cuando |a1| < 1. A continuacién se encuentra
la expansion de la serie {X; : t € Z} en términos del proceso de ruido
{Zt S Z}
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(6(B))~"0(B) Zi

(1-aB)'(1+ 513) Zy

(1+a1B+a2B*+ )1+ B1B) Z

[1+ (o1 + ﬁl)B + (a1 + B B? + (o + B1)2B +---] Z;

= Zi+ (1 +B) Z ok 7z, (3.40)

k=1
e¢]

= > 7% Zik,
k=0

en donde los coeficientes de la ltima serie son

k—1

mo=1y 7w = (oq+f1) para k=1,2,...

De esta manera, la serie {X; : t € Z} queda expresada tnicamente en tér-
minos del proceso {Z; : t € Z} como un modelo de medias méviles de orden
infinito. A partir de (3.40) se puede verificar ficilmente la media y la va-
rianza de este modelo, a saber,

L E(Xt) =0.
» Var(X;) =[1+ (Oélli‘f%)Q] 0.

Invertibilidad del modelo ARMA(1,1)

La parte de promedio méviles del modelo ARMA(1,1) tiene asociado el
operador de retraso 6(B) = 1 + 1 B. Este operador es invertible cuando
toda raiz z € C del polinomio #(z) = 1 + fix es tal que |z| > 1. La tnica
raiz de esta ecuacién es z = —1/f;. Por lo tanto, 6(B) es invertible cuando
—1 < B1 < 1. En tal situacién, usando la expansién

1 3

— =l-z+a2’—z

4+ ara —1l<x<l1
14z P ’

y para —1 < 81 < 1, tenemos que



120 CAPITULO 3. ALGUNOS MODELOS

Z = (0(B)" (B) Xi

= (1+/B)'(1—-aB)X;
(1—-BB+ BB - 3B +---) (1 —auB) X;
[1—(B1+a1)B+ (61 + 041)5132 — (1 + 041)5%33 +- ] X

= — (b1 + 1) Z (=B Xk, teZ

Asi, hemos expresado el proceso de ruido {Z; : t € Z} en términos de la serie
de tiempo {X; : t € Z}.

Autocovarianza y autocorrelacion
del modelo ARMA(1,1)

A continuacion se calculan las funciones de autocovarianza y de autocorre-
lacién del modelo ARMA(1, 1) bajo la hipétesis de estacionariedad.

Proposicién 3.11 Sea {X; : t € Z} un proceso ARMA(1,1) especificado
en (3.38) y que es estacionario. Entonces

1. La funcion de autocovarianza es

(a1 + B1)?

() = Cov(Xs, Xt4r) A =l
YT) = LoviAg, Ar) =
]! (1+ 04151)(0;1 + 61) o2 siT>1
1—of
2. La funcion de autocorrelacion es
1 st T =0,
p(1) = Corr(Xy, Xi1r) = o1 (14 a1B1)(ar + p1) si =1

1 1+20{1,81+,8%
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Demostracion.

1. El caso 7 = 0 corresponde a la varianza que fue indicada antes, y
ahora se presentan los detalles. Usando la representacion (3.40),

7(0) = Cov(Xy, Xy)
= Var(Xy)

[e¢]
= Var(Z; + (a1 + A1) Z ' Zik)

= Var(Z) + (o1 + 51)? Z 2(k-1) Var(Z;_y)

0]
= 02-1- 041-1-,312 22

k=0
(a1 +51)% 5
= (L4 LTV 52
Para 7 = 1,2, ..., usando nuevamente (3.40),
(1) = Cov(Xy, Xiyr)
0
= Cov(Z; + (a1 + B1) Z o Zy g,
k=1
o0
Zy + (a1 + B1) 2 " Zyy)
k=1
e}
= Cov(Z, Zyir) + (o0 + B1) 2 v Cov(Zy, Zivri)
—_—
=0 N i — _
:(a1+51)0471—71 o2
e}
(1 + B1) Oék Y Cov(Zy—i, Zisr)
k=1

o0 0
+(on +B1)% ). 204 T2 Cov(Zi—i, Zirr—0)
k=1 =

—_
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En la dltima expresion se tienen 4 sumandos. El primero y el tercero
son cero, el segundo es (a1 + 1) a] 152 y es resultado del término
de la suma cuando k = T; ﬁnalmente, la covarianza que aparece en el
cuarto sumando es

o2 si f=1+k,

0 en otro caso.

Por lo tanto,

o0

(051+,81)0471— 1 2 041+,31 Z T+2k—2 2

v(7)

=S
MS
=
(SN
=
T
Q
[\

(al + ,81)0471-71 0'2 + (041 + ,31)2Oz

_ ai + p1)?
= (a1 +p1)o] 102+(11_521)o{02
1

— ar! (1+ 01151)(0;1 + 1) o2

1_a1

2. Usando el inciso anterior, para 7 = 1,2, ...

_ )

p(r) = )
- o7 ! (1+ a1p1)(a1 + B1) o2 1—0[%
- 1-af (1 + 20181 + B7)o?

-1 (1 +a1B1)(or + Br)
1 1+ 201061 + ,3%

El modelo ARMA|P, )] estacional

Este es un modelo ARMA que permite incorporar un patrén estacional
en la estructura del modelo. La estacionalidad aparece tanto en la parte
de promedios méviles como en la parte autorregresiva, y supondremos
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que la longitud del periodo estacional es el entero s > 2. Se trata de la
combinacién de los procesos MA[Q] y AR[P] estacionales ya menciona-
dos. El resultado sera, nuevamente, un caso particular de un modelo ARMA.

Ademés de los operadores usuales #(B) de orden ¢, y ¢(B) de orden p,
asociados a los modelo MA(q) y AR(p), respectivamente, conviene recordar
la definicién de los siguiente operadores de retrasos estacionales:

O(B%) = 1+ B°+ 8B + -+ g B,
®(B°) = 1—-oyB*—ayB* —...—apB"™,

en donde @ = 0y P > 0 son enteros. Estos operadores son semejantes a
los operadores 6(B) y ¢(B), pero sus retrasos son multiplos del periodo
estacional s y sus coeficientes se denotan por las mismas letras, pero tienen
un apoéstrofe ya que pueden ser distintos a los de los operadores 6(B) y ¢(B).

Definicién 3.18 Una serie de tiempo {X; : t € Z} sigue un modelo
estacional ARMA de periodo s, y se denota por ARMA (p, q)[P,Q]s, si

es de la forma

o(B%)¢(B)X; = O(B*)0(B)Z;, te . (3.41)

El operador ®(B?) lleva la parte regresiva ¢(B)X; a los P periodos estacio-
nales previos y el operador ©(B?) establece la dependencia de X respecto
de 0(B)Z;,0(B) Z—s, . ..,0(B)Zs—qs. Esta es la interpretacion que se indicé
antes cuando se mencionaron por separado los modelos MA[Q] y AR[P]
estacionales. Véanse las paginas 89 y 109.

El modelo ARMA (p, q) con media no cero

Finalmente, a continuacién se define el proceso ARMA (p, q) con media no
necesariamente cero.
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Definicién 3.19 Sea p1 una constante. Se dice que la serie {X; : t € Z}
sigue un modelo ARMA (p, q) con media u si el proceso centrado { Xy —pu
t € Z} es un proceso ARMA(p, q), es decir,

Xt—[,l, = Oél(Xt_l—/,L)+"‘+C¥p(Xt_p—M)+Zt
+61Zs 1+ + By Ziy, teZ. (3.42)

De la ecuacién (3.42) se puede ver de inmediato que la serie trasladada
{X; — p : t € Z} sigue el modelo ARMA(p, q). Como una serie que sigue ese
modelo tiene media cero, tenemos que E(X;) = p, para cualquier ¢ € Z.

3.4. Modelo ARIMA

Esta seccién contiene una breve introduccién al modelo ARIMA. Este
tipo de procesos es una generalizacién del modelo ARMA(p, q). La letra
I anadida se refiere a la palabra en inglés Integrated, e indica que cierta
operacién de diferenciacion de la serie se ha integrado al modelo.

Una serie de tiempo ARIMA es un modelo que se puede utilizar para
modelar datos que presentan tendencia, y que tal tendencia se puede
eliminar a través de la aplicacién del operador diferencia V¢ = (1 — B),
para cierto nimero entero d = 0. A continuacion se establece la definicion.

Definicion 3.20 Sean p,d,q = 0 numeros enteros. Una serie de tiempo
{X; : t € Z} sigue un modelo ARIMA(p,d, q) si la serie {Wy : t € Z} que
aparece a continuacion es un proceso ARMA(p, q),

W; = (1 - B)¢X;, teZ.

Esto quiere decir que la serie diferenciada W; = VixX, = (1— B)dXt se
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puede expresar como

P q
Wi = ZakWtfk-l-Zt—FZﬁthfk, teZ,
k=1 k=1

para ciertas constantes ai,...,ap, B1,...,0q, en donde {Z; : t € Z} es un
proceso de ruido con media 0 y varianza o2. En el ejercicio 18 se senala que
las tendencias de tipo polinomial en una serie de tiempo se pueden eliminar
mediante la aplicacién del operador V¥ = (1 — B)“.

En términos de los operadores de retraso ¢(B) y 0(B) definidos antes, te-
nemos la representacién ¢(B)W; = 0(B)Z; para un proceso ARIMA o, més
explicitamente,

¢(B)(1 — B)'X; = 0(B)Z;, teZ. (3.43)

Observemos que el modelo ARIMA (p, 0, q) es el modelo ARMA(p, q), pues
(1 — B)Y = 1. Ademds, recordemos que diferenciar una serie {X; : t € Z}
significa aplicar el operador diferencia V¢ = (1 — B)? a cada variable
aleatoria de la serie. Se produce asi la nueva serie de tiempo. Por ejemplo,

(1-B)°X,; = X, Identidad
1-B)'X;=X; — X¢ 1 Primera diferencia
(1-B)?X; =X; —2X; 1+ X;_ 2 Segunda diferencia

Modelo ARIMA sin alguna de sus partes

Cuando un proceso ARIMA (p, d, ¢) no contiene la parte regresiva se le llama
modelo IMA(d, q). Asi, tenemos que ¢(B) = 1, y la representacién (3.43)
toma la expresion reducida que aparece a continuacién en la ecuacion (3.44),
que corresponde a un modelo ARMA(d, q),

(1-B)!X, =6(B)Z;, te. (3.44)

Por ejemplo, el modelo IMA(1, q) estd dado por la expresién (3.45), el cual
es un modelo ARMA(1, q),

Xt = thl + H(B)Zt, teZ. (345)
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También se pueden considerar modelos ARIMA (p, d, q) sin la parte de pro-
medios méviles, es decir, modelos ARIMA en donde §(B) = 1. En este caso
se obtiene el modelo que aparece en (3.46). No es dificil darse cuenta que
este aparente nuevo modelo es en realidad un proceso AR(p + d).

#(B)(1 - B)X, = Z;, te. (3.46)
Por ejemplo, cuando p =1 y d = 1 se tiene el modelo autorregresivo

X — (1 + 011)th1 + o1 Xy 9=2, tell. (3.47)

Causalidad, invertibilidad y estacionariedad
del modelo ARIMA(p,d, q)

» Un proceso ARIMA(p, d, q) no es causal cuando d > 1, pues el polino-
mio asociado al operador ¢(B)(1 — B)? es ¢(x)(1 — z)¢, y la ecuacién
#(z)(1 — )¢ = 0 tiene d raices sobre el circulo unitario, vea el teore-
ma 3.3. Asi, como no se tiene la causalidad, no se puede garantizar la
estacionariedad del proceso ARIMA(p,d, q) para d > 1.

» Cuando d = 0 tenemos la situacién del modelo ARMA(p, q), el cual
es causal, y por lo tanto estacionario cuando el operador ¢(B) es
invertible. De esta manera, la diferenciacién V?X; hace que esta nueva
serie siga el modelo ARMA(p,q), es decir, ahora d = 0 y la serie
diferenciada puede ser estacionaria cuando ¢(B) sea invertible. De
esta manera el modelo ARIMA se puede utilizar para representar tanto
series estacionarias como series no estacionarias.

» A partir de la representacion (3.43), es claro que un proceso que sigue
el modelo ARIMA(p,d,q) es invertible cuando el operador 0(B) es
invertible; esta es la misma situacidén que se tenia antes para el proceso

ARMA(p, q).

A continuacién se muestran algunos ejemplos.

Ejemplo 3.17 El modelo ARIMA(0,0,0) es el proceso de ruido {Z; : t €
Z}, el cual es estacionario. Ver sus propiedades en la pagina 10. ]
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Ejemplo 3.18 El modelo ARIMA(0,1,0) es la caminata aleatoria
Xt_Xt—l = Zt, teZ.

En el ejercicio 27 se pide demostrar que este proceso mo es estacionario.
Tal afirmacién no es dificil de verificar, ya que se puede comprobar que el
proceso admite la representacion Xy = Z1 + -+ + Zy, para t = 1. A partir
de esta expresion los cdlculos son sencillos. Aunque E(X;) = 0, la funcion
de autocovarianza y(t,t + 1) depende de t, pues

’}’(t,t + 7') = COV(Xt, Xt+7')
t+1

= COV(Z Zk, Z Zk)
k=1

k=1

t t
= COV(Z Zk, 2 Zk)
k=1

k=1

= to2

Se concluye que la caminata aleatoria no es una serie de tiempo estacio-
naria. Por otro lado, el proceso también se puede escribir como ¢(B)(1 —
B)X; = 0(B)Z;, en donde los operadores de retraso son los operadores iden-
tidad, es decir, en este caso, p(B) =1 y 6(B) = 1. Es inmediato ver que el
proceso diferenciado es el proceso de ruido Wy = Zy, t = 1, el cual eviden-
temente es estacionario. Ver sus propiedades en la pdgina 10. ]

Ejemplo 3.19 El modelo ARIMA(1,1,0) es
(1-—a1B)(1-B)X, = Z;, teZ.

Este proceso no es estacionario, pero el proceso diferenciado una vez, Wy =
X: — Xi—1 = (1) X} es estacionario cuando —1 < ay < 1. Para el proceso
diferenciado tememos la representacion usual

Wi = Xi— X
= (1-B)X;
= (1-a1B) 'z
= (l+aB+aiB?+--)Z

Q0
k
= Z (071 Zt—k'
k=0
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Alternativamente, se puede escribir

Xy = X+ W
= Xy o+ W1+ W,
= Xy 3+Wio+ Wi g+ W

t
= Xo+ Z Wi.
k=1

Ejemplo 3.20 Considere la caminata aleatoria X; = ag + a1t + Z;. Esta
serie no es estacionaria pues su media es ag + ait, lo cual depende del
tiempo. La primera diferencia de la serie es

wl) = (1-B)X,
= (ag+art+2Zy) — (ap+ar1(t—1)+ Z4—1)
= o1+ 2t + Zy_q,

la cual es ahora estacionaria. Este no es un modelo ARIMA debido a la
constante a. La sequnda diferencia es

w® = (1-B)2X,
= (061 + Z; + Zt—l) — (041 + Zi1 + Zt_g)
= Zt - Zt—27
Tenemos ahora un modelo ARIMA(0,2,2). .

Por definicién, el modelo ARIMA(p,d,q) es tal que el proceso asociado
W; = (1 — B)4X; sigue un modelo ARMA(p, q), y por lo tanto, E(W;) =0
para cualquier ¢ € Z. Una extension del modelo ARIMA consiste en solicitar
que {W;—pu : t € Z} siga el modelo ARMA para algin valor p. Esta condicién
hace que E(W;) = p.
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El modelo ARIMA|[P, D, Q] estacional

Este es un modelo que sugiere una manera de incorporar un patrén
estacional en la estructura del modelo ARIMA. Como antes, supondremos
que la longitud del periodo estacional es el entero s > 2. Se trata de una
extension del caso ARIMA(p,d, q) y recibe el nombre de SARIMA por el
término en inglés Seasonal ARIMA.

La definicién de este modelo se realiza de la misma manera en que se hi-
zo para definir el modelo ARMA estacional en la pdgina 122. Recordemos
nuevamente que los operadores no estacionales son:

9B) = 1+p1B+---+p,B,
¢(B) = 1—-ayB—ayB*—---—aq,BP.
Estos son los operadores que definen la parte de promedios méviles de or-

den g y la parte regresiva de orden p, respectivamente. Por otro lado, los
operadores estacionales son:

©(B?)
o (B?)

1+ B] B*+ By B** + -+ + B3, BY*,

! ns ! n2s / Ps
l—a]B*—ay B —---—apB™".

Estos operadores se encargan de establecer la dependencia de los promedios
moéviles en () periodos estacionales previos, y la dependencia de la par-
te regresiva en los P periodos estacionales previos, respectivamente. Estos
operadores se aplican de manera multiplicativa:

O(B*)0(B) y ®(B%)p(B).

Como estos operadores conmutan, el producto se puede escribir en el otro
orden sin cambio en el resultado.

Ademés, tenemos el operador diferencia no estacional (1— B)? y el operador
diferencia estacional (1 — B*)P en donde d = 0 y D > 0 son dos niimeros

enteros. Con estos elementos es posible ahora establecer una definicién del
modelo SARIMA.
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Definicion 3.21 Sean d > 0 y D > 0 dos numeros enteros. Una serie
de tiempo {X; : t € Z} sigue un modelo estacional ARIMA de periodo
s =2, y se denota por ARIMA(p,d, q)[P, D, Qls, si la serie {Wy :t € Z}
dada por

Wi =(01-BP1-B)X;, teZ.

sigue un modelo ARMA de la forma

®(B*)¢(B)W; = ©(B*)0(B)Z;, teZ. (3.48)

Observe que el proceso integrado {W; : t € Z} se puede escribir como
Wt = (vs)DvdXt) te Za

en donde los dos operadores diferencia indicados conmutan y su multiplica-
cién se puede escribir en cualquier orden. No es dificil darse cuenta que la
multiplicacién de todos los operadores involucrados en la definiciéon del mo-
delo SARIMA produce un modelo ARMA de ciertos pardmetros y que, por
lo tanto, todos los resultados que se aplican al modelo ARMA se heredan
al modelo SARIMA.

Ejemplo 3.21 Elmodelo ARIMA(p,d,q)[0,0,0]s es simplemente el modelo
ARIMA(p,d, q). .

Ejemplo 3.22 El modelo ARIMA(0,0,0)[0,0,Q]s es el modelo de prome-
dios moviles estacional MA[Q)] especificado en la definicion 3.6 de la pdgi-
na 89. FExplicitamente,

Xi=Zi+ 81 Zt—s+ By Zias+ -+ o Zi—qs, tEZ.

Ejemplo 3.23 El modelo ARIMA(0,0,0)[P,0,0]s es el modelo autorregre-
sivo estacional AR|[P] especificado en la definicion 3.12 de la pdgina 109.
Explicitamente,

X = 0/1 Xi—s+ 0/2 Xi9s+ -+ a/P Xips+ 2, tel.
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Ejemplo 3.24 Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo que sigue el modelo
estacional ARIMA(1,0,0)[1,0,1]s, es decir, (p,d,q) = (1,0,0) y [P, D, Q] =

[1,0,1]. Como d =0y D =0, la serie se puede escribir como
&(B*)p(B)X; = O(B*)0(B)Z,, te L.
Comop=1yq=0,
O(B*)(1— a1 B)X, = O(B*)Z,, te .
Como P=1yQ =1,
(1— o, B*)(X; — a1 Xs1) = (1 + BB 2, tel.

E's decir, el modelo indicado se puede escribir de manera explicita como apa-
rece en la ecuacion siguiente. En esta expresion se serialan los componentes
de la serie,

(Xp — a1 X)) —a) (Xpms — a1 Xy—s-1) = Zi + B1Z1—s, tEZ.
—_—

o -
v v
Autorregresion Autorregresion Promedio mdovil
no estacional estacional estactona

3.5. Resumen sobre causalidad e invertibilidad

La Tabla 3.3 muestra un resumen de los conceptos de causalidad e inverti-
bilidad para los modelos MA(q), AR(p) y ARMA(p, ¢). Recordemos que de
estos tres modelos, el mas general es ARMA(p, q), el cual se puede escribir
como

¢(B)Xt:9(B)Zta tEZ,

en donde el operador de promedios méviles es
q
6(B) = Y BuB" =P+ BB+ + B, B,
k=0

con By = 1. El proceso es invertible cuando 6(B) es invertible, y esto ocurre
si, y solo si, todas las raices del polinomio #(x) quedan fuera del circulo
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unitario, es decir, si tienen norma mayor a 1. Por otro lado, el operador
autorregresivo es

p
¢(B)=1-> oy B*=1-a1 B~ —q, B".
k=1

El proceso es causal cuando ¢(B) es invertible, lo cual ocurre si, y sélo si,
todas las raices del polinomio ¢(z) quedan fuera del circulo unitario, es
decir, si tienen norma mayor a 1. La causalidad garantiza que el proceso
sea estacionario. Las constantes mg,71,... que aparecen en las sumas
infinitas de la tabla son distintas para cada modelo. Como hemos visto,
estas representaciones de los modelos son tiles para encontrar algunas de
sus propiedades matematicas.

CAUSALIDAD INVERTIBILIDAD
¢(B) invertible 6(B) invertible
Modelo X, en términos de {Z;} | Z; en términos de {X;}
(Implica estacionariedad)
MA(q): v Z = (0(B)" X,
a0
X, = 0(B) Z X, = 0(B) Z = > e Xk
k=0
AR(p): Xy = (6(B)™" Zi v
0
¢(B) Xt =2, = Z Tk Li—k ¢(B)Xt =7y
k=0
ARMA(p, ): Xe=(¢(B))"10(B)Z: | Ze = (0(B))" 6(B) Xy
0 0
¢(B) Xy = 0(B) Zy = ) Tk Zik = Z 75 Xtk
k=0 k=0

Tabla 3.3: Resumen de los conceptos de causalidad e invertibilidad.
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3.6. Funcién de autocorrelacién parcial (PACF)

La funcién de autocorrelacién parcial se obtiene al aplicar regresiones
lineales a un modelo autorregresivo que tendrda un nimero de parametros
igual al argumento de la funcién. A continuacién se presenta la definicién
formal.

Definicion 3.22 Supongamos que i, dx1, - - - , Pxr Son pardmetros desco-
nocidos. El coeficiente de autocorrelacion parcial en el rezago k > 0,
denotado por ¢y, se define como el parametro ¢pi en la regresion lineal

Xe=p+ opXi1+ PraXy 2+ + e Xo—p + €, (3.49)

en donde {€;} es una variable aleatoria independiente de X;—; para todo
i > 1. La funcién de autocorrelacion parcial (PACF) muestral se define
como la relacion k — ¢, para k =1,2,...

El coeficiente de autocorrelacion parcial en el rezago k, ¢, mide la correla-
cién entre X; y Xy después de eliminar los efectos de Xpi1,..., Xprn_1.
En otras palabras, ¢ mide la correlacién simple entre X; y X;_ después
de extraer la influencia de los rezagos intermedios, X¢_1,..., X;__1) de la
variable.

Por lo anterior, una forma de estimar los valores ¢, es utilizar el método
de minimos cuadrados en la regresiéon dada por (3.49) de X; respecto a los
rezagos X;—1,...,X¢_§ y un término constante.

Asi, para estimar ¢; debemos estimar la regresiéon
X = onXe1 + €,
entonces &1 = &11. Para estimar ¢o debemos estimar la regresién
Xt = ¢ Xt—1 + P22 X2 + €,
en este caso, qAﬁg = &522. Para estimar ¢35 debemos estimar la regresion

Xt = 931 X1 + 930 X120 + ¢33 X3 + €,
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por lo tanto, ggg = qggg, y asi sucesivamente. Siempre se estima la regresiéon
lineal multiple a pesar de que nos interesa conocer unicamente la esti-
macién del ultimo coeficiente. Por lo anterior, cominmente el calculo de
estos valores se realiza con la ayuda de un programa de cémputo estadistico.

La serie de coeficientes $1,$2,...,$k estimados con las observaciones
de la serie de tiempo conforman la funcién de autocorrelacién parcial
muestral de orden k, PACF muestral. Bajo ciertas condiciones, ¢ se
distribuye asintéticamente como una variable aleatoria N(0,1/n). Queda
como ejercicio para el lector investigar tales condiciones.

3.7. Seleccion, ajuste y evaluaciéon de modelos

Sea x1,r9,...,x, una serie de tiempo observada. Habiendo revisado
algunos modelos matematicos de series de tiempo, el problema natural que
se plantea es el de encontrar un modelo {X; : t € Z} que represente de mejor
manera los datos obtenidos. Este es un problema dificil que, en general, no
tiene una repuesta tnica. La posible respuesta que se puede dar depende de
varios factores como, por ejemplo, la definicion de lo que se entienda por una
mejor representacién de los datos, del niimero de observaciones disponibles,
de las propiedades estadisticas de las observaciones, de las hipo6tesis inheren-
tes del modelo a ajustar, y depende también del uso que se hara del modelo.

Maés atn, el proceso de seleccién y ajuste de modelos puede ser dindmico
cuando se considera que nuevas observaciones pueden ser agregadas al con-
junto de datos. Esto sucede con mucha frecuencia y la nueva informacién
puede modificar las condiciones bajo las cuales se tomaron las decisiones
anteriores. En general, se pueden distinguirse 3 etapas en el proceso de ade-
cuacién de un modelo para un conjunto de datos observados, las cuales se
revisan brevemente a continuacion.

Seleccién del modelo

En esta etapa se debe especificar el modelo matemético a utilizar. Selec-
cionar un modelo que represente adecuadamente un conjunto de datos



3.7. SELECCION, AJUSTE Y EVALUACION DE MODELOS 135

observados no es una tarea fécil, especialmente si se considera que el
conjunto de modelos disponibles es grande, en donde algunos de ellos tienen
caracteristicas similares. En la préactica, es de mucha ayuda comenzar
haciendo una inspeccién visual del grifico de la serie, asi como de los
correlogramas ACF y PACF. En general, se busca que las caracteristicas de
la serie observada sean similares a las caracteristicas del modelo matematico.

Estimacion de los parametros del modelo

Esta etapa no es tan complicada, se le llama también ajuste del modelo.
Consiste en estimar los parametros que aparecen en las expresiones del mo-
delo seleccionado. Por ejemplo, si se desea ajustar un modelo AR(1) dado
por

Xy =1 Xy 1+ 2y, te,

el problema es estimar el parametro desconocido «q, pero también la
varianza o2 del proceso de ruido {Z; : t € Z}. Por supuesto, el problema
se puede complicar si se decide ajustar un modelo en el que aparece una
gran cantidad de pardmetros. Mas adelante se muestran algunos ejemplos
de estimaciones puntuales de estos parametros.

Verificacion del modelo

Esta etapa es una continuacién de la primera. Aqui se analiza si la serie
observada cumple las hipdtesis inherentes al modelo seleccionado. Por
ejemplo, si el modelo contempla un proceso de ruido {Z, : t € Z}, se puede
verificar si efectivamente, el proceso de residuos cumple propiedades como
las siguientes: tener media cero, tener varianza constante, presentar la
propiedad de independencia entre las variables, o tener distribucién normal
cuando tal hipétesis es adoptada. En general, todos los modelos presentan
deficiencias en su verificacion pues dificilmente los datos observados siguen
el comportamiento tedrico de uno de los modelos. El objetivo es obtener el
mejor modelo dentro de un programa flexible de seleccién.
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3.8. Estimaciéon de parametros

En esta seccién utilizaremos el método de minimos cuadrados para estimar
los pardmetros de los modelos MA, AR y ARMA, cuando la situacién lo
permite. Con mucha frecuencia es necesario aplicar algin método numérico
para realizar estas estimaciones.

Estimacion de parametros para un modelo AR(p)

Sean z1,...,T, observaciones de una serie de tiempo {X; : t € Z} para
la cual se ha considerado adecuado ajustar un modelo AR(p) de media pu.
Consideraremos principalmente el caso p = 1. El modelo AR(1) de media
se define como

Xt_M:a1<Xt—1_M)+Zt7 t€Z7
en donde los pardmetros p y a; son desconocidos. Supondremos que —1 <

a1 < 1y definiremos a continuacién las medias muestrales de las primeras
y las ultimas n — 1 observaciones:

1 n—1
Ty = DT
=1
_ 1 ¢
.1‘(2) = n—1 2 ZT;
1=2

Estos promedios parciales aparecen en el siguiente resultado.

Proposicién 3.12 Los estimadores por minimos cuadrados para los pa-
rametros i y oy en un modelo AR(1) de media v estan dados por

- T(2) — 01Z(1)

e P (3.50)
n—1
> (@i — i) (i1 — B)

a = = : (3.51)
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Demostracion. La funcién a minimizar es la suma de los residuos al
cuadrado, es decir,

S = Z 22 = Z [2; — p— ay(zi_1 — p)]*
=2 1=2

Derivando respecto de p y de a; e igualando a cero, se obtienen las ecua-
ciones

Zi = 2 Z:Z; [2; — p— a1 (zimy — p)] (=1 + a1),
@ii = 2 Z [z; — p— a1 (xi—1 — p)[(—(xim1 — p)).

i=2
Distribuyendo las sumas y simplificando se encuentran las ecuaciones

[(n—=1DZo —(1-a)(n-Dp—ai(n—-1)zq|(1 —a1) = 0,

= @i =) (@i —p) +on ). (g — p)’ 0.
=2 i=2

De la primera ecuacién se obtiene la expresion para el estimador i y de la
segunda ecuacién se obtiene la férmula buscada para Qj. ]

En la secciéon de ejercicios se pide demostrar que los estimadores por mé-
xima verosimilitud para a; y p coinciden con los estimadores por minimos
cuadrados (3.50) y (3.51) encontrados en el caso en que Z; ~ N(0,0?%). Es
decir, que en este caso, los dos métodos de estimacién producen los mismos
resultados.

En general, es posible llevar a cabo un analisis similar de estimacién para
un modelo AR(p) de media p, en cuyo caso se tendrian los siguientes p + 1
pardmetros a estimar: u,aq, ..., qp.

Regresando al caso p = 1, observe que las férmulas para [i y &1 no son ex-
plicitas. Estos valores son una solucién de las dos ecuaciones (3.50) y (3.51).
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Sin embargo, existen las siguientes aproximaciones que resultan interesan-
tes y que simplifican el cdlculo de la solucién: como Z() ~ T(o) = T, las
expresiones (3.50) y (3.51) se pueden escribir de manera aproximada en la
forma siguiente:

no= z
n—1
(zi — 2)(®ip1 — @)
~_ iml
ar = n—1
D (@i — x)?
i=1

M4s atin, el denominador de @1 puede ser aproximado por Y. (z; —Z)?, en-
contrando asi, como valor aproximado, el coeficiente de correlacién muestral
con desfase 7 = 1, esto es,

cov,(1)
cov,(0)

a1~

=r(1).
Llegamos asi al siguiente resultado.
Proposicién 3.13 Sean x4, ..., x, observaciones de una serie de tiempo

{X: : t € Z} que sigue el modelo AR(1) de media . Una aproximacion
para la estimacion de los pardmetros aq y p es

4
i

m

Anteriormente se encontré que, para un modelo AR(1), p(1) = «;. Por otro
lado, r(1) es una aproximacién para p(1). Asi, el estimador encontrado tiene
sentido pues a1 ~ r(1) ~ p(1) = ag.

Estimacién de parametros para un modelo MA (q)

Sean x1,...,x, observaciones de una serie de tiempo {X; : t € Z} para
la cual se ha considerado adecuado ajustar un modelo MA(q) de media .
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Consideraremos principalmente el caso ¢ = 1. Este modelo esta definido por
la identidad

Xe—pu=2t+ 121, tel,

en donde p y f1 son pardmetros desconocidos. Se buscan valores para p y
B1 que minimicen la funcién suma de los residuos al cuadrado, es decir, que
minimicen la funcién

Z Z i — = Pizio1)?

La situacion es ahora diferente, pues debido a las caracteristicas del modelo,
esta funcién no queda expresada tnicamente en términos de las observacio-
nes x1,...,Ty y los parametros p y B1. Aparecen también los valores z; del
proceso de ruido. Una posible forma numérica de resolver este problema de
estimacién es por inspeccién evaluando la funcién S para distintos valores
de 1y B1. El procedimiento es el siguiente:

= Sean u y (1 valores factibles y seleccionados.

= Suponga zg = 1. Se calcula la sucesién de valores z1, ..., 2z, usando la
expresion

zi=x; —— P1zi-1, parai=1,2....n

= Ahora se puede calcular el valor de S = Y7 22 asociado al par (i, 51)

previamente seleccionado.

i=1 %

Sobre la regién acotada de posibles valores para (u,f;) se puede crear
una malla con los puntos a evaluar. Véase la figura 3.5. Se escoge el punto
(11, B1) que produzca la evaluacién mas pequena.
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1

RS
~

0 Iz
Figura 3.5: Malla de valores para py 1.

Este procedimiento numérico se puede aplicar también para cualquier orden
del modelo MA(q). Por ejemplo, para ¢ = 2 tenemos el modelo

Xe—p=2i+ 121+ BaZi 2, tel.

Dados valores particulares de u, 51 y B2, a partir de zg = 21 = 0 se generan
los valores

zi =x;— p— P1zi1 — Bazi2, parai=2,...,n,
y con ellos se calcula el valor de la funcién S = > | z2. Sobre alguna
regién acotada para los valores de u, 81 v [2 se coloca una malla, y para
cada terna (u, 51, 52) se calcula S. La terna (fi, 81, f2) que produzca el valor
més pequeno para S es la estimacion que se busca.

Estimacion de parametros para un modelo
ARMA(p, q)

Sean w1, ...,x, observaciones de una serie de tiempo {X; : t € Z} para la
cual se ha considerado adecuado ajustar un modelo ARMA(p, q) de media
desconocida p pero donde los pardmetros p y ¢ se han seleccionado con
anterioridad. En esta secciéon s6lo mencionaremos que el algoritmo numérico
de exploracién mencionado antes para la estimacién de los parametros puede
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aplicarse también para este método. Por ejemplo, un modelo ARMA(1, 1)
de media p es de la forma

Xe—p=a1(Xe1 —p) + Ze + 121, tel.

Se toman ciertos valores de prueba para u, a1 y 51, y se calculan los residuos
de manera recursiva usando la siguiente férmula

zZ; = (J:i—,u)—al(xi_l—u)—ﬁlzi_l, i:1,2,...,n,

en donde x1,x9,...,x, son los valores observados de la serie y zg := 0. De
esta manera se puede calcular el valor

S = Z; 22 = ;(xi —p— a1 (zi1 — p) — Brzie1)%

Este procedimiento se repite para cualquier otro conjunto de valores posi-
bles para 1, a1, 51, v por inspeccién se obtienen valores aproximados para
1, &1, 81 que minimizan el error cuadratico medio. El mismo procedimiento
numérico se puede aplicar para el modelo general ARMA(p, q), en donde
el uso de una computadora es necesario. Finalmente, mencionamos que si
se supone una distribuciéon para Z;, por ejemplo N(0,02), los pardmetros
se pueden estimar también por maxima verosimilitud. Es importante sefia-
lar que la optimizacién requiere normalmente de métodos numéricos para
encontrar estimaciones aproximadas. Lo anterior se debe a que el proble-
ma de optimizacién puede derivar en la necesidad de resolver algiin sistema
de ecuaciones no lineal cuya solucién analitica puede ser dificil de obtener.
Afortunadamente, en la mayoria del software estadistico, asi como en varios
lenguajes de programacién existen librerias o paquetes con funciones espe-
ciales para realizar las estimaciones de los parametro, e internamente usan
algoritmos numéricos, tanto para realizar estimaciones por minimos cuadra-
dos como por el método de méxima verosimilitud. En el capitulo siguiente,
se expone en forma breve este ultimo método de estimacion.

3.9. Ejercicios

Modelo MA

53. Determine el orden ¢ de los siguientes procesos MA(q) y diga si son
invertibles:
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54.

55.

56.

57.
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a) Xy = Z;. d) Xy =2y + 27 4.
b) Xt = Zt - 5Zt,1. 6) Xt = Zt - 7Zt,2.
c) Xe =2y —Zy 1+ Zy 2. ) Xe = Z4 + Zi—20.

Considere la serie de tiempo {X; : ¢t € Z} dada por
X = (Zt + Zt_l)/Z, teZ,

en donde {Z; : t € Z} es el proceso de ruido blanco WN(0,0?) con
0% = 1. Demuestre directamente que:

a) E(X;) =0. e) y(r) =0, 7>2
b) Var(X,) = 1/2. f) p0) = 1.

c) v(0) =1/2. g9) p(1) =1/2

d) ~v(1) =1/4. h) p(t) =0, 7>2

Considere el modelo MA(1) dado por
= BoZi+ Pr1Z1-1, tEZ,

en donde By =1y p1 # 1. Demuestre directamente que:

a) E(Xy) =0 f) p(0) =1.

b) Var(X;) = o®(6§ + /7). g9) p(1) = 5051/(% + B7).
c) (0) = o*(85 + B7)- h) —=1<p(1) <

d) (1) = 25051 i) p(r) =0, 7=2.

e) v(1) = =2

Demuestre que la expresién encontrada para la funcién de autocorre-
lacién del proceso MA(q) en la proposicién 3.2 es tal que

-1 < p(1) < 1.

Convergencia en media cuadrdtica.
Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo que sigue el modelo de pro-
medios méviles de orden infinito definido en (3.2). Demuestre que tal
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suma infinita de variables aleatorias es convergente en media cuadra-
tica cuando

oe}

> B < .

k=0

58. Comportamiento mondtono.
Considere el modelo MA(q) en donde los coeficientes Sy, ..., 3, son
positivos. Demuestre que las funciones de autocovarianza (1) y de
autocorrelacién p(7) son decrecientes para 7 = 0.

59. Considere el modelo MA(1) especificado abajo, en donde fy = 1. De-
muestre que si Z; ~ N(0,02), entonces X; ~ N(0,02 (52 + 52)).

Xt =BoZi+ B1Zi—1, tel.

60. Experimentos en computadora.
Considere el modelo MA(q) en donde el proceso aleatorio puro {Z; :
t € Z} es tal que P(Zy = 1) = P(Z; = —1) = 1/2. Con ayuda de una
computadora obtenga una trayectoria del modelo especificado abajo.
Muestre, ademads, el correlograma correspondiente.

CL) Xy =72y +47Z; ¢, t=0.
b) Xo=Z1+Zi 1+ 2o+ 23, t=0.
C) X =7y +10Z;_99, t=0.

61. Sea {X; :t € Z} la serie de tiempo especificada abajo. Observe que los
coeficientes son todos iguales y que suman 1.
1 1

1
:q+1Zt+q+1Zt_1+"'+q+71 t—q> teZ.

Xy

a) Demuestre que la funcién de autocorrelacién es

g+1l—r7
pr) =4 4+l
0 si T=2q+ 1.

si T=0,1,...,q,

b) Grafique y describa con palabras el comportamiento del correlo-
grama para esta serie de tiempo.
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62.

63.

64.

65.

66.

67.
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Para el proceso MA(1) indicado abajo, se senalé que p(1) =
Bo 51/(ﬁ8 + B2), para 7 = +1, con By = 1. Demuestre que esta
cantidad es, efectivamente, menor o igual a 1 en valor absoluto.

Xy = BoZt + p1Zi-1, te.

Determine si el proceso MA(2) especificado abajo es invertible.

Xt = Zt + Zt—l + Zt_g, teZ.

Considere el proceso MA(2) especificado abajo. Encuentre condiciones
sobre los coeficientes 51 y (2 para que el proceso sea invertible.

Xo=Zi + p1Zt1 + BaZi—2, tel.

Sea ¢ = 1 un entero. Determine los valores de la constante 3, # 0
para que el siguiente proceso MA(q) sea invertible. Obtenga, ademaés,
la funcién de autocorrelaciéon y el correlograma.

Xy =2y + ,Bq thqa teZ.
Sea {X; : t € Z} la serie de tiempo dada por
1 1
Xe==-Zv+ -7 teZ.
t= 5% + 5 4t=1s

a) Compruebe que el proceso es estacionario.
b) Encuentre la funcién de autocovarianza v(7), 7 = 0.

c¢) Encuentre y grafique la funcién de autocorrelacion p(r), 7 = 0.

Dos series MA(1) distintas con la misma funcion de autocorrelacion.

Sea 3 # 0 una constante y considere las dos series de promedios mévi-
les que aparecen abajo. Demuestre que las dos series tienen la misma
funcién de autocorrelaciéon. Compruebe que si una de ellas es inverti-
ble, la otra no lo es.

Xe = Zy+ B2, tel,

1
Xt *Zt—l, teZ.
B

Zy +



3.9. EJERCICIOS 145

68.

69.

70.

Otro ejemplo de dos series de tiempo distintas con la misma funcion
de autocorrelacion.

Considere las dos series de tiempo especificadas abajo. Observe que un
modelo tiene los coeficientes intercambiados respecto del otro modelo.
Demuestre que las dos series tienen la misma funcién de autocorrela-
cién. Compruebe que si una de ellas es invertible, la otra no lo es.

Xe = PoZi+ P12, tel,
Xy = P12+ BoZi—1, tel.

Unicidad del modelo MA(1) dada su funcion de autocorrelacion bajo
la hipdtesis de invertibilidad.
Considere los siguientes dos procesos MA (1) invertibles:

Xt = Zt +ﬁ1 Zt—17 te Za

Y, = Zi+B1Zi, teZ,

con operadores asociados 8(B) y 6'(B), y funciones de autocorrelacién

p(7) v p'(7), respectivamente. Demuestre que:
a) p(r) = p/(1) < 51 =B

b) 6(B) (6'(B))~"

c) 0'(B) (0(B))~"

Concluya que las dos series son la misma (81 = f]), o bien una es el
negativo de la otra (81 = —f1). Cuando el proceso {Z; : t € Z} es el
ruido blanco WN(0, 02), el cambio de signo de Z; es irrelevante y la
unicidad se cumple en el sentido de la igualdad en distribucién, esto
es, las variables X; y Y; tienen la misma distribuciéon normal.

Propiedades del modelo lineal generalizado.

Sea {X; : t € Z} una serie que sigue el modelo lineal generalizado (3.2)
bajo la condicién (3.3). Demuestre que:

a) E(X;) = 0.

b) Var(X;) = o2 i B2,

k=0
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6]
C) 7(7-) = Cov (Xt7 Xt+7') = 02 Z Bk Bk‘“rT? para 7 = 07 17 s
k=0
d) {X;:te Z} es estacionario.
e} e}
6) p(T) = COI‘I‘(Xt,Xt_H—) = 2 ﬂk /8k+7'/2 6]%7 para 7 = 07 17 vee
k=0 k=0

71. Modelo MA () de media .

Sea {X; : t € Z} una serie que sigue el modelo lineal generalizado (3.2)
bajo la condicién (3.3). Sea p una constante y defina la serie Y; =
X; — p, para t € Z. Es evidente que E(Y;) = p. Compruebe que
las propiedades (b), (¢), (d) y (e) del ejercicio anterior permanecen sin
cambio, es decir, el proceso es también estacionario y la varianza,
covarianza y correlaciéon son las mismas.

72. Sea {X; : t € Z} una serie que sigue el modelo lineal generalizado (3.2)
bajo la condicién (3.3), en donde los coeficientes son tales que £, = o
para k = 0,1,..., en donde « # 0 satisface —1 < a < 1. Demuestre
que:

a) E(X;) =0.
2

o
b) Var(X;) = ——.
¢) v(1) = Cov (X, Xy4r) = 02%, paraT=0,1,...

-«
d) {X;:t€Z} es estacionario.
e) p(r) = Corr(X¢, Xpyr) =a”, paraT=0,1,...
Modelo AR
73. Determine el orden p de los siguientes procesos AR(p) y verifique si

son causales:

X, =2X, 1+ 2, tel.
X, =Xi 1+ Xi 0+ 2y, teZ.
X =Xi1—Xe3+ 2y, teZ.
Xi=-Xi 1+ Xp 0+ (1/2)X, 5+ 2, teZ.

)
b)
)

)

d
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74.

75.

76.

77.

78.

Sea {X; : t € Z} el proceso AR(2) dado por
1
Xt = Xt—l — §Xt_2 + Zt, teZ.

a) Determine si el proceso es causal.

)

b) Compruebe que el proceso es estacionario.

c¢) Plantee y resuelva las ecuaciones de Yule-Walker para p(1) y p(2).
)

d) Encuentre v(0) y v(1).

Considere el proceso AR(1) dado por (3.15) en donde —1 < a3 <
1. El operador de retraso asociado es ¢(B) = 1 — ay B. Compruebe
directamente que la expansiéon (¢(B))™! = 1 + a1B + a?B? + ---
satisface las identidades

Sea {X; : t € Z} un proceso AR(1) que es estacionario. A partir de
las ecuaciones de Yule-Walker demuestre las férmulas que aparecen
abajo. Estas expresiones ya se habian encontrado de manera directa.

a) p(r) = a‘lﬂ, T € 7.

2
b) ~(7) =

o
= Il Tel.
1—of

2 01

Sea {X} : t € Z} un proceso AR(2) que es estacionario. A partir de las
ecuaciones de Yule-Walker demuestre que:

1 si =0,
@) p(r) =1 /(1 - ) STl
arp(t—1)+agp(r —2) si 7=2.

(1— ag)o?

b) v(7) =

~—

-p(T ara 7 € Z.
0P - afliray A7 P
Determine si el proceso {X; : t € Z} que sigue el modelo AR(2) espe-

cificado abajo es estacionario.

1 2
Xt = gXt_l + §Xt_2 + Zt, teZ.
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79. Condicion equivalente para la causalidad de un modelo AR.

Sea ¢(B) = 1—a; B—ay B?>—---—a, BP el operador de retraso de un
proceso AR(p). Este operador es invertible cuando se cumple alguna
de las siguientes dos condiciones. Demuestre que las dos afirmaciones
son equivalentes:

a) Todarafz z € C del polinomio ¢(z) = 1—agx—agz?—- - -—a,2P es
tal que |z| > 1, es decir, z se encuentra fuera del circulo unitario.

b) Toda raiz z € C del polinomio ¢o(z) = 2P — ayzP~! — agaP~2 —
-+ —ay es tal que |z| < 1, es decir, z se encuentra dentro del
circulo unitario.

80. Funcion de autocorrelacion para un proceso AR(2).

Considere el modelo general AR(2) dado por
Xi=a1 Xe 1+ Xy 9o+ 72, tel.

con ag # 0. Recordemos que la funcién de autocorrelacién p(7) estd
dada por las ecuaciones de Yule-Walker

1 si 7=0,
p(7)={

a1 p(t—1)+agp(tr—2) si 7=1,2,...

a) Substituyendo directamente, compruebe que la solucién a las
ecuaciones de Yule-Walker tiene la forma

p(T) = a1r] + aqrs,

en donde a; y ag son ciertas constantes, y r1 y ro son las raices
(reales o complejas) de la ecuacién caracteristica r2—oir—ag =0
y son tales que —1 < |[r| <1y —1 < |rg| < 1. Véase el texto de
R. Sedgewick y P. Flajolet [32] para conocer mds acerca de este
método de solucién de una ecuacién recursiva de orden dos.

b) Suponga el caso en que 11 =19 = 1, con —1 < |r| < 1. Muestre
el comportamiento del correlograma para este proceso.

81. Demuestre que el modelo AR(2) especificado abajo es estacionario si
y s6lo si los coeficientes aq v a9 son tales que a3 +ag <1, as—aq < 1
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y |az] < 1. Dibuje en un plano cartesiano la regiéon que determinan
estas desigualdades.

Xi=a1Xe 1+ Xy 9o+ 7, tel.

82. Sea d > 1 un entero. Demuestre que el operador V¥ = (1 — B)? no es
invertible.

83. Determine si el proceso AR(1) dado por la caminata aleatoria (1.1) es
causal.

84. Un modelo AR(p) particular.
Sea p = 1 un entero y considere el modelo autorregresivo
Xe=aXyp+ 2y, tel. (3.52)
Se trata del modelo AR(p) cona; =---=a,-1 =0y ap =a #0. El
operador asociado es ¢(B) = 1 — aBP.
a) Demuestre que el proceso es causal, es decir, ¢(B) es invertible

e —-l<a<l.

b) Compruebe que los coeficientes 7, de la expansion (3.24) para

(¢(B))~* son

1 si k=0,
=14 P si k=p,2p, ...,
0 en otro caso.

¢) Concluya que el operador (¢(B))~! toma la siguiente forma

0
(6(B) ' = > ot =1+ aBP +*B? + -
k=0
85. El modelo AR(p) de media .
Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo que sigue el modelo AR(p) de
media p, definido en (3.29). Sea Y; = X; — u, para t € Z. Demuestre
que:
a) Var(X;) = Var(Y;).
b) COV(Xt7 Xt-‘rr) COV(Y;& Yt-i-'r)-
c¢) Corr(Xy, Xyir) = Corr(Yy, Yiir).
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Modelo ARMA

86. Determine el orden (p, q) de los siguientes procesos ARMA. Para cada
uno de ellos establezca si son causales e invertibles. Senale aquellos
que sean estacionarios.

CL) Xi + (6/10)Xt,1 =/ + (6/5)21571, te”Z.
b) Xi+ (8/5)Xi1 = Zi — (2/5)Zi1 + (1/25)Zs—s,  te Z.
C) X — (1/5)Xt,2 =7 + (1/5)21573, teZ.

87. Escriba explicitamente la expresién de una serie de tiempo que sigue
el modelo estacional:

a) ARMA(0,0)[1,0],. d) ARMA(L, 0)[1,0],.
b) ARMA(0,1)[L,0]s. ¢) ARMA(1,1)[1,1]s.
¢) ARMA(1,0)[0,1]s. £) ARMA(2,1)[1,0]s.

88. Suma de dos modelos ARMA independientes.

Sean {X; : t € Z} y {Y; : t € Z} dos series de tiempo independien-
tes que siguen los modelos ARMA(p1,q1) y ARMA(p2,q2), respec-
tivamente. Demuestre que la suma de estas series sigue un modelo
ARMA(p, q), con p < p1 +p2 y ¢ < max{p1 + g2,p2 + @1}

Modelo ARIMA

89. Escriba explicitamente la expresién de una serie de tiempo que sigue
el modelo estacional:
a) ARIMA(0,0,1)[1,0,1]s.
b) ARIMA(0,1,0)[0, 1,0]s.
¢) ARIMA(1,0,1)[1,0,1]s.
d) ARIMA(1,1,1)[1,0,1]s.
e) ARIMA(1,0,1)[1,1,1]s.
90. Piense en fenémenos que por sus caracteristica tiendan a tener alguna

tendencia o bien algin comportamiento oscilatorio y consiga una se-
rie de tiempo de tal fenémeno. Grafique la serie original y su funcién
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ACF. A partir de la grafica generada, ;parece tener las caracteristicas
de una serie estacionaria? Después, repita los graficos con la primera
diferencia de la serie original y observe si ahora parece haber estacio-
nariedad. Repita el mecanismo si es necesario.

Funcién de autocorrelacién parcial (PACF)

91.

92.

Para las series que utilizé en el ejercicio 90, realice los correspondientes
graficos de la funcion PACF y analice si tiene un comportamiento
distinto en cada caso.

En la seccion 3.6 se establece la definicion de la funcion PACF y sus
valores estimados fueron denotados como ¢k, para k = 1,2,... In-
vestigue bajo qué condiciones la estimacion ¢, vista como variable
aleatoria, se distribuye asintéticamente N(0,1/n).

Seleccién, ajuste y evaluacién de modelos

93.

Con lo realizado en los ejercicios 90 y 91, sugiera modelos ARMA para
la serie que considere visualmente estacionaria.

Estimacién de parametros

94.

95.

Suponga que el proceso de ruido {Z; : t € Z} es tal que Z; ~ N(0, 02).
Demuestre que los estimadores por maxima verosimilitud para a; y
w en un modelo AR(1) de media p coinciden con los estimadores por
minimos cuadrados (3.50) y (3.51).

Sean x1,...,z, observaciones de una serie de tiempo {X; : t € Z} que
sigue un modelo AR(2) de media pu, es decir,

Xe—p=a1(Xm1 —p) +aa(Xyo—p) + 2y, tel,

en donde los pardmetros p, 1 y ao son desconocidos. Suponga que
a1y ag son tales que {X; : t € Z} es estacionario.

a) Encuentre los estimadores por minimos cuadrados para p, aj y
Q9.
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b) Muestre que los estimadores del inciso anterior pueden ser apro-
ximados de la siguiente manera:

1—7r(2)

-
1—172(1)

al x T’(l)

¢) Para un modelo AR(1) sabemos que p(2) = a? ~ r%(1). Com-
pruebe que los valores aproximados para fi, @1 y &g del inciso
anterior se reducen a los del modelo AR(1) cuando 7(2) ~ r%(1),
es decir,

2
2w
= 8
2

Q

)
&
=)



Capitulo 4

Construccion de modelos

Construir un modelo matematico es 1til para intentar entender un fené-
meno o sistema y poder explicar su funcionamiento. En el caso de las series
de tiempo, uno de los objetivos principales es generar prondsticos de un
fenémeno aleatorio que evoluciona en el tiempo. Por lo anterior, es de gran
importancia tener una metodologia que sirva como guia para la correcta
construccién de un modelo y hacer prondsticos posteriores a partir de él.

La modelacion estadistica que se emplea en la investigacién se puede realizar
mediante diversas metodologias. La seleccién de modelos estadisticamente
adecuados ha tenido un gran desarrollo en los ltimos anos. Sin embargo,
debido a la obra de Box y Jenkins (1970) [4] se estableci6 lo que actualmente
se conoce como la metodologia de Box-Jenkins (1994) [5] para construir
modelos ARIMA, los cuales han sido aplicados ampliamente en los tltimos
anos. En este capitulo se expone una breve introduccién a este método
para poder modelar series de tiempo estacionarias, o bien, que se puedan
volver estacionarias después de alguna transformacion. La metodologia de
Box-Jenkins se resume en cuatro fases: (1) identificacién del modelo, (2)
estimacién de los pardmetros, (3) verificacién y diagndstico y (4) prondstico.
En la fase (3) se evalia que los residuos sigan un proceso de ruido blanco,
y en la ultima fase se realizan las predicciones a partir del modelo creado.
En este capitulo se comenta sobre las tres primeras fases, y en el siguiente
se estudia la realizacion de prondésticos.

153
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4.1. Identificacion

Los procesos ARIMA de orden (p,d,q) que se presentaron en el capitulo
anterior representan la posibilidad de construir una infinidad de modelos
ya que es posible elegir combinaciones distintas de valores para p, d y ¢. Sin
embargo, cada uno de estos pardmetros puede tener valores candidatos de
acuerdo con ciertos criterios y distintas propiedades de la serie de tiempo
observada que se quiera modelar. Por ejemplo, es importante recordar que
el parametro d indica el niimero de veces que se aplica el operador diferencia
a una serie no estacionaria hasta convertirla en serie estacionaria. Por otro
lado, analizando las gréficas de la funcién de autocorrelaciéon (ACF) y de
la funcién de autocorrelacién parcial (PACF), se proponen valores para
Py q vy, por tanto, se tendria un punto de partida para seleccionar un
conjunto de modelos candidatos del modelo estadisticamente més adecuado
para los datos de una serie de tiempo. Cada modelo ARIMA candidato
puede ser calificado respecto de algunos criterios y compararlo con otros
modelos candidatos para finalmente determinar el mas adecuado. Uno de
los criterios de seleccién mas conocidos, y que se expone en la secciéon 4.3,
es el criterio de Akaike (AIC).

Comencemos por recordar que el proceso ARIMA(p, d, q), donde los valores
de p, d y q estdn en el conjunto {0,1,2,...}, se puede escribir de acuerdo
con la siguiente ecuacién simplificada

#(B)(1 — B)!X;, =0(B)Z;, teZ, (4.1)
en donde se usa la notacién introducida en (3.32), es decir,
¢(B) = 1—-ayB—ayB*— .- —aq,DB?,
0(B) = 1+p1B+pB2B*+---+j, B

Ejemplo 4.1 Para un modelo ARIMA(2,0,0), el lado izquierdo de (4.1) se
escribe como

¢(B)(1—-B)X, = (1-a1B-aB? X,
= X;—a1BX; — auB%X,
= Xy —ogXi1 —aX;_o,
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y el lado derecho de (4.1) se escribe como
0(B)Z; = Z.

Uniendo ambos lados y despejando el valor de Xy se tiene la expresion co-
nocida de un proceso AR(2),

Xi=a1 Xe 1+ Xy 9o+ 72, tel.

Ahora, supongamos que se tiene una serie de tiempo que inicialmente no
es estacionaria, pero que después de aplicar una vez el operador diferencia
se obtiene una nueva serie que si lo es. Supongamos que esta serie Y; =
(1 — B)X; se modela con un proceso ARMA(2,2), entonces decimos que la
serie original X; se modela con un proceso ARIMA(2,1,2). Sin embargo, si
se desarrolla el lado izquierdo de (4.1) con los valores de (p,d,q) = (2,1,2),
se tiene lo siguiente:

¢(B)Y1-B)X; = (1—a1B—aB?) (X;— Xi-1)
= (Xi— X)) —aa (X1 — X)) — ao(Xp—2 — Xi—3)
= Xi—(1+a1)Xe1 + (a1 —2)Xi—2 + Xy,

y el lado derecho de (4.1) se escribe como

0B)Z; = (1+p1B+ B2B?) Zy
= Zi+ B1Zi—1 + Pali—s.

Uniendo ambos lados y despejando el valor de X; se llega a la expresion
Xi=(1+a1)Xp1— (1 —a2)Xy 2 — Xy 3+ Zy + 121 + BoZi 2.

Notemos que si llamamos af = 1+ a1y a3 = —(a1 —a2) y o = —ao,
entonces el proceso anterior puede ser escrito como

Xi=aiXe1+a5Xi—0+a3Xe3+ Zi + b1Z4-1 + B2Zi—a. (4.2)

Por lo tanto, el modelo que inicialmente era ARIMA(2,1,2), pareceria
que se puede ver como un modelo ARMA(3,2). Sin embargo, esto no es
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correcto debido a que la serie original no es estacionaria, lo cual ocasionaria
errores al intentar estimar los pardmetros. Por lo tanto, lo mas adecuado
para evitar confusiones es estudiar sélo los procesos ARMA que se obtienen
después de diferenciar de manera apropiada las series originales que no son
estacionarias.

Como se menciona al inicio de esta seccion, la fase de identificacion consiste
en sugerir uno o varios modelos a partir de la observacién del comporta-
miento de una serie de tiempo observada. En esta fase, para poder usar
modelos ARMA se presupone que la serie original es estacionaria; si no lo
es, entonces para usar esta clase de modelos se debe utilizar primero algu-
na transformacion apropiada. En el caso de series que se observen con un
componente estacional, serda necesario primero transformar los datos para
remover ese componente. Una transformacién sugerida consiste en aplicar
el operador rezago de acuerdo con el periodo de repeticion s, es decir,

vsl't = (1 — Bs)mt = Tt — Tt_—g-

En otros casos sera necesario aplicar el operador diferencia de orden d,

Viéz, = (1 - B)x, = Zd] <d> (—1Y 2y,

j=o N

en donde el valor de d puede ser 1,2,3,... hasta que la serie resultante
sea estacionaria. La pregunta natural es jcomo determinar si una serie de
tiempo proviene de un proceso estacionario?

Una primera respuesta emana de las caracteristicas que se observan en
la grafica de la serie de tiempo. Cuando se percibe que se presenta un
componente de tendencia o ciclo, es muy posible que la serie no sea
estacionaria. Otro método grafico es el correlograma de la serie de tiempo.
Como se menciona en la seccién 2.5, cuando el correlograma muestra una
tendencia a cero muy lenta, es probable que la serie sea no estacionaria ya
que ese es el comportamiento comun de las series no estacionarias.

También existen algunas pruebas de hipdtesis para evaluar estadisticamente
si hay evidencia de estacionariedad. La mas frecuente es la llamada prueba
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de Dickey-Fuller, en donde la hip6tesis alternativa establece que la serie { X}
es estacionaria. A continuacion se describen los detalles de esta prueba.

Prueba de Dickey-Fuller

La prueba de Dickey-Fuller Aumentada (ADF) se usa comtinmente para
evaluar si una serie de tiempo es estacionaria.

Sea {X; : t € Z} un proceso autorregresivo de primer orden, es decir,
Xt = W + pXt—l + Zt7 te Za (43)

en donde —1 < p < 1. Restando X;_; a ambos lados de la ecuacion (4.3) se
tiene que
VXt =u+ (p - ]-)Xt—l + Zt. (44)

Si p = 1, entonces se dice que el proceso {X; : t € Z} tiene raiz unitaria
y es integrado de orden 1, denotado como I(1). Se dice que un proceso
{X}; : t € Z} es integrado de orden d (I(d)) cuando el proceso que resulta
después de aplicar el operador diferencia en d ocasiones es débilmente
estacionario. Nétese, entonces, que las series integradas son originalmente
son un caso particular de series no estacionarias.

El modelo que la prueba de Dickey-Fuller considera para determinar si el
proceso {X; : t € Z} tiene raices unitarias estd dado por

VX =p+ BXi 1+ 0t + YWVXi1 + Z.

En el caso de la prueba aumentada de Dickey-Fuller, ADF(s), el modelo es
aumentado con s rezagos de la variable V X3,

S
VX =p+ BXi 1+ 0t + Z v%VXi—i + Zy. (45)
i=1

Observe que el pardmetro 3 representa el término p — 1 que aparece en la
ecuacion (4.4). Por otro lado, los pardmetros 7; para valoresde i = 1,2,...,s
se estiman durante la prueba y aportan informacién sobre la necesidad de
incluir cada rezago VX;_; en el modelo de VX;. La hipotesis nula de la
prueba establece que la serie tiene una raiz unitaria (8 = 0) y, por lo tanto,
no es estacionaria.
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Hy: La ecuacion (4.5) posee raiz unitaria.
Vs
H,: Existe estacionariedad.

El estadistico de prueba 7, el cual es dificil de calcular y que cominmente
se puede obtener en cualquier software estadistico, toma valores negativos
y no sigue una distribucién estandar, estd dado por el siguiente cociente,

A*
T= 7/\5A ,
EE(8*)
en donde B*A es la estimacion por minimos cuadrados de § en la ecuacion
(4.5) y EE(B*) representa el error estandar estimado de §*, calculado como

o~ S2
EE(B*) = \/Z?_Z(xt—l _5)27

n
52 = Z(th — ¥ = BFr1)?/(n — 3).
=2
La hipotesis nula Hy se rechaza si el estadistico 7 es menor que el valor
critico de la distribucion correspondiente para un nivel de significancia
dado. Por lo que, entre mas grande con signo negativo sea el valor de T,
mayor serd la probabilidad de rechazar H.

en donde

Casos distintos para la prueba ADF

= Sin término constante. Indica que en la especificacion del mode-
lo (4.5) el término constante es eliminado y que el proceso, bajo la
hipétesis nula, es una caminata aleatoria que inicia en cero.

» Con término constante. Indica que el proceso (4.5), bajo la hip6-
tesis nula, es una caminata aleatoria con un valor inicial distinto de
cero.

» Tendencia lineal. Especifica que el modelo (4.5) incluye un término
de tendencia en la regresién asociada y que el proceso bajo la hipotesis
nula es una caminata aleatoria con tendencia.



4.1. IDENTIFICACION 159

En temas de economia, pocas variables muestran tendencia cuadratica,
pero a menudo es recomendable incluir el término de tendencia en la
ecuacién (4.5) cuando se observa que la variable es estacionaria alrededor
de una tendencia lineal. Igualmente, siempre se recomienda incluir un
término constante, a menos que sea claro que la variable tiene una media
cero.

Tipo de prueba Cambio en (4.5)

Sin término constante =46 = 0.
Con término constante pu > 0 pero § = 0.
Con tendencia lineal w=0yd>0.

Tabla 4.1: Tipos de prueba de hipétesis de Dickey-Fuller.

Analisis de las funciones ACF y PACF

Una vez que se ha mostrado evidencia estadistica de que las observaciones
provienen de una serie estacionaria, se utilizan las graficas de la funcién de
autocorrelacién (ACF) y de la funcién de autocorrelacién parcial (PACF)
muestrales para identificar un proceso ARMA(p, ¢), que se propondra como
proceso generador de los datos observados de la serie de tiempo.

Los siguientes resultados relacionados con las funciones ACF y PACF de los
procesos estacionarios AR(p), MA(q) y ARMA(p, q) sirven como criterios
guia para una identificacién inicial.

» Proceso estacionario autorregresivo AR(p)

En los procesos estacionarios autorregresivos, los valores de la funciéon
ACF decaen gradualmente hacia cero, pero no en todos los casos son
iguales a cero. Estos valores pueden alternar de signo y en ocasiones
se observa un patrén ondulatorio. Ahora bien, la funcién PACF
toma valores cercanos a cero después del rezago p. Por ejemplo,
en series de tiempo generadas por procesos AR(1), el coeficiente
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de autocorrelacién parcial respecto al primer rezago, k = 1, es
estadisticamente distinto de cero. Sin embargo, los valores que toma
la autocorrelacién parcial respecto a observaciones rezagadas mas de
un periodo, es decir k > 1, son estadisticamente iguales a cero.

» Proceso de media mévil MA(q)

En los procesos estacionarios de medias moviles, la grafica de la funciéon
ACF teorica toma el valor de cero después del rezago ¢. Por otro lado,
la funcién PACF tedrica decae muy lentamente hacia cero pero nunca
es igual a cero.

» Proceso estacionario ARMA(p, q)

Los procesos estacionarios ARMA pueden mostrar una mezcla de las
caracteristicas de los procesos AR(p) y MA(q), es decir, los valores
de la funcién PACF son cercanos a cero después de p rezagos y los
valores de la funcién ACF son cercanos a cero después de g rezagos. En
general, ambas funciones teéricas, ACF y PACF, decaen lentamente
hacia cero después de ciertos valores q y p, respectivamente, pero no
toman el valor de cero.

Ejemplos generados por simulaciéon

A continuacién se presenta una variedad de ejemplos para ilustrar la fase
de identificaciéon de un modelo ARMA y/o ARIMA.

Las graficas y los céalculos relacionados con las funciones ACF y PACF
se realizaron con la ayuda del software estadistico R. Se supondrd que el
proceso {Z; : t € Z} es un ruido blanco WN(0, 1) (consultar el ejemplo 1.1),
es decir, Z; tiene una distribucién N(0,1). El lector interesado puede
consultar los cédigos en el Apéndice para reproducir lo mostrado o para
analizar algunos otros ejemplos.
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Ejemplo 4.2 Se simula el proceso AR(1) dado por
Xy =0.5X1 + Zy, t=1,...,1000,

en donde se define Xg = 0. Los resultados obtenidos se muestran en la
figura 4.1. Se puede observar lo siguiente:

s Los valores que toma la funcion PACF muestral son estadisticamente
iguales a cero después del rezago T = 1.

= Respecto del comportamiento de la funcion ACF muestral, se observa
que conforme va aumentando el tamano del rezago con respecto al cual
se calcula, esta funcion toma valores absolutos cada vez mds pequenos.
Los wvalores de las funciones ACF muestral y tedrica se mantienen
cercanos.

T

0 rhjll J AN I|‘ hl‘l' HH“ ‘llﬂ [ H I i\ll |
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— ACF muestral
- ACF tedrica

PACF(r)

0.4

0.2

Figura 4.1: Proceso AR(1) dado por X; = 0.5X;_1 + Z;.
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Ejemplo 4.3 Se simula el proceso AR(2) dado por
X, = 0.6X;_1 — 03X, 0+ Z,  t=2,...,1000,

en donde se define Xog = 0 y X1 = Z1. Los resultados de la simulacion se
muestran en la figura 4.2. Se puede observar lo siguiente:

= Los valores que toma la funcion PACF muestral son estadisticamente
iquales a cero después del rezago T = 2.

s Nuecvamente se observa que el grifico de la funcion ACF muestral
toma valores absolutos cada vez mds pequenos, conforme aumenta el
tamano del rezago respecto del cual se calcula. También fueron muy
parecidos los valores de las funciones ACF muestral y teorica.

o M JEm AT AT ‘|| J||I“ ‘u“nlul}h L (g ‘h \h“n\ nu\‘l il
TR \ul\ “l‘l‘[‘ M ‘WIH””‘ Wl ””\ \‘ \l[”

-2

[ T T T T T T T T T 1
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

— ACF muestral
- ACF tedrica

S e

— —— >
4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 4.2: Proceso AR(2) dado por X; = 0.6X;—1 — 0.3X;_2 + Z;.
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Ejemplo 4.4 Se simula el proceso MA(1) dado por
X, = Z+0.7%1, t=1,....1000,

en donde se define Xog = Zy := 0. Los resultados obtenidos de la simulacion
se muestran en la figura 4.3. Se observa lo siguiente:

» Los wvalores que toma la funcion ACF muestral practicamente coinci-
den con los valores que toma la funcion ACF teérica y son estadisti-
camente iguales a cero después del rezago T = 1.

» En la funcion PACFE muestral, los valores absolutos cada vez son mds
pequenios conforme aumentan los rezagos.

2 N
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— ACF muestral
- ACF tedrica

3 + +

+ -+ + 4 >
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 4.3: Proceso MA(1) dado por X; = Z; + 0.7Z;_;.
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Ejemplo 4.5 Se simula el proceso MA(2) dado por
X, = Z; —08Z; 1 +0.6Z_9,  t=2....,1000,

en donde se define Xg = Zy := 0 y X1 = Z1. Los resultados obtenidos se
muestran en la figura 4.4. Se observa lo siguiente:

= Los valores que toma la funcion ACF muestral son estadisticamente
iquales a cero después del sequndo rezago. Nuevamente se observa una
gran coincidencia de la funcion ACF muestral con la funcion ACF
tedrica.

s En la funcion PACFE muestral, de nuevo los valores absolutos cada vez
son mds pequenos conforme crece el rezago.

0 | i “\‘Il‘\\“ [ 1) “\“

— ACF muestral
- ACF tedrica

TPACF(T) //\

R R R + . R N S o N

0 ¢ — ¢ e 7,
0.2 1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0.4

0.6

Figura 4.4: Proceso MA(2) dado por X; = Z; + 0.8Z;_1 — 0.6Z;_o.
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Ejemplo 4.6 Se simula el proceso ARMA(1,1) dado por
X; = 03X, 14+ Z +05Z1,  t=1,...,1000,

en donde se define Xog = Zy := 0. Los resultados de la simulacion se mues-
tran en la figura 4.5. Se puede observar que, tanto los valores que toma
la funcion ACFEF muestral como los valores de la funcion PACF muestral,
tienden rapidamente hacia cero después del primer rezago. Los grdficos de
las funciones ACF muestral y tedrica se mantienen cercanos en todos los
rezagos.

Z I MJI”\ Ll NIMIHI,H\,[“ »”JM‘ | ‘.‘, h“‘\,m,‘.i .\,Hl |
B A L

[ T T T T T T T T T I
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

— ACF muestral

- ACF tedrica
0 . . . ——t—— o +
¢ + . + \d 2 ——>

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 4.5: Proceso ARMA(1,1) dado por X; = 0.3X;_1 +0.5Z;_1 + Z;.
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Ejemplo 4.7 Se simula el proceso ARMA(2,2) dado por
X =—-03X414+02Xy o+ 724 +017;_1 + 047 o, t=2,...,1000,

con wvalores iniciales Xg = Zg := 0 y X1 = Z1. Los resultados obtenidos
se muestran en la figura 4.6. Los valores de las funciones ACF muestral
y tedrica tienen un gran parecido. Se puede observar que tanto los valores
que toma la funcion ACF muestral como los valores de la funcion PACF
muestral, tienden rdpidamente hacia cero después del sequndo rezago.

o WL IAR ._J‘ ‘Il‘n‘..\“ {0k \‘\H,.\ul w‘h.ul“
e ot g R | i,

[ T T T T T T T T T I
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

— ACF muestral
- ACF tedrica

Figura 4.6: Proceso ARMA(2,2) dado por
Xy =—-03X;1+02Xy 90+ Z; +0.12Z;_1 + 04Z; 5.
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Ejemplo 4.8 (Proceso no estacionario con tendencia lineal )
Se simula el proceso

Xy =05X1 + 0.1t + Zy, t=1,...,100,

con valor inicial Xo = 0. Este es un ejemplo de una serie de tiempo generada
por un proceso AR(1) con tendencia lineal. Los resultados de la simulacion
se muestran en la figura 4.7 . Se puede observar que la serie de tiempo no
tiene las caracteristicas de un proceso estacionario alrededor de una tenden-
cia nula o constante. La grifica de la funcion de autocorrelacion muestral
deberia converger a cero geométricamente si la serie fuera estacionaria. Sin
embargo, en este caso se observa que la funcion ACFEF muestral decae muy
lentamente. En la grdfica de la funcion PACF muestral se puede identificar
la parte autoregresiva de primer orden de la serie.

PACF(r)

0 —t—, -

1 2 3 % 5 6 7 % 9 10 11 127

Figura 4.7: Proceso no estacionario AR(1) con tendencia lineal.
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Ejemplo 4.9 (Proceso ARIMA ) En el ejemplo anterior se analizé la
serie no estacionaria AR(1) con tendencia lineal

Xy =05X,1 +0.1t+ Z,
para valores det = 1,...,100 y Xo = 0. Ahora se aplica la transformacion
i =VXy =Xi — Xy,

con lo cual se obtiene un componente de tendencia constante que se resta
para tener el proceso centralizado

X;k =Y, —-0.1= O.5(Xt,1 — thg) + Z;k,

en donde Z} ~ N(0,2). En la figura 4.8 se puede observar que la serie
X} ya parece comportarse como un proceso estacionario alrededor de cero
(tendencia constante), y la grdfica de la funcion de autocorrelacion converge
rapidamente a cero. Se observa también que la funcion PACF muestral decae
a cero rdpidamente. En este caso es posible ajustar un modelo ARMA a la
nueva serte.

Figura 4.8: Proceso diferenciado.
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4.2. Estimacion

Como se ha mencionado, los modelos AR(p), MA(q) y ARMA(p,q) son
casos especiales del modelo ARIMA(p,d,q). En su caso, en esta seccién
supondremos que el proceso de diferenciacién ya se ha dado y se tiene una
serie estacionaria. El siguiente paso natural en la construcciéon de modelos
ARMA(p, q), después de haber elegido valores candidatos de p y de g, es
hacer la estimacién de los pardmetros aq,...,qp, B1,...,84 ¥ o2. Se tienen
entonces p + ¢ + 1 parametros desconocidos para ajustar el modelo ARMA
con media cero,

Xi=anXp 1+ + OépXt,p +Zi+ 1l 1+ + Bthfq, teZ, (46)

en donde {Z; : t € Z} es un ruido blanco con media cero y varianza desco-
nocida o2. Existe mas de una forma de realizar esta estimacién. De hecho,
en la seccion 3.8 se describe una posible estimacion por minimos cuadrados
y en esta seccién se mencionan algunos métodos alternativos.

Ecuaciones de Yule-Walker

Es posible volver a utilizar las ecuaciones de Yule-Walker del capitulo 3
para estimar los pardmetros de modelos autorregresivos. Recordemos que
estas ecuaciones recursivas para calcular las autocorrelaciones de un modelo
AR(p) (proposicién 3.7) estan dadas por

1 si =0,
P =1 N
Zakp(r—k) si 7>=1.
k=1

Estas ecuaciones son ttiles para establecer igualdades que sirvan como esti-
madores de momentos. La idea es usar las ecuaciones recursivas pero susti-
tuyendo la autocorrelacién (poblacional) del modelo por la autocorrelacién
muestral que se presenta en el primer capitulo, y que se calcula como

S (w0 — 3)(@14r — 7)
r(r) = t=1 , (4.7)

> (@ — @)

t=1
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para 7 = 0,1,...,n— 1. El siguiente es un ejemplo simple para ilustrar esta
idea.
Ejemplo 4.10 Supongamos que se tiene una serie x1,...,T, para la cual

se desea ajustar el modelo AR(1) dado por
Xie=an Xy 1+ 4, tel. (48)

A partir de las ecuaciones recursivas se tiene que p(1) = ai1p(0) = a1.
El pardmetro a1 se puede estimar a partir de igualar la autocorrelacion
muestral de la serie x1,...,x, con la autocorrelacion del modelo (4.8), es
decir,

Por lo tanto,

n
P

Por otro lado, para estimar la varianza de Zy, primero se calcula la varianza

muestral de la serie x1,...,x, como se define en (1.3), es decir,
1 n
var(x — Z Ty —T)
i

De la proposicion 3.4 se tiene que

0.2

Var(X;) =

3
1—of

Substituyendo Var(X;) por la varianza muestral y utilizando la estimacion
previa de o, se propone la estimacion

62 = (1 —a?) var(z).
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Con la misma idea, en el siguiente ejemplo se estima el valor de los para-
metros a, ae y 02 en el modelo AR(2).

Ejemplo 4.11 Supongamos que se tiene una serie xi,...,x, para la cual
se desea ajustar el modelo AR(2) dado por

Xi=a1 Xe 1+ Xy o+ 72y, tel.

Por las ecuaciones de Yule-Walker, se tiene el siguiente sistema de ecuacio-
nes:

p(1) = a1p(0)+azp(l),
p(2) a1 p(1) + a2 p(0),

en donde p(0) = 1. Si se toman las correlaciones muestrales como estima-
ctones de las correlaciones tedricas, entonces las incognitas aq y as deben
satisfacer de manera aprorimada el mismo sistema de ecuaciones:

r(l) = a1+ a2r(l),
r(2) = ar1r(l) + as.

Resolviendo este sistema se obtiene

~ r()d—-r@2))

o0 = ———,

1—r(1)2
& T2 —r()?
2T 1= r(1)2

Recordemos que los valores de r(1) y r(2) se calculan segin la formula (4.7).
Para estimar el valor de o se procede de la siguiente forma. A partir de la
proposicion 3.8 y suponiendo que el proceso es causal, se tiene que

0_2

T 1-ap(l) —a2p(2)
en donde v(0) = Var(X;). Despejando o2 se tiene que
02 = (1 —oaq p(1) — ag p(2)) Var(Xy).

7(0)

Se propone entonces la siguiente estimacion para o2,

52 = (I —air(l) —ayr(2)) var(x),

en donde, como antes, var(z) es la varianza muestral. ]
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En general se puede usar el mismo esquema para estimar los parametros de
un modelo AR(p). Para escribir formalmente la férmula para estos estima-
dores para la matriz de autocovarianzas muestrales es conveniente usar la
siguiente notacién:

7(0) (1) Alp—1)
A (1) (0) Alp—2)
I= : : . :
Alp—1) Alp—2) ---  A(0)

La matriz de autocorrelaciones muestrales serd denotada por R y, en con-
secuencia,

I (4.9)

Se deja como ejercicio para el lector demostrar que esta matriz es invertible.

Definicion 4.1 Sea x1,...,T, una serie de tiempo a la que se desea
ajustar un modelo AR(p). Supongamos que p = (r(1),...,7(p)) es el
vector transpuesto de las autocorrelaciones muestrales. Entonces los es-
timadores de Yule-Walker de o = (az, ..., qp) y 02 estin dados por

a = R
52 = wm(1—ﬁﬁ4@.

S puede demostrar que los estimadores de « en un proceso AR(p) tienden a
tener una distribucién normal cuando el tamano de la muestra n es grande;
en especifico,

a~N (a,n_lagF_l) .
En el caso de los modelos MA(q) se puede utilizar la misma idea de igualar
los valores de las autocorrelaciones tedricas y muestrales. Sin embargo, el
sistema de ecuaciones resultante es no lineal y podria tener soluciones res-
tringidas sélo para ciertos valores de las autocorrelaciones muestrales como
en el siguiente caso.
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Ejemplo 4.12 Consideremos el modelo MA(1) dado por
Xy =7+ 4, tel.

Por la proposicion 3.2,

p(1) = 1515%

Sustituyendo p(1) por r(1) en la ecuacion anterior, se llega a la ecuacion
cuadrdtica

r(1)B — B +r(1) = 0.
Entonces se tienen dos posibles soluciones para 51,

1+4/1—4(r(1))2
b= 27(1)

Si|r(1)| = 1/2, entonces |31| =1 y no se satisface la condicion de invertibi-
lidad |B1| < 1. Si|r(1)] > 1/2, entonces no existe solucion real. Sélo cuando
|r(1)| < 1/2, By serd la solucion que cumpla |B1| < 1. .

Cuando se tiene un orden g > 2 el sistema no lineal podria requerir una
solucion numérica, y ademéas de que seguird el problema de si hay una
solucon tnica, multiple o si no hay solucion.

Para estimar la varianza, como se establece en la proposicion 3.1,

q
Var(X;) = o Z Bz,
k=0

lo que implica
9 Var(X;)
Py
Por lo tanto, para el modelo MA(1) mostrado en el ejemplo, el estimador
de la varianza de Z; sera R
52 — V(OA) .
1+ 5
En el caso de los modelos ARMA (p, ¢), nuevamente este método por momen-
tos puede resultar en un sistema de ecuaciones complicado. En las siguientes
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subsecciones se muestran algunos métodos alternativos. Sin embargo, en el
siguiente ejemplo se presentan los calculos para estimar por momentos los
pardametros de un modelo ARMA(1,1).

Ejemplo 4.13 Consideremos el modelo ARMA(1,1) dado por
Xt = OélXt_l + Zt + BIZt_l, teZ.

Por la proposicion 3.11 se tiene que

o(1) = (1 +a1p1)(a1 + 51), (4.10)

1+ 20131 + B2

(1+ a1B1)(a1 + 51)‘

9) —
p2) = 1+ 20151 + 52

Por lo tanto, p(2)/p(1) = a1 y

Para estimar el valor de B1 se puede usar la ecuacion (4.10) con los esti-
madores de p(1) y aq,

(14 aip1)(ar + pr)
1+ 20161 +5% ’

r(1) =

De esta ultima igualdad se puede resolver la ecuacion cuadrdtica para en-
contrar dos posibles valores de 51 y analizar si alguno cumple la condicion
|B1] < 1. Por dltimo, para estimar el valor de la varianza de Z; se tiene que

Var(X;) = [1 + (alljféy] ol

Por lo tanto,
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Algoritmo de innovaciones

Otro de los métodos para estimar los parametros de un modelo ARMA(p, q),
en donde ¢ > 1, es el llamado algoritmo de innovaciones. Este método
puede ser mas ttil que las ecuaciones de Yule-Walker para las estimaciones
del modelo MA. El método consiste en calcular de manera recursiva una
sucesién de estimaciones convergentes a la estimaciéon que buscamos.

Comenzaremos exponiendo el algoritmo para el modelo MA(q) dado por
Xe=Zy+ P12t + -+ ByZi—q, tEL,
cuando
1. E(X}) < 0.

2. El modelo es invertible, es decir, las raices z € C del polinomio que
aparece abajo son tales que |z| > 1 (ver el teorema 3.1),

1+ prz+ -+ 8427 = 0.

Estamos suponiendo que el proceso es estacionario y que E(X;) = 0, asi que
para 0 < ¢ < j se tiene que

E(Xi4:Xt) = Cov(Xiyr, Xi) = (7).

Si 7 > ¢, entonces y(7) = 0. Ademas,

¥(0) = Var(X;)=0> > 8%, (Bo=1)

k=0

q—T
Y1) = 0> BeBrer siT=1,...,q.
k=0

La autocovarianza muestral, que serd denotada como 7(7), se definié como

1

n—tT

() = —— 3 (@ — D) rsr — 7).
t=1
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En el siguiente algoritmo se calculan de forma recursiva fi1, vi;
B2,2, B2,1, v2; B33, 83,2, £3,1, v3;.... Al final, los valores de interés se-
ran

/Bm,ly 5m,27 s 7/8m,q7

para un valor de m donde las fluctuaciones de los parametros se estabilicen,
sabiendo que convergen a los verdaderos valores cuando m — oo.

Algoritmo de innovaciones

1. Establecer como valor inicial a

1 n
v = —Z a:t—:c
t=1

3

2. Calcular
P11 =7(1)/ve; w1 =vo(l— 5%,1)-

3. Escoger un valor inicial de m que sera el nimero de iteraciones a
realizar. Parai=2,...,my j=0,1,...,i—1,

Biicg = vt (AGE—3) - (53’,]' Biivo+ -+ Bj1Bii—j+1vj-1))

'Uj_l <'7 /L - .7 Z /B],j k/BH kvk>

I

Uy

i—1
2
Yo — Z 5i,i_kvk-
k=0

4. Si los valores de [, ; obtenidos tuvieron valores muy parecidos (se
estabilizaron) a los valores de 3; j parai = m—1,m—2,m—3,m—4
vy j=1,...,q, entonces los estimadores seran

51 = 5m,1, ,32 = /Bm,% ) Bq = 5m,q7 y 82 = Um.- (4'11)

En caso contrario, continuar el proceso del paso 3 hasta que los
valores de (4.11) se estabilicen.
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Consideremos ahora el modelo ARMA dado por
Xi=a1 X4 1+ + OépXt,p +Zi+ 1l + 5(12157(1, t e Z.

Se tiene la siguiente forma de expresar al proceso X; debido a (3.34) cuando
se tiene causalidad,

o0
X = Z ik, €4,
k=0

en donde Y7, |mx| < 0.

Los coeficientes 7, van a satisfacer la relacién

kap
me = B + Z OGT—i, (4.12)
i=1
para k = 0,1,..., en donde se define By := 1y B := 0 para k > ¢. Para
estimar los valores de 71, ..., my44 se hace uso de los valores
ﬂm,la e 7ﬁm,p+qa

estimados con el algoritmo de innovaciones dados en (4.11), teniendo en
cuenta un modelo MA(p + q).

Se reemplazan los valores de 7, por los valores de 3,  en la relacién (4.12)
para establecer el siguiente sistema de ecuaciones en el que las incognitas
son los parametros a y (3,

kAp
Bk = Br+ Y, QiPmp—i» k=1,...,p+q. (4.13)
i=1
Primero se obtienen las estimaciones de ay, ..., a; de las dltimas p ecuacio-

nes de (4.13) debido a que en esas ecuaciones [ = 0 y entonces se tienen
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las ecuaciones:

~ (¢+Dnrp
Bm,qul = 2 O‘iﬁm,qulfia
i=1
R (g+2)rp
Bm,q+2 = Z O‘iﬁm,q+27iv
i=1
-~ p -~
5m,q+p = Z aiﬁm,q-ﬁ-p—i-
i=1
Después de encontrar los valores de o, . . ., oy, solo resta resolver el sistema
siguiente que ahora es de ¢ incognitas y q ecuaciones:
B1 = Bmis
2Ap
By = PBmz— ), @iBmai
i=1
ﬁq = ﬁm,q - Z aiﬁm,q—i-
i=1

Estimaciéon por maxima verosimilitud
La estimaciéon por maxima verosimilitud (EMV) del vector de parametros
2y _ 2
(Oéw@ao— ) - (a17"'aap7617"'7/8mg )7

consiste en calcular los valores &, 3 y 02 que maximicen la funcién de
verosimilitud. Recordemos que esta funcién es igual a la funcién de densidad
conjunta de las variables aleatorias X1,..., X,

2
fX1,...,Xn(xlv <oy Iy 057/85 g )7

suponiendo a los pardmetros «, 3 y o2 como variables y teniendo en cuenta
los valores numéricos x1, ..., z,. Cuando las variables aleatorias X1,..., X,
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son independientes, el cdlculo de la funcién de verosimilitud resulta sencillo,
porque la funcién de densidad conjunta es simplemente el producto de las
funciones de densidad marginales. Sin embargo, en los modelos ARMA
existe dependencia y habra mayor dificultad en el calculo de esta funcién.
Resolver de manera analitica el problema de optimizacion puede ser muy
complicado. Es necesario aplicar algiin método numérico para maximizar la
funcién de verosimilitud con respecto a los pardmetros, y afortunadamente,
este procedimiento estd implementado en varios programas de cémputo
estadistico.

A continuacién se describen dos enfoques para la obtencién de la funcién de
verosimilitud. Consideremos el siguiente modelo ARMA,

Xi=a1 X4 1+ + Qy Xt,p +Zi+ 5121+ + ﬂq thq. (414)
Como sabemos, t puede ser cualquier valor entero, pero supondremos que
es mayor a cero para considerar valores numéricos de la serie. Es necesario
especificar una distribucién para el proceso aleatorio {Z;}. De manera tipica
y conveniente, supondremos que

Z; ~ N(0,02). (4.15)
Por conveniencia, usaremos la siguiente notaciéon:

X, =X1,....Xn) vy z,=(x1,...,2p)-

Ademas, usaremos la siguiente notacién para referirnos a la funcién de den-
sidad conjunta:

2
f(xl) cee 71'n) = le,...,Xn(xh ey Ty a)ﬁa g )7
y cuando la tratemos como funcién de verosimilitud, se escribira
2
L(O[7B7O- ) = f(xla” . 7xn)7

en donde supondremos que se conocen n observaciones de la serie de tiempo
estudiada.
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Enfoque 1. Condicionando

Supongamos que en el modelo ARMA(p, q), r = max{p, q}. Debido a que
la variable aleatoria X,, depende de r variables anteriores, supongamos un
valor de n > r. Condicionando en forma repetida, la funcién de densidad
conjunta se puede escribir como

L(a,B,0%) = f(z1,...,2)
f(x'ﬂ ‘ Enfl)f(gnfl)
= f(xn|2p_1)f(@n-1|2y_0)f(2p_2)

= | 2y )@ |2 ) flaz | 20)f(21)
= fla) [[f@ ) (4.16)
t=2

Observemos que la variable aleatoria X; condicionada a los valores anterio-
res es igual a una suma de variables aleatorias normales, por lo que tiene
distribucién normal. Calculamos esperanza y varianza de la expresién (4.14)
para conocer los parametros de la distribuciéon normal. Primero, considere-
mos los casos en los que t > r:

p
BXy | Xy =344) = Z O Tt—i,
i=1

q
Var(X; | X, 1) = 0® ) B2,
j=0

en donde By := 1. Por lo tanto,

p q
X, | X, =2, ,~N (Z Qi 0” ) 55) : (4.17)

i=1 §=0

Ahora, en los casos en que t = 2,...,r definimos p* = min{p,t — 1} y
¢* = min{q,t — 1}. Por ejemplo, si p = 2 y ¢ = 4, entonces para t = 4
se tendrd que p* = min{2,3} = 2 y ¢* = min{4,3} = 3. Estos valores
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indican cuantas observaciones y errores hay disponibles desde 1 hasta ¢ — 1.
Entonces, el modelo ARMA que usaremos sera el modelo incompleto

p* q*
X = Z oa; X+ 2y + Z Bj thj. (4.18)
i=1 j=1

En este caso,
p*
EXy | Xy =24) = Z Qg Lt—g-
i=1

*

q
Var(X; | X, 1) = o® ) 82,

j=0
donde Sy := 1. Por lo tanto,
p* q*
X | Xy 1=24_,~N (Z Ty, 07 Z ﬁf) . (4.19)
i=1 j=0

Cuando el tamano de la serie observada es muy grande con respecto a los
valores de p y ¢, la funcién de verosimilitud incompleta que se obtiene
tendrd una optimizacion muy parecida a la que tendria la funcién de
verosimilitud exacta, considerando datos desconocidos del pasado.

Por dultimo, la distribucién no condicionada de X; serda normal, y como
estamos suponiendo que F(X;) = 0, entonces

X1 ~ N(0, Var(X1)). (4.20)

Como se ha visto, el calculo de v(0) = Var(X;) depende de cada modelo y
puede ser de dificil obtencién.

Finalmente, la funcién de verosimilitud (4.16) se obtiene al substituir las
funciones de densidad de acuerdo con las distribuciones dadas en (4.17),
(4.19) y (4.20).
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Ejemplo 4.14 (Modelo AR(1))
En este casop =1, q =0y r =1, por lo cual solo se necesitan los casos
(4.17) y (4.20). Parat = 2,3,...,n, se tiene que

Xi| Xy g =244~ N (041 Ti—1, 02) .

Por otro lado, X1 ~ N(0,02/(1 — a?)), donde el cilculo de Var(X;) se
muestra en la proposicion 3.4. Por lo tanto,

L(a, B,0%) = f(a0) | [ f(2e | 1),
t=2

en donde

Ejemplo 4.15 (Modelo ARMA(1,1))
En este casop=1,q=1yr =1, nuevamente, solo se necesitan los casos
(4.17) y (4.20). Parat = 2,3,...,n, se tiene que

Xe| Xy =20~ N(arze1, o®(1+57)).

Por otro lado, X1 ~ N(0, (1 + (a1 + $1)%/(1 — a2))o?), donde el cdlculo de
Var(X1) se muestra en la proposicion 3.11. Por lo tanto,

L(avﬁan) = f(.’El) Hf(‘rt ’ xt—l)a
=2
en donde usando la notacion o2, = (1+ (a1 + $1)?/(1—ad))o?, se tiene que
1 1 22
fla1) = 2707%1 exp <—2032:1>
' ( )?
1 1(zy — g 24—y )
x| xp—1) = exp | ——-——5—7"—].
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Ejemplo 4.16 (Modelo MA(1))

En este casop=0,q=1yr =1, y las esperanzas y varianzas de X; coin-
ctden cuando son condicionadas y no condicionadas a los valores anteriores
de la serie. Parat =2,3,...,n, se tiene que

Xe| Xyqg =21 ~N(0,0°(1+57)).
Y X1 ~ N (0, 6%(1 + 7)). Por lo tanto,

n

L(a, H (z¢ | 21-1)

t=2

en donde
1

flar) - ex CJﬁ’)
v 2ma?(1 + 3?) P 202(1 + B7)

1 1 af

Enfoque 2. Usando distribucion normal multivariada

En el enfoque anterior se tiene la desventaja de que para realizar calculos
con valores grandes de p y/o ¢ se tienen que manejar demasiados términos y
es dificil explorar mas propiedades de la funcién de verosimilitud, razén por
la cual es 1til conocer otra forma de obtenerla aprovechando propiedades
del algebra lineal y de la distribucién normal de los errores, que implican
una distribuciéon normal de las variables aleatorias que forman la serie.

Como Xi,...,X, son variables aleatorias, tales que cada una tiene distri-
bucién normal, su media es cero y Cov(Xy, X¢—) = E(XiX¢i—k) = v(k),
entonces la densidad conjunta sigue una distribucién normal multivariada,
donde el vector de medias es un vector de n ceros y la matriz de varianzas
y covarianzas esta dada por

7(0) 1) o y(n—1)

5 7(;1) 7(:0) v(n:—2) ' (4.21)

Hn—1) An—2) - A(0)
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Debemos suponer que esta matriz tiene inversa (es no singular) y la deno-
tamos por 37!, Ademds, se tiene que X representa el vector columna cuyas
entradas son X1, ..., X, y X’ representa el vector transpuesto de X. Nétese
que 3 = E(X X'). Entonces, la funcién de verosimilitud est4 dada por

L(a, B,02) = (2n)™?(det =) "2 exp <—;X’2—1X> : (4.22)

Aqui no se presentan los detalles debido al enfoque introductorio de este
libro, pero la expresién anterior puede tener una forma més compacta
realizando ajustes adicionales. El lector interesado puede consultar ya sea
en el libro de Hamilton (1994) [18] o en el libro de Brockwell y Davis (1987)
[7] para una exposicién mas detallada, y ademds consultar algunos de los
métodos numéricos para realizar la optimizacién de esta funcion.

Calculo de la serie de residuos

Suponiendo que los parametros ya han sido estimados, es posible realizar
el cdlculo de la serie de residuos, también llamados residuales. Los residuos
o errores z;, en muchas ocasiones también denotados como ¢;, son los
valores numéricos de las variables aleatorias Z; después de la estimacién de
los parametros. A continuacién se describe el procedimiento para calcularlos.

Supongamos una serie de n observaciones conocidas (disponibles) ex-

presada por xi1,T9,...,T, para la cual hemos ajustado un modelo
ARMA (p, q), obviamente con n > max{p, q}. Para calcular la serie de los
residuos Zi,2,...,2n, se puede comenzar suponiendo T; = T,, entonces
z1 = x1 — I1,y para valores de t = 2,...,n,
p*
Ty Q;Ti_; + 2 BjZt—j, (4.23)
=1 7j=1
y
215 =Tt — ’jt- (424)

Los valores de p* y ¢* se refieren al nimero de observaciones y/o residuos
disponibles para el cilculo y las podemos definir para cada valor de ¢ como

* *

p* =min{t—1,p} y ¢ =min{t—1,q}. (4.25)
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Conociendo los valores de los residuos se aplican las pruebas de correcta
especificacién y se determina si los parametros estimados del modelo son
estadisticamente significativos.

4.3. Verificacion

En esta seccion se exponen algunas de las pruebas de hipétesis més conocidas
para verificar la correcta especificacién del modelo. Lo anterior consiste en
probar que se cumplen las hip6tesis de los modelos ARMA (y/o ARIMA)
sobre los residuos. Ademas, se habla sobre un criterio para elegir un modelo
sobre otro cuando ambos parecen ser adecuados para una misma serie de
tiempo.

Prueba de no heterocedasticidad

La prueba de no heterocedasticidad de White (1980) [36] se basa en una
regresion auxiliar del cuadrado de los residuos (o errores) 22 sobre todos los
regresores originales z;;, sus cuadrados x2 y los productos cruzados de los
regresores. La prueba contrasta la hipétesis de homocedasticidad Hy contra
la hipotesis alternativa de heterocedasticidad H, de la siguiente maneras:

Hy : E(Z?) = o2 para todo valor de i
Vs
H, : E(Z?) # ¢ al menos para un valor de i.

El estadistico de prueba de White se calcula como nR? donde R? es el
coeficiente de determinacién de la regresiéon auxiliar y n es el tamano de la
muestra.

Rechazamos Hy en el nivel « si el estadistico de prueba excede el valor
critico de una distribucién x? con grados de libertad igual al nimero de
regresores incluidos en la regresiéon auxiliar.

De manera mas explicita, consideremos el modelo

Y, = 61 +52X2i+B3X3i+,/Z\i, t=1,...,n. (4.26)
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La hipotesis a contrastar es

Hy: E(Z?}) =02 vs. H, : E(Z}) = o2

(3 (2

El modelo para la varianza estd dado por

02 = o1 + aaXo; + a3 X3 + X3 + a5 X3 + s X0 X3 + ;.

2 =
La hipétesis que se contrasta es

Hg:a2=a3=a4=a5=a6=0,
VS.
H, : a; # 0 para alguna i = 2,...,6.

Notemos que bajo Hy la varianza de los errores es constante,

2 _
0—7; —041.

Pasos para realizar el contraste
= Estimar por MC la regresion de interés y calcular los errores.
= Estimar por MC la siguiente regresion auxiliar,
2 2 2
e, = a1 + s Xo; + a3 X3 + Oé4X22- + Oé5X3i + agXo; X3 + u;
y calcular el coeficiente de determinacién R2.

= Calcular el estadistico de prueba como nR?, que sigue asintéticamente
una distribucién x? con k—1 grados de libertad, donde k es el nimero
de parametros de la regresion auxiliar.

» La hipétesis Hy se rechaza al nivel de significancia «, si nR? > ¢,
donde ¢ es el cuantil 1 — o de una distribucién x? con k — 1 grados de
libertad.

Adicional a lo anterior, la grafica de la serie de tiempo de los residuos es una
herramienta util para visualizar la variabilidad de los errores y formarnos
una idea de si el supuesto de varianza constante se cumple o no. Si visual-
mente va cambiando la amplitud de la serie en el tiempo, habra indicios de
heterocedasticidad.
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Prueba de normalidad

Habitualmente las pruebas de normalidad de los errores se realizan usando
la informacién de los coeficientes de asimetria y curtosis.

Consideremos una variable aleatoria X; con media p y varianza oz;. Ademas,
definimos y denotamos el i-ésimo momento centrado como p; := E[X;— u]".
Nétese, por ejemplo, que usando esta notacién se tiene que o2 = . Los
coeficientes de asimetria y curtosis se definen como

’Yl=ﬁ Yy 722%
ny” s

Dado que el supuesto sobre los errores es que Z; ~ N(0,0?), entonces,
tedricamente, 71 = 0 y 72 = 3. Bajo la hipdtesis nula de normalidad de los
errores, es posible comparar los momentos de los errores estimados con los
momentos tedricos de la distribucién normal. Considerando estos aspectos
tedricos, la prueba de Jarque y Bera (1980, 1987) [21, 22] tiene el siguiente
estadistico:

ib=n <(gé)2 N (922—43)2> 7

en donde las estimaciones muestrales estan dadas por

n

ms my 1 i
g1 = Yy 92=—"3; COHmiZ*E(iﬁt*@-
3/2 m

Bajo la hipétesis nula de que la variable se distribuye normal, el estadistico
de prueba jb se distribuye asintéticamente como una variables aleatoria 2
con dos grados de libertad, X%z)- Lo anterior debido a que jb se calcula como
la suma de los cuadrados de dos variables independientes asintéticamente
normales estandarizadas, véase Bowman y Shenton (1975) [3].

El criterio de decision de la prueba es que si el estadistico de prueba jb es
mayor al valor del cuantil (1 — «) de la variable X%g), es decir, X%Q)(l — ),
se rechaza la hipotesis nula al nivel de significancia «. Andlogamente, si el
p — value = P(X%Q) > jb) es menor a «, entonces la hipdtesis nula Hy se
rechaza al nivel de significancia .
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Prueba de no autocorrelacion

La prueba de Ljung-Box (Portmanteau) consiste en determinar si las m pri-
meras autocorrelaciones simples de X; son conjuntamente significativas. El
estadistico de la prueba de Ljung-Box para la hipétesis nula de no autoco-
rrelacién estd dado por
m.o o
QrLp =n(n+2) P
=n- k

(4.27)

donde n es el nimero de observaciones en la serie de tiempo y cada
coeficiente de autocorrelacién simple ﬁ% estd ponderado por el nimero
n — k. El estadistico de prueba Q15 converge en distribucién a una y? con
m grados de libertad. Bajo la hipdtesis nula, Hy : p1 = p2 = ... = pp =0,
la prueba Portmanteau de Box y Pierce (1970) [6] de ruido blanco fue
retomada y refinada en la prueba de Ljung y Box (1978) [27].

Otra manera de detectar posible correlacién es observando los graficos de las
funciones de autocorrelacién simple (ACF) y parcial (PACF), aunque como
todo criterio grafico, se debe tener cuidado en formalizar con las pruebas
estadisticas las conjeturas visuales.

El criterio de Akaike

Supongamos que mediante las funciones ACF y PACF se ha identificado
una coleccién de modelos ARMA para diferentes érdenes de p vy ¢, v que
ademas cumplen con los supuestos probabilisticos de no autocorrelacion
de los errores, homocedasticidad y distribucién normal. Para decidir cudl
modelo describe mejor la serie de tiempo se procede a comparar los modelos
en competencia mediante criterios de informacién y medidas de precisiéon
de prondstico.

Si dos de los modelos seleccionados son anidados, en el sentido de que un
modelo es una restriccion del otro (por ejemplo, un modelo AR(2) versus
un modelo ARMA(2,2)), se puede seleccionar el mejor modelo aplicando
el principio de modelacién de lo general a lo especifico (general-to-specific
modelling). Dicha metodologia consiste en simplificar un modelo general
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que caracteriza adecuadamente la serie observada, mediante pruebas
estadisticas que justifican la reducciéon de parametros estimados en el
modelo inicial. Se pueden consultar los detalles de esta metodologia en
Campos et al. (2005) [9].

Si los modelos en competencia no estan anidados, entonces se pueden
utilizar criterios de informacién como el nimero AIC y el ntimero BIC,
en los que toma relevancia el nimero de pardmetros k de un modelo. Por
ejemplo, para un modelo ARMA(p, q) se tiene que k = p + ¢ + 1; si el
modelo se estima con constante, entonces k = p + ¢ + 2, y después se elige
el modelo que minimiza el nimero AIC o el niimero BIC.

El criterio de informacién de Akaike (AIC, por sus siglas en inglés) fue
desarrollado en 1974 [1] para series temporales, el cual estd dado por

AIC = —2LL + k, (4.28)

donde LL denota el logaritmo de la verosimilitud del modelo estimado y &
es el nimero de pardmetros estimados. Entre menor es el AIC, mayor es la
verosimilitud del modelo y el ajuste es mejor.

Otro criterio de ajuste es el llamado criterio de informacién bayesiano de
Schwarz (1978) [34]. Este valor, denotado por las siglas BIC, estd definido
como

BIC = —2LL + k InT, (4.29)

en donde LL y k tienen el mismo significado que en (4.28) y T representa
el tamano de la muestra. De la misma forma que el AIC, entre menor es el
BIC, mayor es la verosimilitud del modelo y mejor el ajuste.

Error de pronéstico

La bondad de predicciéon de un modelo se puede evaluar por medio de las
magnitudes de los errores de prediccién, definidos como las diferencias entre
el valor observado y su pronéstico estimado. Adicional a los criterios anterio-
res, la medicion de estos errores constituye un criterio para elegir entre dos
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modelos. La decisiéon de cudl es el mejor modelo para una serie de tiempo
requiere considerar la precision con la que cada modelo calcula nuevos datos.

En la practica, cuando se ajusta un modelo, es comtn dividir los datos dis-
ponibles en dos conjuntos: el primero denominado datos de entrenamiento
y el segundo conocido como datos de prueba. Los datos de entrenamiento
se utilizan para estimar los pardmetros del modelo, mientras que los datos
de prueba sirven para evaluar la precision de las predicciones estimadas
mediante dicho modelo. La comparacion entre los datos de prueba y las
predicciones deberia proporcionar un indicador confiable de la bondad del
modelo para pronosticar nuevos datos, debido a que los datos de prueba no
se emplean para determinar dichas predicciones.

Uno de los criterios mas comunes para decidir el mejor modelo de pre-
diccién entre varios candidatos, consiste en elegir aquel modelo con menor
error cuadratico medio (ECM) de los errores de prondstico. Més adelante,
en la seccién 5 se comenta mas ampliamente sobre los prondsticos y el ECM.

4.4. Ejemplo con datos reales

En esta seccién se desarrolla un modelo para la serie de tiempo de la
temperatura promedio mensual de una regién tropical en el periodo de
enero de 1975 a diciembre de 2000, medida en grados centigrados. Primero
se presenta un breve andlisis descriptivo de los datos y posteriormente se
aplica la metodologia de Box-Jenkins para seleccionar el modelo estadisti-
camente mas adecuado.

En el Apéndice se pueden consultar los cédigos utilizados. El anélisis se
hizo con ayuda del software estadistico R, donde se hicieron las pruebas
estadisticas sobre los residuos, estimaciones y prondsticos con la ayuda de
los siguientes paquetes de funciones: aTSA, astsa, forecast, tsoutliers
y whitestrap.
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Figura 4.9: Serie de tiempo de las temperaturas medias mensuales x;
de enero de 1975 a diciembre de 2000.

Analisis de los datos

La temperatura promedio durante el mes t se denotard como x;, para
t=1,2,...,312, en donde t = 1 corresponde al mes de enero de 1975 y
t = 312 corresponde al mes de diciembre del afio 2000.

En el periodo de estudio la menor temperatura media mensual fue de
21.6°C y se registr6 en enero de 1976 y la més alta fue de 31.3°C en el mes
de junio de 1998. Finalmente, la temperatura media mensual promedio del
periodo de estudio fue de 26.8°C.

En la figura 4.9 se observa que la serie de tiempo aparentemente tiene
un valor medio y una varianza constantes. También se puede observar
que no presenta un componente de tendencia, aunque si se observa un
componente de estacionalidad anual de 12 periodos, inducido por la perio-
dicidad mensual de los datos. Tales caracteristicas nos permiten suponer
que es probable que los datos no se comporten como un proceso estacionario.
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Figura 4.10: Funciones ACF y PACF de la serie {x}.

Con la finalidad de reconocer evidencia acerca de la estacionariedad de
la serie de tiempo, se analiza la grifica de la funcién de autocorrelacién
muestral (ACF). En la figura 4.10 se presenta la grafica de la funcién ACF
muestral de las primeras 50 autocorrelaciones de la serie {z:}. Se observa
que las autocorrelaciones disminuyen lentamente hacia cero, evidenciando
que la serie no se comporta como un proceso ruido blanco, ya que la
autocorrelacién de una serie estacionaria decae hacia cero relativamente
rapido, mientras que para una serie no estacionaria disminuird lentamente.
También es tutil observar el comportamiento de la funcién de autoco-
rrelacién parcial (PACF) muestral, que permite notar que las primeras
autocorrelaciones parciales no parecen ser estadisticamente igual a cero.

Ahora bien, con la finalidad de atenuar el componente ciclico de la serie {x},
aplicamos una diferencia estacional, es decir, una diferenciacién respecto del
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rezago 12, ya que la periodicidad de la serie de tiempo es mensual. La serie

de tiempo diferenciada se calcula como

Yt = V12T,

en donde
Vi = &y — 2412 = (1 — B?)zy
TJ: (1) J]lll‘ n‘ I UHLHM LM HL |
Do Al Ay R

[ l l l l l l |
1978 1981 1984 1987 1990 1993 1996 1999

Tiempo

Figura 4.11: Serie de tiempo de la diferencia estacional de la temperatura
media mensual y; de enero de 1971 a diciembre de 2000.

La variable gy, para t = 1,2,...,300 representa la variacién de la tempe-
ratura con respecto a la observada en el mismo mes del ano anterior. El
comportamiento de la serie {y;} se muestra en la figura 4.11, donde se pue-
de observar que se asemeja al de una variable estacionaria, es decir, con
media y varianza constantes y sin comportamientos ciclicos evidentes.
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Figura 4.12: Funciones ACF y PACF de la serie {y;}.

El comportamiento de las funciones ACF y PACF de la serie diferenciada
se muestra en la grafica 4.12. En la funcién ACF se puede observar que los
valores que se toman respecto a rezagos mas lejanos disminuyen hacia cero
de manera rapida. También se observa que tinicamente las autocorrelaciones
respecto de los primeros rezagos y respecto del rezago 12 son grandes. En
la grafica de la funcién PACF se observa que las autocorrelaciones parciales
respecto de los primeros rezagos y de los rezagos 12 y 24 son grandes.

Los pocos saltos observados en los graficos anteriores no son un impedimento
para sospechar que la serie {y;} se comporta como una variable estacionaria.

Para determinar si la serie de tiempo se comporta como un proceso esta-
cionario, ademas de analizar el comportamiento de las funciones de autoco-
rrelacién y autocorrelacién parcial, realizamos pruebas para determinar el
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orden de integracién de la serie. A continuacién se presentan los resultados
de la prueba de hipétesis Dickey-Fuller aumentada (ADF), descrita en la
seccién 4.1 de las series {x;} y {y:}, donde

Hj: La serie tiene una raiz unitaria,

es decir, la serie no es estacionaria.

Lo primero que hay que decidir es con cuantos rezagos realizar la prueba
ADF, es decir, cuantos rezagos de la diferencia Vz;_; se deben incluir en la
ecuacion

S
Vi, = pu+ Bry_1 + 0t + Z viVri_; + Zt, (4.30)
i=1

y si los pardmetros p y § son distintos de cero en el modelo de la prueba.

La decisién de cuantos rezagos incluir en la ecuacién (4.30) (el valor de s)
estd relacionada con el orden autorregresivo que suponemos tiene la serie
{x,}, asi como del tamano del ciclo presente en los datos para realizar la
prueba.

La decisién acerca de los parametros p y 0 de la ecuacién (4.30) de la prueba
ADF genera las siguientes especificaciones:

= Sin constante y sin tendencia (x =0y 6 = 0).
» Con constante y sin tendencia (u # 0y § = 0).
» Con constante y con tendencia (u # 0y ¢ # 0).

De acuerdo con la informaciéon de la grafica de la serie de tiempo de
las temperaturas esbozada en la figura 4.9, en donde se observa que no
tiene un componente de tendencia deterministica, y que su valor medio es
distinto de cero, la especificaciéon de la ecuacién (4.30) con constante y sin
tendencia parece la méas adecuada. Sin embargo, es adecuado considerar
también los resultados de las otras especificaciones para concluir acerca de
la estacionariedad de la serie de tiempo.
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w=0yd=0 u#0yd=0 p#0yd#0
Rezago  ADF  p-value ADF  p-value ADF  p-value

0 —0.485 0.50 —6.310 0.01 —6.280 0.01
1 —-0.747  0.41 —10.01 0.01 —10.04  0.01
2 —0.865 0.37 —-12.90 0.01 —13.06 0.01
3 —-0.737  0.42 —12.38 0.01 —12.66 0.01
4 —0.635 0.45 —11.73 0.01 —12.18 0.01
5 —0.507  0.50 —12.27  0.01 —12.99 0.01
6 —-0.457  0.51 —13.17  0.01 —14.60 0.01
7 —0.425 0.52 —-11.37  0.01 —13.50 0.01
8 —0.308 0.55 —7.150 0.01 —8.790 0.01
9 —0.279 0.56 —4.170 0.01 —5.120 0.01
10 —-0.384  0.53 —2.450 0.15 —2.810 0.24
11 —0.460 0.51 —1.670 0.46 —1.630 0.73
12 —0.286 0.56 —2.010 0.32 —1.980 0.58

13 —0.158  0.60 —2.220 0.24  —2.120 0.52
Nota: p-value = 0.01 significa p-value < 0.01.

Tabla 4.2: Prueba de Dickey-Fuller aumentada para la serie {z;}.

Los resultados de la prueba ADF para la serie de tiempo de las temperaturas
medias se muestran en la tabla 4.2. La conclusién de la prueba ADF no es la
misma con las tres especificaciones que se muestran en la tabla. Los resulta-
dos de la prueba que modela los datos sin tendencia y sin constante (u = 0
y 0 = 0) y que considera términos de Vx;_; para i = 1,...,13, no rechazan
la hipdtesis nula de raiz unitaria al 95% de confianza. Sin embargo, los
resultados de las pruebas con constante y sin tendencia (4 # 0y § =0), y
de la prueba con constante y con tendencia (u # 0y § # 0) que incluyen los
términos de Vx,_; para i = 1,...,9 rechazan la hipotesis de raiz unitaria,
pero cuando se consideran los términos de Va;_; para ¢ = 10,11,12,13, los
resultados tampoco rechazan la hipétesis de raiz unitaria. Por lo tanto, de-
bemos concluir que existe evidencia estadistica para no rechazar la hipotesis
de raiz unitaria, es decir, no se puede decir que la serie {x;} sea estacionaria.
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w=0yd=0 u#0yd=0 p#0yd#0
Rezago  ADF  p-value ADF  p-value ADF  p-value

0 —12.57  0.01 —12.55 0.01 —12.57  0.01
1 —-9.10 0.01 —9.08 0.01 —9.12 0.01
2 —6.85 0.01 —6.84 0.01 —6.88 0.01
3 —6.17 0.01 —6.16 0.01 —6.22 0.01
4 —5.85 0.01 —5.83 0.01 —5.92 0.01
5 —5.52 0.01 —5.50 0.01 —5.60 0.01
6 —5.31 0.01 —5.29 0.01 —5.39 0.01
7 —5.72 0.01 —5.71 0.01 —5.81 0.01
8 —5.70 0.01 —5.69 0.01 —5.76 0.01
9 —5.32 0.01 —5.31 0.01 —5.40 0.01
10 —5.17 0.01 —5.16 0.01 —5.29 0.01
11 —-7.91 0.01 —7.90 0.01 —8.06 0.01
12 —6.81 0.01 —6.80 0.01 —6.94 0.01

13 —5.84 0.01 —5.83 0.01 —6.01 0.01
Nota: p-value = 0.01 significa p-value < 0.01.

Tabla 4.3: Prueba de Dickey-Fuller aumentada para la serie {y;}.

En la tabla 4.3 se presentan los resultados de la prueba ADF para la serie
diferenciada con respecto al rezago 12 de la temperatura: y; = V9.
En las distintas especificaciones de la prueba, se rechaza la hipétesis
nula de raiz unitaria al 99% de confianza. Este resultado, junto con el
comportamiento de las funciones ACF y PACF de la serie de tiempo {y;},
nos permite concluir que esta serie es estacionaria.

Es importante tener en cuenta que, dado que la serie de tiempo de la tem-
peratura es integrada de orden 1, la transformacion w; = (1 — B)(1 — B2z,
implicaria una sobrediferenciacién.

Es frecuente modelar las series de tiempo estacionales (que se caracteri-
zan por exhibir correlaciones més fuertes en los rezagos estacionales) como
procesos SARIMA porque contienen relativamente pocos parametros para
modelarlas. Sin embargo, en la préctica se debe elegir el modelo adecuado
para las caracteristicas de la serie observada.
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Por lo anterior, para considerar las caracteristicas estacionales de la serie
de tiempo {z;}, se explora un modelo para la diferencia estacional y; =
(1 — B'?)x; de las temperaturas medias, es decir, y; = Via2;. Puesto que la
serie {y;} cumple con ser estacionaria, es adecuado representarla mediante
un modelo ARMA(p, q).

Identificacion

El objetivo principal en la fase de identificacién de la metodologia
Box-Jenkins es reconocer el comportamiento de procesos estacionarios
ARMA(p, q) a través del comportamiento de las funciones ACF y PACF
muestrales.

Es importante senalar que un valor grande en la funcién ACF o en la
funcion PACF con respecto al k-ésimo rezago puede no ser relevante si se
encuentra aislado. En el caso de la serie {y}, tanto en la funcién ACF como
en la funcién PACF se observa que se reducen rapidamente sus valores
hacia cero; en particular en la funcién ACF a partir del rezago cuatro y en
la funcion PACF a partir del rezago tres.

En la grafica de la funcién ACF se puede observar que el valor de la
autocorrelacién con respecto al rezago 12 es alto, pero aislado. En el caso
de la funcién PACF los valores con respecto a los rezagos 12, 24 y 36 son
grandes, pero decrecientes y aislados. Los valores altos en las funciones ACF
y PACF con respecto al rezago 12 nos lleva a considerar empiricamente
el modelo ARMA(12,12) para la serie {y;}. Ademéds, se deben considerar
alternativas con menos parametros que posiblemente tengan un mejor
ajuste. Por tanto, también se estudian dos modelos ARMA con algiin valor
de p o ¢ igual a 12 y el otro con un valor menor a 12. El modelo que aqui
se prueba considerando la informacion del rezago 12 de la funcién PACF,
y reduciendo los términos de medias moéviles, es el modelo ARMA(12,4).
El modelo que se especifica para considerar el rezago 12 de la funcién
ACF, y que ademaés reduce los parametros autorregresivos, es el modelo
ARMA (3,12).

A partir de la informacién anterior, se presentan los siguientes modelos
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ARMA para la serie {y;} y un modelo SARIMA para la serie {x;}, con la
finalidad de modelar mejor el efecto estacional.

1. El primer modelo que se analiza para la serie {y;} es un modelo ARMA
con orden autorregresivo igual a 12 (p = 12) y con orden en medias
moéviles también de 12 (¢ = 12). Se hace énfasis en que el valor p = 12
se identifica debido a que en la grafica de la funcion PACF de la serie
{y+} que se muestra en la figura 4.12, se observa que la autocorrelacién
parcial respecto del rezago niimero 12 es el més grande. De manera
similar, observando la gréfica de la funcién ACF de la serie {y;} (fi-
gura 4.12) se observa que la autocorrelacién respecto del rezago 12 es
la més grande, por lo que se elige ¢ = 12. En este caso, el modelo
ARMA(12,12) a estimar para la serie {y:} es

12
Yi=a+ Y (Vi + BiZii) + Zi.

i=1

2. El segundo modelo propuesto es un ARMA(12,4), autorregresivo de
orden 12 y medias méviles de orden 4. El modelo a estimar es

12 4
Yi=a+ Z o;Yi—i + Z ,Bth_j + Zs.
i=1 j=1

3. Un tercer modelo propuesto es un ARMA(3,12) autorregresivo de
orden 3 con medias moviles de orden 12. El modelo a estimar es

3 12
Yi=a+ Z o;Yi—i + 2 ,Bth_j + Z;.
i=1 j=1

4. Una cuarta propuesta es un modelo SARIMA, en la notacién de la
Definiciéon 3.18 ARIMA(3,0,0)[0,1,1];2 para la serie {z;}. Es decir,
se modelan los datos de las temperaturas mensuales mediante un mo-
delo que considera (con respecto al rezago s = 12) una diferenciacién
estacional (D = 1), medias méviles estacionales de orden uno (Q = 1)
y orden autorregresivo (no estacional) igual a tres (p = 3).
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ARMA(12,12) ARMA(12,4) ARMA(3,12)
coef. e.e. coef. e.e. coef. e.e.

arl 0.362 0.097 arl 0.036 0.126 arl 0.348 0.070
ar2 0.058 0.107 ar2 —0.168 0.086 ar2 0.072 0.079
ar3 0.244 0.108 ar3 —0.244 0.084 ar3 0.207 0.073
ar4 —0.002 0.116 ar4 —0.210 0.090 ar4

arb 0.054 0.114 arb 0.225 0.064 arb

ar6 0.012 0.110 ar6 0.167 0.060 ar6

ar7 —0.019 0.113 ar7 0.121 0.060 ar7

ar8 —0.144 0.099 ar8 —0.050 0.058 ar8

ar9 —0.049 0.105 ar9 —0.038 0.058 ar9

arl0 0.071 0.101 arl0  —0.005 0.056 arl0

arll 0.137 0.102 arll 0.072 0.054 arll

arl2 —0.014 0.082 arl2  —0.423 0.058 arl2

mal —0.084 0.091 mal 0.197 0.138 mal —0.052 0.050
ma2 0.100 0.098 ma2 0.367 0.071 ma2 0.070 0.059
ma3  —0.152 0.102 mad3 0.590 0.088 ma3  —0.123 0.060
mad 0.024 0.098 mad 0.520 0.119 mad4 0.031 0.052
ma5 —0.126 0.100 mab mab —0.068 0.053
mab 0.043 0.118 mab mab 0.042 0.049
ma7 —0.040 0.116 ma’ ma7  —0.043 0.049
ma8 0.081 0.105 mag ma8  —0.028 0.053
ma9 0.029 0.110 ma9 ma9 —0.035 0.052
mall 0.038 0.100 mall mall 0.004 0.055
mall 0.008 0.105 mall mall 0.086 0.057
mal2 —0.924 0.110 mal2 mal2 —0.884 0.048
cte 0.023 0.016 cte —0.026 0.081 cte 0.027 0.012

Tabla 4.4: Pardmetros (coef.) y sus respectivos errores estdndar (e.e.) para

los modelos ARMA propuestos para la serie de tiempo {y;}.

Las estimaciones del pardmetro « y de los coeficientes a; y 8 (redondeados
a tres decimales) se encuentran en la tabla 4.4 para los modelos ARMA. La
estimacion del modelo SARIMA se muestra en la tabla 4.5. En esta tlti-
ma, la abreviacién smal se refiere al pardmetro estacional de medias méviles.
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coef. error estandar
arl 0.2595 0.0573
ar2 0.1713 0.059
ar3 0.1233 0.059
smal —0.8873 0.0445
cte 0.002 0.0013
AIC = 675.16

Prueba Jarque Bera
x? (Ji-cuadrada) = 3.4093, g.1. = 2, p-value = 0.1818

Prueba de White
x? (Ji-cuadrada) = 16.26, g.l. = 2, p-value = 0.0003

Prueba de Ljung-Box

rezagos = 24, estadistico = 24.69, p-value = 0.213
rezagos = 36, estadistico = 40.78, p-value = 0.137
rezagos = 42, estadistico = 43.61, p-value = 0.245

Tabla 4.5: Parametros estimados y pruebas del modelo SARIMA:
ARIMA(3,0,0)[0,1,1]12 para la serie {z;}.

Estas cuatro especificaciones de modelos de series de tiempo nos permitiran
evaluar estadisticamente si es necesario o no, incorporar los términos
autorregresivos y de promedios moviles de orden 12. También permiten
evaluar cudntos de estos términos autorregresivos y de medias méviles son
significativos para modelar la serie, y si es mejor considerar un modelo que
capture los efectos estacionales. Estas decisiones se toman en la fase de
verificacion de la metodologia Box-Jenkins que se presenta en la siguiente
seccion, considerando los criterios de informacién y las pruebas de correcta
especificacién de los modelos estimados.
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Modelo ARMA(12,12) ARMA(12,4) ARMA(3,12)

No Autocorrelacién: Prueba de Ljung-Box

estadistico 10.341 33.867 14.657
p-value 0.0158 4.295¢ — 05 0.1008
rezagos 27 24 24

estadistico 15.839 43.17 23.241
p-value 0.1987 0.00194 0.3312
rezagos 36 36 36

estadistico 18.762 45.099 24.5
p-value 0.4066 0.0115 0.6025
rezagos 42 42 42

Normalidad: Prueba de Jarque-Bera

estadistico 2.2603 0.5046 2.3379
p-value 0.323 0.777 0.3107
g.l. 2 2 2

No Heterocedasticidad: Prueba de White

estadistico 0.56 1.57 0.62
p-value 0.754 0.455 0.733
gl 2 2 2

AIC 689.26 749.45 679.65

Tabla 4.6: Pruebas de correcta especificacion para los modelos ARMA
de la serie {y;}.

Verificacion

En esta fase se evalian los residuos (errores estimados) de los modelos
propuestos de acuerdo con las pruebas estadisticas para verificar que
cumplan con los supuestos del modelo. En la tabla 4.6 se presentan los
resultados de la prueba Ljung-Box para evaluar si los errores se comportan
como un proceso de ruido blanco, la prueba de Jarque-Bera para evaluar
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la normalidad, y la prueba de White para evaluar la homocedasticidad
de los errores y el coeficiente AIC de cada modelo. Los resultados de las
pruebas de correcta especificacion del modelo SARIMA se muestra en la
tabla 4.5. Finalmente, los resultados de las pruebas ADF de los errores de
cada modelo se presentan las Tablas 4.7 - 4.10. Nota: en los resultados que
se muestran en las tablas, p-value = 0.01 significa p-value < 0.01.

En la tabla 4.6 se puede ver que en los tres modelos ARMA existe evidencia
estadistica suficiente para no rechazar la hipétesis de homocedasticidad ni
la hipétesis de la distribucion normal de los errores con valores del p-value
mayores que 0.10.

En el caso de la prueba Ljung-Box, se presentan los resultados de 3 pruebas
que consideran cantidades distintas de rezagos, los cuales en conjuncién
con el numero de pardmetros estimados (p + ¢ + 2) determinan los grados
de libertad del estadistico de la prueba.

—4.86 0.01 —4.86 0.01 —4.82 0.01
—4.80 0.01 —4.80 0.01 —4.75 0.01
—4.60 0.01 —4.60 0.01 —4.56 0.01

a=0y 6=0 a#0yd=0 a#0yd#0
Rezago ADF  p-value ADF  p-value ADF  p-value

0 —174 0.01 —17.4 0.01 —-17.3 0.01
1 —-12.3 0.01 —-12.3 0.01 —-12.3 0.01
2 —9.86 0.01 —9.85 0.01 —9.83 0.01
3 —8.82 0.01 —8.81 0.01 —8.79 0.01
4 —8.07 0.01 —8.06 0.01 —8.04 0.01
5 —7.24 0.01 —7.23 0.01 —-7.21 0.01
6 —6.48 0.01 —6.47 0.01 —6.45 0.01
7 —6.02 0.01 —6.01 0.01 —5.99 0.01
8 —5.49 0.01 —5.48 0.01 —5.46 0.01
9 —5.07 0.01 —5.05 0.01 —5.03 0.01
10
11
12

Tabla 4.7: Prueba de Dickey-Fuller. Errores del modelo ARMA(12,12).
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a=0y 6=0 a#0y =0 a#0yd#0
Rezago ADF  p-value ADF  p-value ADF  p-value

0 —-17.5 0.01 —17.5 0.01 —174 0.01
1 —12.6 0.01 —12.6 0.01 —12.6 0.01
2 —-104 0.01 —-10.4 0.01 —-104 0.01
3 -9.35 0.01 -9.34 0.01 -9.40 0.01
4 —8.35 0.01 —8.35 0.01 —8.43 0.01
5 —7.24 0.01 —7.24 0.01 —7.34 0.01
6 —6.48 0.01 —6.47 0.01 —6.57 0.01
7 —6.06 0.01 —6.06 0.01 —6.17 0.01
8 —5.50 0.01 —5.49 0.01 —5.59 0.01
9 —4.96 0.01 —4.96 0.01 —5.06 0.01
10 —4.67 0.01 —4.67 0.01 —4.82 0.01
11 —5.47 0.01 —5.49 0.01 —5.66 0.01
12 —5.41 0.01 —5.42 0.01 —5.58 0.01

Tabla 4.8: Prueba de Dickey-Fuller. Errores del modelo ARMA(12,4).

a=0yd=0 a#0yd=0 a#0yd+#0
Rezago ADF  p-value ADF  p-value ADF  p-value

0 —-174  0.01 —17.3 0.01 —-17.3 0.01
1 —12.5 0.01 —-124  0.01 —-124  0.01
2 —10.2 0.01 —10.2 0.01 —10.2 0.01
3 -9.03 0.01 -9.01 0.01 —8.99 0.01
4 —7.93 0.01 —7.92 0.01 —7.89 0.01
S —6.81 0.01 —6.80 0.01 —6.77  0.01
6 —6.08 0.01 —6.07  0.01 —6.05 0.01
7 —5.98 0.01 -5.97 0.01 -5.94 0.01
8 —5.63 0.01 —5.62 0.01 —5.59 0.01
9 —4.90 0.01 —4.89 0.01 —4.85 0.01
10 —4.42 0.01 —4.42 0.01 —4.35 0.01
11 —4.45 0.01 —4.46 0.01 —-4.37  0.01
12 —4.34  0.01 —4.34 0.01 —4.27  0.01

Tabla 4.9: Prueba de Dickey-Fuller. Errores del modelo ARMA(3,12).
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a=0y §=0 a#0yd=0 a#0yd+#0
Rezago ADF  p-value ADF  p-value ADF  p-value

0 —-17.7  0.01 177 0.01 —17.6 0.01
1 —12.6 0.01 —12.6 0.01 —12.6 0.01
2 —-104  0.01 —-104  0.01 —-104  0.01
3 —8.73 0.01 —8.72 0.01 —8.71 0.01
4 —7.70 0.01 —7.69 0.01 —7.68 0.01
5 —6.56 0.01 —6.55 0.01 —6.54  0.01
6 —-5.87  0.01 —5.86 0.01 —-5.84 0.01
7 —5.99 0.01 —5.98 0.01 —5.96 0.01
8 —d.75 0.01 —-5.74  0.01 —5.72 0.01
9 —4.97  0.01 —4.96 0.01 —4.93 0.01
10 —4.06 0.01 —4.05 0.01 —4.01 0.01
11 —3.62 0.01 -3.60 0.01 —-3.55 0.04
12 —-4.07  0.01 —4.06 0.01 -3.99 0.01

Tabla 4.10: Prueba de Dickey-Fuller. Errores del modelo SARIMA:
ARIMA(3,0,0)[0,1,1]12 de la serie {z;}.

En el caso del modelo ARMA(12,12), cuando se considera un total de 27
rezagos, el estadistico de prueba tiene una distribuciéon x? con 3 grados
de libertad (27 — (p + ¢)) y un p-value de 0.0158, lo cual implica que la
prueba rechaza el supuesto de no autocorrelacién al 95% de confianza, sin
embargo, con un total de rezagos de 36 y 42, el supuesto se satisface al
95 % de confianza.

Ahora, en el caso del modelo ARMA(12,4), aplicando la misma prueba
no se cumple con el supuesto de no autocorrelacién al 95% de confianza
en ninguno de los tres casos. Esta conclusiéon también se evidencia en la
grafica de las autocorrelaciones de los residuos del modelo, en donde se
observa que las autocorrelaciones con respecto al rezago 12 y 24 toman
valores estadisticamente diferente de cero. A diferencia de los modelos
ARMA(12,12) y ARMA(12,4), el modelo ARMA(3,12) satisface el supues-
to de no autocorrelacion y es el que presenta el segundo menor ntimero AIC
de los tres modelos ARMA estimados. De la informacién en la tabla 4.5
se puede concluir con un 95% de confianza, que los errores del modelo
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ARIMA(3,0,0)[0,1,1]12 no rechazan la hipétesis de no autocorrelacién ni
la hipotesis de distribucién normal: sin embargo, se rechaza la hipétesis de
no heterocedasticidad.

Las figuras 4.13, 4.14, 4.15, 4.16, 4.17 y 4.18 muestran las graficas de la
serie, el diagrama de cuantiles, la funcién ACF y la funcién PACF de
los errores de los modelos ARMA(12,12), ARMA(12,4) y ARMA(3,12).
Las figuras 4.19 y 4.20 muestran las correspondientes graficas del modelo
SARIMA, es decir, del modelo ARIMA(3,0,0)[0,1, 1]12.

Ahora se analiza la estacionariedad de los residuos de los modelos
ARMA(12,12), ARMA(12,4), ARMA(3,12) y del modelo SARIMA repre-
sentado como ARIMA(3,0,0)[0,1,1];2. Observando los resultados en las
Tablas 4.7 a 4.10, se puede concluir que en todos los casos se rechaza la hipé-
tesis nula de raices unitarias con un 99 % de confianza, es decir, los residuos
de los cuatro modelos estimados se comportan como variables estacionarias.

Por otro lado, debido a que los modelos ARMA(12,12) y ARMA(12,4) no
cumplieron el supuesto de autocorrelacion, y el modelo ARIMA(3,0,0)[0, 1,1];2
rechaza el supuesto de no heterocedasticidad, el modelo preferible es el
ARMA(3,12).
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Cuantiles muestrales
3-2-101 2 3

I
1978 1984 1990 1996 3 -2 -1 0 1 2 3

Tiempo Cuantiles teéricos

Figura 4.13: Serie de los errores del modelo ARMA(12,12)
y su diagrama de cuantiles.

ACF(7)

Figura 4.14: Funciones ACF y PACF de los errores
del modelo ARMA(12,12).
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Figura 4.15: Serie de los errores del modelo ARMA(12,4)
y su diagrama de cuantiles.

ACF(7)

0.3 + PACF(T)

Figura 4.16: Funciones ACF y PACF de los errores
del modelo ARMA(12,4).
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Figura 4.17: Serie de los errores del modelo ARMA(3,12)
y su diagrama de cuantiles.

Figura 4.18: Funciones ACF y PACF de los errores
del modelo ARMA(3,12).
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Figura 4.19: Serie de los errores del modelo SARIMA
y su diagrama de cuantiles.

Figura 4.20: Funciones ACF y PACF de los errores del modelo SARIMA.
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Pronéstico muestral

Después de haber realizado la estimacién de los parametros de nuestro
modelo y de haber verificado que se cumplan los supuestos estadisticos
de los errores o residuos, podemos hacer un prondstico muestral, es decir,
realizar una prediccién de los valores Tj,y1,ZTpy92,...,Tnes de la serie
aprovechando las observaciones disponibles. Conforme el valor de s sea més
grande, se terminara la informacion real de la serie y comenzaremos a usar
las mismas predicciones para alimentar el modelo. Lo anterior provocara
que entre mas grande sea el valor de s, més incierta serd la prediccién Ts.

La idea bésica es avanzar paso por paso. Por ejemplo, para la serie
x1,%9,...,T, supongamos el modelo ARMA(p, q) con término constante .
Ya conociendo los valores de los residuos, entonces

p q

Brp1 =+ >, Qg1+ Y BjZnt1y, (4.31)
i=1 j=1
y
Para valores de t = 2,...,s,
q ~
Tpye =a+ Z ail‘*n-&-t—i + Z /ngn-i-t—j? (433)
i=1 j=1
y
Znit = 0. (4.34)

Observe que se combinan tanto observaciones conocidas como observaciones
pronosticadas a partir del tiempo n + 2. Usamos la notacion x*,:—; para
indicar que se debe usar Z,1¢—; si t —i > 0 y se debe usar la observacion
Tpit—; si t —i < 0. Por otro lado, conforme s crece, la parte autoregre-
siva del modelo se vuelve mas importante que la parte de promedios méviles.

Retomando nuestro ejemplo, en nuestra serie ya diferenciada y1,ys, ..., Yn,
donde n = 300, evaluaremos s = 12 pronésticos. Para calcular el error
cuadréitico medio de prediccién del modelo ARMA(3,12), utilizaremos los
valores conocidos de las observaciones ¥so1,...,¥ys312. Como se menciona
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al final de la seccién anterior, estos datos son conocidos como datos de
prueba, mientras que las primeras 300 observaciones sirven como datos de
entrenamiento. Cabe senalar que, en la serie de temperaturas original, es
necesario conocer los datos de un ano a partir del tltimo dato de entrena-
miento para tener 12 observaciones conocidas de la serie diferenciada.

Asi, el error cuadratico medio se calculard como

12
ECM = % Z(y300+t - @\300+t)2a (4.35)
t=1
donde los valores de 93001+ para t = 1,2,...,12 se calculan con las férmulas
(4.31) a (4.34).
Mes Observacion  ARMA(12,12) ARMA(12,4) ARMA(3,12)
real
Enero —1.2 0.388 0.303 0.381
Febrero —-0.4 0.523 0.504 0.468
Marzo —1.4 —0.687 —0.573 —0.597
Abril 0.2 0.365 0.273 0.586
Mayo —0.8 0.888 0.820 1.160
Junio 0.7 1.057 0.918 1.401
Julio 0.5 0.511 —0.034 0.889
Agosto 1.4 1.383 0.160 1.787
Septiembre 0.3 1.024 —0.204 1.343
Octubre 1.1 1.346 0.243 1.566
Noviembre —-0.8 0.279 —0.370 0.307
Diciembre 0.8 1.099 0.239 1.146

Tabla 4.11: Prondsticos para los modelos ARMA estimados.

Para los otros modelos ARMA es posible seguir el mismo procedimiento que
para el célculo de los pronésticos y del ECM. Para el modelo SARIMA, el
calculo se realizé tnicamente mediante el software R. Los prondsticos mues-
trales estimados para cada modelo ARMA se muestran en la tabla 4.11,
para el modelo SARIMA en la tabla 4.12, y el error cuadratico medio del
prondstico (y de los datos de entrenamiento considerando t = 1,...,300)
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para cada modelo se muestra en la tabla 4.13.

Mes Real Prondstico Mes Real Prondstico
Enero 22.0 23.298 Julio 28.0 28.502
Febrero  23.8 24.441 Agosto 27.9 28.423
Marzo  25.7 26.351 Septiembre  27.0 28.080
Abril 28.0 28.362 Octubre 26.1 26.812
Mayo  27.7 29.579 Noviembre  24.7 25.785
Junio 28.2 29.142 Diciembre  23.8 24.213

213

Tabla 4.12: Prondsticos para el modelo SARIMA: ARIMA(3,0,0)[0,1,1]12.

La informacién del error cuadratico medio indica que con los datos de
entrenamiento, el modelo con mejor desempeno es el que satisfase todos
los supuestos sobre los errores, es decir, el ARMA(3,12). El modelo con
menor ECM con los datos de prueba es el ARMA(12,12). Sin embargo,
este modelo no cumple con el supuesto de no autocorrelacion de los errores
en el rezago 27. De los modelos analizados, el tinico que satisface todos los
supuestos sobre los errores es el ARMA(3,12). Aunque no es el de menor
ECM con los datos de prueba, si es el mejor en los datos de entrenamiento.

Modelo Datos ECM
ARMA(12,12) Entrenamiento  0.439
Prueba 0.727

ARMA(12,4) Entrenamiento  0.620
Prueba 0.812

ARMA(3,12) Entrenamiento  0.460
Prueba 0.944

ARIMA(3,0,0)[0,1,1];2 Entrenamiento 0.482
Prueba 0.884

Tabla 4.13: Error cuadratico medio de los datos de entrenamiento y de los
prondsticos.

Una vez presentadas las especificaciones de los modelos que cumplen
los supuestos estadisticos para los residuos, como en el caso del modelo
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ARMA(3,12), es posible proceder a realizar pruebas de significancia de los
pardmetros estimados. Por ejemplo, como se puede observar en la tabla 4.4,
en el modelo ARMA(3,12) la estimacién de 19 relacionada con el término
mall (Z;_10) es de 0.004, lo cual parece no ser significativo en el modelo.
Para verificar estadisticamente si un parametro es significativo, se puede
aplicar la prueba ¢, donde el estadistico T" se calcula dividiendo el valor del
pardmetro estimado entre su error estandar. Si [T > t,,_(,44),1—-a/2 (cuantil
1—a/2 con n— (p+ q) grados de libertad de una distribucién ¢ de Student),
se rechaza la hipétesis nula (el pardmetro es igual a cero) con un nivel de
significancia de a y se concluye que el parametro es significativo. Se podria
volver a realizar la estimacién omitiendo ese término del modelo y proceder
nuevamente a verificar los supuestos sobre los residuos. Es posible que
siga siendo un buen modelo en el sentido de que no rechazar los supuestos
probabilisticos de los residuos y con la ventaja de tener menos parametros.
Sin embargo, este andlisis extra no se incluye porque estd mas alla de los
objetivos de nuestro texto.

4.5. Ejercicios

Identificacién

96. Mencione algtin fenémeno de la naturaleza que considere que genera
una serie de tiempo estacionaria. ;Cree usted que se podria modelar
con un modelo autorregresivo? Explique su respuesta.

97. Mencione algin fenémeno de la naturaleza que usted considere que
genera una serie de tiempo no estacionaria. Explique su respuesta.

98. Mencione algin fenémeno econdémico que considere que genera una
serie de tiempo estacionaria. ;Cree usted que se podria modelar con
un modelo autorregresivo? Explique su respuesta.

99. Mencione algtin fenémeno econémico que usted considere que genera
una serie de tiempo no estacionaria. Explique su respuesta.

100. Intente explicar por qué para una serie de tiempo no estacionaria, el
grafico de la funcién ACF puede mostrar alturas que van decreciendo
muy lentamente.
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101. Intente explicar por qué para una serie de tiempo estacionaria cuyo
grafico de la funcién PACF muestra alturas muy cercanas a cero des-
pués del rezago k, se sugiere como posible eleccién un modelo AR (k).

102. ;Es posible que una serie de tiempo con tendencia lineal sea estacio-
naria?

Estimaciéon

103. Demostrar que la matriz de autocorrelaciones dada en (4.9) es una
matriz invertible.

104. Dado el siguiente modelo ARMA(2, 1),
X; = 05X, 1 — 03X, 9+ Z — 0.7Z_1,
donde los residuos son normales: Z; ~ N (0, 1),

a) Calcule la varianza de Xj.

b) Calcule la densidad de X; condicionada a los valores de X;_; =
Tp-1y Xp—2 =Tt 2.

105. En el anélisis de una serie de tiempo se ha identificado que un modelo
ARMA(1,1) con media cero es el mas apropiado para describir un con-
junto de datos. Los pardmetros estimados son a; = 0.8 y 31 = —0.5.
Obtenga la expresién de la funciéon de verosimilitud suponiendo que
Ziy ~ N(0,0?). Obtenga el estimador maximo verosimil del pardmetro
.

106. Dada una serie de tiempo {Y;}, se ha ajustado un modelo ARMA(2, 1)
con los siguientes pardmetros estimados: a1 = 0.6, s = 0.2 y 1 =
—0.4. ;Cuél es la expresion de la funcién de verosimilitud suponien-
do que Z; ~ N(0,02)? Obtenga el estimador maximo verosimil del
pardmetro o2.

107. Supongamos que tenemos la siguiente serie de tiempo {x;} con 24
observaciones:

4.2,4.4,4.1,4.7,4.9,4.8,4.6,4.3,
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4.2,4.5,4.6,4.8,4.9,5.1,5.3,5.5,
5.7,5.9,6.1,6.3,4.2,4.4,4.1,4.7.

a) Utilice el método de las ecuaciones de Yule-Walker para estimar
los 3 parametros (o, a2, 0?) de un modelo AR(2) con media cero
para modelar la serie dada por y; = x;y — To4.

b) Ahora, utilice nuevamente el método de las ecuaciones de Yule-

Walker para estimar los 4 pardmetros (a1, oz, a3, c?) de un mo-
delo AR(3) con media cero para modelar la serie {y;}.



Capitulo 5

Algunos resultados sobre
pronosticos

Uno de los objetivos principales en el andlisis de las series de tiempo es el
de pronosticar o estimar el valor de una serie observada para algin tiempo
futuro. Este tiempo futuro puede ser cualquier tiempo que se encuentre
después de la tultima observacién o dato registrado. Supondremos que se
conocen los valores de las primeras n variables Xi,...,X,, y deseamos
encontrar un pronostico para X,.s, para algin nimero entero s > 0,
incluimos el valor s = 0 como un caso especial. Véase la figura 5.1. Junto a
tal estimacion se busca idealmente también contar con una cuantificacién
de la precisién de la estimacién.

Este capitulo contiene una breve introduccién al tema de los prondsticos
en las series de tiempo. Supondremos que conocemos el modelo tedrico
{X; : t € Z} de la serie observada y que todos sus pardmetros son conocidos,
o bien han sido estimados.

217
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Tt

\//_ _...-x» Pronéstico

0 1 2 3 4 n n-+s

Figura 5.1: Prondstico al tiempo futuro n + s.

5.1. La esperanza condicional como pronéstico

Supondremos que se tienen n observaciones o registros Xi,..., X, de los
primeros tiempos de una serie y que deseamos pronosticar el valor de X, s,
con s > 1 un entero fijo. Denotaremos por Xn(s) a tal estimador y lo
llamaremos también prondstico. Una manera de definir a Xn(s) es a través
de la siguiente esperanza condicional.

Definicién 5.1 Dada una serie de tiempo {X; : t € Z} con esperanza
finita y dados nimeros enterosn =1y s = 0, se define el estimador

Xn(8) = BE(Xnss| X1,. .., X0). (5.1)

La variable aleatoria Xn(s) es la esperanza condicional de la observaciéon
futura X,,, s dadas las variables aleatorias X1, ..., X,. El nimero n indica
el nimero de datos observados y s = 0 es un ntmero entero tal que n + s
representa el tiempo futuro para el cual se desea hacer el prondstico.

En términos generales, la esperanza condicional (5.1) se puede escribir
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como E(X |Y), en donde X y Y son dos variables aleatorias. En este caso,
X es Xp4s v Y es el vector aleatorio (Xi,...,X,). Uno de sus posibles
valores es el nimero E(X |Y = y), en donde y es cualquier valor de Y. A
esta ultima cantidad también se le llama esperanza condicional y se estudia
en los cursos basicos de probabilidad.

Parte de la dificultad para entender el término E(X |Y) es que su defini-
cién se expresa en términos de tres propiedades que identifican de manera
Unica a esta esperanza condicional. A continuacién se expone esta defini-
cién, aunque se debe advertir al lector que la comprensién de este concepto
no es sencilla, pues se encuentran involucrados varios conceptos técnicos: la
esperanza condicional E(X |Y') es una variable aleatoria que satisface las
siguientes tres propiedades:

1. Es o(Y')-medible.
2. Tiene esperanza finita.

3. Para cualquier evento G € o(Y),

BE(X-1¢) = E(E(X]Y)-1g).

Se puede comprobar que las tres propiedades anteriores determinan de
manera unica (en el sentido casi seguro) a la variable E(X |Y), es decir,
si E(X|Y) es otra variable aleatoria que satisface las propiedades ante-
riores, entonces E(X |Y) = E(X|Y), casi seguramente. Para la primera
propiedad, o(Y) es la minima o-dlgebra respecto de la cual Y es variable
aleatoria. En la tercera propiedad el simbolo 1¢ indica la funcién indicadora
del evento G.

En general, no es ficil encontrar F(X |Y'), o su distribucién o caracteris-
ticas; su manejo se lleva a cabo a través de las propiedades que satisface,
adicionales a las que aparecen en la definicién. Algunas de estas propiedades
se enuncian a continuacién:

» FE(c|Y) = ¢, en donde ¢ es una constante.

» E(cX|Y)=cE(X]|Y), c constante.
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Si X > 0 entonces E(X |Y) = 0.

E(Xl + Xo |Y) = E(Xl ’Y) + E(Xg | Y)

Las variables aleatorias X y F(X |Y) tienen la misma esperanza, es
decir,
E(E(X|Y)) = E(X).

Si X y Y son independientes entonces F(X |Y) = E(X).
» Si Z es 0(Y)-medible, entonces E(XZ|Y)=ZE(X|Y).

Las igualdades anteriores se cumplen en el sentido casi seguro, aunque es-
ta condiciéon no se indique. Se puede encontrar mayor informacién sobre
E(X|Y) en los libros de A. Gut [17] o en D. Williams [37]. La esperanza
condicional E(X |Y') también se denota por el simbolo E(X |o(Y)), es de-
cir, la esperanza condicional de X dada la o-algebra o(Y'). Este es un caso
particular del término E(X |¥), la esperanza condicional de X dada una
o-algebra ¢4. Este concepto general se estudia en las referencias indicadas.

Error del estimador

Regresando al estimador (5.1), el error se define como la diferencia
en(s) = Xnys — Xn(s).

Este término es una variable aleatoria que no la conocemos, pues X, 15 €s
desconocida; sin embargo, se pueden calcular sus momentos. Por ejemplo, el
error cuadratico medio de un estimador g(Xy, ..., X,) para X, s, basado
en las observaciones X, ..., X, es el nimero no negativo

ECM = E(Xpys — 9(Xq,... 7Xn))2'

La funcién g debe ser tal que g(Xi,...,X,) es una variable aleatoria con
segundo momento finito. Cuando tal funcién g es E(X,+s| X1,...,Xn),
como aparece en (5.1), el error cuadratico medio es ECM = E(e2(s)).

El siguiente resultado interesante establece que el estimador Xn(s), definido
en (5.1), minimiza el error cuadratico medio cuando se le compara con
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cualquier otro estimador basado en las variables aleatorias Xy, ..., X,,.

Proposicién 5.1 Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo con segundo
momento finito. Sea X,,(s) el estimador definido en (5.1). Para cualquier
variable aleatoria g(X1,...,Xy) se cumple que

E(Xpis— Xn(5)? < E(Xnys — 9(X1,..., X))2

La demostracién de este resultado no se presenta en este trabajo, sin
embargo, se puede consultar en el texto de D. Williams [37].

En general no se puede hacer el calculo del estimador (5.1) sin contar con
la manera en la que estdn relacionadas las variables aleatorias Xi,..., X,
y Xn+s. Considerando varios modelos particulares para {X; : t € Z}, a
continuacién se presentan algunas formulas para Xn(s), los cuales son casos
en los que es relativamente facil encontrar la esperanza condicional (5.1).

Pronéstico en una serie con tendencia

Consideremos el modelo de serie {X; : t € Z} dado por
thmtJth, tEZ,

en donde m; es una funcién determinista del tiempo y {Z; : t € Z} es un
proceso de ruido de media cero y varianza o2 > 0. La funcién m; representa
el componente de tendencia, puede ser lineal, cuadratica o presentar cual-
quier otro tipo de comportamiento. Para cualquier entero s > 0 se puede
calcular el estimador (5.1) de la siguiente manera:

Xu(s) = E(Xpis|X1,...,X,)
E(Mpis + Znis | X1, .., Xn)
= Mpts+ E(Znis| X1y, Xn)
= Mpys + E(Znys)
= Mpsts- (5.2)
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De esta manera, la estimaciéon para X, s es simplemente la tendencia m;
evaluada en el tiempo futuro ¢t = n + s. A partir de la serie observada
T1,...,Tyn, se puede estimar la tendencia m; y el resultado anterior corres-
ponde a la hipétesis de que la tendencia permanece valida en el tiempo
futuro senialado. Por supuesto, tal hipdtesis es muy aventurada y dificil-
mente contaremos con suficientes elementos para justificarla. Por otro lado,
el error del prondstico (5.2) es

A

en(s) = Xpys— Xn(s)
Mnts + Lnts — Mp+ts

= Zn+sy

de modo que, E(en(s)) = E(Zp+s) = 0. La varianza del error es la siguiente
cantidad, la cual no depende del parametro s,

Var(en(s)) = Var(Zp4s) = 0.

El error cuadrético medio del estimador (5.2) es

ECM = E( n+s — (5))2
= E(mn+s + Zpys — mn+s)2
= E(Zn+s)

Pronéstico en el modelo AR(1)
Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo que sigue el modelo AR(1), es decir,
Xt = OéXt_l + Zt, teZ. (53)

No utilizaremos la hipétesis —1 < a < 1, la cual garantiza que el proceso
es estacionario. Supongamos primero que deseamos pronosticar el valor de
la serie un tiempo después del ultimo momento observado, es decir, s = 1.
Substituyendo ¢ = n 4+ 1 en el modelo (5.3), tenemos que

Xnt1 = aXy + Znya.
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Por lo tanto,

X,(1) = EXps1|X1,...,X)
= E(aXp+ Zni| X1,..., Xy)
= aBE(X,|X1,..., Xn) + E(Zny1 | X1, ..., X0)
= aX,+ E(Zui1)
= aXy,.

Esto significa que el prondstico es un factor de la tltima observacion X,,.
Un calculo similar muestra que el estimador para el caso s = 2 es

X,(2) = aX,(1) = &®X,,.

De manera mas general, el prondstico para el caso s > 1 se muestra en
el siguiente recuadro. Los detalles de la demostracion se dejan como ejercicio.

Proposicién 5.2 Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo que sigue un
modelo AR(1) especificado en (5.3). Sea s = 0 un numero entero. El
prondstico para X, 1s basado en X1, ..., X, y definido en (5.1) es

Xn(s) = o X,,. (5.4)

De esta manera, el prondstico sélo hace uso de la dltima variable observada
X, Se puede comprobar que el error del prondstico (5.4) es

A

en(S) = Xpys— Xn(s)
= Zptstapps1+ o? Znys—2+ -+ as! Zny1-

Es claro que E(e,(s)) = 0. A partir de lo anterior se puede demostrar que

Var(en(s)) = E(Zpys+aZpps 140> Zpiso+ -+ a1 Z,11)>
21— a® 2
= 0 a2 o # 1.

El error cuadratico medio del estimador (5.4) es, para a? # 1,

) 1— 0625
ECM = E(Xp1s = Xn(s))” = B(en(s)) = Var(en(s) = 0 T——.
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En la seccion de ejercicios se pide comprobar las formulas anteriores en el
caso de este mismo modelo AR(1), pero de media u. Se puede comprobar
que Unicamente en la expresion para Xn(s) aparece el pardmetro pu, en el
resto de las formulas tal pardametro no aparece.

Pronéstico en el modelo MA(1)

Consideremos ahora una serie de tiempo {X; : t € Z} que sigue el modelo
MA(1) dado por
Xt = Zt + /BZt—la teZ. (55)

Deseamos estimar el valor de X, a partir de X1,..., X,, usando el pro-
noéstico dado por la esperanza condicional (5.1). Primero consideraremos el
caso s = 1 y después el caso s > 2.

» Caso s = 1. Substituyendo ¢ por n+1 en el modelo (5.5) tenemos que
Xnt1 = Zps1 + B Zy.

Tomando esperanza condicional respecto de Xi,...,X,, obtenemos
que

A

Xn(1)=E(Zps1| X1,..., Xn) + BE(Zy | X1, ..., X5).

Como Z, 1 es independiente de las variables X1,..., X,, la primera
esperanza se reduce a F(Z,+1) = 0. Para la segunda esperanza se
explica una manera de obtener una aproximacion suponiendo que el
proceso es invertible. Bajo tal hipdtesis, por la ecuacién (3.6) que
aparece en la pagina 85,

Zo = (=B Xus

3 >
I
- o

A (_ﬁ)anfk
0

x>
Il

Observe que se ha recortado la suma infinita a sélo los primeros n
sumandos y por ello s6lo se tiene un valor aproximado. A partir de esta
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expresién aproximada tenemos que Z,, es una funcién de Xq,..., X,
y la esperanza condicional respecto de estas variables es la misma Z,,,
es decir,

n—1

E(Zn| X1, ., Xn) = D, (=B) Xnk ~ Zn.

k=0

Por lo tanto, el estimador que se propone es
Xn(1) :=p52Z,.

= (Caso s = 2. Comprobaremos que es suficiente analizar el caso s = 2.
Tomando t = n + 2 en el modelo (5.5), tenemos que

Xny2 = Zypyo + BZpy1.

Como s > 2, las variables Z,,. s y Z,+1 son independientes de las ob-
servaciones X1,...,X,, de modo que al tomar esperanza condicional
respecto de X1, ..., X,, obtenemos la ecuaciéon

Xn(s) = E(Zuys| X1, Xn) + BE(Znis1| X1, .., Xn)

= E(Zn+s>+/8E(Zn+sfl)
= 0.

Incorporando los dos casos anteriores, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 5.3 Sea {X; : t € Z} una serie que sigue un modelo MA(1)
especificado en (5.5). Sea s = 1 un entero. El prondstico para X, is
basado en Xy, ..., X, y definido en (5.1) es

Ros) = { BZ, si s=1, (5.6)

0 st 5= 2.

El error del estimador es
en(s) = Xpys— Xn(s)
= Zn+s + BZn+s—1 - Xn(s)

L1 si s=1,
ZTL+S =+ 5Zn+5_1 Si S 2 2
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Se puede comprobar que E(e,(s)) = 0y que el error cuadréatico medio del
estimador (5.6) es

ECM = E(Xpis— Xn(s))?
= E(e(s))

n

= Var(e,(s))
o? si s=1,
B (1+8%)0? si s=2.
En la seccién de ejercicios se pide comprobar las formulas anteriores en el
caso de este mismo modelo MA(1) pero de media p. Es posible comprobar

que unicamente en la expresién para X, (s) aparece el pardmetro pu, en el
resto de las férmulas no aparece.

§

Como es evidente en los ejemplos presentados, encontrar el prondstico me-
diante la esperanza condicional (5.1) depende en gran medida de la facilidad
con la que tal esperanza se pueda calcular. A continuacion se estudia el caso
restringido en el que al prondstico se le pide que sea una funcién lineal de
las observaciones.

5.2. Pronéstico lineal para series estacionarias

En esta seccién supondremos que la serie {X; : ¢t € Z} es estacionaria, con-
sideraremos que se conocen los valores iniciales X7, ..., X,, y que deseamos
encontrar el mejor prondstico lineal para X, ., con s = 1 un nimero entero.
A tal estimador lo denotaremos por el simbolo KXn(s), y lo llamaremos pro-
noéstico lineal. La letra ¢ indica que el estimador debe ser una funcién lineal
de los datos X1,...,X,, es decir, para ciertas constantes ag, a1,...,a,, la
expresion general del estimador debe ser

KXn(s) =ag+ a1 X1+ -+ a X,

Dentro de todos estos estimadores lineales buscamos aquel que minimice el
error cuadratico medio dado por

ECM = E(X, 45 — £X,(s))%



5.2. PRONOSTICO LINEAL PARA SERIES ESTACIONARIAS 227

Al estimador lineal con error cuadratico minimo se le llama el mejor estima-
dor lineal por minimos cuadrados. De esta manera, si X,,(s) es el estimador

'~

E(Xpys| X1,...,X,) definido en la seccién anterior y ¢ es cualquier es-
timador lineal para X,+s basado en Xj,...,X,, entonces se cumplen las
desigualdades

E(Xpis— Xn(5)? < B(Xpps —0X,(5)? < E(Xpys — 0)%

Debe observarse que si el estimador general (esperanza condicional) X, (s)
resulta ser una funcién lineal de las variables predictoras Xi,...,X,,
entonces coincide con el estimador lineal E)E'n(s) y el error cuadratico medio
es el mismo para ambos estimadores.

El resultado que aparece a continuaciéon garantiza la existencia y unicidad
del mejor estimador lineal £X,,(s). Por brevedad en la escritura, a la funcién
de autocovarianza y(7) = Cov(Xy, Xi+-), para una serie estacionaria, la
escribiremos como v, o bien (7).

Proposicién 5.4 Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo estacionaria de
media @ y funcion de autocovarianza v, ambas conocidas. Sea s = 1 un
numero entero. El estimador lineal por minimos cuadrados para el valor
Xnts, basado en X1,...,X,, es

(Xn(s) = ap + a1 X1 + - - - + an Xy, (5.7)

en donde el primer coeficiente ag estd dado por

ao = (1= ai)p, (5.8)
i=1

y los otros coeficientes aq, . . ., an son la solucion al sistema de ecuaciones
70 ! Y2 o On-1 ai Yn+s—1
ga! 70 7o Tn—2 az Ynts—2
72 ! Y o 0 In-3 a3 | =1 Tn+s=3 |.  (5.9)

Yn—-1 TYn—-2 Yn-3 - Y0 Aan, Vs
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Demostracion. El error cuadratico medio del estimador (5.7) es la si-
guiente funcién de varias variables,

ECM(ag, ...,an) = E(Xnis —ag — a1 X1 — - — a, X2

Esta es una funcién cuadratica de n + 1 variables y es no negativa, es decir,
estd acotada inferiormente por el valor 0. Por lo tanto, su valor minimo se
alcanza por lo menos para algin valor del vector (ag,ai,...,a,), el cual
satisface las ecuaciones que se obtienen al igualar a cero la derivada de la
funcion ECM(ay, . .., ay).

Derivando respecto de ag, a1, ..., a,, € igualando a cero, se encuentran las
siguientes ecuaciones:
0
%ECM(GO, N ,an) = -2 E(Xn+s —ap — ale — = aan) = O,

yparaj=1,...,n,

0
ﬁECM@Lo, oo ,an) = -2 E[(Xn+s — ag — a1X1 — aan) Xj] = 0.
J
Simplificando la primera ecuacién se obtiene y —ag—ay pp— -+ —ap p = 0,

lo cual se puede escribir como aparece en (5.8). Usando la propiedad
de estacionariedad, la segunda ecuaciéon se reduce a lo siguiente: para
j=1,...,n,

0 = E(Xn+5 Xj) — ag E(X]) — aq E(Xl Xj) — = QAn E(Xn Xj)

= Ynrs—j + P —aop—ar(yi—j + p?) = — an(Yaej + 1%
n

= Ynts—j —AQOH —A1V1—j — "~ OpYn—j T (1—2ai)u2
i=1

—_—

ao B

= Ynts—j —A1V1—j — = Qp Vn—j- (5.10)

Esto produce el sistema de nm ecuaciones lineales para las incégnitas
ai,...,a, que aparece en la igualdad (5.9) del enunciado. =

Maés adelante encontraremos una expresion para el error cuadratico medio y
otras propiedades del pronéstico lineal £X,,(s). Como un primer ejemplo, a
continuacién se encuentra este estimador en el modelo AR(1) cuando s = 1.
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Pronéstico lineal en el modelo AR(1)

Consideremos el proceso AR(1) dado por
Xi=aXy 1+ 72y, tel, (511)

en donde {Z; : t € Z} es un proceso de ruido con media 0 y varianza
o2. Sabemos que la serie {X; : t € Z} es causal y, por lo tanto, que es
estacionaria para valores de « tales que —1 < a < 1. En esta seccién se
encuentra el estimador lineal por minimos cuadrados para el valor X, 1
(es decir, s6lo una unidad de tiempo adelante en el futuro), tomando como
datos los valores de las variables X;,..., X,,.

La esperanza del proceso (5.11) es E(X;) = p = 0 y la funcién de autoco-
varianza es

ol

v(7) = Cov (X, Xi17) = 0%, pararTeZ.

1—a?

El estimador lineal por minimos cuadrados para X,.1 estd dado por la
expresion (5.7), en donde los coeficientes ag, a1, ..., a, estdn determinados
por las ecuaciones (5.8) y (5.9). Como p = 0, de (5.8) se obtiene que ag = 0.
Por otro lado, el sistema de ecuaciones (5.8) se reduce a

1 « a? a1 ay o'
o 1 « an 2 as a1
a? « 1 an3 as | = a2
anfl Ctnf2 anfB 1 an, Q

Se puede comprobar que la solucién a este sistema de ecuaciones es
(aty... apn—1,ay,) = (0,...,0,a).
Por lo tanto, el estimador buscado adquiere la forma simple
(X,(1) = aX,.

Como era de esperarse, esta expresion coincide con la férmula encontrada,
Xn(s) = a®X,, que aparece en (5.4) cuando s = 1. El error cuadrético
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medio, nuevamente, coincide con la expresién encontrada antes, cuando s =
1, el cual resulta ser igual a o?. El célculo es sencillo y se puede hacer
directamente de la siguiente manera

E(Xni1 — X,(1))% = BE(aX + Zns1 — aX,)? = BE(Z2,4) = o>

Propiedades del pronéstico lineal
para series estacionarias

En esta secciéon se demuestran varias propiedades del estimador lineal por
minimos cuadrados £ X, (s) que aparece en el enunciado de la proposicién 5.4.

Proposicion 5.5 Bajo la notacion e hipotesis de la proposicion 5.4, el
estimador lineal por minimos cuadrados ¢X,(s) satisface las siguientes
propiedades:

1. 0X,(s) = p+ Y (X
=1

2. B(tX,(s)) = E(Xnys) = .

3. El valor minimo del error cuadrdtico medio es

E(Xnts— —(X, (s )) = 7(0)—2 Zai')’(n"’s_i)‘i'z Z a; a;y(j

i=1

4o B[ (Xprs —£X0(s))-X;]1=0, para j=1,...,n

5. El estimador EXn(s) es unico en el sentido casi seguro.

Demostracion.

1. Se substituye la formula (5.8) para ag en la expresién lineal del pro-
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néstico (5.7) y se obtiene que

ZXn(S) = ao—l—a1X1+---—|—aan

= ( Z u+2az

2. Por el inciso anterior,

3. El error cuadratico medio del pronéstico es

E(Xpys — £Xn(s))?

_E(X2+s) 2E(Xpts - X, (3))+E(€Xn(3>)2

= Var(Xpss) + 42 = 2[ao p+ Y a; B(Xpys - Xi)]
=1

7(;‘(—1‘)
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4. El resultado se obtiene al desarrollar el producto y distribuir la espe-
ranza. En efecto,

E[ (Xn+s - eXn(S» ’ X]]

ZE[Xn_;_S‘Xj—(ao‘Xj —I—Zaszi-Xj)]
=1

:y(n—I—s—j)+/L2—a0'u—zai[’7(j—i)+ﬂ2]
i=1

= y(n+s—j) Zazw—J

= 0.

La tltima igualdad se obtiene utilizando la identidad (5.10) que apa-
rece en la pagina 228.

5. Sean ag,ai,...,a, y aj,al,...,a, dos soluciones a las ecuaciones

iECM(aO,..., n) =0, para 7=0,1,...,n.
oaj

Se denotara por £X,,(s) v £'X,,(s) a los pronésticos lineales construidos
a partir de cada conjunto de constantes, respectivamente. Definamos
la variable aleatoria diferencia

Z = (X, (s)—l'X,(s)

n n

= (ao+2anj)—(a6+Za}Xj)
n

ao_ao Z

J=1
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Entonces tenemos que E(Z) = 0 y el segundo momento es
E(Z? = E(Z-2)

= FE(Z-[(ap — aj) + Z(aj — aj) X;])
j=1

= E(GJ_GQ‘)E(Z Xj)
j=1

= Doy — @) B(Ra(9)- X; — £K(s) - X))
j=1

= Y (a5 —d}) (B(Xnys) = E(Xnys))
j=1

= 0.

La pentltima identidad es consecuencia del inciso (4), por lo tanto, Z
es una variable aleatoria con segundo momento nulo. En consecuencia,
Z debe ser constante. Este valor constante es su media, que es cero,
es decir, X, (s) = £'Xn(s) c.s.

5.3. Pronoéstico lineal sin estacionariedad

Primero se estudia este problema en un contexto general y después se
aplican los resultados al caso de series de tiempo no necesariamente esta-
cionarias. Sean W7i,...,W,, Y variables aleatorias con segundo momento
finito. El problema que se plantea aqui es el de pronosticar el valor de Y a
través de una combinacién lineal de las variables Wy, ..., W,,. A diferencia
de lo desarrollado en la seccién anterior, lo relevante ahora es que no
supondremos la hipétesis de estacionariedad sobre la sucesiéon de variables
aleatorias predictoras.

Por simplicidad en la escritura, supondremos que tenemos sélo dos variables
aleatorias predictoras: Wy y Ws. El procedimiento es similar al del caso
de n variables. Procediendo asi, tenemos la ventaja de que las expresiones
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no aparecen demasiado largas. Por otro lado, para que el prondstico sea
posible, es necesario suponer que la variable a pronosticar Y y el vector
predictor (W7, Ws) estén relacionados de alguna manera. Supondremos que
esta relacion se conoce a través de las siguientes cantidades:

Var(Y) = Cov (Y,Y).

Cov (Y, W1 ) .

Cov (Y, Wg) .

» (E(Wh), E(W2)).

Var(Wl,Wg) _ < COV(Wl,Wl) COV(Wl,WQ) >

Cov (Wg, W1) Cov (Wg, Wz)

Repetiremos el procedimiento expuesto antes para encontrar el estimador
buscado, el cual denotaremos ahora de manera explicita por el simbolo
657(W1, W5). Recordemos que el estimador debe ser una funcién lineal de
W1y Wy, es decir, para ciertas constantes ag, a1, as,

f?(Wl, WQ) = ag + a1 W1 + a9 Wo,

y ademas debe minimizar el error cuadratico medio, el cual se define como
ECM(ag, a1,a2) = E(Y — ag — a1W1 — asWs)?. El resultado es el que se
expone a continuacién.
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Proposicion 5.6 Sean Y, Wi, Wy tres variables aleatorias con sequndo
momento finito. El estimador lineal por minimos cuadrados para Y ba-
sado en Wy y Wy es

KY(WL Wg) =ag + a1 Wi + as Wo, (5.12)
en donde el coeficiente ag estd dado por
ag = E(Y) — al E(Wl) — ag E(Wg), (513)

y los coeficientes a1 y as son la solucion al sistema de ecuaciones

Cov(Wy,Wy) Cov(Wi, Wa) ar \ _ Cov(Y, W) (5.14)
Cov (Wa, W1)  Cov (Wa, Wa) as Cov (Y, Wy) |~ ’

Demostracion. Derivando el error cuadratico medio respecto de ag, a
v as, e igualando a cero, se obtienen las ecuaciones lineales

0
ﬁECM(ao,al,ag) = =2 E(Y — ag — G1W1 — CLQWQ) = O,
0
0
gECM(ao,al,ag) = -2 E[(Y —apg — a1W1 - CLQWQ) W]] = 0, ] = 1, 2.
J

Distribuyendo la esperanza en la primera ecuacién se obtiene (5.13). De la
segunda ecuacion se obtiene

E(Y W;) —ag E(W;) —ay EW1 Wj) —aa E(W2) W) =0, j =12
Substituyendo el valor de ag y usando la definicién Cov (X,Y) = E(XY) —
E(X) E(Y), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones para a; y ag: para
J=12,

0 = Cov(Y,W;)+ E(Y)E(W;)
—[E(Y) = a1 E(W1) — ag E(W2) ] E(W;)
—a1[Cov (W1, W;) + E(Wh) E(W;)]
—as[Cov (Wa, W;) + E(Wa) E(W;)].
Simplificando se obtiene

Cov (Y, W;) — a1 Cov (W1, W;) — as Cov (Wo, W;) =0, j=1,2.
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Estas dos ecuaciones se pueden escribir en términos matriciales y es asi como
aparecen en (5.14). .

El resultado recién demostrado es similar al encontrado antes en el contex-
to de series de tiempo estacionarias y se puede extender sin dificultad el
caso Y, W1,...,W,. Se puede comprobar que los valores de los coeficientes
A0y A1y -« + 5 Gy SOI

ap = BE(Y) = ) a; E(W)),
j=1

y escribiendo cov(s, j) en lugar de Cov(W;, Wj), las constantes ai,...,an
son la solucién al sistema de ecuaciones

cov(1l,1) cov(1,2) --- cov(l,n) ay Cov(Y, Wh)
cov(2,1) cov(2,2) --- cov(2,n) a Cov (Y, W3)
cov(n,1) cov(n,2) --- cov(n,n) an Cov (Y, W,,)

Esta ecuacién matricial también se puede escribir como
n
> a; Cov (Wi, W)) = Cov (V,W;), i=1,...,n. (5.15)
i=1

Observemos que, en el caso de series estacionarias, los términos Cov (W;, W;)
dependen de 7 y de j sélo a través de la diferencia j — i. Regresando al
caso de dos variables predictoras, encontraremos ahora el valor minimo que
toma el error cuadratico medio.

Proposicion 5.7 El error cuadrdtico medio del estimador E}A’(Wl, Ws)
definido en (5.12), es

E[(Y — Y (W1, W2))?] = Var(Y) — a; Cov (Y, W1) — ay Cov (Y, Wa).

Demostracion. Substituyendo el valor ag que aparece en (5.13), tenemos
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que

E[(Y — (Y (W1, W2))?]

= E[(Y —ap —ay W1 — ag WQ)Q]
= E[(Y — E(Y) + ai E(Wl) + a9 E(WQ) —a1 Wi — as WQ)Q]
= E[(Y - B(Y) — ai(W1 — E(W1)) — az(B(Wa) — W))?].

Desarrollando el cuadrado sobre los tres términos que aparecen entre parén-
tesis y distribuyendo la esperanza, la expresién anterior se reduce a la que
aparece en el enunciado. =

En el caso general de n variables predictoras, se puede comprobar que el
error cuadratico medio del pronéstico lineal por minimos cuadrados es

E[(Y — ¢V (Wy,...,W,))?] = Var(Y) — i a; Cov (Y, W;).
j=1

Propiedades del pronéstico lineal
sin estacionariedad

En esta seccién se revisan algunas propiedades del pronéstico lineal por
minimos cuadrados £Y (W7,...,W,,) para series no necesariamente estacio-
narias. Recordemos que este prondstico tiene la forma

Y (Wh, ..., W) =ag+ a1 Wi + - + ap W, (5.16)

en donde a1, a1, ..., a, son constantes, W1, ..., W, son las variables predic-
toras y Y es la variable a pronosticar. En la demostracién de las propiedades
de (5.16) es conveniente usar el siguiente cambio de notacién,

Po(Y |Wi,...,Wy) = Y (Wy,...,W,)
= a+a Wi+ - +a, W,. (5.17)

La letra P indica prondstico y el subindice ¢ indica que se usan las variables
predictoras W1, ..., W, de manera lineal. Esta notacién alternativa es con-
veniente pues permite escribir en la variable a pronosticar Y expresiones mas
elaboradas. Véanse, por ejemplo, los enunciados de la siguiente proposicién.
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Proposicién 5.8 El prondstico lineal Py(Xyis|Wh,...,W,) definido
en (5.17) satisface las siguientes propiedades:

1. PE(Y|W1,...,WTL) = E(Y) T Zn:ai (Wj —E(Wj)).

2.

3.

EPy(Y |W4,...,W,)) = E(Y).
E[(Y —Py(Y |Wy,...,W,)) - W;

=1

i1=0, j=1,...,n.

. E[(Y —Po(Y |[Wh,...,Wy,))?] = Var(Y) — i a; Cov (Y, W;).

i=1

Pg(X 4= Y|W1,...,Wn) = Pg(X|W1,...,Wn) +
Po(Y | W1, ..., Wy).

Si b y ¢ son constantes, entonces

Po(bY +c|Wh,...,Wy) = bPu(Y | W1, ..., W,) +ec.

..., Cn constantes, entonces

Pg(co-f-cl W1+"'+Can|W1,...,Wn) =cot+tect Wi+---+c, W,.

Si Cov (Y,W;) =0 para j = 1,...,n, entonces

Po(Y | Wh,...,W,) = E(Y).

Pe(Pe(Y | W, ooy Wi, Whg1) | Wh,y oo, W) = Po(Y | W, ..., W),

Antes de demostrar estas afirmaciones haremos algunas observaciones e
interpretaciones. La propiedad (1) proporciona una representacion del
prondstico que sélo depende de ayq,...,a, y no de ag. La identidad (2) dice
que el valor esperado del pronéstico coincide con el valor esperado de la
variable a estimar, es decir, el estimador es insesgado. En la igualdad (4)
se muestra el error cuadratico medio del prondstico. Las propiedades (5)
y (6) indican que el operador prondstico es lineal en la variable a estimar.
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Finalmente, en la propiedad (7) se muestra el caso particular cuando la
variable a estimar es una combinacién lineal de las variables predictoras.

Demostracion.

1. Ya se demostré que ag = E(Y) — >, a; E(W;); Por lo tanto,

Po(Y |Wh,...,Wn) = ao+ ), a;W
1=1
= EY)- > a; EWi) + > a; W,
=1 =1
= E(Y)—i—Zaz (W — E(W;))
=1

2. Esta identidad es evidente de la propiedad anterior al tomar esperanza.

3. Por la propiedad (1),

E[(Y = Po(Y [Wh,..., W) - W]

= E(YW;) — E(Y)E(W;) = > a; E[(W; — E(W;)) W]
=1

= Cov (Y, W;) — Z a; Cov (W;, Wj)
i=1

=0.

La tdltima identidad se debe a que los coeficientes ag, a1, ..., a, satis-
facen ese sistema de ecuaciones, el cual se encontré en (5.15).
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4. Usando nuevamente la representacion de la propiedad (1),

E[(Y —Py(Y | Wi,...,Wy))?]
= E[(Y = B(Y) = ) a; (W; = E(W)))’]

=E[(Y — E(Y))*] -2E[(Y Y)) > ai (W, Wi))l
=1
E(Z a; (Wi — E(W)))?

= Var(Y —QZazCOV (Y, W) Zi a; aj Cov (W;, Wj)

=1 =1
= Var(Y —QZazCOV (Y, W) Z Z ov (Wi, Wj) a;
=1 i=1 j=1
Cov(‘{/,Wi)
= Var(Y ZaZCov (Y, W;).
=1
5. Denotemos por ap(Y),a1(Y),...,a,(Y) a los coeficientes de la com-

binacion lineal del pronéstico para la variable Y, es decir,
Pg(Y | Wi, ..., Wn) = ao(Y) + al(Y) Wi+ + an(Y) W,.

Los términos ag(X),a1(X),...,a,(X) tienen un significado andlogo
para la variable X. Se requiere demostrar que a;(X +Y) = a;(X) +
a;(Y), para ¢ = 1,...,n. Asi, tenemos que el sistema de ecuaciones
para los coeficientes aq, . . ., a, asociadosa X +Y es, parat =1,...,n,

> Cov (Wi, W))aj(X +Y) = Cov(X +Y, W)
j=1
= Cov (X, W;) + Cov (Y, W;)

> Cov (Wi, W) a;(X)
j=1

+ 3" Cov (Wi, W) a;(Y).
j=1
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Es decir, parai=1,...,n,
> Cov (Wi, W)) [a;(X +Y) — a;(X) — a;(Y)] = 0.
j=1

Por ejemplo, para el caso de dos variables W y Wa, tenemos el sistema
de ecuaciones

< Cov(W1,W1)  Cov(Wh, Wa) ) < a (X +Y) = a1(X) - ar(Y) > _ ( 0 >
Cov (WQ, Wl) Cov (WQ, WQ) GQ(X + Y) — GQ(X) — CLQ(Y) o 0 ’

Dado que la matriz de covarianzas (Cov (W;, Wj))#t;_; es positiva de-
finida, se concluye que

aj(X+Y)—a;(X)—a;j(Y)=0, para j=1,...,n

Finalmente,
ap(X+Y) = EX+Y)-— nalXJrY E(W;)
i=1
= B0+ BY) = Y(X) + ()| EOY)
— B(X) - 2 X)W+ B(Y) — Y ai(¥) EOW)
= ap(X) —i—:gl(Y) -
6. El sistema de ecuaciones para los coeficientes aq, . .., a, asociados a la
variable a estimar bY es, para i =1,...,n,
Zn: Cov (W;,W;)a;(bY) = Cov (bY,W;)
"~ = bCov (Y, ;)

b Y. Cov (W;, W;) a;(Y)
j=1

S Cov (Wi, W) [ba (V).

=1
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Es decir,

> Cov (Wi, W) [a;(bY) — ba;(Y)] = 0.
j=1

Nuevamente, la propiedad de la matriz de covarianzas de ser positiva
definida implica que

aj(bY) - ba](Y) = 0.

Para el coeficiente ay,

I
&
S
=
|
1=
8
‘=
=
=
=

CLQ(bY)

= bao(Y)

Finalmente, afiadir una constante c a la variable bY es un caso parti-
cular del inciso anterior. Por lo tanto,

a;j(bY +¢) =ba;(Y) +aj(c), para j=0,1,...,n,

en donde se puede comprobar que

c si 3=0,
aj(c) = o
0 si g=1,...,n.

Por lo tanto,

Pe(bY +c|Wi,...,W,) = ag(bY +¢)+ . a;(bY +c) W;
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7. Se puede comprobar que, para j € {0, 1,...,n} fijo, las constantes
1 sii=j,
a;(Wj) = { D
0 si 7#j,

satisfacen las ecuaciones

ao(W;) = E(Wy) + > ai(W;) E(W)),

[y

~

y
cov(l,1) cov(1,2) -+ cov(l,n) a1 (W;) Cov(W;, Wh)
cov(2,1) cov(2,2) --- cov(2,n) as(W;) Cov (W;, W3)
cov(n,1) cov(n,2) --- cov(n,n) an(W;) Cov (W;, W,,)

en donde cov(s, j) es Cov(W;, W;). Por lo tanto,
Pe(W; | Wh,...,Wy,) =W,, para j=1,...,n.

Entonces, por la propiedad de linealidad, propiedades (5) y (6), tene-
mos que

Pg(Co-i- ECjo‘WL---,Wn) co + ZCjPZ<Wj’W17---aWn)
j=1 J=1

n
= ¢y + Z c; Wj.
j=1

8. Cuando Cov (Y, W;) =0 parai =1,...,n, el lado derecho del sistema
de ecuaciones para los coeficientes ag, a1, ..., a, es el vector cero y la
solucién al sistema es el vector cero. Por la representaciéon que aparece
en la primera propiedad, se concluye que

Po(Y | Wy,...,W,) = E(Y).
9. Sean ay,...,ant1 los coeficientes del prondstico para Y basado en las

variables Wy, ..., Wy,11, v sean by,...,b, los coeficientes del pronds-
tico para W1 basado en W1,...,W,. Por la representacion de la
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propiedad (1) y por la propiedad de linealidad,

PK(PK(Y | Wb .. '7Wn+1) | le ceey Wn)
n+1
=PyE(Y) + ) a; (W; — E(W;)) | Wi, ..., Wy)
j—l

W;))
+an+1 [PZ( n+1 | Wy, ..., Wn) - E(Wn+1)]

W;)) + ani1 Zb W; — E(W;))

7j=1

Z (Pe(W; | Wh,...,W,) — E(W;))
APILL

a] + ap+1 b (W] — E(WJ))

||Ms ||M

—Pg(Y|W1,...,Wn).

La dltima igualdad se cumple ya que se puede comprobar que los
ndimeros a; + an41b;, para j = 1,...,n, son los coeficientes del pro-
nostico para Y con base en las variables Wy, ..., W,,. Concluimos la
demostracién verificando esta afirmacién

> Cov (Wi, Wj)(a; + ans1by) = Cov (Y, W) = ant1 Cov (Wi, W)
=1

+an 41 Cov (Wn-i-l’ Wz)

Cov (Y, Wz)

A continuacion se muestran dos ejemplos en los cuales se aplican los
resultados anteriores. Usaremos indistintamente las expresiones EXn(s)
y Po(Xnis| Xi1,...,X,) para el mejor estimador lineal por minimos
cuadrados para X,+s basado en el historial Xi,...,X,, de una serie de
tiempo.
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Pronéstico a un tiempo para un modelo AR(p)
Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo que sigue un modelo AR(p) dado por
Xe=anXe 1+ + O[pthp + Z;, tel. (518)

Encontraremos una expresién para el prondstico lineal por minimos cua-
drados de la variable X,, 11 con base en las variables Xi,...,X,,. Para ello
supondremos lo siguiente:

= El niimero de datos n es tal que n = p.
» Los coeficientes a1, ..., a, son tales que la serie es estacionaria.

= La variable Z; no esta correlacionada con X, para s < t, es decir,
Cov(Z, Xs) =0, paras=t—1,t—2,...

Proposicién 5.9 Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo que sigue un
modelo AR(p) especificado en (5.18). Bajo las hipdtesis anteriores, el
mejor estimador lineal para X, +1 basado en Xi,...,X, es

EXn(l) = Xp+ -+ Oéan+1_p,

con error cuadrdtico medio

B[(Xuer ~ 5 =10 = D) oy +1-0)

Demostracion. Usando las propiedades generales demostradas antes so-
bre el pronéstico lineal, y por la especificacién (5.18), tenemos que

(X,(1) = Po(Xpi1|X1,...,X0)
PrlarXn + -+ apXnyi—p + Zny1 | X1, ..., X)
= oPu(Xn | X1, ., X)) + -+ P Xpp1-p | X, -, X))
+Po(Zps1 | X1, .., Xp)
= aXp+ o+ pXniip
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Observe que aqui s6lo aparecen las p variables previas inmediatas a la varia-
ble a pronosticar X, 11, en donde p < n. De esta manera, hemos encontrado
una férmula explicita para pronosticar un paso adelante una serie AR (p) por
minimos cuadrados a través de combinaciones lineales de los valores previos
observados. Como la expresién general de este estimador es la combinacién
lineal

Po(Xnt1) = a0+ a1 X1 + -+ + apn Xy,

concluimos que las constantes son: ag = 0, a; = ap41—; parat =1,...,p, ¥
a;=0parat=p+1,...,n.

Por otro lado, recordemos que la férmula general del error cuadratico medio
para el pronéstico Py(Y | W1,...,W,) =ao+ a1 Wi + -+ + a,W,, es

E[(Y —Po(Y |Wy,...,Wy))?] = Var(Y) — i a;Cov (Y, W;).
=1

Por lo tanto,

E[(Xn+1 - PE(Xn+1 ’ X17 s 7X'fl))2]

n

=:VthXﬁ+1)—- }: an+1_iCOVLXﬁ+1,X%)

i=n+l—p
=7(0) - Z 1 y(n+1—1i),
i=n+1-—p
en donde

2

g
7(0) = ;
O = T —aw@ = — )

¥(r) = ~(0)-p(r), para TE€Z,

y p(1),...,p(p) estdn determinadas por las ecuaciones de Yule-Walker. =
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Pronéstico a cualquier tiempo
para un modelo AR(1)

A continuacién se considera una serie de tiempo {X; : t € Z} que sigue un
modelo AR(1) de media y, es decir,

Xe—p=a(Xom1 —p)+ 2y, teZ (5.19)

El siguiente resultado establece una férmula para estimar el valor de la
variable X, ;s para cualquier entero s > 1 de manera lineal usando las
variables X1,..., X,.

Proposicién 5.10 Sea {X; : t € Z} una serie que sigue un modelo
AR(1) con media pu especificado en (5.19). Sea s = 1 un ndmero en-
tero. El prondstico lineal por minimos cuadrados para X,.s basado en
Xi,..., X, es

(Xn(s) = (1 — )+ a* Xy,

con error cuadrdtico medio

% 2 1-a* ,
E[(Xn+s — €Xn(s))7] = Tz

Demostracion. Por brevedad en la escritura omitiremos indicar las va-
riable predictoras Xi,..., X, y utilizaremos la notacién Py. Aplicando el
operador prondstico Py a la variable X, s — u se obtiene

Po(Xnis — 1) = Pola(Xnts—1—p) + Znys)
« PK(XnJrsfl - ,u) +a PE(ZnJrs)'

Como s > 1, se cumple que Cov(Z, s, Xi) =0 para k =1,...,ny, por lo
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tanto, Py(Zy,+s) = F(Zn+s) = 0. En consecuencia,

PE(Xn-&-s - M) = « PE(Xn+s—1 - M)
= a?Py(Xnts—2 — p)]

= o Pé(Xn - ,U)
= o (XTL - M)?
de donde se obtiene que
Po(Xnts) = (1 —a’)u+ a®X,.

Este es el estimador lineal para X,.s por minimos cuadrados basado en
las variables X1, ..., X,. Como la expresiéon general de este estimador es la
combinacién lineal

PZ(XnJrs) =ap+ a1 X1+ 4+ apXy,

concluimos que las constantes son: agp = (1 —a®)u, a1 = -+ =ap,-1 =0y
an = o®. Por otro lado, el error cuadratico medio es

E[(Xnts — PZ(Xn+s))2] = Var(X,is) — Z a; Cov(Xpys, Xi)

i=1
= Var(X,+s) — &*Cov(Xpts, Xpn)
= 7(0) —a~(s)

7(0)
0)(1 —a®p(s)).

Substituyendo las expresiones v(0) = 02/(1 — a?) y p(s) = o encontradas
para un proceso AR(1), tenemos que el error cuadratico medio es

(0)
= ) - a1
0)

= 7

9 1— 9
E[(Xnts — Pe(Xn+s))"] = 1_70420' :
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Con esto concluimos nuestra breve introduccién a algunos métodos de pro-
nodsticos para series de tiempo. Se pueden encontrar exposiciones mas com-
pletas en Brockwell y Davis [7], [8], Cryer y Chan [15], o en Shumway y
Stoffer [33].

5.4. Ejercicios

La esperanza condicional como pronéstico

108. Considere la serie de tiempo con tendencia {X; : t € Z} dada por
X; = (ap + art + ast®) + Z;, teZ,

en donde ag, a1 y a2 son constantes y m(t) =ag+ait+ a2t2 representa
la tendencia cuadratica de la serie. Suponga que se conocen los valores
de X1,...,X,. Sea s = 1 un nimero entero constante.

a) Encuentre el prondstico X,(s) definido por la esperanza condi-
cional (5.1).
b) Encuentre el error cuadratico medio del estimador.
109. Considere la serie de tiempo {X; : t € Z} que sigue el modelo AR(1)
dado por
1
thiXt—l_i_Zta teZ.
Suponga que se han observado los siguientes valores x1 = 4, x5 = 1.70,
r3 =1.15, x4 = 2.11 y x5 = 3.64.
a) Encuentre el valor del estimador X5(s), para s = 1,2.
b) Grafique las observaciones x1,...,z5 y los valores estimados &
y 7.

110. Modelo AR(1).

Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo que sigue un modelo AR(1)
especificado en (5.3). Sea s = 0 un ntimero entero. Demuestre que



250

111.

112.

113.
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Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo que sigue el modelo AR(1) no
estacionario dado por

Xt = Xt,1 + Zt, teZ.

a) Encuentre X, (s).
b) Encuentre e,(s).
¢) Encuentre el ECM.

Modelo AR(1) de media p.

Sea s > 0 un entero y considere el prondstico X, (s) definido como la
esperanza condicional que aparece en (5.1) para una serie de tiempo
que sigue el modelo AR(1) de media y, es decir,

X —p=o(Xp1—p)+ 2y, tel.

Suponga que —1 < a < 1. Compruebe que:

s—1
b) en(s) = Z LA
k=0
c) E(en(s)) =0
) 1— a?s
d) Var(en(s)) = o o2
z 0-2
e) Jim Var(en(s)) = i Var(X;).
1— a2
f) ECM = o2 o

Modelo MA(1) de media p.

Sea s > 1 un numero entero y considere el pronéstico X'n(s) definido
como la esperanza condicional que aparece en (5.1) para una serie de
tiempo que sigue el modelo MA(1) de media p, es decir,

Xt—,U,ZZt-i-ﬁZt_l, te”Z.

Compruebe que:
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A v BZy sios=1,
a)Xn(S):{Z " si s> 2.

_ Zn+1 si s =1,
b) en(s) = { Znis+ BZpys1 si s=2.
c) E(en(s)) =0.

o2 si s=1,

d) Var(ey(s)) = { (1+ ﬁ2)02 si s> 2.

e) lim Var(e,(s)) = Var(X;) = (1 + 8%)o?.

S§—00

o si s=1,

7) ECM:{ (1+8%)0? si s=2.

Pronéstico lineal para series estacionarias

114.

115.

Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo estacionaria que sigue el modelo
MA(1) dado por
Xi =21 — 241, tel,

en donde —1 < 8 < 1 es una constante y {Z; : t € Z} es un proceso
aleatorio puro de media 0 y varianza o2. Sea n € Z fijo. Denote por
P¢(Xp+1) al mejor prondstico lineal para X, 1 por minimos cuadrados
basado en todas las variables previas X, X,,—1,... Demuestre que:

o0
a) Pe(Xpi1) = = ), B X1
k=1
b) El error cuadratico medio del estimador es .

Sea {X; : t € Z} una serie de tiempo estacionaria que sigue el modelo
AR(1) dado por
Xi=aXy 1+ 4, tel,

en donde —1 < a < 1. Sea s = 0 un nimero entero. Defina el pro-
nostico para X,,.s a partir de X,,, X;,_1, ... como la variable aleatoria
E(Xpnts| Xn, Xn—1,...). Demuestre que

E(Xnss| Xn, Xn_1,...) = a* X,
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Pronéstico lineal para series no estacionarias

116. Sea Py(Y | W1, W) el estimador lineal por minimos cuadrados para Y’
basado en W1 y Ws. Diga falso o verdadero:

a) Pg(Wl | Wl,Wg) = Wl.
b) IP@(Wl + Wo | Wi, WQ) = Wi + Ws.
C) ]Pg(4W2 —1 ’ Wl,WQ) = 4W2 — 1.
117. El estimador lineal por minimos cuadrados para Y basado en Wj y
Wy es LY (W1, Wa) = ap + a1 W1 + aaWs, en donde la constante ag se

obtiene de manera explicita, como se indica en la proposiciéon 5.6, y
las constantes a1 y ag se obtiene usando la matriz

Cov(Wy,Wy)  Cov(Wy, Wa)
Cov (Wa, W) Cov (Wa, Wa) |

Demuestre que esta matriz es:

a) Simétrica, es decir, es idéntica a su transpuesta.

b) Positiva definida, es decir, para cualquier (u,v) € R? se cumple
que

oy (St Contir )y (02

118. Suponga que las variables predictoras W7 y W5 son independientes en
el estimador lineal

E?(Wl, WQ) = ag + a1 Wi + as Wha. (5.20)
Demuestre que:

a) ap = E(Y) — a1 E(Wh1) — az E(Wa).

_ Cov(Y, W)
U N
¢) az = Cov(Y, Wg).

Var(Ws)
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119. Sea (Y (W1, Ws) el prondstico lineal de la variable Y a partir de las
variables Wy, W5, es decir,

Y (Wi, Wa) = ap + ay W1 + az Wa,

en donde ai,a1 y a, son ciertas constantes. Compruebe que el error
cuadratico medio del estimador es

E[(Y — Y (W1, W2))?] = Var(Y) — a; Cov (Y, W1) — as Cov (Y, Wa).

120. Sea Y (W1, ..., Wy) el pronéstico lineal de la variable Y a partir de
las variables W1,..., W,, es decir,

Y (Wi,...,Wy) =ag+ a1 Wy + -+ an Wy,
Demuestre que:

a) El coeficiente ag estd dado por

ag = E(Y) = ). a; E(W;).
j=1

b) Los coeficientes ay, . . ., a, son la solucién al sistema de ecuaciones
cov(l,1) cov(1,2) --- cov(l,n) ai Cov(Y,Wy)
cov(2,1) cov(2,2) --- cov(2,n) as Cov (Y, W)

. . . = . 3
cov(n,1) cov(n,2) --- cov(n,n) an, Cov (Y, W,,)

en donde cov(i, j) := Cov(W;, W;).
121. Demuestre que la matriz que aparece en el ejercicio anterior es:

a) Simétrica, es decir, es idéntica a su transpuesta.

b) Positiva definida, es decir, para cualquier (uj,...,u,) € R" se
cumple que

;1) cov(1,2) -+ cov(l,n) u
1

1,2 ,
) cov(2,2) --- cov(2,n)

cov(n,1) cov(n,2) --- cov(n,n)
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122. Suponga que las variables predictoras W7, ..., W,, son independientes
en el estimador lineal

ﬁY(Wh WQ) =aqyot+a Wi+ +a, W, (5.21)

Demuestre que

n

a) ag = E(Y) — Z a; E(W])
j=1

. COV(Y, Wj)

P = ) =1,...,n.
b) aj Var(W;) para j R 1)

123. Sea (Y (W4,...,W,) el prondstico lineal de la variable Y a partir de
las variables W1,..., W,, es decir,

Y (Wh, ..., W) =ag+ a1 Wi + - + ap W,

en donde a1, ay,...,ay, son ciertas constantes. Compruebe que el error
cuadratico medio del estimador es

E[(Y =Y (Wy,...,W,))?] = Var(Y) — i a; Cov (Y, Wj).
j=1



Apéndice A
Cdédigos en lenguaje R

En este apartado se presentan los cédigos utilizados en el ejemplo 2.1, en los
ejemplos de la seccién 4.1 y en el ejemplo con datos reales de la seccion 4.4. Se
pretende que el lector tome como referencia estos cdédigos para reproducirlos,
modificarlos y/o mejorarlos para que ajuste sus propios modelos a la serie
de tiempo que desee analizar.

A.1. Ejemplo Box-Cox

Recordemos lo que se menciona en el ejemplo 2.1: alli se obtuvo una muestra
Z1,...,21000 de datos provenientes de una distribucién Exp(1). Se aplicd
una transformacién de Box-Cox con distintos valores de A hasta obtener
una muestra con el mayor p-value en la prueba de Kolmogorov-Smirnov
de dos colas donde la hipdtesis nula establece que la muestra proviene de
una distribucién normal estandar. Se determiné un valor de A = 0.2735
obteniéndose un estadistico D = 0.016336, y un p-value= 0.9523. La serie
original se representa por {x;}, y la serie transformada se representa por
{y+}, donde para cada valor de ¢ primero se calculd

para después calcular

255
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donde i y & son la media muestral y la desviacion estdndar muestral de
{21}, respectivamente.

L
# Ejemplo de busqueda del wvalor de lambda

# en una transformacién de Boz—Cozx
L

HARARRRRRRRRRARR AR RRRRRRRRRRRRRRRRRARARAAAH
# La funcion t_bozcox siguiente aplica
# la transformacion a los elementos del
# vector 'z' y evaluando el valor 'lambda'
s
t_boxcox <- function(x,lambda){

aux <- (x"lambda-1)/lambda

return(aux)
}
L g g
set.seed(1981) # semilla para reproducibilidad

x <- rexp(1000,1) # obtencion de una muestra exponencial
HAHBRRAHHHBR AR AR R AR R AR
m <- 1000 # numero de wvalores que serdan probados
results <- numeric(m)
lambdas <- seq(0.05,1,length=m)
# se probaran m wvalores equidistantes entre 0.05 y 1
for(i in 1:m){

y <- t_boxcox(x,lambdas[i])

muy <- mean(y)

sdy <- sd(y)

# estandarizacion de la transformacién:

y_std <- (y-muy)/sdy

# prueba de Kolmogorov-Smirnov (K-S)

aux <- ks.test(y_std, 'pnorm')

results[i] <- aux$p.value
b

# En las siguientes tres lines buscamos el wvalor de lambda
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# que obtuvo un mejor resultado en la prueba con respecto
# al valor del p-value
max (results)

## [1] 0.9522975

maximo <- which(results==max(results))
lambdas [maximo] # wvalor elegido

## [1] 0.2734735

HARAHRRRRRRRRRHR AR HRRRRRRRRRH

# las siguientes lineas almacenan la transformacién con el
# wvalor de lambda elegido y posteriormente se hacen los

# graficos del histograma y del diagrama de cuantiles para
# observar el correcto ajuste de los datos estandarizados
# a la distribucién N(0,1)

HARHHAAAAAHAH AR RRR AR

y <- t_boxcox(x,lambdas [maximo])

muy <- mean(y); sdy <- sd(y)

y_std <- (y-muy)/sdy

par (nfrow=c(1,2) ,mar=c(2,2,1,1))

hist(y_std,freq = F,main = '',ylim = ¢(0,0.4))

curve (dnorm(x) ,add=T,col="'blue',lwd=1.5)
qgnorm(y_std,pch=16,cex=0.5,main="")
qqline(y_std,col='blue',lwd=1.5)

# Finalmente, se muestran los valores del estadistico
# de prueba y del p-value de la prueba de K-S
ks.test(y_std, 'pnorm')

#H#
## One-sample Kolmogorov-Smirnov test
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##

## data: y_std

## D = 0.016337, p-value = 0.9523

## alternative hypothesis: two-sided

A.2. Ejemplos generados por simulaciéon

En esta seccién se muestran los codigos utilizados en la seccién 4.1 y en
ellos se establecen valores semilla para su reproducibilidad. En el primer
caso se presentan las funciones utilizadas para obtener los graficos. En el
resto de ejemplos los gréaficos se obtienen de forma similar.

Modelo AR(1)

library(simts) #para valores de ACF tedrica
n <- 1000

set.seed(123)

z <- rnorm(n)

x <- numeric(n)

x0 <- 0

x[1] <- 0.5*x0+z[1]

for(t in 2:n){x[t] <- 0.5*x[t-1]+z[t]}

par( c(3,1), c(2,1,1,2), c(0,0,0,0))

lags <- 12

a <- acf(x, lags, 'blue', 1.5,
'rezago', "ACF', F)

b <- pacf(x, lags, 'blue', 1.5,

'rezago', '"PACF', F)

aa <- a$acf

aa_teo <- theo_acf (0.5, 13) [1:13]

bb <- b$acf

yl <- -3.5; y2 <- -y1l

RARBBBBBBBRBRBRBB BB U BB BB R R

plot(x, m0 F, c(-20,1080), c(y1,y2))
arrows (0,0,1040,0, 0.05)

arrows(0,y1,0,y2, 0.05)
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lines(1:1000,x, 'blue')
axis(1, seq(0,1000,100) ,c("',seq(100,1000,100)),
1)

text (rep(-35,3),c(-2,0,2),c(-2,0,2))

segments (rep(-5,5),c(-2,0,2) ,rep(5,5),c(-2,0,2))
text(30,3.2, '$x_t$")

text(1050,-0.8,'$t$")

HARBHRU AR AR A AU HRURRU AR HRR ARG HRARRHRRH R

plot(aa, im0 F,

c(-0.5,13), c(-0.3,1.2*max(aa)))
lines(0:lags,aa, 'blue')
points(0:lags,aa, 16, 0.8)
lines(0:lags,aa_teo, 3, 1.5)
points(0:lags,aa_teo, 16, 0.8)
arrows(-0.1,0,12.5,0, 0.05)
arrows(0,-0.2,0,1.2*max(aa), 0.05)

text(1:12,rep(-0.25,12),c(1:12))
segments(1:12,rep(-0.05,12),1:12,rep(0.05,12))
text (rep(-0.6,3),c(0,0.5,1),c(0,0.5,1))
segments (rep(-0.05,2),c(0.5,1) ,rep(0.05,2),c(0.5,1))
text(1.1,1.05*max(aa), 'ACF ($\\tau$) ')
text(12.75,-0.075, '$\\tau$')
legend(7,0.85,

c('ACF muestral', 'ACF tebrica'),

'n', c(2,2), c(1,3),
c('blue',1))

HARURBURBURBURBURBURBURBBRBURBBRBRRRBRBRR
mm <- min(bb)
plot (bb, O 0 F,
c(-0.5,13), c(1.1*mm,1.3*max(bb)))
lines(1:lags,bb, 'blue')
points(1l:lags,bb, 16, 0.9)
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arrows(-0.1,0,12.5,0,length = 0.05)
arrows(0,1.1*mm,0,1.2*max(bb),length = 0.05)
text(1:12,rep(-0.18,12),c(1:12))
segments(1:12,rep(-0.025,12),1:12,rep(0.025,12))
text(1.1,1.2*max(bb), 'PACF($\\tau$) ')

text(12.75,-0.075, '$\\tau$')

text (rep(-0.6,3),c(0,0.2,0.4),c(0,0.2,0.4))

segments (rep(-0.05,2),c(0.2,0.4) ,rep(0.05,2),c(0.2,0.4))
RURRHBURARBBURRBRBRRARBURRRBBRRRBBURRARBRRAH
HARURAURAURBURABRBURRBRBRRBRARRRBRARRARRARRH

Modelo AR(2)

##AR (2)

library(simts) #para valores de ACF tedérica

n <- 1000

set.seed(123)

z <- rnorm(n)

x <- numeric(n)

x0 <- 0

x[1] <- z[1]

x[2] <- 0.6*x[1]-0.3*x0+z[2]

for(t in 3:n){x[t] <- 0.6*x[t-1]-0.3*x[t-2]+z[t]}

lags <- 12

a <- acf(x,lag.max=lags,col='blue',lwd=1.5,
xlab="'rezago',ylab="'ACF',plot=F)

b <- pacf(x,lag.max=lags,col='blue',lwd=1.5,
xlab='rezago',ylab='PACF',plot=F)

aa <- a$acf # Valores de la funcidén ACF

aa_teo <- theo_acf(c(0.6,-0.3),lagmax = 13)[1:13]

bb <- b$acf # Valores de la funcién PACF

Modelo MA(1)
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##MA (1)

library(simts) #para valores de ACF teérica

n <- 1000

set.seed(123)

z <- rnorm(n)

x <- numeric(n)

z0 <- 0

x[1] <= 0.7*z0+z[1]

for(t in 2:n){x[t] <- 0.7*z[t-1]+z[t]}

lags <- 12

a <- acf(x,lag.max=lags,col='blue',lwd=1.5,
xlab='rezago',ylab="'ACF',plot=F)

b <- pacf(x,lag.max=lags,col='blue',lwd=1.5,
xlab="'rezago',ylab='PACF',plot=F)

aa <- a%acf # Valores de la funcion ACF

aa_teo <- theo_acf(NULL,0.7,lagmax = 13)[1:13]

bb <- b$acf # Valores de la funcién PACF

Modelo MA (2)

##MA (2)

library(simts) #para valores de ACF teérica
n <- 1000

set.seed(123)

z <- rnorm(n)

x <- numeric(n)

z0 <- 0

x[1] <- z[1]

x[2] <- -0.8*z[1]+0.6%z0+z[2]

for(t in 3:n){x[t] <- -0.8%z[t-1]+0.6%z[t-2]+=z[t]}

lags <- 12

a <- acf(x,lag.max=lags,col='blue',lwd=1.5,
xlab="'rezago',ylab="'ACF',plot=F)

b <- pacf(x,lag.max=lags,col='blue',lwd=1.5,
xlab='rezago',ylab='PACF',plot=F)

261
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aa <- a$acf # Valores de la funcién ACF
aa_teo <- theo_acf(NULL,c(-0.8,0.6),lagmax = 13)[1:13]
bb <- b$acf # Valores de la funcién PACF

Modelo ARMA(1,1)

##ARMA(1,1)

library(simts) #para valores de ACF tedrica

n <- 1000

set.seed(123)

z <- rnorm(n)

x <- numeric(n)

x 0 <-z0 <=0

x[1] <- 0.3*x_0+0.5*z0+z[1]

for(t in 2:n){x[t] <- 0.3*x[t-1]+0.5*z[t-1]+z[t]}

lags <- 12

a <- acf(x,lag.max=lags,col='blue',lwd=1.5,
xlab="'rezago',ylab="'ACF',plot=F)

b <- pacf(x,lag.max=lags,col='blue',lwd=1.5,
xlab='rezago',ylab='PACF',plot=F)

aa <- a$acf # Valores de la funcién ACF

aa_teo <- theo_acf(0.3,0.5,lagmax = 13)[1:13]

bb <- b$acf # Valores de la funcién PACF

Modelo ARMA (2,2)

##ARMA (2,2)

library(simts) #para valores de ACF tedrica
n <- 1000

set.seed(123)

z <- rnorm(n)

x <- numeric(n)

x_0 <-z0 <=0

x[1] <= z[1]
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x[2] <- -0.3*x[1]+0.2*x_0+0.4%z0+0.1*z[1]+z[2]

for(t in 3:n){

x[t] <= -0.3*x[t-1]+0.2*x[t-2]+0.4*z[t-2]+0.1*z[t-1]+z[t]

}

lags <- 12

a <- acf(x,lag.max=lags,col='blue',lwd=1.5,
xlab="'rezago',ylab="'ACF',plot=F)

b <- pacf(x,lag.max=lags,col='blue',lwd=1.5,
xlab="'rezago',ylab='PACF',plot=F)

aa <- a$acf # Valores de la funcién ACF

aa_teo <- theo_acf(c(-0.3,0.2),c(0.1,0.4),lagmax = 13)[1:13]

bb <- b$acf # Valores de la funcién PACF

Modelo AR(1) con tendencia

##AR(1) con tendencia

n <- 100

set.seed(123)

z <- rnorm(n)

X <- numeric(n)

x_0 <-z0 <=0

x[1] <- 0.5%x_0+0.1+ z[1]

for(t in 2:n){x[t] <- 0.5*x[t-1]+0.1%t+ z[t]}

lags <- 12

a <- acf(x,lag.max=lags,col='blue',lwd=1.5,
xlab="'rezago',ylab="'ACF',plot=F)

b <- pacf(x,lag.max=lags,col='blue',lwd=1.5,
xlab="'rezago',ylab='PACF',plot=F)

aa <- a%acf # Valores de la funcién ACF

bb <- b$acf # Valores de la funcién PACF

Proceso diferenciado ARIMA(2,1,0)
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##Proceso diferenciado

n <- 100

set.seed(123)

z <- rnorm(n)

x <- numeric(n)

x 0 <-z0 <=0

x[1] <- 0.5%x_0+0.1+ z[1]

for(t in 2:n){x[t] <- 0.5*x[t-1]+0.1*t+ z[t]}

yt <- x[2:n]-x[1:(n-1)]

xx <- yt-mean(yt)

lags <- 12

a <- acf(x,lag.max=lags,col='blue',lwd=1.5,
xlab="'rezago',ylab="'ACF',plot=F)

b <- pacf(x,lag.max=lags,col='blue',lwd=1.5,
xlab='rezago',ylab='PACF',plot=F)

aa <- a$acf # Valores de la funcidén ACF

bb <- b$acf # Valores de la funcién PACF

A.3. Ejemplo con datos reales

En esta seccién se presenta el cdédigo utilizado en la seccién 4.4, incluyendo
la llamada a las librerfas necesarias.

library(aTSA) # necesario para la funcién 'adf.test'
library(astsa) # mnecesario para la funcidén 'sarima'
library(whitestrap) # necesario para la prueba de White
library(tsoutliers) # mnecesario para la prueba de Jarque-Bera
library(forecast) # necesario para las funciones

# 'checkrestduals' y 'Arima’

# Se leen los datos en la carpeta de trabajo
# ~/Documentos = ubicacion del archivo tempmedia.csv
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setwd("~/Documentos")
tempmedia <- read.csv("tempmedia.csv",header=T)

# Formatea la base de datos como matriz
tempmedia<-as.matrix(tempmedia)

# Ahora como wvector
vtempmedia<- as.vector(t(tempmedia))

# Formato de serie de tiempo

ymedia <- ts(vtempmedia, start = c(1971,1),end=c(2001,12),
frequency = 12)

summary (ymedia)

# Seleccion de datos para modelar y pronéstico
yimed = window(ymedia,start=c(1975,1),end=c(2000,12))
yfmed = window(ymedia,start=c(2001,1),end=c(2001,12))

# Estadisticos descriptivos simples

summary (yimed)

Maximo_en <- which(yimed==max(yimed))

Minimo_en <- which(yimed==min(yimed))

meses <- c('ene','feb', 'mar','abr', 'may', " 'jun',
'jul','ago','sep','oct','nov','dic')

auxl <- Maximo _en %/% 12

aux2 <- Maximo_en %% 12

aux3 <- Minimo _en %/% 12

aux4 <- Minimo_en %% 12

afioMax <- 1975+auxl

mesMax <- meses[aux2]

maxima <- yimed[Maximo_en] #Temperatura Mazima

afioMin <- 1975+aux3

mesMin <- meses[aux4]

minima <- yimed[Minimo_en] #Temperatura Minima

cat('Temperatura madxima de',maxima, 'en',mesMax,
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'del afio',afioMax)
cat('Temperatura minima de',minima, 'en',mesMin,
'del afio',afioMin)

# ACF Y PACF DE SERIE DE TIEMPO ORIGINAL
plot(ymedia, ylim=c(20,33), x1im=c(1975,2000), col=2)
acf(yimed,50,main="")

pacf (yimed,50,main="")

# SERIE DE TIEMPO CON UNA DIFERENCIA DE 12 REZAGOS
difymedia=diff (ymedia,lag=12)

difymed = window(difymedia,start=c(1976,1),end=c(2000,12))
difymed_f= window(difymedia,start=c(2001,1),end=c(2001,12))

# Grafica de serie diferenciada, acf y pacf
plot(difymed)

acf (difymed,50)

pacf (difymed,50)

# PRUEBAS DE RAICES UNITARIAS PARA SERIE ORIGINAL
adf .test (yimed, 14)
#DICKEY-FULLER AUMENTADA serie original

# PRUEBAS DE RAICES UNITARIAS PARA SERIE DIFERENCIADA
adf .test(difymed, 14)
#DICKEY-FULLER AUMENTADA sertie diferenciada

HHRBRRUARHARHRURBGRBBRRHRRBRRUR B AR RRHAR B

###### PROPUESTAS DE MODELOS ARIMA ########
HHRBHRAUARHARHRURBGRBUARHRARHRUR B AR ARH AR R

###u##t ARIMA(12,0,12) = ARMA(12,12)

###### Estimacion de parametros

dt_12_0_12 <- arima(difymed,c(12,0,12))

#S1 se desea estimar un modelo ARMA con media de cero,
#entonces usar arima(difymed,c(12,0,12),include.mean=F)
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dt_12_0_12
aic12012 <- -2%-318.63+2%26
aic12012

#uppp# (12,0,4)

dt_12_0_4 <- arima(difymed,c(12,0,4))
dt_12 0_4

aic1204 <- -2%-356.73+2x18

aic1204

i (3,0,12)

dt_3_0_12 <- arima(difymed,c(3,0,12))
dt_3_0_12

aic3012 <- -2%-322.83+2%17

aic3012

########A# Modelo SARIMA  ###HHHHAB#ABALH

####sarima (3,0,0) (0,0,1) [12] usa variable yimed

t_300_001_12<- Arima(yimed ,
order=c(3,0,0),
seasonal=c(0,1,1),
include.constant=TRUE,
include.mean=TRUE)

#estimaci6n con comando Arima

t_300_001_12

aic300011_12 <- -2%-331.58+2%6

aic300011_12

HHRBRRBARHBBRRURRHRRRRRUBR BB RR B RS

#Mismos resultados modelando la wvariable
#yimed con SARIMA
HHRBRAURRHBBHRRBRRURRHRRHRR A
sarima(yimed,12,0,12,P=0,D=1,0=0,5=12)
sarima(yimed,12,0,4,P=0,D=1,0=0,5=12, gg=TRUE)
#Mejor opcion:
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sarima(yimed,3,0,12,P=0,D=1,0=0,5=12,gg=TRUE)
#(3,0,0) (0,0,1) [12] :
sarima(yimed,3,0,0,P=0,D=1,0=1,5=12,g2=TRUE)

HARRUAURBRBRBRBRHRHRHRHBHRHBHY

# Pruebas para ARMA(12_0_12)#
HARAUAURBRBRHRBRHRHRHRHRHRHRHY

# Calculo de los residuos o errores
e_12_0_12<-dt_12_0_12%$residuals

# Estandarizaction

e st 12 0 12 <-dt_12 0_12$residuals/sd(e_12 0_12)
###Graficas#i##

plot.ts(e_12_0_12)

acf(e_12_0_12,50)

pacf(e_12_0_12,50)

qqnorm(e_st_12_0_12, asp=1)

qqline(e_st_12_0_12)

##### Pruebas diagnéstico

adf.test(e_12_0_12, 13) # raices unitarias
white_test(dt_12_0_12) #heterocedasticidad

JB <- JarqueBera.test(e_12_0_12) #normalidad
JB[[1]]

HABRUAURBRURURBRBRBRBRHRHRHRHRHBHAH

Bt <- Box.test(e_12_0_12,lag = 27, type = "Ljung-Box")
Bt

#p-valuesLB con gl correctos

pchisq(Bt$statistic, 3, lower.tail=FALSE)

#E1 p-value se calcula con los df del test

# (lag-(ptq) = 27-24 = 3)
checkresiduals(dt_12_0_12, 1lag=27)
HABRUAURBRBRURBRHRHRHRHRHRRHRHRHBHAH

Bt <- Box.test(e_12_0_12,lag = 36, type = "Ljung-Box")
Bt

#p-valuesLB con gl correctos
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pchisq(Bt$statistic, 12, lower.tail=FALSE)

#E1 p-value se calcula con los df del test

# (lag-(p+q) = 36-24 = 12)
checkresiduals(dt_12_0_12, 1ag=36)

HAHAHAAAAAAH AR RRRRR AR

Bt <- Box.test(e_12_0_12,lag = 42, type = "Ljung-Box")
Bt

#p-valuesLB con gl correctos

pchisq(Bt$statistic, 18, lower.tail=FALSE)

#E1 p-value se calcula con los df del test

# (lag-(p+q) = 42-24 = 18)
checkresiduals(dt_12_0_12, lag=42)

# Si las autocorrelaciones provinieran de una serie
# de ruido blanco, entonces el estadisitico de la
# prueba Ljung-Box tendria una \chti 2 con (h-k)

# grados de libertad, donde k es el numero de

# parametros en el modelo. St se calculan a partir
# de datos sin procesar (en lugar de los residuos
# de un modelo), establezca k=0.

HAHHHAHAAAH AR RRRRR AR

# Criterios graficos

hist(e_st_12_0_12,prob = TRUE, main = "")

curve (dnorm(x) ,add=T)

plot(dt_12_0_12) #raices

RRBBHHHARAARRRUHHHBARARRRRHH U

# Pruebas para ARMA(12_0_4)#
RABBUHHARAARRR BB HHARAARRRRHHHH

# Calculo de los restduos o errores
e_12_0_4<-dt_12_0_43%residuals

# Estandarizaction

e_st_12_0_4 <-dt_12_0_4%$residuals/sd(e_12_0_4)
###Graficas###

plot.ts(e_12_0_4)

acf(e_12_0_4,50)
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pacf(e_12_0_4,50)

qgnorm(e_st_12_0_4, asp=1)
qqline(e_st_12_0_4)

##### Pruebas diagnéstico
adf.test(e_12_0_4, 13) # raices unitarias
white_test(dt_12_0_4) #heterocedasticidad
JB <- JarqueBera.test(e_12_0_4) #normalidad
JB[[1]]

HARUARU AR AR ARUHRA AR A AR HRU AR AR

Bt <- Box.test(e_12_0_4,lag = 27, type = "Ljung-Box")
Bt

#p-valuesLB con gl correctos
pchisq(Bt$statistic, 3, lower.tail=FALSE)
#E1 p-value se calcula con los df del test
# (lag-(p+q) = 27-24 = 3)
checkresiduals(dt_12_0_4, lag=27)
HAHBRRARHH R AR RR AR R AR R

Bt <- Box.test(e_12_0_4,lag = 36, type = "Ljung-Box")
Bt

#p-valuesLB con gl correctos
pchisq(Bt$statistic, 12, lower.tail=FALSE)
#E1 p-value se calcula con los df del test
# (lag-(p+q) = 36-24 = 12)
checkresiduals(dt_12_0_4, 1ag=36)
L g

Bt <- Box.test(e_12_0_4,lag = 42, type = "Ljung-Box")
Bt

#p-valuesLB con gl correctos
pchisq(Bt$statistic, 18, lower.tail=FALSE)
#E1 p-value se calcula con los df del test
# (lag-(p+q) = 42-24 = 18)
checkresiduals(dt_12_0_4, lag=42)

HARUARU AR R B HRURRU BB AR B HRRRRURR SRR HH

# Criterios graficos

hist(e_st_12_0_4,prob = TRUE, main = "")
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curve (dnorm(x) ,add=T)
plot(dt_12_0_4) #raices

HABRUAURBRBRBRBRHRHRARHRHRHRHA

# Pruebas para ARMA(3_0_12)#
HAURUAURBRBRBRBRARHRHRHRHRHRHY

# Calculo de los residuos o errores
e_3_0_12<-dt_3_0_12%residuals

# Estandarizacion

e_st_3_0_12 <-dt_3_0_12%residuals/sd(e_3_0_12)
###Graficas#i#

plot.ts(e_3_0_12)

acf(e_3_0_12,50)

pacf(e_3_0_12,50)

qqnorm(e_st_3_0_12, asp=1)
qqline(e_st_3_0_12)

##### Pruebas diagnéstico
adf.test(e_3_0_12, 13) # raices unitarias
white_test(dt_3_0_12) #heterocedasticidad
JB <- JarqueBera.test(e_3_0_12) #normalidad
JB[[1]]

HABURBURBURBRRBRRBRRBRRBRHBRRHBRRHRH

Bt <- Box.test(e_3_0_12,lag = 27, type = "Ljung-Box")
Bt

#p-valuesLB con gl correctos
pchisq(Bt$statistic, 3, lower.tail=FALSE)
#E1 p-value se calcula con los df del test
# (lag-(ptq) = 27-24 = 3)
checkresiduals(dt_3_0_12, lag=27)
HABRUAURBRBRBRBRHRRRHRARHRRHRHRHBHAH

Bt <- Box.test(e_3_0_12,lag = 36, type = "Ljung-Box")
Bt

#p-valuesLB con gl correctos
pchisq(Bt$statistic, 12, lower.tail=FALSE)
#E1 p-value se calcula con los df del test
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# (lag-(p+tq) = 36-24 = 12)
checkresiduals(dt_3_0_12, 1lag=36)
HARRHARRBRBRHRBRHRRRHRRRRRHRHRHRHAH

Bt <- Box.test(e_3_0_12,lag = 42, type = "Ljung-Box")
Bt

#p-valuesLB con gl correctos
pchisq(Bt$statistic, 18, lower.tail=FALSE)
#E1 p-value se calcula con los df del test
# (lag-(p+q) = 42-24 = 18)
checkresiduals(dt_3_0_12, lag=42)

HARBU AU RURBRBRBRBRHRRRHRRHRHRRRHRRRHH

# Criterios graficos

hist(e_st_3_0_12,prob = TRUE, main = "")
curve (dnorm(x) ,add=T)

plot(dt_3_0_12) #raices

######### Pruebas para ARIMA(3,0,0) (0,1,1)[12]
e_300011<-t_300_001_12%residuals

e_st_e 300011 <-t_300_001_ 12$residuals/sd(e_300011)
###Graficas###

plot.ts(e_300011)

acf (e_300011,50)

pacf (e_300011,50)

qqnorm(e_st_e_300011, asp=1)
qqline(e_st_e_300011)

hist(e_st_e_300011,prob = TRUE, main = "")
curve (dnorm(x) ,add=T)

##### Pruebas diagnéstico

adf.test(e_300011, 13) # raices unitarias
white_test (t_300_001_12) #heterocedasticidad
JarqueBera.test(e_300011) #normalidad
Box.test(e_300011,lag = 36, type = "Ljung-Box")
#p-valuesLB con gl correctos

pchisq(40.78, 32, lower.tail=FALSE)
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#grafico de restduales, acf y histograma
checkresiduals(e_300011, 1lag=36)

# En la dltima funcidn, no se ejecuta la

# prueba de Ljung-Boxz porque la funcion

# checkrestiduals no localiza la informacion
# de los grados de libertad en el wvector

# t_300_001_12%residuals generado por la

# funcion 'sarima'.

###unnnn###ns PRONOSTICO ####HHHHHAAAHHHHY
#arima 12,0,12
fdt_12 0_12 <- forecast(dt_12 0_12,12)
plot(fdt_12_0_12,
x1im=c(1999.0,2002.1) ,ylim = c(-5.0,5),
main="Pronéstico a un tiempo ARIMA(12,0,12)")
par (new=TRUE)
plot(difymed_f,
%x1im=c(1999.0,2002.1) ,ylim = ¢(-5.0,5), lwd=2)
# se genera una tabla con los pronésticos muestrales:
fdt_12_0_12

#arima 12,0,4
fdt_12_0_4=forecast(dt_12_0_4,12)
plot(fdt_12_0_4,
x1im=c(1999,2002.1) ,ylim = ¢(-5.0,5),
main="Pronéstico a un tiempo ARIMA(12,0,4)")
par (new=TRUE)
plot(difymed_f,
ylim=c(-5,5), x1im=c¢(1999.0,2002.1), lwd=2)
# se genera una tabla con los pronésticos muestrales:
fdt_12_0_4

#arima 3,0,12
fdt_3_0_12=forecast(dt_3_0_12,12)
plot(fdt_3_0_12,
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x1im=c(1999,2002.1) ,ylim = c(-5.0,5),
main="Pronéstico a un tiempo ARIMA(3,0,12)")
par (new=TRUE)
plot(difymed_f,
ylim=c(-5,5), x1im=c(1999.0,2002.1), lwd=2)
# se genera una tabla con los pronésticos muestrales.
fdt_3_0_12

####sarima(3,0,0) (0,0,1) [12]
fyt_300_011=forecast(t_300_001_12, 12)
plot(fyt_300_011,
x1im=c(1999,2002.1) ,ylim = ¢(20.0, 35),
main="Pronéstico SARIMA(3,0,0)(0,1,1)[12]")
par (new=TRUE)
plot(yfmed ,
ylim=c(20,35), x1im=c(1999.0,2002.1), lwd=2)
# se genera una tabla con los pronésticos muestrales:
fyt_300_011

### Precisién del pronéstico ####AH#HHH#H#H#H#

#evaluacion usando los datos de prueba (observados de 2001)
# RMSE = Ratz cuadrada del ECM
accuracy(fdt_12_0_12,difymed_f)

accuracy (fdt_12_0_4,difymed_£f)
accuracy(fdt_3_0_12,difymed_f)

accuracy (fyt_300_011,yfmed)
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