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Prólogo

Todo lo que inicia acaba. El tiempo de vida de un ser humano es el ejemplo
más cotidiano que tenemos de un proceso que comienza y, eventualmente,
termina; la duración de ese tiempo es inexorablemente azaroso. En el aná-
lisis de supervivencia se buscan crear modelos matemáticos para responder
preguntas acerca del tiempo de vida de un individuo, o el tiempo de vida
útil de un aparato, cuando la información a partir de la cual se construye el
modelo se encuentra incompleta, es decir, cuando algunos de los datos han
sido censurados.

Este texto contiene una introducción a algunos temas básicos del análisis
estadístico de datos de supervivencia. Se tratan temas como la censura, se
definen las principales funciones que caracterizan a la distribución de un
tiempo de vida, se estudian algunos modelos paramétricos y sus funciones
de verosimilitud, se estudia también el estimador de Kaplan-Meier y se ex-
pone el modelo de riesgos proporcionales de Cox. El texto contiene material
suficiente para ser cubierto en medio semestre, pues está dirigido a estu-
diantes de la carrera de Actuaría en la Facultad de Ciencias de la UNAM,
quienes deben estudiar estos temas como parte de la asignatura obligatoria
Estadística III del Plan de Estudios vigente a la fecha de escritura de este
trabajo.

Al final del texto se incluye una amplia bibliografía, la cual refleja la existen-
cia de una necesidad de exponer los resultados del análisis de supervivencia
a públicos de diferentes áreas y también de distintos niveles de conocimiento
de la probabilidad y la estadística. Se tienen exposiciones elementales como
J. Box-Steffensmeier y B. S. Jones [8], A. B. Cantor [11] y D. G. Kleinbaum
y M. Klein [34], de nivel intermedio como R. C. Elandt-johnson y N. L.
Johnson [19], O. Korosteleva [35], S. Guo [24], J. P. Klein y M. L. Moesch-
berger [33], J. F. Lawless [36], D. London [39], X. Liu [42], y P. J. smith [47],
y tratados más avanzados que requieren la teoría de martingalas como O.
O. Aalen, Ø. Borgan y H. K. Gjessing [2], P. K. Andersen et al [4], T. R.
Fleming y D. P. Harrington [20], y J. D. Kalbfleisch y R. L. Prentice [30].
El presente trabajo puede clasificarse en el nivel intermedio con énfasis en
algunos aspectos matemáticos de los modelos. Presupone que el lector ha
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tomado por lo menos un curso semestral de probabilidad y otro de estadís-
tica a nivel licenciatura. Nuestro interés principal es la exposición lógica y
justificada de las fórmulas y los procedimientos.

Debe advertirse que no se hace demasiado énfasis en el uso de programas de
cómputo, aunque en la última parte del trabajo fue necesario utilizar R para
ilustrar algunos conceptos. Herramientas computacionales tales como R, S,
Python, SAS, STATA, SPSS, PSPP son imprescindibles en situaciones prácti-
cas. En particular, para el uso de R en el análisis de supervivencia se puede
consultar, por ejemplo, A. Coghlan [14] ó D. F. Moore [44].

Por último, agradezco a la DGAPA UNAM por el apoyo otorgado a través
del proyecto PAPIME PE102321 “Estadística y simulación”, mediante el cual
pudo ser posible la edición de este libro. Agradezco muy sinceramente a los
profesores que fungieron como árbitros de este trabajo por tomarse el tiempo
para revisar con cuidado este material y elaborar comentarios y sugerencias
muy valiosas que permitieron corregir errores, subsanar varias deficiencias y
lograr mejoras substanciales. Agradezco también a la Comisión de Publica-
ciones del Departamento de Matemáticas y al Comité de Publicaciones de la
Facultad de Ciencias de la UNAM por el excelente trabajo editorial llevado
a cabo.

Luis Rincón
Agosto 2024

Ciudad Universitaria ¨ UNAM
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Capítulo 1

Tiempos de vida,
censura y truncamiento

Una primera definición establece que un tiempo de vida es el tiempo alea-
torio que transcurre entre el momento del nacimiento de un individuo y el
momento de su fallecimiento. Este concepto se puede extender con facilidad
a muchos y muy variados contextos en donde hay un inicio y un término. El
análisis de supervivencia es el estudio y modelación de los tiempos de vida a
través de la probabilidad y la estadística. Sin embargo, a diferencia de otros
estudios estadísticos, los datos que provienen de observaciones de tiempos
de vida con frecuencia presentan censura o truncamiento. En este capítulo
introductorio definiremos con mayor precisión estos primeros conceptos.

1.1. Tiempos de vida

Un tiempo de vida es una longitud de tiempo en el cual, por ejemplo, un
ser vivo permanece con vida, o bien, un proceso o característica, permanece
activo. De esta manera, existe un instante de inicio o nacimiento, y existe
otro instante posterior de fin, falla o muerte del ser vivo, del proceso, o de la
característica en observación. De forma más abstracta, tenemos la siguiente
definición.

7
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8 CAPÍTULO 1. TIEMPOS DE VIDA

Definición 1.1 Un tiempo de vida es el tiempo que transcurre entre la
ocurrencia de dos eventos sucesivos.

Los dos eventos de interés deben estar bien definidos. Se ha indicado antes
que el primer evento puede ser el nacimiento de una persona y el segundo
evento puede ser su fallecimiento. Este es, efectivamente, el tiempo de vida
usual de un ser humano y es el ejemplo más cercano que tenemos. Sin embar-
go, muchos otros ejemplos de tiempos de vida, en un sentido más general,
pueden proporcionarse. Algunos de ellos se muestran en la Tabla 1.1 que
aparece abajo. A pesar de la generalidad que puede darse a la definición de
tiempo de vida, usaremos convenientemente las siguientes tres expresiones
familiares: individuo, nacimiento y muerte. Incluso, a un tiempo cualquiera
x ą 0 le podemos llamar la edad de un individuo.

Individuo Primer evento Segundo evento
(Nacimiento) (Fallecimiento)

Persona Primer día de trabajo Último día de trabajo
Mujer Nacimiento Edad de 1er. embarazo
Persona enferma Operación quirúrgica Sanación
Foco Inicio de uso Descompostura
Maquinaria Puesta en operación Cese de operación
Persona enferma Detección de cáncer Fallecimiento por cáncer
Persona con adicción Inicio de tratamiento Recaimiento
Disco duro Inicio de uso Descompostura
Persona Nacimiento 1era. visita al dentista
...

...
...

Tabla 1.1: Ejemplos de tiempos de vida.

A los tiempos de vida se les llama también tiempos de falla. Estos tiem-
pos son positivos y los consideraremos aleatorios. Adoptando el modelo de
variable aleatoria para representar un tiempo de vida, nos interesa estimar
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1.2. CENSURA 9

su distribución de probabilidad. Esta distribución es desconocida y no ne-
cesariamente es una de las distribuciones paramétricas usuales. Puede ser
cualquier distribución con soporte dentro del intervalo p0,8q.

Consideraremos también que el tiempo se puede medir de manera discreta o
continua. En consecuencia, la variable aleatoria que representa un tiempo de
vida será de alguno de estos dos tipos. Llevaremos a cabo la estimación de
la distribución de un tiempo de vida a partir de una serie de observaciones
independientes de esta variable aleatoria.

Definición 1.2 Se le llama datos de supervivencia a las observaciones
de los tiempos de vida de un conjunto de individuos.

Un aspecto particularmente importante que a menudo surge cuando se reco-
lectan datos de supervivencia es la censura. Esto significa que algunas de las
observaciones sólo contienen información parcial de la variable de interés.
Explicaremos este tema en la siguiente sección.

1.2. Censura

El término censura debe entenderse en el sentido de información incompleta
de una o varias observaciones o mediciones de una variable. No implica la
connotación negativa que surge cuando una persona, o institución, oculta
información, o no permite tener acceso a ella. Se trata de un término técnico
que explicaremos a continuación. Aparece no sólo en datos de superviven-
cia, sino también en cualquier estudio estadístico en donde se llevan a cabo
observaciones.

Definición 1.3 Un conjunto de datos de supervivencia están censurados
cuando algunos de ellos no están completamente especificados.

Esta definición es bastante general y tal vez poco informativa, pero a través
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10 CAPÍTULO 1. TIEMPOS DE VIDA

de los tipos particulares de censura que veremos más adelante, se entenderá
de mejor manera la posible falta de especificación de los datos. En ocasiones,
al conjunto de datos que no están completamente especificados se les llama
también datos faltantes ó datos incompletos.

Es importante enfatizar que, si bien los datos de supervivencia que estu-
diaremos pueden presentar censura, supondremos que éstos no poseen otras
deficiencias o inconsistencias que las bases de datos reales con frecuencia
presentan. Tales deficiencias pueden ser la pérdida parcial, la manipulación
con determinados fines, o bien, problemas con el medio electrónico en el que
se almacena la información, por ejemplo.

Es necesario también advertir que existen muchos tipos de censura y en la
literatura pueden aparecer referidos con otros nombres alternativos a los que
aquí se utilizan. Los tipos de censura que aparecen en la Figura 1.1 son los
que definiremos en este trabajo.

Censura

$
’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’%

por la derecha

$
’’&
’’%

tipo I
tipo I progresiva
tipo II
tipo II progresiva

por la izquierda
por intervalo
aleatoria

Figura 1.1: Algunos tipos de censura.

Censura por la derecha

Supongamos que para un individuo se ha presentado y registrado la ocu-
rrencia de un primer evento (su nacimiento, por ejemplo). Este individuo
se mantiene en observación hasta que ocurre un segundo evento (su falle-
cimiento, por ejemplo). Recordemos que el tiempo que transcurre entre el
primer y el segundo evento es su tiempo de vida, el cual es modelado por



✐
✐

“Super-main” — 2024/8/17 — 18:32 — page 11 — #11 ✐
✐

✐
✐

✐
✐

1.2. CENSURA 11

la variable aleatoria X ą 0. Sea C ą 0 otra variable aleatoria positiva, no
necesariamente independiente de X. Se usa la letra C pues esta variable
representará un tiempo de censura. Este es el momento aleatorio en el cual
el individuo deja de ser observado.

Definición 1.4 Se dice que una observación de un tiempo de vida X está
censurada por la derecha si no se conoce con exactitud el valor tomado
por X, únicamente se sabe que X ą C, para alguna variable aleatoria C
llamada tiempo de censura.

De esta manera, se presenta la censura por la derecha para una observación
del tiempo de vida X de un individuo cuando éste ha sido observado con
vida hasta un cierto tiempo C ą 0, y después ya no es posible continuar
su observación. Sólo se cuenta con la información parcial, o incompleta, de
que el momento del fallecimiento ocurre después del tiempo C, es decir, no
se conoce el valor exacto, sólo que X P pC,8q. La variable aleatoria tiempo
de censura C puede ser producto de varias cuestiones azarosas y en algunos
casos supondremos que es independiente del tiempo de vida en estudio. Las
diferentes maneras en las que se puede especificar a la variable C da lugar a
varios tipos de censura por la derecha.

tiempo
0 c

i1 b

i2 b

i3 b

Tiempos de vida
observados

Tiempos de vida
censurados

(no observados)

Figura 1.2: Censura por la derecha.

La censura por la derecha se puede representar gráficamente como en la Fi-
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12 CAPÍTULO 1. TIEMPOS DE VIDA

gura 1.2. Se tienen aquí 3 individuos denotados por las letras: i1, i2 e i3,
y como tiempo de censura una misma constante c. Los fallecimientos que
ocurren antes del tiempo c son observados, mientras que los fallecimientos
que ocurren después de c no son observados. Muy posiblemente los tres in-
dividuos tienen tiempos de nacimiento diferentes en una línea natural del
tiempo, sin embargo en la gráfica se han colocado los tres tiempos de naci-
miento en un mismo tiempo común t “ 0.

Bajo una posible censura por la derecha al tiempo C, la observación de un
tiempo de vida X se puede escribir como

mı́n tX,Cu “
#

X si X P p0, Cs,
C si X P pC,8q.

Observe que si x representa el valor, posiblemente desconocido, de un tiempo
de vida completo, lo que se observa o registra bajo la censura por la derecha
al tiempo c es el número mı́n tx, cu.

Notación 1. Un conjunto de n tiempos de vida observados bajo el
esquema de posible censura por la derecha se puede escribir como la
colección de parejas de números:

px1, δ1q, px2, δ2q, . . . , pxn, δnq,
en donde

δi “
#

1 si xi es un dato no censurado,

0 si xi es un dato censurado.

La letra δ proviene de la palabra en inglés death. El valor δi “ 1 indica
que el fallecimiento del individuo i fue observado al tiempo xi, se trata
de un dato no censurado. En cambio, el valor δi “ 0 indica que el
dato registrado xi se debió a una censura pues en ese momento se dejó
de observar al individuo i. Por ejemplo, podemos tener el siguiente
conjunto de datos

px1, 0q, px2, 1q, px3, 1q, px4, 0q, px5, 1q, (1.1)
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1.2. CENSURA 13

en donde los tiempos x1 y x4 son censurados y los datos x2, x3 y x5
son tiempos de fallecimientos auténticos.

Notación 2. Una manera muy sugerente de denotar un dato x cen-
surado por la derecha es a través del símbolo x`, esto sugiere que
el fallecimiento ocurre después de x. Por ejemplo, la colección de da-
tos (1.1) también se puede escribir como el vector

px1`, x2, x3, x4`, x5q. (1.2)

Bajo situaciones controladas como las que se pueden crear en experimentos
en laboratorios o en la industria, es poco probable no poder darle segui-
miento a los individuos en observación, a menos que deliberadamente así se
haya decidido. Pero los experimentos, por ejemplo, sobre la evolución de una
enfermedad en las personas que se someten a algún tratamiento médico, son
susceptibles a que aparezcan datos censurados por la derecha pues un cam-
bio de residencia, o un accidente en casa, o cualquier situación inesperada
puede hacer que una persona bajo observación ya no quiera, o ya no pueda,
continuar con el estudio y deja de ser observada.

Censura tipo I

Este es un tipo particular de censura por la derecha. El nombre más largo
pero más preciso para esta sección debería ser “Censura por la derecha tipo
I”. Veamos su definición.

Definición 1.5 La censura por la derecha tipo I ocurre cuando cada
individuo i tiene un tiempo de censura fijo dado por una constante ci ą 0.
De esta forma, su tiempo de vida Xi es observado si ocurre el evento
pXi ď ciq y es censurado (no observado) cuando pXi ą ciq.

Un caso aún más simple para este tipo de censura se presenta cuando todos
los tiempos de censura c1, . . . , cn para un conjunto de n individuos es una
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14 CAPÍTULO 1. TIEMPOS DE VIDA

misma constante c. Este es el caso que se ilustra en la Figura 1.2. Además de
la simplicidad en su aplicación, la censura tipo I tiene la ventaja de ayudar a
controlar el tiempo y el costo de un estudio estadístico al limitar el periodo
de observación de cada individuo. La observación de todos los individuos
termina, a lo sumo, transcurridas c unidades de tiempo después de su naci-
miento. El costo que se tiene que pagar al limitar el tiempo de observación
es la obtención de información incompleta debido a la censura.

Censura tipo I progresiva

Esta es una forma controlada de continuar la observación de tiempos de
vida bajo posible censura tipo I. Sea c1 ą 0 una constante que denota
el tiempo de censura que se aplica inicialmente a todos los individuos en
observación. Es decir, una primera ventana de observación es el intervalo
p0, c1s. Alcanzado el tiempo c1, algunos de los sobrevivientes son censurados
en ese momento (posiblemente escogidos al azar), y a los restantes se les da
seguimiento hasta un segundo tiempo de censura c2 ą c1. Así, una segunda
ventana de observación es el intervalo pc1, c2s. Se repite el procedimiento
anterior hasta que se cumpla cierta regla preestablecida que indique el fin
de las observaciones. En este esquema, ci denota el tiempo de censura en la
i-ésima etapa y no del i-ésimo individuo. Véase la Figura 1.3.

tiempo
0 c1

Primera
etapa

c2

Segunda
etapa

c3

Tercera
etapa

b

b

b

b

b

b

Figura 1.3: Censura tipo I progresiva.
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1.2. CENSURA 15

Censura tipo II

Este es otro tipo particular de censura por la derecha y el título de la sección
debería ser “Censura por la derecha tipo II”. Este esquema de censura puede
aplicarlo directamente el investigador que lleva a cabo el estudio estadístico
cuando se cuenta con un ambiente controlado para la observación de los in-
dividuos.

Supongamos que se tienen n individuos bajo observación. Sean X1, . . . , Xn

las variables aleatorias que modelan sus tiempos de vida. Supondremos que
todos los tiempos de vida inician a un mismo tiempo t “ 0 y que los indivi-
duos pueden ser seguidos sin restricciones.

Definición 1.6 Sea r un número entero tal que 1 ď r ď n. La censura
por la derecha tipo II consiste en registrar los r tiempos de vida más
cortos y censurar por la derecha los n ´ r tiempos restantes.

Más explícitamente, si Xp1q, . . . , Xpnq son las duraciones de los tiempos de
vida ordenados de menor a mayor, es decir, las estadísticas de orden de
los tiempos X1, . . . , Xn, entonces se registran los valores tomados por las
variables Xp1q, . . . , Xprq y en el momento aleatorio Xprq se censura al res-
to de los individuos que aún permanezcan con vida. Es decir, los tiempos
Xpr`1q, . . . , Xpnq ya no son observados, únicamente se registra que toman
un valor mayor al valor tomado por la variable Xprq, el cual es un tiempo
aleatorio de censura. Observe que la censura ocurre por las características
del experimento de muestreo y no por situaciones particulares de los indi-
viduos. El esquema de censura tipo II se ilustra gráficamente en la Figura 1.4.

La censura tipo II se puede aplicar en situaciones cuando continuar el se-
guimiento de todos los individuos hasta su fallecimiento puede tomar mucho
tiempo o ser muy costoso. En este caso, es evidente que la persona que diseña
el experimento estadístico impone, por conveniencia, la censura. El tiempo
promedio en que concluyen las observaciones es EpXprqq. La teoría matemá-
tica desarrollada sobre las estadísticas de orden es de gran ayuda aquí para
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16 CAPÍTULO 1. TIEMPOS DE VIDA

tiempo
0

✘
Xp1q

✘
Xp2q ¨ ¨ ¨

✘
Xprq

✘
Xpr`1q ¨ ¨ ¨

✘
Xpnq

Tiempos de vida
observados

Tiempos de vida
censurados (no observados)

Figura 1.4: Censura por la derecha tipo II.

la estimación de la duración del periodo de observación bajo este esquema
de censura.

Ejemplo 1.1 Supongamos que tenemos una población en estudio de n “ 10
individuos y deseamos llevar a cabo la observación de sus tiempos de vida
bajo el esquema de censura por la derecha tipo II con r “ 6. Según este
esquema de censura, registraremos los primeros 6 fallecimientos y censura-
remos los 4 restantes. Supongamos que los primeros 6 datos en meses son:
4, 7, 8, 10, 10, 12. Dado que al tiempo t “ 12 (meses) ya se han obtenido
los primeros 6 registros, las observaciones concluyen y los 4 individuos que
permanecen con vida son censurados por la derecha y se les registra con el
valor 12`. De esta manera, los 10 datos obtenidos del experimento son:

4, 7, 8, 10, 10, 12, 12`, 12`, 12`, 12 ` .

‚

Censura tipo II progresiva

Sea n el número de tiempos de vida iniciales en el estudio. Sea r un número
entero tal que 1 ď r ď n. Como antes, se registran las primeras r fallas u
observaciones. La censura tipo II progresiva continúa del siguiente modo: de
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los restantes n´r individuos, se censura un cierto número de ellos, reducien-
do así la población. Se toma ahora otro valor r, menor o igual al número de
individuos en la población reducida. Con estos nuevos parámetros se aplica
nuevamente el procedimiento de censura tipo II. Estos experimentos de ob-
servación sucesivos continúan hasta que la muestra en estudio se extinga o
hasta que se cumpla cierta regla preestablecida para el fin del experimento.

Ejemplo 1.2 Continuando con los datos del Ejemplo 1.1, supongamos que
deseamos realizar una segunda etapa de observación usando el mismo es-
quema de censura tipo II. De los 4 individuos con vida al tiempo t “ 12,
supongamos que 1 de ellos se censura y se registra con el valor 12`, y que
continuamos la observación de los 3 individuos restantes. Esta es la pobla-
ción reducida. Supongamos que el nuevo valor de r es 1, es decir, de los 3
individuos en observación, esperamos que alguno de ellos fallezca y censu-
ramos en ese momentos a los 2 restantes. Supongamos que el fallecimiento
ocurre al tiempo t “ 15. Así, los 10 datos obtenidos en este esquema de
censura tipo II progresiva de dos etapas son:

4, 7, 8, 10, 10, 12, 12`
Etapa 1

, 15, 15`, 15`
Etapa 2

.

‚

Censura por la izquierda

Este es un tipo de censura menos frecuente que la censura por la derecha.
Veamos su definición.

Definición 1.7 Se dice que una observación de un tiempo de vida X
está censurada por la izquierda si no se conoce con exactitud el valor
tomado por X, únicamente se sabe que X ă C, para alguna variable
aleatoria C.

En este caso la variable C no es un tiempo de censura. Representa sim-
plemente un tiempo en el cual se ha hecho una consulta o valoración del
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18 CAPÍTULO 1. TIEMPOS DE VIDA

individuo con el fin de detectar la ocurrencia de su fallecimiento o falla. Cla-
rificaremos la situación con algunos ejemplos.

Ejemplo 1.3 Un experimento de laboratorio consiste en inyectar un cance-
rígeno a un grupo de ratones con el fin de estudiar el tiempo X que transcurre
hasta la aparición de un tumor. La detección del tiempo exacto de aparición
de un tumor es difícil llevarla a cabo, sólo es posible detectar su existencia
después de una inspección quirúrgica cuando el ratón muere o es sacrificado.
Pueden ocurrir distintas situaciones pero los siguientes dos ejemplos ayudan
a entender la manera en la que pueden surgir datos censurados por uno y
otro lado:

Si un ratón muere o es sacrificado al tiempo c y se le encuentra un
tumor, entonces el tiempo X de aparición del tumor está censurado
por la izquierda, pues sólo se conoce que ocurre el evento pX ă cq.
Si un ratón es sacrificado al tiempo c y no se le encuentra un tumor,
entonces el tiempo X de aparición del tumor está censurado por la
derecha, pues sólo se sabe que pX ą cq.

‚

Ejemplo 1.4 Otra situación en donde puede ocurrir la censura por la iz-
quierda es la siguiente: cuando se reporta que una luminaria (lámpara pública
en una ciudad) ha fallado, su tiempo de vida X está censurado por la izquier-
da pues sólo se conoce que pX ă cq, en donde c es el tiempo de reporte de la
falla. No se conoce el valor exacto que tomó X, sólo se conoce que su valor
se encuentra a la izquierda de c. ‚

Ejemplo 1.5 Sean X1, . . . , Xn los tiempos de vida de n individuos que ini-
cian todos en t “ 0. Suponga que los individuos sólo son observados a partir
del tiempo t “ c ą 0, es decir, la ventana de observación es el intervalo
rc,8q. Al tiempo t “ c, algunos tiempos de vida pueden haber concluido sin
que conozcamos su valor exacto. Si x es uno de esos tiempos, sólo sabemos
que x ă c, es decir, el dato está censurado por la izquierda. ‚
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Notación. Una manera muy sugerente de denotar un dato x censurado
por la izquierda es a través del símbolo x´, esto sugiere que el tiempo de
vida concluye antes de x. Por ejemplo, podemos tener la colección de los
siguientes 5 datos, algunos de los cuales presentan censura por la izquierda:

23, 14´, 25, 20´, 17.

Censura por intervalo

Por diversas razones, en algunos estudios no se pueden llevar a cabo ob-
servaciones de manera continua. Los individuos bajo estudio sólo se pueden
observar en tiempos específicos, de modo que la ocurrencia de un evento só-
lo puede conocerse que sucedió entre dos tiempos de observación sucesivos.
Esta limitación produce una censura por intervalo.

Definición 1.8 Se presenta la censura por intervalo en un tiempo de
vida cuando la ocurrencia del primer evento (inicio o nacimiento), o
bien la ocurrencia del segundo evento (término o fallecimiento) sólo se
pueden registrar con la información de que han tomado un valor dentro
de un cierto intervalo de tiempo.

Los siguiente ejemplos ayudan a entender mejor la censura por intervalo.

Ejemplo 1.6 Discretizar una variable continua puede considerarse como
una censura por intervalo. Por ejemplo, en algunos estudios demográficos,
nos interesa estimar las probabilidades de fallecimiento de las personas para
cada edad en una población específica. En este caso, no es necesario conocer
el tiempo exacto de fallecimiento de los individuos, sino únicamente la edad
(intervalo de tiempo) en la que el suceso ocurre. Este ejemplo muestra nue-
vamente que la censura no necesariamente es mala, puede ser conveniente.

‚
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20 CAPÍTULO 1. TIEMPOS DE VIDA

Ejemplo 1.7 Los pacientes no hospitalizados que se encuentran bajo trata-
miento de cierta enfermedad deben valorarse en ciertos tiempos programa-
dos. Aquellos que eventualmente sanan, tienen necesariamente un tiempo de
curación censurado por intervalo pues la sanación se detecta hasta el mo-
mento de una valoración. Por lo tanto, el momento exacto de la sanación
ocurre en algún instante desconocido que se encuentra entre dos revisiones
médicas sucesivas. ‚

Censura aleatoria

Como se ha visto en los esquemas anteriores, en la definición de algunos
tipos de censura hay tiempos aleatorios involucrados. Cuando esto es así, se
dice que la censura es aleatoria.

Definición 1.9 Se dice que ocurre una censura aleatoria para un tiempo
de vida cuando el inicio o término de observación de un individuo sucede
en un momento aleatorio.

Por ejemplo, la censura por la derecha tipo II es esencialmente aleatoria, pues
el momento de la censura ocurre cuando fallece el r-ésimo individuo.

§

Con esto concluimos las definiciones de los tipos de censura que aparecen
en la Figura 1.1. Como hemos mencionado antes, existen muchas otras ma-
neras en las que se puede presentar información parcial en una colección
de observaciones. Puede también ocurrir la situación de alguna combinación
de varios tipos de censura en un mismo conjunto de datos. Los métodos
estadísticos que presentaremos en este trabajo contemplan, mayormente, la
censura por la derecha, la cual es el tipo de censura más común. Un proble-
ma central en el análisis de supervivencia es estimar la distribución de un
tiempo de vida a partir de observaciones que presentan algún tipo de censura.
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El lector interesado en consultar otras exposiciones y ejemplos sobre el con-
cepto de censura puede revisar cualquiera de los textos sobre análisis de
supervivencia que aparecen en la bibliografía. Por ejemplo, los siguientes
textos contienen por lo menos una sección separada sobre este tema: K.
Bogaerts, A. Komárek y E. Lesaffre [6], G. Broström [10], D. W. Hosmer,
S. Lemeshow y S. May [28], J. F. Lawless [36], J. Li y S. Ma [40], D. F.
Moore [44]. Particularmente, el libro de M. Cleves et al [12] contiene un
capítulo entero sobre el tema de censura y truncamiento. En el libro de D.
R. Helsel [26] se encuentra una discusión muy completa sobre la censura, así
como sobre el problema de la descripción numérica de un conjunto de datos
censurados. Incluye también una discusión sobre el problema general de la
estimación estadística a partir de datos censurados.

1.3. Truncamiento

En el caso de la censura, cada individuo contribuye, por lo menos, con cier-
ta información parcial de su tiempo de vida. En el caso del truncamiento,
aquellos individuos cuyos tiempos de vida no cumplen cierta condición pre-
establecida quedan fuera del estudio y la información de su tiempo de vida
queda desechada. Veamos la definición.

Definición 1.10 Sea X un tiempo de vida, y sean a y b dos números
reales tales que 0 ď a ă b. El truncamiento en datos de supervivencia
ocurre cuando sólo son observados y considerados para el estudio esta-
dístico aquellos individuos que tienen un tiempo de vida X con valor en
el intervalo pa, bs.

En consecuencia, las estimaciones sobre la distribución de los tiempos de vi-
da serán para las distribuciones condicionadas a la ocurrencia del evento
pa ă X ă bs. El truncamiento no debe confundirse con la censura. En am-
bos casos se presenta información parcial de los datos. Sin embargo, en la
censura la insuficiencia de la información ocurre a nivel individual, mientras
que en el truncamiento es a nivel global, pues se presenta una reducción del
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22 CAPÍTULO 1. TIEMPOS DE VIDA

conjunto completo y desconocido de observaciones al subconjunto de aque-
llas observaciones x que satisfagan la condición a ă x ď b. Dependiendo del
problema y la variable en estudio, el intervalo de truncamiento pa, bs puede
incluir, o excluir, los valores extremos.

El truncamiento no es exclusivo de los datos de supervivencia. El fenómeno
se presenta también en cualquier proceso de observación de variables cuanti-
tativas de cualquier disciplina. Tenemos los siguientes dos casos particulares.

Truncamiento por la izquierda

Se toma el intervalo de truncamiento pa, bq con a ą 0 y b “ 8. Sólo aque-
llos individuos que sobreviven un determinado tiempo pX ą aq son con-
siderados en la muestra. Esto es, si se tienen n observaciones x1, . . . , xn,
entonces necesariamente todas ellas pertenecen al intervalo pa,8q, es decir,
x1, . . . , xn P pa,8q.

Ejemplo 1.8 Se puede hacer un seguimiento hasta su fallecimiento de per-
sonas de edad avanzada que ingresan a un sistema de casas de retiro, pero
para poder ingresar a estas casas es necesario tener por lo menos 70 años
cumplidos. En consecuencia, las observaciones que se pueden efectuar están
truncadas por la izquierda pues se tiene la condición pX ě 70q, en don-
de X denota la edad de fallecimiento en años. Claramente el intervalo de
truncamiento es r70,8q. ‚

Es interesante observar que los datos del ejemplo anterior pueden presentar,
además, censura por la derecha. Esto puede ocurrir, por ejemplo, cuando un
individuo decide abandonar la casa de retiro. Cuando eso sucede, ya no es
posible continuar el seguimiento de esa persona.

Ejemplo 1.9 Este es un ejemplo que no pertenece al área de estudio de
tiempos de vida, pero ayuda a entender el concepto de truncamiento y las
razones de su origen. Suponga que se desea estimar la distribución del diá-
metro de ciertas partículas muy pequeñas y que para ello se utiliza un ins-
trumento especializado. Dado que la precisión del instrumento es necesaria-
mente finita, las partículas muy pequeñas no pueden ser registradas y sólo
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aquellas suficientemente grandes son susceptibles de ser observadas por el
instrumento. Es claro que los datos estarán truncados por la izquierda pues
las mediciones son mayores a cierta cantidad determinada por la precisión
del instrumento de observación. ‚

Truncamiento por la derecha

Se toma el intervalo de truncamiento pa, bq con a “ 0 y b ą 0 finito. Sólo
aquellos individuos cuyo tiempo de vida ha concluido antes de un tiempo
preestablecido b son considerados en la muestra. Es decir, si se tienen n
observaciones x1, . . . , xn, entonces necesariamente todas ellas pertenecen al
intervalo p0, bq.

Ejemplo 1.10 El cáncer infantil se refiere a cualquier tipo de cáncer que se
detecta en las personas dentro de sus primeros 15 años de vida. Supongamos
que el tiempo de vida X se define como la edad a la que se detecta el cáncer
infantil. Esta definición provoca necesariamente que la variable X esté trun-
cada por la derecha: sólo aquellas personas con cáncer detectado dentro del
rango de edad en años p0, 16q son observados y forman parte del estudio. ‚

Ejemplo 1.11 Este es otro ejemplo que no pertenece al área de estudio de
los tiempos de vida, pero ayuda a entender el concepto de truncamiento y
lo que puede originarlo. Suponga que se desea estimar la distribución de
la distancia entre la tierra y las distintas estrellas. Aquellas estrellas que
se encuentran muy alejadas de nosotros no pueden ser detectadas por los
instrumentos astronómicos actuales y, por lo tanto, no se puede tener regis-
tro de ellas. En consecuencia, los datos recolectados estarán necesariamente
truncados por la derecha. Toda observación x pertenece a un intervalo de la
forma p0, bq, para algún valor b ą 0 fijo, determinado por el alcance máximo
del instrumento de medición utilizado. ‚

En la siguiente sección revisaremos algunas fórmulas sobre el truncamiento
en variables aleatorias en general, es decir, no necesariamente para tiempos
de vida.
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1.4. Distribuciones truncadas

Se obtiene una distribución truncada cuando a una variable aleatoria X se le
condiciona a tomar valores de manera restringida a un intervalo de la forma
pa, bs, en donde a ă b, y suponiendo que P pa ă X ď bq ą 0. Este concepto
se puede definir para cualquier variable aleatoria.

Para tiempos de vida, esta situación ocurre cuando las observaciones inician
después de transcurridas a unidades de tiempo y concluyen hasta un tiempo
máximo b. De esta manera, no hay observaciones fuera del intervalo pa, bs.
Así, a la función de distribución de X condicionada al evento pa ă X ď bq
y denotada por F px | a ă X ď bq se le llama distribución truncada. Aquí
tenemos la definición para cualquier variable aleatoria, discreta o continua,
y que no necesariamente es un tiempo de vida.

Definición 1.11 Sea X una variable aleatoria con función de distribu-
ción F pxq. Sean a ă b dos constantes. A la distribución de X condicio-
nada al evento:

a) pa ă X ď bq se le llama distribución doblemente truncada.

b) pX ą aq se le llama distribución truncada por la izquierda.

c) pX ď bq se le llama distribución truncada por la derecha.

A la distribución doblemente truncada F px | a ă X ď bq también se le
llama bilateralmente truncada, y para que la distribución condicional
esté bien definida debe ocurrir que P pa ă X ď bq ą 0.

A la distribución truncada por la izquierda F px |X ą aq también se le
llama truncada por abajo, y se debe cumplir que P pX ą aq ą 0.

Finalmente, a la distribución truncada por la derecha F px |X ď bq
también se le llama truncada por arriba, y se debe cumplir que P pX ď
bq ą 0.
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Se puede comprobar que las tres distribuciones condicionales: F px | a ă X ď
bq, F px |X ą aq y F px |X ď bq son, efectivamente, funciones de distribución.
A continuación veremos algunas fórmulas generales sobre las distribuciones
truncadas. Estos resultados son válidos tanto en el caso continuo como en el
caso discreto.

Proposición 1.1 Sea X una variable aleatoria discreta o continua, con
función de distribución F pxq, y con función de probabilidad o de densidad
fpxq. Sean a ă b dos constantes tales que P pa ă X ď bq ą 0. Entonces

1. F px | a ă X ď bq “

$
’’’&
’’’%

0 si x ď a,

F pxq ´ F paq
F pbq ´ F paq si a ă x ď b,

1 si x ą b.

2. fpx | a ă X ď bq “
$
&
%

fpxq
F pbq ´ F paq si a ă x ď b,

0 en otro caso.

Demostración.

1. Son evidentes los casos F px | a ă X ď bq “ 0 para x ď a y F px | a ă
X ď bq “ 1 para x ą b. En el caso a ă x ď b, tenemos que

F px | a ă X ď bq “ P pX ď x, a ă X ď bq
P pa ă X ď bq

“ P pa ă X ď xq
P pa ă X ď bq

“ F pxq ´ F paq
F pbq ´ F paq .

2. En el caso absolutamente continuo y suponiendo que fpxq es la función
de densidad de X, derivando la fórmula anterior se encuentra la función
de densidad truncada. En el caso discreto, si x es un posible valor de
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X que se encuentra en el intervalo pa, bs, entonces

fpx | a ă X ď bq “ P pX “ x | a ă X ď bq
“ P pX “ x, a ă X ď bq

P pa ă X ď bq
“ P pX “ xq

P pa ă X ď bq
“ fpxq

F pbq ´ F paq .

‚

A partir de las fórmulas de la proposición anterior y tomando b Ñ 8 se
pueden encontrar expresiones para F px |X ą aq y fpx |X ą aq. Si ahora b
es fijo y se hace a Ñ ´8, entonces se encuentran expresiones reducidas para
F px |X ď bq y fpx |X ď bq. Estas fórmulas se muestran explícitamente en
la sección de ejercicios.

Momentos de las distribuciones truncadas

El n-ésimo momento de una variable aleatoria continua X con distribución
truncada al intervalo pa, bs siempre existe (por ser una variable aleatoria
acotada) y es

EpXn | a ă X ď bq “
ż b

a
xn fpx | a ă X ď bq dx.

Se debe suponer aquí que P pa ă X ď bq ą 0. Las expresiones para
EpXn |X ą aq y EpXn |X ď bq son análogas, aunque encontrar estas inte-
grales puede no ser una tarea fácil.

En particular, si X es un tiempo de vida y x ą 0 es un valor dado, entonces
cuando a la esperanza condicional EpX |X ą xq se le resta el valor x se
obtiene la esperanza del tiempo de vida restante a la edad x. En estudios
actuariales, a este tiempo promedio se le denota por el símbolo e̋x y se puede
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calcular de la siguiente forma

e̋x :“ EpX |X ą xq ´ x

“ EpX ´ x |X ą xq
“

ż 8

x
pu ´ xq fpu |X ą xq du

“
ż 8

0
v fpv ` x |X ą xq dv.

Más adelante retomaremos este tiempo promedio de vida restante, o también
llamado residual, a edad x. Por otro lado, la varianza de este nuevo tiempo
de vida es

VarpX ´ x |X ą xq “ VarpX |X ą xq
“ EpX2 |X ą xq ´ E2pX |X ą xq.

§

Hemos indicado que el truncamiento de una variable aleatoria o de su dis-
tribución se define a través de una distribución condicional. Este tema per-
tenece a la teoría de la probabilidad y para mayor información se puede
consultar, por ejemplo, el texto de S. Guo [24].

Reiteramos que uno de los problemas centrales en el análisis de supervivencia
consiste en estimar la distribución de probabilidad de un tiempo de vida a
partir de datos censurados. Antes de tratar este problema, en el siguiente
capítulo revisaremos algunas funciones equivalentes a través de las cuales se
puede caracterizar la distribución de una variable aleatoria.

1.5. Ejercicios

Tiempos de vida

1. Proponga 3 ejemplos de tiempos de vida indicando con claridad: el
individuo (no necesariamente una persona), el nacimiento (evento ini-
cial) y el fallecimiento (evento final). Los ejemplos deben ser distintos
de los que aparecen en la Tabla 1.1.
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28 CAPÍTULO 1. TIEMPOS DE VIDA

2. Lámpara.
Suponga que una lámpara tiene un tiempo de vida útil X con distri-
bución exppλq, es decir, su función de densidad es

fpxq “
#

λ e´λx si x ą 0,

0 en otro caso.

Suponga que el tiempo es medido en horas y que λ “ 0.00006667.
Encuentre:

a) El tiempo promedio de vida útil de la lámpara.

b) La probabilidad de que el tiempo de vida tome un valor entre
14, 000 hrs. y 16, 000 hrs.

c) La probabilidad de que el tiempo de vida útil exceda el valor
15, 000 hrs.

3. Tiempo de vida uniforme.
Sea X un tiempo de vida con distribución unifp0, aq, en donde a ą 0
es una constante.

a) Encuentre y grafique fpxq.
b) Encuentre y grafique F pxq.
c) Encuentre EpXq y VarpXq.

4. Matrimonio.
Sean H y M los tiempos de vida individuales de un hombre y una
mujer, medido en años, a partir del momento en que se unen en ma-
trimonio. Suponga que H y M son independientes con distribución
expphq y exppmq, respectivamente. Encuentre la probabilidad de que:

a) El hombre quede viudo.

b) La mujer quede viuda.

c) Los dos tiempos de vida concluyan a una distancia, uno del otro,
de a lo sumo 1 año.
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Censura por la derecha

5. Sea X un tiempo de vida y sea C ą 0 otra variable aleatoria que
representa un tiempo de censura aleatorio por la derecha. Suponga
que ambas variables aleatorias tienen distribución exppλq y que son
independientes. Defina

δ “ 1pXďCq “
#

1 si X ď C (No censura),

0 si X ą C (Censura por la derecha).

Calcule:

a) P pδ “ 1q.
b) P pδ “ 0q.

Censura por la derecha tipo I

6. Tiempo de vida exponencial.
Sea X un tiempo de vida con distribución exppλq y sea c ą 0 una
constante que representa un tiempo de censura por la derecha. Sea
δ “ 1pXďcq la variable que indica si se observa el valor de X o se
censura. Calcule:

a) P pδ “ 1q.
b) P pδ “ 0q.

7. Tiempo de vida uniforme.
Sea X un tiempo de vida con distribución unifp0, aq, en donde a ą 0 es
una constante. Sea c otra constante tal que 0 ă c ă a y que representa
un tiempo de censura por la derecha. Sea δ “ 1pXďcq la variable que
indica si se observa el valor de X o se censura. Calcule:

a) P pδ “ 1q.
b) P pδ “ 0q.

8. Tiempo de vida exponencial.
Sea X un tiempo de vida con distribución exppλq.

a) Sean 0 ă a ă b dos constantes. Encuentre la probabilidad de que
el tiempo de vida tome un valor entre a y b.
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b) Sea c ą 0 una constante que corresponde a un tiempo de censura
por la derecha. Calcule la probabilidad de que el tiempo de vida
sea censurado.

9. Tiempo de vida geométrico.
Sea X un tiempo de vida discreto con función de probabilidad

fpxq “ pp1 ´ pqx´1, x “ 1, 2, . . .

en donde 0 ă p ă 1 es un parámetro.

a) Sean 0 ď n ď m dos enteros. Encuentre la probabilidad de que el
tiempo de vida tome un valor entre n y m, inclusive.

b) Sea c ě 0 un entero que corresponde a un tiempo de censura por
la derecha. Calcule la probabilidad de que el tiempo de vida sea
censurado.

10. Distribución del número de observaciones censuradas.
Sean X1, . . . , Xn tiempos de vida independientes y con idéntica función
de distribución continua F pxq y con soporte el intervalo p0,8q. Sea c ą
0 una constante que representa un tiempo de censura por la derecha
para todos los tiempos de vida. Encuentre:

a) La distribución del número de observaciones censuradas.

b) El número esperado de observaciones censuradas.

c) La distribución del número de observaciones no censuradas.

d) El número esperado de observaciones no censuradas.

Censura por la derecha tipo II

11. Considere el esquema de censura por la derecha tipo II junto con la
notación e hipótesis usuales.

a) Escriba la expresión para la función de densidad de la r-ésima
estadística de orden de una muestra aleatoria de tamaño n de
una distribución continua, 1 ď r ď n.

b) Escriba la expresión para calcular la esperanza de la r-ésima es-
tadística de orden.
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c) Calcule la esperanza del inciso anterior en el caso de la distribu-
ción unifp0, 1q. Este es el tiempo promedio en el que concluye el
periodo de observación en un esquema de censura tipo II para los
tiempos de vida indicados. Utilice la función beta para calcular
esta esperanza.

d) ¿Qué sucede con la esperanza del inciso anterior cuando n Ñ 8?

Censura por la izquierda

12. Tiempo de vida exponencial.
Sea X un tiempo de vida con distribución exppλq pero que es observado
sólo cuando toma un valor en el intervalo rc,8q, para alguna constante
c ą 0. Si X no toma un valor en el intervalo indicado, entonces es
censurado por la izquierda con el valor c. Calcule la probabilidad de
que el tiempo sea censurado por la izquierda.

13. Distribución del número de observaciones censuradas.
Sean X1, . . . , Xn tiempos de vida independientes y con idéntica fun-
ción de distribución continua F pxq y con soporte el intervalo p0,8q.
Suponga que los tiempos sólo son observados cuando toman un va-
lor en el intervalo rc,8q, para alguna constante c ą 0. Los tiempos
de vida que toman un valor fuera de esta ventana de observación son
censurados por la izquierda por el valor c. Encuentre:

a) La distribución del número de observaciones censuradas.

b) El número esperado de observaciones censuradas.

c) La distribución del número de observaciones no censuradas.

d) El número esperado de observaciones no censuradas.

Truncamiento

14. Truncamientos unilaterales.
Sea X una variable aleatoria discreta o continua, con función de distri-
bución F pxq, y con función de probabilidad o de densidad fpxq. Sean
a y b dos constantes. Demuestre que:
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a) F px |X ą aq “
$
&
%

0 si x ď a,

F pxq ´ F paq
1 ´ F paq si x ą a.

b) fpx |X ą aq “
$
&
%

fpxq
1 ´ F paq si a ă x ď b,

0 en otro caso.

c) F px |X ď bq “
$
&
%

F pxq
F pbq si x ď b,

1 si x ą b.

d) fpx |X ď bq “
$
&
%

fpxq
F pbq si x ď b,

0 si x ą b.

Nota: Observe que, en estas fórmulas generales, X no necesariamente
es un tiempo de vida y se debe cumplir que P pX ą aq “ 1´F paq ą 0
ó P pX ď bq “ F pbq ą 0, según sea el caso, cuando estas expresiones
aparecen como el denominador de un cociente.

15. Distribución uniforme.
Sea X una variable aleatoria con distribución unifpA,Bq, en donde
A ă B. Sean a y b dos constantes tales que A ď a ă b ă B.

a) Encuentre F px | a ă X ď bq.
b) Encuentre fpx | a ă X ď bq.
c) Grafique en el mismo plano F pxq y F px | a ă X ď bq.
d) Grafique en el mismo plano fpxq y fpx | a ă X ď bq.
e) Encuentre EpXq y EpX | a ă X ď bq.

16. Distribución uniforme.
Sea X una variable aleatoria con distribución unifp0, aq, en donde a ą 0
es un parámetro. Sea c una constante tal que 0 ă c ă a.

a) Encuentre fpx |X ă cq.
b) Encuentre F px |X ă cq.
c) Grafique en el mismo plano fpxq y fpx |X ă cq.
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d) Grafique en el mismo plano F pxq y F px |X ă cq.
e) Encuentre EpXq y EpX |X ă cq.

17. Distribución uniforme.
Sea X una variable aleatoria con distribución unifp0, aq, en donde a ą 0
es un parámetro. Sea c una constante tal que 0 ă c ă a.

a) Encuentre fpx |X ą cq.
b) Encuentre F px |X ą cq.
c) Grafique en el mismo plano fpxq y fpx |X ą cq.
d) Grafique en el mismo plano F pxq y F px |X ą cq.
e) Encuentre EpXq y EpX |X ą cq.

18. Distribución exponencial.
Sea X una variable aleatoria con distribución exppλq. Sean a y b dos
constantes tales que 0 ď a ă b ď 8.

a) Demuestre que

F px | a ă X ď bq “

$
’’’&
’’’%

0 si x ď a,

1 ´ e´λpx´aq

1 ´ e´λpb´aq si a ă x ď b,

1 si x ą b.

b) Grafique en el mismo plano F pxq y F px | a ă X ď bq.
c) Demuestre que

fpx | a ă X ď bq “
$
&
%

λ e´λpx´aq

1 ´ e´λpb´aq si a ă x ă b,

0 en otro caso.

d) Grafique en el mismo plano fpxq y fpx | a ă X ď bq.
e) Demuestre que

EpX | a ă X ď bq “ pa ` 1{λqe´λa ´ pb ` 1{λqe´λb

e´λa ´ e´λb
.
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f ) Demuestre que ĺım
aÑ0

ĺım
bÑ8EpX | a ă X ď bq “ 1{λ.

Todas las fórmulas anteriores se reducen a expresiones más sencillas
para el caso de truncamiento por abajo (b “ 8), y para el truncamiento
por arriba (a “ 0).

19. Distribución uniforme discreta.
Sea X una variable aleatoria discreta con distribución unif t1, . . . , Nu.
Sean n y m dos números enteros tales que 1 ď n ď m ď N . Encuentre
las funciones:

a) fpx |n ď X ď mq.
b) F px |n ď X ď mq.

20. Distribución geométrica.
Sea X una variable aleatoria discreta con función de probabilidad

fpxq “ pp1 ´ pqx´1, x “ 1, 2, . . .

en donde 0 ă p ă 1 es un parámetro. Sean 1 ď n ď m dos enteros.
Encuentre las funciones:

a) fpx |n ď X ď mq.
b) F px |n ď X ď mq.

21. Distribución normal.
Suponga que un tiempo de vida X se puede modelar mediante la dis-
tribución Npµ, σ2q truncada al intervalo pa,8q, con a ě 0 constante.

a) Encuentre fpx |X ą aq.
b) Grafique en el mismo plano fpxq y fpx |X ą aq
c) Encuentre EpX |X ą aq.
d) Encuentre VarpX |X ą aq.
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Capítulo 2

Funciones básicas

En este capítulo estudiaremos algunas funciones asociadas a una variable
aleatoria X, discreta o continua, que puede representar un tiempo de vida
en el caso cuando es positiva. La distribución de esta variable aleatoria se
puede caracterizar, de manera equivalente, a través de cualquiera de las
siguientes funciones:

Función de distribución
Se define como F pxq :“ P pX ď xq, para ´8 ă x ă 8. De manera
equivalente, tenemos la función de probabilidad o de densidad deno-
tada por fpxq. En general, estas son las funciones más comunes para
caracterizar la distribución de una variable aleatoria cualquiera, no
necesariamente aquellas que representan un tiempo de vida.

Función de supervivencia
Se define como Spxq :“ P pX ą xq, para ´8 ă x ă 8. En el caso de
tiempos de vida, esta función indica la probabilidad de que el tiempo
de vida X exceda (o que el individuo sobreviva) al tiempo x ě 0. Es
claro que se cumple la identidad Spxq “ 1 ´ F pxq.
Función de riesgo
Se define como λpxq :“ fpxq{Spxq en el caso continuo, para valores de
x tales que Spxq ą 0. En el caso de tiempos de vida, esta función está
relacionada con la probabilidad condicional de que un individuo que
ha alcanzado la edad x fallezca en el siguiente instante de tiempo.

35
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36 CAPÍTULO 2. FUNCIONES BÁSICAS

Función tiempo promedio de vida residual
Se define como Rpxq :“ EpX ´ x |X ą xq, para ´8 ă x ă 8, bajo
la hipótesis de que esta esperanza sea finita. En el caso de tiempos de
vida, esta función es el tiempo de vida promedio que le resta por vivir
a un individuo de edad x ě 0.

A continuación estudiaremos estas funciones con mayor detalle y demostra-
remos que son equivalentes. Según convenga, se utiliza cualquiera de ellas
en el estudio de los tiempos de vida. La ventaja radica en que es suficiente
estimar cualquiera de estas funciones para que la distribución del tiempo de
vida quede especificada. Por otro lado, para ilustrar la forma de encontrar
estas funciones, supondremos que los tiempos de vida tienen distribuciones
de probabilidad conocidas, aunque, como hemos indicado antes, ese no es el
caso en la mayoría de las situaciones prácticas.

Sea X ą 0 una variable aleatoria, discreta o continua, que modela un tiem-
po de vida. En general, la distribución de X es desconocida y nos interesa
estimarla a la luz de una serie de observaciones, posiblemente censuradas.
Supondremos que se cuenta con una unidad de medida del tiempo. Esta
unidad puede ser un minuto, una hora, un día, una semana, un mes, un año,
etc. Si los tiempos de vida se pueden medir de manera continua, entonces el
conjunto de valores de estas variables aleatorias, en general, es el intervalo
p0,8q. Por otro lado, si el tiempo se mide de manera discreta, entonces los
valores son 1, 2, . . .

2.1. Función de distribución

En la teoría general de la probabilidad y la estadística, la función de dis-
tribución es la forma más usual para caracterizar a la distribución de una
variable aleatoria X. Recordemos que esta importante función se define para
cualquier número real x de la siguiente forma

F pxq “ P pX ď xq, ´8 ă x ă 8.

Recordemos también que esta función satisface las siguientes propiedades:

1. ĺım
xÑ8F pxq “ 1.
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2. ĺım
xÑ´8F pxq “ 0.

3. Si x1 ď x2 entonces F px1q ď F px2q.
4. F pxq es continua por la derecha, es decir, F px`q “ F pxq.

La expresión F px`q denota el límite por la derecha de la función F en el
punto x, es decir, se define

F px`q :“ ĺım
ǫŒ0

F px ` ǫq.

La última propiedad enunciada para la función de distribución establece
que la continuidad por la derecha de la función F pxq se cumple siempre pa-
ra cualquier punto x, pues F px`q coincide con F pxq. En este contexto, la
expresión “x`” denota un límite o aproximación por la derecha y no un dato
censurado por la derecha.

De manera análoga, se define el límite por la izquierda de la función F en el
punto x como

F px´q :“ ĺım
ǫŒ0

F px ´ ǫq.

En general, para una función de distribución cualquiera, no se cumple que
F px´q “ F pxq para todo valor x, es decir, no se cumple la continuidad por
la izquierda en todo punto x. La expresión ‘x´” usada aquí denota un límite
o aproximación por la izquierda y no un dato censurado por la izquierda.

Caso continuo
Cuando una variable aleatoria X es absolutamente continua, su función
de distribución se puede escribir como

F pxq “
ż x

´8
fpuq du, ´8 ă x ă 8,

en donde a la función fpxq ě 0 se le llama función de densidad. La
función fpxq es otra representación equivalente de la distribución de X.
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Caso discreto
Cuando X es discreta con valores x1, x2, . . ., se define la función de
probabilidad como

fpxq :“
#

P pX “ xiq si x “ x1, x2, . . .

0 en otro caso,

y la función de distribución se puede expresar como

F pxq “
ÿ

xiďx

fpxiq, ´8 ă x ă 8.

Los conceptos anteriores se aplican igualmente al caso particular de nuestro
interés, es decir, cuando la variable aleatoria X es positiva y representa un
tiempo de vida. El lector puede encontrar una exposición de la función de
distribución y sus propiedades en el texto de A. Gut [25].

2.2. Función de supervivencia

Sea X una variable aleatoria positiva que modela un tiempo de vida y sea
F pxq “ P pX ď xq su función de distribución. A la función definida como
la probabilidad complementaria a F pxq se le llama función de supervivencia.

Definición 2.1 La función de supervivencia de un tiempo de vida X es

Spxq :“ P pX ą xq “ 1 ´ F pxq, ´8 ă x ă 8.

Es decir, la función de supervivencia es, simplemente, la cola de la distri-
bución del tiempo de vida. Para cada x ą 0, esta función proporciona la
probabilidad de que la muerte o falla se presente después del valor x. Equiva-
lentemente, es la probabilidad que el individuo sobreviva a la edad o tiempo
x. De esta última interpretación surge el nombre de función de superviven-
cia. A la gráfica de la función Spxq se le llama curva de supervivencia.
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Es evidente que existe una equivalencia entre la función de distribución y
la función de supervivencia. De una se puede obtener fácilmente la otra.
En consecuencia, la función Spxq también caracteriza de manera única a
la distribución de la variable aleatoria. Las propiedades que satisface una
función de supervivencia son análogas a las de una función de distribución
y se enuncian a continuación. Su demostración se deja como ejercicio para
el lector y para desarrollar los detalles se pueden utilizar las propiedades
básicas de F pxq, las cuales fueron recordadas en la página 36.

Proposición 2.1 Toda función de supervivencia Spxq satisface las si-
guientes propiedades:

1. Sp0q “ 1.

2. ĺım
xÑ8Spxq “ 0.

3. Si x1 ď x2 entonces Spx1q ě Spx2q.
4. Spxq es continua por la derecha, es decir, Spx`q “ Spxq.

En palabras, toda función de supervivencia inicia en el valor 1 al tiempo ini-
cial x “ 0, y paulatinamente va decreciendo hacia el valor 0. La continuidad
por la derecha se hereda de la misma propiedad para la función de distribu-
ción. Recordemos que, en este contexto, la expresión “x`” denota un límite
o aproximación por la derecha y no un dato censurado por la derecha. Sin
tener un tiempo de vida X de por medio, se puede definir una función de
supervivencia a partir de las cuatro propiedades anteriores. Esto se establece
a continuación.

Definición 2.2 Una función Spxq : R Ñ r0, 1s es de supervivencia si
cumple las propiedades (1), (2), (3) y (4) de la Proposición 2.1.

El siguiente enunciado muestra la relación entre la función de supervivencia
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Spxq y la función de densidad fpxq en el caso continuo, o de probabilidad
en el caso discreto.

Proposición 2.2 Sea X una variable aleatoria que modela un tiempo de
vida y sea fpxq su función de densidad o de probabilidad. Sea Spxq su función
de supervivencia.

1. Si X es continua, entonces

fpxq “ ´ d

dx
Spxq, 0 ă x ă 8,

Spxq “
ż 8

x
fpuq du, 0 ă x ă 8.

2. Si X es discreta, entonces

fpxq “ Spx´q ´ Spxq, 0 ă x ă 8,

Spxq “
ÿ

uąx

fpuq, 0 ă x ă 8.

Demostración. Los resultados se obtienen de manera inmediata al subs-
tituir Spxq por 1 ´ F pxq. ‚

Ejemplo 2.1 (Tiempo de vida exponencial)
Supongamos que X es un tiempo de vida continuo con distribución exppλq.
Es inmediato comprobar que

Spxq “ e´λx, 0 ă x ă 8.

La gráfica de esta función se muestra en la Figura 2.1. Se aprecia el com-
portamiento decreciente, para x ě 0, que debe presentar toda función de
supervivencia. Conforme x crece, la probabilidad de sobrevivir a la edad x
decrece. ‚
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Spxq

x

1

Figura 2.1: Función de supervivencia exponencial.

Ejemplo 2.2 (Tiempo de vida geométrico)
Como un ejemplo de un tiempo de vida discreto, suponga que X tiene la
siguiente distribución geométrica de parámetro p, con 0 ă p ă 1,

fpxq “
#

pp1 ´ pqx´1 si x “ 1, 2, . . .

0 en otro caso.

Se puede comprobar que

Spxq “ p1 ´ pqx, x “ 1, 2, . . .

Por simplicidad en la escritura, se ha especificado la función Spxq únicamen-
te en los puntos de discontinuidad; en realidad está definida para x P p0,8q.
La gráfica de esta función se muestra en la Figura 2.2. Se observa el com-
portamiento decreciente en forma de escalera y se enfatiza la continuidad
por la derecha de Spxq. Observe también que la función Spxq no es continua
por la izquierda en los puntos de discontinuidad. ‚

Dado que estamos considerando que los tiempos de vida son positivos, en lo
sucesivo especificaremos a las funciones de supervivencia Spxq únicamente
para valores x ą 0. Pueden proporcionarse más ejemplos de modelos para-
métricos para tiempos de vida (variables aleatorias positivas), sin embargo,
para algunos de ellos la expresión para Spxq podría no ser sencilla de escri-
bir. En la Sección 3.1 titulada “Distribuciones paramétricas”, que aparece en
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0 1 2 3 4
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Spxq

x
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¨ ¨ ¨

Figura 2.2: Función de supervivencia geométrica.

la página 99, se hace una revisión de las características de algunos de estos
modelos paramétricos. En la Tabla 2.1 se muestra la expresión de la función
de supervivencia de estos modelos.

Tiempo de vida Función de supervivencia

unifpa, bq Spxq “ pb ´ xq{pb ´ aq, a ă x ă b

exppλq Spxq “ exp p´λxq, x ą 0

Gompertzpb, cq Spxq “ exp p bcp1 ´ ecxqq, x ą 0

Makehampa, b, cq Spxq “ exp p bcp1 ´ ecxq ´ axq, x ą 0

Weibullpα, λq Spxq “ exp p´λxαq, x ą 0

gamapγ, λq Spxq “ 1
Γpγq

ş8
λx u

γ´1e´u du, x ą 0

lognormalpµ, σ2q Spxq “ 1 ´ Φpplog x ´ µq{σq, x ą 0

Paretopα, γq Spxq “ pγ{xqα, x ě γ

Tabla 2.1: Funciones de supervivencia de algunas distribuciones.
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Función de supervivencia truncada

Veremos ahora la forma en la que cambia una función de supervivencia bajo
truncamiento.

Proposición 2.3 Sea X un tiempo de vida con función de supervivencia
Spxq. Sean 0 ď a ă b dos constantes tales que P pa ă X ď bq ą 0. La
función de supervivencia truncada al intervalo pa, bs es

Spx | a ă X ď bq “

$
’’’&
’’’%

1 si x ď a,

Spxq ´ Spbq
Spaq ´ Spbq si a ă x ď b,

0 si x ą b.

Demostración. Puede comprobarse sin dificultad que, para x ď a y x ą b,
los valores de esta función son 1 y 0, respectivamente. Por otro lado, para
x P pa, bs,

Spx | a ă X ď bq “ P pX ą x | a ă X ď bq
“ P px ă X ď bq

P pa ă X ď bq
“ F pbq ´ F pxq

F pbq ´ F paq
“ Spxq ´ Spbq

Spaq ´ Spbq .

‚

Tomando a “ 0 se puede encontrar una expresión reducida para Spx |X ď
bq. Por otro lado, para a ě 0 fijo, haciendo b Ñ 8 se puede encontrar tam-
bién una expresión más sencilla para Spx |X ą aq.

Puede comprobarse que las funciones truncadas Spx | a ă X ď bq, Spx |X ď
bq y Spx |X ą aq son, efectivamente, funciones de supervivencia, es decir,
satisfacen las cuatro propiedades que aparecen en la Definición 2.2 .
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Fórmula del producto

En esta sección vamos a considerar algunas probabilidades condicionales de
supervivencia. En particular, encontraremos una fórmula que resultará útil
en la estimación de la función de supervivencia y que lleva el nombre de fór-
mula del producto. Empezaremos con tres resultados fáciles de comprobar.

Proposición 2.4 Sea X un tiempo de vida con función de supervivencia
Spxq. Sea x ě 0 un tiempo o edad tal que Spxq ą 0. Entonces, para cualquier
t ą 0,

1. P px ă X ď x ` tq “ Spxq ´ Spx ` tq.

2. P px ă X ď x ` t |X ą xq “ Spxq ´ Spx ` tq
Spxq .

3. P pX ą x ` t |X ą xq “ Spx ` tq
Spxq .

Demostración.

1. P px ă X ď x ` tq “ P pX ď x ` tq ´ P pX ď xq
“ F px ` tq ´ F pxq
“ r1 ´ Spx ` tqs ´ r1 ´ Spxqs
“ Spxq ´ Spx ` tq.

2. P px ă X ď x ` t |X ą xq “ P px ă X ď x ` tq
P pX ą xq

“ F px ` tq ´ F pxq
1 ´ F pxq

“ Spxq ´ Spx ` tq
Spxq .
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3. P pX ą x ` t |X ą xq “ P pX ą x ` tq
P pX ą xq

“ Spx ` tq
Spxq .

‚

La primera fórmula corresponde a la probabilidad de que un tiempo de vida
concluya en el intervalo px, x`ts en términos de la función de supervivencia.
La segunda fórmula es la probabilidad del mismo evento que aparece en la
fórmula anterior pero condicionada al evento pX ą xq, es decir, cuando el
individuo ha sobrevivido al tiempo o edad x, suponiendo que la probabilidad
de este último evento es estrictamente positiva. Puede comprobarse que esta
probabilidad condicional es mayor o igual a la probabilidad de la primera
fórmula, es decir,

P px ă X ď x ` t |X ą xq ě P px ă X ď x ` tq.

La tercera fórmula corresponde a la probabilidad de que un individuo que
ha alcanzado la edad x, sobreviva t unidades de tiempo adicionales. Observe
que los eventos de las últimas dos probabilidades son complementarios, es
decir, la suma de las probabilidades condicionales es 1.

A partir de lo anterior, tenemos la siguiente descomposición que es de utili-
dad para estimar la función de supervivencia.

Proposición 2.5 (Fórmula del producto) Sea X un tiempo de vida
con función de supervivencia Spxq. Sean 0 “ x0 ă x1 ă x2 ă ¨ ¨ ¨ ă xn
tiempos dados tales que Spxn´1q ą 0. Entonces

Spxnq “
n´1ź

k“0

”
1 ´ P pxk ă X ď xk`1 |X ą xkq

ı
. (2.1)

Demostración. Se inicia escribiendo a Spxnq como un producto en donde
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se verifican varias cancelaciones de términos.

Spxnq “
n´1ź

k“0

Spxk`1q
Spxkq

“
n´1ź

k“0

P pX ą xk`1 |X ą xkq (2.2)

“
n´1ź

k“0

”
1 ´ P pX ď xk`1 |X ą xkq

ı

“
n´1ź

k“0

”
1 ´ P pxk ă X ď xk`1 |X ą xkq

ı
.

‚

Este resultado tiene una interpretación sencilla: la probabilidad de supervi-
vencia al tiempo xn es igual al producto de las probabilidades condicionales
de que no se presente falla o muerte en ninguno de los intervalos previos,
dado que se ha llegado con vida al inicio de cada intervalo. Tal vez esto
pueda entenderse mejor a partir de la expresión (2.2).

En el Capítulo 4 “Modelos no paramétricos”, veremos que se pueden propo-
ner estimaciones para las probabilidades condicionales que aparecen como
factores en la fórmula del producto (2.1) y, por lo tanto, se puede generar
una estimación para el valor de la función de supervivencia en el tiempo xn.

Para finalizar, observemos que todos los resultados que aparecen en esta
sección se cumplen sin importar si el tiempo de vida es discreto o continuo.

2.3. Función de riesgo

Esta es otra función que se le asocia a cada tiempo de vida. Es equivalente a
la función de supervivencia y resulta también conveniente para la modelación
y análisis de los tiempos de vida. Separaremos nuestra exposición en el caso
continuo y discreto.
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Función de riesgo continua

Definición 2.3 Sea X un tiempo de vida continuo con función de den-
sidad fpxq y función de supervivencia Spxq. La función de riesgo es

λpxq :“ fpxq
Spxq , para x ą 0 tal que Spxq ą 0.

Esta función representa la intensidad o propensión para concluir el tiempo
de vida en un instante inmediatamente después de x cuando el fallecimiento
o falla no ha ocurrido hasta ese momento x. Esta interpretación se obtiene
del siguiente argumento: La probabilidad de que el tiempo de vida X tome
un valor en el intervalo infinitesimal px, x ` ∆xq, dado que al tiempo x no
se ha presentado la falla o muerte, es

P pX P px, x ` ∆xq |X ą xq “ P pX P px, x ` ∆xqq
P pX ą xq

« fpxq∆x

Spxq
“ λpxq∆x.

En el límite cuando la longitud del intervalo infinitesimal ∆x se hace cero,
la probabilidad condicional considerada es la función de riesgo.

La función de riesgo λpxq recibe diferentes nombres en las distintas áreas de
aplicación. Por ejemplo, se le llama fuerza de mortalidad (force of mortality)
en demografía, se conoce también como tasa de falla condicional (conditional
failure rate) en teoría de la confiabilidad, también se le llama tasa de riesgo
(hazard rate) en teoría del riesgo, y también tasa de intensidad (intensity
rate) en la teoría de los procesos estocásticos. La notación también puede
cambiar de una disciplina a otra, por ejemplo, se le puede escribir como la
función hpxq.
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Ejemplo 2.3 (Tiempo de vida exponencial)
Sea X un tiempo de vida con distribución exppλq. Entonces X tiene función
de riesgo constante pues, para cualquier x ą 0,

λpxq “ fpxq
Spxq “ λ e´λx

e´λx
“ λ.

Es decir, a cualquier edad alcanzada x, la propensión o intensidad a morirse
es constante igual a λ. En otras palabras, para tiempos de vida exponencia-
les, la vejez no incrementa la mortalidad. Esta es otra manera de expresar la
propiedad de pérdida de memoria de la distribución exponencial. Puede com-
probarse que esta distribución es la única distribución continua con soporte
p0,8q y con función de riesgo constante. Véase el Ejercicio 56. ‚

Ejemplo 2.4 (Tiempo de vida uniforme)
Sea X un tiempo de vida con distribución unifpa, bq, con 0 ă a ă b cons-
tantes. Entonces fpxq “ 1{pb ´ aq para a ă x ă b, y puede comprobarse que
Spxq “ pb ´ xq{pb ´ aq en el mismo intervalo. Por lo tanto,

λpxq “ fpxq
Spxq “ 1

b ´ x
, para a ă x ă b.

La gráfica de esta función se muestra en la Figura 2.3. Observe que una per-
sona de edad cercana al valor b tiene una propensión a morirse casi infinita
pues nadie puede llegar a tener edad b. ‚

λpxq

x

1

b ´ a

a b

Figura 2.3: Función de riesgo de un tiempo de vida unifpa, bq.
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Como puede observarse en los ejemplos anteriores, la gráfica de la función
de riesgo λpxq permite tener una idea cualitativa de las edades o tiempos de
mayor y menor mortalidad.

En el caso continuo, la función de riesgo y la función de supervivencia están
relacionadas como indican las expresiones siguientes, en donde la función
log x denota logaritmo natural.

Proposición 2.6 Sea X un tiempo de vida continuo con función de
supervivencia Spxq y función de riesgo λpxq. Para valores x tal que
Spxq ą 0 se cumple:

1. λpxq “ ´ d

dx
log Spxq “ ´S1pxq

Spxq .

2. Spxq “ exp p´
ż x

0
λpuq duq.

Estas igualdades son fáciles de comprobar y se deja hacer los detalles como
ejercicio. Establecen la equivalencia entre Spxq y λpxq. Es decir, a partir de
una de estas funciones, se determina, de manera única, la otra función a
través de las fórmulas indicadas.

Ejemplo 2.5 Como un caso general de función de riesgo continua tenemos
a la función de riesgo Rayleigh, definida como el polinomio

λpxq “ a0 ` a1x ` a2x
2 ` ¨ ¨ ¨ ` anx

n, para x ą 0, (2.3)

en donde los coeficientes a0, a1, . . . , an son tales que λpxq ą 0 para todo
x ą 0. Usando la segunda fórmula de la Proposición 2.6, puede comprobarse
con facilidad que la función de supervivencia asociada es

Spxq “ exp t´a0x ´ a1x
2{2 ´ ¨ ¨ ¨ ´ anx

n`1{pn ` 1qu, para x ą 0.

Como casos particulares de (2.3), tenemos las siguientes funciones de riesgo:
para a ą 0 y b ě 0,
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a) λpxq “ a, x ą 0.

b) λpxq “ ax ` b, x ą 0.

c) λpxq “ ax2 ` b, x ą 0.

d) λpxq “ ap1 ` xq2 ` b, x ą 0.

e) λpxq “ 1

1 ` x
, x ą 0.

Para cada una de estas funciones puede encontrarse la función de supervi-
vencia asociada Spxq. ‚

Ejemplo 2.6 Como un segundo caso general tenemos que si α ą 0 y β ą 0
son dos constantes, entonces la función de riesgo exponencial se define como

λpxq “ α eβx, para x ą 0.

Usando nuevamente la segunda fórmula de la Proposición 2.6, puede com-
probarse que la función de supervivencia asociada es

Spxq “ exp t α

β
p1 ´ eβxq u, para x ą 0.

‚

En la Tabla 2.2 se muestran las expresiones de las funciones de riesgo de
los modelos paramétricos que se revisan en la Sección 3.1 “Distribuciones
paramétricas”.

Caracterización de una función de riesgo

Consideremos el caso de un tiempo de vida con función de supervivencia tal
que Spxq ą 0, para todo x ą 0. Para que una función continua λpxq definida
sobre el intervalo p0,8q sea la función de riesgo asociada, debe satisfacer la
igualdad λpxq “ ´S1pxq{Spxq, para x ą 0 tal que Spxq ą 0. Es decir,

λpxqSpxq ` S1pxq “ 0.
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Tiempo de vida Función de riesgo

unifpa, bq λpxq “ 1{pb ´ xq, a ă x ă b

exppλq λpxq “ λ, x ą 0

Gompertzpb, cq λpxq “ b ecx, x ą 0

Makehampa, b, cq λpxq “ a ` b ecx, x ą 0

Weibullpα, λq λpxq “ αλxα´1, x ą 0

gamapγ, λq Fórmula general λpxq “ fpxq{Spxq, x ą 0

lognormalpµ, σ2q Fórmula general λpxq “ fpxq{Spxq, x ą 0

Paretopα, γq λpxq “ α{x, x ě γ

Tabla 2.2: Algunas distribuciones y sus funciones de riesgo.

Multiplicando esta ecuación por el factor integrante exp t şx
0 λpuq du u, se

encuentra que la solución para Spxq es

Spxq “ c exp t ´
ż x

0
λpuq du u,

en donde c ą 0 es una constante. Las propiedades que satisface Spxq se
pueden trasladar ahora a λpxq. La condición Sp0q “ 1 implica que c “ 1. La
condición de que Spxq es decreciente implica que λpxq ě 0. Se cumple que
Sp0q “ 1 y la condición Sp8q “ 0 implica que la integral anterior es infinita
cuando x Ñ 8. Esto lleva a la siguiente definición.

Definición 2.4 Una función integrable λpxq definida sobre p0,8q y con
soporte tx : λpxq ą 0u no acotado es una función de riesgo si cumple las
condiciones:

1. λpxq ě 0.

2.
ż 8

0
λpxq dx “ 8.
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Se debe señalar que la definición anterior sólo aplica a funciones λpxq defini-
das sobre p0,8q. Pueden existir, sin embargo, funciones de riesgo definidas
sobre intervalos de tiempo acotados, por ejemplo, la que se presenta en el
Ejemplo 2.4 sobre la distribución unifpa, bq.

Función de riesgo acumulado (caso continuo)

Para tiempos de vida continuos, a la integral que aparece en la segunda
fórmula de la Proposición 2.6 se le llama función de riesgo acumulado. La
definiremos a continuación.

Definición 2.5 Sea X un tiempo de vida continuo con función de riesgo
λpxq definida en un intervalo p0, aq para algún valor a tal que 0 ă a ď 8.
La función de riesgo acumulado es

Λpxq :“
ż x

0
λpuq du, para 0 ď x ă a. (2.4)

Es claro que las funciones λpxq y Λpxq son equivalentes en el sentido de que
a partir de una de ellas se determina de manera única la otra. Para verificar
esto se puede usar (2.4), o su expresión equivalente Λ1pxq “ λpxq.

Ejemplo 2.7 (Tiempo de vida exponencial)
Para un tiempo de vida X con distribución exppλq, hemos comprobado que
la función de riesgo es λpxq “ λ, para x ą 0. Por lo tanto, la función de
riesgo acumulado es Λpxq “ λx, para x ą 0. ‚

Ejemplo 2.8 (Tiempo de vida uniforme)
Para un tiempo de vida X con distribución unifpa, bq, hemos encontrado que
la función de riesgo es λpxq “ 1{pb´xq, para a ă x ă b. Puede comprobarse
que la función de riesgo acumulado es

Λpxq “
ż x

a

1

b ´ u
du “ log

b ´ a

b ´ x
, a ă x ă b.

‚
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A partir de lo anterior, es inmediato verificar la siguiente identidad.

Proposición 2.7 Para tiempos de vida continuos,

Λpxq “ ´ log Spxq, para x ą 0 tal que Spxq ą 0.

Demostración. Por la segunda fórmula de la Proposición 2.6,

Spxq “ exp t´
ż x

0
λpuq du u “ exp t´Λpxq u.

Resolviendo para Λpxq se obtiene el resultado. Recuerde que log indica lo-
garitmo natural. ‚

Para un modelo paramétrico cualquiera, la facilidad para encontrar la fun-
ción de riesgo acumulado Λpxq usando la fórmula de la última proposición
dependerá de la disponibilidad de una expresión sencilla o manejable para
Spxq.

Función de riesgo discreta

A continuación estudiaremos la función de riesgo para tiempos de vida dis-
cretos. La definición e interpretación es similar al caso continuo.

Definición 2.6 Sea X un tiempo de vida discreto con valores 0 ă x1 ă
x2 ă ¨ ¨ ¨ , con función de probabilidad fpxiq y función de supervivencia
Spxiq. La función de riesgo asociada es

λpxiq :“ fpxiq
Spxi´1q , para i “ 1, 2, . . .

Observe que debemos definir x0 :“ 0, Sp0q :“ 1 y que, además, el cociente
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anterior tiene sentido sólo cuando Spxi´1q ą 0. La función de riesgo discreta
λpxiq también se puede escribir como

λpxiq “ P pX “ xiq
P pX ě xiq , para i “ 1, 2, . . .

Esta expresión tiene un aspecto más similar al caso continuo. La aparente
diferencia en la definición de función de riesgo para los casos continuo y
discreto se resuelve al recordar que si X es una variable aleatoria continua,
entonces Spxq “ P pX ą xq “ P pX ě xq. Con esto se compatibilizan ambas
definiciones.

En el caso discreto, a partir de la definición, es evidente que la función de
riesgo λpxiq representa la probabilidad de que un individuo fallezca a edad xi
dado que ha sobrevivido a edad xi´1, de modo que el fallecimiento ocurrirá
en alguna de las edades xi, xi`1, . . . Por simplicidad, a menudo supondremos
que los valores de un tiempo de vida discreto son los números naturales
1, 2, . . . o un subconjunto de éstos.

Ejemplo 2.9 (Tiempo de vida geométrico)
Sea X un tiempo de vida discreto con la distribución geométrica que aparece
abajo, en donde 0 ă p ă 1.

fpxq “
#

pp1 ´ pqx´1 si x “ 1, 2, . . . ,

0 en otro caso.

Puede comprobarse que Spxq “ p1´ pqx, para x “ 0, 1, . . . Entonces X tiene
función de riesgo constante pues, para cualquier x “ 1, 2, . . .

λpxq “ fpxq
Spx ´ 1q “ pp1 ´ pqx´1

p1 ´ pqx´1
“ p.

Es decir, a cualquier edad alcanzada x, la propensión o intensidad a morirse
es constante igual a p. Esta es la misma situación que en el caso de tiempos
de vida exponenciales pero ahora en el caso discreto: para tiempos de vida
geométricos, la vejez no incrementa la mortalidad. Esta es otra forma de
expresar la propiedad de pérdida de memoria de la distribución geométrica.
Puede comprobarse que esta distribución es la única distribución discreta con
soporte t1, 2, . . .u y con función de riesgo constante. Véase el Ejercicio 56.

‚
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Ejemplo 2.10 (Tiempo de vida uniforme discreto)
Sean 0 ă x1 ă x2 ă x3 tres números y sea X un tiempo de vida discreto con
distribución uniftx1, x2, x3u. Es fácil comprobar que

λpxq “

$
’&
’%

1{3 si x “ x1,

1{2 si x “ x2,

1 si x “ x3.

Esta es una función creciente cuya gráfica se muestra en la Figura 2.4. Se
observa que λpx3q “ 1, es decir, la probabilidad de que una persona que ha
sobrevivido a edad x2 muera a edad x3 es 1, pues nadie puede sobrepasar la
edad máxima x3. ‚

b

b

b

λpxq

x

1

1{2
1{3

x1 x2 x3

Figura 2.4: Función de riesgo discreta.

La relación entre la función de riesgo, la función de supervivencia y la fun-
ción de probabilidad para un tiempo de vida discreto se establecen en los
siguientes resultados.
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Proposición 2.8 Sea X un tiempo de vida discreto con valores 0 ă
x1 ă x2, . . . con función de supervivencia Spxiq y función de riesgo λpxiq.
Entonces

1. P pX “ xiq “ Spxi´1q ´ Spxiq, para i=1,2,. . .

2. λpxiq “ Spxi´1q ´ Spxiq
Spxi´1q “ 1 ´ Spxiq

Spxi´1q , para i=1,2,. . .

3. Spxq “
ź

xiďx

Spxiq
Spxi´1q “

ź

xiďx

r1 ´ λpxiqs, para x>0.

4. Spxiq “ r1 ´ λpxiqs Spxi´1q, para i=1,2,. . .

Demostración. Para i “ 1, 2, . . .

1. P pX “ xiq “ P pX ą xi´1q ´ P pX ą xiq “ Spxi´1q ´ Spxiq.

2. λpxiq “ fpxiq
Spxi´1q “ P pX “ xiq

P pX ą xi´1q “ Spxi´1q ´ Spxiq
Spxi´1q “ 1 ´ Spxiq

Spxi´1q .

3. Sea x ą 0 un valor fijo y sea xu el valor más grande que puede tomar
X tal que xu ď x. Entonces, por el resultado p2q,

ź

xiďx

r1 ´ λpxiqs “
ź

xiďx

Spxiq
Spxi´1q

“ Spx1q
Spx0q

Spx2q
Spx1q

Spx3q
Spx2q ¨ ¨ ¨ Spxuq

Spxu´1q
“ Spxuq
“ Spxq.
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4. Por el resultado p3q,

Spxiq “
iź

j“1

r1 ´ λpxjqs

“ r1 ´ λpxiqs
i´1ź

j“1

r1 ´ λpxjqs

“ r1 ´ λpxiqs Spxi´1q.

‚

Observe que la relación p4q establece una relación recursiva para Spxq. Las
identidades recién demostradas establecen, también en este caso discreto,
que las funciones Spxiq y λpxiq son equivalentes.

Función de riesgo acumulado (caso discreto)

La definición de la función de riesgo acumulado en el caso discreto es análoga
al caso continuo. La revisaremos a continuación.

Definición 2.7 Sea X un tiempo de vida discreto con valores 0 ă x1 ă
x2 ă ¨ ¨ ¨ y con función de riesgo λpxiq. La función de riesgo acumulado
es

Λpxq :“
ÿ

xiďx

λpxiq, para x ą 0.

Es decir, Λpxiq “ λpx1q ` λpx2q ` ¨ ¨ ¨ ` λpxiq, para i “ 1, 2, . . . En el caso
continuo sabemos que se cumplen las siguientes relaciones:

Λpxq “ ´ logSpxq,
Spxq “ exp t´Λpxqu.

En el caso discreto esto no necesariamente es cierto. Por ejemplo, para el
caso X „ uniftx1, x2, x3u que se estudió en el Ejemplo 2.10, tenemos que
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Λpx2q “ λpx1q ` λpx2q “ 1{3 ` 1{2 “ 5{6, mientras que Spx2q “ 1{3. Por lo
tanto, Spx2q ‰ exp t´Λpx2qu.

Función de riesgo truncada

Veremos ahora la forma en la que cambia la función de riesgo bajo trunca-
mientos. Utilizaremos los resultados vistos anteriormente acerca de la fun-
ción de supervivencia.

Proposición 2.9 Sea X un tiempo de vida continuo con función de
riesgo λpxq. Sean 0 ď a ă b dos constantes tales que P pa ă X ď bq ą 0.
La función de riesgo truncada al intervalo pa, bs es

λpx | a ă X ď bq “ fpxq
Spxq ´ Spbq , a ă x ď b.

Demostración. Por definición, para a ă x ď b,

λpx | a ă X ď bq “ fpx | a ă X ď bq
Spx | a ă X ď bq

“ fpxq
F pbq ´ F paq

Spaq ´ Spbq
Spxq ´ Spbq

“ fpxq
Spxq ´ Spbq .

‚

Puede comprobarse que λpx | a ă X ď bq es la función de riesgo asociada a
la función de supervivencia Spx | a ă X ď bq. A partir del resultado recién
demostrado es inmediato ahora encontrar una fórmula para la función de
riesgo acumulado truncada, en términos de la función de supervivencia.
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Proposición 2.10 Sea X un tiempo de vida continuo con función de
riesgo λpxq. Sean 0 ď a ă b dos constantes tales que P pa ă X ď bq ą 0.
La función de riesgo acumulado truncada al intervalo pa, bs es

Λpx | a ă X ď bq “ log

ˆ
Spaq ´ Spbq
Spxq ´ Spbq

˙
, a ă x ď b.

Demostración. Por definición, para a ă x ď b,

Λpx | a ă X ď bq “
ż x

0
λpu | a ă X ď bq du

“
ż x

a
λpu | a ă X ď bq du

“
ż x

a

fpuq
Spuq ´ Spbq du

“
ż x

a
´ d

du
log rSpuq ´ Spbqs du

“ ´ log rSpuq ´ Spbqs
ˇ̌
ˇ
x

a

“ log

ˆ
Spaq ´ Spbq
Spxq ´ Spbq

˙
.

Alternativamente,

Λpx | a ă X ď bq “ ´ logSpx | a ă X ď bq
“ log

ˆ
Spaq ´ Spbq
Spxq ´ Spbq

˙
.

‚

Recordemos que todas las fórmulas encontradas pueden reducirse a expre-
siones más simples cuando el intervalo de doble truncamiento pa, bs es un
truncamiento por abajo, pa,8q, o bien un truncamiento por arriba, p0, bs.

Para el caso discreto se tienen las fórmulas que aparecen abajo y que son
análogas a las demostradas en el caso continuo. Se deja como ejercicio la
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comprobación de estas identidades.

λpxi | a ă X ď bq “ fpxiq
Spxiq ´ Spbq , a ă xi ď b,

Λpxi | a ă X ď bq “
ÿ

aăxjďxi

fpxjq
Spxjq ´ Spbq , a ă xi ď b.

2.4. Función tiempo medio de vida restante

Se le llama tiempo de vida restante a un tiempo de vida truncado por abajo
y medido a partir del momento del truncamiento. También se le llama tiem-
po de vida residual. Aquí tenemos la definición.

Definición 2.8 Sea X un tiempo de vida con función de supervivencia
Spxq. Sea x ě 0 un tiempo fijo tal que Spxq ą 0. A la variable aleatoria
T :“ X ´ x, condicionada al evento pX ą xq, se le llama tiempo de vida
restante, o residual, a edad x.

0 x

✘

Fallecimiento

Tiempo de vida restante T a edad x

Tiempo de vida original X

Figura 2.5: Tiempo de vida restante a edad x.

De este modo, para cada tiempo o edad x ě 0, se puede definir el tiempo de
vida T que le resta por vivir a una persona de edad x. El evento pX ą xq
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significa que el individuo se encuentra con vida al tiempo x. Véase la Figu-
ra 2.5. La definición anterior es válida tanto para tiempos de vida discretos
con continuos. Observe que la variable aleatoria T es no negativa y coincide
con el tiempo de vida original X cuando se toma x “ 0. Observe también
que en la notación usada para la variable T no se escribe explícitamente la
edad de referencia x. Este tiempo fijo x aparece, generalmente, como un pa-
rámetro en la distribución de T . Esto se muestra en las siguientes fórmulas,
en donde se establece la distribución de T .

Proposición 2.11 Sea X un tiempo de vida discreto o continuo con
función de probabilidad o densidad fpxq, función de supervivencia Spxq
y función de riesgo λpxq. Sea x ě 0 un tiempo fijo tal que Spxq ą 0. La
distribución del tiempo de vida restante T “ X ´ x satisface:

1. FT ptq “ Spxq ´ Spx ` tq
Spxq , para t ą 0.

2. fT ptq “ fpx ` tq
Spxq , para t ą 0.

3. ST ptq “ Spx ` tq
Spxq , para t ą 0.

4. λT ptq “ λpx ` tq, para t ą 0.

Demostración.

1. Por definición,

FT ptq “ P pX ´ x ď t |X ą xq
“ P px ă X ď x ` tq

Spxq
“ F px ` tq ´ F pxq

Spxq
“ Spxq ´ Spx ` tq

Spxq , para t ą 0.
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2. En el caso continuo, derivando la fórmula anterior respecto de t,

fT ptq “ d

dt
FT ptq “ fpx ` tq

Spxq , para t ą 0.

En el caso discreto, para t ą 0,

fT ptq “ P pX ´ x “ t |X ą xq “ P pX “ x ` tq
P pX ą xq “ fpx ` tq

Spxq .

3. Por definición,

ST ptq “ P pT ą t |X ą xq
“ P pX ´ x ą t |X ą xq
“ P pX ą x ` tq

P pX ą xq
“ Spx ` tq

Spxq , para t ą 0.

4. Por definición y por los resultados anteriores,

λT ptq “ fT ptq
ST ptq

“ fpx ` tq
Spxq

Spxq
Spx ` tq

“ λpx ` tq, para t ą 0.

‚

Recordemos que cuando no aparece ningún subíndice en alguna de las fun-
ciones que se muestran en el enunciado anterior, se entiende que se trata
de funciones asociadas a la variable aleatoria inicial X. Observemos nueva-
mente que, cuando x “ 0, el tiempo de vida restante T es el tiempo de vida
completo X y las funciones anteriores se reducen a la funciones asociadas a
X, escritas como dependientes del tiempo t ą 0.
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Ejemplo 2.11 (Tiempo de vida exponencial)
Para un tiempo de vida X con distribución exppλq, la propiedad de pérdida
de memoria implica que el tiempo de vida restante T “ X ´ x no depende
del valor x ě 0 y la distribución de T es la misma que la de X. En efecto,
para t ą 0,

P pT ď tq “ P pX ´ x ď t |X ą xq
“ P px ă X ď x ` tq

P pX ą xq
“ e´λx ´ e´λpx`tq

e´λx

“ 1 ´ e´λt.

‚

Para tiempos de vida discretos, conviene suponer que sus valores son los
números naturales 1, 2, . . ., de este modo la Definición 2.8 y las fórmulas de la
Proposición 2.11 permanecen válidos para valores x “ 0, 1, . . . y t “ 1, 2, . . .
Veremos a continuación el ejemplo de la distribución geométrica que inicia
en el valor 1. Encontraremos que T tiene la misma distribución que X. Este
resultado es la versión discreta del caso exponencial del Ejemplo 2.11.

Ejemplo 2.12 (Tiempo de vida geométrico)
Sea X un tiempo de vida discreto con la distribución geométrica que aparece
abajo, en donde 0 ă p ă 1.

fpxq “
#

pp1 ´ pqx´1 si x “ 1, 2, . . . ,

0 en otro caso.

Puede comprobarse que Spxq “ p1 ´ pqx, equivalentemente, F pxq “ 1 ´ p1 ´
pqx, para x “ 0, 1, . . . Sea x ě 0 un entero fijo. La distribución del tiempo
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de vida restante a edad x es, para t “ 1, 2, . . .

P pT ď tq “ P pX ´ x ď t |X ą xq
“ P px ă X ď x ` tq

P pX ą xq
“ Spxq ´ Spx ` tq

Spxq
“ p1 ´ pqx ´ p1 ´ pqx`t

p1 ´ pqx
“ 1 ´ p1 ´ pqt.

Esta es la función de distribución del tiempo de vida original X, de modo
que X y T tienen la misma distribución. ‚

En la sección de ejercicios se encuentran fórmulas generales para la esperanza
y varianza del tiempo de vida restante. Con la información anterior, podemos
ahora definir una cuarta función básica para un tiempo de vida.

Función tiempo promedio de vida restante

Definición 2.9 Sea X un tiempo de vida con esperanza finita y sea x ě
0 un tiempo o edad dentro del rango de valores de X tal que P pX ą xq ą
0. La función tiempo promedio de vida restante, o residual, a edad x es

Rpxq :“ EpX ´ x |X ą xq.

Es decir, Rpxq es la esperanza de la variable aleatoria T “ X ´ x definida
antes. Esta función indica el tiempo promedio que le resta por vivir a una
persona que ha alcanzado la edad x. Se entiende implícitamente que este
tiempo promedio restante por vivir se mide a partir de la edad x. Obser-
vemos que Rp0q “ EpXq, es decir, a edad x “ 0 el tiempo promedio de
vida restante es el tiempo promedio de vida completo EpXq. La afirmación
anterior se cumple para tiempos de vida X que inician desde el valor 0.
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Cuando un tiempo de vida X inicia desde un valor γ ą 0, (véase por ejem-
plo el modelo Pareto mencionado en la página 109), se cumple la relación
γ ` Rpγq “ EpXq, cuando esta esperanza es finita.

Debido a su nombre en inglés Mean Residual Lifetime, a la función Rpxq
también se le denota por MRLpxq. Esta función es importante pues puede
demostrarse que caracteriza de manera única a la distribución de una varia-
ble aleatoria con esperanza finita. Sin embargo, puede no ser fácil encontrar
una expresión para Rpxq a partir de la distribución del tiempo de vida. En
términos de la función de supervivencia, la función Rpxq se expresa de la
siguiente forma

Rpxq “ 1

Spxq
ż 8

x
Spuq du, x ą 0 tal que Spxq ą 0.

Demostraremos esta fórmula más adelante. Como un ejemplo sencillo vea-
mos el caso exponencial.

Ejemplo 2.13 (Tiempo de vida exponencial)
Considere que el tiempo de vida X tiene distribución exppλq. Sea x ě 0 un
tiempo fijo. Recordando que Spxq “ e´λx, para x ą 0, se puede comprobar
que Rpxq “ 1{λ. Esto no es ninguna sorpresa pues hemos demostrado antes
que T y X tienen la misma distribución debido a la propiedad de pérdida de
memoria. ‚

Cuando X es un tiempo de vida discreto con valores 0 ă x1 ă x2 ă ¨ ¨ ¨ , la
función tiempo promedio de vida residual se puede escribir de la siguiente
forma:

Rpxiq “ EpX ´ xi |X ą xiq, i “ 1, 2, . . .

Ejemplo 2.14 (Tiempo de vida geométrico)
Sea X un tiempo de vida discreto con la distribución geométrica como apa-
rece abajo, en donde 0 ă p ă 1. Como el tiempo de vida original X y el
tiempo de vida restante T a cualquier edad x tienen la misma distribución,
tenemos que Rpxq “ EpXq “ 1{p, para x “ 0, 1, . . .
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fpxq “
#

pp1 ´ pqx´1 si x “ 1, 2, . . . ,

0 en otro caso.

‚

En la Tabla 2.3 se muestran las expresiones de las funciones tiempo promedio
de vida restante de los modelos paramétricos que se revisan en la Sección 3.1
“Distribuciones paramétricas”.

Tiempo de vida Función tiempo promedio de vida residual

unifpa, bq Rpxq “ 1{pb ´ xq, a ă x ă b

exppλq Rpxq “ 1{λ, x ą 0

Gompertzpb, cq Fórmula general Rpxq “ 1
Spxq

ş8
x Spuqdu, x ą 0

Makehampa, b, cq Fórmula general Rpxq “ 1
Spxq

ş8
x Spuqdu, x ą 0

Weibullpα, λq Fórmula general Rpxq “ 1
Spxq

ş8
x Spuqdu, x ą 0

gamapγ, λq Fórmula general Rpxq “ 1
Spxq

ş8
x Spuqdu, x ą 0

lognormalpµ, σ2q Fórmula general Rpxq “ 1
Spxq

ş8
x Spuqdu, x ą 0

Paretopα, γq Rpxq “ x{pα ´ 1q, x ě γ

Tabla 2.3: Algunas distribuciones y sus funciones tiempo promedio de vida
restante.

Se puede encontrar mayor información sobre el tiempo promedio de vida re-
sidual Rpxq en el trabajo de F. Guess y F. Proschan [23]. En el trabajo citado
se encuentran algunas referencias de artículos de investigación en donde se
da respuesta al problema de determinar las características que debe cumplir
una función general Rpxq para que sea la función tiempo promedio de vida
residual de un tiempo de vida.

En la siguiente sección estudiaremos la relación que guarda Rpxq con las
otras funciones básicas que hemos definido antes.
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2.5. Equivalencia de las funciones básicas

En esta sección se demuestra que las cuatro funciones básicas que se han
definido para un tiempo de vida X son equivalentes, es decir, a partir de
cualquiera de ellas se pueden determinar, de manera única, a las otras fun-
ciones. Por simplicidad y por ser ya conocido, se ha omitido la equivalencia
entre fpxq y F pxq, y la equivalencia entre λpxq y Λpxq. Además, se presenta
sólo el caso continuo, en el Ejercicio 95 se encuentra la mayoría las fórmulas
correspondientes al caso discreto.

Como recordatorio, se indican en el siguiente recuadro las definiciones de las
funciones básicas en el caso continuo.

Función de distribución F pxq “ P pX ď xq.
Función de supervivencia Spxq “ P pX ą xq.
Función de riesgo λpxq “ fpxq{Spxq.
Función tiempo prom. de vida residual Rpxq “ EpX ´ x |X ą xq.

Conocemos bien la equivalencia entre fpxq y F pxq, así es que tomaremos a
fpxq como la función básica. Recordemos también que las funciones λpxq y
Λpxq son equivalentes, tomaremos a λpxq como la función básica. Es también
conveniente recordar que la determinación única se cumple en el sentido de
que dos funciones son iguales cuando difieren en a lo sumo un número nu-
merable de valores.

Iniciamos una serie de proposiciones que muestran fórmulas para calcular
cada función básica a partir de cualquier otra.
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Proposición 2.12 Dada la función de densidad fpxq de un tiempo de
vida continuo, las otras funciones básicas quedan determinadas de ma-
nera única mediante las siguientes fórmulas:

1. Spxq “
ż 8

x
fpuq du, x ě 0.

2. λpxq “ fpxqş8
x fpuq du , x ě 0.

3. Rpxq “
ş8
x pu ´ xqfpuq duş8

x fpuq du , x ě 0.

Demostración.

1. Por definición, Spxq “ P pX ą xq “
ż 8

x
fpuq du, x ě 0.

2. Por definición y por el primer inciso,

λpxq “ fpxq
Spxq “ fpxqş8

x fpuq du, x ě 0.

3. Por definición,

Rpxq “ EpX ´ x |X ą xq
“

ż 8

0
pu ´ xq fpu |X ą xq du

“
ż 8

x
pu ´ xq fpuq

P pX ą xq du

“
ş8
x pu ´ xqfpuq duş8

x fpuq du , x ě 0.

‚
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Proposición 2.13 Dada la función de supervivencia Spxq de un tiempo
de vida continuo, las otras funciones básicas quedan determinadas de
manera única mediante las siguientes fórmulas:

1. fpxq “ ´ d

dx
Spxq, x ě 0 tal que Spxq ą 0.

2. λpxq “ ´ d

dx
log Spxq, x ě 0 tal que Spxq ą 0.

3. Rpxq “ 1

Spxq
ż 8

x
Spuq du, x ě 0 tal que Spxq ą 0.

Demostración. En cada caso se desarrolla el lado derecho.

1. ´ d

dx
Spxq “ ´ d

dx
r1 ´ F pxqs “ fpxq, x ě 0.

2. Por el inciso anterior,

´ d

dx
log Spxq “ ´S1pxq

Spxq “ fpxq
Spxq “ λpxq, x ě 0.

3. Usaremos la expresión de Rpxq en términos de fpxq demostrada en la
proposición anterior. Por definición,

1

Spxq
ż 8

x
Spuq du “ 1

Spxq
ż 8

x
P pX ą uq du

“ 1

Spxq
ż 8

x

ż 8

u
fpvq dv du

“ 1

Spxq
ż 8

x

ż v

x
fpvq du dv

“ 1

Spxq
ż 8

x
pv ´ xq fpvq dv

“ Rpxq, x ě 0.

‚
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Proposición 2.14 Dada la función de riesgo λpxq de un tiempo de vida
continuo, las otras funciones básicas quedan determinadas de manera
única mediante las siguientes fórmulas:

1. fpxq “ λpxq exp t´
ż x

0
λpuq duu, x ě 0.

2. Spxq “ exp t´
ż x

0
λpuq duu, x ě 0.

3. Rpxq “
ż 8

x
exp t´

ż u

x
λpvq dvu du, x ě 0.

Demostración. En cada caso se desarrolla el lado derecho. Es conveniente
recordar que Sp0q “ 1 y que log x denota el logaritmo natural.

1. Por definición,

λpxq exp t´
ż x

0
λpuq duu “ fpxq

Spxq exp t´
ż x

0

fpuq
Spuq duu

“ fpxq
Spxq exp t

ż x

0

S1puq
Spuq duu

“ fpxq
Spxq exp t

ż x

0

d

du
logSpuq duu

“ fpxq
Spxq exp t log Spxq

Sp0q u
“ fpxq, x ě 0.

2. El procedimiento es idéntico al inciso anterior. Por definición,
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exp t´
ż x

0
λpuq duu “ exp t´

ż x

0

fpuq
Spuq duu

“ exp t
ż x

0

S1puq
Spuq duu

“ exp t
ż x

0

d

du
logSpuq duu

“ exp t log Spxq
Sp0q u

“ Spxq, x ě 0.

3. El procedimiento es nuevamente similar. Usaremos además la expresión
de Rpxq en términos de Spxq demostrada antes. Por definición,

ż 8

x
exp t´

ż u

x
λpvq dvu du “

ż 8

x
exp t´

ż u

x

fpvq
Spvq dvu du

“
ż 8

x
exp t

ż u

x

S1pvq
Spvq dvu du

“
ż 8

x
exp t

ż u

x

d

dv
logSpvq dvu du

“
ż 8

x
exp t log Spuq

Spxq u du

“
ż 8

x

Spuq
Spxq du

“ Rpxq, x ě 0.

‚
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Proposición 2.15 Dada la función tiempo promedio de vida residual
Rpxq de un tiempo de vida continuo, las otras funciones básicas quedan
determinadas de manera única mediante las siguientes fórmulas:

1. Spxq “ Rp0q
Rpxq exp t´

ż x

0

du

Rpuqu, x ě 0.

2. fpxq “ Rp0qp1 ` R1pxqq
R2pxq exp t´

ż x

0

du

Rpuqu, x ě 0.

3. λpxq “ 1 ` R1pxq
Rpxq , x ě 0.

Demostración.

1. Por lo demostrado antes, sabemos que

Rpxq “ 1

Spxq
ż 8

x
Spuq du.

Derivando,

R1pxq “ ´pSpxqq´2 S1pxq
ż 8

x
Spuq du ´ 1

“ ´S1pxq
Spxq Rpxq ´ 1.

Es decir,
S1pxq
Spxq “ ´1 ` R1pxq

Rpxq .

Esta es una ecuación diferencial para Spxq con condición inicial Sp0q “
1 y que se puede escribir como

d

dx
log RpxqSpxq “ ´ 1

Rpxq .

Integrando,
ż x

0

d

du
log RpuqSpuq du “ ´

ż x

0

1

Rpuq du.



✐
✐

“Super-main” — 2024/8/17 — 18:32 — page 73 — #73 ✐
✐

✐
✐

✐
✐

2.5. EQUIVALENCIA DE LAS FUNCIONES BÁSICAS 73

Por lo tanto,

log
RpxqSpxq
Rp0qSp0q “ ´

ż x

0

1

Rpuq du.

Despejando Spxq se obtiene el resultado buscado,

Spxq “ Rp0q
Rpxq exp t´

ż x

0

du

Rpuqu, x ě 0.

2. Derivando la expresión encontrada en el inciso anterior, tenemos que

S1pxq “ ´Rp0qpRpxqq´2R1pxq exp t´
ż x

0

du

Rpuqu

`Rp0q
Rpxq exp t´

ż x

0

du

Rpuqu p´ 1

Rpxqq.

Es decir,

fpxq “ Rp0qp1 ` R1pxqq
R2pxq exp t´

ż x

0

du

Rpuqu, x ě 0.

3. Nuevamente iniciamos con la fórmula

Rpxq “ 1

Spxq
ż 8

x
Spuq du.

Derivando,

R1pxq “ ´pSpxqq´2 S1pxq
ż 8

x
Spuq du ´ 1

“ ´S1pxq
Spxq Rpxq ´ 1

“ λpxqRpxq ´ 1.

Despejando λpxq se obtiene la expresión buscada.

‚

En conclusión, un tiempo de vida se puede caracterizar matemáticamente
por cualquiera de las cuatro funciones: fpxq, Spxq, λpxq ó Rpxq. En vista de
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este resultado, se puede establecer un diagrama cíclico para cualquier orden
que se desee de las cuatro funciones básicas. Véase la Figura 2.6.

Spxq

λpxq

Rpxq

fpxqF pxq Λpxq

Figura 2.6: Funciones asociadas a un tiempo de vida.

Debe observarse que las demostraciones que hemos presentado y que llevan
una función básica a otra no son únicas; existen varias maneras de demostrar
las fórmulas enunciadas.

Pueden encontrarse otras exposiciones sobre las funciones básicas asociadas
a los tiempos de vida en los trabajos de R. C. Elandt-Johnson y N. L.
Johnson [19], E. T. Lee y J. W. Wang [37], X. Liu [42], D. F. Moore [44]
ó A. Nag [45]. Debido a su importancia en la modelación, la mayoría de
las fuentes que aparecen en la bibliografía proporcionan un tratamiento más
detallado de la función de supervivencia Spxq y la función de riesgo λpxq.

2.6. Ejercicios

Función de distribución

22. Sea X un tiempo de vida con función de distribución F pxq como apa-
rece abajo, en donde la unidad de medición es de 1 año. Calcule la
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probabilidad de que un individuo a edad x sobreviva un año adicional.

F pxq “

$
’&
’%

0 si x ă 0,

x{100 si 0 ď x ď 100,

1 si x ą 100.

23. Sea 0 ď x ă y dos números. Sea X un tiempo de vida con función de
distribución continua F pxq. Exprese las siguientes probabilidades en
términos de la función de distribución.

a) P pX ą xq.
b) P px ă X ď yq.
c) P pX ď x |X ď yq.
d) P pX ď y |X ą xq.

e) P pX ą x |X ď yq.
f ) P pX ą y |X ą xq.
g) P pX ą x ` y |X ą xq,

para x ě 0, y ě 0.

24. Sea X un tiempo de vida con función de distribución continua F pxq y
con esperanza finita. Demuestre que

EpXq “
ż 8

0
p1 ´ F pxqq dx.

25. Sea X un tiempo de vida con función de distribución continua F pxq.
Demuestre que

F pXq „ unifp0, 1q.

Función de supervivencia

26. Sean 0 ď x ă y dos números. Sea X un tiempo de vida con función de
supervivencia continua Spxq. Exprese las siguientes probabilidades en
términos de Spxq.

a) P pX ą xq.
b) P px ă X ď yq.
c) P pX ď x |X ď yq.
d) P pX ď y |X ą xq.

e) P pX ą x |X ď yq.
f ) P pX ą y |X ą xq.
g) P pX ą x ` y |X ą xq,

para x ě 0, y ě 0.



✐
✐

“Super-main” — 2024/8/17 — 18:32 — page 76 — #76 ✐
✐

✐
✐

✐
✐

76 CAPÍTULO 2. FUNCIONES BÁSICAS

27. Tiempo de vida uniforme.
Suponga que un tiempo de vida X tiene distribución unifpa, bq, en
donde 0 ă a ă b ă 8 son dos constantes. Encuentre y grafique la
función de supervivencia Spxq, para a ă x ă b.

28. Tiempo de vida geométrico.
Sea X un tiempo de vida discreto con función de probabilidad fpxq
como aparece abajo, en donde 0 ă p ă 1. Encuentre la función de
supervivencia Spxq, para x “ 0, 1, . . .

fpxq “
#

pp1 ´ pqx´1 si x “ 1, 2, . . .

0 en otro caso.

29. Tiempo de vida uniforme discreto.
Sea X un tiempo de vida con distribución uniftx1, . . . , xnu, en donde
0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn. Demuestre que

Spxq “

$
’’&
’’%

1 si x ă x1,

n ´ i

n
si xi ď x ă xi`1, i “ 1, . . . , n ´ 1,

0 si x ě xn.

30. Sea a ą 0 una constante y suponga que un tiempo de vida continuo
X tiene función de supervivencia Spxq dada por

Spxq “

$
’&
’%

1 ´ x2{2a2 si 0 ă x ď a,

p2a ´ xq2{2a2 si a ă x ă 2a,

0 si x ě 2a.

a) Grafique Spxq.
b) Encuentre y grafique la función de densidad de X.

c) Compruebe que la función encontrada en el inciso anterior es,
efectivamente, una función de densidad.

31. Propiedades de la función de supervivencia.
Sea X un tiempo de vida con función de supervivencia Spxq. Demuestre
que:
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a) ĺım
xÑ8Spxq “ 0.

b) ĺım
xŒ0

Spxq “ 1.

c) Si x1 ď x2 entonces Spx1q ě Spx2q.
d) Spxq es continua por la derecha, es decir, Spx`q “ Spxq.

32. Demuestre que las siguientes funciones continuas son de supervivencia.
Para ello, compruebe que las cuatro propiedades de la Proposición 2.1
se cumplen. Grafique, además, estas funciones.

a) Spxq “ 1

1 ` x
, para x ą 0.

b) Spxq “ e´x2
, para x ą 0.

33. Demuestre que la siguiente función no es de supervivencia.

Spxq “
$
&
%

1 si x ď 0,

4 ` x

4 ` 2x
si x ą 0.

34. Combinación lineal convexa.
Sean S1pxq y S2pxq dos funciones de supervivencia y sea λ P r0, 1s una
constante. Demuestre que la siguiente función es de supervivencia.

Spxq :“ λS1pxq ` p1 ´ λqS2pxq.

35. Considere un tiempo de vida con función de supervivencia

Spxq “ 1 ´ px{10q2, para 0 ď x ď 10.

a) Grafique Spxq.
b) Encuentre y grafique la función de distribución.
c) Encuentre y grafique la función de densidad.
d) Encuentre el tiempo de vida promedio.
e) Encuentre la mediana del tiempo de vida.

36. Esperanza y varianza.
Sea X un tiempo de vida continuo con función de supervivencia Spxq
y con segundo momento finito. Demuestre que:
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a) EpXq “
ż 8

0
Spxq dx.

b) EpX2q “ 2

ż 8

0
xSpxq dx.

c) V arpXq “ 2

ż 8

0
xSpxq dx ´ p

ż 8

0
Spxq dx q2.

37. Esperanza y varianza.
Sea X un tiempo de vida discreto con valores 1, 2, . . ., con función de
supervivencia Spxq y con segundo momento finito. Demuestre que:

a) EpXq “
8ÿ

x“0

Spxq.

b) EpX2q “
8ÿ

x“1

p2x ´ 1qSpx ´ 1q.

c) V arpXq “
8ÿ

x“1

p2x ´ 1qSpx ´ 1q ´ p
8ÿ

x“0

Spxq q2.

38. Sistemas en serie.
Considere un sistema de n componentes conformado mediante un arre-
glo en serie como el que se muestra en la Figura 2.7. Suponga que cada
componente tiene un tiempo de vida independiente Xi, con función de
supervivencia Sipxq, para i “ 1, . . . , n. El tiempo de vida del sistema
completo es la variable aleatoria

X :“ mı́n tX1, . . . , Xnu.

X1 X2 Xn

Figura 2.7: Componentes en serie.

a) Demuestre que la función de supervivencia del tiempo de vida del
sistema es

Spxq “
nź

i“1

Sipxq, x ą 0.
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b) Demuestre que Spxq ď Sipxq, para cada i “ 1, . . . , n. Esta es otra
manera de escribir el hecho de que el tiempo de vida del sistema
completo es menor o igual al tiempo de vida de cualquiera de sus
componentes. El sistema completo funciona si, y sólo si, todos los
componentes funcionan.

c) Encuentre la función de supervivencia del tiempo de vida del
sistema completo cuando el componente i tiene tiempo de vida
exppλiq.

d) Bajo la hipótesis del inciso (c), encuentre EpXq.
e) Bajo la hipótesis del inciso (c), calcule la probabilidad de que el

tiempo de vida X exceda a su valor esperado.

39. Sistemas en paralelo.
Considere un sistema de n componentes conformado mediante un arre-
glo en paralelo como el que se muestra en la Figura 2.8. Suponga que
cada componente tiene un tiempo de vida independiente Xi, con fun-
ción de supervivencia Sipxq, para i “ 1, . . . , n. El tiempo de vida del
sistema completo es la variable aleatoria

X :“ máx tX1, . . . , Xnu.

X1

X2

Xn

Figura 2.8: Componentes en paralelo.

a) Demuestre que la función de supervivencia del tiempo de vida del
sistema es

Spxq “ 1 ´
nź

i“1

p1 ´ Sipxqq.
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b) Demuestre que Spxq ě Sipxq, para cada i “ 1, . . . , n. Esta es otra
manera de escribir el hecho de que el tiempo de vida del sistema
completo es mayor o igual al tiempo de vida de cualquiera de
sus componentes. Una estructura en paralelo hace que el sistema
sea más confiable pues la falla de algún componente no implica
necesariamente la falla del sistema completo.

c) Encuentre la función de supervivencia del tiempo del vida del
sistema completo cuando el componente i tiene tiempo de vida
exppλiq.

d) Suponga que cada componente tiene tiempo de vida exppλq. De-
muestre que

EpXq “ 1

λ
r1 ` 1{2 ` ¨ ¨ ¨ ` 1{ns.

40. Sea X un tiempo de vida continuo con función de supervivencia Spxq.
Suponga que Spxq es invertible para x P p0,8q. Demuestre que

SpXq „ unifp0, 1q.

41. Sea X un tiempo de vida con función de supervivencia Spxq. Suponga
que Spxq es invertible para x P p0,8q. Sea λ ą 0 una constante.
Demuestre que

´p1{λq log pS ˝ Xq „ exppλq.

42. Sean S1pxq y S2pxq dos funciones de supervivencia. Determine si las
siguientes funciones también son de supervivencia.

a) S1pxq ¨ S2pxq.
b) S1pxq ` S2pxq.
c) S1pxq ´ S2pxq.

d) rS1pxqsn, n “ 1, 2, . . .

e) aS1pxq, 0 ă a ă 1.

f ) 1 ´ S1pxq.

43. Funciones de supervivencia truncadas.
Sea X un tiempo de vida con función de supervivencia Spxq. Sean
0 ď a ă b dos constantes tales que P pa ă X ď bq ą 0. Demuestre que
las siguientes funciones son de supervivencia:
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a) Spx |X ą aq.
b) Spx |X ď bq.
c) Spx | a ă X ď bq.

44. Distribución exponencial truncada.
Suponga que un tiempo de vida X se puede modelar mediante la dis-
tribución exppλq truncada al intervalo pa, bs, en donde 0 ď a ă b.
Encuentre Spx | a ă X ď bq.

45. Sea X un tiempo de vida con distribución exppλq y sean x y t dos
cantidades positivas. Demuestre que:

a) P px ă X ď x ` tq “ e´λxp1 ´ e´λtq.
b) P px ă X ď x ` t |X ą xq “ 1 ´ e´λt.
c) P pX ą x ` t |X ą xq “ e´λt.

46. Sea X un tiempo de vida discreto con función de probabilidad fpxq
como aparece abajo, en donde 0 ă p ă 1.

fpxq “
#

pp1 ´ pqx´1 si x “ 1, 2, . . .

0 en otro caso.

Demuestre que para tiempos n “ 0, 1, . . . y m P N,

a) P pn ă X ď n ` mq “ p1 ´ pqn r1 ´ p1 ´ pqms.
b) P pn ă X ď n ` m |X ą nq “ 1 ´ p1 ´ pqm.
c) P pX ą n ` m |X ą nq “ p1 ´ pqm.

47. Sean X y Y dos tiempos de vida con distribución exppλ1q y exppλ2q,
respectivamente. Sean S1pxq y S2pxq sus correspondientes funciones de
supervivencia. Demuestre que

S1pxq ď S2pxq para todo x ě 0 ô EpXq ě EpY q.
48. Otra caracterización de un tiempo de vida exponencial.

Sea X un tiempo de vida continuo, con soporte p0,8q y con función
de supervivencia Spxq. Demuestre que

Spx ` yq “ SpxqSpyq ô Existe λ ą 0 tal que X tiene
para todo x ě 0, y ě 0 distribución exppλq.
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Fórmula del producto

49. Sea X un tiempo de vida y sea x un tiempo tal que P pX ą xq ą 0.

a) Demuestre que para cualquier t ą 0 se cumple la relación que
aparece abajo

b) Interprete esta desigualdad cuando X representa el tiempo de
vida de una persona.

P px ă X ď x ` t |X ą xq ě P px ă X ď x ` tq.

Función de riesgo

50. Encuentre la función de riesgo λpxq de un tiempo de vida con función
de densidad fpxq que aparece abajo. Grafique con precisión λpxq y
fpxq.

a) fpxq “ 2x, 0 ă x ă 1.
b) fpxq “ 2p1 ´ xq, 0 ă x ă 1.
c) fpxq “ 3x2, 0 ă x ă 1.
d) fpxq “ 3p1 ´ xq2, 0 ă x ă 1.
e) fpxq “ e´x, x ą 0.

51. Sean a ą 0 y b ą 0 dos constantes. Demuestre que las siguientes funcio-
nes son de riesgo y, en cada caso, encuentre la función de supervivencia
Spxq asociada.

a) λpxq “ a, x ą 0.
b) λpxq “ ax ` b, x ą 0.
c) λpxq “ ax2 ` b, x ą 0.
d) λpxq “ ap1 ` xq2 ` b, x ą 0.

e) λpxq “ 1

1 ` x
, x ą 0.

52. Sea X un tiempo de vida discreto con distribución uniftx1, . . . , xnu,
en donde 0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn. Demuestre que

λpxq “
$
&
%

1

n ´ i ` 1
si x “ x1, . . . , xn,

0 en otro caso.
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53. Encuentre la función de riesgo λpxq asociada a la función de supervi-
vencia Spxq como aparece abajo. Grafique con precisión λpxq.

a) Spxq “ e´x2{2, para x ą 0.

b) Spxq “ αxα´1

1 ` xα
, para x ą 0. (α ą 0 constante.)

c) Spxq “ e´αxβ
, para x ą 0. (α ą 0, β ą 0 constantes.)

54. Función de riesgo exponencial.
Sean α ą 0 y β ě 0 dos constantes. La función de riesgo exponencial
se define como

λpxq :“ α exp tβx u, para x ą 0.

Esta función no debe confundirse con la función de riesgo de la distri-
bución exponencial. Esta última se obtiene en el caso β “ 0, la cual es
constante λpxq “ α, para x ą 0.

a) Demuestre que λpxq es una función de riesgo.

b) Demuestre que la función de supervivencia asociada es

Spxq “ exp t α

β
p1 ´ eβxq u, para x ą 0.

c) Demuestre el límite que aparece abajo. Como es de esperarse,
este límite produce la función de supervivencia de la distribución
exppαq.

ĺım
βÑ0

Spxq “ exp t´αxu, para x ą 0.

55. Transformación lineal de una función de riesgo.
Sea λpxq una función de riesgo y sean a ą 0 y b ě 0 dos constantes.
Demuestre que las siguientes funciones son de riesgo:

a) a λpxq.
b) λpxq ` b.

c) a λpxq ` b.
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56. Únicas distribuciones con funciones de riesgo constante.

a) Sea λ ą 0 una constante. Demuestre que si X es un tiempo de vi-
da continuo, con soporte p0,8q y con función de riesgo constante
λpxq “ λ, para x ą 0, entonces X tiene distribución exppλq.

b) Sea 0 ă p ă 1 una constante. Demuestre que si X es un tiempo de
vida discreto, con soporte t1, 2, . . .u y con función de riesgo cons-
tante λpxq “ p, para x “ 1, 2, . . ., entonces X tiene la siguiente
distribución geométrica

fpxq “
#

pp1 ´ pqx´1 si x “ 1, 2, . . . ,

0 en otro caso.

57. Sistemas en serie.
Sean λ1pxq, . . . , λnpxq las funciones de riesgo de n componentes de un
sistema en serie como el que se muestra en la Figura 2.7 del Ejercicio 38.

a) Demuestre que la función de riesgo del tiempo de vida del sistema
completo es

λpxq “
nÿ

i“1

λipxq.

b) Encuentre la función de riesgo λpxq del sistema completo cuando
Xi tiene distribución exppλiq, para i “ 1, . . . , n.

58. Sistemas en paralelo.
Considere el sistema n componentes en paralelo que aparece en la
Figura 2.8 del Ejercicio 39. Suponga que los componentes X1, . . . , Xn

tienen tiempos de vida con idéntica función de distribución continua
F0pxq y función de riesgo λ0pxq. Demuestre que la función de riesgo
del tiempo de vida del sistema completo es

λpxq “ pλ0pxq ` F0pxqqn ´ pF0pxqqn.
Cuando los componentes tienen tiempos de vida con distribuciones
distintas, la expresión para λpxq es más complicada.

59. Sea X un tiempo de vida con función de riesgo λpxq y sean x ě 0 y
y ě 0 dos tiempos cualesquiera con P pX ą xq ą 0.
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a) Demuestre que

P pX ą x ` y |X ą xq “ exp t´
ż x`y

x
λpuq du u.

b) Demuestre que esta es una función decreciente en y.
c) Demuestre que esta es una función decreciente en x ô λpxq es

creciente.

60. Cuantiles.
Sea X un tiempo de vida continuo y sea p P p0, 1q. A la edad xp ą 0
tal que P pX ą xpq “ p se le llama cuantil de orden p y es tal que la
probabilidad de sobrevivir a dicha edad es el valor p. En particular,
cuando p “ 0.5 el valor xp es la mediana, es decir, la probabilidad de
que un individuo alcance esa edad es 0.5 . Encuentre la mediana de un
tiempo de vida que sigue una distribución exppλq.

61. Tiempo de vida uniforme continuo.
Sea X un tiempo de vida con distribución unifpa, bq, en donde 0 ď a ă
b. Demuestre que:

a) Spxq “

$
’’&
’’%

1 si x ď a,

b ´ x

b ´ a
si a ă x ă b,

0 si x ě b.

b) λpxq “
$
&
%

1

b ´ x
si a ă x ă b,

0 en otro caso.

62. Sea a ą 0 una constante. Explique las razones por las cuales la función
λpxq especificada abajo no es una función de riesgo.

λpxq “ e´ax para x ě 0.

63. Tiempo de vida Weibull.
Sea X un tiempo de vida con distribución Weibullpα, λq, es decir, su
función de densidad es

fpxq “
#

αλxα´1 exp t´λxαu si x ą 0,

0 en otro caso,
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en donde α ą 0 es el parámetro de forma y λ ą 0 es el parámetro de
escala. Demuestre que:

a) Spxq “ exp t´λxαu, x ą 0.

b) λpxq “ αλxα´1, x ą 0.

c) λpxq es

$
’&
’%

creciente si α ą 1,

decreciente si α ă 1,

constante si α “ 1.

64. Distribución lineal-exponencial.
Sea X un tiempo de vida con función de riesgo lineal λpxq como aparece
abajo, en donde a ą 0 y b ą 0 son dos constantes. Encuentre Spxq y
fpxq.

λpxq “ ax ` b, para x ą 0.

65. Sea X un tiempo de vida con función de riesgo λpxq como parece abajo,
en donde a ą 0 y b ą 0 son dos constantes. Demuestre que λpxq es
una función de riesgo y encuentre Spxq y fpxq.

λpxq “ b

a ` x
, para x ą 0.

66. Función de riesgo discreta truncada.
Sea X un tiempo de vida discreto con valores 0 ă x1 ă x2 ă ¨ ¨ ¨ y
con función de riesgo λpxq. Sean 0 ď a ă b dos constantes tales que
P pa ă X ď bq ą 0. Demuestre que:

a) λpxi | a ă X ď bq “ fpxiq
Spxiq ´ Spbq , a ă xi ď b.

b) Λpxi | a ă X ď bq “
ÿ

aăxjďxi

fpxjq
Spxjq ´ Spbq , a ă xi ď b.

67. Distribución exponencial truncada.
Suponga que un tiempo de vida X se puede modelar mediante la dis-
tribución exppλq truncada al intervalo pa, bs, en donde 0 ď a ă b.
Encuentre λpx | a ă X ď bq. ¿Por qué esta función no es constante?



✐
✐

“Super-main” — 2024/8/17 — 18:32 — page 87 — #87 ✐
✐

✐
✐

✐
✐

2.6. EJERCICIOS 87

68. Distribución geométrica truncada.
Suponga que un tiempo de vida X se puede modelar mediante la dis-
tribución geoppq truncada al intervalo pn,ms, en donde n y m son
dos enteros tales que 0 ď n ă m. Encuentre λpx |n ă X ď nq. La
distribución geoppq se especifica a continuación.

fpxq “
#

pp1 ´ pqx´1 si x “ 1, 2, . . .

0 en otro caso.

69. Sea X el tiempo continuo que transcurre entre el momento de la pues-
ta en operación de un componente mecánico o electrónico hasta el
momento de la primera falla. En sistemas en los que se requiere alta
confiabilidad, estos componentes se deben reemplazar cuando se de-
tecta la primera falla, o bien cuando transcurre un cierto tiempo fijo
t ą 0. Así, el tiempo de uso del componente es la variable aleatoria
mixta

Y :“ mı́n tX, tu.
a) Encuentre SY pyq en términos de SXpxq.
b) Encuentre λY pyq en términos de λXpxq.
c) Demuestre que EpY q “

ż t

0
SXpxq dx.

d) Demuestre que EpY q ď EpXq.
70. Sea X un tiempo de vida continuo con función de supervivencia Spxq

y función de riesgo acumulado Λpxq. Demuestre las siguientes afirma-
ciones de manera sucesiva:

a) Λpxq “ ´ log Spxq.
b) SpXq „ unifp0, 1q.
c) ΛpXq „ exppλq, con λ “ 1.

71. Sea X1, . . . , Xn una muestra aleatoria de un tiempo de vida X con
función de riesgo acumulado Λpxq.

a) Demuestre que ΛpXp1qq, . . . ,ΛpXpnqq es una muestra ordenada (no
independiente) de la distribución exppλq, con λ “ 1.
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b) Demuestre que

EpΛpXpiqqq “
iÿ

j“1

1

n ´ j ` 1
, i “ 1, . . . , n.

72. Una aproximación.
Sea X un tiempo de vida discreto con valores 0 ă x1 ă x2 ă ¨ ¨ ¨ y con
función de riesgo λpxiq. Use la aproximación (4.24) que aparece en la
página 190 para demostrar que, cuando los valores λpxiq son pequeños,
se cumple la aproximación

Λpxq « ´
ÿ

xiďx

log r1 ´ λpxiqs, para x ą 0.

Función de riesgo acumulado

73. Sea X un tiempo de vida continuo con función de riesgo acumulado
Λpxq. Demuestre que:

a) ΛpXq „ expp1q.
b) EpΛpXq |ΛpXq ą xq “ x ` 1, x ě 0.

Función tiempo medio de vida restante

74. Sea X un tiempo de vida continuo con esperanza finita, con función
de densidad fpxq y función tiempo promedio de vida residual Rpxq.
Demuestre que para valores de x tales que Spxq ą 0:

a) Rpxq “ 1

Spxq
ż 8

x
ufpuq du ´ x.

b) Rpxq “ 1

Spxq
ż 8

x
Spuq du.

75. Encuentre las funciones fpxq, Spxq y λpxq para un tiempo de vida con
función tiempo promedio de vida restante:

a) Rpxq “ x ` 1, x ě 0.

b) Rpxq “ 1

x ` 1
, x ě 0.
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76. Tiempo de vida exponencial.
Sea X un tiempo de vida con distribución exppλq y sea x ě 0 una
constante. Sea T el tiempo de vida restante a edad x. Encuentre:

a) FT ptq, t ą 0.

b) fT ptq, t ą 0.

c) ST ptq, t ą 0.

d) λT ptq, t ą 0.

77. Tiempo de vida uniforme continuo.
Sea X un tiempo de vida con distribución unifpa, bq, en donde 0 ď a ă
b. Sea T el tiempo de vida restante a edad x, en donde a ă x ă b.
Encuentre:

a) FT ptq, 0 ă t ă b ´ x.

b) fT ptq, 0 ă t ă b ´ x.

c) ST ptq, 0 ă t ă b ´ x.

d) λT ptq, 0 ă t ă b ´ x.

78. Tiempo de vida restante discreto.
Sea X un tiempo de vida discreto con valores 1, 2, . . .. Sea x ě 0 un
entero fijo y suponga que ocurre el evento pX ą xq. Demuestre que se
cumplen las fórmulas de la Proposición 2.11 de la página 61 para el
tiempo de vida restante discreto T “ X ´ x, es decir, demuestre que:

a) FT ptq “ Spxq ´ Spx ` tq
Spxq , para t “ 1, 2, . . .

b) fT ptq “ fpx ` tq
Spxq , para t “ 1, 2, . . .

c) ST ptq “ Spx ` tq
Spxq , para t “ 1, 2, . . .

d) λT ptq “ λpx ` tq, para t “ 1, 2, . . .

79. Tiempo de vida uniforme discreto.
Sea X un tiempo de vida discreto con distribución uniftx1, x2, x3u, en
donde 0 ă x1 ă x2 ă x3.

a) Encuentre el tiempo promedio de vida restante a edad x, Rpxq “
EpX ´ x |X ą xq, para cada valor x “ 0, x1, x2.

b) Grafique la función Rpxq, x “ 0, x1, x2.
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80. Tiempo de vida uniforme discreto.
Sea X un tiempo de vida discreto con distribución unift1, . . . , nu, en
donde n ě 1.

a) Encuentre el tiempo promedio de vida restante a edad x, Rpxq “
EpX ´ x |X ą xq, para cada valor x “ 0, 1, . . . , n ´ 1.

b) Grafique la función Rpxq, x “ 0, 1, . . . , n ´ 1.

81. Tiempo de vida uniforme continuo.
Sea X un tiempo de vida con distribución unifpa, bq, en donde 0 ď a ă
b. Demuestre que el tiempo promedio de vida restante a edad x tiene
la expresión que aparece abajo. Grafique esta función e interprete los
valores Rpaq y Rpbq.

Rpxq “ b ´ x

2
, para a ď x ď b.

82. Tiempo de vida geométrico.
Sea X un tiempo de vida discreto con la distribución geométrica que
aparece especificada abajo, en donde 0 ă p ă 1.

fpxq “
#

pp1 ´ pqx´1 si x “ 1, 2, . . . ,

0 en otro caso.

Sea x ě 0 un entero y sea T el tiempo de vida restante a edad x.
Encuentre:

a) FT ptq, t “ 1, 2, . . .

b) fT ptq, t “ 1, 2, . . .

c) ST ptq, t “ 1, 2, . . .

d) λT ptq, t “ 1, 2, . . .

83. Tiempo de vida exponencial.
Sea X un tiempo de vida con distribución exppλq. Demuestre que, para
cualquier x ě 0,

EpX |X ą xq “ 1

λ
` x.

84. Sea X un tiempo de vida continuo con función de riesgo acumulado
Λpxq y función de riesgo λpxq. Demuestre que

Rpxq “
ż 8

0
eΛpxq´λpu`xq du.
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85. Esperanza y varianza del tiempo de vida restante.
Sea X un tiempo de vida continuo con esperanza y varianza finitas,
con función de densidad fpxq, función de supervivencia Spxq y función
de riesgo λpxq. Sea T “ X´x el tiempo de vida restante a edad x ě 0.
Demuestre que:

a) EpX ´ x |X ą xq “ 1

Spxq
ż 8

0
t λpx ` tqSpx ` tq dt.

b) VarpX ´ x |X ą xq “ 1

Spxq
ż 8

0
t2 fpx ` tq dt ´ E2pT q.

Compruebe que, en el caso x “ 0, las expresiones anteriores se reducen
a EpXq y VarpXq, respectivamente.

86. Expresión equivalente para la esperanza del tiempo de vida restante.
Sea X un tiempo de vida continuo con función de supervivencia Spxq.
Demuestre que el tiempo de vida media residual o restante T “ X ´x
a edad x ě 0 satisface

EpX ´ x |X ą xq “
ż 8

x

Spuq
Spxq du.

87. Cuantiles del tiempo de vida restante.
Sea T “ X ´ x el tiempo de vida restante a edad x ě 0 de un tiempo
de vida continuo X con función de supervivencia Spxq. A la edad xp
tal que

P pT ą xp |X ą xq “ p (2.5)

se le llama cuantil de orden p del tiempo de vida restante T . La edad
xp es tal que la probabilidad de que un individuo alcance esa edad es
p. Observe que la igualdad (2.5) se puede escribir como

Spx ` xpq
Spxq “ p. (2.6)

En particular, cuando p “ 0.5 el valor xp es la mediana, es decir, la
probabilidad de que un individuo alcance esa edad es 0.5 . Encuentre
la mediana del tiempo de vida restante de un tiempo de vida que sigue
una distribución exppλq.
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Equivalencia de las funciones básicas

88. Sea X un tiempo de vida continuo. Diga falso o verdadero:

a) fpxq “ ´ d

dx
Spxq, para x ą 0.

b) λpxq “ ´ d

dx
log Spxq, para x tal que Spxq ą 0.

c) Λpxq “ ´ log Spxq, para x tal que Spxq ą 0.

d) Rpxq es decreciente.

89. Sea X un tiempo de vida continuo con función de supervivencia Spxq
como aparece abajo. Grafique Spxq, compruebe que es una función de
supervivencia y encuentre las cantidades indicadas.

Spxq “ 1

10

?
100 ´ x, para 0 ď x ď 100.

a) fp50q.
b) λp30q.

c) Λp70q.
d) EpXq.

e) EpX2q.
f ) VarpXq.

90. Sean a y b dos constantes positivas. Suponga que una función de riesgo
es de la forma λpxq “ ax ` b, para x ě 0.

a) Encuentre y grafique Spxq.
b) Encuentre y grafique fpxq.
c) Encuentre la mediana de X.

91. Encuentre las otras funciones básicas asociadas a la función de super-
vivencia:

a) Spxq “
#

1 ´ x si 0 ď x ď 1,

0 si x ą 1.

b) Spxq “
#

1 ´ x{2 si 0 ď x ď 2,

0 si x ą 2.
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c) Spxq “
#

1 ´ 2x si 0 ď x ď 1{2,
0 si x ą 1{2.

d) Spxq “
#

1 ´ x{a si 0 ď x ď a, pa constanteq
0 si x ą a.

e) Spxq “
#

1 ´ px{10q2 si 0 ď x ď 10,

0 si x ą 10.

92. Tiempo de vida uniforme.
Considere un tiempo de vida con distribución unifp0, ωq, en donde
ω ą 0 es la edad máxima posible. Demuestre que para 0 ă x ď ω,

a) fpxq “ 1{ω.

b) F pxq “ x{ω.

c) Spxq “ pω ´ xq{ω.

d) λpxq “ 1{pω ´ xq.
e) Rpxq “ pw ´ xq{2.

93. Transformación lineal del tiempo.
Sea X un tiempo de vida continuo con funciones asociadas fXpxq,
FXpxq, SXpxq, λXpxq, ΛXpxq y RXpxq. Sean a ą 0 y b ą 0 dos cons-
tantes. Encuentre las funciones asociadas de los siguientes tiempos de
vida en términos de las funciones de X.

a) aX. (Cambio de escala)

b) X ` b. (Desplazamiento)

c) aX ` b.

94. Sea X un tiempo de vida continuo con funciones básicas fXpxq, FXpxq,
SXpxq, λXpxq y RXpxq. Sean a ą 0 y b ą 0 dos constantes. Exprese
cada función básica del tiempo de vida Y , en términos de la corres-
pondiente función básica de X, cuando su función de riesgo es:

a) λY pxq “ a λXpxq.
b) λY pxq “ λXpxq ` b.

c) λY pxq “ a λXpxq ` b.
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95. Equivalencia de las funciones básicas para tiempos de vida discretos.
Sea X un tiempo de vida discreto con valores 0 ă x1 ă x2 ă ¨ ¨ ¨ De-
finamos x0 :“ 0. La funciones básicas que caracterizan la distribución
de X son las siguientes: para i “ 1, 2, . . .

Función de probabilidad fpxiq :“ P pX “ xiq.
Función de supervivencia Spxiq :“ P pX ą xiq.
Función de riesgo λpxiq :“ fpxiq{Spxi´1q.
Función tiempo promedio de vida residual
Rpxiq :“ EpX ´ xi |X ą xiq.

Demuestre que se cumplen las siguientes fórmulas:

a) Dada la función de probabilidad fpxiq,

a.1) Spxiq “
8ÿ

j“i`1

fpxjq.

a.2) λpxiq “ fpxiq{
8ÿ

j“i

fpxjq.

a.3) Rpxiq “
8ÿ

j“i`1

xj fpxjq{
8ÿ

j“i`1

fpxjq ´ xi.

b) Dada la función de supervivencia Spxiq,
b.1) fpxiq “ Spxi´1q ´ Spxiq.
b.2) λpxiq “ 1 ´ Spxiq{Spxi´1q.

b.3) Rpxiq “ 1

Spxiq
8ÿ

j“i`1

xj rSpxj´1q ´ Spxjqs ´ xi.

c) Dada la función de riesgo λpxiq,

c.1) fpxiq “ λpxiq
i´1ź

j“1

p1 ´ λpxjqq.
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c.2) Spxiq “
8ÿ

j“i`1

λpxjq ¨
j´1ÿ

k“1

p1 ´ λpxkqq.

c.3) Rpxiq “
ř8

j“i xj λpxjq śj´1
k“1p1 ´ λpxkqq

ř8
j“i λpxjq śj´1

k“1p1 ´ λpxkqq ´ xi.

d) A partir de Rpxiq, las expresiones para fpxiq, Spxiq y λpxiq son
más complicadas y las omitimos de este ejercicio.

96. Tiempo de vida exponencial trasladado.
Sea a ą 0 una constante. Sea X un tiempo de vida con función de
densidad como aparece abajo, en donde λ ą 0.

fpxq “ λ e´λpx´aq, para x ą a.

Demuestre que:

a) F pxq “ 1 ´ e´λpx´aq, x ą a.

b) Spxq “ e´λpx´aq, x ą a.

c) λpxq “ λ, x ą a.

d) Λpxq “ λx, x ą a.

e) Rpxq “ 1{λ, x ą a.

97. Transformación lineal de un tiempo de vida exponencial.
Sea X „ exppλq y defina Y “ aX ` b, en donde a ą 0 y b ą 0
son constantes. Encuentre las funciones fpyq, F pyq, Spyq, λpyq, Λpyq
y Rpyq asociadas al tiempo de vida Y .

98. Distribución exponencial truncada.
Sea X un tiempo de vida con distribución exppλq. Sean a y b dos
constantes tales que 0 ď a ă b ď 8. Demuestre que:

a) F px | a ă X ď bq “

$
’’’&
’’’%

0 si x ď a,

1 ´ e´λpx´aq

1 ´ e´λpb´aq si a ă x ď b,

1 si x ą b.
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b) fpx | a ă X ď bq “
$
&
%

λ e´λpx´aq

1 ´ e´λpb´aq si a ă x ă b,

0 en otro caso.

c) Spx | a ă X ď bq “

$
’’’&
’’’%

1 si x ď a,

e´λx ´ e´λb

e´λa ´ e´λb
si a ă x ď b,

0 si x ą b.

d) Spx |X ď bq “

$
’’’&
’’’%

1 si x ď 0,

e´λx ´ e´λb

1 ´ e´λb
si 0 ă x ď b,

0 si x ą b.

e) Spx |X ą aq “
#

1 si x ď a,

e´λpx´aq si x ą a.

f ) λpx | a ă X ď bq “ λ

1 ´ e´λpb´xq , para a ă x ă b.

g) Λpx | a ă X ď bq “ log

˜
eλpb´aq ´ 1

eλpb´xq ´ 1

¸
, para a ă x ă b.

Estas fórmulas se reducen a expresiones más sencillas para el caso de
truncamiento por abajo, b “ 8, y para el truncamiento por arriba,
a “ 0.

99. Sea X un tiempo de vida con función de densidad fpxq como aparece
abajo, en donde θ ą ´2 es un parámetro.

fpxq “ pθ ` 2q e´pθ`2qx, para x ą 0.

Demuestre que:

a) F pxq “ 1 ´ e´pθ`2qx, para x ą 0.

b) Spxq “ e´pθ`2qx, para x ą 0.

c) λpxq “ θ ` 2, para x ą 0.

d) Λpxq “ pθ ` 2qx, para x ą 0.
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e) Rpxq “ 1{pθ ` 2q, para x ą 0.

100. Tiempo de vida geométrico trasladado.
Sea k ě 1 un entero. Sea X un tiempo de vida discreto con función de
probabilidad como aparece abajo, en donde 0 ă p ă 1.

fpxq “
#

pp1 ´ pqx´k si x “ k, k ` 1, . . .

0 en otro caso.

Demuestre que:

a) F pxq “ 1 ´ p1 ´ pqx`1´k, x “ k, k ` 1, . . .

b) Spxq “ p1 ´ pqx`1´k, x “ k, k ` 1, . . .

c) λpxq “ p, x “ k, k ` 1, . . .

d) Rpxq “ 1{p, x “ k, k ` 1, . . .

101. Distribución normal truncada.
Suponga que un tiempo de vida X se puede modelar mediante la dis-
tribución Npµ, σ2q truncada al intervalo pa,8q, con a ě 0. Encuentre:

a) fpx |X ą aq.
b) EpX |X ą aq.
c) VarpX |X ą aq.

d) Spx |X ą aq.
e) λpx |X ą aq.
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Capítulo 3

Modelos paramétricos y
funciones de verosimilitud

En este capítulo se revisan algunas distribuciones de probabilidad continuas
que se pueden usar como modelos teóricos de tiempos de vida y que de-
penden de algún parámetro desconocido. Se aplica, además, el método de
máxima verosimilitud para la estimación de parámetros bajo la presencia de
censura. Debe advertirse, sin embargo, que esta perspectiva de ajustar una
distribución conocida a un conjunto de datos de supervivencia no es siempre
la más adecuada, pues un tiempo de vida cualquiera no necesariamente sigue
alguno de los modelos paramétricos. En contraparte, en el siguiente capítulo
consideraremos métodos no paramétricos para la estimación de la distribu-
ción de un tiempo de vida. Se puede encontrar mayor información sobre las
distintas distribuciones de probabilidad aplicadas a tiempos de vida en el
capítulo 33 del libro de N. L. Jonhson et al [29]. Véase también el capítulo
6 del libro de E. T. Lee y J. W. Wang [37].

3.1. Distribuciones paramétricas

Recordaremos a continuación algunas distribuciones continuas que pueden
ser utilizadas para modelar tiempos de vida. En ocasiones algunas de estas
distribuciones surgen cuando se efectúa alguna transformación sobre la fun-
ción de supervivencia, por ejemplo, logSpxq.

99
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100 CAPÍTULO 3. MODELOS PARAMÉTRICOS

Cuando la sencillez de las fórmulas lo permita, mencionaremos algunas ca-
racterísticas numéricas de estas distribuciones. En particular, encontrar la
expresión de todas las funciones básicas que estudiamos antes: fpxq, Spxq,
λpxq y Rpxq, puede ser un problema complicado en algunos casos. Aquí ra-
dica la importancia de la equivalencia de estas funciones, pues es suficiente
especificar una de ellas para identificar de manera única a la distribución.

Es bien conocido que las distribuciones de probabilidad pueden parametri-
zarse de varias maneras. El lector debe tomar esto en cuenta si desea hacer
uso de algún programa de cómputo para el tratamiento de alguna distribu-
ción de probabilidad, o bien comparar los resultados aquí presentados con
otras fuentes bibliográficas.

Distribución uniforme continua

Sean a ă b dos constantes. La variable aleatoria continua X tiene distribu-
ción unifpa, bq si su función de densidad es

fpxq “
$
&
%

1

b ´ a
si a ă x ă b,

0 en otro caso.

Se puede comprobar que EpXq “ pa ` bq{2 y VarpXq “ pb ´ aq2{12. Si se
desea que esta variable aleatoria represente un tiempo de vida se requiere
la condición a ě 0. En este modelo los posibles tiempos de fallecimiento se
encuentran en el intervalo pa, bq. Las otras funciones básicas son:

1. F pxq “ px ´ aq{pb ´ aq, para a ă x ă b.

2. Spxq “ pb ´ xq{pb ´ aq, para a ă x ă b.

3. λpxq “ 1{pb ´ xq, para a ă x ă b.

4. Λpxq “ log pb ´ aq{pb ´ xq, para a ă x ă b.

5. Rpxq “ pb ´ xq{2, para a ă x ă b.

En particular, cuando a “ 0 y la edad máxima b es denotada por la letra
ω, esta distribución se puede caracterizar por cualquiera de las siguientes
funciones básicas:
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3.1. DISTRIBUCIONES PARAMÉTRICAS 101

1. fpxq “ 1{ω, para 0 ă x ă ω.

2. F pxq “ x{ω, para 0 ă x ă ω.

3. Spxq “ pω ´ xq{ω, para 0 ă x ă ω.

4. λpxq “ 1{pω ´ xq, para 0 ă x ă ω.

5. Λpxq “ log pω{pω ´ xqq, para 0 ă x ă ω.

6. Rpxq “ pw ´ xq{2, para 0 ă x ă ω.

Las gráficas de las funciones de supervivencia y de riesgo de la distribución
unifp0, ωq se muestran en la Figura 3.1. Observe que la probabilidad de
supervivencia Spxq decae de manera lineal, y que la función de riesgo λpxq
se dispara a infinito instantes antes del valor ω indicando que nadie puede
rebasar esa edad.

0

1

ω
x

Spxq

0 ω

1{ω
x

λpxq

Figura 3.1: Funciones de supervivencia y de riesgo
para un tiempo de vida unif p0, ωq.

Distribución exponencial

Sea λ ą 0 una constante. La variable aleatoria continua X tiene distribución
exppλq si su función de densidad es

fpxq “
#

λ e´λx si x ą 0,

0 en otro caso.
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102 CAPÍTULO 3. MODELOS PARAMÉTRICOS

En este modelo los tiempos de vida X toman valores en el intervalo p0,8q y
se puede comprobar que EpXq “ 1{λ y VarpXq “ 1{λ2. Las otras funciones
básicas son:

1. F pxq “ 1 ´ e´λx, para x ą 0.

2. Spxq “ e´λx, para x ą 0.

3. λpxq “ λ, para x ą 0.

4. Λpxq “ λx, para x ą 0.

5. Rpxq “ 1{λ, para x ą 0.

0

1

x

Spxq

0

λ

x

λpxq

Figura 3.2: Funciones de supervivencia y de riesgo
para un tiempo de vida exppλq.

Dentro del conjunto de todas las distribuciones univariadas continuas, la dis-
tribución exponencial es la única que tiene fuerza de mortalidad constante y,
justamente, se le refiere con esa característica: la distribución continua con
fuerza de mortalidad constante. Esta distribución se ha usado con frecuen-
cia para modelar tiempos de vida de componentes mecánicos o electrónicos.
Las gráficas de las funciones de supervivencia y de riesgo de la distribución
exponencial se muestran en la Figura 3.2.
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Debe advertirse que, tomando λ “ 1{θ ą 0, la distribución exponencial
definida arriba también puede parametrizarse de la siguiente forma

fpxq “ 1

θ
e´x{θ, si x ą 0.

Esta manera de escribir la densidad exponencial puede aparecer tanto en
otras fuentes bibliográficas como en los programas de cómputo en los que
se encuentra implementado el cálculo de probabilidades o la simulación de
valores de esta distribución.

Distribución Gompertz1

A esta distribución se le denomina de tipo I dentro de la clase de las dis-
tribuciones de valor extremo. Su definición es más sencilla a partir de la
especificación de su función de riesgo. Sean b ą 0 y c ą 0 dos constantes. La
variable aleatoria continua X tiene distribución Gompertzpb, cq si su función
de riesgo es

λpxq “ b ecx, para x ą 0.

En este modelo los tiempos de vida X toman valores en el intervalo p0,8q. La
esperanza, varianza y momentos de esta distribución no tienen una expresión
sencilla y omitiremos su escritura. Puede comprobarse que las otras funciones
básicas son:

1. F pxq “ 1 ´ exp t pb{cq p1 ´ ecxq u, para x ą 0.

2. Spxq “ exp t pb{cq p1 ´ ecxq u, para x ą 0.

3. fpxq “ λpxqSpxq “ b exp t cx ` pb{cq p1 ´ ecxq u, para x ą 0.

4. Λpxq “ pb{cq pecx ´ 1q, para x ą 0.

5. Rpxq “ 1

Spxq
ż 8

x
Spuq du, para x ą 0.

Sólo se ha indicado una manera general de calcular Rpxq. Las gráficas de
las funciones de supervivencia y de riesgo de la distribución Gompertz se

1Benjamin Gompertz (1779–1865), actuario y matemático inglés.
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muestran en la Figura 3.3 para b “ c “ 1.

0

1

x

Spxq

0

b

x

λpxq

Figura 3.3: Funciones de supervivencia y de riesgo
para un tiempo de vida Gompertzpb, cq.

Se puede comprobar que cuando c Ñ 0, la densidad Gompertzpb, cq converge
a la densidad exppbq.

Distribución Makeham2

Esta distribución es una extensión de la distribución Gompertz. También
en este caso su definición es más sencilla a partir de la especificación de su
función de riesgo. Sean b ą 0, c ą 0 y a ą ´b tres constantes. La variable
aleatoria continua X tiene distribución Makehampa, b, cq si su función de
riesgo es

λpxq “ a ` b ecx, para x ą 0.

Cuando a “ 0 se obtiene la distribución Gompertzpb, cq. En este modelo
los tiempos de vida X toman valores en el intervalo p0,8q. La esperanza,
varianza y momentos de esta distribución no tienen una expresión sencilla
y se omite su escritura. Puede comprobarse que las otras funciones básicas
son:

2William Matthew Makeham (1826–1891) actuario y matemático inglés.
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1. Spxq “ exp t pb{cq p1 ´ ecxq ´ ax u, para x ą 0.

2. F pxq “ 1 ´ exp t pb{cq p1 ´ ecxq ´ ax u, para x ą 0.

3. fpxq “ λpxqSpxq “ pa`b ecxq exp t pb{cq p1´ecxq´ax u, para x ą 0.

4. Λpxq “ ax ` pb{cq pecx ´ 1q, para x ą 0.

5. Rpxq “ 1

Spxq
ż 8

x
Spuq du, para x ą 0.

Sólo se ha indicado una manera general de calcular Rpxq. Las gráficas de las
funciones de supervivencia y de riesgo de la distribución Makehampa, b, cq se
muestran en la Figura 3.4 para a “ 2 y b “ c “ 1.

0

1

x

Spxq

0

a ` b

x

λpxq

Figura 3.4: Funciones de supervivencia y de riesgo
para un tiempo de vida Makehampa, b, cq.

Distribución Weibull3

Sean α ą 0 y λ ą 0 dos constantes. La variable aleatoria continua X tiene
distribución Weibullpα, λq si su función de densidad es

fpxq “ αλxα´1 exp t´λxαu, para x ą 0.

3Waloddi Weibull (1887–1979) matemático e ingeniero sueco.
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En este modelo los tiempos de vida X toman valores en el intervalo p0,8q.
Observe que esta función se reduce a la función de densidad exppλq cuando
α “ 1. Se puede comprobar que la esperanza y varianza de la distribución
Weibullpα, λq son:

EpXq “ λ´1{α Γp1 ` 1{αq,
VarpXq “ λ´1{α rΓp1 ` 2{αq ´ Γ2p1 ` 1{αq s,

en donde Γpxq es la función gama definida como la integral que aparece
abajo para valores de x en donde la integral es finita,

Γpxq “
ż 8

0
xt´1 e´t dt.

Puede comprobarse que las otras funciones básicas de la distribución Weibull
son:

1. F pxq “ 1 ´ exp t´λxαu, para x ą 0.

2. Spxq “ exp t´λxαu, para x ą 0.

3. λpxq “ fpxq{Spxq “ αλxα´1, para x ą 0.

4. Λpxq “ λxα, para x ą 0

5. Rpxq “ exp tλxαu
ż 8

x
αλuα exp t´λuαu du ´ x, para x ą 0.

Véase el Ejercicio 110 en la página 129 para conocer otras formas equiva-
lentes de escribir la densidad Weibull al modificar la forma de escribir sus
parámetros. Debe observarse que otras fuentes bibliográficas y los diversos
programas de cómputo pueden hacer uso de cualquiera de estas otras repre-
sentaciones.

Distribución gama

Sean γ ą 0 y λ ą 0 dos constantes. La variable aleatoria continua X tiene
distribución gamapγ, λq si su función de densidad es

fpxq “ pλxqγ´1

Γpγq λe´λx, para x ą 0.



✐
✐

“Super-main” — 2024/8/17 — 18:32 — page 107 — #107 ✐
✐

✐
✐

✐
✐

3.1. DISTRIBUCIONES PARAMÉTRICAS 107

En este modelo los tiempos de vida X toman valores en el intervalo p0,8q.
Cuando γ “ 1 se obtiene la distribución exppλq. Además, cuando el pa-
rámetro γ es un entero positivo n, a la distribución gama también se le
llama distribución Erlang y se le denota por Erlangpn, λq. A la distribución
gamapν{2, 1{2q en donde ν ą 0 se le llama distribución ji-cuadrada, se le
denota por χ2pνq y su función de densidad es

fpxq “ p1{2qν{2

Γpν{2q xν{2´1 e´x{2, para x ą 0.

Regresando al caso general de la distribución gama, se puede comprobar que
EpXq “ γ{λ y VarpXq “ γ{λ2. Puede comprobarse que las otras funciones
básicas son:

1. F pxq “ 1

Γpγq
ż λx

0
uγ´1e´u du, para x ą 0.

2. Spxq “ 1

Γpγq
ż 8

λx
uγ´1e´u du, para x ą 0.

3. λpxq “ fpxq
Spxq “ pλxqγ´1λe´λx

ż 8

λx
uγ´1e´u du

“ λγ

x

ż 8

0
pu ` λqγ´1e´ux du

,

para x ą 0.

4. Rpxq “ 1

λ

ż 8

λx
uγe´u du

ż 8

λx
uγ´1e´u du

´ x, para x ą 0.

Por su complejidad, se omite la expresión para Λpxq. A la integral que apa-
rece en la expresión de Spxq se le llama función gama incompleta y no es
posible calcularla de manera exacta. Se han elaborado tablas (véase el ma-
nual de M. Abramowitz e I. A. Stegun [1]) y programas de cómputo para
determinar sus valores aproximados mediante integración numérica o simu-
lación. Las funciones F pxq y λpxq están expresadas nuevamente en términos
de una función gama incompleta.
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Distribución lognormal

Sean µ y σ2 ą 0 dos constantes. La variable aleatoria continua X tiene
distribución lognormalpµ, σ2q si su función de densidad es

fpxq “ 1

x
?
2πσ2

exp t´plog x ´ µq2
2σ2

u, para x ą 0.

Esta distribución surge de la siguiente manera: si Y tiene distribución Npµ, σ2q,
entonces la variable X :“ eY tiene distribución lognormal con los parámetros
indicados. Claramente, en este modelo los tiempos de vida X toman valores
en el intervalo p0,8q. Se puede comprobar que la esperanza y la varianza de
esta distribución son:

EpXq “ exp tµ ` σ2{2u,
VarpXq “ exp t2µ ` 2σ2u ´ exp t2µ ` σ2u.

Denotando por Φpxq a la función de acumulación de la distribución normal
estándar, puede comprobarse que las otras funciones básicas de la distribu-
ción lognormal son:

1. F pxq “ Φp log x ´ µ

σ
q, para x ą 0.

2. Spxq “ 1 ´ Φp log x ´ µ

σ
q, para x ą 0.

3. λpxq “ fpxq
Spxq “ 1

x
?
2πσ2

exp t´plog x ´ µq2
2σ2

u

p1 ´ Φp log x ´ µ

σ
qq

, para x ą 0.

4. Rpxq “ 1

Spxq
ż 8

x
Spuq du, para x ą 0.

Sólo se ha indicado una manera general de calcular Rpxq y se ha omitido la
expresión para Λpxq.
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Distribución Pareto4

Sean α ą 0 y γ ą 0 dos constantes. La variable aleatoria continua X tiene
una distribución Paretopα, γq tipo I cuando su función de densidad es

fpxq “ α

x

´γ

x

¯α
, para x ě γ.

Observe que un tiempo de vida que sigue este modelo toma valores en el
intervalo pγ,8q. Puede demostrarse que EpXq “ αγ{pα ´ 1q, para α ą 1, y
VarpXq “ αγ2{rpα´ 1q2pα´ 2qs, para α ą 2. Las otras funciones básicas de
la distribución Pareto son:

1. F pxq “ 1 ´
´γ

x

¯α
, para x ě γ.

2. Spxq “
´γ

x

¯α
, para x ě γ.

3. λpxq “ α

x
, para x ě γ.

4. Λpxq “ α logpx{γq, para x ě γ.

5. Rpxq “ x

α ´ 1
, para x ě γ.

§

Con esto concluimos una breve lista de algunas distribuciones continuas de
probabilidad que pueden usarse como modelos paramétricos en el análisis de
supervivencia. No se han incluido distribuciones discretas, las cuales pueden
también ser usadas para modelar tiempos de vida. Se puede encontrar ma-
yor información sobre las distintas distribuciones univariadas, continuas y
discretas, en el libro de N. Balakrishnan y V. B. Nevzorov [5], en C. Forbes
et al [21], o en el libro de N. L. Johnson et al [29]. Véase también el capítulo
6 del libro E. T. Lee y J. W. Wang [37].

4Vilfredo Pareto (1826–1891) ingeniero civil, economista y sociólogo italiano.
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3.2. Función de verosimilitud para datos
censurados

Sea X un tiempo de vida para el cual se ha adoptado una distribución depen-
diente de un parámetro o vector de parámetros desconocidos θ. En general,
en el análisis de supervivencia no se adopta esta perspectiva paramétrica
para estimar la distribución de un tiempo de vida, sin embargo, tal perspec-
tiva de ajustar un modelo paramétrico es una posibilidad y en las siguientes
secciones se revisará la forma de llevar a cabo las estimaciones. Así, se desea
estimar al parámetro θ por el método de máxima verosimilitud a partir de
una serie de observaciones posiblemente censuradas. El problema es encon-
trar la función de verosimilitud para después tratar de descubrir el valor de
θ que maximiza esa función.

Supongamos que fpxq es la función de densidad de un tiempo de vida en
estudio. Cuando todas las observaciones x1, . . . , xn son tiempos de vida com-
pletos, es decir, ninguna observación sufrió censura, y cuando estas observa-
ciones fueron obtenidas de manera independiente, la función de verosimilitud
es

Lpθq “ fpx1q fpx2q ¨ ¨ ¨ fpxnq.

Es decir, cada observación completa xi contribuye a la función de verosi-
militud a través del factor fpxiq. En cambio, si la observación xi ha sido
censurada, el factor es diferente y el problema es encontrarlo. Para ello su-
pondremos las siguientes hipótesis:

a) Los tiempos de censura son independientes de los tiempos de vida.

b) La distribución de los tiempos de censura no dependen del parámetro a
estimar.

Tenemos entonces los siguientes tres casos:

Censura por la derecha. Sea C ą 0 la variable aleatoria que representa
el tiempo de censura por la derecha. La probabilidad de que una ob-
servación de un tiempo de vida X presente censura por la derecha en
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un valor dado c es

P pX ą C,C “ cq “
ż 8

c
fX,Cpu, cq du

“
ż 8

c
fXpuq fCpcq du

“ P pX ą cq fCpcq
9 Spcq.

El símbolo 9 significa “proporcional a”, de modo que consideramos al
factor fCpcq como una constante que no depende de θ y, de esta ma-
nera, se da preponderancia a la expresión Spcq, en la cual, en general,
aparece θ.

Censura por la izquierda. Sea C ą 0 la variable aleatoria que representa
el tiempo de censura por la izquierda. La probabilidad de que una
observación del tiempo de vida X presente censura por la izquierda en
un valor dado c es

P pX ă C,C “ cq “
ż c

0
fX,Cpu, cq du

“
ż c

0
fXpuq fCpcq du

“ P pX ă cq fCpcq
9 1 ´ Spcq.

Censura por intervalo. Suponga que pA,Bq denota el intervalo aleatorio
de censura. La probabilidad de que una observación del tiempo de vida
X presente censura por un intervalo dado pa, bq es

ż b

a
fX,A,Bpu, a, bq du “ P pa ă X ă bq ¨ fA,Bpa, bq

9 F pbq ´ F paq
“ Spaq ´ Spbq.

Sean x1, . . . , xn los datos de supervivencia de n individuos. Cada uno de
estos valores pertenece a uno, y sólo uno, de los siguientes conjuntos:
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D “ “Conjunto de observaciones exactas”. (3.1)
pD “ Deathq

R “ “Conjunto de observaciones censuradas por la derecha”.
pR “ Rightq

L “ “Conjunto de observaciones censuradas por la izquierda”.
pL “ Leftq

I “ “Conjunto de observaciones censuradas por intervalo”.
pI “ Intervalq

El uso de estas letras para denotar a los conjuntos indicados tiene sentido al
recordar la traducción de los términos en inglés: Death, Right, Left e Interval.

Como estamos suponiendo que cada observación posiblemente está sujeta a
alguno de los tres tipos de censura mencionados, es importante notar que el
término xi representa el mismo dato cuando no hay censura, o bien el valor
ci cuando existe censura por la izquierda o por la derecha al tiempo ci, o
bien el intervalo pai, biq cuando el dato ha sufrido censura por este inter-
valo. Es conveniente tener en mente esta notación implícita para entender
mejor la fórmula (3.2) que aparece abajo para la verosimilitud de la muestra.

Considerando de manera conjunta todos los datos y suponiendo indepen-
dencia entre las observaciones, la función de verosimilitud de los datos de
supervivencia cuando se adopta un modelo paramétrico particular se puede
escribir como se establece en el siguiente recuadro.
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Proposición 3.1 Sea X un tiempo de vida para el que se asume un
modelo paramétrico dependiente de θ, con función de densidad fpxq y
función de supervivencia Spxq. Sean x1, . . . , xn observaciones indepen-
dientes de X que pueden estar censurados de tal forma que cada uno de
ellos pertenece a uno de los conjuntos: D, R, L e I especificados en (3.1).
Para cada observación xi y según sea el caso, sea ci el tiempo de censura
por la izquierda, o por la derecha, y sea pai, biq el posible intervalo de
censura. Entonces la función de verosimilitud de la muestra es

Lpθq 9 r
ź

xiPD
fpxiq s ¨ r

ź

xiPR
Spciq s

¨r
ź

xiPL
p1 ´ Spciqq s ¨ r

ź

xiPI
pSpaiq ´ Spbiqq s. (3.2)

De la expresión general (3.2), es evidente que es conveniente contar con una
expresión sencilla o manejable para la función de densidad fpxq y para la
función de supervivencia Spxq de la distribución en estudio. Como se mencio-
nó en la sección anterior, esto no necesariamente se cumple para un modelo
paramétrico dado. Claramente la fórmula general (3.2) puede contener un
menor número de términos en el caso cuando los datos presenten sólo uno
o dos de los tres tipos de censura considerados. Es claro que para muestras
que no presenten ningún tipo de censura, la función de verosimilitud (3.2)
se reduce a la expresión conocida Lpθq “ fpx1q fpx2q ¨ ¨ ¨ fpxnq.

En la siguiente sección se analizará el caso particular cuando el tipo de
censura que se presenta sólo es por la derecha.

3.3. Función de verosimilitud para datos
censurados por la derecha

En esta sección se encontrará la función de verosimilitud de un conjunto
de datos bajo varios tipos de censura por la derecha, y suponiendo que
se ha adoptado un modelo paramétrico, el cual depende de un parámetro
desconocido θ.
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Función de verosimilitud bajo censura tipo I

En el caso cuando los datos sólo pueden presentar censura por la derecha,
éstos se pueden escribir de la forma

px1, δ1q, px2, δ2q, . . . , pxn, δnq,
en donde δi toma el valor 1 cuando el dato xi no está censurado (δ=Death),
y toma el valor 0 cuando el dato xi está censurado. En este caso, la función
de verosimilitud (3.2) se reduce al siguiente producto.

Proposición 3.2 Sea X un tiempo de vida para el que se asume un
modelo paramétrico dependiente de θ, con función de densidad fpxq y
función de supervivencia Spxq. Sean x1, . . . , xn observaciones indepen-
dientes de X y suponga que los datos pueden presentar censura por la
derecha y se les escribe como px1, δ1q, . . . , pxn, δnq, en donde la variable
δi toma el valor 0 cuando el dato xi presenta censura y toma el valor 1
cuando el dato xi no presenta censura. Entonces la función de verosimi-
litud de la muestra es

Lpθq “
nź

i“1

rfpxiqsδi rSpxiqs1´δi . (3.3)

La fórmula (3.3) se obtiene de la fórmula general (3.2) demostrada antes.
Observe que cuando δi “ 1, es decir, cuando no hay censura en el dato xi,
el factor que aparece en (3.3) es fpxiq, y cuando δi “ 0, es decir, cuando
hay censura en el dato xi, el factor es Spxiq. Por otro lado, substituyendo la
identidad fpxq “ λpxqSpxq en (3.3) se obtiene la expresión equivalente

Lpθq “
nź

i“1

rλpxiqsδi Spxiq. (3.4)

En general, la expresión para Lpθq puede ser complicada como función de θ
y encontrar el punto θ̂ en donde se alcanza el máximo puede ser un problema
difícil. El ejemplo que se presenta a continuación es el caso exponencial y
allí los cálculos no son complicados.
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Ejemplo 3.1 (Tiempo de vida exponencial)
Sea px1, δ1q, . . . , pxn, δnq un conjunto de observaciones, posiblemente censu-
radas por la derecha, de un tiempo de vida con distribución exppλq, en donde
λ es desconocido. Por la fórmula (3.3), la función de verosimilitud de los da-
tos es

Lpλq 9
nź

i“1

rλ e´λxisδi re´λxis1´δi “ λr e´λx,

en donde

r “
nÿ

i“1

δi “ “Número de fallecimientos observados.”

x “
nÿ

i“1

xi “ “Suma de todos los tiempos registrados.”

Se busca maximizar Lpλq. La derivada de Lpλq es

d

dλ
Lpλq 9 r λr´1 e´λx ´ λr x e´λx.

Puede comprobarse que Lpλq tiene un máximo cuando su derivada es cero y
esto ocurre cuando λ “ r{x. Así, la estimación máximo verosímil para λ es

λ̂ “ r

x
“

nÿ

i“1

δi

nÿ

i“1

xi

.

El estimador como variable aleatoria se puede escribir como

λ̂ “

nÿ

i“1

∆i

nÿ

i“1

Xi

,

en donde ∆i „ Berppiq, con pi “ P pXi ă ciq. Los cálculos anteriores se
pudieron hacer, en buena medida, debido a la expresión compacta para Spxq.
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Observemos que, cuando todas las observaciones son completas, es decir,
ninguna observación presenta censura por la derecha, tenemos que

řn
i“1 δi “

n y, por lo tanto, el estimador se reduce a

λ̂ “ 1

X̄
.

Este es el estimador máximo verosímil para el parámetro λ de la distribución
exppλq en el caso de datos no censurados. ‚

En general, la estimación de parámetros por máxima verosimilitud para da-
tos censurados es más complicada que en el caso de datos provenientes de
observaciones completas. A continuación se presenta el caso de la distri-
bución Weibull, en donde se tienen dos parámetros y sólo se plantean las
ecuaciones que determinan las estimaciones de esos parámetros. Para resol-
ver estas ecuaciones es necesario usar algún método de aproximación. Véase
el artículo de C. A. Clifford [13] para mayor información sobre la estimación
de parámetros para la distribución Weibull.

Ejemplo 3.2 (Tiempo de vida Weibull)
Consideremos nuevamente que se cuenta con un conjunto de n observacio-
nes px1, δ1q, . . . , pxn, δnq con posible censura por la derecha. Supondremos
ahora que estos datos provienen del modelo Weibullpα, λq, en donde ambos
parámetros, α ą 0 y λ ą 0, son desconocidos. Por la fórmula (3.3) y recor-
dando las expresiones para fpxq y Spxq de esta distribución, la función de
verosimilitud de los datos es

Lpα, λq 9
nź

i“1

rαλxα´1
i e´λxα

i sδi re´λxα
i s1´δi “

nź

i“1

rαλxα´1
i sδi re´λxα

i s.

Como antes, denotaremos por r al número de fallecimientos observados, esto
es, r “ δ1 ` ¨ ¨ ¨ ` δn. Tomando logaritmo de la función de verosimilitud y
simplificando se llega a

logLpα, λq “ r logα ` r log λ ` pα ´ 1q
nÿ

i“1

δi log xi ´ λ
nÿ

i“1

xαi .
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Las derivadas respecto de α y λ igualadas a cero son:

B
Bα logLpα, λq “ r

α
`

nÿ

i“1

δi log xi ´ λ
nÿ

i“1

xαi log xi “ 0, (3.5)

B
Bλ logLpα, λq “ r

λ
´

nÿ

i“1

xαi “ 0. (3.6)

Resolver simultáneamente estas dos ecuaciones para α y λ no es sencillo y
se deben emplear métodos numéricos para obtener alguna aproximación de
la solución. Dada esta dificultad técnica, dejaremos en este punto el desa-
rrollo del ejemplo. Cuando los datos son completos (δ1 “ ¨ ¨ ¨ “ δn “ 1),
las ecuaciones (3.5) y (3.6) se reducen a las ecuaciones conocidas que deter-
minan las estimaciones por máxima verosimilitud en el caso cuando no hay
censura, las cuales son

n

α
`

nÿ

i“1

log xi ´ λ
nÿ

i“1

xαi logα “ 0, (3.7)

n

λ
´

nÿ

i“1

xαi “ 0. (3.8)

Regresando al caso cuando hay censura, observemos que de la ecuación (3.6)
se obtiene la siguiente expresión para λ̂, la cual es semejante a la que se
obtuvo antes para este parámetro en el caso exponencial (α “ 1).

λ̂ “

nÿ

i“1

δi

nÿ

i“1

xα̂i

.

‚

En la sección de ejercicios aparecen otros ejemplos paramétricos que pueden
estudiarse en el caso de censura tipo I. La función de verosimilitud (3.3)
puede usarse cuando se cuente con expresiones para fpxq y Spxq, o bien
λpxq y Spxq según (3.4).
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Función de verosimilitud bajo censura tipo II

Sea x1, . . . , xn una colección de observaciones de un tiempo de vida con
función de densidad fpx, θq, dependiente de un parámetro desconocido θ.
Suponga que las observaciones se obtienen a través de un esquema de censu-
ra por la derecha tipo II, es decir, sólo se registran los r tiempos de vida más
pequeños y el resto se censuran por la derecha, 1 ď r ď n. En la siguiente
proposición se muestra una expresión para la función de verosimilitud de la
muestra.

Proposición 3.3 Sea X un tiempo de vida para el que se asume un
modelo paramétrico dependiente de θ, con función de densidad fpxq y
función de supervivencia Spxq. Si x1, . . . , xn son observaciones indepen-
dientes de X bajo censura por la derecha tipo II en donde sólo se registran
los r tiempos más pequeños, entonces la función de verosimilitud de la
muestra es

Lpθq “ n!

pn ´ rq! r
rź

i“1

fpxpiqq s rSpxprqq sn´r. (3.9)

Demostración. Para cada i “ 1, . . . , r, el dato xpiq es observado (no cen-
surado) y su verosimilitud es fpxpiqq. En cambio, para i “ r ` 1, . . . , n, el
dato xpiq no es observado (pues es censurado) y la probabilidad asociada
es P pXi ą xprqq “ Spxprqq. Es evidente que no se cumple la hipótesis de
independencia entre las observaciones pues éstas son estadísticas de orden.
La verosimilitud de las observaciones es

Lpθq “
ż 8

xprq
¨ ¨ ¨

ż 8

xprq
fpxp1q, . . . , xprq, u1, . . . , un´rq du1 ¨ ¨ ¨ dun´r,

en donde f es la densidad conjunta de Xp1q, . . . , Xpnq. La primera observación
puede ser cualquiera de los n tiempos de vida, la segunda observación puede
obtenerse de cualquiera de los n ´ 1 tiempos restantes, y así sucesivamente,
hasta la r-ésima observación, para la cual se tienen n ´ r ` 1 posibilidades.
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El resto de los tiempos de vida son los tiempos censurados. Entonces

fpxp1q, . . . , xprq, u1, . . . , un´rq
“ npn ´ 1q ¨ ¨ ¨ pn ´ r ` 1qfX1,...,Xnpxp1q, . . . , xprq, u1, . . . , un´rq
“ n!

pn ´ rq!fX1,...,Xnpxp1q, . . . , xprq, u1, . . . , un´rq

“ n!

pn ´ rq!fpxp1qq ¨ ¨ ¨ fpxprqq ¨ fpu1q ¨ ¨ ¨ fpun´rq,

en donde ahora se cumple la hipótesis de independencia y la función f que
aparece en la última expresión es la densidad univariada inicial. Entonces

Lpθq “
ż 8

xprq
¨ ¨ ¨

ż 8

xprq

n!

pn ´ rq!fpxp1qq ¨ ¨ ¨ fpxprqq fpu1q ¨ ¨ ¨ fpun´rq du1 ¨ ¨ ¨ dun´r

“ n!

pn ´ rq! r
rź

i“1

fpxpiqq s rSpxprqq sn´r.

‚

Observe que la función de verosimilitud (3.9) se reduce a la verosimilitud
usual Lpθq “ fpx1q ¨ ¨ ¨ fpxnq cuando r “ n, es decir, cuando en realidad no
hay censura. La facilidad en la maximización de la función de verosimili-
tud (3.9) dependerá de las expresiones con las que se cuenten para fpxq y
Spxq del modelo paramétrico particular. En el caso exponencial los cálculos
son sencillos y se muestran a continuación.

Ejemplo 3.3 (Tiempo de vida exponencial)
Suponiendo el modelo exppλq para un conjunto de observaciones x1, . . . , xn
que están sujetas a censura por la derecha tipo II, la función de verosimili-
tud (3.9) es

Lpλq 9 fpxp1qq ¨ ¨ ¨ fpxprqq ¨ rSpxprqqsn´r

“ r
rź

i“1

λe´λxpiq s ¨ re´λxprqsn´r

“ λr ¨ exp t´λp
rÿ

i“1

xpiq ` pn ´ rqxprqqu.



✐
✐

“Super-main” — 2024/8/17 — 18:32 — page 120 — #120 ✐
✐

✐
✐

✐
✐

120 CAPÍTULO 3. MODELOS PARAMÉTRICOS

Derivando respecto de λ e igualando a cero se encuentra que

λ̂ “ r
rÿ

i“1

xpiq ` pn ´ rqxprq
. (3.10)

Verificando que L2pλ̂q ă 0, puede comprobarse que la función de verosimi-
litud tiene un máximo en el punto λ̂. Observemos que cuando r “ n, la
estimación λ̂ se reduce a la expresión 1{x̄. Esta es la estimación máximo
verosímil que se conoce cuando todos los datos son observados.

Por otro lado, para la variable aleatoria Y :“ řr
i“1Xpiq ` pn ´ rqXprq,

puede comprobarse que 2λY tiene distribución χ2p2rq. Véase el texto de P.
J. Smith [47]. Esto permite encontrar intervalos de confianza y llevar a cabo
pruebas de hipótesis para el parámetro λ a partir de datos bajo el tipo de
censura indicado. ‚

A continuación presentamos el caso de la distribución Weibull para datos
con censura por la derecha tipo II. Encontraremos nuevamente la dificultad
técnica de resolver un sistema de dos ecuaciones simultáneas. Dejaremos el
desarrollo de este caso hasta el planteamiento de dichas ecuaciones.

Ejemplo 3.4 (Tiempo de vida Weibull)
Suponga que se acepta el modelo Weibullpα, λq para una colección de obser-
vaciones x1, . . . , xn que están sujetas a censura por la derecha tipo II. La
función de verosimilitud (3.9) es

Lpα, λq “ n!

pn ´ rq! fpxp1qq ¨ ¨ ¨ fpxprqq ¨ rSpxprqqsn´r

“ n!

pn ´ rq! r
rź

i“1

αλxα´1
piq e

´λxα
piq s ¨ re´λxα

prqsn´r.

Tomando logaritmo,

logLpα, λq “ log
n!

pn ´ rq! ` r logα ` r log λ

`
rÿ

i“1

pα ´ 1q log xpiq ´ λ
rÿ

i“1

xαpiq ´ λpn ´ rqxαprq.
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Derivando respecto de α y λ, e igualando a cero se encuentra el sistema de
ecuaciones

B
Bα logLpα, λq “ r

α
`

rÿ

i“1

log xpiq ´ λ
rÿ

i“1

xαpiq log xpiq

´λpn ´ rqxαprq log xprq “ 0, (3.11)

B
Bλ logLpα, λq “ r

λ
´

rÿ

i“1

xαpiq ´ pn ´ rqxαprq “ 0. (3.12)

En el caso cuando no hay censura (r “ n), es inmediato comprobar que las
ecuaciones (3.11) y (3.12) se reducen a las presentadas antes en (3.7) y (3.8).
Por otro lado, cuando α “ 1, la ecuación (3.12) produce el mismo estimador
que se había encontrado en (3.10), correspondiente a la distribución exppλq,
es decir,

λ̂ “ r
rÿ

i“1

xpiq ` pn ´ rqxprq
.

Más particularmente, cuando no hay datos censurados (r “ n), se obtiene
la estimación λ̂ “ 1{ řn

i“1 xi. ‚

Función de verosimilitud bajo censura tipo I
aleatoria

Sea X1, . . . , Xn una muestra aleatoria de un tiempo de vida continuo X con
distribución dependiente de un parámetro θ, con función de densidad fpxq y
función de supervivencia Spxq. Suponga que cada elemento Xi de la muestra
aleatoria posee un tiempo de censura por la derecha que es aleatorio y está
dado por la variable continua Ti ą 0, cuya función de densidad es fTiptq y su
función de supervivencia es STiptq. Supondremos que las variables aleatorias
Xi y Ti son independientes.

La función δi que indica si el dato Xi no presenta censura es la variable
aleatoria

δi “
#

1 si Xi ď Ti,

0 si Xi ą Ti.
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De esta manera, δi “ 1 cuando no hay censura, es decir, hay un fallecimiento
(δ “death), y δi “ 0 cuando hay censura. Notemos que el valor observado se
puede escribir como la variable aleatoria Zi “ mı́ntXi, Tiu, para i “ 1, . . . , n.
Bajo este esquema de censura aleatoria por la derecha, la función de verosi-
militud de la muestra es la siguiente.

Proposición 3.4 Sea X1, . . . , Xn una muestra aleatoria de un tiempo
de vida X para el cual se asume un modelo paramétrico dependiente de θ,
con función de densidad continua fpxq y función de supervivencia Spxq.
Suponga que cada elemento Xi de la muestra puede ser censurado por
un tiempo aleatorio Ti ą 0, independiente de Xi y con función de densi-
dad fTiptq y función de supervivencia STiptq. Sea z1, . . . , zn el conjunto
de observaciones de las variables Zi “ mı́ntXi, Tiu, para i “ 1, . . . , n.
Entonces la función de verosimilitud de la muestra observada es

Lpθq “
nź

i“1

rSpziq fTipziqs1´δi ¨ rSTipziq fpziqsδi . (3.13)

Demostración. Para cualquier z ą 0,

P pZi ă z, δi “ 0q “ P pTi ă z,Xi ą Tiq
“

ż 8

0
P pTi ă z,Xi ą Ti |Ti “ tq fTiptq dt

“
ż 8

0
P pt ă z,Xi ą tq fTiptq dt

“
ż z

0
Sptq fTiptq dt.

Derivando respecto de z,

fZi,δipz, 0q “ Spzq fTipzq. (3.14)

Hemos usado aquí la hipótesis de que el integrando es una función continua.
A continuación haremos el mismo cálculo bajo la condición δ “ 1 y ahora
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conviene condicionar respecto del valor de Xi,

P pZi ă z, δi “ 1q “ P pXi ă z,Xi ď Tiq
“

ż 8

0
P pXi ă z,Xi ď Ti |Xi “ xq fpxq dx

“
ż 8

0
P px ă z, x ď Tiq fpxq dx

“
ż z

0
STipxq fpxq dx.

Derivando respecto de z,

fZi,δipz, 1q “ STipzq fpzq. (3.15)

Las fórmulas (3.14) y (3.15) se pueden escribir en una sola expresión de la
siguiente forma

fpz, δq “ rSpzq fTipzqs1´δi ¨ rSTipzq fpzqsδi .
Por la hipótesis de independencia, la función de verosimilitud de la muestra
z1, . . . , zn es el producto

Lpθq “
nź

i“1

rSpziq fTipziqs1´δi ¨ rSTipziq fpziqsδi .

‚
Es de utilidad observar que cuando la distribución de los tiempos aleatorios
de censura Ti no dependen del parámetro θ, los factores fTipziq y STipziq son
constantes respecto de θ, de modo que la fórmula (3.13) se puede escribir en
forma reducida como

Lpθq 9
nź

i“1

rfpziqsδi rSpziqs1´δi . (3.16)

Cuando los tiempos aleatorios de censura son las constantes t1, . . . , tn, tene-
mos que zi “ mı́n txi, tiu y distinguimos dos casos:

Cuando no hay censura (δi “ 1), zi “ xi y el factor distinto de 1
en (3.13) es STipziq fpziq 9 fpziq.
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Cuando hay censura (δi “ 0), zi “ ti y el factor distinto de 1 en (3.13)
es Spziq fTipziq 9 Spziq.

Así, la función de verosimilitud recién demostrada (3.13) toma la forma de
la función de verosimilitud (3.3) encontrada antes en la página 114, cuando
los tiempos de censura por la derecha son cantidades fijas.

Como antes, las funciones de verosimilitud (3.13) ó (3.16), podrán ser de
fácil manejo dependiendo de la complejidad de las expresiones para fpxq y
Spxq. El caso exponencial es sencillo y se muestra a continuación.

Ejemplo 3.5 (Tiempo de vida exponencial)
Sea X1, . . . , Xn una muestra aleatoria de la distribución exppλq sujeta a
censura aleatoria por la derecha dada por los tiempos aleatorios T1, . . . , Tn,
respectivamente. Recordemos que las observaciones se expresan como Zi “
mı́ntXi, Tiu y la presencia de censura se escribe a través de las funciones
indicadoras

δi “
#

1 si Xi ď Ti,

0 si Xi ą Ti.

De este modo, los datos se pueden escribir como pz1, δ1q, . . . , pzn, δnq. Es
conveniente también definir las cantidades r “ δ1`¨ ¨ ¨`δn y y “ z1`¨ ¨ ¨`zn.
Suponiendo entonces que la distribución de los tiempos de censura Ti no
dependen del parámetro λ, la expresión de la función de verosimilitud (3.13)
es

Lpλq 9
nź

i“1

rfpziqsδi rSpziqs1´δi

“
nź

i“1

λδi e´λziδi e´λzip1´δiq

“ λr ¨ e´λy.

Derivando respecto de λ e igualando a cero se encuentra la estimación λ̂ “
r{y “ řn

i“1 δi{
řn

i“1 zi. Cuando no hay censura (δ1 “ 1, . . . , δn “ 1), se
tiene que r “ n y la estimación anterior arroja el valor λ̂ “ 1{x̄.
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Como variable aleatoria, el estimador se puede escribir como λ̂ “ R{Y . En
este caso, la distribución de λ̂ no es fácil de obtener como ocurrió en el caso
de la censura tipo II para este modelo. ‚

3.4. Función de verosimilitud para datos
truncados

Supongamos nuevamente que hemos adoptado un modelo paramétrico para
un tiempo de vida X. En esta breve sección se explica la forma de encontrar
la verosimilitud de una muestra que presenta algún tipo de truncamiento.

Truncamiento por la izquierda
Si una observación x está truncada por la izquierda por el valor t ą 0,
la verosimilitud de la observación es la distribución condicionada al
evento pX ą tq, es decir,

fpx |X ą tq “ fpxq
Sptq , x ą t.

Si tenemos una colección de observaciones x1, . . . , xn que fueron obte-
nidas de manera independiente, y que presentan truncamiento por la
izquierda por los valores t1, . . . , tn, respectivamente, entonces la fun-
ción de verosimilitud completa es

Lpθq “
nź

i“1

fpxiq
Sptiq , xi ą ti. (3.17)

Truncamiento por la derecha
En el caso de truncamiento por la derecha por el valor t ą 0, la vero-
similitud de una observación x es

fpx |X ă tq “ fpxq
1 ´ Sptq , x ă t.

De modo que la función de verosimilitud de una muestra x1, . . . , xn con
truncamiento por la derecha por los valores t1, . . . , tn, respectivamente,
es

Lpθq “
nź

i“1

fpxiq
1 ´ Sptiq , xi ă ti. (3.18)
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Las expresiones (3.17) y (3.18) se simplifican cuando los tiempos de trunca-
miento ti son un mismo valor t para todos los datos. Consideraremos esta
situación en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.6 (Tiempo de vida exponencial)
Sea x1, . . . , xn una muestra de la distribución exppλq truncada por la izquier-
da por un valor fijo t ě 0. Supondremos que el parámetro λ es desconocido
y que se desea estimar por máxima verosimilitud. La función de verosimili-
tud (3.17) es

Lpλq “
nź

i“1

fpxiq
Sptq , xi ą t

“
nź

i“1

λ exp t´λxi u
exp t´λt u

“ λn exp tλnpt ´ x̄qu.
Tomando logaritmo, derivando respecto de λ e igualando a cero se encuentra
la estimación λ̂ que aparece abajo. Observe que cuando t “ 0, es decir,
cuando no hay truncamiento, se obtiene el estimador conocido λ̂ “ 1{x̄.

λ̂ “ 1

x̄ ´ t
.

‚

Un poco más generalmente, también pueden considerarse escenarios en don-
de los datos presentan censura y truncamiento al mismo tiempo, y se desea
encontrar la función de verosimilitud para estimar un parámetro. No trata-
remos esa situación en este trabajo. En los libros de R. C. Elandt-Johnson y
N. L. Johnson [19], E. T. Lee y J. W. Wang [37] ó P. J. Smith[47], pueden
encontrarse otras exposiciones del tema de funciones de verosimiltud para
datos censurados.

3.5. Ejercicios

Distribuciones paramétricas

102. Sea x1, . . . , xn una muestra de una distribución continua con función
de supervivencia Spx; θq, dependiente de un parámetro θ. Demuestre
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que el estimador máximo verosímil para θ es la solución de la ecuación
nÿ

i“1

B
Bθ

B
BxSpxi; θq

B
BxSpxi; θq “ 0. (3.19)

103. Tiempo de vida uniforme.
Sea X un tiempo de vida con distribución unifp0, ωq, en donde ω ą 0 es
una constante. Demuestre las siguientes expresiones para las funciones
básicas de X. Grafique estas funciones.

a) F pxq “ x{ω, para 0 ă x ă ω.
b) Spxq “ pω ´ xq{ω, para 0 ă x ă ω.
c) λpxq “ 1{pω ´ xq, para 0 ă x ă ω.
d) Λpxq “ log pω{pω ´ uqq, para 0 ă x ă ω.
e) Rpxq “ pw ´ xq{2, para 0 ă x ă ω.

104. Unicidad de la distribución con función tiempo promedio de vida resi-
dual constante.
Sea X una variable aleatoria cuya distribución tiene soporte el inter-
valo p0,8q y con esperanza finita. Suponga que su función tiempo
promedio de vida residual es constante Rpxq “ 1{λ ą 0, para x ą 0.
Demuestre que X tiene distribución exppλq.

105. Distribución Gompertz.
Se ha definido la densidad Gompertzpb, cq como

fpxq “ b exp t cx ` b

c
p1 ´ ecxq u, para x ą 0,

en donde b ą 0 y c ą 0 son dos parámetros.

a) Demuestre que cuando c Œ 0, la densidad Gompertzpb, cq conver-
ge a la densidad exppbq.

b) Tomando b “ λ ą 0 y c “ log ϕ ą 0, compruebe que la densidad
Gompertzpb, cq también se puede escribir como

fpxq “ λϕx exp t´ λ

logϕ
pϕx ´ 1qu, para x ą 0,

en donde ahora los parámetros son λ ą 0 y ϕ ą 1.
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106. Tiempo de vida Gompertz.
Sea X un tiempo de vida con distribución Gompertzpb, cq. Demuestre
las siguientes expresiones para las funciones básicas de X.

a) F pxq “ 1 ´ exp t b

c
p1 ´ ecxq u, para x ą 0.

b) Spxq “ exp t b

c
p1 ´ ecxq u, para x ą 0.

c) fpxq “ λpxqSpxq “ b exp t cx ` b

c
p1 ´ ecxq u, para x ą 0.

d) Λpxq “ b
c pecx ´ 1q.

e) Rpxq “ 1

Spxq
ż 8

x
Spuq du, para x ą 0.

107. Relación Weibull-exponencial.
Sean α ą 0 y λ ą 0 dos constantes. Demuestre que

X „ Weibullpα, λq ô λXα „ expp1q.

108. Tiempo de vida Weibull.
Suponga que un tiempo de vida X sigue una distribución Weibullpα, λq
con función de densidad

fpxq “ αλxα´1 exp t´λxαu, para x ą 0.

Demuestre que:

a) F pxq “ 1 ´ exp t´λxαu, para x ą 0.

b) Spxq “ exp t´λxαu, para x ą 0.

c) λpxq “ αλxα´1, para x ą 0.

d) Λpxq “ λxα, para x ą 0.

e) Rpxq “ exp pλxαq
ż 8

x
αλuα exp p´λuαq du ´ x, para x ą 0.

109. Tiempo de vida Weibull.
Sea X un tiempo de vida que sigue una distribución Weibullpα, λq.
Grafique λpxq y demuestre que esta función es:



✐
✐

“Super-main” — 2024/8/17 — 18:32 — page 129 — #129 ✐
✐

✐
✐

✐
✐

3.5. EJERCICIOS 129

a) Creciente cuando α ą 1.
b) Decreciente cuando α ă 1.
c) Constante cuando α “ 1.

110. Otras parametrizaciones de la distribución Weibull.
Sean α ą 0 y λ ą 0 dos parámetros. La densidad Weibullpα, λq se
define como la función fpxq que aparece abajo. En el caso α “ 1 se
obtiene la distribución exppλq.

fpxq “ αλxα´1 exp t´λxαu, para x ą 0.

a) Tomando λ “ θα, compruebe que

fpxq “ α θpθxqα´1 exp t´pθxqαu, para x ą 0,

b) Tomando λ “ 1{θ, compruebe que

fpxq “ pα{θqxα´1 exp t´xα{θu, para x ą 0,

c) Tomando λ “ p1{θqα, compruebe que

fpxq “ α

θ
px{θqα´1 exp t´px{θqαu, para x ą 0,

111. Distribución de valor extremo.
Sea X una variable aleatoria con distribución Weibullpα, λq. A la dis-
tribución de Y “ logX se le llama distribución de valor extremo y se
le denota por EVpα, λq. Este no es un tiempo de vida pues sus valores
son p´8,8q.

a) Encuentre SY pyq “ P pY ą yq.
b) Encuentre fY pyq.

112. Tiempo de vida Pareto.
Suponga que un tiempo de vida X sigue una distribución Paretopα, γq
con función de densidad

fpxq “ α

x

´γ

x

¯α
, para x ě γ.

Demuestre que:
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a) F pxq “ 1 ´
´γ

x

¯α
, para x ě γ.

b) Spxq “
´γ

x

¯α
, para x ě γ.

c) λpxq “ α

x
, para x ě γ.

d) Λpxq “ α logpx{γq, para x ě γ.

e) Rpxq “ x

α ´ 1
, para x ě γ.

113. Distribución Pareto.
Sea X una variable aleatoria con distribución Paretopα, γq, es decir,
su función de densidad es

fpxq “ α

x

´γ

x

¯α
, para x ě γ.

a) Demuestre que EpXq “ αγ{pα ´ 1q cuando α ą 1.

b) Demuestre que γ ` Rpγq “ EpXq cuando α ą 1.

c) Suponga que los parámetros son tales que γ ă α y sea t ą 0 fijo
tal que γ ă t ă α. Demuestre que X | pX ą tq tiene distribución
Paretopα ´ t, γq.

114. Tiempo de vida Rayleigh.
Suponga que un tiempo de vida X sigue una distribución Rayleighpθq,
es decir, función de densidad es

fpxq “ 2x

θ
e´x2{θ, para x ą 0,

en donde θ ą 0 es un parámetro. Demuestre que:

a) F pxq “ 1 ´ e´x2{θ, para x ą 0.

b) Spxq “ e´x2{θ, para x ą 0.

c) λpxq “ 2x{θ, para x ą 0.

d) Λpxq “ x2{θ, para x ą 0.

e) Rpxq “ ex
2{θ

ż 8

x
e´u2{θ du, para x ą 0.
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Función de verosimilitud para datos censurados

115. Sea X un tiempo de vida continuo con función de distribución F pxq
y función de supervivencia Spxq. Sea C ą 0 otra variable aleatoria
continua con función de densidad fCpcq. Demuestre que:

a) P pX ą Cq “
ż 8

0
Spcq fCpcq dc.

b) P pX ą Cq “
ż 8

0
F pcq fCpcq dc.

Función de verosimilitud bajo censura tipo I

116. Para la estimación del parámetro θ en el caso de censura por la derecha
tipo I, en la Proposición 3.2 se establece que la función de verosimilitud
es

Lpθq “
nź

i“1

rfpxiqsδi rSpxiqs1´δi .

a) Demuestre que se cumple la igualdad que aparece abajo, en don-
de λpxq es la función de riesgo y Λpxq es la función de riesgo
acumulado.

logLpθq “
nÿ

i“1

δi log λpxiq ´
nÿ

i“1

Λpxiq.

b) Demuestre que para datos completos (δ1 “ 1, . . . , δn “ 1), la
expresión del inciso anterior se reduce al logaritmo de la función
de verosimilitud usual, es decir,

logLpθq “
nÿ

i“1

log fpxiq.

117. Sean px1, δ1q, . . . , pxn, δnq observaciones con posible censura por la de-
recha de un tiempo de vida X con función de supervivencia Spx; θq,
dependiente de un parámetro desconocido θ.
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a) Demuestre que el estimador máximo verosímil para θ es la solu-
ción de la ecuación

nÿ

i“1

δi

B
Bθ

B
BxSpxi; θq

B
BxSpxi; θq `

nÿ

i“1

p1 ´ δiq
B

BθSpxi; θq
Spxi; θq “ 0.

b) Demuestre que para datos completos (δ1 “ 1, . . . , δn “ 1), la
expresión del inciso anterior se reduce a la ecuación (3.19) que
aparece en el Ejercicio 102.

118. Tiempo de vida Rayleigh.
Sean px1, δ1q, . . . , pxn, δnq observaciones con posible censura por la de-
recha de un tiempo de vida X con distribución Rayleighpθq, es decir,
con función de densidad fpxq como aparece abajo, en donde θ ą 0 es
desconocido.

fpxq “ 2x

θ
e´x2{θ, si x ą 0,

a) Demuestre que el estimador máximo verosímil para θ es

θ̂ “ p
nÿ

i“1

x2i q { p
nÿ

i“1

δiq.

b) Encuentre θ̂ cuando ninguna de las observaciones está censurada.

119. Tiempo de vida Gompertz.
Sean px1, δ1q, . . . , pxn, δnq observaciones con posible censura por la de-
recha de un tiempo de vida X con distribución Gompertzpb, cq, es
decir, con función de densidad fpxq como aparece abajo, en donde los
parámetros b ą 0 y c ą 0 son desconocidos.

fpxq “ b exp t cx ` b

c
p1 ´ ecxq u, para x ą 0.

a) Demuestre que los estimadores por máxima verosimilitud b̂ y ĉ
son la solución al sistema de ecuaciones

c
nÿ

i“1

δi ` b
nÿ

i“1

p1 ´ ecxiq “ 0,

c2
nÿ

i“1

δixi ´ bc
nÿ

i“1

xie
cxi ´ b

nÿ

i“1

p1 ´ ecxiq “ 0.
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b) Demuestre que

ĺım
cŒ0

b̂ “ p
nÿ

i“1

δiq { p
nÿ

i“1

xiq.

Este es el estimador por máxima verosimilitud para datos censu-
rados por la derecha para tiempos de vida con distribución exppbq.
Recordemos que cuando c Œ 0, la densidad Gompertzpb, cq con-
verge a la densidad exppbq.

120. Tiempo de vida Pareto.
Sean px1, δ1q, . . . , pxn, δnq observaciones con posible censura por la de-
recha de un tiempo de vida X con distribución Paretopα, γq, es decir,
con función de densidad fpxq como aparece abajo, en donde los pará-
metros α ą 0 y γ ą 0 son desconocidos.

fpxq “ α

x

´γ

x

¯α
, para x ě γ.

a) Demuestre que los estimadores máximo verosímiles para α y γ
son

γ̂ “ xp1q,

α̂ “ p
nÿ

i“1

δiq { p
nÿ

i“1

log pxi{xp1qqq.

b) Encuentre α̂ cuando ninguna de las observaciones está censurada.

121. Sean px1, δ1q, . . . , pxn, δnq observaciones con posible censura por la de-
recha de un tiempo de vida X con función de densidad fpxq como
aparece abajo, en donde θ ą ´2 es un parámetro desconocido.

fpxq “ pθ ` 2q e´pθ`2qx, si x ą 0.

Demuestre que el estimador máximo verosímil para θ es

θ̂ “ p
nÿ

i“1

δiq { p
nÿ

i“1

xiq ´ 2.
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Función de verosimilitud bajo censura tipo II

122. Para la estimación del parámetro θ en el caso de censura por la derecha
tipo II, en la Proposición 3.3 se establece que la función de verosimi-
litud es

Lpθq “ n!

pn ´ rq! r
rź

i“1

fpxiq s rSpxprqq sn´r.

a) Demuestre que se cumple la igualdad que aparece abajo, en don-
de λpxq es la función de riesgo y Λpxq es la función de riesgo
acumulado.

logLpθq “ log
n!

pn ´ rq! `
rÿ

i“1

log λpxiq´
rÿ

i“1

Λpxiq´pn´rqΛpxprqq.

b) Demuestre que para datos completos (r “ n), la expresión del in-
ciso anterior se reduce al logaritmo de la función de verosimilitud
usual, es decir,

logLpθq “
nÿ

i“1

log fpxiq.

123. Sean x1, . . . , xn observaciones con posible censura por la derecha tipo
II de un tiempo de vida continuo X con función de supervivencia
Spx; θq, dependiente de un parámetro desconocido θ.

a) Demuestre que el estimador máximo verosímil para θ es la solu-
ción de la ecuación

rÿ

i“1

B
Bθ

B
BxSpxi; θq

B
BxSpxi; θq ` pn ´ rq

B
BθSpxprq; θq
Spxprq; θq “ 0.

b) Demuestre que para datos completos (r “ n), la expresión del
inciso anterior se reduce a la ecuación (3.19) que aparece en el
Ejercicio 102.

124. Tiempo de vida Rayleigh.
Sean x1, . . . , xn observaciones con posible censura por la derecha tipo
II de un tiempo de vida X con distribución Rayleighpθq, es decir, con
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función de densidad fpxq como aparece abajo, en donde θ ą 0 es
desconocido.

fpxq “ 2x

θ
e´x2{θ, si x ą 0,

a) Demuestre que el estimador máximo verosímil para θ es

θ̂ “ 1

r

rÿ

i“1

x2i ` n ´ r

r
x2prq.

b) Encuentre θ̂ cuando ninguna de las observaciones está censurada.

125. Tiempo de vida Gompertz.
Sean x1, . . . , xn observaciones con posible censura por la derecha tipo II
de un tiempo de vida X con distribución Gompertzpb, cq, es decir, con
función de densidad fpxq como aparece abajo, en donde los parámetros
b ą 0 y c ą 0 son desconocidos.

fpxq “ b exp t cx ` b

c
p1 ´ ecxq u, para x ą 0.

a) Demuestre que los estimadores por máxima verosimilitud b̂ y ĉ
son la solución al sistema de ecuaciones

r

b
` 1

c

rÿ

i“1

p1 ´ ecxpiqq ` pn ´ rq1
c

p1 ´ ecxprqq “ 0,

rÿ

i“1

xpiq ´ b

c2

rÿ

i“1

p1 ´ ecxpiqq ` b

c

rÿ

i“1

xpiqecxpiq

´pn ´ rq b

c2
p1 ´ ecxprqq ´ pn ´ rqb

c
xprqecxprq “ 0.

b) Demuestre que

ĺım
cŒ0

b̂ “ r
rÿ

i“1

xpiq ` pn ´ rqxprq
.

Este es el estimador por máxima verosimilitud para datos censu-
rados por la derecha tipo II para tiempos de vida con distribución
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exppbq, el cual se presentó antes en la ecuación (3.10). Recorde-
mos nuevamente que, cuando c Œ 0, la densidad Gompertzpb, cq
converge a la densidad exppbq. Más particularmente, cuando no
hay datos censurados, es decir, cuando r “ n, se cumple que
ĺımcŒ0 b̂ “ 1{x̄.

126. Tiempo de vida Pareto.
Sean x1, . . . , xn observaciones con posible censura por la derecha tipo
II de un tiempo de vida X con distribución Paretopα, γq, es decir, con
función de densidad fpxq como aparece abajo, en donde los parámetros
α ą 0 y γ ą 0 son desconocidos.

fpxq “ α

x

´γ

x

¯α
, para x ě γ.

a) Demuestre que los estimadores máximo verosímiles para α y γ
son

γ̂ “ xp1q,

α̂ “ r
rÿ

i“1

log pxpiq{xp1qq ` pn ´ rq log pxprq{xp1qq
.

b) Encuentre α̂ cuando ninguna de las observaciones está censurada.

127. Sean x1, . . . , xn observaciones con posible censura por la derecha tipo
II de un tiempo de vida X con función de densidad fpxq como aparece
abajo, en donde θ ą ´1 es un parámetro desconocido.

fpxq “ pθ ` 1q e´pθ`1qx, si x ą 0.

a) Demuestre que el estimador máximo verosímil para θ es

θ̂ “ r
rÿ

i“1

xpiq ` pn ´ rqxprq
´ 1.

b) Encuentre θ̂ cuando ninguna de las observaciones está censurada.
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Función de verosimilitud bajo censura tipo I aleatoria

128. Considere el caso de censura tipo I aleatoria en donde los tiempos de
vida Xi tienen distribución exppλq, y los tiempos de censura Ti tienen
distribución exppθq, para i “ 1, . . . , n. Los tiempos observables son
Zi “ mı́ntXi, Tiu y las variables que indican la presencia o ausencia
de censura son

δi “
#

1 si Xi ď Ti,

0 si Xi ą Ti.

Demuestre que:

a) Zi „ exppλ ` θq.
b) δi „ Berpλ{pλ ` θqq.
c) Zi y δi son independientes.

Se demostró antes que el estimador máximo verosímil para λ es

λ̂ “ p
nÿ

i“1

δiq { p
nÿ

i“1

Ziq.

Usando los resultados anteriores, demuestre que:

d) Epλ̂q “ n

n ´ 1
λ, n ě 2.

e) Varpλ̂q “ nλθ ` n2λ2

pn ´ 1qpn ´ 2q ´ n2λ2

pn ´ 1q2 , n ě 3.

Función de verosimilitud para datos truncados

129. Distribución exponencial.
Sean x1, . . . , xn observaciones independientes de la distribución exppλq
truncadas por la derecha por el mismo valor fijo y conocido t ą 0, en
donde λ es desconocido.

a) Demuestre que la distribución de X truncada por la derecha por
el valor t es

fpx |X ď tq “ λ e´λx

1 ´ e´λt
, para 0 ă x ă t.
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b) Encuentre la función de la verosimilitud de la muestra y com-
pruebe que el estimador por máxima verosimilitud para λ es la
solución de la ecuación

1 ´ e´λt “ λ2 e´λt ` λx̄p1 ´ e´λtq.
c) Compruebe que λ̂ “ 1{x̄ cuando t Ñ 8.

130. Distribución exponencial.
Sea X un tiempo de vida con distribución exppλq.

a) Demuestre que la distribución de X truncada por la izquierda por
el valor fijo t ě 0 es

fpx |X ą tq “ λ e´λpx´tq, para x ą t.

b) Sean x1, . . . , xn observaciones independientes de la distribución
exppλq truncadas por la izquierda por el valor t ą 0, en donde λ
y t son parámetros desconocidos. Demuestre que los estimadores
por máxima verosimilitud para λ y t son

λ̂ “ 1

x̄ ´ xp1q
,

t̂ “ xp1q.

131. Distribución Pareto.
Sea X un tiempo de vida con distribución Paretopα, γq, es decir, su
función de supervivencia es

Spxq “ pγ{xqα, para x ě γ,

en donde α ą 0 y γ ą 0 son dos parámetros desconocidos. Sean
pxi, tiq, . . . , pxn, tnq datos truncados por la izquierda de esta distribu-
ción, en donde X “ xi es la observación sujeta a la condición X ą ti.
Demuestre que los estimadores por máxima verosimilitud para α y γ
son

α̂ “ n
nÿ

i“1

log pxi{xp1qq
,

γ̂ “ xp1q.
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Capítulo 4

Modelos no paramétricos

Este capítulo contiene una introducción al amplio tema de la aplicación de
métodos no paramétricos al análisis de datos de supervivencia. Se revisan
algunos métodos para estimar la distribución de un tiempo de vida a partir
de un conjunto de observaciones con posible censura por la derecha, bajo
determinados contextos y sin recurrir a modelos paramétricos.

4.1. Tablas de mortalidad

Las tablas de mortalidad constituyen una base fundamental de las ciencias
actuariales. En esta sección recordaremos brevemente este concepto y defi-
niremos algunas funciones básicas que surgen a partir de la información de
estas tablas. Estudiaremos, además, algunas relaciones entre estas funciones.
En particular, nos interesa estimar la función de supervivencia de un tiempo
de vida a partir de la información contenida en una tabla de mortalidad.

Recordemos que se define una cohorte como un grupo de personas que com-
parten una característica en común y que se estudian durante un periodo
de tiempo dado. Por ejemplo, un conjunto de personas que han nacido en
un año particular conforman una cohorte. Una cohorte puede también estar
integrada por aquel conjunto de personas a las que se le ha diagnosticado
una cierta enfermedad.

Supondremos que tenemos una cohorte compuesta por ℓ0 individuos en don-

139
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de no hay migración. Se trata de una población cerrada en donde nadie ingre-
sa y nadie sale, y en donde cada individuo eventualmente muere. El número
entero ℓ0 es llamado radix y, convencionalmente, toma el valor 105 “ 100, 000
o 106 “ 1, 000, 000, aunque en realidad cualquier valor entero positivo es fac-
tible.

Definición 4.1 Una tabla de mortalidad es un arreglo tabular en donde
se registran las distintas edades que pueden tomar los individuos de una
población y el número de sobrevivientes a esas edades.

Un ejemplo de una tabla mínima de mortalidad se muestra en la Tabla 4.1.
En esta tabla se ha registrado el número de personas vivas ℓx para diferentes
edades enteras x, y en donde la población inicial consta de 100, 000 indivi-
duos. Nos interesa aquí llevar el registro de la mortalidad general para este
conjunto de personas. Usualmente las edades para poblaciones humanas y
medidas en años cumplidos son 0, 1, 2, . . . , 120. La edad máxima para cual-
quier individuo es denotada por la letra ω, en consecuencia, ℓw`1 “ 0. En
este caso hemos supuesto ω “ 120 años. Si una tabla de mortalidad inicia
en la edad α, al radix se le denota por ℓα.

x ℓx

0 100,000
1 98,287
2 97,604
3 96,844
4 96,003
...

...
120 1

Tabla 4.1: Tabla mínima de mortalidad.

Observe que en una tabla de mortalidad sólo se registra el número de perso-
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nas vivas a cada edad y las posibles censuras por la derecha son consideradas
como fallecimientos pues son individuos que ya no son reportados como vivos
a la siguiente edad. Además, al considerarse que cada edad toma un valor
entero (número de años cumplidos), los tiempos de vida están censurados
por intervalo. Regularmente en una tabla de mortalidad también aparecen
otras funciones que se construyen a partir de los valores de ℓx. Estas funcio-
nes son análogas a las definidas en la modelación probabilista dada por la
función de supervivencia. Supondremos que la edad x de un individuo toma
valores en el intervalo continuo r0, ωs, en donde la unidad de medición es un
año. Al número entero más grande que es menor o igual a x se le denota por
txu, esta es la edad en años cumplidos de un individuo de edad exacta x.

Estadísticas básicas

A partir de los valores de ℓx en una tabla de mortalidad, se pueden definir
varias funciones que son de interés. Estas funciones tienen como principal
variable dependiente la edad entera x ě 0 de un individuo. Empezaremos
reiterando la definición de la función principal ℓx.

Función número de personas vivas
Para cada valor entero x ě 0, la función

x ÞÑ ℓx

indica el número de personas vivas a edad x. El valor inicial es el radix
ℓ0 y la función decrece a cero al paso del tiempo: ℓ0 ě ℓ1 ě ℓ2 ě ¨ ¨ ¨ ě
ℓω ě ℓω`1 “ 0. Estas cantidades constituyen el elemento esencial para
construir otras cantidades de interés que pueden aparecer en una tabla
de mortalidad.

Función número de fallecidos
Para cada valor entero x ě 0, se define

dx :“ ℓx ´ ℓx`1.
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Este es el número de personas de edad x que mueren antes de cumplir
la edad x ` 1. La letra d proviene del término en inglés death. En
particular, dω “ ℓω ´ ℓω`1 “ ℓω. Más generalmente, para n ě 1 entero
se define

ndx :“ ℓx ´ ℓx`n.

Esta cantidad es el número de personas de edad x que mueren antes
de cumplir la edad x ` n. Cuando n “ 1 se obtiene 1dx, pero se omite
el subíndice izquierdo para recuperar la notación dx.

Función probabilidad de fallecer
Para cada valor entero x ě 0 tal que ℓx ą 0, se define

qx :“ dx
ℓx

“ ℓx ´ ℓx`1

ℓx
.

Esta es la probabilidad de que una persona de edad x fallezca antes
de cumplir la edad x ` 1. En otros términos, esta es la probabilidad
condicional de que una persona fallezca a la edad x dado que ha cum-
plido esa edad. En particular, qω “ dω{ℓω “ 1, suponiendo ℓω ą 0. En
cambio, la probabilidad (no condicional) de que una persona fallezca
a la edad x es dx{ℓ0 “ pℓx ´ ℓx`1q{ℓ0. Más generalmente, para n ě 1
entero se define

nqx :“ ndx
ℓx

“ ℓx ´ ℓx`n

ℓx
.

Esta es la probabilidad de que una persona de edad x muera antes de
cumplir la edad x ` n. Cuando n “ 1 se obtiene 1qx, pero se omite el
subíndice izquierdo para recuperar la notación qx. Todavía más gene-
ralmente, para cada edad x y para valores n “ 0, 1, . . . y m “ 1, 2, . . .
se define

n|mqx :“ mqx`n

ℓx
“ ℓx`n ´ ℓx`n`m

ℓx
.

Esta es la probabilidad de que un persona de edad x fallezca entre las
edades x ` n y x ` n ` m ´ 1, inclusive.
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Función probabilidad de sobrevivir
Para cada valor entero x ě 0 tal que ℓx ą 0, se define

px :“ ℓx`1

ℓx
.

Esta es la probabilidad de que una persona de edad x alcance la edad
x ` 1. Claramente se cumple la identidad px “ 1 ´ qx. En particular,
pω “ ℓω`1{ℓω “ 0, suponiendo ℓω ą 0. Más generalmente, para n ě 1
entero se define

npx :“ ℓx`n

ℓx
.

Esta es la probabilidad de que una persona de edad x alcance la edad
x ` n. Es inmediato comprobar que npx “ 1 ´ nqx. Cuando n “ 1
se obtiene 1px, pero se omite el subíndice izquierdo para recuperar la
notación px.

Muchas otras cantidades de interés se pueden definir y mostrar en una tabla
de mortalidad. Por ejemplo, si se desean incluir las estadísticas dx, qx y px
en el arreglo tabular, se obtiene el arreglo de la Tabla 4.2.

x ℓx dx qx px

0 100,000 1713 0.1713 0.98287
1 98,287 683 0.00694 0.99306
2 97,604 760 0.00778 0.99222
3 96,844 841 0.00868 0.99132
4 96,003 ´ ´ ´
...

...
...

...
...

120 1 1 1 0

Tabla 4.2: Tabla de mortalidad.

A continuación presentaremos algunos resultados generales que pueden com-
probarse a partir de las definiciones anteriores.
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Proposición 4.1 Para cada edad entera x y para cualquier número en-
tero n ě 1 se cumple que:

1. nqx “ 1 ´ npx.

2. ℓx “ ℓ0 p0 p1 ¨ ¨ ¨ px´1.

3. npx “ p1´ qxqp1´ qx`1q ¨ ¨ ¨ p1´ qx`n´1q. (Fórmula del producto)

Demostración.

1. Por definición,

nqx “ ndx
ℓx

“ ℓx ´ ℓx`n

ℓx
“ 1 ´ ℓx`n

ℓx
“ 1 ´ npx.

2. Se desarrolla el lado derecho,

ℓ0 ¨ p0 p1 ¨ ¨ ¨ px´1 “ ℓ0 ¨ ℓ1
ℓ0

ℓ2
ℓ1

¨ ¨ ¨ ℓx
ℓx´1

“ ℓx.

3. Por definición,

npx “ ℓx`n

ℓx

“ ℓx`1

ℓx

ℓx`2

ℓx`1
¨ ¨ ¨ ℓx`n

ℓx`n´1“ px px`1 ¨ ¨ ¨ px`n´1

“ p1 ´ qxqp1 ´ qx`1q ¨ ¨ ¨ p1 ´ qx`n´1q.
‚

La identidad (3) es la fórmula del producto que aparece en la ecuación (2.1)
en la página 45.

Funciones básicas

Se pueden definir también las cuatro funciones básicas F pxq, Spxq, λpxq y
Rpxq que se estudiaron en el Capítulo 2, pero ahora en el contexto de una
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tabla de mortalidad. Se revisan a continuación estas funciones. Aunque los
tiempos de vida pueden ser continuos, las observaciones del número de sobre-
vivientes se llevan a cabo en tiempos periódicos. Esto hace que las funciones
básicas correspondan a tiempos de vida discretos.

Consideraremos que la partición del tiempo está dada por los intervalos:

p0, 1s, p1, 2s, . . . , pω ´ 1, ωs, pω, ω ` 1q,
en donde a px ´ 1, xs se le denomina el intervalo x, para x “ 1, . . . , ω ` 1.
Observe que x es el extremo derecho del intervalo. Denotaremos por X a
la variable aleatoria que indica el número del intervalo en el que fallece un
individuo. Esta variable es estrictamente positiva y tiene como posibles va-
lores 1, 2, . . . , ω ` 1. En cambio, la edad en años cumplidos de un individuo
al fallecer puede tomar el valor 0. No debe confundirse a X con la edad de
una persona al fallecer.

Función de distribución
La función de distribución en el modelo tabular es

F pxq :“ P pX ď xq “ ℓ0 ´ ℓx
ℓ0

, para x “ 0, 1, . . . , ω ` 1.

en donde ℓx es el número de personas con vida al inicio del intervalo
px, x`1s y, por lo tanto, ℓ0´ℓx es el número de personas que fallecieron
en alguno de los intervalos 1, . . . , x. Observe que F p0q “ 0 y F pω`1q “
1. La correspondiente función de probabilidad es

fpxq :“ F pxq ´ F px ´ 1q
“ ℓx´1 ´ ℓx

ℓ0
, para x “ 1, 2, . . . , ω ` 1.

El número fpxq es la probabilidad de que un individuo fallezca en el
intervalo x, es decir, en px ´ 1, xs.
Función de supervivencia Para cada valor entero de x ě 0 se define
la función de supervivencia en el modelo tabular como

Spxq :“ P pX ą xq “ ℓx
ℓ0

“ x p0, para x “ 0, 1, . . .
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Esta es la probabilidad de que una persona sobreviva al intervalo
px ´ 1, xs. La definición de Spxq que aparece arriba se puede escribir
como

ℓx “ ℓ0 Spxq, para x “ 0, 1, . . .

Observe que Sp0q “ 1 y Spω ` 1q “ 0. En la Tabla 4.3 se muestra
una tabla de mortalidad en donde se ha incluido la función Spxq. Se
muestran, además, los intervalos de valores en donde la función de su-
pervivencia es constante. Los intervalos son de la forma indicada pues
de esa manera la función Spxq es continua por la derecha.

x ℓx Spxq “ ℓx{ℓ0 Intervalo para Spxq
0 ℓ0 Sp0q r0, 1q
1 ℓ1 Sp1q r1, 2q
2 ℓ2 Sp2q r2, 3q
...

...
...

...

Tabla 4.3: Tabla de mortalidad con Spxq “ P pX ą xq incorporado.

Función de riesgo
Para cada valor entero x ě 1 tal que Spx ´ 1q ą 0, se define la fun-
ción de riesgo λpxq en el modelo tabular como aparece abajo. Observe
nuevamente que se trata de una función de riesgo discreta.

λpxq “ fpxq
Spx ´ 1q

“ pℓx´1 ´ ℓxq{ℓ0
ℓx´1{ℓ0

“ dx´1

ℓx´1

“ qx´1, para x “ 1, 2, . . . , ω ` 1.

Es decir, λpxq es la probabilidad de que una persona de edad x ´ 1
fallezca antes de cumplir la edad x. En particular, λpω ` 1q “ qω “ 1,
lo cual indica que nadie alcanza la edad ω ` 1.
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Función tiempo medio de vida restante
Siguiendo la definición que habíamos dado antes para esta función en
el caso de tiempos de vida discretos, tenemos que, para valores enteros
x ě 0 tales que Spxq ą 0,

Rpxq “ EpX ´ x |X ą xq

“
ω`1ÿ

u“x`1

u fpuq{Spxq ´ x

“
ω`1ÿ

u“x`1

u
pℓu´1 ´ ℓuq{ℓ0

ℓx{ℓ0 ´ x

“ 1

ℓx

ω`1ÿ

u“x`1

u pℓu´1 ´ ℓuq ´ x,

en donde, recordemos, ω es la edad máxima en la tabla de mortalidad.
Puede comprobarse que Rp0q “ EpXq.

Se puede encontrar mayor información sobre tablas de mortalidad en J.
Leguina [38], G. Tutz y M. Schmid [51], por ejemplo. Véase también el
capítulo 4 del libro de R. J. Cunningham, T. N. Herzog y R. L. London
[17].

4.2. Método actuarial

Supondremos que tenemos el registro de los tiempos de vida x1, . . . , xn de
n individuos, algunos de los cuales pueden estar censurados por la derecha.
En esta sección veremos una forma no paramétrica de estimar la función de
supervivencia Spxq cuando los datos están agrupados en subintervalos como
en una tabla de mortalidad.

Sea 0 “ a0 ă a1 ă a2 ă ¨ ¨ ¨ ă ak ă ak`1 “ 8 una partición finita
arbitraria del intervalo p0,8q, en donde ak es un valor mayor o igual al
tiempo de vida observado más grande. De esta manera, cada una de las
observaciones pertenece a uno y sólo uno de los k subintervalos de tiempo
p0, a1s, pa1, a2s, . . . , pak´1, aks. En la Figura 4.1 se muestra la situación
cuando k “ 4. Las constantes a1, a2, . . . , ak pueden ser, por ejemplo, las
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edades en años cumplidos de los individuos, es decir, a0 “ 0, a1 “ 1, a2 “
2, . . . , ak “ ω, como en una tabla de mortalidad.

tiempo
0

sp
a1

sp
a2

sp
a3

sp
a4

Figura 4.1: Subintervalos de tiempo.

Supondremos también que la tabla de mortalidad nos provee de la siguiente
información para cada subintervalo.

Definición 4.2 Para j “ 1, 2, . . . , k, se definen las cantidades:

nj “ “Número de personas en observación al inicio del intervalo paj´1, ajs.”
dj “ “Número de personas fallecidas en el intervalo paj´1, ajs.”
wj “ “Número de personas censuradas en el intervalo paj´1, ajs.”

Al número nj se le llama número en riesgo. El nombre completo es “número
de personas en riesgo de morir” en el intervalo paj´1, ajs. Claramente estos
números son decrecientes, es decir, n “ n1 ě n2 ě ¨ ¨ ¨ ě nk ě 0, pues en
cada intervalo pueden ocurrir fallecimientos o censuras. Por otro lado, la no-
tación para dj proviene del término death, y esta es la cantidad de personas
que mueren en el intervalo en cuestión. Finalmente, wj denota el número de
tiempos de vida censurados en el intervalo en estudio. Cuando en una tabla
de mortalidad no se proporciona la información de los datos censurados, de-
finimos wj “ 0, de modo que los posibles datos censurados son considerados
como fallecimientos y la mortalidad se sobreestima.

En general, se cumple la siguiente relación: para j “ 2, . . . , k,

nj “ nj´1 ´ dj´1 ´ wj´1.
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Es decir, el número en riesgo para el intervalo paj´1, ajs es el número de
personas en riesgo de morir en el intervalo anterior, menos los fallecidos en
ese intervalo, menos los censurados.

Definición 4.3 La probabilidad condicional de que un individuo que ini-
cia con vida el intervalo paj´1, ajs sobreviva al final de ese intervalo es

pj “ P pX ą aj |X ą aj´1q “ Spajq
Spaj´1q .

Con esta notación podemos ahora expresar la función de supervivencia me-
diante el siguiente producto: para j “ 1, 2, . . . , k,

Spajq “ Spa1q
Spa0q

Spa2q
Spa1q ¨ ¨ ¨ Spajq

Spaj´1q “ p1 p2 ¨ ¨ ¨ pj .

Esta es otra forma de escribir la fórmula producto mencionada en la Proposi-
ción 2.5 de la página 45. La expresión anterior sugiere una forma de estimar
Spxq para las edades x “ a1, a2, . . . , ak, a partir de alguna estimación que
se tenga para las probabilidades condicionales pj . Esto es lo que haremos a
continuación.

Existe cierta justificación para definir el estimador p̂j “ 1 ´ dj{nj . Sin em-
bargo, esta expresión no toma en cuenta los posible individuos censurados
en el intervalo en estudio. Más precisamente, esta fórmula indica de manera
implícita que los individuos expuestos al riesgo son nj , colocando los tiempos
censurados en el intervalo paj´1, ajs hasta el tiempo final aj , pues presupone
que todos los individuos nj estuvieron expuestos al riesgo de morir duran-
te todo el subintervalo en cuestión. En realidad, los individuos censurados
sólo se expusieron al riesgo de morir hasta el momento desconocido de su
censura. Para tomar en cuenta esta consideración, se propone cambiar el
denominador nj por el siguiente promedio.
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Definición 4.4 El número efectivo de individuos en riesgo de morir du-
rante el intervalo paj´1, ajs es

n1
j “ pnj ´ wjq ` nj

2
“ nj ´ 1

2
wj .

Este es el promedio aritmético de las siguientes dos cantidades: nj ´wj , que
es el número en riesgo cuando los tiempos censurados ocurren al inicio del
intervalo, y nj , que es el número en riesgo cuando los tiempos censurados
ocurren al final del intervalo. Observemos que este promedio no es necesaria-
mente un número entero, lo será únicamente cuando el número de tiempos
censurados wj es un número par. Además, es evidente que nj “ n1

j cuando
wj “ 0, es decir, en aquellos intervalos en donde no hay datos censurados.
En general, se cumple que n1

j ď nj .

Se propone entonces como estimador para la probabilidad pj al número

p̂j “ 1 ´ dj
n1
j

,

y se construye así el siguiente estimador para la función de supervivencia.

Definición 4.5 (Método actuarial) A partir de un conjunto de da-
tos de supervivencia con posible censura por la derecha y agrupados en
los intervalos p0, a1s, pa1, a2s, . . . , pak,8q, el estimador por el método
actuarial para la función de supervivencia Spxq es

Ŝpa0q :“ Ŝp0q “ 1,

Ŝpajq :“ p̂1 p̂2 ¨ ¨ ¨ p̂j
“ p1 ´ dj

n1
j

q Ŝpaj´1q, j “ 1, . . . , k. (4.1)

Observe que lo anterior define a Ŝpxq sólo en los puntos x “ a1, . . . , ak. Sin
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embargo, la definición puede extenderse a cualquier valor continuo x ě 0 de
la siguiente forma

Ŝpxq “

$
’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’%

1 si 0 ď x ă a1,

Ŝpa1q si a1 ď x ă a2,

Ŝpa2q si a2 ď x ă a3,

...
...

Ŝpak´1q si ak´1 ď x ă ak,

0 si x ě ak.

Así es como se puede construir una función de supervivencia estimada Ŝpxq,
para cualquier x ě 0, la cual es constante en los intervalos raj , aj`1q, para
j “ 0, 1, . . . , k ´ 1.

Nota técnica 1. A diferencia de lo considerado antes, observe que los in-
tervalos sobre los que se define Ŝpxq ahora son cerrados por la izquierda y
abiertos por la derecha. Esta modificación permite garantizar que la función
Ŝpxq sea continua por la derecha. Así la función estimada Ŝpxq presenta,
posiblemente, decrementos en los valores a1, . . . , ak. Recordemos que estos
números son arbitrarios y son aquellos a través de los cuales se define la
partición del intervalo de tiempo p0,8q.

Nota técnica 2. Toda observación censurada en el último intervalo pak´1, aks
es considerada como un fallecimiento. De esta manera, dk “ nk “ n1

k y el
factor 1 ´ dj{n1

j se anula. Esto tiene como consecuencia que Spakq “ 0, es
decir, la función de supervivencia estimada efectivamente toma el valor 0 a
partir de ak en adelante.

Ejemplo 4.1 Considere el conjunto de datos de supervivencia que se mues-
tra en la Tabla 4.4, agrupados en k “ 5 subintervalos. Para cada subintervalo
se cuenta con el número en riesgo nj, el número de fallecimientos dj y el
número de individuos censurados por la derecha wj. Con esta información
se calcula el factor 1´dj{n1

j que aparece en la penúltima columna de la tabla
y en la última columna tenemos los valores Ŝpajq, para j “ 1, 2, . . . , 5. Por
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brevedad, las cantidades son mostradas sólo con 4 dígitos decimales.

j aj Intervalo nj dj wj p̂j “ Ŝpaj´1q Intervalo
de análisis 1 ´ dj{n1

j para Ŝpxq
1 1 p0, 1s 25 5 0 0.8000 1 r0, 1q
2 2 p1, 2s 20 3 1 0.8461 0.8000 r1, 2q
3 3 p2, 3s 16 6 0 0.6250 0.6769 r2, 3q
4 4 p3, 4s 10 5 2 0.4444 0.4230 r3, 4q
5 5 p4, 5s 3 2 1 0 0.1880 r4, 5q
´ ´ p5,8q 0 ´ ´ ´ 0 r5,8q

Tabla 4.4: Datos de supervivencia del Ejemplo 4.1 .

Este ejemplo permite ilustrar varias cuestiones técnicas acerca del método
actuarial:

Observe que los intervalos que aparecen en la tercera columna de la
Tabla 4.4 son los utilizados para llevar a cabo el análisis del cálculo
de los factores (penúltima columna), mientras que para especificar la
definición de Ŝpxq, estos intervalos deben ser, contrariamente a como
aquí aparecen, cerrados por la izquierda y abiertos por la derecha.

Cada factor 1 ´ dj{n1
j (penúltima columna) se debe multiplicar por el

valor de Ŝpajq que aparece en el mismo renglón para producir el valor
de Ŝpaj`1q que aparece en el renglón inferior inmediato.

Para el último intervalo p4, 5s, tenemos que n5 “ 3 individuos ingresan
con vida a ese intervalo, de los cuales d5 “ 2 individuos fallecen y
w5 “ 1 individuo está censurado. Como se explicó antes, se deben
modificar los datos y definir d5 “ 3 y w5 “ 0 para que el último factor
1 ´ d5{n1

5 sea cero, tal y como aparece en la tabla.

El procedimiento que se muestra en la Tabla 4.4 puede ser implemen-
tado con facilidad en una computadora usando una hoja de cálculo.

‚
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El estimador actuarial como variable aleatoria

El estimador por el método actuarial recién definido en (4.1) se puede escribir
como una variable aleatoria de la siguiente manera. Se considera nuevamente
una partición finita fija 0 “ a0 ă a1 ă a2 ă ¨ ¨ ¨ ă ak ă ak`1 “ 8 del
intervalo p0,8q. Se puede definir a Nj como el número aleatorio de individuos
que inician con vida al intervalo paj´1, ajs, para j “ 1, . . . , k. Observe que
estas variables aleatorias no son independientes pues debe cumplirse que

n “ N1 ě N2 ě ¨ ¨ ¨ ě Nk.

Se puede definir la variable adicional Nk`1 como el número de individuos
que ingresan con vida al intervalo pak,8q. Los términos Dj , N 1

j y Wj tienen
los mismos significados de antes, pero ahora no son números observados
sino variables aleatorias y se debe cumplir que Wj ď Nj y, como antes,
N 1

j “ Nj ´ Wj{2. El estimador para la probabilidad de supervivencia del
intervalo paj´1, ajs es la variable aleatoria p̂j “ Dj{N 1

j , para j “ 1, . . . , k.
El estimador para Spxq es

Ŝpajq “ p̂1 p̂2 ¨ ¨ ¨ p̂j “ p1 ´ Dj

N 1
j

qSpaj´1q, (4.2)

para j “ 1, . . . , k. Así es como tenemos una sucesión de variables aleatorias

Ŝpa1q ě Ŝpa2q ě ¨ ¨ ¨ ě Ŝpakq.
Bajo esta perspectiva, es natural preguntarse por las características numé-
ricas de estas variables aleatorias. A continuación veremos algunos de estos
resultados.

Proposición 4.2 Sea j P t1, 2, . . . , ku y suponga que el evento pN 1
j “ n1

jq
ocurre, en donde n1

j ě 1 es un entero. Si los tiempos de vida son indepen-
dientes, entonces

1. Dj | pN 1
j “ n1

jq „ binpn1
j , 1 ´ pjq.

2. Epp̂j |N 1
j “ n1

jq “ pj.
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Demostración.

1. Cada individuo en riesgo de morir durante el intervalo paj´1, ajs tiene
probabilidad de fallecer en ese intervalo el número desconocido 1´ pj .
Suponiendo independencia entre los individuos y cuando n1

j individuos
inician con vida el intervalo paj´1, ajs, el total de muertes Dj en dicho
intervalo tiene distribución binpnj , 1 ´ pjq.

2. Este resultado es consecuencia de la definición de p̂j y del inciso ante-
rior,

Epp̂j |N 1
j “ n1

jq “ Ep1 ´ Dj

N 1
j

|N 1
j “ n1

jq “ pj .

‚

Observe que en las dos afirmaciones de la proposición anterior se necesita
como condición la ocurrencia del evento pN 1

j “ n1
jq, el cual especifica el nú-

mero efectivo de individuos en riesgo de morir en el intervalo paj´1, ajs. Sin
esta información es complicado afirmar algo acerca de lo que ocurre en dicho
intervalo. Existen, sin embargo, algunas aproximaciones que no incluyen es-
ta condición; enunciaremos éstas a continuación. Su demostración se puede
encontrar en el texto de D. London [39].

Proposición 4.3 El estimador Ŝpajq “ p̂1 p̂2 ¨ ¨ ¨ p̂j definido en (4.2), para
j P t1, 2, . . . , ku, satisface:

1. Epp̂jq « pj.

2. EpŜpajqq « Spajq.

3. VarpŜpajq |N 1
1 “ n1

1, . . . , N
1
j “ n1

jq « S2pajq ¨
jÿ

i“1

1 ´ pi
pi n1

i

.

Las dos primera afirmaciones establecen que los estimadores p̂j y Ŝpajq por
el método actuarial no son insesgados. Lo son sólo de manera aproximada.
A la última aproximación se le conoce como fórmula de Greenwood. Se
le puede usar para encontrar intervalos de confianza aproximados para los
valores desconocidos Spajq.
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Con esto concluimos nuestra breve introducción a algunos conceptos del
análisis de supervivencia usando tablas de mortalidad. Existe una teoría
bastante desarrollada de resultados, conceptos y estimaciones de modelos de
supervivencia basados en datos de tablas de mortalidad. Una exposición muy
completa sobre estos temas puede encontrarse en el libro de D. London [39].
Otras referencias generales sobre el tema de tablas de mortalidad son, por
ejemplo, N. L. Jr. Bowers et al [9], D. C. M. Dickson et al [18], N. Keyfitz y
H. Caswell [32], J. Leguina [38], y S. D. Promislow [46].

4.3. Interpolación en tablas de mortalidad

Para cada edad en años cumplidos x se busca definir la función s ÞÑ ℓx`s

para valores de s en el intervalo r0, 1s, en donde el valor inicial ℓx y el valor
final ℓx`1 son provistos por una tabla de mortalidad. En esta sección veremos
tres maneras en las que esta interpolación puede efectuarse. De esta forma se
puede construir una función x ÞÑ ℓx definida ahora en el intervalo continuo
r0, ωs.

Interpolación lineal

En este tipo de interpolación se establece que la función s ÞÑ ℓx`s, para
0 ď s ď 1, se define por la línea recta que une los valores ℓx y ℓx`1. Véase la
gráfica de la izquierda de la Figura 4.2. Para cada entero x y para 0 ď s ď 1,
se define

ℓx`s :“ s ¨ ℓx`1 ` p1 ´ sq ¨ ℓx. (4.3)

De este modo se postula que la población decrece linealmente de ℓx a ℓx`1

en una unidad de tiempo. Esta función se puede escribir de las siguientes
formas equivalentes:

ℓx`s “ ℓx ´ s ¨ dx
“ ℓx ´ s ¨ pℓx ´ ℓx`1q
“ s ¨ ℓx`1 ` p1 ´ sq ¨ ℓx. (4.4)
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0

ℓx

x

ℓx`1

x ` 1
x

ℓx

0

ℓ0

1 2 3 4 ¨ ¨ ¨ ω

ℓx

x

Figura 4.2: Interpolación lineal.

La gráfica de ℓx definida ahora para cualquier valor continuo 0 ď x ď ω es
la de una función continua, decreciente y lineal por pedazos. Véase la gráfica
de la derecha de la Figura 4.2.

Bajo la interpolación lineal, se cumplen las identidades que aparecen en la
siguiente proposición. Todas estas identidades se obtienen al substituir el
valor de ℓx`s de acuerdo a la definición (4.3) ó (4.4). Se deja como ejercicio
la verificación de estas igualdades.

Proposición 4.4 Bajo la interpolación lineal (4.3) se cumplen las siguien-
tes fórmulas: para x ě 0 entero y para 0 ď s ď 1,

1. spx “ 1 ´ s ¨ dx
ℓx

.

2. sqx “ s ¨ qx.
3. p1´sqpx`s “ px

1 ´ s ¨ qx .

4. p1´sqqx`s “ p1 ´ sq ¨ qx
1 ´ s ¨ qx .

Se ha mencionado que cuando se interpolan de manera lineal los valores
ℓx de una tabla de mortalidad se produce una función continua decreciente
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ℓx : r0,8q Ñ rℓ0, 0s. Esto induce un tiempo de vida continuo X para el cual
se pueden calcular las funciones básicas. Estas fórmulas se muestran en el
siguiente enunciado y su demostración se deja como ejercicio. Como se trata
de un tiempo de vida continuo, las definiciones de estas funciones son las
correspondientes a tiempos continuos.

Proposición 4.5 El tiempo de vida continuo X inducido por la interpola-
ción lineal ℓx`s “ s ¨ ℓx`1 ` p1´sq ¨ ℓx, tiene las siguientes funciones básicas:
para x “ 0, 1, . . .

1. F px ` sq “ p1 ´ sqF pxq ` sF px ` 1q, 0 ď s ď 1.

2. fpx ` sq “ F px ` 1q ´ F pxq, 0 ă s ă 1.

3. Spx ` sq “ p1 ´ sqSpxq ` sSpx ` 1q, 0 ď s ď 1.

4. λpx ` sq “ F px ` 1q ´ F pxq
p1 ´ sqSpxq ` sSpx ` 1q .

La función tiempo promedio de vida restante Rpx ` sq es más complicada y
se ha omitido de la lista anterior.

Interpolación exponencial

Esta es una segunda manera de interpolar los valores entre ℓx y ℓx`1. Para
cada entero x ě 0 y para 0 ď s ď 1, se define

ℓx`s :“ ℓx

ˆ
ℓx`1

ℓx

˙s

“ pℓx`1qs pℓxq1´s. (4.5)

Esta expresión es una función exponencial y su gráfica es la curva convexa
que se muestra en la parte izquierda de la Figura 4.3. De esta manera, el
valor inicial ℓx decae exponencialmente hacia el valor final ℓx`1.
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0

ℓx

x

ℓx`1

x ` 1
x

ℓx

0

ℓ0

1 2 3 4 ¨ ¨ ¨ ω

ℓx

x

Figura 4.3: Interpolación exponencial.

La gráfica de ℓx definida ahora para cualquier valor continuo 0 ď x ď ω
es la de una función continua, decreciente y convexa por pedazos. Véase la
gráfica de la derecha de la Figura 4.2.

Bajo la interpolación exponencial, se cumplen las fórmulas que aparecen a
continuación. Su verificación no es difícil y se deja como ejercicio.

Proposición 4.6 Bajo la interpolación exponencial (4.5) se cumple las si-
guientes fórmulas: para x ě 0 entero y para 0 ď s ď 1,

1. spx “ ppxqs.
2. sqx “ 1 ´ p1 ´ qxqs.
3. p1´sqpx`s “ ppxq1´s.

4. p1´sqqx`s “ 1 ´ p1 ´ qxq1´s.

Interpolación hiperbólica

Esta es otra manera alternativa de interpolar los valores entre ℓx y ℓx`1.
Para cada entero x ě 0 y para 0 ď s ď 1, se define

ℓx`s :“
ˆ

1

ℓx
` s ¨

„
1

ℓx`1
´ 1

ℓx

˙´1

. (4.6)
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Equivalentemente,

1

ℓx`s
“ 1

ℓx
` s ¨

ˆ
1

ℓx`1
´ 1

ℓx

˙

“ s ¨
ˆ

1

ℓx`1

˙
` p1 ´ sq ¨

ˆ
1

ℓx

˙
. (4.7)

Esto corresponde a una interpolación lineal de los recíprocos de los valores
ℓx y ℓx`1. Puede verificarse que la fórmula para ℓx`s que aparece en (4.6)
produce el valor ℓx cuando s “ 0 y es igual a ℓx`1 cuando s “ 1. La gráfica
de la interpolación hiperbólica es similar al caso de la interpolación expo-
nencial que se muestra en la Figura 4.3.

Bajo la interpolación hiperbólica se cumplen las fórmulas que aparecen aba-
jo. Su verificación se deja como ejercicio.

Proposición 4.7 Bajo la interpolación hiperbólica (4.6) se cumplen las si-
guientes fórmulas: para x ě 0 entero y para 0 ď s ď 1,

1. spx “ s ¨ qx
1 ´ p1 ´ sq ¨ qx .

2. sqx “ 1 ´ qx
1 ´ p1 ´ sq ¨ qx .

3. p1´sqpx`s “ 1 ´ p1 ´ sq ¨ qx.
4. p1´sqqx`s “ p1 ´ sq ¨ qx.

§

No es difícil proponer otros métodos de interpolación entre ℓx y ℓx`1 adicio-
nales a los mencionados y que no producen necesariamente funciones conti-
nuas. Se puede definir, por ejemplo, una función x ÞÑ ℓx que sea constante
por pedazos y que sea decreciente en forma de escalera desde el valor ℓx
hasta el valor ℓx`1 para cada x ě 0 entero. También debe advertirse que
se pueden definir y estudiar otras funciones de interés basadas en los datos
básicos ℓ0, ℓ1, . . . , ℓω de una tabla de mortalidad (véase el libro de D. Lon-
don [39]), y encontrar fórmulas del comportamiento de estas funciones bajo
alguno de los métodos de interpolación.
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Estimador para Spxq a partir de una tabla de
mortalidad

Para valores continuos de x en el intervalo r0, ωs, sea ℓ̂x la interpolación me-
diante algún método de los datos ℓ0, ℓ1, . . . , ℓω provenientes de una tabla de
mortalidad. Esta función no es necesariamente diferenciable en los puntos
x “ 0, 1, . . . , ω, aunque claramente se cumple que ℓ̂x “ ℓx en los puntos
indicados. Se puede ahora definir la estimación no paramétrica Ŝpxq para la
función de supervivencia de la siguiente forma.

Definición 4.6 (Estimador actuarial) A partir de los datos
ℓ0, ℓ1, . . . , ℓω de una tabla de mortalidad y utilizando algún método de
interpolación para definir ℓ̂x para cualquier valor x en el intervalo con-
tinuo r0, ωs, el estimador actuarial para Spxq se define como

Ŝpxq “ ℓ̂x
ℓ0
, para x P r0, ωs.

0

1

1 2 3 4 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ω

Ŝpxq

x

Figura 4.4: Estimación actuarial Ŝpxq “ ℓ̂x{ℓ0.

De esta forma el tiempo de vida en estudio y con datos registrados en una
tabla de mortalidad queda caracterizado por la función de supervivencia
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aproximada Ŝpxq. A partir de esta función se puede calcular de manera
aproximada cualquier característica numérica del tiempo de vida. Una grá-
fica de Ŝpxq se muestra en la Figura 4.4 en el caso de interpolación lineal.
Se trata de una función que inicia en el valor Ŝp0q “ 1, es continua, lineal
por pedazos, decreciente y su último valor es Ŝpωq “ 0.

4.4. Función de supervivencia empírica

Esta es una función que se construye a partir de un conjunto de observaciones
no censuradas de una variable aleatoria cualquiera, en particular, un tiempo
de vida. Definiremos primero esta función para datos numéricos y después
consideraremos muestras aleatorias.

Función de supervivencia empírica para datos
numéricos

Sea x1, . . . , xn una colección de n observaciones no censuradas de una va-
riable aleatoria cualquiera X. Antes de definir la función de supervivencia,
definiremos primero la función de distribución empírica de la siguiente forma

Fnpxq :“ 1

n

nÿ

i“1

1p´8,xspxiq, ´8 ă x ă 8, (4.8)

en donde la función indicadora de un conjunto A de números reales, deno-
tada por 1Apxq, toma el valor 1 cuando x P A, y toma el valor 0 cuando
x R A. Así, para cada valor real x, la función Fnpxq es la proporción de
observaciones que toman un valor a la izquierda de x respecto al número
total de observaciones.

No es difícil comprobar que Fnpxq es una función de distribución y su gráfica
tiene las características de la función de distribución de una variable aleatoria
discreta, es decir, tiene saltos hacia arriba en cada una de las observaciones
xi. Puede comprobarse que cuando se tienen n datos distintos y ordenados
x1 ă x2 ă ¨ ¨ ¨ ă xn, los saltos de la función de distribución empírica son

F pxiq ´ F pxi´1q “ 1

n
, para i “ 1, 2, . . . , n,
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en donde x0 es cualquier valor a la izquierda del primer dato x1. En el lado
izquierdo de la Figura 4.5 se muestra un ejemplo gráfico de la función de dis-
tribución empírica Fnpxq para un conjunto de 4 observaciones x1, x2, x3, x4
distintas, las cuales se escriben como xp1q ă xp2q ă xp3q ă xp4q cuando se
ordenan de menor a mayor.

0

bc

xp1q

b bc

xp2q

b bc

xp3q

b bc

b

xp4q

Fnpxq

x

1

0

Snpxq

x

1
bc

xp1q

b bc

xp2q

b bc

xp3q

b bc

xp4q
b

Figura 4.5: Función de distribución empírica Fnpxq y su
correspondiente función de supervivencia empírica Snpxq.

La función Fnpxq es una aproximación o estimación de la función de distri-
bución de la variable aleatoria X. Mientras mayor sea el número de datos n,
se espera que la función de distribución empírica se parezca cada vez más a
la función de distribución F pxq de la variable aleatoria. Definiremos ahora
la función de supervivencia que es de nuestro interés.

Definición 4.7 La función de supervivencia empírica de un conjunto de
n observaciones no censuradas x1, . . . , xn es

Snpxq :“ 1

n

nÿ

i“1

1px,8qpxiq, ´8 ă x ă 8. (4.9)
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Esta definición es válida para cualesquiera observaciones numéricas x1, . . . , xn
completamente especificadas. Cuando estas observaciones provienen de tiem-
pos de vida no censurados, serán estrictamente positivas y esa es la situación
que nos interesa. Claramente se cumple que Snpxq ` Fnpxq “ 1. Para cual-
quier valor real de x, la función Snpxq indica la proporción de observaciones
que son mayores al valor x respecto al número total de observaciones. Esta
función tiene saltos hacia abajo en cada una de las observaciones xi. En la
parte derecha de la Figura 4.5 aparece un ejemplo gráfico de Snpxq para un
conjunto de 4 observaciones x1, x2, x3, x4 distintas.

En particular, cuando se tienen n datos distintos y ordenados x1 ă x2 ă
¨ ¨ ¨ ă xn, los saltos de la función de supervivencia empírica son

Spxiq ´ Spxi`1q “ 1

n
, para i “ 1, 2, . . . , n,

en donde xn`1 es cualquier valor a la derecha del último dato xn.

En el paquete estadístico R se puede obtener la función de distribución em-
pírica con suma facilidad usando la función ecdf(), en donde el acrónimo
ecdf significa empirical cumulative distribution function. Esto se muestra en
el siguiente recuadro.

R
# Función de distribución empírica
x <- c(1,2,3,4)
plot(ecdf(x), axes=FALSE)
axis(1); axis(2)

El resultado de este código se muestra en el lado izquierdo de la Figura 4.6.
La correspondiente función de supervivencia empírica se puede obtener usan-
do el código que aparece abajo y que produce la gráfica que se muestra en
el lado derecho de la Figura 4.6.
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R
# Función de supervivencia empírica
library(survival)
x <- c(1,2,3,4)
plot(survfit(Surv(x)„1), axes=FALSE, conf.int=FALSE)
axis(1); axis(2)

ecdf(x)

x

F
n

(x
)
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Figura 4.6: Gráficas de Fnpxq y Snpxq
producidas en el paquete estadístico R.

Función de supervivencia empírica para muestras
aleatorias

En lugar de muestras numéricas particulares x1, . . . , xn, consideraremos aho-
ra colecciones de variables aleatorias que son independientes e idénticamente
distribuidas. Sea X1, . . . , Xn una muestra aleatoria de tamaño n de una va-
riable aleatoria X con función de distribución F pxq. Antes de definir a la
función de supervivencia, definiremos primero a la función de distribución
empírica, ahora como una variable aleatoria, de la siguiente forma

F̂npxq :“ 1

n

nÿ

i“1

1p´8,xspXiq, ´8 ă x ă 8. (4.10)
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Para cada valor real de x, la variable aleatoria F̂npxq resulta ser un estimador
insesgado para F pxq. Si x1, . . . , xn son valores particulares de la muestra
aleatoria X1, . . . , Xn, la expresión (4.10) se calcula como aparece en (4.8).
Usando la ley de los grandes números puede comprobarse que F̂npxq converge
a F pxq para cada x fijo. Más aún, el teorema de Glivenko-Cantelli (véase el
libro de A. Gut [25]) establece que, con probabilidad 1,

ĺım
nÑ8p sup

x
|F̂npxq ´ F pxq| q “ 0.

Es decir, F̂npxq converge uniformemente a F pxq cuando n Ñ 8. Ahora de-
finiremos la función de supervivencia que nos interesa.

Definición 4.8 La función de supervivencia empírica de una muestra
aleatoria X1, . . . , Xn es la variable aleatoria

Ŝnpxq :“ 1

n

nÿ

i“1

1px,8qpXiq, ´8 ă x ă 8. (4.11)

Esta definición se aplica para cualquier modelo o variable aleatoria X. El
caso que nos interesa ocurre cuando X ě 0 y, por lo tanto, puede representar
un tiempo de vida. La función (4.11) es la proporción aleatoria de elementos
de la muestra que toman un valor a la derecha del valor x respecto al tamaño
n de la muestra. Puede comprobarse que Ŝnpxq es un estimador insesgado
para la función de supervivencia de la variable aleatoria X. Además, es evi-
dente que se cumple la identidad F̂npxq ` Ŝnpxq “ 1.

En la Figura 4.7 se muestra una función de supervivencia empírica cuan-
do el número de datos n es grande. Observe que la función es decreciente
y tiene pequeños saltos hacia abajo en múltiples ocasiones hasta llegar al
valor 0. Ocurre un salto hacia abajo de magnitud 1{n cuando se observa un
fallecimiento. En general, el tamaño del salto es k{n cuando ocurren k falle-
cimientos a un mismo tiempo. Estamos suponiendo aquí que no hay censura
en los datos.
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0

Snpxq

x

1

Figura 4.7: Ejemplo gráfico de una función
de supervivencia empírica.

En el caso de datos con censura por la derecha y considerando una censura
como una defunción, se puede calcular la función de supervivencia (4.11),
sin embargo se estaría sobreestimando la verdadera mortalidad.

Proposición 4.8 Sea X1, . . . , Xn una muestra aleatoria de un tiempo
de vida X con función de supervivencia Spxq. Sea Ŝnpxq la función de
supervivencia empírica. Entonces, para x ě 0,

1. EpŜnpxqq “ Spxq. (Insesgamiento)

2. VarpŜnpxqq “ 1

n
Spxq p1 ´ Spxqq.

Demostración. Es claro que cada sumando de Ŝnpxq (véase la expre-
sión (4.11)) es una variable aleatoria con distribución Berppq con p “ P pXi ą
xq “ Spxq. Por lo tanto,

nÿ

i“1

1px,8qpXiq „ binpn, pq.

De aquí se obtienen las dos afirmaciones del enunciado. ‚
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Uno de los problemas centrales en el análisis de supervivencia es encontrar
formas de estimar la función de supervivencia de un tiempo de vida, a par-
tir de datos censurados. En este caso, cuando las observaciones presentan
censura, no es evidente la forma en la que un dato censurado debe incorpo-
rarse al cálculo de la estimación de la función de supervivencia. El método
actuarial, el estimador de Kaplan-Meier, o el estimador de Nelson-Aalen,
son maneras de resolver este problema en el caso de censura por la derecha.
Estudiaremos estos procedimientos en las siguientes secciones.

4.5. Estimador de Kaplan-Meier1

Este es posiblemente el estimador no paramétrico más importante para una
función de supervivencia. Fue propuesto en 1958 por Edward L. Kaplan y
Paul Meier [31]. Este trabajo de investigación es uno de los más citados en
el área de la estadística. Definiremos primero a este estimador en un caso
particular (llamado caso simple) y después veremos el caso general.

Sean nuevamente x1, . . . , xn observaciones de un tiempo de vida X, cuya
distribución deseamos estimar. Supondremos que los datos fueron generados
de manera independiente y que algunos de los registros pueden presentar
censura por la derecha. El estimador de Kaplan-Meier Ŝpxq proporciona
una manera de estimar la función de supervivencia desconocida Spxq.

Caso simple

El primer paso es ordenar las observaciones en orden ascendente:

xp1q ď xp2q ď ¨ ¨ ¨ ď xpnq.

Consideraremos primero el caso simple cuando todas las observaciones son
distintas, es decir, no hay dos tiempos observados iguales, de modo que las
desigualdades anteriores son estrictas. Se define xp0q “ 0. De manera similar
al método actuarial, consideraremos ciertos intervalos de tiempo pero ahora

1Edward Lynn Kaplan (1920–2006) matemático estadounidense.
Paul Meier (1924–2011) estadístico estadounidense.
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definidos a partir de los datos observados de la siguiente forma:

p0, xp1qs, pxp1q, xp2qs, . . . , pxpn´1q, xpnqs.

tiempo
0

✘
xp1q

✘
xp2q

✘
xp3q ¨ ¨ ¨

✘
xpnq

Figura 4.8: En el caso simple ocurre 1 censura ó 1 fallecimiento
en cada tiempo registrado.

A diferencia del método actuarial, las constantes que se utilizan para definir
la partición del tiempo en subintervalos no son las edades de los individuos
sino los tiempos en los que ocurren los fallecimientos y las censuras. Nos re-
feriremos a estos conjuntos como los intervalos 1, 2, . . . , n, respectivamente.
Cada extremo derecho xpjq es un tiempo en el que ocurre un fallecimiento o
una censura, pero no ambos eventos a la vez. Por lo tanto, en cada uno de
los intervalos pxj´1, xjs ocurre uno, y sólo uno, de estos dos eventos, y tal
evento se presenta justo al final del intervalo. Véase la Figura 4.8.

Definición 4.9 Para cada j “ 1, . . . , n, se definen las cantidades:

nj “ “Núm. de individuos en observación al inicio del intervalo j.”
dj “ “Núm. de fallecimientos en el intervalo j”.
cj “ “Núm. de censuras en el intervalo j”.

Puede comprobarse que se cumple la igualdad nj “ n ´ j ` 1, pues en ca-
da subintervalo se pierde a un individuo, ya sea por muerte o por censura.
Claramente n1 “ n (población completa en el primer intervalo) y nn “ 1
(último sobreviviente en el último intervalo). Por otro lado, la variable dj
toma los valores 0 ó 1, dependiendo de si al tiempo xpjq ocurre una censura o
una muerte, es decir, se trata de una función indicadora. La probabilidad de
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que un individuo que ingresa con vida al intervalo j sobreviva dicho intervalo
es

pj “ P pX ą xpjq |X ą xpj´1qq.

Bajo estas condiciones, resulta natural definir un estimador para esta pro-
babilidad de la siguiente forma.

Definición 4.10 p̂j :“ 1 ´ dj
nj

, para j “ 1, . . . , n.

Este es un estimador para la probabilidad condicional de sobrevivir al j-
ésimo intervalo cuando se ha llegado con vida al inicio de dicho intervalo.
Como dj sólo toma los valores 0 ó 1, se puede también escribir

p̂j “ p1 ´ 1{njqdj “
#

1 ´ 1{nj si dj “ 1,

1 si dj “ 0.

Usando la fórmula del producto (2.1), se puede dar ahora una primera ver-
sión del estimador de Kaplan-Meier, véase [47].

Definición 4.11 (Estimador de Kaplan-Meier, caso simple) Su-
ponga el caso cuando los datos son todos distintos: xp1q ă xp2q ă ¨ ¨ ¨ ă
xpnq, es decir, en cada tiempo observado ocurre, o bien un fallecimiento
o bien una censura por la derecha. El estimador de Kaplan-Meier es

Ŝpxq :“
ź

j :xpjqďx

´
1 ´ dj

nj

¯
, para 0 ď x ď xpnq. (4.12)

Como dj sólo toma los valores 0 ó 1, el estimador (4.12) también puede ex-
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presarse de las siguientes formas equivalentes:

Ŝpxq “
ź

j :xpjqďx

p̂j

“
ź

j :xpjqďx

p1 ´ 1{njqdj

“
ź

j :xpjqďx

p1 ´ 1{pn ´ j ` 1qqdj

“
ź

j :xpjqďx

´ n ´ j

n ´ j ` 1

¯dj
, para 0 ď x ď xpnq. (4.13)

El estimador (4.12) también se puede escribir de manera recursiva en los
tiempos xp1q ă ¨ ¨ ¨ ă xpnq de la siguiente forma:

Ŝpxpjqq “
´ n ´ j

n ´ j ` 1

¯dj ¨ Ŝpxpj´1qq, para j “ 1, . . . , n. (4.14)

Es evidente que esta expresión es conveniente desde el punto de vista compu-
tacional pues permite calcular los valores de Ŝpxq de una manera sucesiva.
Como función del tiempo x, el estimador (4.12) posee las siguientes propie-
dades:

Ŝp0q “ 1. Esto es así bajo el supuesto de que el producto vacío se
define como el valor 1.

Ŝpxq es monótona decreciente. Esto es evidente a partir de observar
que al incrementarse el valor de x en (4.13), posiblemente se incorporan
nuevos factores, pero éstos son menores o iguales a 1.

Ŝpxq es constante por pedazos pues la función permanece constante en
el interior de los subintervalos de análisis.

Ŝpxq no tiene saltos en los tiempos en donde ocurre una observación
censurada. Esto es así pues si xj es una observación censurada, enton-
ces dj “ 0, y el factor correspondiente p̂j es igual a 1. Esto es más
claro en la fórmula recursiva (4.14).

Ŝpxq tiene saltos hacia abajo únicamente en los tiempos en donde
ocurre un fallecimiento, es decir, en tiempos xpjq en donde dj “ 1.
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Esto es claro a partir de la fórmula (4.14). Si xpjq es uno de tales
tiempos, entonces la magnitud del salto en xpjq es

Ŝpxpj´1qq ´ Ŝpxpjqq “ Ŝpxpj´1qq ´ p n ´ j

n ´ j ` 1
qdj Ŝpxpj´1qq

“ p1 ´ n ´ j

n ´ j ` 1
q Ŝpxpj´1qq

“ 1

n ´ j ` 1
Ŝpxpj´1qq

“ 1

n ´ j ` 1

j´1ź

i“1

p n ´ i

n ´ i ` 1
qdi .

Ŝpxq es una función continua por la derecha. Esto es consecuencia de
la expresión (4.12).

Si el último tiempo observado xpnq es un fallecimiento, entonces el
último factor es p̂n “ 1 ´ dn{nn “ 1 ´ 1{1 “ 0 y, en consecuencia,
Ŝpxpnqq “ 0. Así, el estimador de Kaplan-Meier produce una función
de supervivencia discreta genuina. Sin embargo, si xpnq es una censura,
entonces Ŝpxpnqq ą 0 y la fórmula (4.12) no proporciona una función
de supervivencia discreta verdadera.

Veremos ahora un ejemplo con muy pocos datos en donde el objetivo es
ilustrar la forma de obtener Ŝpxq en el caso simple, es decir, cuando todos
los tiempos de eventos son distintos.

Ejemplo 4.2 Consideremos el siguiente conjunto de n “ 5 observaciones:

xp1q “ 4, xp2q “ 5`, xp3q “ 7`, xp4q “ 8, xp5q “ 10.

Todos los datos son diferentes, algunos datos son completos y otros están
censurados por la derecha. De manera gráfica los datos se muestran en la
Figura 4.9, en donde los tiempos de fallecimientos se indican con el símbolo
✘ y para los tiempos censurados se usa la letra c.
El objetivo de este ejemplo es mostrar la forma de calcular el estimador de
Kaplan-Meier usando la fórmula (4.13) en el contexto de su validez. Los
intervalos de análisis son:

p0, 4s, p4, 5s, p5, 7s, p7, 8s, p8, 10s.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 ¨ ¨ ¨

✘ c c ✘ ✘

Figura 4.9: Datos del Ejemplo 4.2.

Los elementos para el cálculo del estimador de Kaplan-Meier se muestran en
la Tabla 4.5. La columna indicada como p̂j se refiere al término 1 ´ dj{nj

y es el factor que se aplica al valor previo de Ŝpxpj´1qq para calcular el si-
guiente valor de Ŝpxpjqq.

j xpjq Intervalo nj dj cj p̂j Ŝpxpjqq
0 0 ´ ´ ´ ´ ´ 1
1 4 p0, 4s 5 1 0 0.8 0.8

2 5 p4, 5s 4 0 1 1 0.8

3 7 p5, 7s 3 0 1 1 0.8

4 8 p7, 8s 2 1 0 0.5 0.4

5 10 p8, 10s 1 1 0 0 0

Tabla 4.5: Cálculo de Ŝpxq para el Ejemplo 4.2.

La gráfica de Ŝpxq aparece en la Figura (4.10). Observe que no hay saltos en
los tiempos en donde se presentan censuras, en cambio, la función decrece
en los tiempos de fallecimientos. Es evidente en la gráfica que las censuras
sólo tienen efecto en la función de supervivencia estimada hasta el momento
en el que ocurre el siguiente fallecimiento.

Como el último tiempo observado es un fallecimiento, el estimador Ŝpxq
obtenido es una función de supervivencia discreta genuina. Es importante
señalar que, para llevar a cabo el análisis de la Tabla 4.5, se consideran los
intervalos de la forma pxpj´1q, xpjqs, sin embargo, los distintos valores que
aparecen en esta tabla para Ŝpxq corresponden a los intervalos de la forma
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Figura 4.10: Función de supervivencia estimada del Ejemplo 4.2.

rxpj´1q, xpjqq, j “ 1, . . . , n. De esta manera, la función Ŝpxq es continua
por la derecha. Esto se hace explícito en la gráfica de la Figura 4.10 . En el
siguiente recuadro se muestra un código en R que usa la función survfit
para obtener el estimador de Kaplan-Meier del presente ejemplo. Se usa el
comando plot para graficar esta función. La gráfica se muestra en la Figu-
ra 4.11.

R

# Graficación del estimador de Kaplan-Meier
# para los datos del Ejemplo 4.2 .
library(survival)
time <- c(4,5,7,8,10)
status <- c(1,0,0,1,1)
df <-data.frame(time,status)
plot(survfit(Surv(time, status)„1, data=df),
conf.int=FALSE)

La expresión “„1” que aparece en el código anterior indica que se deben usar
todos los datos. Observe que la gráfica de la Figura 4.11 que se obtuvo con R
es idéntica a la que se mostró antes en la Figura 4.10. Se puede obtener un
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Figura 4.11: Función de supervivencia estimada
del Ejemplo 4.2 generada en R.

resumen con la información básica del estimador de Kaplan-Meier encontra-
do en R mediante el comando summary como se muestra en la Figura 4.12.

Figura 4.12: Resumen en R del estimador de Kaplan-Meier construido
para los datos del Ejemplo 4.2.

‚
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Caso general

Ahora consideraremos la situación general cuando a un mismo tiempo pue-
den ocurrir múltiples fallecimientos y, posiblemente, múltiples censuras por
la derecha. Como antes, tenemos una población inicial de n individuos. Sean
xp1q ď xp2q ď ¨ ¨ ¨ ď xpnq las observaciones de sus tiempos de vida, ordenadas
de menor a mayor, ahora no necesariamente distintos pues varios de estos
tiempos pueden coincidir. Sean x1

p1q ă x1
p2q ă ¨ ¨ ¨ ă x1

pkq aquellos tiempos
que son distintos y en los que ocurren algún fallecimiento, alguna censura,
o ambos. El entero k es tal que 1 ď k ď n.

Tenemos ahora los siguientes k subintervalos en los cuales se llevará a cabo
el análisis del número de individuos que ingresan con vida y el número de
ellos que fallecen:

p0, x1
p1qs, px1

p1q, x
1
p2qs, . . . , px1

pk´1q, x
1
pkqs.

El intervalo j es px1
pj´1q, x

1
pjqs, para j “ 1, . . . , k, en donde se define x1

p0q :“ 0.
Como antes, consideraremos las siguientes cantidades:

nj “ “Núm. de individuos en observación al inicio del intervalo j.”
dj “ “Núm. de fallecimientos en el intervalo j.”
cj “ “Núm. de censuras en el intervalo j.”

Consideraremos varios casos en los cuales estimaremos la probabilidad con-
dicional pj “ P pX ą x1

pjq |X ą x1
pj´1qq.

Caso 1. Sólo fallecimientos. Suponga que en el tiempo x1
pjq ocurren dj falle-

cimientos simultáneos y ninguna censura, 1 ď dj ď nj . De manera artificial
se colocan los dj fallecimientos a una distancia infinitesimal uno después
otro justo antes del tiempo x1

pjq. Entonces el factor que debe aparecer en el
estimador de Kaplan-Meier es

p1 ´ 1

nj
qp1 ´ 1

nj ´ 1
q ¨ ¨ ¨ p1 ´ 1

nj ´ pdj ´ 1qq.
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Esta cantidad contiene dj factores y se puede escribir de la siguiente forma

pnj ´ 1

nj
qpnj ´ 2

nj ´ 1
qpnj ´ 3

nj ´ 2
q ¨ ¨ ¨ p nj ´ dj

nj ´ dj ` 1
q “ nj ´ dj

nj

“ 1 ´ dj
nj

.

Así, cuando ingresan nj individuos al intervalo j y ocurren dj fallecimientos
y ninguna censura, el estimador para la probabilidad de supervivencia en el
intervalo considerado es

p̂j :“ 1 ´ dj
nj

.

Esta es la misma expresión que para el caso simple dj P t0, 1u.

Caso 2. Sólo censuras. Suponga que en el tiempo x1
pjq ocurren cj ě 1 censuras

y ningún fallecimiento. En este caso, el estimador para la probabilidad de
supervivencia pj se define como

p̂j :“ 1,

pues no se presentaron fallecimientos en el intervalo de análisis, aunque cier-
tamente cj individuos fueron censurados justo en el último momento x1

pjq. La
reducción del número de individuos tiene efecto en el análisis del siguiente
intervalo al ingresar con vida un número menor de individuos. De este modo,
el estimador de Kaplan-Meier se mantiene constante en el tiempo x1

pjq pues
el factor correspondiente es 1. Esta situación es idéntica al caso de una única
observación censurada en el caso simple estudiado antes.

Caso 3. Fallecimientos y censuras múltiples simultáneas. Suponga que en el
tiempo x1

pjq ocurren dj ě 1 fallecimientos y al mismo tiempo cj ě 1 censuras.
Como antes, las censuras no contribuyen al factor asociado al intervalo de
análisis, únicamente los fallecimientos son relevantes. La estimación para la
probabilidad de supervivencia es, nuevamente,

p̂j :“ 1 ´ dj
nj

.

En conclusión, la definición general del estimador de Kaplan-Meier es la si-
guiente.
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Definición 4.12 (Estimador de Kaplan-Meier) Sean x1, . . . , xn ob-
servaciones del tiempo de vida de n individuos, algunas de ellas censu-
radas por la derecha. Sean x1

p1q ă ¨ ¨ ¨ ă x1
pkq las observaciones ordenadas

de menor a mayor, omitiendo repeticiones, 1 ď k ď n. El estimador de
Kaplan-Meier es

Ŝpxq :“
ź

j :x1
pjqďx

´
1 ´ dj

nj

¯
, para 0 ď x ď x1

pkq. (4.15)

Como función del tiempo x, el estimador Ŝpxq definido por (4.15) posee
propiedades similares a las que se enunciaron antes para el estimador sim-
ple (4.12), aunque ahora hay que considerar que pueden ocurrir múltiples
fallecimientos y múltiples censuras a un mismo tiempo. Estas propiedades
son: Ŝp0q “ 1, Ŝpxq es monótona decreciente, es constante por pedazos,
no tiene saltos en donde sólo ocurren censuras, tiene saltos hacia abajo en
los tiempos donde ocurren fallecimientos, es continua por la derecha y, fi-
nalmente, si en el último tiempo observado x1

pkq sólo ocurren fallecimientos,
entonces Ŝpx1

pkqq “ 0 y el estimador es una función de supervivencia genuina.
De lo contrario, si en x1

pkq ocurre alguna censura, entonces Ŝpx1
pkqq ą 0 y el

estimador nunca alcanza el valor cero.

La fórmula (4.15) se puede escribir de manera recursiva en los tiempos
x1

p1q, . . . , x
1
pkq como aparece en la expresión (4.16). Como se ha menciona-

do, esta expresión es muy conveniente para calcular de manera sucesiva los
valores de Ŝpxq.

Ŝpx1
pjqq “ p1 ´ dj

nj
q ¨ Ŝpx1

pj´1qq, para j “ 1, . . . , k. (4.16)

Cuando los fallecimientos y las censuras ocurren en tiempos distintos, es-
tamos en el caso al que le hemos llamado simple, y la definición general
que aparece en (4.15) se reduce a la definición particular dada por la iden-
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tidad (4.13) pues los factores coinciden, esto es,

p n ´ j

n ´ j ` 1
qdj “ p1 ´ dj

nj
q, para j “ 1, . . . , k “ n.

Para verificar esta identidad se deben considerar los dos casos: dj “ 0 y
dj “ 1. Cuando dj “ 0, ambas cantidades toman el valor 1. Este es el caso
de una censura y el estimador de Kaplan-Meier no cambia. Por otro lado,
bajo las condiciones mencionadas, nj “ n ´ j ` 1, de modo que cuando
dj “ 1, ambas cantidades toman el valor pn ´ jq{pn ´ j ` 1q.

Ejemplo 4.3 Considere las siguientes observaciones de n “ 9 tiempos de
vida:

xp1q “ 1, xp2q “ 2`, xp3q “ 2`, xp4q “ 2`, xp5q “ 4, xp6q “ 4,

xp7q “ 6, xp8q “ 6`, xp9q “ 7 ` .

Observe que los datos están ordenados de menor a mayor, hay repeticiones,
algunos de ellos son datos completos y otros están censurados por la derecha.
Gráficamente estos datos se muestran en la Figura 4.13 . Como antes, el sím-
bolo ✘ denota un fallecimiento y la letra c denota una censura por la derecha.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 ¨ ¨ ¨

✘ c
c
c

✘
✘

✘
c

c

Figura 4.13: Datos del Ejemplo 4.3.

Omitiendo repeticiones, los tiempos observados son:

x1
p1q “ 1, x1

p2q “ 2, x1
p3q “ 4, x1

p4q “ 6, x1
p5q “ 7.

Estos tiempos definen la siguiente partición:

p0, 1s, p1, 2s, p2, 4s, p4, 6s, p6, 7s.
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Los elementos para el cálculo del estimador de Kaplan-Meier se muestran en
la Tabla 4.6. Para cada intervalo se registra: el número de individuos nj que
ingresan con vida, el número de fallecidos dj y el número de censurados cj.
El factor p̂j “ 1 ´ dj{nj se multiplica por el valor de Ŝpx1

pj´1qq para obtener
Ŝpx1

pjqq.

j x1
pjq Intervalo nj dj cj p̂j Ŝpx1

pjqq
0 0 ´ ´ ´ ´ ´ 1

1 1 p0, 1s 9 1 0 8{9 0.8̄

2 2 p1, 2s 8 0 3 1 0.8̄

3 4 p2, 4s 5 2 0 3{5 0.53̄

4 6 p4, 6s 3 1 1 2{3 0.35̄

5 7 p6, 7s 1 0 1 1 0.35̄

Tabla 4.6: Datos del Ejemplo 4.3.

La gráfica de Ŝpxq aparece en la Figura 4.14. Observe que no hay saltos en
donde sólo se presentan censuras, en cambio, la función decrece en los tiem-
pos en donde hay fallecimientos. Como el último tiempo registrado es una
censura, el estimador no alcanza el nivel 0.

En el siguiente recuadro se muestra un código simple en R que usa la función
survfit para obtener el estimador de Kaplan-Meier del presente ejemplo.
Se usa el comando plot para graficar esta función. La gráfica se muestra en
la Figura 4.15.

R

# Graficación del estimador de Kaplan-Meier
# para los datos del Ejemplo 4.3 .
library(survival)
time <- c(1,2,2,2,4,4,6,6,7)
status <- c(1,0,0,0,1,1,1,0,0)
df <-data.frame(time,status)
plot(survfit(Surv(time, status)„1, data=df),
conf.int=FALSE)
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0 1 2 3 4 5 6 7 8

0.8̄

0.53̄

0.35̄

bc

b bc

b bc

b bcb

✘ c
c
c

✘
✘

✘
c

c

Ŝpxq

x

1

¨ ¨ ¨

Figura 4.14: Función de supervivencia estimada del Ejemplo 4.3.

La expresión “„1” que aparece en el código indica que se deben usar todos
los datos. Observe que la gráfica de la Figura 4.15 que se obtuvo con R es
idéntica a la que se mostró antes en la Figura 4.14.

0 1 2 3 4 5 6 7

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

0 1 2 3 4 5 6 7

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

Figura 4.15: Función de supervivencia estimada del Ejemplo 4.3
generada en R.
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Figura 4.16: Resumen en R del estimador de Kaplan-Meier
para los datos del Ejemplo 4.3 .

En la Figura 4.16 se muestra un resumen con la información básica del es-
timador de Kaplan-Meier generado en R para los datos del Ejemplo 4.3.

‚

En la sección de ejercicios se pide demostrar el siguiente resultado.

Proposición 4.9 Cuando un conjunto de datos no presenta censura, el
estimador de Kaplan-Meier (4.15) coincide con la función de supervi-
vencia empírica definida en (4.9).

A pesar de que el estimador de Kaplan-Meier Ŝpxq puede no alcanzar el va-
lor 0 y no estar definida para cualquier x ě 0, nos referiremos a ella como
una función de supervivencia.

El estimador de Kaplan-Meier como estimador de
máxima verosimilitud

La función de verosimilitud de un conjunto de datos de supervivencia cen-
surados por la derecha px1, δ1q, . . . , pxn, δnq, en términos de la función de
supervivencia, está dada por

Lpx1, . . . , xnq “
nź

i“1

rSpxi´q ´ Spxiqsδi rSpxiqs1´δi . (4.17)
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Cuando el dato observado xi es un fallecimiento pδi “ 1q, el factor es
Spxi´q ´ Spxiq, lo cual corresponde a la probabilidad de que el individuo i
fallezca al tiempo xi. Cuando el dato observado xi es una censura pδi “ 0q, el
factor es Spxiq, lo cual es la probabilidad de que el individuo i sea censurado
al tiempo xi.

En el siguiente resultado se demuestra que el estimador de Kaplan-Meier
maximiza (4.17).

Proposición 4.10 El estimador de Kaplan-Meier maximiza la función
de verosimilitud (4.17).

Demostración. Se busca una función de supervivencia discreta Ŝpxq que
maximice la función de verosimilitud (4.17). Este problema se puede restrin-
gir un poco a partir de las siguientes dos observaciones cruciales:

La función óptima Ŝpxq necesariamente debe tener saltos en los tiem-
pos de fallecimientos. Si esto no fuera así, el factor Ŝpxi´q ´ Ŝpxiq
sería cero para algún tiempo de fallecimiento xi y la función de vero-
similitud tomaría el valor cero. En tal caso, Ŝpxq no sería el punto en
donde se alcance el máximo.

La función óptima Ŝpxq no debe asignar probabilidades positivas a
datos xi que no correspondan a fallecimientos. Si ello ocurriera, redis-
tribuir esa probabilidad al siguiente tiempo de fallecimiento incrementa
la verosimilitud.

Así, el problema de encontrar Ŝpxq se reduce a determinar la probabilidad
que se le debe asignar a cada tiempo de fallecimiento. Denotaremos estos
tiempo por x1

1 ă ¨ ¨ ¨ ă x1
k, en donde el entero k es tal que 1 ď k ď n.

Hemos omitido los paréntesis en los subíndices para aligerar la notación
pero debe tenerse presente que los datos están ordenados de menor a mayor.
Como antes, se consideran los intervalos de análisis p0, x1

1s, . . . , px1
k´1, x

1
ks y,
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en cada uno de ellos, las cantidades:

nj “ “Núm. en riesgo al inicio del intervalo px1
j´1, x

1
js”,

dj “ “Núm. de fallecimientos en px1
j´1, x

1
js”,

cj “ “Núm. de censuras en px1
j´1, x

1
js”,

para j “ 1, . . . , k. La función de verosimilitud se puede ahora escribir como

L “
kź

j“1

rSpx1
j´q ´ Spx1

jqsdj rSpx1
jqscj . (4.18)

Sean λ1, . . . , λk las tasas de riesgo en los tiempos de fallecimientos x1
1 ă

¨ ¨ ¨ ă x1
k, es decir, λj “ 1´pj . Estas son las probabilidades de fallecer en los

intervalos de análisis cuando se ha ingresado con vida a ellos. En términos
de estas tasas de riesgo, la función de verosimilitud es

L “
kź

j“1

r λj

j´1ź

k“1

p1 ´ λkq sdj r
jź

k“1

p1 ´ λkq scj . (4.19)

Ahora se trata de encontrar los valores λ1, . . . , λk que maximizan esta fun-
ción. Tomando logaritmo

logL “
kÿ

j“1

rdj log λj ` dj

j´1ÿ

k“1

logp1 ´ λkq ` cj

jÿ

k“1

logp1 ´ λkqs

“
kÿ

j“1

rdj log λj ` pdj ` cjq
j´1ÿ

k“1

logp1 ´ λkq ` cj logp1 ´ λjqs

“
kÿ

j“1

dj log λj `
kÿ

j“1

pdj ` cjq
j´1ÿ

k“1

logp1 ´ λkq `
kÿ

j“1

cj logp1 ´ λjq.

Cambiando el orden de las sumas en la doble suma y usando la identidad
nj`1 ´ nj “ dj ` cj se obtiene que ese término es

kÿ

j“1

pdj ` cjq
j´1ÿ

k“1

logp1 ´ λkq “
k´1ÿ

j“1

nj`1 logp1 ´ λjq

“
kÿ

j“1

nj`1 logp1 ´ λjq.



✐
✐

“Super-main” — 2024/8/17 — 18:32 — page 184 — #184 ✐
✐

✐
✐

✐
✐

184 CAPÍTULO 4. MODELOS NO PARAMÉTRICOS

Se ha añadido el último sumando pero éste es cero pues nk`1 “ 0. Por lo
tanto,

logL “
kÿ

j“1

log λ
dj
j `

kÿ

j“1

logp1 ´ λjqnj`1 `
kÿ

j“1

logp1 ´ λjqcj

“
kÿ

j“1

log λ
dj
j `

kÿ

j“1

logp1 ´ λjqnj`1`cj

“ log
kź

j“1

λ
dj
j ` log

kź

j“1

p1 ´ λjqnj´dj

“ log
kź

j“1

λ
dj
j p1 ´ λjqnj´dj .

Derivando respecto de la variable λj para j “ 1, . . . , k, e igualando a cero,
se obtiene que

λj “ dj
nj

, j “ 1, . . . , k.

Esto significa que pj “ 1´λj “ 1´dj{nj y que la función Ŝpxq que maximiza
la verosimilitud (4.17) es el estimador de Kaplan-Meier. ‚

El estimador de Kaplan-Meier como variable
aleatoria

Definiremos ahora al estimador de Kaplan-Meier como una variable aleato-
ria y no como una función determinista estimada a partir de un conjunto de
datos. El procedimiento es similar al caso de observaciones particulares.

Sean X1, . . . , Xn los tiempos de vida aleatorios de n individuos, algunos de
los cuales pueden estar censurados por la derecha. Sean Xp1q ď ¨ ¨ ¨ ď Xpnq
los tiempos ordenados de menor a mayor, es decir, las estadísticas de orden.
Los intervalos, ahora aleatorios, en los que se lleva a cabo el análisis son:

p0, Xp1qs, pXp1q, Xp2qs, . . . , pXpn´1q, Xpnqs.
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El j-ésimo intervalo es pXpj´1q, Xpjqs, para j “ 1, . . . , n, en donde se define
X 1

p0q :“ 0. Como antes, sea Nj el número de individuos que ingresan con
vida al intervalo j (número en riesgo), y sea Dj el número de fallecimientos
que ocurren al final del intervalo j, es decir, al tiempo Xpjq. Observe que
estas cantidades ahora son variables aleatorias con valores enteros.

Definición 4.13 (Estimador de Kaplan-Meier como variable
aleatoria) Sean X1, . . . , Xn tiempos de vida independientes con posible
censura por la derecha. Sean Xp1q ď ¨ ¨ ¨ ď Xpnq los tiempos ordenados en
orden creciente. Sea Nj el número de individuos que ingresan con vida al
intervalo pXpj´1q, X 1

pjqs y sea Dj el número de fallecimientos que ocurren
al tiempo Xpjq, j “ 1, . . . , n. El estimador de Kaplan-Meier es la variable
aleatoria

Ŝpxq :“
ź

j :Xpjqďx

p1 ´ Dj

Nj
q, para 0 ď x ď Xpnq. (4.20)

Puede considerarse que la definición del estimador Ŝpxq corresponde al de
un proceso estocástico a tiempo continuo, pues la función de supervivencia
es una función del tiempo x. Inicia en el valor 1 y tiene saltos hacia abajo
en los tiempos en donde ocurren fallecimientos. El término “estimador” ad-
quiere ahora un sentido más formal desde el punto de vista de la estadística
matemática. El estimador de Kaplan-Meier Ŝpxq estudiado antes es un po-
sible valor o trayectoria de Ŝpxq, véase el texto de P. J. Smith [47].

Es posible comprobar que Ŝpxq tiene esperanza y varianza aproximadas como
se indica en las siguientes fórmulas:

1. EpŜpxqq « Ŝpxq.

2. Varp Ŝpxq q « p Ŝpxq q2
nÿ

j“1

dj
njpnj ´ djq .

Observe que estas aproximaciones están expresadas en términos de la función
de supervivencia de Kaplan-Meier Ŝpxq, la cual está calculada a partir de
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datos particulares px1, δ1q, . . . , pxn, δnq. A la aproximación para la varianza
se le llama fórmula de Greenwood y la demostraremos en la siguiente sección.

Fórmula de Greenwood

Se verá ahora una forma de aproximar la varianza del estimador de Kaplan-
Meier, considerado éste como la variable aleatoria definida en (4.20). Esto
permite encontrar intervalos de confianza aproximados para la función de
supervivencia. Utilizaremos las siguientes aproximaciones para la media y la
varianza de la transformación ϕ de una variable aleatoria X:

EpϕpXqq « ϕpEpXqq, (4.21)
VarpϕpXqq « pϕ1pEpXqqq2 VarpXq. (4.22)

Estas dos aproximaciones se obtienen al aplicar el método delta (véase la
página 279 en el Apéndice A.2) y se requiere que la transformación sea di-
ferenciable. La aproximación (4.21) para la esperanza es una simplificación
de la que parece en el apéndice. El resultado es el siguiente.

Proposición 4.11 (Fórmula de Greenwood) Si n1, . . . , nk y
d1, . . . , dk es una muestra de las variables N1, . . . , Nk y D1, . . . , Dk,
1 ď k ď n, en el estimador de Kaplan-Meier definido en (4.20), en-
tonces Ŝpxq tiene varianza aproximada

Varp Ŝpxq q « p Ŝpxq q2
nÿ

j“1

dj
njpnj ´ djq . (4.23)

Demostración. Primero se aplica la aproximación (4.21) para la esperan-
za a la variable aleatoria X “ Ŝpxq y la transformación ϕpxq “ log x. Así,
tenemos que

Eplog Ŝpxqq « logEpŜpxqq « log Ŝpxq.
Tomando exponencial,

exp tEplog Ŝpxqqu « Ŝpxq.
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Ahora se aplica la aproximación (4.22) para la varianza a la variable X “
log Ŝpxq y la transformación ϕpxq “ exp pxq. Iniciamos con una igualdad
evidente,

Varp Ŝpxq q “ Varp exp t log Ŝpxq u q
« r exp t log Ŝpxq u s2 ¨ Varp log Ŝpxq q
« r Ŝpxq s2 ¨ Varp log Ŝpxq q.

Entonces

Varp Ŝpxq q “ r Ŝpxq s2 ¨ Varp
nÿ

j“1

log p1 ´ Dj{Njq q

« r Ŝpxq s2 ¨
nÿ

j“1

Varp log p1 ´ Dj{Njq q.

Para la última aproximación se ha supuesto que la varianza de la suma es,
aproximadamente, la suma de las varianzas. Se usa nuevamente la aproxi-
mación para la varianza (4.22) para la variable X “ log p1 ´ Dj{Njq y la
transformación ϕpxq “ log x, cuya derivada es ϕ1pxq “ 1{x. Entonces

Varp Ŝpxq q « r Ŝpxq s2 ¨
nÿ

j“1

ˆ
1

Ep1 ´ Dj{Njq
˙2

Var p1 ´ Dj{Njq.

La variable aleatoria pNj ´ Djq{Nj es la proporción de sobrevivientes en el
intervalo j. Condicionado al evento pNj “ njq, el numerador tiene distribu-
ción binpnj , p̂jq, en donde p̂j “ 1 ´ dj{nj . Esta es una estimación para la
probabilidad de sobrevivir al intervalo en estudio. Entonces, suponiendo la
ocurrencia del evento pNj “ njq y sin escribirlo explícitamente, se tiene que

EpNj ´ Dj

Nj
q “ nj p̂j

nj
“ p̂j ,

VarpNj ´ Dj

Nj
q “ nj p̂j p1 ´ p̂jq

n2
j

“ p̂j p1 ´ p̂jq
nj

.
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Por lo tanto,

Varp Ŝpxq q « r Ŝpxq s2 ¨
nÿ

j“1

ˆ
1

p̂j

˙2 p̂j p1 ´ p̂jq
nj

“ r Ŝpxq s2 ¨
nÿ

j“1

1 ´ p̂j
nj p̂j

“ r Ŝpxq s2 ¨
nÿ

j“1

dj{nj

nj p1 ´ dj{njq

“ r Ŝpxq s2 ¨
nÿ

j“1

dj
nj pnj ´ djq .

‚

La fórmula de Greenwood puede consultarse tambien en R. C. Elandt-
johnson y N. L. Johnson [19], E. T. Lee y J. W. Wang [37] ó P. J. Smith [47].

Intervalo de confianza aproximado

Como se indicó antes, la fórmula de Greenwood (4.23) se puede usar para
construir un intervalo de confianza aproximado para la función de supervi-
vencia desconocida. A partir de (4.20),

log Ŝpxq “
ÿ

j :Xpjqďx

log

ˆ
Nj ´ Dj

Nj

˙
.

Esta expresión de la variable aleatoria log Ŝpxq como una suma sugiere usar
el teorema central del límite. Usando nuevamente las aproximaciones (4.21)
y (4.22), la media y varianza de log Ŝpxq son:

Eplog Ŝpxqq « logEpŜpxqq « log Ŝpxq,
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y Varplog Ŝpxqq «
˜

1

EpŜpxqq

¸2

VarpŜpxqq

«
˜

1

Ŝpxq

¸2

pŜpxqq2
nÿ

j“1

dj
njpnj ´ djq

“
nÿ

j“1

dj
njpn ´ djq .

Para cualquier probabilidad α, se puede encontrar un cuantil zα{2 de la
distribución normal estándar tal que

P p´zα{2 ď log Ŝpxq ´ log Ŝpxqgffe
nÿ

j“1

dj
nj pnj ´ djq

ď zα{2q « 1 ´ α.

De donde se obtiene que

P pŜpxq exp t´zα{2
?
Σu ď Spxq ď Ŝpxq exp t`zα{2

?
Σuq « 1 ´ α.

Esta expresión proporciona una intervalo de confianza aproximado al p1 ´
αq100% para la probabilidad desconocida Spxq, para cada x ą 0. Observe
que los extremos del intervalo están expresados en términos de la función de
supervivencia de Kaplan- Meier Ŝpxq, la cual está calculada a partir de datos
particulares px1, δ1q, . . . , pxn, δnq, y no se tiene garantía de que el extremo
derecho del intervalo no rebase el valor 1.

Una aplicación simple del estimador de Kaplan-Meier

Sea Ŝpxq el estimador de Kaplan-Meier para un conjunto de datos de super-
vivencia con posible censura por la derecha. A continuación se muestra un
procedimiento en el que se utiliza Ŝpxq para justificar el uso de los mode-
los paramétricos exponencial y Weibull para la representación teórica de los
datos.
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Modelo exponencial
Para este modelo sabemos que Spxq “ exp p´λxq, para x ą 0, en donde el
parámetro λ ą 0 es desconocido. Tomando logaritmo,

logSpxq “ ´λx, para x ą 0.

Si la gráfica de la función x ÞÑ log Ŝpxq se asemeja a la gráfica de una línea
recta de la forma x ÞÑ ´λx, entonces se tendría evidencia empírica para
buscar ajustar el modelo exponencial. El parámetro desconocido λ puede
ser estimado, por ejemplo, por mínimos cuadrados.

Modelo Weibull
Para la distribución Weibullpα, λq sabemos que Spxq “ exp p´λxαq, para
x ą 0, en donde α ą 0 y λ ą 0 son dos parámetros desconocidos. Tomando
logaritmo,

logSpxq “ ´λxα, para x ą 0.

Tomando logaritmo por segunda vez,

logp´ logSpxqq “ log λ ` α log x, para x ą 0.

Definiendo la variable u “ log x, se tiene la función lineal u ÞÑ log λ ` αu.
Por lo tanto, si la gráfica del conjunto de puntos plog x, logp´ log Ŝpxqqq,
para x tal que Ŝpxq ą 0, tiene el aspecto de una línea recta con pendien-
te positiva, entonces se tendría evidencia empírica para buscar ajustar el
modelo Weibull al conjunto de datos dado. Nuevamente, la estimación por
mínimos cuadrados de la recta u ÞÑ log λ`αu produce una estimación para
los parámetros desconocidos α y λ de este modelo.

4.6. Estimador de Nelson-Aalen2

Este estimador es una simplificación del estimador de Kaplan-Meier. Para
su definición se utiliza la aproximación

log p1 ´ xq « ´x, cuando 0 ă x ă 1, (4.24)
2Wayne Nelson (1936–) estadístico estadounidense.
Odd Olai Aalen (1947–) estadístico noruego.
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en donde, recordemos, log indica logaritmo natural. Esta aproximación co-
rresponde a la serie de Taylor de la función log p1 ´ xq alrededor de x “ 0
hasta el término lineal, y es más precisa para valores pequeños de x, pues
cuando x “ 0 ambas expresiones toman el valor cero y conforme x crece la
diferencia se incrementa. Este comportamiento se muestra en la Figura 4.17.

x

y

´1

1

y “ ´x

y “ log p1 ´ xq

Figura 4.17: Aproximación log p1 ´ xq « ´x, para x ą 0 pequeño.

Recordemos que, para tiempos de vida continuos, se cumple la relación

Spxq “ exp t´Λpxqu, para x ą 0,

en donde Λpxq “ şx
0 λpuq du es la función de riesgo acumulado. Por lo tanto,

Λpxq “ ´ log Spxq, para x tal que Spxq ą 0.

Sea ŜKM pxq el estimador de Kaplan-Meier construido a partir de los da-
tos de supervivencia xp1q ď ¨ ¨ ¨ ď xpnq con posible censura por la derecha.
Recordemos que nj denota el número de individuos que ingresan con vida
al intervalo pxpj´1q, xpjqs y dj es el número de fallecimientos al tiempo xpjq,
para j “ 1, . . . , n y en donde se define xp0q “ 0. Usando el estimador de
Kaplan-Meier y la aproximación (4.24) se propone el siguiente estimador
para Λpxq: para 0 ď x ď xpnq,
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Λ̂pxq “ ´ log ŜKM pxq
“ ´ log

ź

j :xpjqďx

p1 ´ dj
nj

q

“ ´
ÿ

j :xpjqďx

log p1 ´ dj
nj

q

«
ÿ

j :xpjqďx

dj
nj

.

Este es el estimador de Nelson-Aalen para Λpxq y de aquí se construye el
estimador para Spxq. El resultado es el siguiente.

Definición 4.14 (Estimador de Nelson-Aalen) Sean xp1q ď ¨ ¨ ¨ ď
xpnq datos de supervivencia ordenados en orden creciente y con posible
censura por la derecha. Sea nj el número de individuos que ingresan con
vida al intervalo pxpj´1q, xpjqs y sea dj el número de fallecimientos al
tiempo xpjq, para j “ 1, . . . , n. El estimador de Nelson-Aalen es

Ŝpxq :“ exp t ´
ÿ

j :xpjqďx

dj
nj

u, para 0 ď x ď xpnq. (4.25)

Para enfatizar que el estimador (4.25) es el de Nelson-Aalen, se le denota
por ŜNApxq. Observe que en los tiempos en donde no hay fallecimientos, es
decir, cuando dj “ 0, la función ŜNApxq no cambia. Esta función decrece
sólo cuando dj ě 1. Para fines de comparación, observe que los factores p̂j
son

p̂j “
#

1 ´ dj{nj para ŜKM pxq,
exp t´dj{nju para ŜNApxq.

Como e´x ě 1 ´ x, para cualquier valor de x, puede comprobarse que
ŜKM pxq ď ŜNApxq, para 0 ď x ď xpnq.
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Como antes, una vez obtenida la función de supervivencia estimada ŜNApxq,
otras características del tiempo de vida en estudio pueden calcularse. Veamos
un ejemplo.

Ejemplo 4.4 Consideremos nuevamente el siguiente conjunto de n “ 9 ob-
servaciones que habíamos estudiado antes en el Ejemplo 4.3 de la página 178.
Observe que los datos están ordenados de menor a mayor, algunos de ellos
son datos completos y otros están censurados por la derecha.

xp1q “ 1, xp2q “ 2`, xp3q “ 2`, xp4q “ 2`, xp5q “ 4, xp6q “ 4,

xp7q “ 6, xp8q “ 6`, xp9q “ 7 ` .

La representación gráfica de estos datos se muestra en la Figura 4.13. Así
como ocurre para el estimador de Kaplan-Meier, los tiempos registrados en
donde suceden fallecimientos son también los tiempos relevantes en la cons-
trucción del estimador de Nelson-Aalen. En la Tabla 4.7 se muestra el cálculo
del estimador de Nelson-Aalen siguiendo la fórmula (4.25) y denotado por
ŜNApxq. La columna p̂j se refiere al factor p̂j “ exp t´dj{nju. Observe que
el último dato xp9q “ 7` es una censura y ello provoca que el estimador no
alcance el valor 0.

j xpjq Intervalo nj dj p̂j ŜNApxpjqq ŜKM pxpjqq
0 0 ´ ´ ´ ´ 1 1
1 1 p0, 1s 9 1 0.8948 0.8948 0.8̄

2 2 p1, 2s 8 0 1 0.8948 0.8̄

3 4 p2, 4s 5 2 0.6703 0.5998 0.53̄

4 6 p4, 6s 3 1 0.7165 0.4297 0.35̄

5 7 p6, 7s 1 0 1 0.4297 0.35̄

Tabla 4.7: Construcción de ŜNApxq para los datos del Ejemplo 4.4.

Para fines de comparación se muestran también los valores del estimador de
Kaplan-Meier encontrados antes, ahora denotado por ŜKM pxq. Observe que
se verifica numéricamente la relación general ŜKM pxq ď ŜNApxq, para 0 ď
x ď xpnq. Las gráficas de estos estimadores se muestran en la Figura 4.18.
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ŜKM pxq ď ŜNApxq

x

1

¨ ¨ ¨

Figura 4.18: Comparación de los estimadores de
Kaplan-Meier y Nelson-Aalen para los datos del Ejemplo 4.4.

‚

El estimador de Nelson-Aalen se puede escribir también como variable alea-
toria y se pueden estudiar sus propiedades estadísticas. Puede consultarse
mayor información en los libros de J. P. Klein y M. L. Moeschberger [33] ó
T. M. Therneau y P. M. Grambsch [49].

4.7. Prueba log-rank para comparar poblaciones

En esta sección se estudia una prueba de hipótesis no paramétrica llamada
log-rank, que se utiliza para determinar si existe alguna diferencia significa-
tiva entre dos conjuntos de datos de supervivencia.

Supongamos que se cuenta con observaciones de los tiempos de vida de dos
grupos o poblaciones de individuos, los cuales están sujetos a posible censura
por la derecha. Como un ejemplo tenemos que el primer grupo puede estar
constituido por hombres y el segundo grupo por mujeres. Como un segundo
ejemplo, y en el contexto del estudio estadístico de nuevos medicamentos,
el primer grupo puede estar integrado por aquellos pacientes a quienes se
les suministra un nuevo medicamento, mientras que en el segundo grupo se
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colocan a los pacientes a los que se les suministra un placebo o medicamento
inocuo. Se busca determinar si ambos grupos presentan la misma experien-
cia de mortalidad o, bien, si existe diferencia entre ellos.

Consideremos el caso de dos poblaciones a las que llamaremos grupo 0 y
grupo 1. A las correspondientes funciones de supervivencia (desconocidas)
se les denotará por S0pxq y S1pxq, respectivamente. Nos interesa llevar a
cabo el contraste de hipótesis:

H0 : S0pxq “ S1pxq vs H1 : S0pxq ‰ S1pxq
para todo x ą 0. para algún x ą 0.

Sea x1, . . . , xn el conjunto de observaciones de los dos grupos conjuntamente,
algunos de los cuales pueden presentar censura por la derecha. Supondre-
mos que el grupo 0 tiene n0 individuos y el grupo 1 tiene n1 individuos. Se
cumple que n0 ` n1 “ n.

tiempo

0 ¨ ¨ ¨
(

x1
pj´1q

]

x1
pjq ¨ ¨ ¨

Figura 4.19: El intervalo j de análisis es px1
pj´1q, x

1
pjqs, j “ 1, . . . , k,

determinado por dos tiempos de fallecimientos sucesivos.

Procediendo de la misma forma como en el estimador de Kaplan-Meier, sean
x1

p1q ă ¨ ¨ ¨ ă x1
pkq los tiempos de fallecimientos efectivos de ambos grupos con-

juntamente y ordenados de menor a mayor. Hemos omitido de esta lista los
tiempos de censura y sólo incluimos los tiempos en los que se presenta uno o
más fallecimientos. Observe que 1 ď k ď n. Consideraremos nuevamente los
intervalos de tiempo px1

pj´1q, x
1
pjqs, para j “ 1, . . . , k, nos referiremos a uno

cualquiera de ellos como el intervalo j. Véase la Figura 4.19. Nuevamente,
es conveniente definir x1

p0q :“ 0.
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Se hace un análisis de lo que ocurre en cada uno de estos intervalos de la
siguiente manera:

Se toma como información conocida al inicio de cada intervalo las
siguientes cantidades: Para cada intervalo j “ 1, . . . , k se define el
número

nj “ # Individuos en observación al inicio del intervalo j.

Claramente n1 “ n. Se define también la misma cantidad para cada
grupo por separado como

n0j “ # Individuos del grupo 0 en observación al inicio del intervalo j,
n1j “ # Individuos del grupo 1 en observación al inicio del intervalo j.

Claramente se debe cumplir la igualdad nj “ n0j ` n1j . Se define
también el número

dj “ # Individuos que fallecen en el intervalo j.

Observemos que, por construcción de los intervalos, el número de fa-
llecimientos dj es mayor o igual a 1, y que estos fallecimientos ocurren
en el extremo derecho del intervalo j, es decir, en el tiempo x1

pjq.

Se les considera como variables aleatorias a las cantidades:

D0j “ # Individuos del grupo 0 que fallecen en el intervalo j,

D1j “ # Individuos del grupo 1 que fallecen en el intervalo j.

Es evidente que se cumple la igualdad D0j ` D1j “ dj y que el uso de
la letra D proviene del término en inglés Death. Por otro lado, se debe
observar que las variables D0j , para j “ 1, . . . , k, no son independientes
pues el número de fallecidos en un intervalo cualquiera j depende del
número de individuos en riesgo al inicio del intervalo y esta cantidad
depende del número de fallecidos en los intervalos anteriores. Lo mismo
puede afirmarse de la variables D1j , j “ 1, . . . , k.
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Así, para cada intervalo j, las definiciones y notación anteriores se pueden
representar mediante un arreglo tabular como el que se muestra en la Ta-
bla 4.8.

Fallecidos Sobrevivientes Suma

Grupo 0 D0j n0j ´ D0j n0j

Grupo 1 D1j n1j ´ D1j n1j

Suma dj nj ´ dj nj

Tabla 4.8: Variables aleatorias: número de individuos
fallecidos y número de sobrevivientes, por grupo, en el intervalo j.

De este modo, para cada intervalo j se especifica el número de individuos
en riesgo de morir para cada uno de los grupos, es decir, n0j y n1j , en don-
de debe cumplirse que n0j ` n1j “ nj , y se especifica también el total de
fallecimientos dj que ocurren en el intervalo en cuestión. Lo que queda sin
determinar es el número de fallecimientos en cada grupo, es decir, las varia-
bles aleatorias D0j y D1j .

Cuando H0 es cierta, es decir, cuando ambos grupos tienen la misma ex-
periencia de mortalidad, los nj individuos en riesgo de morir tienen todos
la misma probabilidad de fallecer en el intervalo en estudio, sin importar si
pertenecen al grupo 0 ó al grupo 1. Tenemos aquí la situación de contar con
un conjunto de nj objetos (individuos). Cada objeto pertenece a una de dos
categorías: grupo 0 con n0j elementos, y grupo 1 con n1j “ nj ´n0j elemen-
tos. Del grupo completo se desea que en una muestra de tamaño dj (número
de fallecidos), se obtenga un cierto número de objetos de cada categoría o
grupo. Este es el contexto en el que puede aplicarse la distribución hipergeo-
métrica. Los parámetros de esta distribución son pN,K, nq “ pnj , n0j , djq.

Entonces, bajo la hipótesis nula H0, el número de fallecimientos del grupo
0, es decir, la variable D0j , tiene una distribución hipergeopnj , n0j , djq, en
donde los parámetros son las siguientes cantidades conocidas:
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nj “ “Total de elementos”
(Número de individuos vivos al inicio del intervalo j).

n0j “ “Número de elementos de la categoría 0”
(Número de individuos del grupo 0).

dj “ “Tamaño de la muestra”
(Número de individuos fallecidos en el intervalo j).

Es conveniente recordar aquí que la función de probabilidad de la distribu-
ción hipergeopnj , n0j , djq está dada por

P pD0j “ d0jq “

ˆ
n0j

d0j

˙ˆ
nj ´ n0j

dj ´ d0j

˙

ˆ
nj

dj

˙ , para d0j “ 0, 1, . . . , n0j ,

en donde el valor d0j representa el número observado de fallecimientos del
grupo 0. Es necesario reiterar que la distribución indicada para D0j se obtie-
ne cuando se asume que la hipótesis H0 se cumple. Por otro lado, conociendo
la distribución de D0j , se puede encontrar su esperanza y varianza, las cuales
son:

e0j :“ EpD0jq “ dj
n0j

nj
, (4.26)

v0j :“ VarpD0jq “ dj
n0j

nj

nj ´ n0j

nj

nj ´ dj
nj ´ 1

. (4.27)

Observe que todos los términos de estas fórmulas son conocidos para cada
intervalo j. Para el último intervalo (es decir, para el máximo valor de j),
se tiene que nj “ dj y se define la varianza como v0j “ 0.

De manera análoga, tenemos también que la variable D1j tiene distribución
hipergeopnj , dj , n1jq. Sin embargo, para nuestro análisis, es equivalente con-
siderar una variable aleatoria o la otra. Regresando a la variable D0j , se
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puede definir el número total de observaciones como la variable aleatoria

O :“
kÿ

j“1

D0j . (4.28)

La letra O indica observaciones de fallecimientos. Bajo la hipótesis nula H0,
la esperanza y varianza de la variable O son:

E :“ EpOq “
kÿ

j“1

e0j , (4.29)

V :“ VarpOq «
kÿ

j“1

v0j . (4.30)

La varianza sólo es aproximada pues las variables D0j , j “ 1, . . . , k, no
son independientes. Se define entonces el estadístico de la prueba como la
variable aleatoria

Z “ O ´ E?
V

. (4.31)

Bajo la hipótesis nula H0 y usando el teorema central del límite, la variable
Z tiene una distribución aproximada Np0, 1q. Esto implica que Z2 tiene dis-
tribución χ2p1q.

Procedimiento clásico. Cuando la hipótesis nula H0 es cierta, es decir,
cuando no existe diferencia entre las dos poblaciones, la variable Z
toma valores pequeños pues la suma

řk
j“1D0j tiende a estar cercana

a su media. Se rechaza H0 cuando Z2 es grande, más específicamente,
cuando Z2 ą χ2

p1q,1´α, en donde el término χ2
p1q,1´α denota el cuantil

al nivel 100p1 ´ αq% de la distribución χ2p1q. Por ejemplo, para 1 ´
α “ 0.9, tenemos que χ2

p1q,1´α “ 2.70554. También es común tomar
1 ´ α “ 0.95 y, en ese caso, χ2

p1q,1´α “ 3.84146.

Procedimiento usando el p-value.3 Recordemos que el p-value es la
probabilidad de que la estadística de la prueba tome un valor como el

3Debido a su amplio uso en la literatura estadística, se usa el término en inglés p-value.
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observado u otros más alejados de la hipótesis nula, suponiendo que la
hipótesis nula es cierta. En nuestro caso, la estadística de la prueba es
T “ Z2 y se trata de una prueba de cola derecha: rechazar H0 cuando
T es grande. El p-value se calcula entonces de la siguiente forma:

p-value “ P pT ě t | H0 es ciertaq “ 1 ´ FT ptq,

en donde t es el valor tomado por la estadística T . El p-value puede
servir como una alternativa para rechazar la hipótesis nula pues provee
el nivel de significancia más pequeño para el cual la hipótesis nula
puede rechazarse: si el p-value es pequeño y resulta ser menor que un
cierto nivel de significancia, por ejemplo, α “ 0.05, se puede rechazar
la hipótesis nula. En tal caso, se concluye que los datos presentan
evidencia para afirmar que existe una diferencia en las experiencias de
mortalidad de ambos grupos.

Ejemplo 4.5 Este es un ejemplo general que resume el procedimiento del
cálculo para llevar a cabo la prueba log-rank a partir de un conjunto de tiem-
pos de vida x1, . . . , xn, con posible censura por la derecha, para dos poblacio-
nes conjuntamente. Los pasos son los siguientes:

Se omiten los datos censurados conservando sólo los tiempos de falle-
cimientos observados y se ordenan estos tiempos de menor a mayor:
x1

p1q ă x1
p2q ă ¨ ¨ ¨ ă x1

pkq, en donde 1 ď k ď n.

Se define el intervalo j como px1
pj´1q, x

1
pjqs, cuyos extremos son los

tiempos de fallecimientos, j “ 1, . . . , k, en donde x1
p0q :“ 0.

Para cada intervalo j se calculan las cantidades nj , n0j , n1j , dj , d0j , d1j,
en donde nj “ n0j`n1j y dj “ d0j`d1j, para j “ 1, . . . , k. Observe que
aquí se toman en cuenta los datos censurados pues nj`1 “ nj ´dj ´cj,
en donde cj es el número de tiempos censurados en el intervalo j.
También se calculan las medias o valores esperados e0j y las varianzas
v0j como fue indicado en las fórmulas (4.26) y (4.27).

Finalmente, se calcula el valor z de la estadística de la prueba (o bien
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z2) mediante la fórmula

z “

kÿ

j“1

d0j ´
kÿ

j“1

e0j

gffe
kÿ

j“1

v0j

. (4.32)

‚

Ejemplo 4.6 Consideremos que el símbolo x0 denota el siguiente conjunto
de 6 datos de supervivencia del grupo 0,

x0 “ t 0.3, 0.5`, 1.4, 3.8, 6.8, 7.7 u.
Los tiempos se encuentran ordenados de menor a mayor. Por otro lado, su-
ponga que el término x1 denota el conjunto de los siguientes 8 datos también
ya ordenados del grupo 1,

x1 “ t 0.3, 1.4, 2.4`, 2.9`, 3.5, 5.5, 6.2, 23 u.
El total de individuos es n “ 6 ` 8 “ 14. Considerando únicamente los
tiempos de fallecimientos de ambos grupos, se conforman los 9 intervalos
que aparecen abajo, al final de cada uno de los cuales ocurre uno o varios
fallecimientos. Estos son los intervalos en los que se lleva a cabo el análisis:

p0, 0.3s, p0.3, 1.4s, p1.4, 3.5s, p3.5, 3.8s, p3.8, 5.5s,
p5.5, 6.2s, p6.2, 6.8s, p6.8, 7.7s, p7.7, 23s.

La información de ambos grupos de datos se muestra en la Tabla 4.9. La
variable cj denota el número de datos censurados en el intervalo j. El nú-
mero de censuras por grupo se denota por las variables c0j y c1j. En las
últimas dos columnas aparecen la esperanza e0j y la varianza v0j, las cuales
se calculan como indican las fórmulas (4.26) y (4.27), respectivamente. Con
estos cálculos puede comprobarse que la estadística Z2 “ pO ´ Eq2{V toma
el valor 0.076 y el p-value es 0.8 .
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j Intervalo nj n0j n1j dj d0j d1j cj c0j c1j e0j v0j
1 p0, 0.3s 14 6 8 2 1 1 0 0 0 0.857 0.452
2 p0.3, 1.4s 12 5 7 2 1 1 1 1 0 0.833 0.441
3 p1.4, 3.5s 9 3 6 1 0 1 2 0 2 0.333 0.222
4 p3.5, 3.8s 6 3 3 1 1 0 0 0 0 0.500 0.250
5 p3.8, 5.5s 5 2 3 1 0 1 0 0 0 0.400 0.240
6 p5.5, 6.2s 4 2 2 1 0 1 0 0 0 0.500 0.250
7 p6.2, 6.8s 3 2 1 1 1 0 0 0 0 0.666 0.222
8 p6.8, 7.7s 2 1 1 1 1 0 0 0 0 0.500 0.250
9 p7.7, 23s 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0.000 0.000

Tabla 4.9: Análisis de datos del Ejemplo 4.6

A continuación llevaremos a cabo el contraste de hipótesis con el paquete
estadístico R usando la biblioteca survival. Se declaran primero los datos de
cada grupo por separado y después se concatenan. Usamos las variables time,
status y group para denotar: los tiempos de vida registrados, la censura o
no censura (función delta), y el grupo (0 ó 1), respectivamente.

R

# Organización de los datos del Ejemplo 4.6
library(survival)
# Datos del grupo 0:
time0 <- c(0.3,0.5,1.4,3.8,6.8,7.7)
status0 <- c(1,0,1,1,1,1)
group0 <- c(0,0,0,0,0,0)
# Datos del grupo 1:
time1 <- c(0.3,1.4,2.4,2.9,3.5,5.5,6.2,23)
status1 <- c(1,1,0,0,1,1,1,1)
group1 <- c(1,1,1,1,1,1,1,1)
# Concatenación:
time <- c(time0,time1)
status <- c(status0,status1)
group <- c(group0,group1)
df <-data.frame(time,status,group)

De esta manera la información completa se encuentra en el arreglo df (da-
taframe). Se puede dar la instrucción print(df) para visualizar el listado
completo del arreglo df. La prueba log-rank en R se lleva a cabo llamando a
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la función survdiff. En el siguiente recuadro se muestra la sintaxis de ese
comando junto con los resultados que se obtienen.

R

# Prueba log-rank para los datos del Ejemplo 4.6
survdiff(Surv(time,status)„group, data=df)

N Observed Expected pO ´ Eq2{E pO ´ Eq2{V
group=0 6 5 4.58 0.0386 0.076
group=1 8 6 6.42 0.0275 0.076

Chisq= 0.1 on 1 degrees of freedom, p= 0.8

Como puede observarse, la función survdiff proporciona un resumen de al-
gunas estadísticas de los dos grupos en estudio. Para cada grupo, la función
muestra el número inicial de individuos al inicio del experimento: 6 y 8, el
número de muertes observadas: 5 y 6, el número de muertes esperadas: 4.58
y 6.42, y el valor de las estadísticas pO ´ Eq2{E y pO ´ Eq2{V , en donde
O, E y V es la suma de observaciones, valor esperado y la varianza de cada
grupo. En particular, se corrobora que el valor que toma el estadístico de la
prueba Z2 “ pO ´ Eq2{V es 0.076 .

En la parte final, la función survdiff muestra el valor Chisq=0.1. Este es el
valor de la estadística de la prueba, la cual tiene una distribución ji-cuadrada
con 1 grado de libertad. Finalmente se proporciona el p-value de la prueba,
que es 0.8.

Tomando un nivel de significancia de α “ 0.05, se rechaza la hipótesis nula
cuando p-value ă α. Como esto no ocurre, no se rechaza H0, es decir, los
datos sugieren que ambos grupos tienen la misma experiencia de mortalidad.

Se pueden graficar las curvas de supervivencia de los dos grupos por separado
usando R. La instrucción se encuentra en el siguiente recuadro y la gráfica
que se obtiene se muestra en la Figura 4.20.
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R # Graficación de las curvas de supervivencia
# de los dos grupos de datos del Ejemplo 4.6
plot(survfit(Surv(time,status)„group,data=df),
axes=FALSE))

Puede observarse que las dos curvas de supervivencia mantienen una cierta
cercanía una de la otra en la mayor parte del rango de valores. El dato con
valor 23 dentro del grupo x1 parece ser un dato aislado (outlier) que hace
que la curva de supervivencia del grupo 1 muestre una llegada al valor 0 más
tardíamente.

0 5 10 15 20

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

Figura 4.20: Funciones de supervivencia de los datos del Ejemplo 4.6.

‚

Ejemplo 4.7 Consideremos el siguiente conjunto de 10 datos de supervi-
vencia de un primer grupo 0:

x0 “ t 0.1, 1.4`, 1.6, 2.5`, 2.8, 3.2, 5.6, 6.2, 6.4, 16.2 u.
Por comodidad, los tiempos aparecen ya ordenados de menor a mayor; dos
de ellos están censurados por la derecha. Supongamos, además, que tenemos
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los siguientes datos para un segundo grupo 1:

x1 “ t 0.6, 0.7, 2.8`, 3.6, 4.2, 4.7`, 6.1`, 6.2, 13.3, 16.2 u.

Tenemos nuevamente 10 registros para este segundo grupo y en él aparecen
tres datos censurados. Considerando únicamente los tiempos de fallecimien-
tos de ambos grupos, se conforman los siguientes 13 intervalos, al final de
cada uno de ellos ocurre uno o varios fallecimientos:

p0, 0.1s, p0.1, 0.6s, p0.6, 0.7s, p0.7, 1.6s, p1.6, 2.8s, p2.8, 3.2s, p3.2, 3.6s,
p3.6, 4.2s, p4.2, 5.6s, p5.6, 6.2s, p6.2, 6.4s, p6.4, 13.3s, p13.3, 16.2s.

La información de los datos de supervivencia se muestra en la Tabla 4.10.

j Intervalo nj n0j n1j dj d0j d1j cj c0j c1j e0j v0j
1 p0, 0.1s 20 10 10 1 1 0 0 ´ ´ ´ ´
2 p0.1, 0.6s 19 9 10 1 0 1 0 ´ ´ ´ ´
3 p0.6, 0.7s 18 9 9 1 0 1 0 ´ ´ ´ ´
4 p0.7, 1.6s 17 9 8 1 1 0 1 ´ ´ ´ ´
5 p1.6, 2.8s 15 7 8 1 1 0 2 ´ ´ ´ ´
6 p2.8, 3.2s 12 5 7 1 1 0 0 ´ ´ ´ ´
7 p3.2, 3.6s 11 4 7 1 0 1 0 ´ ´ ´ ´
8 p3.6, 4.2s 10 4 6 1 0 1 0 ´ ´ ´ ´
9 p4.2, 5.6s 9 4 5 1 1 0 1 ´ ´ ´ ´
10 p5.6, 6.2s 7 3 4 2 1 1 1 ´ ´ ´ ´
11 p6.2, 6.4s 4 2 2 1 1 0 0 ´ ´ ´ ´
12 p6.4, 13.3s 3 1 2 1 0 1 0 ´ ´ ´ ´
13 p13.3, 16.2s 2 1 1 2 1 1 0 ´ ´ ´ ´

Tabla 4.10: Análisis de datos del Ejemplo 4.7.

La variable cj denota el número de datos censurados en el intervalo j y las
variables c0j y c1j el desglose del número de censuras por grupo. Se calcula
el valor de la estadística de prueba Z y se encuentra que z “ 0.69. Tomando
1´α “ 0.9, tenemos que χ2

p1q,1´α “ 2.70554, de modo que, como el valor de
z2 “ p0.69q2 “ 0.4761 no rebasa el valor 2.70554, no se rechaza H0. Así, la
muestra aleatoria analizada permite suponer con un 90% de confianza que
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los dos grupos en estudio tienen aproximadamente la misma experiencia de
mortalidad, es decir, sus funciones de supervivencia son parecidas. ‚

A continuación se mencionan algunas variantes de la prueba log-rank. La
intención es mostrar que se pueden considerar algunas extensiones de la
prueba presentada. Un estudio más detallado debe considerar las propieda-
des estadísticas de estas pruebas.

Prueba log-rank con ponderaciones

En esta variante de la prueba log-rank se tienen pesos ω1 ě 0, . . . , ωk ě 0 que
se aplican a las variables aleatorias D0j , dando mayor o menor relevancia
a las observaciones de estas variables. La letra ω proviene del término en
inglés weights. Así, la variable D0j con ponderación ωj se define como ωjD0j ,
modificando su media y varianza. De este modo, la estadística de la prueba
log-rank con ponderaciones es

Zω :“

kÿ

j“1

ωjpD0j ´ e0jq
gffe

kÿ

j“1

ω2
j v0j

.

Nuevamente, esta variable tiene distribución aproximada normal estándar y
la prueba se lleva a cabo como en el caso usual. Cuando los pesos son una
misma constante ωj “ ω ą 0, la estadística Zω se reduce a la estadística Z
usual.

Prueba log-rank estratificada

Supongamos que se desean comparar las funciones de supervivencia de dos
grupos conformados, por ejemplo, por pacientes con dos tratamientos dis-
tintos. Supongamos también que la población completa está estratificada
de acuerdo a una variable categórica, por ejemplo, hombres y mujeres. La
prueba log-rank se puede llevar a cabo considerando esta clasificación.
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Supongamos que S
pℓq
0 pxq y S

pℓq
1 pxq denotan las funciones de supervivencia de

los grupos 0 y 1, en el estrato ℓ. Se puede llevar a cabo una prueba log-rank
ordinaria para comparar S

pℓq
0 y S

pℓq
1 , para cada estrato ℓ.

También se puede buscar una comparación global considerando la hipótesis
nula

H0 : S
pℓq
0 pxq “ S

pℓq
1 pxq, ℓ “ 1, . . . , L, para todo x ą 0,

en donde L es el total de estratos. Es decir, la hipótesis establece que S0pxq
y S1pxq son iguales en cada uno de los estratos. Por ejemplo, en el caso de
la variable sexo se tienen L “ 2 estratos y la hipótesis afirma que no hay
diferencia en la experiencia de mortalidad entre hombres y mujeres bajo los
dos tratamientos.

Para esta prueba se calculan las cantidades Opℓq, Epℓq, y V pℓq para cada
estrato ℓ como en la prueba ordinaria, véase (4.28), (4.29) y (4.30), y después
se suman estas cantidades para todos los estratos. La estadística de la prueba
es la variable aleatoria Z que aparece abajo, la cual tiene una distribución
aproximada normal estándar suponiendo H0 cierta.

Z “ O ´ E?
V

“

Lÿ

ℓ“1

Opℓq ´
Lÿ

ℓ“1

Epℓq

gffe
Lÿ

ℓ“1

V pℓq
.

Prueba log-rank para varios grupos

Se pueden llevar a cabo pruebas log-rank para 3 o más poblaciones. Una
primera forma de proceder consiste en tomar las poblaciones por pares y de-
terminar si existe diferencia entre cada par de poblaciones. También existe
una extensión del procedimiento aquí expuesto en el que la hipótesis nula
se define como la afirmación que establece que todas las funciones de super-
vivencia son iguales contra la hipótesis alternativa que afirma que alguna
de ellas es diferente. Más específicamente, si se cuenta con p ` 1 grupos,
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denotados por los números 0, 1, . . . , p y las funciones de supervivencia co-
rrespondientes se les escribe con subíndice esos valores, entonces la hipótesis
nula que se plantea es

H0 : S0pxq “ S1pxq “ ¨ ¨ ¨ “ Sppxq para todo x ą 0.

Esta hipótesis indica que no hay diferencia en los p ` 1 grupos en estudio.
En contraparte, la hipótesis alternativa sería que al menos uno de los grupos
presenta experiencia de mortalidad distinta de los otros grupos.

El procedimiento es análogo al caso de dos grupos. Considerando únicamente
los tiempos de fallecimientos 0 “ x1

p0q ă x1
p1q ă ¨ ¨ ¨ ă x1

pkq de la población
completa, se analiza lo que ocurre entre dos tiempos sucesivos x1

pj´1q y x1
pjq.

A este intervalo de tiempo px1
pj´1q, x

1
pjqs le llamamos intervalo j. Como antes,

se crea un arreglo tabular como el que aparece en la Tabla 4.11.

Fallecidos Sobrevivientes Suma

Grupo 0 D0j n0j ´ D0j n0j

Grupo 1 D1j n1j ´ D1j n1j

...
...

...
...

Grupo p Dpj npj ´ Dpj npj

Suma dj nj ´ dj nj

Tabla 4.11: Variables aleatorias: número de individuos
fallecidos y número de sobrevivientes, por grupo, en el intervalo j.

En la Tabla 4.11, nj denota el número global en riesgo y nij es el número en
riesgo de individuos en el grupo i. Claramente, nj “ n0j `¨ ¨ ¨`npj . Además,
Dij es el número de fallecidos del grupo i.

Cuando H0 es cierta, es decir, cuando todos los grupos tienen la misma ex-
periencia de mortalidad, los nj individuos en riesgo de morir en el intervalo
j tienen todos la misma probabilidad de fallecer en el intervalo en estudio,
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sin importar si pertenecen a un grupo en particular. Nuevamente, se tiene
la situación de contar con un conjunto de nj objetos (individuos), en donde
cada objeto pertenece a una de las p ` 1 categorías: grupo 0 con n0j ele-
mentos, grupo 1 con n1j elementos, etc. Del grupo completo se desea que
en una muestra de tamaño dj (número de fallecidos), se obtenga un cierto
un número de objetos de cada categoría o grupo. Así, se tiene que el vector
aleatorio

Dj “ pD0j , D1j , . . . , Dpjq
tiene distribución hipergeométrica multivariada con función de probabilidad

fpx0, . . . , xpq “

ˆ
n0j

x0

˙ˆ
n1j

x1

˙
¨ ¨ ¨

ˆ
npj

xp

˙

ˆ
nj

dj

˙ ,

para valores enteros x0, . . . , xp que satisfacen 0 ď xi ď nij y x0 ` x1 `
¨ ¨ ¨ ` xp “ dj . Se puede comprobar que cada coordenada Dij del vector Dj

tiene distribución hipergeométrica univariada de parámetros pN,K, nq “
pnj , nij , djq. Por lo tanto, su media y varianza están dados por

eij :“ EpDijq “ dj
nij

nj
,

vij :“ VarpDijq “ dj
nij

nj

nj ´ nij

nj

nj ´ dj
nj ´ 1

.

La media y varianza del vector Dj son

EpDjq “ ej “ pe0j , e1,j , . . . , epjq,

pVarpDjqqkl “ v
pjq
kl “

$
’’’&
’’’%

dj
nkj

nj

nj ´ nkj

nj

nj ´ dj
nj ´ 1

si k “ l,

dj
nkj

nj

nlj

nj

dj ´ nj

nj ´ 1
si k ‰ l.

Finalmente se definen las cantidades globales

O :“
kÿ

j“1

Dj , E :“ EpOq “
kÿ

j“1

ej , V :“ pVarpOqqkl «
kÿ

j“1

v
pjq
kl .
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y la estadística de la prueba es la variable aleatoria Z2 que aparece abajo,
cuya distribución es aproximada χ2

p, cuando la hipótesis nula H0 es cierta.

Z2 “ pO ´ EqpV q´1pO ´ Eqt.

En el artículo de Villanueva et al [53] se puede consultar una implementación
del procedimiento anterior en R.

§

Debe observarse que se pueden considerar combinaciones de las variantes de
la prueba log-rank mencionadas u otras extensiones. Por ejemplo, se puede
llevar a cabo una prueba estratificada con ponderaciones.

Algunos de los libros disponibles sobre análisis de supervivencia dedican por
lo menos una sección sobre pruebas de hipótesis para comparar funciones
de supervivencia de dos o más poblaciones, ya sea su aplicación en algún
software estadístico o su derivación matemática. Entre estos últimos están
los trabajos de D. G. Altman [3], D. Collet [15], X. Liu [42] y P. J. Smith [47].
Particularmente el capítulo 3 del libro de D. Machin, Y. B. Cheung y M. K.
B. Parmar [43] está dedicado a la comparación de curvas de supervivencia.
Véase también el capítulo 4 de K. Bogaerts, A. Komárek y E. Lesaffre [6].

4.8. Ejercicios

Tablas de mortalidad

132. Complete las entradas faltantes de la tabla de mortalidad que aparece
abajo. Una hoja de cálculo puede ayudar a agilizar las operaciones.
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x ℓx dx qx px

0 100
1 82
2 65
3 45
4 30
5 10
6 0

133. Suponga que se cuenta con la tabla de mortalidad que aparece abajo.
Encuentre las funciones básicas fpxq, Spxq, λpxq y Rpxq y escriba sus
valores en las columnas indicadas. Elabore una gráfica de estas funcio-
nes.

x ℓx fpxq Spxq λpxq Rpxq
0 100
1 87
2 62
3 30
4 16
5 0

134. Suponga que un modelo tabular de supervivencia está dado por la si-
guiente tabla para las probabilidades px.

x px

0 0.9
1 0.8
2 0.5
3 0.2
4 0
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a) Encuentre y grafique las funciones básicas fpxq, Spxq, λpxq y Rpxq
para x “ 0, 1, 2, 3.

b) Usando un radix ℓ0 igual a 10, 000, elabore una tabla de morta-
lidad que muestre los valores ℓx y dx.

c) ¿Cuál es el valor de ω en esta tabla de mortalidad?
d) Compruebe que d0 ` d1 ` ¨ ¨ ¨ ` dω´1 “ ℓ0.
e) Encuentre 3d0, 2q1, 3p1, 3q2.

135. Para edades x “ 0, 1, . . . y tiempos n,m “ 1, 2, . . ., demuestre las
siguientes identidades:

a) nqx “ 1 ´ npx.
b) ℓx “ ℓ0 ¨ p0 ¨ p1 ¨ ¨ ¨ px´1, x ě 1.
c) npx “ p1 ´ qxqp1 ´ qx`1q ¨ ¨ ¨ p1 ´ qx`n´1q.
d) n|mqx “ npx ¨ mqx`n.
e) n|mqx “ npx ´ n`mpx.

136. La probabilidad de muerte entre las edades x y x ` 1 se denota por el
símbolo x|q0.

a) Encuentre una expresión para x|q0 en términos de Spxq y ℓx.

b) Demuestre que
ω´1ÿ

x“0

x|q0 “ 1.

137. Un tiempo de vida tiene función de supervivencia Spxq “ pc´xq{pc`xq,
para 0 ď x ď c, en donde c ą 0 es una constante. Suponga que se
construye una tabla de mortalidad para las edades x “ 0, 1, 2, . . . con
ℓ0 “ 100, 000, en donde ℓ35 “ 44, 000.

a) Encuentre el valor de c.
b) Grafique Spxq.
c) Encuentre el valor de ω en la tabla.
d) Encuentre la probabilidad de que una persona alcance la edad 60.
e) Encuentre la probabilidad de que un niño de 10 años fallezca entre

las edades 30 y 45.
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138. Suponga que se conocen las funciones básicas F pxq, Spxq y λpxq, para
x “ 0, 1, . . . , ω, de un modelo tabular de mortalidad. Demuestre las
fórmulas que aparecen abajo, las cuales expresan ℓx en términos de las
funciones indicadas y del valor inicial ℓ0.

a) ℓx “ ℓ0 p1 ´ F pxqq.
b) ℓx “ ℓ0 Spxq.

c) ℓx “ ℓ0

x´1ź

u“1

p1 ´ λpuqq.

Nota: La expresión de ℓx en términos de Rpxq es más complicada y se
ha omitido de esta lista.

139. Demuestre que la función Rpxq en el modelo tabular satisface:

a) Rpxq “ 1

ℓx
rpx ` 1qℓx `

ωÿ

u“x`1

ℓus ´ x, x “ 0, 1, . . . , ω.

b) Rp0q “
ωÿ

u“0

Spuq “ EpXq.

c) Rpωq “ 1.

El método actuarial

140. Elabore una hoja de cálculo en donde se reproduzcan los resultados de
la Tabla 4.4, correspondientes a los datos de supervivencia del Ejem-
plo 4.1.

141. Un conjunto de datos de supervivencia con censura por la derecha se
encuentran agrupados como se muestra en la tabla de abajo. Encuentre
las cantidades faltantes para estimar la función de supervivencia por
el método actuarial. Elabore una gráfica de Ŝpxq.
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j aj Intervalo nj dj wj 1 ´ dj{n1
j Ŝpajq

1 2 p0, 2s 50 10 2 1
2 4 p2, 4s 38 12 1
3 5 p4, 5s 25 8 0
4 7 p5, 7s 17 5 4
5 8 p7, 8s 8 6 2
´ ´ p8,8q 0 ´ ´ ´ 0

Tabla 4.12

142. Sea paj´1, ajs un intervalo de análisis para el estimador de la función
de supervivencia por el método actuarial, en donde el número de indi-
viduos que ingresan con vida a dicho intervalo es nj ą 0. El estimador
por el método actuarial Ŝpxq se ha definido usando las probabilidades
de supervivencia p̂j “ 1´dj{n1

j . Denote por Ŝ0pxq al estimador usando
p̂j “ 1 ´ dj{nj . Compruebe que:

a) n1
j ď nj .

b) 1 ´ dj{n1
j ď 1 ´ dj{nj .

c) Ŝpxq ď Ŝ0pxq, x ě 0.

Esto significa que las probabilidades de supervivencia son menores
cuando se considera el número efectivo en riesgo n1

j .

143. Complete las entradas faltantes de la siguiente tabla para estimar la
función de supervivencia por el método actuarial. La unidad de tiem-
po es 1 año. El tiempo de vida en estudio es el tiempo que transcurre
entre el final del tratamiento de una persona enferma y su eventual fa-
llecimiento por la enfermedad. Elabore una gráfica de Ŝpxq y responda
los incisos que aparecen abajo.
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j aj paj´1, ajs nj dj wj nj n1
j p̂j Ŝpajq

1 1 p0, 1s 913 312 96 1
2 2 p1, 2s 505 96 74
3 3 p2, 3s 335 45 62
4 4 p3, 4s 228 29 30
5 5 p4, 5s 169 25 20
6 6 p5, 6s 124 18 15
7 7 p6, 7s 91 20 18
8 8 p7, 8s 53 18 10
9 9 p8, 9s 25 20 5
´ ´ p9,8s 0 ´ ´ ´ ´ ´ 0

Tabla 4.13

a) Estime la probabilidad de que un paciente sobreviva más de 5
años después de su tratamiento.

b) Para un paciente que ha sobrevivido 3 años después de su trata-
miento, ¿cuál es la probabilidad de que sobreviva 1 año adicional?
Es decir, estime P pX ą 4 |X ą 3q.

c) Un paciente acaba de terminar su tratamiento y pregunta por el
número de años que le quedan de vida. ¿Qué le respondería?

Interpolación lineal en tablas de mortalidad

144. Demuestre las fórmulas sobre la interpolación lineal que aparecen en
la Proposición 4.4 en la página 156.

145. Demuestre las fórmulas de las funciones básicas para el tiempo de
vida continuo X inducido por la interpolación lineal que aparecen en
la Proposición 4.5 en la página 157.

Interpolación exponencial en tablas de mortalidad

146. Demuestre los resultados sobre la interpolación exponencial que apa-
recen en la Proposición 4.6 en la página 158.



✐
✐

“Super-main” — 2024/8/17 — 18:32 — page 216 — #216 ✐
✐

✐
✐

✐
✐

216 CAPÍTULO 4. MODELOS NO PARAMÉTRICOS

147. Convexidad.
Considere la función ϕpsq “ ℓxpℓx`1{ℓxqs, para 0 ď s ď 1, que define la
interpolación exponencial del valor ℓx al valor ℓx`1. Use el criterio de
la segunda derivada para demostrar que ϕpsq es una función convexa.

Interpolación hiperbólica en tablas de mortalidad

148. Demuestre los resultados sobre la interpolación hiperbólica que apare-
cen en la Proposición 4.7 en la página 159.

149. Convexidad.
Considere la función ϕpsq “

´
1
ℓx

` s ¨
”

1
ℓx`1

´ 1
ℓx

ı¯´1
, para 0 ď s ď 1,

que define la interpolación hiperbólica del valor ℓx al valor ℓx`1. Use el
criterio de la segunda derivada para demostrar que ϕpsq es una función
convexa.

Función de supervivencia empírica

150. Encuentre y grafique la función de supervivencia empírica para cada
uno de los siguientes conjuntos de observaciones de un tiempo de vida.
Recuerde que no se considera aquí el fenómeno de la censura, todas las
observaciones son completas. En cada caso calcule, además, el tiempo
promedio de vida.

a) x1 “ 7, x2 “ 7, x3 “ 8, x4 “ 8.

b) x1 “ 10, x2 “ 11, x3 “ 13, x4 “ 9.

c) x1 “ 2, x2 “ 4, x3 “ 2, x4 “ 3, x5 “ 3.

d) x1 “ 10, x2 “ 17, x3 “ 12, x4 “ 15, x5 “ 13, x6 “ 10, x7 “ 15.

151. Sea x1, . . . , xn una colección de observaciones sin censura de una va-
riable aleatoria X.

a) Demuestre que la función Fnpxq definida en (4.8) es una función
de distribución.

b) Demuestre que la función Snpxq definida en (4.9) es una función
de supervivencia.
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152. Propiedades de la función de distribución empírica.
Sea X1, . . . , Xn una muestra aleatoria de una variable aleatoria X con
función de distribución desconocida F pxq. Sea F̂npxq la función de
distribución empírica definida en (4.10). Demuestre que:

a) EpF̂npxqq “ F pxq. (Insesgamiento)

b) VarpF̂npxqq “ 1

n
F pxqr1 ´ F pxqs.

c) ĺım
nÑ8 F̂npxq “ F pxq.

153. Propiedades de la función de supervivencia empírica.
Sea X1, . . . , Xn una muestra aleatoria de un tiempo de vida X con
función de supervivencia desconocida Spxq. Sea Ŝnpxq la función de
supervivencia empírica definida en (4.11). Demuestre que, para cada
x ě 0,

a) EpŜnpxqq “ Spxq. (Insesgamiento)

b) VarpŜnpxqq “ 1

n
Spxqr1 ´ Spxqs.

c) ĺım
nÑ8 Ŝnpxq “ Spxq.

Las primeras dos propiedades fueron demostradas en el texto, se pide
aquí hacer la demostración con detalle.

154. Utilice R para obtener la gráfica de la función de distribución empírica
y la función de supervivencia empírica de los siguientes conjuntos de
datos completos:

a) ´2, ´1, 1, 2.

b) ´4, ´3, ´2, ´1, 0, 1, 2, 3, 4 .

c) 5, 2, 4, 2, 3, 3, 3.

El estimador de Kaplan-Meier

155. Considere el siguiente conjunto de n “ 10 observaciones distintas de
un tiempo de vida:

2, 3`, 5`, 6, 7, 8, 9`, 10, 11`, 15.
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a) Elabore una tabla similar a la Tabla 4.5 y encuentre el estimador
de Kaplan-Meier Ŝpxq para la función de supervivencia descono-
cida Spxq.

b) Grafique con precisión Ŝpxq para 0 ď x ď xpnq.
c) ¿Cambia el estimador de Kaplan-Meier si en lugar del dato 15 se

tiene el dato 15`?

156. Considere el siguiente conjunto de n “ 6 observaciones distintas de un
tiempo de vida:

3, 4`, 6, 7`, 8, 9`.

a) Elabore una tabla similar a la Tabla 4.5 y encuentre el estimador
de Kaplan-Meier Ŝpxq para la función de supervivencia descono-
cida Spxq.

b) Grafique con precisión Ŝpxq para x ě 0.

157. Se registró el nacimiento de 7 ratones con una rara enfermedad, los
cuales murieron en los días 1, 3, 5, 6, 7 y 8. Observe que no hubo falle-
cimientos múltiples.

a) Elabore una tabla similar a la Tabla 4.5 y encuentre el estimador
de Kaplan-Meier Ŝpxq para la función de supervivencia descono-
cida Spxq.

b) Grafique con precisión Ŝpxq para x ě 0.
c) Estime Sp3q y Sp4q e interprete estas cantidades.

158. Se mantuvo bajo observación a un conjunto de n “ 10 individuos bajo
un esquema de censura por la derecha tipo II. Los tiempos de vida
observados fueron los siguientes:

10, 11, 11, 11.5, 12, 12, 15,

en donde al tiempo 15 se censuraron al resto de los individuos.

a) Elabore una tabla similar a la Tabla 4.6 y encuentre el estimador
de Kaplan-Meier Ŝpxq para la función de supervivencia descono-
cida Spxq.

b) Grafique con precisión Ŝpxq para x ě 0.
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159. Elabore una tabla similar a la Tabla 4.6 y encuentre y grafique el
estimador de Kaplan-Meier Ŝpxq para la función de supervivencia des-
conocida Spxq de n “ 12 individuos cuyos tiempos de vida son:

2, 3, 3, 4, 5, 7, 4`, 6`, 8`, 9`, 10`, 10`.

160. Suponga que en un estudio clínico se observaron fallecimientos de cier-
tos pacientes en los años: 1.1, 2.5, 3.2, 4.0, 5.8 y 7.9 . Se tuvieron, ade-
más, observaciones censuradas en los años: 2.5, 3.2, 6.0 y 7.9 .

a) Elabore una tabla similar a la Tabla 4.6 y encuentre el estimador
de Kaplan-Meier Ŝpxq para la función de supervivencia descono-
cida Spxq.

b) Grafique con precisión Ŝpxq para x ě 0.

161. Debido a la sospecha de que un cierto componente mecánico insta-
lado en automóviles sufría de una determinada falla, se mantuvo en
observación a un conjunto de 50 automóviles hasta que el componente
presentaba la falla. Los datos registrados (medido en años) fueron los
siguientes:

0.5, 0.8`, 1.2, 1.5, 1.6, 1.6`, 2, 2`, 2.1, 2.3, 2.5`, 2.7, 2.8, 3, 3.

Al término del tercer año se decidió concluir con el estudio y la in-
formación del resto de los automóviles fue censurada. Algunos auto-
móviles fueron censurados dentro de los primeros tres años y ello se
debió a que tuvieron un accidente mayor u otra descompostura seria
que imposibilitó darle seguimiento a la vida del componente mecánico.

a) Elabore una tabla similar a la Tabla 4.6 y encuentre el estimador
de Kaplan-Meier Ŝpxq para la función de supervivencia descono-
cida Spxq.

b) Grafique con precisión Ŝpxq para x ě 0.

162. Estimador de Kaplan-Meier y la función de supervivencia empírica.
Demuestre que el estimador de Kaplan-Meier (4.15) se reduce la fun-
ción de supervivencia empírica (4.9) en el caso cuando los datos de
supervivencia no presentan censura.
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163. Utilice la función survfit() de R para obtener el estimador de Kaplan-
Meier para los siguientes conjuntos de datos de supervivencia:

a) 24, 17, 18, 10`, 25, 10, 14`, 13 .
b) 4.5, 6.4, 1.5, 13.1, 0.3`, 3.5, 12.1, 3, 19.2`, 13.2, 4.8` .
c) 12.7, 14.6`, 11.8`, 9.4, 20.6, 19.2`, 19.5, 44.7, 40.5, 8.4`, 3.2 .

El estimador de Nelson-Aalen

164. Se registró el nacimiento de 5 ratones pero debido al mal estado de
salud de la madre, éstos murieron en los días 2, 3, 6, 9 y 12. Encuentre
el estimador de Nelson-Aalen y estime el tiempo de vida promedio.

165. Sean ŜKM pxq y ŜNApxq los estimadores de Kaplan-Meier y Nelson-
Aalen, respectivamente, para una función de supervivencia desconoci-
da Spxq. Demuestre la desigualdad que aparece abajo. Esta desigual-
dad es estricta cuando ambas cantidades se encuentran en el intervalo
abierto p0, 1q.

ŜKM pxq ď ŜNApxq, para 0 ď x ď x1
pnq.

166. Las cantidades que aparecen abajo son los tiempos de vida, en sema-
nas, que fueron registrados de n “ 16 individuos. Como antes, el signo
“+” indica censura por la derecha.

4, 5, 5, 7, 10, 10, 12, 13, 14, 15, 20, 7`, 8`, 14`, 14`, 15`
a) Encuentre el estimador de Kaplan-Meier para la función de su-

pervivencia.
b) Encuentre el estimador de Nelson-Aalen para la función de su-

pervivencia.
c) En una misma gráfica dibuje ambas funciones de supervivencia

estimadas.
d) Calcule el tiempo promedio de vida usando cada una de estas

funciones de supervivencia estimadas.
e) ¿Cuántas semanas en promedio le restan por vivir a una persona

de edad x “ 5, 10, 15 semanas? Use ambas funciones de supervi-
vencia estimadas para responder a esta pregunta.
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Prueba log-rank para comparar poblaciones

167. Considere los datos de supervivencia de dos grupos:

Grupo 0 “ t 2.5, 7.7`, 10, 12, 13.2`, 16.5 u,
Grupo 1 “ t 4, 8.7, 10, 11`, 19`, 24u.

Determine los intervalos entre fallecimientos sucesivos px1
pj´1q, x

1
pjqs y,

para cada intervalo j, elabore una tabla como la que aparece abajo
siguiendo la notación usada en este trabajo.

Tiempo x1
pjq

Fallecidos Sobrevivientes

Grupo 0 d0j n0j ´ d0j n0j

Grupo 1 d1j n1j ´ d1j n1j

dj nj ´ dj nj

Para cada tabla calcule también la esperanza ej y la varianza vj . Con
la información de todas las tablas calcule las cantidades globales O,
E y V . Finalmente calcule la estadística de la prueba y determine
si existe diferencia en la experiencia de mortalidad de los dos grupos
mediante la prueba log-rank. Use el p-value y considere un nivel de
significancia de α “ 0.05 .

168. Considere los siguientes dos conjuntos de datos de supervivencia:

x0 “ t 0.5, 0.7`, 1.5, 2, 3.2, 6.5, 7 u,
x1 “ t 1, 1.7, 1.8, 1.8`, 1.9`, 2, 2.4, 5, 6 u.

Observe que los tiempos se encuentran ordenados de menor a mayor
y que en ellos aparecen varios datos censurados. Nos interesa llevar a
cabo la prueba log-rank para determinar si existen diferencia en las
funciones de supervivencia de ambos grupos.

a) Considerando únicamente los tiempos de fallecimientos de ambos
grupos determine los subintervalos de análisis.
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b) Elabore un arreglo como el que aparece en la Tabla 4.14 comple-
tando todas las entradas indicadas.

c) Encuentre el valor z del estadístico de la prueba.

d) Encuentre el p-value y con un nivel de significancia de α “ 0.05
determine si se rechaza, o no se rechaza, la hipótesis nula.

j Intervalo nj n0j n1j dj d0j d1j cj c0j c1j e0j v0j
1 ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
2 ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

k ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´

Tabla 4.14

169. Lleve a cabo una prueba log-rank para los datos del ejercicio anterior
pero ahora usando R como en los Ejemplos 4.6 y 4.7.

170. Lleve a cabo una prueba de hipótesis log-rank usando R para determi-
nar si existe diferencia en las experiencias de mortalidad de los siguien-
tes pares de conjuntos de datos de supervivencia. Use el p-value y un
nivel de significancia α “ 0.05 para rechazar, o no rechazar, la hipóte-
sis nula. Utilice, además, la función survfit para obtener las curvas
de supervivencia de ambos grupos en un mismo plano cartesiano.

a) Grupo 0 “ t6, 1, 2`, 6, 9, 1`, 2`, 2, 4, 10u,
Grupo 1 “ t7, 3, 18, 2`, 10, 21, 18, 25, 6`, 26u.

b) Grupo 0 “ t3, 1, 4, 4, 5, 4`, 7u,
Grupo 1 “ t2`, 5, 1, 6, 5, 6, 8u.

c) Grupo 0 “ t2.6, 5.1, 2.2, 1.2`, 1.2, 5.6, 2.9, 9.9, 3.3, 4.3, 0.8`, 0.9`u,
Grupo 1 “ t4.8, 0.9`, 2.5, 2.7, 5.2, 9.8, 0.4`, 3.0, 2.2, 4.1, 3.8u.
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Capítulo 5

Modelos con covariables

En este último capítulo se exponen brevemente algunos modelos de super-
vivencia que incorporan covariables. En particular, se provee de una intro-
ducción al modelo de riesgos proporcionales de Cox y de la estimación de
sus parámetros. Veremos primero el concepto de covariable.

5.1. Covariables

Hasta ahora hemos considerado que las funciones de supervivencia Spxq son
funciones del tiempo x, y hemos también supuesto, implícitamente, que los
conjuntos de individuos son homogéneos en el sentido de que sus tiempos
de vida siguen una misma distribución de probabilidad dada por la función
desconocida Spxq.

Con frecuencia los elementos de una población presentan características o
condiciones que hacen que sus tiempos de vida sean diferentes unos de otros.
Estas características pueden ser propias de los individuos como: la edad, el
peso, el consumo de cigarro o alcohol, la falta de ejercicio físico, el nivel
económico, los hábitos alimenticios, etc. Otras variables pueden ser exógenas
o del medio ambiente como: el lugar de residencia, la clínica u hospital de
atención médica, el tratamiento particular al que se somete un paciente, etc.
Esto lleva a la siguiente definición.

223
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Definición 5.1 A las variables que presumiblemente pudieran afectar el
tiempo de vida de un individuo se les llama covariables.

Según el área de estudio o aplicación, a las covariables también se les llama
variables concomitantes o variables prognósticas. El objetivo es incorporar
covariables a la función de supervivencia o, equivalentemente, a alguna de
sus funciones básicas asociadas.

Separación vs inclusión

Se pueden considerar funciones de supervivencia para cada uno de los valores
de las covariables y, en este caso, se dice que las covariables han sido incor-
poradas por separación. Se tendría así, un función de supervivencia distinta
para cada individuo, o grupo de individuos, con los mismos valores de las
covariables. Esta es la situación que, implícitamente, hemos supuesto antes
cuando todos los individuos tienen, en cierta medida, características homogé-
neas. En este caso, cada función de supervivencia depende sólo del tiempo x.

En contraparte, se pueden considerar modelos en donde las funciones de su-
pervivencia, o cualquier otra de las funciones básicas equivalentes, dependen
directamente del tiempo x y también de algunas covariables. En este caso, se
dice que las covariables han sido incorporadas por inclusión. Así, se tendrá
una sóla función de supervivencia, la cual es función del tiempo x y de las
covariables. Adoptaremos este tipo de modelos en lo que resta del capítulo.

Vector de covariables

Agruparemos las covariables de interés, o de las que se cuente con informa-
ción, en un vector de dimensión s ě 1, de la siguiente forma

z “ pz1, z2, . . . , zsq,
en donde cada entrada es una covariable que representa una posible ca-
racterística o condición que tiene efectos sobre los tiempos de vida de los
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individuos. De esta manera, en lugar de escribir fpxq, Spxq ó λpxq, por
ejemplo, escribiremos fpx, zq, Spx, zq y λpx, zq, respectivamente. En ocasio-
nes será conveniente escribir explícitamente cada una de las covariables como
en λpx, z1, . . . , zsq.

Ejemplo 5.1 Para una población humana consideremos el vector de cova-
riables z “ pz1, z2, z3q, en donde se define

z1 :“
$
&
%

1 Nivel económico bajo,
2 Nivel económico medio,
3 Nivel económico alto.

z2 :“
"

1 Femenino,
2 Masculino.

z3 :“
"

1 No fumador,
2 Fumador.

Si un individuo o grupo i es de nivel económico bajo, es mujer y fuma, su
función de riesgo se escribe λpx, ziq con zi “ p1, 1, 2q. De este modo, cada
individuo o grupo homogéneo de individuos tiene su propia función de su-
pervivencia, o función de riesgo, según su clasificación a través del vector de
covariables z.

Nota: Las variables z1, z2 y z3 definidas en el ejemplo anterior son cate-
góricas, de modo que, al utilizar algún programa de cómputo, se debe tener
cuidado en su declaración pues la forma de su especificación determina la
manera en la que estas variables son tratadas por el software utilizado. ‚

Se pueden considerar también modelos dinámicos en donde el vector de co-
variables z es función del tiempo, es decir, las covariables pueden cambiar
de valor al paso del tiempo para un individuo o grupo de individuos. Estos
modelos dinámicos pueden ser más cercanos a algunas realidades, sin em-
bargo, no los consideraremos en este trabajo.

A continuación veremos algunas maneras explícitas en las que las covariables
pueden ser incorporadas a la distribución de un tiempo de vida.
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5.2. Modelos para incluir covariables

Sea λpxq una función de riesgo. Deseamos incorporar a esta función los
efectos de un vector de covariables z “ pz1, . . . , zsq. Para enfatizar que es la
función de riesgo antes de la modificación, le llamaremos función de riesgo
base o subyacente, y en ocasiones la escribiremos como λ0pxq. Esta será la
función de riesgo de todos los individuos en estudio antes de considerar las
covariables. A la función de riesgo con el vector de covariables z incorporado
la escribiremos como λpx, zq.

Modelo aditivo

En este modelo se propone la siguiente forma de la función de riesgo modi-
ficada

λpx, zq “ λ0pxq `
sÿ

j“1

hjpxq gpzjq, (5.1)

en donde cada sumando hjpxq gpzjq ě 0 es una función que representa el
riesgo adicional al tiempo x debido a la covariable zj . Puede comprobarse
que λpx, zq dada en (5.1) es una función de riesgo. Se puede encontrar mayor
información de este modelo en Cox D. R. y Oakes D. [16], N. E. Breslow y
N. E. Day [7] ó en D. C. Thomas [50].

Ejemplo 5.2 Para el modelo (5.1) se puede tomar la función constante
hjpxq “ aj ě 0 y y la función identidad gpzjq “ zj ě 0. Esto produce la
función de riesgo λpx, zq que aparece abajo. Como se ha supuesto que ajzj ě
0, las covariables provocan una propensión a fallecer pues incrementan la
función de riesgo base.

λpx, zq “ λ0pxq `
sÿ

j“1

aj zj .

‚

Ejemplo 5.3 (Modelo lineal-exponencial) Continuando con el ejemplo
anterior, si además se toma a la función de riesgo base λ0pxq como una
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constante a0 ą 0, lo cual corresponde a tiempos de vida exponenciales de pa-
rámetro a0, y si se define a la covariable auxiliar constante z0 “ 1, entonces
se puede escribir

λpx, zq “
sÿ

j“0

aj zj . (5.2)

Debido a la linealidad de esta función respecto de las covariables y a la
hipótesis de distribución exponencial de la función de riesgo base, al modelo
definido por (5.2) se le llama modelo lineal-exponencial. Observe que (5.2)
representa una función de riesgo constante (no dependiente del tiempo x) y,
por lo tanto, es un tiempo de vida exponencial. ‚

Modelo multiplicativo

En este modelo se propone la siguiente forma de la función de riesgo modi-
ficada

λpx, zq “ λ0pxq
sź

j“1

hpx, zjq, (5.3)

en donde hpx, zjq ě 0 es una función que modifica de manera multiplicativa
la función de riesgo base al tiempo x y debido a la covariable zj . Puede
comprobarse que (5.3) es una función de riesgo. El modelo de Cox es un
modelo multiplicativo importante en donde la función h es la función expo-
nencial exppa1z1 ` ¨ ¨ ¨ ` aszsq para ciertas constantes a1, . . . , as y en donde,
en su versión simple, no aparece el tiempo x. Estudiaremos este modelo en
las siguientes secciones. Puede consultarse mayor información de (5.3) en el
libro de E. T. Lee y J. W. Wang [37].

Modelo de vida acelerada

En este caso, un tiempo de vida X se modifica directamente a través del
cociente X{a, en donde a ą 0 es una constante. El cociente X{a representa
también un tiempo de vida pero la velocidad con la que transcurre el tiempo
se modifica de la siguiente manera: si 0 ă a ă 1, los tiempos de vida se
alargan, y si a ą 1, los tiempos de vida se reducen o, en otras palabras, el
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tiempo de vida se acelera. En ambos casos se dice que el cociente representa
un tiempo de vida acelerado. No es difícil encontrar las funciones básicas
asociadas al tiempo de vida X{a en términos de las funciones de X. En
efecto, si Y “ X{a entonces se puede comprobar que:

a) FY pyq “ FXpayq, y ě 0.

b) fY pyq “ a fXpayq. y ě 0.

c) SY pyq “ SXpayq, y ě 0.

d) λY pyq “ a λXpayq para y ě 0 tal que SXpayq ą 0.

e) RY pyq “ 1

aSXpayq
ż 8

ay
SXpuq du para y ě 0 tal que SXpayq ą 0.

Por claridad, se han indicado como subíndices de estas funciones el tiempo
de vida de referencia, es decir, X ó Y . El modelo de vida acelerada puede
expresarse también por la expresión equivalente Y “ aX, en donde el tiem-
po de vida se reduce cuando 0 ă a ă 1.

Más generalmente, si z “ pz1, . . . , zsq es un vector de covariables, una función
positiva gpzq puede acelerar un tiempo de vida X considerando el cocien-
te X{gpzq. Las fórmulas anteriores permanecen válidas substituyendo a la
constante a for gpzq. En particular, cuando a un tiempo de vida Weibull se
le acelera por una función positiva gpzq, se obtiene el modelo de riesgos pro-
porcionales de Cox (definido en la siguiente sección). Se puede comprobar
que la distribución Weibull es la única distribución continua que cumple esta
propiedad. Véase el Ejercicio 181.

5.3. El modelo de Cox1

En este modelo multiplicativo se propone que la función de riesgo base λ0pxq
dependa de manera arbitraria del tiempo x y, por otro lado, la función de
riesgo modificada dependa de forma paramétrica y lineal de un vector de
covariables de la siguiente manera.

1David Roxbee Cox (1924–2022) estadístico inglés.
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Definición 5.2 Se le llama modelo de Cox al modelo multiplicativo (5.3)
cuando se toma hpx, zjq :“ exp paj zjq, en donde a1, . . . , as son constan-
tes y z “ pz1, . . . , zsq es un vector de covariables. Es decir,

λpx, zq :“ λ0pxq exp t
sÿ

j“1

aj zj u. (5.4)

Al modelo de Cox se le llama también modelo de riesgos proporcionales.
Se le puede encontrar en la literatura también con los términos en inglés
PH model ó proportional hazzard model, pues para cada valor del vector de
covariables z, el producto (5.4) representa una proporción de la función de
riesgo base λ0pxq.

Para la función de riesgo base desconocida λ0pxq puede adoptarse un mode-
lo de una familia paramétrica y, en este caso, al modelo de Cox se le llama
paramétrico. En cambio, si se adopta una perspectiva no paramétrica pa-
ra λ0pxq, al modelo de Cox se le llama semiparamétrico, pues permanece
la parte paramétrica dada por la regresión lineal de las covariables. Puede
consultarse una exposición del modelo de Cox directamente de su creador
en el libro de D. R Cox y D. Oakes [16], o en el libro de E. T. Lee y J. W.
Wang [37], por ejemplo.

El coeficiente aj representa una medida del impacto de la covariable zj en los
tiempos de vida. Observemos que la función λ0pxq y los coeficientes a1, . . . , as
son desconocidos. Uno de los problemas es estimar estos parámetros a partir
de un conjunto de observaciones.

Consideraremos que el vector de ceros 0 “ p0, . . . , 0q es un posible valor
del vector de covariables z “ pz1, . . . , zsq en el modelo de Cox. Esto es
conveniente pues, cuando z “ 0 en (5.4), se obtiene la función de riesgo
base, la cual escribiremos también como λpx, 0q. De esta manera, el modelo
de Cox (5.4) se puede escribir como

λpx, zq :“ λ0pxq ρpzq, (5.5)
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en donde la función ρpzq “ exp t a1z1 ` ¨ ¨ ¨ ` aszs u satisface las siguientes
dos propiedades:

a) ρpzq ě 0.

b) ρp0q “ 1.

Como la función ρpzq no depende del tiempo x y actúa como un factor po-
sitivo sobre la función de riesgo base, es claro que λpx, zq es también una
función de riesgo. En la siguiente sección encontraremos sus funciones bási-
cas asociadas.

Cuando no hay covariables en el modelo (5.4), ρpzq “ 1 y la función de
riesgo λpx, zq se reduce a λ0pxq. Por otro lado, observe que el modelo de Cox
puede escribirse como una regresión lineal múltiple sobre las covariables al
considerar el logaritmo del cociente λpx, zq{λ0pxq, es decir,

log
λpx, zq
λ0pxq “ a1z1 ` ¨ ¨ ¨ ` aszs.

Ejemplo 5.4 Sunpoga que el vector de covariabes es z “ pz1, z2q, en don-
de z1 distingue dos tipos de tratamiento médico y z2 representa el sexo del
paciente, es decir,

z1 “
#

1 Tratamiento 1,

2 Tratamiento 2.

z2 “
#

1 Masculino,
2 Femenino.

Entonces ρpzq “ exp t a1z1 ` a2z2 u y el modelo de Cox contempla las si-
guientes cuatro distintas funciones de riesgo

λpx, zq “

$
’’’&
’’’%

λ0pxq ea1`a2 Tratamiento 1 a hombre,
λ0pxq ea1`2a2 Tratamiento 1 a mujer,
λ0pxq e2a1`a2 Tratamiento 2 a hombre,
λ0pxq e2a1`2a2 Tratamiento 2 a mujer.

‚
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Ejemplo 5.5 (Modelo log-lineal) Si la función de riesgo base λ0pxq es
constante igual a exp ta0u, para alguna constante a0, es decir, el tiempo de
vida base es exponencial, y definiendo la covariable artificial z0 “ 1, entonces
la función de riesgo modificada es

λpx, zq “ exp t
sÿ

j“0

ajzj u.

Como esta función es constante respecto de x, el modelo sigue siendo el de
un tiempo de vida exponencial, cuyo parámetro depende de los valores de
las covariables zj y los coeficientes aj. A este caso particular se le llama
modelo log-lineal, pues el logaritmo de λpx, zq es una función lineal de las
covariables.

‚

Ejemplo 5.6 Como se ha mencionado, las covariables pueden depender del
tiempo y no es difícil dar un ejemplo de esa situación. La covariable z1pxq
puede representar la evolución en el tiempo de un índice de contaminantes
presentes en el aire en una ciudad densamente poblada. Si un paciente está
enfermo de asma, nos podría interesar el tiempo que transcurre hasta el
siguiente ataque de asma. Considerando sólo a esta covariable, el vector de
covariables zpxq es pz1pxqq y la función de riesgo según el modelo de Cox se
puede escribir como

λpx, zpxqq “ λ0pxq ea1z1pxq, x ě 0,

para algún coeficiente a1. De este modo, las covariables dependientes del
tiempo son características del individuo, o de su medio ambiente, que cam-
bian de valor con el tiempo y pueden afectar su tiempo de vida. En este
trabajo consideraremos principalmente el caso simple cuando las covariables
son constantes en el tiempo. ‚

Funciones básicas asociadas en el modelo de Cox

A partir de la forma de la función de riesgo λpx, zq “ λ0pxq ρpzq en el modelo
de Cox, se pueden encontrar las otras funciones básicas asociadas como se
muestra a continuación.
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Proposición 5.1 Sean S0pxq y Λ0pxq las funciones de supervivencia
y de riesgo acumulado asociadas a la función de riesgo base λ0pxq del
modelo de Cox (5.5). Entonces las funciones asociadas a la función de
riesgo λpx, zq “ λ0pxq ρpzq son:

1. Spx, zq “ rS0pxqsρpzq, x ě 0.

2. F px, zq “ 1 ´ rS0pxqsρpzq, x ě 0.

3. fpx, zq “ λ0pxq ρpzq rS0pxqsρpzq, x ě 0.

4. Λpx, zq “ Λ0pxq ρpzq, x ě 0.

Demostración.

1. Suponiendo el caso continuo, para x ě 0,

Spx, zq “ exp t ´
ż x

0
λ0puq ρpzq duu

“ exp t ´ρpzq
ż x

0
λ0puq duu

“ r exp t ´
ż x

0
λ0puq duu sρpzq

“ rS0pxq sρpzq.

2. Esto es consecuencia inmediata del inciso anterior.

3. Por definición y por el resultado del primer inciso, para x ě 0,

fpx, zq “ λpx, zqSpx, zq
“ λ0pxq ρpzq rS0pxqsρpzq.

Alternativamente, se puede calcular fpx, zq “ ´pd{dxqSpx, zq, obte-
niendo el mismo resultado.
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4. Por definición, para x ě 0,

Λpx, zq “
ż x

0
λpu, zq du

“
ż x

0
λ0puq ρpzq du

“ ρpzq
ż x

0
λ0puq du

“ ρpzqΛ0pxq.

‚

En la expresión Spx, zq “ rS0pxqsρpzq se vuelve transparente la forma en la
que las covariables afectan a la función de supervivencia base, suponiendo
válido el modelo de Cox. Cuando 0 ă S0pxq ă 1, un valor ρpzq ą 1 produce
un valor de la función de supervivencia más pequeño (mayor mortalidad).
Por el contrario, el valor de la función de supervivencia es más grande (mayor
supervivencia) para ρpzq ă 1. Cuando ρpzq “ 1, la función de supervivencia
base no tiene cambio.

Por otro lado, observando los cálculos en la demostración anterior, no es
difícil darse cuenta que si las covariables son funciones del tiempo x, las
expresiones para las funciones básicas asociadas a λpx, zpxqq en el modelo de
Cox quedan expresadas en términos de integrales.

Ejemplo 5.7 Cuando el tiempo de vida base en el modelo de Cox es exppλq,
es decir, cuando S0pxq “ exp t´λxu, se tiene que λ0pxq “ λ y Λ0pxq “
λx. Por lo tanto, las funciones asociadas a la función de riesgo λpx, zq “
λ0pxq ρpzq son:

a) Spx, zq “ exp t´λρpzqxu, x ě 0.

b) F px, zq “ 1 ´ exp t´λρpzqxu, x ě 0.

c) fpx, zq “ λ ρpzq exp t´λρpzqxu, x ě 0.

d) Λpx, zq “ λρpzqx, x ě 0.
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Cualquiera de estas expresiones indica que la distribución del tiempo de vida
con covariables z es exponencial de parámetro λρpzq, como se había señalado
antes en el Ejemplo 5.5. ‚

Interpretación de parámetros

A continuación haremos algunas observaciones sobre el modelo de riesgos
proporcionales de Cox definido por (5.4), e indicaremos algunas interpreta-
ciones de los parámetros a1, . . . , as.

Los coeficientes aj pueden ser positivos, negativos o cero. Cuando aj ą
0, la función zj ÞÑ exppa1 zjq es creciente. Esto significa que cuando
la covariable zj crece, la proporción exppa1zjq también crece y ello
incrementa la función de riesgo λpx, zq. Esto se traduce en una mayor
propensión a fallecer acortando así el tiempo de vida. Cuando aj ă 0,
el efecto contrario ocurre, cada vez que zj crece, se presenta una menor
propensión a fallecer, alargando el tiempo de vida. Cuando aj “ 0, la
covariable zj no tiene ningún efecto en la función de riesgo.

Cocientes de riesgo (Hazard Ratios HR). A los exponentes de los
coeficientes aj , es decir, a exppajq se les llama cocientes de riesgo. De
manera análoga a lo explicado en el párrafo anterior, estas cantidades
también representan una medida del efecto de las covariables sobre los
tiempos de vida, pues son la base de exponenciación

pexp ajqzj “ exp paj zjq.
Puede comprobarse que, cuando exp aj ą 1, la función de riesgo es cre-
ciente en la covariable zj . Cuando exp aj ă 1, el efecto es contrario, la
función de riesgo es decreciente en la covariable zj . Finalmente, cuando
exp aj “ 1, esto significa que la covariable zj no tiene efecto sobre la
función de riesgo y ésta permanece constante ante las variaciones de
zj .

Es evidente que el siguiente cociente no depende del tiempo x,

λpx, zq
λ0pxq “ ρpzq “ exp t

sÿ

j“1

ajzj u.
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Tomando logaritmo,

log λpx, zq ´ log λ0pxq “
sÿ

j“1

ajzj .

Esto quiere decir que las funciones x ÞÑ log λpx, zq y x ÞÑ log λ0pxq
son paralelas, es decir, a cada tiempo x, sus gráficas difieren una de la
otra en la misma cantidad. Véase la Figura 5.1. En otras palabras, el
logaritmo de la función de riesgo con covariables se encuentra siempre
a una misma distancia del logaritmo de la función de riesgo base. La
distancia de separación está dada por a1z1 ` ¨ ¨ ¨ ` aszs.

log λpx, zq

log λ0pxq

x

sÿ

j“1

ajzj

Figura 5.1: La separación entre log λ0pxq y log λpx, zq es log ρpzq.

Si z1 “ pz11, . . . , z1sq y z2 “ pz21, . . . , z2sq son dos valores del vector de
covariables, entonces el siguiente cociente no depende del tiempo x ni
de la función de riesgo base λ0pxq,

λpx, z1q
λpx, z2q “ exp t

sÿ

j“1

ajpz1j ´ z2j q u.

En el caso de una sola covariable, z “ pz1q, se tiene que

λpx, zq “ λ0pxq exp t a1z1 u.
Supongamos ahora que z y z`1 son dos posibles valores de la covariable
z1. Estos dos valores distan uno del otro en una unidad. Entonces se
cumplen las siguientes identidades:
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a) log
λpx, z ` 1q

λ0pxq “ a1pz ` 1q “ a1 ` a1z.

b) log
λpx, zq
λ0pxq “ a1z.

De estas dos igualdades se obtiene que

λpx, z ` 1q
λpx, zq “ exp ta1u.

Esto quiere decir que la constante a1 se puede interpretar como el
cambio en el logaritmo del cociente de riesgos por unidad de cambio
en la covariable z1. Más generalmente, para cualquier r ě 0 tal que z
y z ` r son dos posibles valores de z1, un cálculo similar al anterior
muestra que

log
λpx, z ` rq
λpx, zq “ a1r.

Es decir,
λpx, z ` rq
λpx, zq “ exp ta1ru.

En palabras, cuando la covariable z1 se incrementa en r unidades, esto
produce un cambio en la función de riesgo λpx, zq consistente en la
multiplicación por el factor ea1r.

La interpretación para el caso de una covariable se puede extender sin
dificultad al caso cuando z cuenta con múltiples covariables. Cuando
se incrementa una covariable zj en r ě 0 unidades y se deja a las
otras covariables sin cambio, se encuentra que el factor que adquiere
la función de riesgo es eajr, 1 ď j ď s. En efecto, si z̄j,r “ pz1, . . . , zj `
r, . . . , zsq, entonces

λpx, zj,rq
λpx, zq “ λ0pxq exp pa1z1 ` ¨ ¨ ¨ ` ajpzj ` rq ` ¨ ¨ ¨ ` aszsq

λ0pxq exp pa1z1 ` ¨ ¨ ¨ ` ajzj ` ¨ ¨ ¨ ` aszsq
“ exp pajrq.

Al aplicar logaritmo se obtiene

log λpx, zj,rq ´ log λpx, zq “ ajr.
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Gráficamente se tiene la misma situación que se muestra en la Fi-
gura 5.1, excepto que ahora se ha modificado sólo la covariable zj
(añadiéndole la cantidad r) y la distancia entre las curvas es ajr.

5.4. Estimación de coeficientes

En esta sección veremos la manera en la que los coeficientes de regresión
a1, . . . , as que aparecen en el modelo de Cox (5.4) pueden ser estimados por
máxima verosimilitud.

Supondremos que los tiempos de vida de n individuos con posible censura
por la derecha ya se encuentran ordenados de menor a mayor. Estos tiempos
de fallecimiento o censura son: pxp1q, δ1q, . . . , pxpnq, δnq. Llamaremos indivi-
duo i a la persona que fallece o se censura al tiempo xpiq, i “ 1, . . . , n. Así, el
individuo 1 fallece (δ1 “ 1) o se censura (δ1 “ 0) al tiempo xp1q, el individuo
2 fallece (δ2 “ 1) o se censura (δ2 “ 0) al tiempo xp2q, etc. Por otro lado, ca-
da individuo tiene asociado ciertos valores de las covariables z “ pz1, . . . , zsq
que inciden en su función de riesgo. Definimos esto a continuación.

Notación. Los valores de las covariables para el individuo i se denotan
por zi “ pzi1, . . . , zisq. El primer subíndice identifica al individuo i P
t1, . . . , nu y el segundo subíndice identifica a la covariable.

Observe que varios individuos pueden compartir los mismos valores de las
covariables cuando presenten las mismas características y condiciones del
riesgo de morir. Como se hizo en el caso del estimador de Kaplan-Meier,
también aquí se crea la siguiente partición usando los tiempos de falleci-
miento o censura:

p0, xp1qs, pxp1q, xp2qs, . . . , pxpn´1q, xpnqs,
en donde, como antes, se define xp0q :“ 0. Esta partición del tiempo en n
intervalos tiene sentido cuando no hay fallecimientos o censuras múltiples,
es decir, cuando todas las observaciones son distintas.: 0 ă xp1q ă xp2q ă
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¨ ¨ ¨ ă xpnq. Este es el caso que estudiaremos con más detalle a continuación.
Antes de ello definamos los siguientes conjuntos.

Definición 5.3 Para cada i “ 1, . . . , n, se define:

Ni “ “Conjunto de individuos en riesgo de morir al inicio
del intervalo pxpi´1q, xpiqs.”

Di “ “Conjunto de individuos que fallecen al tiempo xpiq.”

Es claro que Di Ď Ni. Observe que un individuo en estudio adquiere la
etiqueta o numeración i cuando es el i-ésimo individuo en retirarse, ya sea
por fallecimiento o por censura: el individuo 1 se retira al tiempo xp1q y sus
covariables son z1, el individuo 2 se retira al tiempo xp2q y sus covariables
son z2, etc.

Caso simple

Supondremos que no hay fallecimientos o censuras múltiples. Así, el conjun-
to Di es vacío o sólo contiene al individuo i. Además, como en el tiempo xpiq
se descarta al individuo i, ya sea por fallecimiento o por censura, se tiene que
Ni “ ti, i` 1, . . . , nu, en donde #Ni “ n´ i` 1. El resultado de estimación
es el siguiente.

Proposición 5.2 (Estimación de coeficientes a1, . . . , as) Sean
pxp1q, δ1q, . . . , pxpnq, δnq datos de supervivencia con censura por la de-
recha, ordenados de menor a mayor, y en donde no se presentan fa-
llecimientos o censuras múltiples, es decir, xp1q ă xp2q ă ¨ ¨ ¨ ă xpnq.
Los estimadores por máxima verosimilitud (parcial) para los coeficien-
tes a1, . . . , as en el modelo de Cox (5.4) están dados por la solución al
sistema de ecuaciones

nÿ

i“1

δi

”
zik ´

ÿ

jPNi

zjk ρpzjq
ÿ

jPNi

ρpzjq
ı

“ 0, k “ 1, . . . , s. (5.6)



✐
✐

“Super-main” — 2024/8/17 — 18:32 — page 239 — #239 ✐
✐

✐
✐

✐
✐

5.4. ESTIMACIÓN DE COEFICIENTES 239

Demostración. La función de verosimilitud de los datos es

L “
nź

i“1

rfpxpiq, ziqsδi rSpxpiq, ziqs1´δi

“
nź

i“1

rλpxpiq, ziqSpxpiq, ziqsδi rSpxpiq, ziqs1´δi

“
nź

i“1

rλpxpiq, ziqsδi Spxpiq, ziq

“
nź

i“1

” λpxpiq, ziqÿ

jPNi

λpxpiq, zjq
ıδi ” ÿ

jPNi

λpxpiq, zjq
ıδi

Spxpiq, ziq

“
nź

i“1

” λ0pxpiqq ρpziqÿ

jPNi

λ0pxpiqq ρpzjq
ıδi ” ÿ

jPNi

λpxpiq, zjq
ıδi

Spxpiq, ziq

“
nź

i“1

” ρpziqÿ

jPNi

ρpzjq
ıδi ” ÿ

jPNi

λpxpiq, zjq
ıδi

Spxpiq, ziq.

El método sugiere descartar los dos factores de la derecha en la última ex-
presión y considerar sólo el primer factor, al que se le llama función de
verosimilitud parcial de Cox. Es decir,

Lparcial “
nź

i“1

” ρpziqÿ

jPNi

ρpzjq
ıδi

. (5.7)

Tomando logaritmo,

logLparcial “
nÿ

i“1

δi

”
log ρpziq ´ log

ÿ

jPNi

ρpzjq
ı

“
nÿ

i“1

δi

” sÿ

j“1

ajzij ´ log
ÿ

jPNi

ρpzjq
ı
.
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Derivando respecto a ak, para k “ 1, . . . , s, se obtiene

B
Bak logLparcial “

nÿ

i“1

δi

”
zik ´

ÿ

jPNi

zjk ρpzjq
ÿ

jPNi

ρpzjq
ı
.

Igualando a cero cada una de estas ecuaciones se encuentra el sistema de s
ecuaciones que aparecen en el enunciado. Las incógnitas son los coeficientes
a1, . . . , as. ‚

Debe observarse que la utilización de la verosimilitud parcial producirá so-
lamente una estimación aproximada para los valores de los coeficientes. Por
otro lado, en la función de verosimilitud parcial (5.7) y en el sistema de
ecuaciones (5.6) no aparecen explícitamente los tiempos de fallecimiento o
censura xp1q ă ¨ ¨ ¨ ă xpnq. La utilización de los datos se limita a las funciones
indicadoras δi, a los conjuntos Ni y las características ρpziq de sus elementos.
También es necesario observar que los sumandos de (5.6) son distintos de
cero sólo cuando δi “ 1, es decir, para individuos que fallecen. También es
interesante observar que, en la estimación de los coeficientes a1, . . . , as, no
aparece involucrada la función de riesgo base desconocida λ0pxq.

En general, el sistema de ecuaciones (5.6) no es sencillo de resolver y es
necesario el uso de programas de cómputo. Para clarificar la situación, pre-
sentaremos a continuación un ejemplo con pocos datos.

Ejemplo 5.8 Supongamos que se tienen los siguientes tiempos de vida or-
denados de n “ 5 individuos:

pxp1q, 1q, pxp2q, 0q, pxp3q, 1q, pxp4q, 0q, pxp5q, 1q.

Supondremos que todos los tiempos son distintos, es decir, xp1q ă ¨ ¨ ¨ ă xp5q,
de esta forma no hay fallecimientos o censuras múltiples. La representación
gráfica de los datos se muestra en la Figura 5.2.
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0 xp1q xp2q xp3q xp4q xp5q

✘ c ✘ c ✘

Figura 5.2: Datos del Ejemplo 5.8.

Se le designa como individuo i al elemento que es descartado al tiempo
xpiq, i “ 1, . . . , 5. En los tiempos de fallecimientos (δi “ 1), tenemos que
N1 “ t1, 2, 3, 4, 5u, N3 “ t3, 4, 5u y N5 “ t5u, en donde D1 “ t1u, D3 “ t3u,
D5 “ t5u.

Sea zi “ pzi1, . . . , zisq el vector de valores de s covariables asociado el indi-
viduo i. Por brevedad en la escritura, llamaremos ρi al factor de proporcio-
nalidad en la función de riesgo del individuo i, es decir,

ρi :“ ρpziq “ exp pa1zi1 ` ¨ ¨ ¨ ` aszisq.
Entonces el sistema de ecuaciones (5.6) es

r z1k ` z1k ρ1 ` z2k ρ2 ` z3k ρ3 ` z4k ρ4 ` z5k ρ5
ρ1 ` ρ2 ` ρ3 ` ρ4 ` ρ5

s

` r z3k ` z3k ρ3 ` z4k ρ4 ` z5k ρ5
ρ3 ` ρ4 ` ρ5

s

` r z5k ` z5k ρ5
ρ5

s “ 0, k “ 1, . . . , s.

Las incógnitas de este sistema de ecuaciones son a1, . . . , as y se encuen-
tran dentro de las expresiones ρi “ exp pa1zi1 ` ¨ ¨ ¨ ` aszisq. Los términos
zi1, . . . , zis son los valores de las covariables para cada individuo i y son co-
nocidos. Este ejemplo muestra que la solución al sistema de ecuaciones (5.6)
no es fácil de encontrar, aún cuando el número de datos sea pequeño. ‚

Caso general

En el caso de múltiples fallecimientos a un mismo tiempo, se conoce la
fórmula de aproximación de Breslow para la función de verosimilitud. Esta



✐
✐

“Super-main” — 2024/8/17 — 18:32 — page 242 — #242 ✐
✐

✐
✐

✐
✐

242 CAPÍTULO 5. MODELOS CON COVARIABLES

fórmula establece que

L «
nź

i“1

”
ź

jPDi

ρpzjq

p
ÿ

jPNi

ρpzjqqdi
ıδi

, (5.8)

en donde di es el número de fallecimientos al tiempo xpiq. La expresión (5.8)
es una generalización de la función de verosimilitud parcial (5.7). Sólo los
fallecimientos (δi “ 1) contribuyen en el producto (5.8) y en cada uno de
ellos hay di ě 1 fallecidos. Observe que si cada vez que δi “ 1 se tiene que
di “ 1, entonces (5.8) se reduce a (5.6).

Considerando igualdad en la aproximación de Breslow y tomando logaritmo,

logL “
nÿ

i“1

δi

” ÿ

jPDi

log ρpzjq ´ di log
ÿ

jPNi

ρpzjq
ı

“
nÿ

i“1

δi

” ÿ

jPDi

sÿ

k“1

akzjk ´ di log
ÿ

jPNi

ρpzjq
ı
.

Derivando respecto a ak, para k “ 1, . . . , s, e igualando a cero se obtiene

B
Bak logL “

nÿ

i“1

δi

” ÿ

jPDi

zjk ´ di

ÿ

jPNi

zjk ρpzjq
ÿ

jPNi

ρpzjq
ı

“ 0. (5.9)

Este es un sistema de s ecuaciones para las incógnitas a1, . . . , as. Se puede
encontrar mayor información sobre la aproximación de Breslow en el artículo
de D. Y. Lin [41].

Intervalo de confianza

Sean â1, . . . , âs los estimadores por máxima verosimilitud parcial de los co-
eficientes en el modelo de Cox. Entonces el estimador para el cociente de
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riesgo (HR) es

ρ̂pzq “ exp t â1z1 ` ¨ ¨ ¨ ` âszs u
“ exp tâ1z1u ¨ ¨ ¨ exp tâszsu
“ pexp tâ1uqz1 ¨ ¨ ¨ pexp tâsuqzs .

Usando el método delta puede comprobarse que

Varpexp tâjuq « pexp tâjuq2 Varpâjq.
De donde se obtiene que la desviación estándar es

SEpexp tâjuq « exp tâju SEpâjq,
en donde SE significa standard error. Suponiendo una distribución aproxi-
mada normal para el estimador exp tâju, se puede encontrar el siguiente
intervalo de confianza al p1 ´ αq100% para el cociente de riesgo,

exp tâju ˘ zα{2 exp tâju SEpâjq,
en donde zα{2 es un valor tal que P p´zα{2 ă Z ă zα{2q “ 1 ´ α, con
Z „ Np0, 1q.

5.5. Estimación de la función de riesgo base

Nos interesa ahora estimar la función de riesgo base λ0pxq a la luz de una serie
de observaciones que están sujetos a una posible censura por la derecha y que
siguen el modelo de riesgos proporcionales de Cox con vector de covariables
z “ pz1, . . . , zsq, esto es,

λpx, zq “ λ0pxq ρpzq,
en donde ρpzq “ exp t řs

j“1 ajzj u. La función desconocida λ0pxq puede to-
mar una forma paramétrica o bien puede corresponder a una distribución
arbitraria. Supondremos este último caso. Supondremos también que los
coeficientes a1, . . . , as que aparecen en la expresión de ρpzq son conocidos
o bien fueron estimados previamente, véase la sección anterior. Como an-
tes, consideraremos que los datos se encuentran ordenados en forma ascen-
dente pxp1q, δ1q, . . . , pxpnq, δnq, y esta vez se puede llevar a cabo el análi-
sis considerando que puede haber observaciones repetidas. A los tiempos
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distintos en donde ocurren fallecimientos o censuras los denotaremos por
x1

p1q ă ¨ ¨ ¨ ă x1
pkq, en donde k es un entero tal que 1 ď k ď n. Los intervalos

de análisis serán, nuevamente,

p0, x1
p1qs, px1

p1q, x
1
p2qs, . . . , px1

pk´1q, x
1
pkqs.

Recordemos también la definición de los siguientes conjuntos: para cada
i “ 1, . . . , k,

Ni “ “Conjunto de individuos en riesgo de morir
al inicio del intervalo px1

pi´1q, x
1
piqs.”

Di “ “Conjunto de individuos que fallecen al tiempo x1
piq.”

Debe observarse que la fórmula (5.10) que aparece abajo es la estimación de
una función de riesgo discreta como se indicó en el Ejercicio 95.

Proposición 5.3 Suponga que px1, δ1q, . . . , pxn, δnq son datos de super-
vivencia con posible censura por la derecha. Sean x1

p1q ă ¨ ¨ ¨ ă x1
pkq los

tiempos distintos de fallecimientos, 1 ď k ď n. El estimador por máxi-
ma verosimilitud para la función de riesgo base λ0pxq en el modelo de
Cox (5.4) está dada por

λ̂0px1
piqq “

Ŝ0px1
pi´1qq ´ Ŝ0px1

piqq
Ŝ0px1

pi´1qq
, i “ 1, . . . , k, (5.10)

en donde Ŝ0pxq se calcula mediante la fórmula producto

Ŝ0pxq “
ź

i:x1
piqďx

π̂i, 0 ď x ď x1
pkq, (5.11)

y las probabilidades π̂1, . . . , π̂k se determinan a través del siguiente sis-
tema de ecuaciones llamadas ecuaciones normales,

ÿ

jPDi

ρpzjq
1 ´ π̂

ρpzjq
i

“
ÿ

jPNi

ρpzjq, i “ 1, . . . , k. (5.12)
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Demostración. Denotaremos por S0pxq a la función de supervivencia aso-
ciada a la función de riesgo base desconocida λ0pxq, y por X0 a una variable
aleatoria con dicha distribución. Para cada i “ 1, . . . , k, se define πi como
la probabilidad de que un individuo con tiempo de vida X0 y que está vivo
al tiempo x1

pi´1q sobreviva al intervalo px1
pi´1q, x

1
piqs, es decir,

πi :“ P pX0 ą x1
piq |X0 ą x1

pi´1qq “
S0px1

piqq
S0px1

pi´1qq
.

Consideremos ahora un individuo cualquiera en la población en estudio y
con tiempo de vida X que sigue el modelo de riesgos proporcionales de Cox
con vector de covariables zj . Si este individuo se encuentra con vida y bajo
observación al tiempo x1

pi´1q, la probabilidad de que sobreviva al intervalo
px1

pi´1q, x
1
piqs es

P pX ą x1
piq |X ą x1

pi´1qq “
Spx1

piq, zjq
Spx1

pi´1q, zjq

“
rS0px1

piqq sρpzjq

rS0px1
pi´1qq sρpzjq

“ r
S0px1

piqq
S0px1

pi´1qq
sρpzjq

“ π
ρpzjq
i .

De esta forma, estas probabilidades de supervivencia de cualquier individuo
quedan expresadas en términos de la misma probabilidad de supervivencia
πi asociadas al riesgo base y los valores de las covariables del individuo.

A continuación encontraremos la función de verosimilitud de los datos en
términos de las probabilidades πi.

Sea j P Di. Entonces j es un individuo que inicia con vida el intervalo
px1

pi´1q, x
1
piqs y fallece al tiempo x1

piq. La probabilidad de que eso ocurra
es

1 ´ π
ρpzjq
i .



✐
✐

“Super-main” — 2024/8/17 — 18:32 — page 246 — #246 ✐
✐

✐
✐

✐
✐

246 CAPÍTULO 5. MODELOS CON COVARIABLES

Sea j P Ni r Di. Entonces j es un individuo que está en riesgo de
morir en el intervalo px1

pi´1q, x
1
piqs pero sobrevive a dicho intervalo. La

probabilidad de que eso suceda es

π
ρpzjq
i .

Por lo tanto, la función de verosimilitud completa es

Lpπ1, . . . , πkq “
kź

i“1

” ź

jPDi

p1 ´ π
ρpzjq
i q

ı
¨

” ź

jPNirDi

π
ρpzjq
i

ı
.

Aquí se ha usado la hipótesis de independencia de los tiempos de vida de
los individuos. Tomando logaritmo,

logLpπ1, . . . , πkq “
kÿ

i“1

” ÿ

jPDi

log p1 ´ π
ρpzjq
i q

ı
`

” ÿ

jPNirDi

ρpzjq log πi

ı
.

Derivando respecto de π̂i e igualando a cero se obtiene

ÿ

jPDi

ρpzjq π̂ρpzjq´1

i

1 ´ π̂
ρpzjq
i

“
ÿ

jPNirDi

ρpzjq
1

π̂i
.

Separando la segunda suma,

ÿ

jPDi

ρpzjq
π̂i

¨ π̂
ρpzjq
i

1 ´ π̂
ρpzjq
i

“
ÿ

jPNi

ρpzjq
π̂i

´
ÿ

jPDi

ρpzjq
π̂i

.

Es decir,
ÿ

jPDi

ρpzjq
π̂i

¨
´ π̂

ρpzjq
i

1 ´ π̂
ρpzjq
i

` 1
¯

“
ÿ

jPNi

ρpzjq
π̂i

.

Simplificando la expresión que aparece entre paréntesis y eliminando el de-
nominador π̂i en ambos lados de la igualdad, se encuentran las así llamadas
ecuaciones normales (5.12) que aparecen en el enunciado.

A partir de las probabilidades de supervivencia π̂1, . . . , π̂k se construye la es-
timación de la función de supervivencia discreta Ŝ0pxq como aparece en (5.11).
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Después, se usa Ŝ0pxq para definir la función de riesgo discreta asociada λ̂0pxq
como se muestra en (5.10).

‚

Observemos que Ŝ0pxq será una función de supervivencia discreta genuina
(es decir, tomará eventualmente el valor 0) cuando en el útimo dato xpnq
sólo se observen fallecimientos, de modo que el último factor es π̂k “ 0.

Corolario 5.1 En ausencia de covariables, las ecuaciones normales tie-
nen como solución π̂i “ 1 ´ di{ni, los cuales corresponden a los factores
del estimador de Kaplan-Meier. Es decir,

Ŝ0pxq “ ŜKM pxq, 0 ď x ď x1
pkq.

Demostración. Cuando no hay covariables, es decir, cuando ρpzq “ 1, las
ecuaciones normales (5.12) se reducen a

ÿ

jPDi

1

1 ´ π̂i
“

ÿ

jPNi

1, para i “ 1, . . . , k.

Es decir, di{p1 ´ π̂iq “ ni, en donde di “ #Di y ni “ #Ni. De aquí se
obtiene que las probabilidades de supervivencia son π̂i “ 1´di{ni. Estos son
lo mismos factores que aparecen en el estimador de Kaplan-Meier. Véanse
las expresiones (4.15) ó (4.16) en las páginas 177–177. ‚

Ejemplo 5.9 Consideremos nuevamente los datos del Ejemplo 5.8 dados
por

pxp1q, 1q, pxp2q, 0q, pxp3q, 1q, pxp4q, 0q, pxp5q, 1q,
en donde todos los tiempos son distintos, es decir, xp1q ă ¨ ¨ ¨ ă xp5q. Se
le designa como individuo i al elemento que es descartado al tiempo xpiq,
i “ 1, . . . , 5, ya sea por fallecimiento o por censura. En los tiempos de falle-
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cimiento x1
piq, es decir, cuando δi “ 1, tenemos que

N1 “ t1, 2, 3, 4, 5u, D1 “ t1u,
N3 “ t3, 4, 5u, D3 “ t3u,
N5 “ t5u, D5 “ t5u.

Escribiendo ρj en lugar de ρpzjq, las ecuaciones normales (5.12) son

ρ1
1 ´ π̂ρ1

1

“
5ÿ

j“1

ρj ,
ρ3

1 ´ π̂ρ3
3

“
5ÿ

j“3

ρj ,
ρ5

1 ´ π̂ρ5
5

“
5ÿ

j“5

ρj .

En casos como este, en donde no se tienen observaciones repetidas, las ecua-
ciones normales pueden resolverse con facilidad. Para este ejemplo se tiene
que la solución es

π̂i “
´
1 ´ ρpziq

5ÿ

j“i

ρpzjq

¯1{ρpziq
, i “ 1, 3, 5.

Si suponemos que no se tienen covariables, es decir, ρp¨q “ 1, las estimacio-
nes son π̂1 “ 4{5, π̂3 “ 2{3 y π̂5 “ 0. Estas son los factores del estimador
de Kaplan-Meier (4.15)–(4.16), vea las páginas 177–177. ‚

Los procesos de estimación anteriores y sus varias extensiones se encuentran
implementados en distintos programas de cómputo. A continuación se verán
algunos ejemplos usando el paquete estadístico R.

Ejemplo 5.10
(Base de datos “lung” dentro de la librería “survival” de R)
Este es un ejemplo bastante utilizado que hace uso de la base de datos “lung”,
la cual es parte de la librería “survival” del paquete estadístico R. La base de
datos contiene información de 228 pacientes con cáncer avanzado de pulmón.
Cada registro contiene mediciones de las 10 variables que aparecen abajo. Las
valoraciones (scores) miden la habilidad del paciente para realizar actividades
diarias rutinarias.
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inst Código de la institución.
time Tiempo de supervivencia en días.

status 1=Censurado, 2=Fallecido.
age Edad del paciente en años cumplidos.
sex 1=Masculino, 2=Femenino.

ph.ecog Valoración (score) ECOG otorgada por el médico.
0=Asintomático.
1=Sintomático pero completamente ambulatorio.
2=En cama menos del 50% del día.
3=En cama más del 50% del día pero no postrado.
4=Postrado en cama (bedbound).

ph.karno Valoración (score) Karnofsky otorgada por el médico.
0=Mal, . . ., 100=Bien.

pat.karno Valoración (score) Karnofsky del propio paciente.
0=Mal, . . ., 100=Bien.

meal.cal Calorías consumidas en las comidas.
wt.loss Libras de peso perdidas en los últimos 6 meses.

(1 libra de peso es aproximadamente 0.45 kilos.)

Los comandos y códigos en R que se presentan en este ejemplo fueron toma-
dos del sitio web http://www.sthda.com, véase [48].

Visualización de los datos

La variable de interés es el tiempo de supervivencia “time” expresado en días.
Se pueden consultar los primeros 10 registros con el código que aparece en el
siguiente recuadro.
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R
# Acceso y visualización de la base de datos “lung”
library(survival)
data(lung)
# primeros 10 registros completos
head(lung,10)

El resultado se muestra en la Figura 5.3.

Figura 5.3: Primeros registros de la base de datos “lung”.

Los tiempos de vida “time” y el “status” (censurado o fallecido) usando la
notación x ó x`, de los primeros 10 pacientes, se obtienen con el siguiente
comando.

R # Base de datos “lung”
# primeros 10 tiempos registrados
with(lung, Surv(time,status))[1:10]

El resultado se muestra en la Figura 5.4.

Figura 5.4: Primeros tiempos de la base de datos “lung”.

Ajuste del modelo

Se usa la función coxph(¨) para ajustar el modelo de Cox a los datos. Por
ejemplo, suponga que se desea ajustar el modelo con únicamente la cova-
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riable z1 “ “sex”. Esta covariable particular es categórica y, como lo hemos
indicado, tiene como valores las etiquetas: 1 (Hombre) y 2 (mujer). Antes de
hacer el ajuste del modelo, esta covariable debe ser tratada como tipo factor
haciendo la siguiente transformación.

R # Base de datos “lung”
# transformación de la covariable “sex”
lung$sex<-as.factor(lung$sex)

La estimación del correspondiente coeficiente a1 se obtiene con el código

R # Base de datos “lung”
# ajuste del modelo de Cox con covariable “sex”
coxph(Surv(time,status)„sex, data=lung)

El resultado se muestra en la Figura 5.5.

Figura 5.5: Resultado del comando coxph(¨).

Se obtiene que la estimación del coeficiente (coef) es â1 “ ´0.5310. Por lo
tanto, el modelo se puede escribir como

λpx, zq “ λ0pxq expt´0.5310z1u, x ě 0.

El signo negativo de â1 significa que, cuando z1 crece, el factor exppâ1z1q de-
crece. Tomando como referencia la categoría 1 (Masculino), el factor exppâ1z1q
para mujeres tiene el siguiente efecto e interpretación,

0.5880 “ expp´0.5310 ˚ 1qlooooooooomooooooooon
Mujeres

ă expp´0.5310 ˚ 0qlooooooooomooooooooon
Hombres

“ 1.



✐
✐

“Super-main” — 2024/8/17 — 18:32 — page 252 — #252 ✐
✐

✐
✐

✐
✐

252 CAPÍTULO 5. MODELOS CON COVARIABLES

Esto significa que ser mujer (categoría 2) reduce el riesgo de muerte, com-
parativamente con el ser hombre (categoría 1), en un factor de 0.58 . Eso
representa una reducción del 42% en el riesgo. También se muestra el va-
lor exppâ1q “ 0.5880, el cual es el cociente de riesgo (Hazard ratio, HR).
Esta cantidad proporciona una medida del efecto de la covariable. El valor
se(coef)=0.1672 corresponde al error estándar de la estimación.

El número z “ ´3.176 es el valor de la estadística de la prueba de Wald
sobre la significancia del coeficiente a1. Véase la última sección de este ca-
pítulo en donde se discute brevemente la prueba de Wald. En este caso, el
valor estimado es altamente significativo, es decir, se concluye que a1 ‰ 0
y, por lo tanto, la covariable “sex” tiene efectos reelevantes sobre la función
de riesgo base. Por supuesto, se puede hacer un análisis similar al anterior
para cada una de las covariables, por separado, que aparecen en la base de
datos “lung”, suponiendo válido el modelo de Cox y cuando la covariable es
significativa.

Gráficas del modelo

Usando el código que aparece abajo se obtiene la función de supervivencia
estimada del modelo de Cox. Además de la librería “survival”, también se
necesita tener instalada la librería “survminer” para producir las gráficas.

R

# Base de datos “lung”
library(survival)
library(survminer)
# ajuste del modelo con covariable “sex”
res.cox<-coxph(Surv(time,status)„sex, data=lung)
# graficación
ggsurvplot(survfit(res.cox), data=lung,
palette="#2E9FDF", ggtheme=theme_light())

El resultado se muestra en la Figura 5.6, en donde, por defecto, se utilizan
los valores medios de las covariables. En este caso, el valor medio sólo es
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para la covariable “sex”. En el eje horizontal se representa el tiempo medido
en días.
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Figura 5.6: Función de supervivencia estimada de la base de datos “lung”
para un modelo de Cox con covariable “sex”.

Se pueden también graficar las funciones de supervivencia por sexo. Esto
puede lograrse con el código que aparece abajo.

R

# Base de datos “lung”
library(survival)
library(survminer)
res.cox<-coxph(Surv(time,status)„sex, data=lung)
# creación de los nuevos datos
sex_df <- with(lung, data.frame(sex = c(1, 2),
age = rep(mean(age,na.rm = TRUE),2), ph.ecog = c(1,1)))
# curvas de supervivencia por sexo
fit <- survfit(res.cox, newdata = sex_df)
ggsurvplot(fit, data=sex_df, conf.int = TRUE,
legend.labs=c("Sex=1", "Sex=2"),
ggtheme = theme_minimal())
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El resultado se muestra en la Figura 5.7. Las curvas mostradas hacen evi-
dente que los hombres (sex “ 1) tienen tiempos de vida más cortos que las
mujeres (sex “ 2).
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Figura 5.7: Función de supervivencia estimada por sexo
para la base de datos “lung”.

Mayor información del ajuste

Se puede obtener mayor información del ajuste mediante el comando “sum-
mary” que aparece en el siguiente recuadro.

R
# Base de datos “lung”
res.cox<-coxph(Surv(time,status)„sex, data=lung)
# mayor información del ajuste
summary(res.cox)

El resultado se muestra en la Figura 5.8.
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Figura 5.8: Resultado del comando summary(res.cox).

Entre otra información, se proporciona un intervalo de confianza al 95%
para el cociente de riesgo (HR) exppâ1q, es decir,

0.4237 ă exppâ1q ă 0.816 .

En la última parte de los resultados, se muestran los p´values para tres
pruebas alternativas para la significancia general del modelo: la prueba del
cociente de verosimilitud, la prueba de Wald y la prueba log-rank.

Ajuste del modelo para 2 ó más covariables

Un análisis similar se puede hacer para cada una de las 10 covariables por
separado de la base de datos “lung”. Un siguiente paso consiste en ajustar
modelos con múltiples covariables, suponiendo la validez de dichos modelos
y considerando covariables significativas. Por ejemplo, si se desea ajustar el
modelo de Cox para las covariables “sex” y “age” conjuntamente, se puede
usar el código que se muestra en el recuadro siguiente. La llamada a la va-
riable “res.cox” proporciona la información básica de la estimación, mientras
que el comando “summary” provee mayor información.
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R

# Base de datos “lung”
# ajuste del modelo con covariables “sex” y “age”
res.cox<-coxph(Surv(time,status)„sex+age, data=lung)
# información básica del ajuste
res.cox
# mayor información del ajuste
summary(res.cox)

El resultado del comando “summary” del modelo ajustado a las covariables
z1 “ “sex” y z2 “ “age” se muestra en la Figura 5.9. La estimación â1,
correspondiente a la covariable “sex”, ha tomado ahora un valor ligeramente
mayor en este nuevo modelo.

Figura 5.9: Resultado del comando summary(res.cox) del ajuste del
modelo de Cox con covariables “age” y “sex”, conjuntamente.

El modelo se puede escribir como

λpx, zq “ λ0pxq exp t´0.513219z1 ` 0.017045z2u.
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Los intervalos de confianza al 95% para los cocientes de riesgo son

0.4311 ă exp ta1u ă 0.8311,

0.9990 ă exp ta2u ă 1.0357 .

Se puede generar una gráfica de la función de supervivencia para este modelo
con las dos covariables indicadas. El código en R es similar al caso de una
covariable y se muestra a continuación.

R

# Base de datos “lung”
library(survival)
library(survminer)
# ajuste del modelo con covariables “sex” y “age”
res.cox<-coxph(Surv(time,status)„sex+age, data=lung)
# graficación
ggsurvplot(survfit(res.cox), data=lung,
palette="#2E9FDF", ggtheme=theme_light())

El resultado se muestra en la Figura 5.10, en donde, por defecto, se utilizan
los valores medios de las dos covariables. ‚
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Figura 5.10: Función de supervivencia estimada de la base de datos “lung”
para el modelo de Cox con covariables “sex” y “age”.
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A continuación se presentan ejemplos de bases de datos de supervivencia que
se encuentran disponibles en algunas librerías del paquete estadístico R. La
presentación sólo es a nivel informativo sin hacer ningún análisis estadístico
de los tiempos de vida. En la sección de ejercicios se hace referencia a estos
conjuntos de datos. Estas bases de datos también pueden consultarse en el
Apéndice A del libro de J. D. Kalbfleisch y R. L. Prentice [30].

Ejemplo 5.11
(Base de datos “veteran” dentro de la librería “survival” de R)
Esta base de datos contiene información de 125 pacientes con cáncer de
pulmón. A cada paciente se le sometió (al azar) a uno de dos tratamien-
tos disponibles. Cada registro contiene mediciones de las 8 variables que se
muestran abajo.

trt Tipo de tratamiento.
1=Estándar.
2=Prueba.

celltype Tipo de célula.
1=Squamous.
2=Smallcell.
3=Adeno.
4=Large.

time Tiempo de supervivencia.
status 1=Censurado, 2=Fallecido.
karno Valoración (score) Karnofsky.

0=Mal, . . ., 100=Bien.
diagtime Tiempo en meses desde el diagnóstico hasta el tratamiento.

age Edad del paciente en años cumplidos.
prior Terapia previa.

0=No.
10=Si.
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En particular, la variable “celltype” describe 4 tipos de cáncer de acuerdo a
la forma que toman las células enfermas (“squamous”, “smallcell”, “adeno” y
“large”). La variable de interés es el tiempo de supervivencia “time” expre-
sado en días. Se pueden consultar los primeros 5 registros con el código que
aparece en el siguiente recuadro.

R
# Base de datos “veteran”
# dentro de la librería “survival” de R
library(survival)
# primeros 5 registros completos
head(veteran,5)

El resultado se muestra en la Figura 5.11.

Figura 5.11: Primeros registros de la base de datos “veteran”.

‚

Ejemplo 5.12
(Base de datos “larynx” dentro de la librería “KMsurv” de R)
La librería “KMsurv” del R contiene un conjunto de bases de datos que apa-
recen también en el libro de J. P. Klein y M. L. Moeschberger [33]. Las
primeras letras de “KMsurv” hacen referencia a los apellidos de estos dos
autores. La base de datos “larynx” contiene información de 90 pacientes con
cáncer de laringe, quienes presentaban diferentes estados de su enfermedad.
Cada registro contiene las siguientes 5 variables:
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stage Estado de la enfermedad.
‚ 1 = Estado 1.
‚ 2 = Estado 2.
‚ 3 = Estado 3.
‚ 4 = Estado 4.

time Tiempo de vida en meses.
age Edad a la que se detectó el cáncer.

diagyr Año calendario en el que se detectó el cáncer.
delta 0=Censurado, 1=Fallecido.

La variable de interés es el tiempo de supervivencia “time” expresado en me-
ses. Se pueden consultar los primeros 10 registros con el código que aparece
en el siguiente recuadro. El resultado se muestra en la Figura 5.12.

R
# Base de datos “larynx”
library(KMsurv)
data(larynx)
# primeros 10 registros completos
head(larynx,10)

Figura 5.12: Primeros registros de la base de datos “larynx”.
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Los tiempos de vida “time” y el valor de “delta” (censurado o fallecido) usan-
do la notación x ó x`, de los primeros 10 pacientes, se obtienen con los
siguientes comandos. El resultado se muestra en la Figura 5.13.

R
# Base de datos “larynx”
library(KMsurv)
# primeros 10 tiempos registrados
with(larynx, Surv(time,delta))[1:10]

Figura 5.13: Primeros tiempos de la base de datos “larynx”.

‚

Ejemplo 5.13
(Base de datos “hoel” dentro de la librería “survival” de R)
Esta base de datos contiene información del tiempo en días que tardaron en
morir de cáncer un grupo de 181 ratones machos a los que se les sometió a
300 rads de radiación. Un rad es una medida estadounidense antigua utiliza-
da para medir dosis de radiación absorbida. Un grupo de ratones se mantuvo
en condiciones higiénicas (“Germ-free”) y un segundo grupo fue el de con-
trol (“Control”). Cada registro de la base de datos contiene las siguientes 4
variables:

trt Tipo de tratamiento: “Control” ó “Germ-free”.
days Tiempo de vida en días.

outcome Tipo de cáncer.
‚ Codecensor.
‚ Thymic lymphoma.
‚ Reticulum cell sarcoma.
‚ Other causes.

id Número de identificación del ratón.
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La variable de interés es el tiempo de supervivencia “days” expresado en días.
Se pueden consultar los primeros 5 registros con el código que aparece en el
siguiente recuadro.

R
# Base de datos “hoel”
library(survival)
# primeros 5 registros completos
head(hoel,5)

El resultado se muestra en la Figura 5.14.

Figura 5.14: Primeros registros de la base de datos “hoel”.

El nombre de la base de datos proviene de D. G. Hoel, quien utilizó esta
información en su trabajo: “A representation of mortality data by competing
risks”. Biometrics 33, pp. 1-30, 1972. El estudio de D. G. Hoel afirma que
el ambiente de condiciones higiénicas (“Germ-free”) tiene poco efecto en la
ocurrencia del cáncer “thymic lymphoma”, pero retrasa las otras causas de
muerte de los ratones. En la sección de ejercicios se pide corroborar estadís-
ticamente estas afirmaciones.

‚

5.6. Algunas pruebas de hipótesis

Concluimos este capítulo con algunas explicaciones breves sobre ciertas prue-
bas de hipótesis relativas al ajuste del modelo de Cox.
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Prueba de significancia de Wald

Esta es una de las pruebas más usadas para determinar la significancia o
relevancia de un parámetro dentro de un modelo a partir de una serie de
observaciones, en este caso, la significancia de las covariables en el modelo de
Cox. Es decir, determina si una covariable tiene, o no tiene, una contribución
significativa en la función de riesgo base. Para la covariable zj con coeficiente
aj , la prueba constrasta las hipótesis

H0 : aj “ 0 v.s. H1 : aj ‰ 0.

La prueba está basada en la estadística Z “ pâj ´0q{SEpâjq, en donde âj es
el estimador máximo verosímil para aj y SEpâjq es el error estándar (stan-
dard error) de la estimación. La variable Z2 tiene distribución aproximada
χ2 con 1 grado de libertad. Se puede entonces calcular el p-value como la
probabilidad de que la estadística de la prueba tome un valor como el obser-
vado u otros más alejados de lo que establece la hipótesis nula, suponiendo
ésta cierta, es decir,

p-value “ P pZ2 ě z | H0 es ciertaq,
en donde z ą 0 es el valor tomado por la estadística Z2.

Se rechaza H0 cuando âj se aleja del valor 0 y, por lo tanto, Z2 toma un valor
grande. O bien, en términos del p-value, cuando éste es menor a un cierto
nivel del significancia (típicamente 0.05) se rechaza H0. Véase la Figura 5.15.

0 0.05 p-value

Rechazar H0 No rechazar H0

Figura 5.15: Decisión usando el p-value
en la prueba de significancia de Wald.
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La prueba de significancia de Wald se lleva a cabo de manera automática en
el paquete R al ajustar el modelo de Cox (usando el comando coxph(¨)), para
cada una de las covariables especificadas. Véase el Ejemplo 5.10. Se puede
encontrar mayor información sobre la prueba en el artículo de A. Wald [54].

Prueba para verificar proporcionalidad

En la mayoría de los ejemplos mencionados en este trabajo se ha supuesto
que el modelo de Cox puede ajustarse a un conjunto de datos. Sin embargo,
en algunas áreas de aplicación del modelo de Cox, como en estudios clínicos,
no se espera que los riesgos sean verdaderamente proporcionales. Los riesgos
no son proporcionales cuando, por ejemplo, los efectos de un tratamiento
médico cambian a lo largo del tiempo. Dichos efectos pueden manifestar-
se después de periodos largos, por ejemplo, 6 o más meses. Otra situación
en donde los riesgos pueden no cumplir la hipótesis de proporcionalidad se
presenta cuando, por cuestiones genéticas, algunos individuos pueden tener
diferentes susceptibilidades para desarrollar con mayor o menor rapidez una
enfermedad dada. De esta manera, el cociente de riesgo exptajzju (HR, ha-
zard ratio) asociado a una covariable (tratamiento) zj no se mantiene cons-
tante, sino que cambia al paso del tiempo. Un caso extremo ocurre cuando
la covariable no tiene ningún efecto en la función de riesgo. En tales casos,
el cociente de riesgo (HR) es constante igual a 1 a lo largo del tiempo pues
el coeficiente es cero.

Existen pruebas de hipótesis para verificar que las covariables inciden en la
función de riesgo base como proporciones, tal y como lo supone el modelo
de Cox. La hipótesis nula que se propone se puede expresar de la sigueinte
forma:

H0 : “Los riesgos derivados de las covariables son proporcionales.”

Una prueba para esta hipótesis y que se encuentra implementada en el pa-
quete R es la propuesta por P. M. Grambsch y T. M. Therneau en el artícu-
lo [22]. Esta prueba está basada en una estadística que tiene distribución
asintótica χ2 con ciertos grados de libertad.
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Por ejemplo, considerando nuevamente la base de datos “lung” del paquete
R (ver Ejemplo 5.10), para llevar a cabo una prueba para determinar si la
covariable “sexo” incide en la función de riesgo de forma proporcional, se
puede emplear el siguiente código que hace uso de la función cox.zph.

R
# Base de datos “lung”
fit <- coxph(Surv(time,status)„sex, data=lung)
temp <- cox.zph(fit)
print(temp)
plot(temp)

El resultado del comando print se muestra en la Figura 5.16.

Figura 5.16: Resultados numéricos de la prueba cox.zph
para la covariable “sex” de la base de datos “lung”.

Se muestra el valor de la estadística χ2 (2.86), los grados de libertad (df “ 1)
y el p-value de la prueba pp “ 0.091q. Como el p-value no es menor al nivel
de significancia α “ 0.05, no se rechaza la hipótesis nula, es decir, puede
suponerse que la covariable “sex” incide en la función de riesgo de manera
proporcional.

Por otro lado, el comando plot muestra la gráfica de la Figura 5.17. En el
eje horizontal aparece una escala no lineal del tiempo y en el eje vertical se
muestra el residual de Schoenfeld. La línea continua corresponde a un spline
suavizado junto con ˘2 desviaciones estándar. Véase el capítulo 13 del libro
de W. N. Venables y B. D. Ripley [52]. La línea continua cambia poco a lo
largo del tiempo, lo que indica que puede considerarse que el cociente de
riesgo es constante.
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Figura 5.17: Resultado gráfico de la prueba cox.zph
para la covariable “sex” de la base de datos “lung”.

Se pueden llevar a cabo pruebas de proporcionalidad para cada una de las
covariables por separado, y también considerando dos o más covariables al
mismo tiempo añadiendo al código en R la cadena “„sex+age”, por ejemplo.

Se puede encontrar mayor información sobre la prueba acerca de la hipótesis
de proporcionalidad de los riesgos en el modelo de Cox en los libros de T. M.
Therneau y P. M. Grambsch [49] ó J. P. Klein y M. L. Moeschberger [33].

5.7. Ejercicios

Covariables

171. Para un conjunto de pacientes a quienes se les ha detectado una cierta
enfermedad terminal, indique 5 posibles covariables que podrían incidir
en el tiempo de vida de estas personas.

172. Interpretación de los cocientes de riesgo (HR).
Considere el modelo de Cox con vector de covariables z “ pz1, . . . , zsq.
Demuestre que:

a) Si exp ai ą 1, la función zi ÞÑ λpx, zq es creciente.
b) Si exp ai ă 1, la función zi ÞÑ λpx, zq es decreciente.
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c) Si exp ai “ 1, la función zi ÞÑ λpx, zq es constante.

173. Función de riesgo base Weibull.
Suponga que un tiempo de vida Xz depende de una covariable z de la
siguiente forma

Xz „ Weibullpα, λzq, con λz “ eβz.

a) Encuentre la función de riesgo λpx, zq.
b) Encuentre una expresión para la función de riesgo base λ0pxq.
c) Compruebe que Xz presenta riesgos proporcionales para diferen-

tes valores de z.

174. Función de riesgo base Weibull.
Considere el modelo de Cox con vector de covariables z “ pz1, . . . , zsq
y con función de riesgo base Weibullpα, λq, es decir,

λ0pxq “ αλxα´1, x ą 0.

a) Encuentre expresiones para λpx, zq, Spx, zq, F px, zq, fpx, zq y Λpx, zq.
b) Asigne valores a α y λ. Grafique las funciones encontradas en el

inciso anterior como función del tiempo x y analice el efecto que
tiene en cada una de ellas el factor ρpzq.

175. Logaritmo de un tiempo de vida con riesgos proporcionales.
Sea X un tiempo de vida que depende de un vector de covariables z
tal que su función de riesgo es

λXpx, zq “ λ0
Xpxqgpzq,

en donde λ0
Xpxq denota la función de riesgo base (z “ 0) de X, y g es

una función positiva tal que gp0q “ 1. Sea Y “ logX.

a) Demuestre que SY py, zq “ SXpey, zq.
b) Demuestre que λY py, zq “ λ0

Y pyqgpzq, en donde λ0
Y pyq “ eyλ0

Xpeyq.
Esto significa que también Y sigue el modelo de riesgos propor-
cionales. La proporción gpzq que se aplica al riesgo es la misma
pero la función de riesgo base cambia.
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176. Covariables dependientes del tiempo.
Considere el modelo de Cox con vector de covariables dependiente del
tiempo x, es decir, λpx, zpxqq “ λ0pxq ρpzpxqq. Encuentre expresiones lo
más reducidas posible para las funciones básicas asociadas Spx, zpxqq,
F px, zpxqq, fpx, zpxqq y Λpx, zpxqq.

Modelos para incorporar covariables

177. Modelo aditivo.
Considere el modelo aditivo λpxq “ λ0pxq ` a, en donde a ě 0 es una
constante. Encuentre expresiones para Spxq, F pxq, fpxq, Λpxq y Rpxq.
Observe que la constante a puede ser la combinación lineal

řs
j“1 ajzj .

178. Modelo multiplicativo.
Considere el modelo multiplicativo λpxq “ a λ0pxq, en donde a ą 0 es
una constante. Encuentre expresiones para Spxq, F pxq, fpxq, Λpxq y
Rpxq. Observe que la constante a puede ser la función de covariablesśs

j“1 hpzjq.

179. Tiempo de vida acelerada.
Sea X un tiempo de vida y sea a ą 0 una constante. El tiempo de vida
acelerada de X se define como Y :“ X{a. Demuestre que:

a) FY pyq “ FXpayq, para y ě 0.

b) fY pyq “ a fXpayq, para y ě 0.

c) SY pyq “ SXpayq, para y ě 0.

d) λY pyq “ a λXpayq, para y ě 0 tal que SXpayq ą 0.

e) RY pyq “ 1

aSXpayq
ż 8

ay
SXpuq du, para y ě 0 tal que SXpayq ą

0.

180. Tiempo de vida acelerada.
Considere el modelo de vida acelerada Y “ X{a. Demuestre que la
función SY pyq “ SXpayq es de supervivencia. Dibuje en un mismo
plano SXpxq y SY pxq para alguna constante a ą 0. Distinga los tres
casos: 0 ă a ă 1, a “ 1 y a ą 1.
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181. Tiempo de vida Weibull acelerado coincide con el modelo de Cox.
Sea gpzq una función positiva de un vector de covariables z “ pz1, . . . , zsq.

a) Sea X un tiempo de vida con distribución Weibullpα, λq, es decir,
su función de riesgo es λ0pxq “ αλxα´1, para x ą 0. Demuestre
que la función de riesgo de X{gpzq es

λpxq “ λ0pxq rgpzqsα.
b) Recíprocamente, si X es un tiempo de vida con función de riesgo

λ0pxq tal que X{gpzq tiene función de riesgo λpxq “ λ0pxq rgpzqsα
con α ą 0, entonces X tiene distribución Weibull.

El modelo de Cox

182. Suponga que X1 representa el tiempo de vida de un individuo con co-
variable Z “ z1 y X2 representa el tiempo de vida de un individuo con
covariable Z “ z2. Suponiendo un modelo de riesgos proporcionales,
demuestre que

P pX1 ą xq ą P pX2 ą xq ó P pX1 ą xq ď P pX2 ą xq,
para todo x tal que 0 ă P pXi ą xq ă 1, para i “ 1, 2.

183. Demuestre que la función de densidad asociada a la función de riesgo
λpx, zq en el modelo de Cox se puede escribir de la forma siguiente

fpx, zq “ λ0pxqρpzq expt ´ρpzqΛ0pxq u.

184. Modelo exponencial.
Sea λpxq la función de riesgo del modelo exppλq y sea λpx, zq la función
de riesgo del modelo (5.4) de Cox con covariables z “ pz1, . . . , zsq.

a) Demuestre que λpx, zq también es una función de riesgo del mo-
delo exponencial y encuentre el parámetro correspondiente.

b) Grafique en el mismo plano las funciones λpxq y λpx, zq.
185. Sea λpxq una función de riesgo continua con soporte p0,8q. Usando la

Definición 2.4 de la página 51, demuestre que la función riesgo λpx, zq
en el modelo (5.4) de Cox también es una función de riesgo.
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186. Distribución de riesgo base Weibull.
Suponga que el tiempo de vida base en el modelo de Cox tiene dis-
tribución Weibullpα, λq. Demuestre que las funciones asociadas a la
función de riesgo λpx, zq “ λ0pxq ρpzq son:

a) Spx, zq “ exp t´λρpzqxαu.
b) F px, zq “ 1 ´ exp t´λρpzqxαu.
c) fpx, zq “ αλxα´1 ρpzq exp t´λρpzqxαu.
d) Λpx, zq “ λρpzqxα.

Cualquiera de estas expresiones indica que la distribución del tiempo
de vida con covariables z es Weibullpα, λρpzqq.

187. Interpretación de coeficientes en el modelo de Cox.
Sea r ě 0 una constante y sean zj y zj ` r dos posibles valores de
la covariable zj en el modelo de Cox con vector de covariables z “
pz1, . . . , zsq, 1 ď j ď s. Demuestre e interprete la identidad

λpx, z1, . . . , zj ` r, . . . , zsq
λpx, z1, . . . , zj , . . . , zsq “ exp tajru.

Nota: Por simplicidad en la notación, los valores zj y zj ` r usan la
misma letra que el nombre de la covariable zj .

188. Base de datos “veteran”.
Considere la base de datos "veteran" de la librería "survival" en R, la
cual se muestra en el Ejemplo 5.11, página 258.

a) Grafique la estimación de Kaplan-Meier para la función de super-
vivencia. Aquí solamente se usan los tiempos de vida registrados.

b) Considerando cada uno de los 4 tipos de cáncer y suponiendo vá-
lido el modelo de Cox, determine visualmente si el tipo de cáncer
afecta a la función de supervivencia.

c) Determine si existe diferencia significativa entre los dos trata-
mientos aplicados.

d) Para cada tipo de cáncer, determine si un tratamiento es mejor
que el otro.
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189. Base de datos “veteran”.
Considere nuevamente la base de datos "veteran" de la librería "sur-
vival" en R, que se expone en el Ejemplo 5.11, página 258. Ajuste un
modelo de Cox que incorpore las covariables tratamiento “trt” y tipo
de cáncer “celltype”.

a) Determine si alguno de los tratamientos tiene efectos para una
supervivencia mayor.

b) Determine si alguno de los tipos de cáncer tiene efectos para una
supervivencia menor.

190. Base de datos “hoel”.
Considere la base de datos "hoel" de la librería "survival" en R, la
cual se expone en el Ejemplo 5.13, en la página 261. Compruebe que
el ambiente de condiciones higiénicas (“Germ-free”) tiene poco efecto
en la ocurrencia del cáncer “thymic lymphoma”, pero retrasa las otras
causas de muerte de los ratones.

Estimación de coeficientes

191. Considere las edades de fallecimiento de 8 personas como aparecen
abajo. Suponga que se puede adoptar el modelo de Cox con vector de
covariables z “ pz1, . . . , zsq. Escriba el sistema de ecuaciones (5.9) para
estimar los coeficientes a1, . . . , as. Observe que existen observaciones
repetidas.

87, 92, 70`, 55, 70, 92, 85`, 70.

192. Base de datos “lung”: covariables significativas.
Utilizando el paquete estadístico R y para la base de datos “lung” (vea
el Ejemplo 5.10), aplique la prueba de Wald para determinar si cada
una de las 10 covariables son significativas, es decir, si contribuyen a la
modificación de la función de riesgo base, suponiendo válido el modelo
de Cox. Para aquellas covariables significativas estime su coeficiente
de manera individual y grafique la correspondiente función de riesgo.

193. Base de datos “lung”: dos covariables más significativas.
Utilizando el paquete estadístico R y para la base de datos “lung” (vea
el Ejemplo 5.10), ajuste un modelo de Cox con las 2 covariables más
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significativas. Aplique la prueba de Wald para determinar si cada una
de las 10 covariables son significativas, es decir, si contribuyen a la
modificación de la función de riesgo base, suponiendo válido el modelo
de Cox. Para aquellas covariables significativas estime su coeficiente
de manera individual y grafique la correspondiente función de riesgo.

Estimación de la función de riesgo base

194. Considere el conjunto de edades de fallecimiento de 10 personas que
aparece abajo. Suponiendo aplicable el modelo de Cox con vector de
covariables z “ pz1, . . . , zsq, escriba el sistema de ecuaciones normales
(5.12) para estimar los factores de Ŝ0pxq.

75, 89`, 72, 65, 72, 75`, 81, 59, 63`, 48.

195. Considere el conjunto de ecuaciones normales (5.12) y suponga que no
hay observaciones repetidas.

a) Demuestre que la solución está dada por

π̂i “
´
1 ´ ρpziqř

jPNi
ρpzjq

¯1{ρpziq
, i “ 1, . . . , k.

b) Compruebe que el estimador Ŝ0pxq coincide con el estimador de
Kaplan-Meier en ausencia de covariables.

§
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A.1. Transformación de un tiempo de vida

Sea X un tiempo de vida continuo y sea ϕ una función definida en el rango
de valores de X y tal que Y :“ ϕpXq sigue siendo un tiempo de vida, es decir,
una variable aleatoria positiva. En esta sección encontraremos fórmulas para
las funciones básicas asociadas a la variable Y cuando la transformación ϕ
cumple ciertas condiciones.

Por simplicidad en la escritura, las funciones básicas de X no aparecen con
subíndice X. En cambio, las funciones básicas asociadas a Y aparecen con
el subíndice Y .

Proposición A.1 Sea X un tiempo de vida continuo con función de den-
sidad fpxq, función de supervivencia Spxq, función de riesgo λpxq y función
tiempo promedio de vida restante Rpxq. Sea ϕ una función continua, estricta-
mente creciente o decreciente, con inversa diferenciable y tal que Y :“ ϕpXq
sigue siendo un tiempo de vida. Entonces, para valores de y en el rango de
valores de ϕpXq,

1. FY pyq “
#

F pϕ´1pyqq si ϕ es creciente,
1 ´ F pϕ´1pyqq si ϕ es decreciente.

2. fY pyq “ fpϕ´1pyqq
ˇ̌
ˇ̌ d
dy

ϕ´1pyq
ˇ̌
ˇ̌.

3. SY pyq “
#

Spϕ´1pyqq si ϕ es creciente,
1 ´ Spϕ´1pyqq si ϕ es decreciente.

273
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4. λY pyq “

$
’’’&
’’’%

λpϕ´1pyqq ¨
ˇ̌
ˇ̌ d

dy
ϕ´1pyq

ˇ̌
ˇ̌ si ϕ es creciente,

λpϕ´1pyqq Spϕ´1pyqq
1 ´ Spϕ´1pyqq ¨

ˇ̌
ˇ̌ d

dy
ϕ´1pyq

ˇ̌
ˇ̌ si ϕ es decreciente.

5. RY pyq “

$
’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’%

Rpyq Spyq
Spϕ´1pyqq

şϕ´1p8q
ϕ´1pyq Spvqϕ1pvq dv

ş8
y Spuq du si ϕ es

creciente,

Rpyq Spyq
1 ´ Spϕ´1pyqq

şϕ´1p8q
ϕ´1pyq r1 ´ Spvqsϕ1pvq dv

ş8
y Spuq du si ϕ es

decreciente.

Demostración.
Recordemos que ϕpxq es creciente si, y sólo si, ϕ´1pxq es creciente. La situa-
ción análoga ocurre en el caso decreciente.

1. Cuando ϕpxq es creciente,

FY pyq “ P pϕpXq ď yq “ P pX ď ϕ´1pyqq “ F pϕ´1pyqq.
En el caso ϕpxq decreciente,

FY pyq “ P pϕpXq ď yq “ P pX ě ϕ´1pyqq “ 1 ´ F pϕ´1pyqq.

2. Derivando la expresión del inciso anterior se encuentra la fórmula enun-
ciada.

3. Cuando ϕpxq es creciente,

SY pyq “ P pϕpXq ą yq “ P pX ą ϕ´1pyqq “ Spϕ´1pyqq.
Cuando ϕpxq es decreciente,

SY pyq “ P pϕpXq ą yq “ P pX ă ϕ´1pyqq “ 1 ´ Spϕ´1pyqq.
Observe que, por la hipótesis de la continuidad de la distribución, se
cumple la identidad P pX ă xq “ P pX ď xq. Esto se utiliza en la
última igualdad.



✐
✐

“Super-main” — 2024/8/17 — 18:32 — page 275 — #275 ✐
✐

✐
✐

✐
✐

A.1. TRANSFORMACIÓN DE UN TIEMPO DE VIDA 275

4. Supongamos el caso ϕpxq creciente. Por los resultados anteriores se
tiene que

λY pyq “ fY pyq
SY pyq

“ fpϕ´1pyqq
Spϕ´1pyqq

ˇ̌
ˇ̌ d

dy
ϕ´1pyq

ˇ̌
ˇ̌

“ λpϕ´1pyqq
ˇ̌
ˇ̌ d

dy
ϕ´1pyq

ˇ̌
ˇ̌ .

El caso ϕpxq decreciente es similar,

λY pyq “ fY pyq
SY pyq

“ fpϕ´1pyqq
1 ´ Spϕ´1pyqq

ˇ̌
ˇ̌ d

dy
ϕ´1pyq

ˇ̌
ˇ̌

“ λpϕ´1pyqq Spϕ´1pyqq
1 ´ Spϕ´1pyqq

ˇ̌
ˇ̌ d

dy
ϕ´1pyq

ˇ̌
ˇ̌ .

5. Cuando ϕpxq es creciente y diferenciable,

RY pyq “ 1

SY pyq
ż 8

y
SY puq du

“ 1

Spϕ´1pyqq
ż 8

y
Spϕ´1puqq du

“ 1

Spϕ´1pyqq
ż ϕ´1p8q

ϕ´1pyq
Spvqϕ1pvq dv, v :“ ϕ´1puq

“ Rpyq Spyq
Spϕ´1pyqq

şϕ´1p8q
ϕ´1pyq Spvqϕ1pvq dv

ş8
y Spuq du .
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En el caso ϕpxq decreciente y diferenciable,

RY pyq “ 1

SY pyq
ż 8

y
SY puq du

“ 1

1 ´ Spϕ´1pyqq
ż 8

y
r1 ´ Spϕ´1puqqs du

“ 1

1 ´ Spϕ´1pyqq
ż ϕ´1p8q

ϕ´1pyq
r1 ´ Spvqsϕ1pvq dv, v :“ ϕ´1puq

“ Rpyq Spyq
1 ´ Spϕ´1pyqq

şϕ´1p8q
ϕ´1pyq r1 ´ Spvqsϕ1pvq dv

ş8
y Spuq du .

‚

Ejemplo A.14 (Tranformación cuadrática)
Sea X un tiempo de vida continuo con función de distribución F pxq y fun-
ción de densidad fpxq. Considere la transformación creciente ϕpxq “ x2,
para x ą 0. Usando probabilidad elemental puede comprobarse que la distri-
bución de la variable aleatoria Y :“ ϕpXq “ X2 es

FY pyq “ F p?
yq, y ą 0,

fY pyq “ 1

2
?
y
fp?

yq, y ą 0.

Suponga que X tiene función de supervivencia Spxq, función de riesgo λpxq
y función tiempo promedio de vida restante Rpxq. Usando las fórmulas de la
proposición anterior puede comprobarse que el tiempo de vida Y es tal que

SY pyq “ Sp?
yq, y ą 0,

λY pyq “ 1

2
?
y

¨ λp?
yq, y ą 0,

RY pyq “ 1

Sp?
yq

ż 8
?
y
2v Spvq dv, para y tal que Sp?

yq ą 0.

‚
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El tema de transformaciones de variables aleatorias puede encontrarse en los
varios textos de la teoría de la probabilidad como el de A. Gut [25]. En la si-
guiente sección veremos que es posible encontrar fórmulas aproximadas para
la esperanza y la varianza de la transformación de una variable aleatoria.

Ejercicios

196. Transformación lineal.
Sea X un tiempo de vida continuo y defina Y :“ aX ` b, en donde
a ą 0 y b ě 0 son dos constantes. Demuestre que:

a) FY pyq “ F ppy ´ bq{aq, y ą b.

b) fY pyq “ 1

a
fppy ´ bq{aq, y ą b.

c) SY pyq “ Sppy ´ bq{aq, y ą b.

d) λY pyq “ 1

a
λppy ´ bq{aq, y ą b.

e) RY pyq “ a

Sppy ´ bq{aq
ż 8

py´bq{a
Spuq du, para y ą b tal que

Sppy ´ bq{aq ą 0.

Encuentre explícitamente estas expresiones cuando el tiempo de vida
X tiene distribución exppλq.

197. Transformación cuadrática.
Sea X un tiempo de vida continuo y defina Y :“ X2. Demuestre que:

a) FY pyq “ F p?
yq, y ą 0.

b) fY pyq “ 1

2
?
y
fp?

yq, y ą 0.

c) SY pyq “ Sp?
yq, y ą 0.

d) λY pyq “ 1

2
?
y
λp?

yq, y ą 0.

e) RY pyq “ 1

Sp?
yq

ż 8
?
y
2v Spvq dv, para y tal que Sp?

yq ą 0.
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Estas fórmulas aparecen en el Ejemplo A.14. Encuentre explícitamente
estas expresiones cuando el tiempo de vida X tiene distribución exppλq.

198. Transformación raíz cuadrada.
Sea X un tiempo de vida continuo y defina Y :“ ?

X. Demuestre que:

a) FY pyq “ F py2q, y ą 0.

b) fY pyq “ 2y fpy2q, y ą 0.
c) SY pyq “ Spy2q, y ą 0.

d) λY pyq “ 2y λpy2q, y ą 0.

e) RY pyq “ 1

Spy2q
ż 8

y2
Spuq 1

2
?
u
du, para y tal que Spy2q ą 0.

Encuentre explícitamente las expresiones anteriores cuando X tiene
distribución exppλq.

199. Transformación inverso multiplicativo.
Sea X un tiempo de vida continuo y defina Y :“ 1{X. Demuestre que:

a) FY pyq “ 1 ´ F p1{yq, y ą 0.

b) fY pyq “ 1

y2
fp1{yq, y ą 0.

c) SY pyq “ 1 ´ Sp1{yq, y ą 0.

d) λY pyq “ 1

y2
Sp1{yq

1 ´ Sp1{yq λp1{yq, y ą 0.

e) RY pyq “ 1

1 ´ Sp1{yq
ż 1{y

0

1 ´ Spuq
u2

du, para y tal que Sp1{yq ă
1.

Encuentre explícitamente las expresiones anteriores cuando X tiene
distribución exppλq.

A.2. Método delta

Se le denomina con este nombre al procedimiento que explicaremos abajo y
que consiste en aproximar la media y varianza de una transformación de una
variable aleatoria. Estas aproximaciones se utilizan en el presente trabajo en
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la derivación de la Fórmula de Greenwood que aparece en la página 186. Sea
Y “ ϕpXq una transformación de una variable aleatoria X. En general, no
existe una forma sencilla de calcular la esperanza y varianza de Y en términos
de estas cantidades para X. El método delta, también llamado método de
diferenciales estadísticas, propone un procedimiento para aproximar EpY q
y VarpY q. El resultado es el siguiente.

Proposición A.2 (Método delta) Sea X una variable aleatoria con es-
peranza µ y varianza σ2, ambas finitas. Sea Y la variable aleatoria definida
por la transformación Y “ ϕpXq, en donde ϕ es una función infinitamente
diferenciable. Entonces

1. EpY q « ϕpµq ` 1

2
ϕ2pµqσ2.

2. VarpY q « pϕ1pµqq2 σ2.

Demostración.
La serie de Taylor de la función ϕpxq alrededor del punto x “ a es

ϕpxq “ ϕpaq ` px ´ aqϕ1paq ` 1

2
px ´ aq2ϕ2paq ` ¨ ¨ ¨

Tomando a “ µ y evaluando en la variable aleatoria X se obtiene la siguiente
igualdad de variables aleatorias en el sentido puntual

ϕpXq “ ϕpµq ` pX ´ µqϕ1pµq ` 1

2
pX ´ µq2ϕ2pµq ` ¨ ¨ ¨ (13)

Recortando la serie (13) a los primeros tres sumandos y tomando esperanza
se obtiene la aproximación para EpY q. Si ahora el recorte incluye sólo a los
dos primeros sumandos y se toma varianza se tiene que

VarpY q « Varrϕpµq ` pX ´ µqϕ1pµqs
“ VarrpX ´ µqϕ1pµqs
“ pϕ1pµqq2σ2.

‚

Es importante señalar que las aproximaciones encontradas pueden no ser
buenas en términos generales. Se trata, simplemente, de aproximaciones muy
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gruesas de cantidades para las cuales no se conoce una fórmula exacta. Sin
embargo, pueden existir condiciones bajo las cuales la calidad de la aproxi-
mación mejora, por ejemplo, cuando σ2 es pequeña y la derivada ϕ2pxq es
acotada, la aproximación para EpY q es buena.

Observemos además que, para la validez de las fórmulas anteriores, no se ha
supuesto que X ó Y sean tiempos de vida. Estas variables aleatorias pueden
ser cualesquiera que satisfagan las condiciones de la proposición. Veamos un
ejemplo.

Ejemplo A.15 Supongamos que X es una variable aleatoria con distribu-
ción exppλq. El n-ésimo momento de X es EpXnq “ n!{λn. Consideremos la
transformación ϕpxq “ x2. Entonces la esperanza y varianza de ϕpXq “ X2

se pueden calcular con exactitud y son:

EpX2q “ 2{λ2,

VarpX2q “ EpX4q ´ E2pX2q “ 24{λ4 ´ p2{λ2q2 “ 20{λ4.

Por otro lado, las fórmulas de la proposición anterior arrojan las siguientes
aproximaciones:

EpX2q « 2{λ2,

VarpX2q « 4{λ4.

‚

Las aproximaciones demostradas en el método delta pueden extenderse al
caso de funciones de dos o más variables aleatorias. Estudiaremos a conti-
nuación el caso bidimensional.

Proposición A.3 (Método delta, dos dimensiones) Sean X1 y X2 dos
variables aleatorias con esperanzas µ1 y µ2, y varianzas σ2

1 y σ2
2 finitas,

respectivamente. Sea Y “ ϕpX1, X2q, en donde ϕ es una función de dos
variables infinitamente diferenciable. Entonces

1. EpY q « ϕpµ1, µ2q ` 1

2

B2ϕ

Bx21
pµ1, µ2qσ2

1 ` 1

2

B2ϕ

Bx22
pµ1, µ2qσ2

2

` B2ϕ

Bx2Bx1 pµ1, µ2q CovpX1, X2q.
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2. VarpY q « r Bϕ
Bx1 pµ1, µ2qs2 σ2

1 ` r Bϕ
Bx2 pµ1, µ2qs2 σ2

2

` 2 r Bϕ
Bx1 pµ1, µ2qs r Bϕ

Bx2 pµ1, µ2qs CovpX1, X2q.

Demostración.

La comprobación se basa nuevamente en la serie de Taylor de la función
ϕpx, yq en el punto pµ1, µ2q y evaluada en el vector aleatorio pX1, X2q. Los
primeros términos de esta serie son

ϕpX1, X2q “ ϕpµ1, µ2q
`pX1 ´ µ1q Bϕ

Bx1 pµ1, µ2q ` pX2 ´ µ2q Bϕ
Bx2 pµ1, µ2q

`1

2
pX1 ´ µ1q2 B2ϕ

Bx21
pµ1, µ2q ` 1

2
pX2 ´ µ2q2 B2ϕ

Bx22
pµ1, µ2q

`pX1 ´ µ1qpX2 ´ µ2q B2ϕ

Bx2Bx1 pµ1, µ2q ` ¨ ¨ ¨ (14)

1. Tomando esperanza de cada uno de los términos que aparecen de mane-
ra explícita en la expansión (14) se obtiene la aproximación enunciada
para EpY q.

2. Recortando la serie (14) a los primeros tres sumandos, éstos corres-
ponden a la primera línea de la identidad (14), y tomando varianza,
se tiene que

VarpY q « VarrpX1 ´ µ1q Bϕ
Bx1 pµ1, µ2q ` pX2 ´ µ2q Bϕ

Bx2 pµ1, µ2qs

“ r Bϕ
Bx1 pµ1, µ2qs2 σ2

1 ` r Bϕ
Bx2 pµ1, µ2qs2 σ2

2

` 2 r Bϕ
Bx1 pµ1, µ2qs r Bϕ

Bx2 pµ1, µ2qs CovpX1, X2q.

‚

Se puede encontrar mayor información matemática e histórica acerca del
método delta en el artículo de Jay M. Ver Hoef [27].
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Ejercicios

200. Transformación lineal.
Sea X una variable aleatoria con esperanza y varianza finitas. Consi-
dere la transformación Y “ aX `b, en donde a y b son dos constantes.
Compruebe que las expresiones para calcular de manera aproximada
la media y varianza de Y por el método delta producen los valores
exactos de estas cantidades.

201. Sea X un tiempo de vida con distribución unifp0, 1q y defina Y “ X2.

a) Encuentre EpY q y VarpY q de manera exacta.

b) Aplique el método delta para encontrar EpY q y VarpY q de manera
aproximada.

202. Sea X un tiempo de vida con distribución unifp0, 1q. Sea λ ą 0 una
constante y defina la función ϕpxq “ p´1{λq lnx, para x P p0, 1q. Sea
Y :“ ϕpXq.

a) Use el método delta para encontrar valores aproximados para
EpY q y VarpY q.

b) Demuestre que Y „ exppλq y encuentre los valores exactos de la
media y varianza de Y .

203. Sea X una variable aleatoria con distribución Npµ, σ2q y considere la
transformación Y “ eX .

a) Encuentre EpY q y VarpY q.
b) Aplique el método delta para encontrar EpY q y VarpY q de manera

aproximada.

Si EappY q y VarappY q denotan la esperanza y varianza aproximadas
de Y por el método delta, demuestre que:

c) EpY q ą EappY q.
d) VarpY q ą VarappY q.

204. Sean X1 y X2 dos variables aleatorias independientes con idéntica
distribución unifp0, 1q. Defina Y :“ X1 ¨ X2.
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a) Use el método delta para encontrar valores aproximados para
EpY q y VarpY q.

b) Encuentre los valores exactos de EpY q y VarpY q.
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