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Prologo

Todo lo que inicia acaba. El tiempo de vida de un ser humano es el ejemplo
mas cotidiano que tenemos de un proceso que comienza y, eventualmente,
termina; la duraciéon de ese tiempo es inexorablemente azaroso. En el ana-
lisis de supervivencia se buscan crear modelos mateméaticos para responder
preguntas acerca del tiempo de vida de un individuo, o el tiempo de vida
atil de un aparato, cuando la informacion a partir de la cual se construye el
modelo se encuentra incompleta, es decir, cuando algunos de los datos han
sido censurados.

Este texto contiene una introducciéon a algunos temas bésicos del analisis
estadistico de datos de supervivencia. Se tratan temas como la censura, se
definen las principales funciones que caracterizan a la distribucién de un
tiempo de vida, se estudian algunos modelos paramétricos y sus funciones
de verosimilitud, se estudia también el estimador de Kaplan-Meier y se ex-
pone el modelo de riesgos proporcionales de Cox. El texto contiene material
suficiente para ser cubierto en medio semestre, pues esta dirigido a estu-
diantes de la carrera de Actuaria en la Facultad de Ciencias de la UNAM,
quienes deben estudiar estos temas como parte de la asignatura obligatoria
Estadistica III del Plan de Estudios vigente a la fecha de escritura de este
trabajo.

Al final del texto se incluye una amplia bibliografia, la cual refleja la existen-
cia de una necesidad de exponer los resultados del analisis de supervivencia
a publicos de diferentes areas y también de distintos niveles de conocimiento
de la probabilidad y la estadistica. Se tienen exposiciones elementales como
J. Box-Steffensmeier y B. S. Jones [8], A. B. Cantor [11] y D. G. Kleinbaum
y M. Klein [34], de nivel intermedio como R. C. Elandt-johnson y N. L.
Johnson [19], O. Korosteleva [35], S. Guo [24], J. P. Klein y M. L. Moesch-
berger [33], J. F. Lawless [36], D. London [39], X. Liu [42], y P. J. smith [47],
y tratados mas avanzados que requieren la teoria de martingalas como O.
O. Aalen, 0. Borgan y H. K. Gjessing [2]|, P. K. Andersen et al [4], T. R.
Fleming y D. P. Harrington [20], y J. D. Kalbfleisch y R. L. Prentice [30].
El presente trabajo puede clasificarse en el nivel intermedio con énfasis en
algunos aspectos matemaéaticos de los modelos. Presupone que el lector ha



tomado por lo menos un curso semestral de probabilidad y otro de estadis-
tica a nivel licenciatura. Nuestro interés principal es la exposicion logica y
justificada de las férmulas y los procedimientos.

Debe advertirse que no se hace demasiado énfasis en el uso de programas de
computo, aunque en la ultima parte del trabajo fue necesario utilizar R para
ilustrar algunos conceptos. Herramientas computacionales tales como R, S,
Python, SAS, STATA, SPSS, PSPP son imprescindibles en situaciones practi-
cas. En particular, para el uso de R en el analisis de supervivencia se puede
consultar, por ejemplo, A. Coghlan [14] 6 D. F. Moore [44].

Por ultimo, agradezco a la DGAPA UNAM por el apoyo otorgado a través
del proyecto PAPIME PE102321 “Estadistica y simulacion”, mediante el cual
pudo ser posible la edicién de este libro. Agradezco muy sinceramente a los
profesores que fungieron como arbitros de este trabajo por tomarse el tiempo
para revisar con cuidado este material y elaborar comentarios y sugerencias
muy valiosas que permitieron corregir errores, subsanar varias deficiencias y
lograr mejoras substanciales. Agradezco también a la Comisién de Publica-
ciones del Departamento de Matemaéticas y al Comité de Publicaciones de la
Facultad de Ciencias de la UNAM por el excelente trabajo editorial llevado
a cabo.

Luis Rincon
Agosto 2024
Ciudad Universitaria - UNAM
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Capitulo 1

Tiempos de vida,
censura y truncamiento

Una primera definicion establece que un tiempo de vida es el tiempo alea-
torio que transcurre entre el momento del nacimiento de un individuo y el
momento de su fallecimiento. Este concepto se puede extender con facilidad
a muchos y muy variados contextos en donde hay un inicio y un término. El
analisis de supervivencia es el estudio y modelacion de los tiempos de vida a
través de la probabilidad y la estadistica. Sin embargo, a diferencia de otros
estudios estadisticos, los datos que provienen de observaciones de tiempos
de vida con frecuencia presentan censura o truncamiento. En este capitulo
introductorio definiremos con mayor precisiéon estos primeros conceptos.

1.1. Tiempos de vida

Un tiempo de vida es una longitud de tiempo en el cual, por ejemplo, un
ser vivo permanece con vida, o bien, un proceso o caracteristica, permanece
activo. De esta manera, existe un instante de inicio o nacimiento, y existe
otro instante posterior de fin, falla o muerte del ser vivo, del proceso, o de la
caracteristica en observaciéon. De forma mas abstracta, tenemos la siguiente
definicion.
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Definicion 1.1 Un tiempo de vida es el tiempo que transcurre entre la
ocurrencia de dos eventos sucesivos.

Los dos eventos de interés deben estar bien definidos. Se ha indicado antes
que el primer evento puede ser el nacimiento de una persona y el segundo
evento puede ser su fallecimiento. Este es, efectivamente, el tiempo de vida
usual de un ser humano y es el ejemplo més cercano que tenemos. Sin embar-
go, muchos otros ejemplos de tiempos de vida, en un sentido més general,
pueden proporcionarse. Algunos de ellos se muestran en la Tabla 1.1 que
aparece abajo. A pesar de la generalidad que puede darse a la definicion de
tiempo de vida, usaremos convenientemente las siguientes tres expresiones
familiares: individuo, nacimiento y muerte. Incluso, a un tiempo cualquiera
x > 0 le podemos llamar la edad de un individuo.

Individuo Primer evento Segundo evento
(Nacimiento) (Fallecimiento)
Persona Primer dfa de trabajo Ultimo dia de trabajo
Mujer Nacimiento Edad de ler. embarazo
Persona enferma Operaciéon quirargica — Sanacion
Foco Inicio de uso Descompostura
Maquinaria Puesta en operacion Cese de operacion
Persona enferma Deteccion de cancer Fallecimiento por cancer
Persona con adicciéon Inicio de tratamiento  Recaimiento
Disco duro Inicio de uso Descompostura
Persona Nacimiento lera. visita al dentista

Tabla 1.1: Ejemplos de tiempos de vida.

A los tiempos de vida se les llama también tiempos de falla. Estos tiem-
pos son positivos y los consideraremos aleatorios. Adoptando el modelo de
variable aleatoria para representar un tiempo de vida, nos interesa estimar
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su distribuciéon de probabilidad. Esta distribuciéon es desconocida y no ne-
cesariamente es una de las distribuciones paramétricas usuales. Puede ser
cualquier distribucion con soporte dentro del intervalo (0, 0).

Consideraremos también que el tiempo se puede medir de manera discreta o
continua. En consecuencia, la variable aleatoria que representa un tiempo de
vida serd de alguno de estos dos tipos. Llevaremos a cabo la estimacion de
la distribucién de un tiempo de vida a partir de una serie de observaciones
independientes de esta variable aleatoria.

Definicion 1.2 Se le llama datos de supervivencia a las observaciones
de los tiempos de vida de un conjunto de individuos.

Un aspecto particularmente importante que a menudo surge cuando se reco-
lectan datos de supervivencia es la censura. Esto significa que algunas de las
observaciones solo contienen informacién parcial de la variable de interés.
Explicaremos este tema en la siguiente seccién.

1.2. Censura

El término censura debe entenderse en el sentido de informacién incompleta
de una o varias observaciones o mediciones de una variable. No implica la
connotaciéon negativa que surge cuando una persona, o instituciéon, oculta
informacion, o no permite tener acceso a ella. Se trata de un término técnico
que explicaremos a continuacién. Aparece no sélo en datos de superviven-
cia, sino también en cualquier estudio estadistico en donde se llevan a cabo
observaciones.

Definicién 1.3 Un conjunto de datos de supervivencia estdan censurados
cuando algunos de ellos no estan completamente especificados.

Esta definicion es bastante general y tal vez poco informativa, pero a través
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de los tipos particulares de censura que veremos mas adelante, se entendera
de mejor manera la posible falta de especificacion de los datos. En ocasiones,
al conjunto de datos que no estan completamente especificados se les llama
también datos faltantes 6 datos incompletos.

Es importante enfatizar que, si bien los datos de supervivencia que estu-
diaremos pueden presentar censura, supondremos que éstos no poseen otras
deficiencias o inconsistencias que las bases de datos reales con frecuencia
presentan. Tales deficiencias pueden ser la pérdida parcial, la manipulacion
con determinados fines, o bien, problemas con el medio electrénico en el que
se almacena la informacion, por ejemplo.

Es necesario también advertir que existen muchos tipos de censura y en la
literatura pueden aparecer referidos con otros nombres alternativos a los que
aqui se utilizan. Los tipos de censura que aparecen en la Figura 1.1 son los
que definiremos en este trabajo.

tipo I

tipo I progresiva
tipo II

Censura < tipo II progresiva
por la izquierda

por intervalo

aleatoria

por la derecha

Figura 1.1: Algunos tipos de censura.

Censura por la derecha

Supongamos que para un individuo se ha presentado y registrado la ocu-
rrencia de un primer evento (su nacimiento, por ejemplo). Este individuo
se mantiene en observaciéon hasta que ocurre un segundo evento (su falle-
cimiento, por ejemplo). Recordemos que el tiempo que transcurre entre el
primer y el segundo evento es su tiempo de vida, el cual es modelado por
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la variable aleatoria X > 0. Sea C' > 0 otra variable aleatoria positiva, no
necesariamente independiente de X. Se usa la letra C pues esta variable
representara un tiempo de censura. Este es el momento aleatorio en el cual
el individuo deja de ser observado.

Definicion 1.4 Se dice que una observacion de un tiempo de vida X estd
censurada por la derecha si mo se conoce con exactitud el valor tomado
por X, unicamente se sabe que X > C, para alguna variable aleatoria C
llamada tiempo de censura.

De esta manera, se presenta la censura por la derecha para una observacion
del tiempo de vida X de un individuo cuando éste ha sido observado con
vida hasta un cierto tiempo C' > 0, y después ya no es posible continuar
su observaciéon. So6lo se cuenta con la informacion parcial, o incompleta, de
que el momento del fallecimiento ocurre después del tiempo C, es decir, no
se conoce el valor exacto, s6lo que X € (C, ). La variable aleatoria tiempo
de censura C' puede ser producto de varias cuestiones azarosas y en algunos
casos supondremos que es independiente del tiempo de vida en estudio. Las
diferentes maneras en las que se puede especificar a la variable C' da lugar a
varios tipos de censura por la derecha.

Tiempos de vida : Tiempos de vida
observados § censurados
: (no observados)

iz ST .
| | tiempo

Figura 1.2: Censura por la derecha.

La censura por la derecha se puede representar graficamente como en la Fi-
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gura 1.2. Se tienen aqui 3 individuos denotados por las letras: iy, i3 e i3,
y como tiempo de censura una misma constante c. Los fallecimientos que
ocurren antes del tiempo ¢ son observados, mientras que los fallecimientos
que ocurren después de ¢ no son observados. Muy posiblemente los tres in-
dividuos tienen tiempos de nacimiento diferentes en una linea natural del
tiempo, sin embargo en la grafica se han colocado los tres tiempos de naci-
miento en un mismo tiempo comun t = 0.

Bajo una posible censura por la derecha al tiempo C, la observaciéon de un
tiempo de vida X se puede escribir como

X si Xe(0,C],

min{X,C} =
{ } {C si X € (C, ).

Observe que si x representa el valor, posiblemente desconocido, de un tiempo
de vida completo, lo que se observa o registra bajo la censura por la derecha
al tiempo ¢ es el namero min {z, c}.

= Notacién 1. Un conjunto de n tiempos de vida observados bajo el
esquema de posible censura por la derecha se puede escribir como la
coleccion de parejas de niimeros:

(:Cla 51)7 ($27 62)) MR (aj’nn 5%)7

en donde
1 six; es un dato no censurado,
0; =

0 six; es un dato censurado.

La letra ¢ proviene de la palabra en inglés death. El valor ¢; = 1 indica
que el fallecimiento del individuo ¢ fue observado al tiempo x;, se trata
de un dato no censurado. En cambio, el valor §; = 0 indica que el
dato registrado x; se debi6 a una censura pues en ese momento se dejo
de observar al individuo i. Por ejemplo, podemos tener el siguiente
conjunto de datos

(1‘1,0),(.%2,1),(1'3,1),(1'4,0),(1‘5,1), (1'1)
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en donde los tiempos z; y x4 son censurados y los datos zs, 3 y x5
son tiempos de fallecimientos auténticos.

= Notacién 2. Una manera muy sugerente de denotar un dato = cen-
surado por la derecha es a través del simbolo x4, esto sugiere que
el fallecimiento ocurre después de x. Por ejemplo, la coleccion de da-
tos (1.1) también se puede escribir como el vector

($1+7 x27 3737 $4+, $5). (12)

Bajo situaciones controladas como las que se pueden crear en experimentos
en laboratorios o en la industria, es poco probable no poder darle segui-
miento a los individuos en observacion, a menos que deliberadamente asi se
haya decidido. Pero los experimentos, por ejemplo, sobre la evoluciéon de una
enfermedad en las personas que se someten a algiin tratamiento médico, son
susceptibles a que aparezcan datos censurados por la derecha pues un cam-
bio de residencia, o un accidente en casa, o cualquier situaciéon inesperada
puede hacer que una persona bajo observaciéon ya no quiera, o ya no pueda,
continuar con el estudio y deja de ser observada.

Censura tipo I

Este es un tipo particular de censura por la derecha. El nombre mas largo
pero mas preciso para esta seccién deberia ser “Censura por la derecha tipo
I”. Veamos su definicion.

Definicién 1.5 La censura por la derecha tipo I ocurre cuando cada
individuo i tiene un tiempo de censura fijo dado por una constante ¢; > 0.
De esta forma, su tiempo de vida X; es observado si ocurre el evento
(X; < ¢i) y es censurado (no observado) cuando (X; > ¢;).

Un caso atin mas simple para este tipo de censura se presenta cuando todos
los tiempos de censura cy,...,c, para un conjunto de n individuos es una
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misma constante c. Este es el caso que se ilustra en la Figura 1.2. Ademas de
la simplicidad en su aplicacion, la censura tipo I tiene la ventaja de ayudar a
controlar el tiempo y el costo de un estudio estadistico al limitar el periodo
de observacion de cada individuo. La observacion de todos los individuos
termina, a lo sumo, transcurridas ¢ unidades de tiempo después de su naci-
miento. El costo que se tiene que pagar al limitar el tiempo de observacion
es la obtencion de informacion incompleta debido a la censura.

Censura tipo I progresiva

Esta es una forma controlada de continuar la observaciéon de tiempos de
vida bajo posible censura tipo I. Sea ¢; > 0 una constante que denota
el tiempo de censura que se aplica inicialmente a todos los individuos en
observacion. Es decir, una primera ventana de observacion es el intervalo
(0, ¢1]. Alcanzado el tiempo ¢, algunos de los sobrevivientes son censurados
en ese momento (posiblemente escogidos al azar), y a los restantes se les da
seguimiento hasta un segundo tiempo de censura cs > ¢;. Asi, una segunda
ventana de observacion es el intervalo (ci,cz]. Se repite el procedimiento
anterior hasta que se cumpla cierta regla preestablecida que indique el fin
de las observaciones. En este esquema, c; denota el tiempo de censura en la
1-ésima etapa y no del i-ésimo individuo. Véase la Figura 1.3.

: Primera : Segunda : Tercera
: etapa : etapa : etapa
: Senene .
O oo v oo °
| | i i tiempo
0 C1 C2 C3

Figura 1.3: Censura tipo I progresiva.
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Censura tipo II

Este es otro tipo particular de censura por la derecha y el titulo de la seccion
deberia ser “Censura por la derecha tipo II”. Este esquema de censura puede
aplicarlo directamente el investigador que lleva a cabo el estudio estadistico
cuando se cuenta con un ambiente controlado para la observaciéon de los in-
dividuos.

Supongamos que se tienen n individuos bajo observacion. Sean X1,..., X,
las variables aleatorias que modelan sus tiempos de vida. Supondremos que
todos los tiempos de vida inician a un mismo tiempo ¢ = 0 y que los indivi-
duos pueden ser seguidos sin restricciones.

Definicién 1.6 Sea r un nimero entero tal que 1 < r < n. La censura
por la derecha tipo II consiste en registrar los r tiempos de vida mds
cortos y censurar por la derecha los n — r tiempos restantes.

Mas explicitamente, si X(1),..., X(,) son las duraciones de los tiempos de
vida ordenados de menor a mayor, es decir, las estadisticas de orden de
los tiempos X1,...,X,, entonces se registran los valores tomados por las
variables X(1),..., X(;) y en el momento aleatorio X,y se censura al res-
to de los individuos que atn permanezcan con vida. Es decir, los tiempos
X(r41)s-++»X(n) Y& no son observados, inicamente se registra que toman
un valor mayor al valor tomado por la variable X(;), el cual es un tiempo
aleatorio de censura. Observe que la censura ocurre por las caracteristicas
del experimento de muestreo y no por situaciones particulares de los indi-
viduos. El esquema de censura tipo 11 se ilustra graficamente en la Figura 1.4.

La censura tipo II se puede aplicar en situaciones cuando continuar el se-
guimiento de todos los individuos hasta su fallecimiento puede tomar mucho
tiempo o ser muy costoso. En este caso, es evidente que la persona que disena
el experimento estadistico impone, por conveniencia, la censura. El tiempo
promedio en que concluyen las observaciones es E(X (T)). La teoria matema-
tica desarrollada sobre las estadisticas de orden es de gran ayuda aqui para
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Tiempos de vida Tiempos de vida
observados . censurados (no observados)
i 3 3 X 3 X tiempo
0 Xo Xo - Xo Xerny o X

Figura 1.4: Censura por la derecha tipo II.

la estimaciéon de la duracién del periodo de observacion bajo este esquema
de censura.

Ejemplo 1.1 Supongamos que tenemos una poblacion en estudio de n = 10
individuos y deseamos llevar a cabo la observacion de sus tiempos de vida
bajo el esquema de censura por la derecha tipo Il con r = 6. Segun este
esquema de censura, registraremos los primeros 6 fallecimientos y censura-
remos los 4 restantes. Supongamos que los primeros 6 datos en meses son:
4, 7, 8, 10, 10, 12. Dado que al tiempo t = 12 (meses) ya se han obtenido
los primeros 6 registros, las observaciones concluyen y los 4 individuos que
permanecen con vida son censurados por la derecha y se les registra con el
valor 12+. De esta manera, los 10 datos obtenidos del experimento son:

4,7,8,10,10,12,12+,12+,12+,12 +.

Censura tipo II progresiva

Sea n el namero de tiempos de vida iniciales en el estudio. Sea r un niimero
entero tal que 1 < r < n. Como antes, se registran las primeras r fallas u
observaciones. La censura tipo II progresiva continiia del siguiente modo: de
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los restantes n —r individuos, se censura un cierto ntimero de ellos, reducien-
do asi la poblacién. Se toma ahora otro valor r, menor o igual al nimero de
individuos en la poblaciéon reducida. Con estos nuevos parametros se aplica
nuevamente el procedimiento de censura tipo II. Estos experimentos de ob-
servacion sucesivos continiian hasta que la muestra en estudio se extinga o
hasta que se cumpla cierta regla preestablecida para el fin del experimento.

Ejemplo 1.2 Continuando con los datos del Ejemplo 1.1, supongamos que
deseamos realizar una sequnda etapa de observacion usando el mismo es-
quema de censura tipo II. De los 4 individuos con vida al tiempo t = 12,
supongamos que 1 de ellos se censura y se registra con el valor 12+, y que
continuamos la observacion de los 3 individuos restantes. Esta es la pobla-
cion reducida. Supongamos que el nuevo valor de r es 1, es decir, de los 3
individuos en observacion, esperamos que alguno de ellos fallezca y censu-
ramos en ese momentos a los 2 restantes. Supongamos que el fallecimiento
ocurre al tiempo t = 15. Ast, los 10 datos obtenidos en este esquema de
censura tipo II progresiva de dos etapas son:

4,7,8,10,10,12,12+,15, 15+, 15+.
Etapa 1 Etapa 2

Censura por la izquierda

Este es un tipo de censura menos frecuente que la censura por la derecha.
Veamos su definicion.

Definicién 1.7 Se dice que una observacion de un tiempo de vida X
estd censurada por la izquierda si no se conoce con exactitud el valor
tomado por X, unicamente se sabe que X < C, para alguna variable
aleatoria C.

En este caso la variable C' no es un tiempo de censura. Representa sim-
plemente un tiempo en el cual se ha hecho una consulta o valoracion del
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individuo con el fin de detectar la ocurrencia de su fallecimiento o falla. Cla-
rificaremos la situacion con algunos ejemplos.

Ejemplo 1.3 Un experimento de laboratorio consiste en inyectar un cance-
rigeno a un grupo de ratones con el fin de estudiar el tiempo X que transcurre
hasta la aparicion de un tumor. La deteccion del tiempo exacto de aparicion
de un tumor es dificil llevarla a cabo, solo es posible detectar su existencia
después de una inspeccion quirirgica cuando el raton muere o es sacrificado.
Pueden ocurrir distintas situaciones pero los siguientes dos ejemplos ayudan
a entender la manera en la que pueden surgir datos censurados por uno y
otro lado:

= Si un raton muere o es sacrificado al tiempo ¢ y se le encuentra un
tumor, entonces el tiempo X de aparicion del tumor estd censurado
por la izquierda, pues sélo se conoce que ocurre el evento (X < c).

= St un raton es sacrificado al tiempo ¢ y no se le encuentra un tumor,
entonces el tiempo X de aparicion del tumor estd censurado por la
derecha, pues sdlo se sabe que (X > c).

Ejemplo 1.4 Otra situacion en donde puede ocurrir la censura por la iz-
quierda es la siguiente: cuando se reporta que una luminaria (ldmpara publica
en una ciudad) ha fallado, su tiempo de vida X estd censurado por la izquier-
da pues solo se conoce que (X < c), en donde ¢ es el tiempo de reporte de la
falla. No se conoce el valor exacto que tomo X, solo se conoce que su valor
se encuentra a la izquierda de c. .

Ejemplo 1.5 Sean X1,..., X, los tiempos de vida de n individuos que ini-
cian todos ent = 0. Suponga que los individuos solo son observados a partir
del tiempo t = ¢ > 0, es decir, la ventana de observacion es el intervalo
[c,00). Al tiempo t = ¢, algunos tiempos de vida pueden haber concluido sin
que conozcamos su valor exacto. St x es uno de esos tiempos, solo sabemos
que x < ¢, es decir, el dato estd censurado por la izquierda. .
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Notacion. Una manera muy sugerente de denotar un dato x censurado
por la izquierda es a través del simbolo x—, esto sugiere que el tiempo de
vida concluye antes de x. Por ejemplo, podemos tener la coleccion de los
siguientes b datos, algunos de los cuales presentan censura por la izquierda:

23, 14—, 25, 20—, 17.

Censura por intervalo

Por diversas razones, en algunos estudios no se pueden llevar a cabo ob-
servaciones de manera continua. Los individuos bajo estudio s6lo se pueden
observar en tiempos especificos, de modo que la ocurrencia de un evento so6-
lo puede conocerse que sucedi6 entre dos tiempos de observaciéon sucesivos.
Esta limitacion produce una censura por intervalo.

Definicion 1.8 Se presenta la censura por intervalo en un tiempo de
vida cuando la ocurrencia del primer evento (inicio o nacimiento), o
bien la ocurrencia del seqgundo evento (término o fallecimiento) sdlo se
pueden registrar con la informacion de que han tomado un valor dentro
de un cierto intervalo de tiempo.

Los siguiente ejemplos ayudan a entender mejor la censura por intervalo.

Ejemplo 1.6 Discretizar una wvariable continua puede considerarse como
una censura por intervalo. Por ejemplo, en algunos estudios demogrdficos,
nos interesa estimar las probabilidades de fallecimiento de las personas para
cada edad en una poblacion especifica. En este caso, no es necesario conocer
el tiempo exacto de fallecimiento de los individuos, sino unicamente la edad
(intervalo de tiempo) en la que el suceso ocurre. Este ejemplo muestra nue-
vamente que la censura no necesartamente es mala, puede ser conveniente.
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Ejemplo 1.7 Los pacientes no hospitalizados que se encuentran bajo trata-
miento de cierta enfermedad deben valorarse en ciertos tiempos programa-
dos. Aquellos que eventualmente sanan, tienen necesariamente un tiempo de
curacion censurado por intervalo pues la sanacion se detecta hasta el mo-
mento de una valoracion. Por lo tanto, el momento exacto de la sanacion
ocurre en algun instante desconocido que se encuentra entre dos revisiones
médicas sucesivas. .

Censura aleatoria

Como se ha visto en los esquemas anteriores, en la definiciéon de algunos
tipos de censura hay tiempos aleatorios involucrados. Cuando esto es asi, se
dice que la censura es aleatoria.

Definicion 1.9 Se dice que ocurre una censura aleatoria para un tiempo
de vida cuando el inicio o término de observacion de un individuo sucede
en un momento aleatorio.

Por ejemplo, la censura por la derecha tipo II es esencialmente aleatoria, pues
el momento de la censura ocurre cuando fallece el r-ésimo individuo.

Con esto concluimos las definiciones de los tipos de censura que aparecen
en la Figura 1.1. Como hemos mencionado antes, existen muchas otras ma-
neras en las que se puede presentar informacion parcial en una colecciéon
de observaciones. Puede también ocurrir la situacién de alguna combinacion
de varios tipos de censura en un mismo conjunto de datos. Los métodos
estadisticos que presentaremos en este trabajo contemplan, mayormente, la
censura por la derecha, la cual es el tipo de censura mas comiin. Un proble-
ma central en el analisis de supervivencia es estimar la distribuciéon de un
tiempo de vida a partir de observaciones que presentan algiin tipo de censura.
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El lector interesado en consultar otras exposiciones y ejemplos sobre el con-
cepto de censura puede revisar cualquiera de los textos sobre analisis de
supervivencia que aparecen en la bibliografia. Por ejemplo, los siguientes
textos contienen por lo menos una secciéon separada sobre este tema: K.
Bogaerts, A. Komarek y E. Lesaffre [6], G. Brostrém [10], D. W. Hosmer,
S. Lemeshow y S. May [28], J. F. Lawless [36], J. Li y S. Ma [40], D. F.
Moore [44]. Particularmente, el libro de M. Cleves et al [12| contiene un
capitulo entero sobre el tema de censura y truncamiento. En el libro de D.
R. Helsel |26] se encuentra una discusion muy completa sobre la censura, asi
como sobre el problema de la descripcion numérica de un conjunto de datos
censurados. Incluye también una discusiéon sobre el problema general de la
estimacion estadistica a partir de datos censurados.

1.3. Truncamiento

En el caso de la censura, cada individuo contribuye, por lo menos, con cier-
ta informacion parcial de su tiempo de vida. En el caso del truncamiento,
aquellos individuos cuyos tiempos de vida no cumplen cierta condicién pre-
establecida quedan fuera del estudio y la informacién de su tiempo de vida
queda desechada. Veamos la definicion.

Definiciéon 1.10 Sea X un tiempo de vida, y sean a y b dos numeros
reales tales que 0 < a < b. El truncamiento en datos de supervivencia
ocurre cuando solo son observados y considerados para el estudio esta-
distico aquellos individuos que tienen un tiempo de vida X con valor en
el intervalo (a,b].

En consecuencia, las estimaciones sobre la distribucion de los tiempos de vi-
da seran para las distribuciones condicionadas a la ocurrencia del evento
(a < X < b]. El truncamiento no debe confundirse con la censura. En am-
bos casos se presenta informacién parcial de los datos. Sin embargo, en la
censura la insuficiencia de la informacién ocurre a nivel individual, mientras
que en el truncamiento es a nivel global, pues se presenta una reduccion del
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conjunto completo y desconocido de observaciones al subconjunto de aque-
llas observaciones x que satisfagan la condicién a < x < b. Dependiendo del
problema y la variable en estudio, el intervalo de truncamiento (a,b] puede
incluir, o excluir, los valores extremos.

El truncamiento no es exclusivo de los datos de supervivencia. El fenémeno
se presenta también en cualquier proceso de observacion de variables cuanti-
tativas de cualquier disciplina. Tenemos los siguientes dos casos particulares.

Truncamiento por la izquierda

Se toma el intervalo de truncamiento (a,b) con a > 0 y b = 0. Sblo aque-
llos individuos que sobreviven un determinado tiempo (X > a) son con-
siderados en la muestra. Esto es, si se tienen n observaciones x1,..., Ty,
entonces necesariamente todas ellas pertenecen al intervalo (a, o), es decir,
X1,..., %y € (a,00).

Ejemplo 1.8 Se puede hacer un sequimiento hasta su fallectmiento de per-
sonas de edad avanzada que ingresan a un sistema de casas de retiro, pero
para poder ingresar a estas casas es necesario tener por lo menos 70 anos
cumplidos. En consecuencia, las observaciones que se pueden efectuar estdan
truncadas por la izquierda pues se tiene la condicion (X > 70), en don-
de X denota la edad de fallectmiento en anos. Claramente el intervalo de
truncamiento es [70,00). "

Es interesante observar que los datos del ejemplo anterior pueden presentar,
ademas, censura por la derecha. Esto puede ocurrir, por ejemplo, cuando un
individuo decide abandonar la casa de retiro. Cuando eso sucede, ya no es
posible continuar el seguimiento de esa persona.

Ejemplo 1.9 FEste es un ejemplo que no pertenece al drea de estudio de
tiempos de vida, pero ayuda a entender el concepto de truncamiento y las
razones de su origen. Suponga que se desea estimar la distribucion del did-
metro de ciertas particulas muy pequenas y que para ello se utiliza un ins-
trumento especializado. Dado que la precision del instrumento es necesaria-
mente finita, las particulas muy pequenas no pueden ser registradas y solo
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aquellas suficientemente grandes son susceptibles de ser observadas por el
instrumento. Es claro que los datos estardn truncados por la izquierda pues
las mediciones son mayores a cierta cantidad determinada por la precision
del instrumento de observacion. .

Truncamiento por la derecha

Se toma el intervalo de truncamiento (a,b) con a = 0 y b > 0 finito. Sélo
aquellos individuos cuyo tiempo de vida ha concluido antes de un tiempo
preestablecido b son considerados en la muestra. Es decir, si se tienen n
observaciones x1, ..., x,, entonces necesariamente todas ellas pertenecen al
intervalo (0,b).

Ejemplo 1.10 FEl cincer infantil se refiere a cualquier tipo de cdncer que se
detecta en las personas dentro de sus primeros 15 anos de vida. Supongamos
que el tiempo de vida X se define como la edad a la que se detecta el cancer
infantil. Esta definicion provoca necesariamente que la variable X esté trun-
cada por la derecha: solo aquellas personas con cancer detectado dentro del
rango de edad en anos (0,16) son observados y forman parte del estudio. =

Ejemplo 1.11 FEste es otro ejemplo que no pertenece al drea de estudio de
los tiempos de vida, pero ayuda a entender el concepto de truncamiento y
lo que puede originarlo. Suponga que se desea estimar la distribucion de
la distancia entre la tierra y las distintas estrellas. Aquellas estrellas que
se encuentran muy alejadas de nosotros mo pueden ser detectadas por los
instrumentos astronomicos actuales y, por lo tanto, no se puede tener regis-
tro de ellas. En consecuencia, los datos recolectados estardan necesariamente
truncados por la derecha. Toda observacion x pertenece a un intervalo de la
forma (0,b), para algin valor b > 0 fijo, determinado por el alcance mdzximo
del instrumento de medicion utilizado. .

En la siguiente seccién revisaremos algunas férmulas sobre el truncamiento
en variables aleatorias en general, es decir, no necesariamente para tiempos
de vida.
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1.4. Distribuciones truncadas

Se obtiene una distribucion truncada cuando a una variable aleatoria X se le
condiciona a tomar valores de manera restringida a un intervalo de la forma
(a,b], en donde a < b, y suponiendo que P(a < X < b) > 0. Este concepto
se puede definir para cualquier variable aleatoria.

Para tiempos de vida, esta situacion ocurre cuando las observaciones inician
después de transcurridas a unidades de tiempo y concluyen hasta un tiempo
maximo b. De esta manera, no hay observaciones fuera del intervalo (a, b].
Asi, a la funcién de distribuciéon de X condicionada al evento (a < X < b)
y denotada por F(x|a < X < b) se le llama distribucion truncada. Aqui
tenemos la definicién para cualquier variable aleatoria, discreta o continua,
y que no necesariamente es un tiempo de vida.

Definicién 1.11 Sea X una variable aleatoria con funcion de distribu-
cion F(x). Sean a < b dos constantes. A la distribucion de X condicio-
nada al evento:

a) (a < X <b) sele llama distribucion doblemente truncada.
b) (X > a) se le llama distribucion truncada por la izquierda.

c) (X <b) se le llama distribucion truncada por la derecha.

» A la distribucion doblemente truncada F'(x|a < X < b) también se le
llama bilateralmente truncada, y para que la distribuciéon condicional
esté bien definida debe ocurrir que P(a < X < b) > 0.

» A la distribucion truncada por la izquierda F'(z | X > a) también se le
llama truncada por abajo, y se debe cumplir que P(X > a) > 0.

» Finalmente, a la distribucion truncada por la derecha F(z|X < b)
también se le llama truncada por arriba, y se debe cumplir que P(X <
b) > 0.
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Se puede comprobar que las tres distribuciones condicionales: F(z |a < X <
b), F(x| X > a)y F(x| X < b) son, efectivamente, funciones de distribucion.
A continuacion veremos algunas formulas generales sobre las distribuciones
truncadas. Estos resultados son validos tanto en el caso continuo como en el
caso discreto.

Proposiciéon 1.1 Sea X una variable aleatoria discreta o continua, con
funcion de distribucion F(x), y con funcion de probabilidad o de densidad
f(x). Sean a < b dos constantes tales que P(a < X < b) > 0. Entonces

0 st x < a,

F — F
1. Flzla< X <) = F((Z))—F((Z)) si a<xz<b,

1 st x> b.

f(x) .
< x < b,

2 fxla<X<b =4 FO) —F@ "7

0 en otro caso.

Demostracion.

1. Son evidentes los casos F(z|a < X <b)=0parax <ay F(zr|a <
X <b)=1parax>b. En el caso a < z < b, tenemos que

P(X <z,a<X <b)

Flela<X<b) = =5 %<

2. En el caso absolutamente continuo y suponiendo que f(x) es la funcion
de densidad de X, derivando la férmula anterior se encuentra la funcién
de densidad truncada. En el caso discreto, si x es un posible valor de
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X que se encuentra en el intervalo (a, b|, entonces

flxla< X <b) = P(X=z|la<X <b)
P(X =z,a< X <))
Pla< X <))
P(X =x)
Pla< X <)
f(z)
F(b) — F(a)’

X
X

A partir de las formulas de la proposiciéon anterior y tomando b — oo se
pueden encontrar expresiones para F(x|X > a) y f(x| X > a). Si ahora b
es fijo y se hace a — —o0, entonces se encuentran expresiones reducidas para
Fz|X <b)y f(x| X <b). Estas formulas se muestran explicitamente en
la seccion de ejercicios.

Momentos de las distribuciones truncadas

El n-ésimo momento de una variable aleatoria continua X con distribucion
truncada al intervalo (a,b] siempre existe (por ser una variable aleatoria
acotada) y es

b
E(X”|a<X<b):f 2" f(x]a < X < b)de.

a

Se debe suponer aqui que P(a < X < b) > 0. Las expresiones para
E(X"|X >a)y E(X™|X < b) son anadlogas, aunque encontrar estas inte-
grales puede no ser una tarea facil.

En particular, si X es un tiempo de vida y = > 0 es un valor dado, entonces
cuando a la esperanza condicional E(X |X > z) se le resta el valor z se
obtiene la esperanza del tiempo de vida restante a la edad x. En estudios

actuariales, a este tiempo promedio se le denota por el simbolo gw y se puede
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calcular de la siguiente forma

ex = BEX|X>z)—x
- E(X —z|X >2)
e¢]

= f (u—2z) f(u|X > x)du

x

o0

= f vflv+x| X >x)dv.
0

Mas adelante retomaremos este tiempo promedio de vida restante, o también

llamado residual, a edad x. Por otro lado, la varianza de este nuevo tiempo

de vida es

Var(X —z| X >2) = Var(X|X > z)
= B(X*|X>2)-E*X|X > ).

Hemos indicado que el truncamiento de una variable aleatoria o de su dis-
tribucion se define a través de una distribucién condicional. Este tema per-
tenece a la teoria de la probabilidad y para mayor informacion se puede
consultar, por ejemplo, el texto de S. Guo [24].

Reiteramos que uno de los problemas centrales en el analisis de supervivencia
consiste en estimar la distribuciéon de probabilidad de un tiempo de vida a
partir de datos censurados. Antes de tratar este problema, en el siguiente
capitulo revisaremos algunas funciones equivalentes a través de las cuales se
puede caracterizar la distribuciéon de una variable aleatoria.

1.5. Ejercicios

Tiempos de vida

1. Proponga 3 ejemplos de tiempos de vida indicando con claridad: el
individuo (no necesariamente una persona), el nacimiento (evento ini-
cial) y el fallecimiento (evento final). Los ejemplos deben ser distintos
de los que aparecen en la Tabla 1.1.
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2. Ldmpara.
Suponga que una lampara tiene un tiempo de vida util X con distri-
bucion exp(A), es decir, su funcién de densidad es

f(x)—{ e ™™ s x>0,

0 en otro caso.

Suponga que el tiempo es medido en horas y que A = 0.00006667.
Encuentre:

a) El tiempo promedio de vida 1util de la lampara.

b) La probabilidad de que el tiempo de vida tome un valor entre
14,000 hrs. y 16,000 hrs.

c) La probabilidad de que el tiempo de vida tutil exceda el valor
15,000 hrs.

3. Tiempo de vida uniforme.
Sea X un tiempo de vida con distribuciéon unif(0,a), en donde a > 0
es una constante.

a) Encuentre y grafique f(z).
b) Encuentre y grafique F(z).
c) Encuentre F(X) y Var(X).
4. Matrimonio.
Sean H y M los tiempos de vida individuales de un hombre y una
mujer, medido en anos, a partir del momento en que se unen en ma-

trimonio. Suponga que H y M son independientes con distribuciéon
exp(h) y exp(m), respectivamente. Encuentre la probabilidad de que:

a) El hombre quede viudo.

b) La mujer quede viuda.

c¢) Los dos tiempos de vida concluyan a una distancia, uno del otro,
de a lo sumo 1 ano.
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Censura por la derecha

5. Sea X un tiempo de vida y sea C' > 0 otra variable aleatoria que
representa un tiempo de censura aleatorio por la derecha. Suponga
que ambas variables aleatorias tienen distribucién exp(\) y que son
independientes. Defina

1 si X <C (No censura),
0=1lx<c) = .
0 si X >C (Censura por la derecha).
Calcule:
a) P(6=1).
b) P(6 =0).

Censura por la derecha tipo I

6. Tiempo de vida exponencial.
Sea X un tiempo de vida con distribucion exp(A) y sea ¢ > 0 una
constante que representa un tiempo de censura por la derecha. Sea
0 = l(x<¢) la variable que indica si se observa el valor de X o se

censura. Calcule:

a) P(6=1).
b) P(5 = 0).
7. Tiempo de vida uniforme.
Sea X un tiempo de vida con distribucién unif(0, a), en donde a > 0 es
una constante. Sea c otra constante tal que 0 < ¢ < a y que representa

un tiempo de censura por la derecha. Sea § = 1(x<.) la variable que
indica si se observa el valor de X o se censura. Calcule:

a) P(6=1).
b) P(§ =0).

8. Tiempo de vida exponencial.
Sea X un tiempo de vida con distribucion exp(\).

a) Sean 0 < a < b dos constantes. Encuentre la probabilidad de que
el tiempo de vida tome un valor entre a y b.
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b) Sea ¢ > 0 una constante que corresponde a un tiempo de censura
por la derecha. Calcule la probabilidad de que el tiempo de vida
sea censurado.

9. Tiempo de vida geométrico.
Sea X un tiempo de vida discreto con funcién de probabilidad

fx)=pA—p)* ', z=12...
en donde 0 < p < 1 es un parametro.

a) Sean 0 < n < m dos enteros. Encuentre la probabilidad de que el
tiempo de vida tome un valor entre n y m, inclusive.

b) Sea ¢ = 0 un entero que corresponde a un tiempo de censura por
la derecha. Calcule la probabilidad de que el tiempo de vida sea
censurado.

10. Distribucion del numero de observaciones censuradas.
Sean X1, ..., X, tiempos de vida independientes y con idéntica funcién
de distribucion continua F'(z) y con soporte el intervalo (0, o). Sea ¢ >
0 una constante que representa un tiempo de censura por la derecha
para todos los tiempos de vida. Encuentre:

La distribucién del nimero de observaciones censuradas.

a)

b) El nimero esperado de observaciones censuradas.

c¢) La distribucion del nimero de observaciones no censuradas.
d) El nimero esperado de observaciones no censuradas.

Censura por la derecha tipo II

11. Considere el esquema de censura por la derecha tipo II junto con la
notacion e hipotesis usuales.

a) Escriba la expresion para la funcion de densidad de la r-ésima
estadistica de orden de una muestra aleatoria de tamano n de
una distribucién continua, 1 < r < n.

b) Escriba la expresion para calcular la esperanza de la r-ésima es-
tadistica de orden.
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c) Calcule la esperanza del inciso anterior en el caso de la distribu-
cion unif(0,1). Este es el tiempo promedio en el que concluye el
periodo de observacion en un esquema de censura tipo II para los
tiempos de vida indicados. Utilice la funciéon beta para calcular
esta esperanza.

d) ;Qué sucede con la esperanza del inciso anterior cuando n — o0?

Censura por la izquierda

12.

13.

Tiempo de vida exponencial.

Sea X un tiempo de vida con distribucion exp(A) pero que es observado
s6lo cuando toma un valor en el intervalo [c, 00), para alguna constante
c > 0. Si X no toma un valor en el intervalo indicado, entonces es
censurado por la izquierda con el valor c. Calcule la probabilidad de
que el tiempo sea censurado por la izquierda.

Distribucion del numero de observaciones censuradas.

Sean X1,...,X, tiempos de vida independientes y con idéntica fun-
cion de distribucion continua F(z) y con soporte el intervalo (0, c0).
Suponga que los tiempos sblo son observados cuando toman un va-
lor en el intervalo [¢,0), para alguna constante ¢ > 0. Los tiempos
de vida que toman un valor fuera de esta ventana de observacion son
censurados por la izquierda por el valor c¢. Encuentre:

a) La distribuciéon del niimero de observaciones censuradas.

b

El niimero esperado de observaciones censuradas.

d

c¢) La distribucion del nimero de observaciones no censuradas.

El ntimero esperado de observaciones no censuradas.

Truncamiento

14. Truncamientos unilaterales.

Sea X una variable aleatoria discreta o continua, con funcién de distri-
bucién F'(x), y con funciéon de probabilidad o de densidad f(x). Sean
a y b dos constantes. Demuestre que:
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0 si x < a,
a) (:cX>a)—{ F(:Uz;f;()a) G o
f(=) .
b) ($X>a){1_—F(a) si a<x<b,
en otro caso.
Fz)
c) F(xX<b){ © r < b,
1 si = >b.
fl@) .
d) flx] X <b) = m si z<b,
0 si x>b.

Nota: Observe que, en estas formulas generales, X no necesariamente
es un tiempo de vida y se debe cumplir que P(X >a) =1—F(a) > 0
6 P(X <b) = F(b) > 0, segtn sea el caso, cuando estas expresiones
aparecen como el denominador de un cociente.

. Distribucion uniforme.
Sea X una variable aleatoria con distribuciéon unif(A, B), en donde
A < B. Sean a y b dos constantes tales que A < a <b < B.

a) Encuentre F(z|a < X <0).

b) Encuentre f(z|a < X <b).

c) Grafique en el mismo plano F(x) y F(z|a < X <b).
d) Grafique en el mismo plano f(z) y f(z]a < X <b).
e) Encuentre E(X) y E(X |a < X <b).

. Distribucion uniforme.

Sea X una variable aleatoria con distribucion unif(0, a), en donde a > 0
es un parametro. Sea ¢ una constante tal que 0 < ¢ < a.

a) Encuentre f(z|X < ¢).
b) Encuentre F(z | X < ¢).
c) Grafique en el mismo plano f(z) y f(z|X < ¢).
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d) Grafique en el mismo plano F(z) y F(z| X < ¢).
e) Encuentre E(X) y E(X | X < ¢).

17. Distribucion uniforme.
Sea X una variable aleatoria con distribucion unif(0, a), en donde a > 0
es un parametro. Sea ¢ una constante tal que 0 < ¢ < a.

a) Encuentre f(z|X > ¢).
b) Encuentre F(z|X > ¢).

)

)
c¢) Grafique en el mismo plano f(x) y f(z|X > ¢).
d) Grafique en el mismo plano F(z)y F(z|X > ¢).
)

e) Encuentre E(X)y E(X | X > ¢).

18. Distribucion exponencial.
Sea X una variable aleatoria con distribucion exp(A). Sean a y b dos
constantes tales que 0 < a < b < 0.

a) Demuestre que

0 si x < a,
1_6—)\(90—(1)
Flxla< X <b) = R <
(x| ) [~ o A—a) si a<z<b,
1 si x>b.

b) Grafique en el mismo plano F(x) y F(z|a < X <b).

¢) Demuestre que
A e—AMz—a)

fxla< X <b)=<{ 1—¢e M)
0 en otro caso.

si a<z<b,

d) Grafique en el mismo plano f(z)y f(z]a < X <0).

e) Demuestre que

(a+1/N)e 2 — (b4 1/X)e ™
o—Aa _ o b :

E(X|a<X<b)=
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19.

20.

21.
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f) Demuestre que h’r%blim EX|a<X <b)=1/A
a— —> Q0
Todas las féormulas anteriores se reducen a expresiones maéas sencillas
para el caso de truncamiento por abajo (b = o), y para el truncamiento
por arriba (a = 0).

Distribucion uniforme discreta.

Sea X una variable aleatoria discreta con distribucion unif{1,..., N}.
Sean n y m dos ntmeros enteros tales que 1 < n < m < N. Encuentre
las funciones:

Distribucion geométrica.
Sea X una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad

f@)=p(l—p)* ' z=1,2...

en donde 0 < p < 1 es un parametro. Sean 1 < n < m dos enteros.
Encuentre las funciones:

Distribucion normal.
Suponga que un tiempo de vida X se puede modelar mediante la dis-
tribucion N(p, 02) truncada al intervalo (a,0), con a > 0 constante.

a) Encuentre f(z|X > a).

¢) Encuentre E(X | X > a).

)
b) Grafique en el mismo plano f(z)y f(z| X > a)
)
d) Encuentre Var(X | X > a).



Capitulo 2

Funciones basicas

En este capitulo estudiaremos algunas funciones asociadas a una variable
aleatoria X, discreta o continua, que puede representar un tiempo de vida
en el caso cuando es positiva. La distribucién de esta variable aleatoria se
puede caracterizar, de manera equivalente, a través de cualquiera de las
siguientes funciones:

s Funciéon de distribucion

Se define como F(x) := P(X < z), para —00 < & < 00. De manera
equivalente, tenemos la funcién de probabilidad o de densidad deno-
tada por f(z). En general, estas son las funciones mas comunes para
caracterizar la distribucién de una variable aleatoria cualquiera, no
necesariamente aquellas que representan un tiempo de vida.

= Funcién de supervivencia

Se define como S(x) := P(X > x), para —00 < x < 00. En el caso de
tiempos de vida, esta funcion indica la probabilidad de que el tiempo
de vida X exceda (o que el individuo sobreviva) al tiempo = > 0. Es
claro que se cumple la identidad S(z) =1 — F(z).

= Funciéon de riesgo

Se define como A\(z) := f(x)/S(z) en el caso continuo, para valores de
x tales que S(x) > 0. En el caso de tiempos de vida, esta funcién esta
relacionada con la probabilidad condicional de que un individuo que
ha alcanzado la edad x fallezca en el siguiente instante de tiempo.

35
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= Funcion tiempo promedio de vida residual
Se define como R(z) := E(X —z|X > x), para —00 < x < 00, bajo
la hipotesis de que esta esperanza sea finita. En el caso de tiempos de
vida, esta funcion es el tiempo de vida promedio que le resta por vivir
a un individuo de edad = > 0.

A continuacién estudiaremos estas funciones con mayor detalle y demostra-
remos que son equivalentes. Segtun convenga, se utiliza cualquiera de ellas
en el estudio de los tiempos de vida. La ventaja radica en que es suficiente
estimar cualquiera de estas funciones para que la distribuciéon del tiempo de
vida quede especificada. Por otro lado, para ilustrar la forma de encontrar
estas funciones, supondremos que los tiempos de vida tienen distribuciones
de probabilidad conocidas, aunque, como hemos indicado antes, ese no es el
caso en la mayoria de las situaciones practicas.

Sea X > 0 una variable aleatoria, discreta o continua, que modela un tiem-
po de vida. En general, la distribucién de X es desconocida y nos interesa
estimarla a la luz de una serie de observaciones, posiblemente censuradas.
Supondremos que se cuenta con una unidad de medida del tiempo. Esta
unidad puede ser un minuto, una hora, un dia, una semana, un mes, un ano,
etc. Si los tiempos de vida se pueden medir de manera continua, entonces el
conjunto de valores de estas variables aleatorias, en general, es el intervalo
(0,00). Por otro lado, si el tiempo se mide de manera discreta, entonces los
valores son 1,2, ...

2.1. Funcion de distribucion

En la teoria general de la probabilidad y la estadistica, la funcién de dis-
tribucion es la forma mas usual para caracterizar a la distribuciéon de una
variable aleatoria X. Recordemos que esta importante funciéon se define para
cualquier niimero real x de la siguiente forma

F(x)=P(X <x), —-o0<z<ow0.
Recordemos también que esta funcion satisface las siguientes propiedades:

1. lim F(x) = 1.

T—00
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2. lim F(x)=0.

T—>—00

3. Six; < xg entonces F(z1) < F(x2).
4. F(x) es continua por la derecha, es decir, F(z+) = F(x).

La expresion F'(x+) denota el limite por la derecha de la funcion F' en el
punto z, es decir, se define

F(z+) := lg‘% F(z + ¢).

La ultima propiedad enunciada para la funcién de distribucion establece
que la continuidad por la derecha de la funcion F'(z) se cumple siempre pa-
ra cualquier punto z, pues F'(z+) coincide con F(z). En este contexto, la
expresion “z+" denota un limite o aproximaciéon por la derecha y no un dato
censurado por la derecha.

De manera analoga, se define el limite por la izquierda de la funcién F' en el
punto x como

F(x—) :=lim F(z — ¢).

(=) = lim Fa —

En general, para una funciéon de distribucién cualquiera, no se cumple que
F(x—) = F(x) para todo valor x, es decir, no se cumple la continuidad por
la izquierda en todo punto z. La expresion ‘x—" usada aqui denota un limite
o aproximaciéon por la izquierda y no un dato censurado por la izquierda.

» Caso continuo

Cuando una variable aleatoria X es absolutamente continua, su funciéon
de distribuciéon se puede escribir como

F(z) = fio f(u) du, —0 < x < 0,

en donde a la funciéon f(x) > 0 se le llama funcién de densidad. La
funcion f(x) es otra representacion equivalente de la distribucion de X.
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s Caso discreto

Cuando X es discreta con valores x1,x9,..., se define la funciéon de
probabilidad como

P(X =ux;) si z=ux,x2,...
flz) =
0 en otro caso,

y la funcion de distribucién se puede expresar como

F(x) = Z fxy), —0 < x < 0.

T;<T

Los conceptos anteriores se aplican igualmente al caso particular de nuestro
interés, es decir, cuando la variable aleatoria X es positiva y representa un
tiempo de vida. El lector puede encontrar una exposiciéon de la funcién de
distribucion y sus propiedades en el texto de A. Gut [25].

2.2. Funcién de supervivencia

Sea X una variable aleatoria positiva que modela un tiempo de vida y sea
F(x) = P(X < z) su funcion de distribucion. A la funcion definida como
la probabilidad complementaria a F'(x) se le llama funcién de supervivencia.

Definicion 2.1 La funcion de supervivencia de un tiempo de vida X es

S(x):=P(X >z)=1—F(x), —o0<zx< 0.

Es decir, la funcién de supervivencia es, simplemente, la cola de la distri-
bucién del tiempo de vida. Para cada = > 0, esta funcién proporciona la
probabilidad de que la muerte o falla se presente después del valor z. Equiva-
lentemente, es la probabilidad que el individuo sobreviva a la edad o tiempo
x. De esta tltima interpretacion surge el nombre de funciéon de superviven-
cia. A la grafica de la funcion S(x) se le llama curva de supervivencia.
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Es evidente que existe una equivalencia entre la funciéon de distribucion y
la funcién de supervivencia. De una se puede obtener facilmente la otra.
En consecuencia, la funcion S(x) también caracteriza de manera tnica a
la distribucién de la variable aleatoria. Las propiedades que satisface una
funcion de supervivencia son analogas a las de una funcién de distribucion
y se enuncian a continuaciéon. Su demostracion se deja como ejercicio para
el lector y para desarrollar los detalles se pueden utilizar las propiedades
basicas de F'(x), las cuales fueron recordadas en la pagina 36.

Proposicion 2.1 Toda funcion de supervivencia S(z) satisface las si-
guientes propiedades:

1. S(0) = 1.
2. lim S(z) = 0.

Tr—00

3. Si x1 < w9 entonces S(x1) = S(x2).

4. S(x) es continua por la derecha, es decir, S(x+) = S(x).

En palabras, toda funcién de supervivencia inicia en el valor 1 al tiempo ini-
cial z = 0, y paulatinamente va decreciendo hacia el valor 0. La continuidad
por la derecha se hereda de la misma propiedad para la funcién de distribu-
cion. Recordemos que, en este contexto, la expresion “xz+” denota un limite
o aproximacioén por la derecha y no un dato censurado por la derecha. Sin
tener un tiempo de vida X de por medio, se puede definir una funcién de
supervivencia a partir de las cuatro propiedades anteriores. Esto se establece
a continuacion.

Definicion 2.2 Una funcion S(z) : R — [0,1] es de supervivencia si
cumple las propiedades (1), (2), (3) y (4) de la Proposicion 2.1.

El siguiente enunciado muestra la relacion entre la funciéon de supervivencia
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S(x) y la funcion de densidad f(z) en el caso continuo, o de probabilidad
en el caso discreto.

Proposicion 2.2 Sea X una vartable aleatoria que modela un tiempo de
vida y sea f(x) su funcion de densidad o de probabilidad. Sea S(z) su funcion
de supervivencia.

1. 51 X es continua, entonces
flz) = ——S() 0 <z < o0,

S(x) = J f(u 0<x < o0.

flx) = S(z—)—-S(z), 0<xz<oo,
S(z) = Zf(u), 0 << 0.

u>x

Demostracion. Los resultados se obtienen de manera inmediata al subs-
tituir S(x) por 1 — F(x). .

Ejemplo 2.1 (Tiempo de vida exponencial)
Supongamos que X es un tiempo de vida continuo con distribucion exp(\).
Es inmediato comprobar que

S(x)=e 0<z<on.

La grdfica de esta funcion se muestra en la Figura 2.1. Se aprecia el com-
portamiento decreciente, para x = 0, que debe presentar toda funcion de
supervivencia. Conforme x crece, la probabilidad de sobrevivir a la edad x
decrece. .
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Figura 2.1: Funcién de supervivencia exponencial.

Ejemplo 2.2 (Tiempo de vida geométrico)
Como un ejemplo de un tiempo de vida discreto, suponga que X tiene la
sigutente distribucion geométrica de pardmetro p, con 0 < p < 1,

0 en otro caso.

Fa) = { p(1—p)* 1t s z=1,2,...

Se puede comprobar que
S(x)=(1-p)*, =x=12,...

Por simplicidad en la escritura, se ha especificado la funcion S(x) unicamen-
te en los puntos de discontinuidad; en realidad estd definida para x € (0, 0).
La grifica de esta funcion se muestra en la Figura 2.2. Se observa el com-
portamiento decreciente en forma de escalera y se enfatiza la continuidad
por la derecha de S(x). Observe también que la funcion S(x) no es continua
por la 1zquierda en los puntos de discontinuidad. .

Dado que estamos considerando que los tiempos de vida son positivos, en lo
sucesivo especificaremos a las funciones de supervivencia S(z) tnicamente
para valores x > 0. Pueden proporcionarse mas ejemplos de modelos para-
métricos para tiempos de vida (variables aleatorias positivas), sin embargo,
para algunos de ellos la expresion para S(x) podria no ser sencilla de escri-
bir. En la Seccién 3.1 titulada “Distribuciones paramétricas”, que aparece en
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S(x)
1 ...................................
: : : : x
0 1 2 3 4

Figura 2.2: Funcién de supervivencia geométrica.

la pagina 99, se hace

una revision de las caracteristicas de algunos de estos

modelos paramétricos. En la Tabla 2.1 se muestra la expresion de la funcion
de supervivencia de estos modelos.

gama(7, A)

lognormal( s,

o?) S

Tiempo de vida Funciéon de supervivencia
unif(a, b) S(z)y=0b—-—z)/(b—a), a<z<b
exp(A) S(x) =exp(—=Az), >0
Gompertz(b, c) S(z) = exp (2(1 —e“)), x>0
Makeham(a, b, ¢) S(x) = exp (g(l —e“) —ax), x>0
Weibull(a, ) S(z) =exp(—Az*), >0

()

()

()

Pareto(a, )

Tabla 2.1: Funciones de supervivencia de algunas distribuciones.
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Funcién de supervivencia truncada

Veremos ahora la forma en la que cambia una funcién de supervivencia bajo
truncamiento.

Proposicion 2.3 Sea X un tiempo de vida con funcion de supervivencia
S(x). Sean 0 < a < b dos constantes tales que P(la < X < b) > 0. La
funcion de supervivencia truncada al intervalo (a,b] es

1 st x < a,
S(xla< X <b) = % st a<x<b,
0 st x > b.

Demostracion. Puede comprobarse sin dificultad que, parax < ay x > b,

los valores de esta funcién son 1 y 0, respectivamente. Por otro lado, para
x € (a,b],

Srxla< X <b) =

Tomando a = 0 se puede encontrar una expresion reducida para S(z | X <
b). Por otro lado, para a = 0 fijo, haciendo b — o0 se puede encontrar tam-
bién una expresion més sencilla para S(z | X > a).

Puede comprobarse que las funciones truncadas S(z|a < X <b), S(z| X <
b) y S(z|X > a) son, efectivamente, funciones de supervivencia, es decir,
satisfacen las cuatro propiedades que aparecen en la Definicién 2.2.
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Foérmula del producto

En esta seccién vamos a considerar algunas probabilidades condicionales de
supervivencia. En particular, encontraremos una férmula que resultara tutil
en la estimacion de la funcién de supervivencia y que lleva el nombre de for-
mula del producto. Empezaremos con tres resultados faciles de comprobar.

Proposicion 2.4 Sea X un tiempo de vida con funcion de supervivencia
S(x). Sea x = 0 un tiempo o edad tal que S(x) > 0. Entonces, para cualquier
t>0,

1. Pe< X <z+t)=5x)—Sx+1).

2. Pe<X<z+t|X>uz)= S(x);(i()“t).
3. P(X>x+t\X>x)=%.

Demostracion.

l. Pe<X<z+t)=P(X<z+t)—P(X <z
— F(z+1t)— F(z)
=[1 =5 +t)]-[1-5)]
= S(z) — S(z + ).

Plz<X<z+t)
P(X > x)
F(x+1t)— F(x)
1—F(x)

_ S(x) — S(x+1t)
S(x) '

2. Pe<X<z+t|X>z)=
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P(X >z +1)
P(X > x)

_ Sz +1t)

S(xz)

3. PX>z+t|X>z) =

La primera féormula corresponde a la probabilidad de que un tiempo de vida
concluya en el intervalo (z,z +t] en términos de la funciéon de supervivencia.
La segunda formula es la probabilidad del mismo evento que aparece en la
formula anterior pero condicionada al evento (X > z), es decir, cuando el
individuo ha sobrevivido al tiempo o edad x, suponiendo que la probabilidad
de este ultimo evento es estrictamente positiva. Puede comprobarse que esta
probabilidad condicional es mayor o igual a la probabilidad de la primera
formula, es decir,

Pe<X<z+t|X>z)=2Plrx<X<z+1).

La tercera formula corresponde a la probabilidad de que un individuo que
ha alcanzado la edad x, sobreviva ¢ unidades de tiempo adicionales. Observe
que los eventos de las ultimas dos probabilidades son complementarios, es
decir, la suma de las probabilidades condicionales es 1.

A partir de lo anterior, tenemos la siguiente descomposicién que es de utili-
dad para estimar la funciéon de supervivencia.

Proposicion 2.5 (Férmula del producto) Sea X un tiempo de vida
con funcion de supervivencia S(x). Sean 0 = xog < 1 < T3 < -+ < Ty
tiempos dados tales que S(xn—1) > 0. Entonces

1:[ [ Pl < X < $k+1\X>£L‘k)] (2.1)

Demostracion. Se inicia escribiendo a S(z,,) como un producto en donde
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se verifican varias cancelaciones de términos.

" S(zks)

S(z,) =
(&) o S@k)
n—1
— ] P(X > apy1 | X > xp) (2.2)
k=0
n—1

= [1 —P(X <z | X > xk)]

n—1
= [1—P(xk<X<xk+1|X>xk)].
k=0

Este resultado tiene una interpretacion sencilla: la probabilidad de supervi-
vencia al tiempo x,, es igual al producto de las probabilidades condicionales
de que no se presente falla o muerte en ninguno de los intervalos previos,
dado que se ha llegado con vida al inicio de cada intervalo. Tal vez esto
pueda entenderse mejor a partir de la expresion (2.2).

En el Capitulo 4 “Modelos no paramétricos”, veremos que se pueden propo-
ner estimaciones para las probabilidades condicionales que aparecen como
factores en la formula del producto (2.1) y, por lo tanto, se puede generar
una estimacion para el valor de la funciéon de supervivencia en el tiempo x,,.

Para finalizar, observemos que todos los resultados que aparecen en esta
seccion se cumplen sin importar si el tiempo de vida es discreto o continuo.

2.3. Funcién de riesgo

Esta es otra funcién que se le asocia a cada tiempo de vida. Es equivalente a
la funcién de supervivencia y resulta también conveniente para la modelacion
y anélisis de los tiempos de vida. Separaremos nuestra exposicion en el caso
continuo y discreto.
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Funcién de riesgo continua

Definicion 2.3 Sea X un tiempo de vida continuo con funcion de den-
sidad f(z) y funcion de supervivencia S(x). La funcion de riesgo es

)
S(x)’

para x > 0 tal que S(x) > 0.

A(z) =

Esta funcién representa la intensidad o propension para concluir el tiempo
de vida en un instante inmediatamente después de x cuando el fallecimiento
o falla no ha ocurrido hasta ese momento z. Esta interpretacion se obtiene
del siguiente argumento: La probabilidad de que el tiempo de vida X tome
un valor en el intervalo infinitesimal (z,2x + Ax), dado que al tiempo z no
se ha presentado la falla o muerte, es

P(X € (z,x + Ax))
P(X > x)
flx) Ax
S(z)
= Az)Ax.

P(Xe(z,x+Ax)| X >x) =

&

En el limite cuando la longitud del intervalo infinitesimal Ax se hace cero,
la probabilidad condicional considerada es la funciéon de riesgo.

La funcion de riesgo A(x) recibe diferentes nombres en las distintas areas de
aplicacion. Por ejemplo, se le llama fuerza de mortalidad (force of mortality)
en demografia, se conoce también como tasa de falla condicional (conditional
failure rate) en teoria de la confiabilidad, también se le llama tasa de riesgo
(hazard rate) en teoria del riesgo, y también tasa de intensidad (intensity
rate) en la teoria de los procesos estocasticos. La notacion también puede
cambiar de una disciplina a otra, por ejemplo, se le puede escribir como la
funcion h(x).
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Ejemplo 2.3 (Tiempo de vida exponencial)
Sea X un tiempo de vida con distribucion exp(\). Entonces X tiene funcion
de riesgo constante pues, para cualquier x > 0,

T e—)\ac
Aw) = L];Ex; - )\e_m

Es decir, a cualquier edad alcanzada x, la propension o intensidad a morirse
es constante igual a \. En otras palabras, para tiempos de vida exponencia-
les, la vejez no incrementa la mortalidad. Esta es otra manera de expresar la
propiedad de pérdida de memoria de la distribucion exponencial. Puede com-
probarse que esta distribucion es la unica distribucion continua con soporte
(0,0) y con funcion de riesgo constante. Véase el Fjercicio 56. =

=\

Ejemplo 2.4 (Tiempo de vida uniforme)

Sea X un tiempo de vida con distribucion unif(a,b), con 0 < a < b cons-
tantes. Entonces f(x) =1/(b—a) para a < x < b, y puede comprobarse que
S(x) = (b—z)/(b—a) en el mismo intervalo. Por lo tanto,

f@) 1
S(z) b—x’
La grifica de esta funcion se muestra en la Figura 2.3. Observe que una per-

sona de edad cercana al valor b tiene una propension a morirse cast infinita
pues nadie puede llegar a tener edad b. .

AMz) = para a <z <b.

Ax)

Figura 2.3: Funcion de riesgo de un tiempo de vida unif(a, b).
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Como puede observarse en los ejemplos anteriores, la grafica de la funciéon
de riesgo A(x) permite tener una idea cualitativa de las edades o tiempos de
mayor y menor mortalidad.

En el caso continuo, la funcién de riesgo y la funciéon de supervivencia estan
relacionadas como indican las expresiones siguientes, en donde la funciéon
log x denota logaritmo natural.

Proposicion 2.6 Sea X un tiempo de vida continuo con funcion de
supervivencia S(x) y funcion de riesgo A(x). Para valores x tal que
S(z) > 0 se cumple:

d S'(x)

1. )\(.CL’) = —% log S(q;) - —

T

2. S(x) =exp (—JO Au) du).

Estas igualdades son faciles de comprobar y se deja hacer los detalles como
ejercicio. Establecen la equivalencia entre S(x) y A(z). Es decir, a partir de
una de estas funciones, se determina, de manera tnica, la otra funcién a
través de las formulas indicadas.

Ejemplo 2.5 Como un caso general de funcion de riesgo continua tenemos
a la funcion de riesgo Rayleigh, definida como el polinomio

ANz) = ag + a1z + asx® + -+ + apx”, para x>0, (2.3)

en donde los coeficientes ag,ay,...,a, son tales que A(x) > 0 para todo
x > 0. Usando la seqgunda formula de la Proposicion 2.6, puede comprobarse
con facilidad que la funcion de supervivencia asociada es

S(z) = exp {—apx — a12®/2 — - -+ — apa" ™ /(n + 1)}, para x> 0.

Como casos particulares de (2.3), tenemos las siguientes funciones de riesgo:
para a >0y b= 0,
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()
b) Nz)=azx+b, >0
c) Mx)=ar?>+b, z>0.
d) Mz)=a(l+2)2+b, >0
1
e) )\(:1:)=1+x, x> 0.

Para cada una de estas funciones puede encontrarse la funcion de supervi-
vencia asociada S(x). .

Ejemplo 2.6 Como un sequndo caso general tenemos que si a >0 y 3> 0
son dos constantes, entonces la funcion de riesgo exponencial se define como

Az) = ae’®, para x> 0.
Usando nuevamente la sequnda formula de la Proposicion 2.6, puede com-
probarse que la funcion de supervivencia asociada es

Q

S(z) = exp i

(1—€)}, para x> 0.

En la Tabla 2.2 se muestran las expresiones de las funciones de riesgo de
los modelos paramétricos que se revisan en la Seccidon 3.1 “Distribuciones
paramétricas’.

Caracterizacién de una funcién de riesgo

Consideremos el caso de un tiempo de vida con funcién de supervivencia tal
que S(x) > 0, para todo x > 0. Para que una funcién continua A(x) definida
sobre el intervalo (0, 0) sea la funcion de riesgo asociada, debe satisfacer la
igualdad \(z) = —S"(x)/S(x), para x > 0 tal que S(x) > 0. Es decir,

Az) S(z) + S'(z) = 0.
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Tiempo de vida Funcion de riesgo
unif(a, b) Mx)=1/(b—2x), a<x<b
exp(A) AMz)=A, >0
Gompertz(b, ¢) AMz)=be", x>0
Makeham(a, b, c) AMz)=a+be”, x>0
Weibull(a, \) Mz) =aXz®l >0
gama(y, \) Formula general A(z) = f(z)/S(x), x>0
lognormal(y, o%) Formula general A(x) = f(z)/S(x), = >0
Pareto(a, ) MNz)=a/z, =7
Tabla 2.2: Algunas distribuciones y sus funciones de riesgo.
Multiplicando esta ecuacion por el factor integrante exp{{j A(u)du}, se

encuentra que la solucién para S(x) es

56 - com(- [0

en donde ¢ > 0 es una constante. Las propiedades que satisface S(x) se
pueden trasladar ahora a A(x). La condicién S(0) = 1 implica que ¢ = 1. La
condicion de que S(x) es decreciente implica que A(z) >
S(0) = 1y la condicion S(o0) = 0 implica que la integral anterior es infinita

cuando x — 00. Esto lleva a la siguiente definicion.

0. Se cumple que

Definicion 2.4 Una funcion integrable A(x) definida sobre (0,00) y con
soporte {x : A(x) > 0} no acotado es una funcion de riesgo si cumple las
condiciones:
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Se debe senalar que la definicion anterior solo aplica a funciones A(x) defini-
das sobre (0, 0). Pueden existir, sin embargo, funciones de riesgo definidas
sobre intervalos de tiempo acotados, por ejemplo, la que se presenta en el
Ejemplo 2.4 sobre la distribuciéon unif(a, b).

Funciéon de riesgo acumulado (caso continuo)

Para tiempos de vida continuos, a la integral que aparece en la segunda
formula de la Proposicion 2.6 se le llama funcion de riesgo acumulado. La
definiremos a continuacion.

Definicion 2.5 Sea X un tiempo de vida continuo con funcion de riesgo
A(z) definida en un intervalo (0,a) para algin valor a tal que 0 < a < .
La funcion de riesgo acumulado es

A(x) := f AMu)du, para 0<z < a. (2.4)
0

Es claro que las funciones A\(z) y A(x) son equivalentes en el sentido de que
a partir de una de ellas se determina de manera tnica la otra. Para verificar
esto se puede usar (2.4), o su expresion equivalente A'(z) = \(z).

Ejemplo 2.7 (Tiempo de vida exponencial)

Para un tiempo de vida X con distribucion exp(\), hemos comprobado que
la funcion de riesgo es AN(x) = X, para x > 0. Por lo tanto, la funcion de
riesgo acumulado es A(z) = Az, para x > 0. .

Ejemplo 2.8 (Tiempo de vida uniforme)

Para un tiempo de vida X con distribucion unif(a,b), hemos encontrado que
la funcion de riesgo es AN(x) = 1/(b—z), para a < x < b. Puede comprobarse
que la funcion de riesgo acumulado es

T 9 o
A(:U)zf b—udu:logz——Z’ a<zx<b.
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A partir de lo anterior, es inmediato verificar la siguiente identidad.

Proposicion 2.7 Para tiempos de vida continuos,

A(x) = —log S(z), para x>0 tal que S(z) > 0.

Demostracion. Por la segunda féormula de la Proposicion 2.6,

X
S(z) = exp {—f Au)du} = exp{—A(z)}.
0
Resolviendo para A(x) se obtiene el resultado. Recuerde que log indica lo-
garitmo natural. .

Para un modelo paramétrico cualquiera, la facilidad para encontrar la fun-
cion de riesgo acumulado A(z) usando la formula de la tltima proposicion
dependeré de la disponibilidad de una expresion sencilla o manejable para

S(z).

Funcién de riesgo discreta

A continuacion estudiaremos la funciéon de riesgo para tiempos de vida dis-
cretos. La definicién e interpretacion es similar al caso continuo.

Definicién 2.6 Sea X un tiempo de vida discreto con valores 0 < x1 <

xg < -+, con funcion de probabilidad f(x;) y funcion de supervivencia
S(x;). La funcion de riesgo asociada es
S (i) :
ANxi) i= ———"—=, para 1=1,2,...
( Z) S(xi—l)

Observe que debemos definir zy := 0, S(0) := 1 y que, ademas, el cociente
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anterior tiene sentido s6lo cuando S(x;—1) > 0. La funcion de riesgo discreta
A(x;) también se puede escribir como

M) = M,
Esta expresion tiene un aspecto mas similar al caso continuo. La aparente
diferencia en la definicion de funcién de riesgo para los casos continuo y
discreto se resuelve al recordar que si X es una variable aleatoria continua,
entonces S(z) = P(X > z) = P(X > z). Con esto se compatibilizan ambas
definiciones.

para 1 =1,2,...

En el caso discreto, a partir de la definicién, es evidente que la funciéon de
riesgo A(x;) representa la probabilidad de que un individuo fallezca a edad x;
dado que ha sobrevivido a edad x;_1, de modo que el fallecimiento ocurrira
en alguna de las edades z;, x;11, ... Por simplicidad, a menudo supondremos
que los valores de un tiempo de vida discreto son los nimeros naturales
1,2,... o un subconjunto de éstos.

Ejemplo 2.9 (Tiempo de vida geométrico)
Sea X un tiempo de vida discreto con la distribucion geométrica que aparece
abajo, en donde 0 < p < 1.

_ p)r—1 ) =
f(a:){p(l p) si x=1,2,...,

0 en otro caso.

Puede comprobarse que S(x) = (1 —p)*, para x = 0,1,... Entonces X tiene
funcion de riesgo constante pues, para cualquier x = 1,2, ...

_ fl@) _pQ-p)t
TS T et P

Es decir, a cualquier edad alcanzada x, la propension o intensidad a morirse

es constante igual a p. Esta es la misma situacion que en el caso de tiempos
de vida exponenciales pero ahora en el caso discreto: para tiempos de vida
geométricos, la vejez no incrementa la mortalidad. Esta es otra forma de
expresar la propiedad de pérdida de memoria de la distribucion geométrica.
Puede comprobarse que esta distribucion es la unica distribucion discreta con
soporte {1,2,...} y con funcion de riesgo constante. Véase el Ejercicio 56.
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Ejemplo 2.10 (Tiempo de vida uniforme discreto)
Sean 0 < x1 < xo < x3 tres numeros y sea X un tiempo de vida discreto con
distribucion unif{x1,xo, xs}. Es fdcil comprobar que

1/3 si x=ux1,
AMz)=<% 1/2 si z=x9,
1 $1 T = T3.

Esta es una funcion creciente cuya grdfica se muestra en la Figura 2.4. Se
observa que N(x3) = 1, es decir, la probabilidad de que una persona que ha

sobrevivido a edad xo muera a edad x3 es 1, pues nadie puede sobrepasar la
edad mdxima 3. .

1 R
I

Figura 2.4: Funcion de riesgo discreta.

La relacion entre la funciéon de riesgo, la funciéon de supervivencia y la fun-

cion de probabilidad para un tiempo de vida discreto se establecen en los
siguientes resultados.



56 CAPITULO 2. FUNCIONES BASICAS

Proposicion 2.8 Sea X un tiempo de vida discreto con wvalores 0 <
] < x,... con funcion de supervivencia S(x;) y funcion de riesgo A(x;).
Entonces

1. P(X =x;) = S(wj—1) — S(x;), para i=1,2,...

S(:Ei_l) — S(:EZ) _1_ S(:Ez)
S(Q?i_l) S(xi_1)7

H S 5(z:) 1:[ 75) para x>0.

T;<T

4. S(x;) = [1 = X=;)] S(xi—1), para i=1,2,...

para 1=1,2,...

Demostracion. Para:=1,2,...

1. P(X = IZ) = P(X > xi_l) — P(X > JZZ) = S(CCi_l) — S(QZ@)

fla)) _ PX =) _ S@i) = Si) _ |  Sw)
S(.’L‘i_l) P(X > xi—l) S(:Ei_l) S(l’i_l)'

2. A(:EZ) =

3. Sea x > 0 un valor fijo y sea x, el valor més grande que puede tomar
X tal que z,, < z. Entonces, por el resultado (2),

[T-aw) = [ 50

T;<T T;<T 1)
_ S(=) S(z2) S(xs)  S(zw)
S(%O) S(:Bl) S(:L‘g) S(mu_l)
= S(xy)
= S(x).
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4. Por el resultado (3),

Si) =[]0 =A@
j=1

i—1

= =A@ | [ =)

it

= [1 — )\(:UZ)] S(:Ci_l).

Observe que la relacion (4) establece una relacion recursiva para S(z). Las
identidades recién demostradas establecen, también en este caso discreto,
que las funciones S(z;) y A(x;) son equivalentes.

Funcién de riesgo acumulado (caso discreto)

La definicion de la funcion de riesgo acumulado en el caso discreto es anéloga
al caso continuo. La revisaremos a continuacion.

Definicion 2.7 Sea X un tiempo de vida discreto con valores 0 < x1 <
x9 < .-+ y con funcion de riesgo A(xz;). La funcion de riesgo acumulado
es

Ax) = Z Mz;), para xz > 0.

T; <X

Es decir, A(z;) = A(z1) + AM(z2) + -+ + A(z;), parai = 1,2,... En el caso
continuo sabemos que se cumplen las siguientes relaciones:

Aw) = —logS(x).
S@) = exp{-A()}.

En el caso discreto esto no necesariamente es cierto. Por ejemplo, para el
caso X ~ unif{xy,z9,x3} que se estudi6 en el Ejemplo 2.10, tenemos que
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A(xzg) = AMz1) + AM(x2) = 1/3 4+ 1/2 = 5/6, mientras que S(z2) = 1/3. Por lo
tanto, S(x2) # exp {—A(z2)}.

Funcién de riesgo truncada

Veremos ahora la forma en la que cambia la funcién de riesgo bajo trunca-
mientos. Utilizaremos los resultados vistos anteriormente acerca de la fun-
cion de supervivencia.

Proposiciéon 2.9 Sea X un tiempo de vida continuo con funcion de
riesgo A\(x). Sean 0 < a < b dos constantes tales que P(a < X < b) > 0.
La funcidon de riesgo truncada al intervalo (a,b] es

f(z)

/\(x]a<X<b)=ma

a<x<b.

Demostracion. Por definicién, para a < x < b,

<
Mzla< X <b) = >

Puede comprobarse que A(z |a < X < b) es la funcion de riesgo asociada a
la funcion de supervivencia S(x|a < X < b). A partir del resultado recién
demostrado es inmediato ahora encontrar una féormula para la funciéon de
riesgo acumulado truncada, en términos de la funciéon de supervivencia.



2.3. FUNCION DE RIESGO 59

Proposicion 2.10 Sea X un tiempo de vida continuo con funcion de
riesgo A(z). Sean 0 < a < b dos constantes tales que P(a < X < b) > 0.
La funcion de riesgo acumulado truncada al intervalo (a,b] es

A(a:|a<X<b)=log<

Demostracion. Por definicién, para a < x < b,

Alz|la< X <b) = J)\(u|a<X<b)du
0

= J AMula < X <b)du

r )
ﬁwﬂm—S@du

Alternativamente,
Alz]la< X <b) = —logS(zx]|a< X <b)
S(a) — S(b)
— Jog (2L T2V
Og(sm>—sw>

Recordemos que todas las formulas encontradas pueden reducirse a expre-
siones mas simples cuando el intervalo de doble truncamiento (a,b] es un
truncamiento por abajo, (a,c0), o bien un truncamiento por arriba, (0, b].

Para el caso discreto se tienen las formulas que aparecen abajo y que son
analogas a las demostradas en el caso continuo. Se deja como ejercicio la
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comprobacion de estas identidades.

f (i)
) X< = ) i S )
Mz |a < b) S(a) — S0 a<x; <b
f(xj)
Az;la< X <b) = , a<ux; <b.
(@ ) K;@ S(zj) — S(b)

2.4. Funcién tiempo medio de vida restante

Se le llama tiempo de vida restante a un tiempo de vida truncado por abajo
y medido a partir del momento del truncamiento. También se le llama tiem-
po de vida residual. Aqui tenemos la definicién.

Definicion 2.8 Sea X un tiempo de vida con funcion de supervivencia
S(z). Sea x = 0 un tiempo fijo tal que S(x) > 0. A la variable aleatoria
T := X —x, condicionada al evento (X > x), se le llama tiempo de vida
restante, o residual, a edad x.

Tiempo de vida restante T" a edad x

| x
x Fallecimiento

o —+—

Tiempo de vida original X

Figura 2.5: Tiempo de vida restante a edad .

De este modo, para cada tiempo o edad x > 0, se puede definir el tiempo de
vida T' que le resta por vivir a una persona de edad z. El evento (X > z)
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significa que el individuo se encuentra con vida al tiempo z. Véase la Figu-
ra 2.5. La definicion anterior es valida tanto para tiempos de vida discretos
con continuos. Observe que la variable aleatoria T es no negativa y coincide
con el tiempo de vida original X cuando se toma x = 0. Observe también
que en la notaciéon usada para la variable T' no se escribe explicitamente la
edad de referencia x. Este tiempo fijo  aparece, generalmente, como un pa-
rametro en la distribucion de T'. Esto se muestra en las siguientes formulas,

en donde se establece la distribucién de T'.

Proposicion 2.11 Sea X un tiempo de wvida discreto o continuo con
funcion de probabilidad o densidad f(x), funcion de supervivencia S(z)
y funcion de riesgo A\(x). Sea x = 0 un tiempo fijo tal que S(z) > 0. La

distribucion del tiempo de vida restante T'= X — x satisface:

S(x) — S(x+1t)

1. Fp(t) = S() , para t>0.
2. fr(t) = f(;:(;—)t), para t > 0.
3. Sp(t) = %, para t > 0.
4. Ap(t) = Nz +1t), para t>0.
Demostracion.
1. Por definicion,
Frp(t) PX —x<t|X >x)
Plz<X<z+t)
S(x)
F(x+1t)— F(x)
S(x

para t > 0.
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2. En el caso continuo, derivando la férmula anterior respecto de t,

fr(t) = iFT(?f) = %, para t > 0.

dt
En el caso discreto, para t > 0,

fr(t) = P(X —z=t|X >a) = ngi;j Z)t) _ f(g(;t)_

3. Por definicién,

Sr(t) = P(T>t|X >ux)
- P(X—2>t|X>a1)
P(X >z +1t)
P(X > x)
S(z+1)

= W, para t > 0.

4. Por definicion y por los resultados anteriores,

fr(t)
St(t)
fle+t) S
S(z) S(x+1t)
= ANx+1t), parat>D0.

Ar(t)

Recordemos que cuando no aparece ningin subindice en alguna de las fun-
ciones que se muestran en el enunciado anterior, se entiende que se trata
de funciones asociadas a la variable aleatoria inicial X. Observemos nueva-
mente que, cuando xz = 0, el tiempo de vida restante 1" es el tiempo de vida
completo X y las funciones anteriores se reducen a la funciones asociadas a
X, escritas como dependientes del tiempo ¢ > 0.



2.4. FUNCION TIEMPO MEDIO DE VIDA RESTANTE 63

Ejemplo 2.11 (Tiempo de vida exponencial)

Para un tiempo de vida X con distribucion exp(X), la propiedad de pérdida
de memoria implica que el tiempo de vida restante T' = X — x no depende
del valor x = 0 y la distribucion de T es la misma que la de X. En efecto,
para t > 0,

P(T<t) = PX-z<t|X>az)
Plx<X <z+1)
P(X > x)
e~ AT _ o= A(z+t)

Para tiempos de vida discretos, conviene suponer que sus valores son los
nimeros naturales 1,2, .. ., de este modo la Definicién 2.8 y las formulas de la
Proposicion 2.11 permanecen validos para valores x = 0,1,...yt=1,2,...
Veremos a continuacion el ejemplo de la distribucion geométrica que inicia
en el valor 1. Encontraremos que 7" tiene la misma distribuciéon que X. Este
resultado es la version discreta del caso exponencial del Ejemplo 2.11.

Ejemplo 2.12 (Tiempo de vida geométrico)
Sea X un tiempo de vida discreto con la distribucion geométrica que aparece
abajo, en donde 0 <p < 1.

0 en otro caso.

_p)r—1 ) =
f(a:)—{p(l p) si x=1,2,...,

Puede comprobarse que S(x) = (1 —p)*, equivalentemente, F(z) =1— (1 —
p)*, para x = 0,1,... Sea © = 0 un entero fijo. La distribucion del tiempo
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de vida restante a edad x es, parat =1,2,...

P(T<t) = P(X-—

Esta es la funcion de distribucion del tiempo de vida original X, de modo
que X y T tienen la misma distribucion. .

En la seccion de ejercicios se encuentran formulas generales para la esperanza
y varianza del tiempo de vida restante. Con la informacién anterior, podemos
ahora definir una cuarta funciéon basica para un tiempo de vida.

Funcién tiempo promedio de vida restante

Definicion 2.9 Sea X un tiempo de vida con esperanza finita y sea x =
0 un tiempo o edad dentro del rango de valores de X tal que P(X > x) >
0. La funcion tiempo promedio de vida restante, o residual, a edad x es

R(z):=E(X —z| X > z).

Es decir, R(x) es la esperanza de la variable aleatoria T = X — z definida
antes. Esta funcién indica el tiempo promedio que le resta por vivir a una
persona que ha alcanzado la edad x. Se entiende implicitamente que este
tiempo promedio restante por vivir se mide a partir de la edad x. Obser-
vemos que R(0) = F(X), es decir, a edad x = 0 el tiempo promedio de
vida restante es el tiempo promedio de vida completo E(X). La afirmacion
anterior se cumple para tiempos de vida X que inician desde el valor 0.
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Cuando un tiempo de vida X inicia desde un valor v > 0, (véase por ejem-
plo el modelo Pareto mencionado en la pagina 109), se cumple la relaciéon
v+ R(y) = E(X), cuando esta esperanza es finita.

Debido a su nombre en inglés Mean Residual Lifetime, a la funcion R(x)
también se le denota por MRL(x). Esta funcion es importante pues puede
demostrarse que caracteriza de manera tinica a la distribuciéon de una varia-
ble aleatoria con esperanza finita. Sin embargo, puede no ser facil encontrar
una expresion para R(x) a partir de la distribucion del tiempo de vida. En
términos de la funcién de supervivencia, la funcion R(z) se expresa de la
siguiente forma

1 o0
R(zx) = J S(u)du, x>0 tal que S(z) > 0.
x

Demostraremos esta formula més adelante. Como un ejemplo sencillo vea-
mos el caso exponencial.

Ejemplo 2.13 (Tiempo de vida exponencial)

Considere que el tiempo de vida X tiene distribucion exp(\). Sea © = 0 un
tiempo fijo. Recordando que S(x) = e ™ para x > 0, se puede comprobar
que R(x) = 1/A. Esto no es ninguna sorpresa pues hemos demostrado antes
que T y X tienen la misma distribucion debido a la propiedad de pérdida de
memoria. .

Cuando X es un tiempo de vida discreto con valores 0 < 1 < z9 < ---, la
funcion tiempo promedio de vida residual se puede escribir de la siguiente
forma:

R(.CIZZ):E(X—.CIS‘Z|X>$Z), 7;:1,2,...

Ejemplo 2.14 (Tiempo de vida geométrico)

Sea X un tiempo de vida discreto con la distribucion geométrica como apa-
rece abajo, en donde 0 < p < 1. Como el tiempo de vida original X y el
tiempo de vida restante T a cualquier edad x tienen la misma distribucion,
tenemos que R(x) = E(X) = 1/p, para x = 0,1,...
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0 en otro caso.

_p)r—1 ) =
f(a:)—{p(l p) si x=1,2,...,

En la Tabla 2.3 se muestran las expresiones de las funciones tiempo promedio
de vida restante de los modelos paramétricos que se revisan en la Secciéon 3.1
“Distribuciones paramétricas”.

Tiempo de vida Funciéon tiempo promedio de vida residual
unif(a, b) R(x)=1/(b—xz), a<zxz<b

exp(\) R(z)=1/A, x>0

Gompertz(b, c) Formula general R(x) = ﬁm) 0 S(u)du, >0
Makeham(a, b, c) Formula general R(x) = ﬁ S;o S(u)du, x>0
Weibull(a, ) Formula general R(x) = % Sf S(u)du, x>0
gama(y, \) Formula general R(z) = % S;O S(u)du, x>0
lognormal (1, %) Formula general R(z) = ﬁx) SZO S(u)du, x>0
Pareto(c, ) R(z)=z/(a—1), =7

Tabla 2.3: Algunas distribuciones y sus funciones tiempo promedio de vida
restante.

Se puede encontrar mayor informaciéon sobre el tiempo promedio de vida re-
sidual R(x) en el trabajo de F. Guess y F. Proschan [23]. En el trabajo citado
se encuentran algunas referencias de articulos de investigacion en donde se
da respuesta al problema de determinar las caracteristicas que debe cumplir
una funcion general R(x) para que sea la funciéon tiempo promedio de vida
residual de un tiempo de vida.

En la siguiente secciéon estudiaremos la relacion que guarda R(x) con las
otras funciones basicas que hemos definido antes.
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2.5. Equivalencia de las funciones basicas

En esta seccion se demuestra que las cuatro funciones béasicas que se han
definido para un tiempo de vida X son equivalentes, es decir, a partir de
cualquiera de ellas se pueden determinar, de manera tnica, a las otras fun-
ciones. Por simplicidad y por ser ya conocido, se ha omitido la equivalencia
entre f(x)y F(z), y la equivalencia entre A(x) y A(x). Ademaés, se presenta
solo el caso continuo, en el Ejercicio 95 se encuentra la mayoria las féormulas
correspondientes al caso discreto.

Como recordatorio, se indican en el siguiente recuadro las definiciones de las
funciones béasicas en el caso continuo.

» Funcion de distribucion F(z) = P(X < x).
» Funcion de supervivencia S(z) = P(X > z).
» Funcion de riesgo Az) = f(x)/S(x).

Funcion tiempo prom. de vida residual R(x) = E(X —z| X > x).

Conocemos bien la equivalencia entre f(x) y F(z), asi es que tomaremos a
f(x) como la funcion bésica. Recordemos también que las funciones A(x) y
A(z) son equivalentes, tomaremos a A(x) como la funcion basica. Es también
conveniente recordar que la determinacion tinica se cumple en el sentido de
que dos funciones son iguales cuando difieren en a lo sumo un ntimero nu-
merable de valores.

Iniciamos una serie de proposiciones que muestran féormulas para calcular
cada funcion basica a partir de cualquier otra.
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Proposicion 2.12 Dada la funcion de densidad f(x) de un tiempo de
vida continuo, las otras funciones bdsicas quedan determinadas de ma-
nera unica mediante las siguientes formulas:

1. S(z) = JOO f(u)du, z=0.

2. Mx) = %7 x = 0.

5. R(a) - = <§ggf2{ Wt oz
Demostracion.

o0
1. Por definicion, S(z) = P(X > x) = J f(u)du, x=0.

2. Por definicion y por el primer inciso,

fz) _ f@)
S(x) 7 flu)du’

x = 0.

Az) =

3. Por definicion,
R(z) = EX—z|X >2z)
Qo
= f (u—2x) flu| X >x)du
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Proposicion 2.13 Dada la funcion de supervivencia S(x) de un tiempo
de vida continuo, las otras funciones bdsicas quedan determinadas de
manera unica mediante las siguientes formulas:

1. f(x) = —iS(x), x =0 tal que S(x) > 0.

dx
2. Mz) = —%log S(z), x>0 tal que S(z) > 0.
1 o
3. R(z) = 5@ L S(u)du, x>0 tal que S(z) > 0.

Demostracion. En cada caso se desarrolla el lado derecho.

1 L) - —% (- F(z)] = f(), «3>0.

2. Por el inciso anterior,

d S'(x)  f(x)
—%bg S(x) = — = S(2) = Az), z=0.

3. Usaremos la expresion de R(z) en términos de f(z) demostrada en la
proposicién anterior. Por definicion,

S(lx) JOO S(u)du = S(laz) ;OO P(X > u)du
1 loe Q0
= 5@ ). L f(v)dvdu

1 00 v
= S ). Lf(v)dudv

1 (
— @ ). (v—2x) f(v)dv

S
= R(z), z=>0.
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Proposicion 2.14 Dada la funcion de riesgo A(x) de un tiempo de vida
continuo, las otras funciones bdsicas quedan determinadas de manera
unica mediante las siguientes formulas:

3. R(z) = foo exp {— ’ A(v)dv}du, x> 0.

T T

Demostracion. En cada caso se desarrolla el lado derecho. Es conveniente
recordar que S(0) = 1 y que logz denota el logaritmo natural.

1. Por definicién,

A(x) exp{—J: AMu)du} = p exp{—Lx%du}
)

S(
@) L L

5@) 5(w)
= giz; exp {JO % log S(u) du}
i) S()
= 5@ e
= f(z), z=>=0.

2. El procedimiento es idéntico al inciso anterior. Por definicion,
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exp {— L Au) du}

“ f(u)
eXp{—JO % du}

exp{fO S(w) du}

T d
exp{fO o log S(u) du}

exp { log gig; }

S(x), x=0.

3. El procedimiento es nuevamente similar. Usaremos ademaés la expresion
de R(z) en términos de S(z) demostrada antes. Por definicion,

LOO exp {— J: A(v) dv} du

O U f(,U)
) exp{—L %dv}du

0 U Sl v
eXp{J S((v)) dv} du
(00 U
exp{f di; log S(v) dv} du

: exp { log gEZ; }du

J, 5@ °

[

[
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Proposicion 2.15 Dada la funcion tiempo promedio de vida residual
R(x) de un tiempo de vida continuo, las otras funciones bdsicas quedan
determinadas de manera unica mediante las siguientes formulas:

R(0) T du
1. S(z) = exp—J—, x = 0.
(@) = & ) { . R(u)}
R(0)(1 + R/ (x
2. f(x) = ()( R2(2) xp {— f 0.
1+ R/(z)
. = — = 0.
3. Ax) R) x =0
Demostracion.
1. Por lo demostrado antes, sabemos que
Derivando,
a0
R(z) = —(S(z))™2 S'(:c)f S(u)du —1
S'(x)
= — —1
S(o) R(x)
Es decir,

S'(x) 1+ R(x)

S(z)  R(x)
Esta es una ecuacion diferencial para S(z) con condicién inicial S(0) =
1 y que se puede escribir como

9 og R(z) S(x) - —R(lx).

dx
J = log R(u) S(u )du:—LxR(lu)du.

Integrando,
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Por lo tanto,

R(z)S(x) (" 1 .
R(0) 5(0) Jo R(a) ™

Despejando S(x) se obtiene el resultado buscado,

log

S(x) = % exp{—fox %}, x = 0.

2. Derivando la expresion encontrada en el inciso anterior, tenemos que

S'(x) = —R(O0)(R(x) 2R (z) exp{— jo ) %}
R(0) O du 1
e P, ! C R
Es decir,
R(0)(1 + Rl (x T du
f(z) = ( )(R;(—x) (x)) exp{—fo W}, x = 0.

3. Nuevamente iniciamos con la formula

R(x) = S(lx) JOO S(u) du.

Derivando,
R(z) = —(S(x)) 28 (x) foo S(u)du —1
Sz N
B S(x) Rlz) -1
= Az)R(z) - 1L

Despejando A(x) se obtiene la expresion buscada.

En conclusiéon, un tiempo de vida se puede caracterizar matematicamente
por cualquiera de las cuatro funciones: f(x), S(x), A(z) 6 R(z). En vista de
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este resultado, se puede establecer un diagrama ciclico para cualquier orden
que se desee de las cuatro funciones basicas. Véase la Figura 2.6.

Figura 2.6: Funciones asociadas a un tiempo de vida.

Debe observarse que las demostraciones que hemos presentado y que llevan
una funcién béasica a otra no son tinicas; existen varias maneras de demostrar
las férmulas enunciadas.

Pueden encontrarse otras exposiciones sobre las funciones bésicas asociadas
a los tiempos de vida en los trabajos de R. C. Elandt-Johnson y N. L.
Johnson [19], E. T. Lee y J. W. Wang [37], X. Liu [42], D. F. Moore [44]
6 A. Nag [45]. Debido a su importancia en la modelacion, la mayoria de
las fuentes que aparecen en la bibliografia proporcionan un tratamiento més
detallado de la funciéon de supervivencia S(x) y la funciéon de riesgo A(x).

2.6. Ejercicios

Funcion de distribucion

22. Sea X un tiempo de vida con funcién de distribucion F'(x) como apa-
rece abajo, en donde la unidad de medicion es de 1 ano. Calcule la
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probabilidad de que un individuo a edad x sobreviva un ano adicional.

0 si <0,
F(z)=< /100 si 0 <z < 100,
1 si x> 100.

23. Sea 0 < z < y dos nameros. Sea X un tiempo de vida con funcién de
distribucién continua F'(x). Exprese las siguientes probabilidades en
términos de la funcion de distribucion.

a) P(X > ). e) P(X>z|X <y).
b) P(x < X <y). f) P(X >y|X > x).
c) P(X <z[X <y). 9) PX>z+y|X > z),
d) P(X <y|X > z). para x >0,y = 0.

24. Sea X un tiempo de vida con funcion de distribucion continua F'(z) y
con esperanza finita. Demuestre que

B(X) = foou — F(z)) da.

0

25. Sea X un tiempo de vida con funcién de distribucién continua F'(x).
Demuestre que
F(X) ~ unif(0,1).

Funcién de supervivencia

26. Sean 0 < x < y dos ntimeros. Sea X un tiempo de vida con funciéon de
supervivencia continua S(x). Exprese las siguientes probabilidades en
términos de S(x).

a) P(X > ). e) P(X>z|X <y).
b) Plx < X <y). f) P(X >y|X > x).
¢c) P(X <z|X <y). 9) P(X >z +y|X > ),
d) P(X <y|X > x). para x>0,y = 0.
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27. Tiempo de vida uniforme.
Suponga que un tiempo de vida X tiene distribucién unif(a,b), en
donde 0 < a < b < o0 son dos constantes. Encuentre y grafique la
funcion de supervivencia S(x), para a < x < b.

28. Tiempo de vida geométrico.
Sea X un tiempo de vida discreto con funciéon de probabilidad f(z)
como aparece abajo, en donde 0 < p < 1. Encuentre la funcién de
supervivencia S(x), para z = 0,1,...

fx) = { p(1—p)*~ 1t s x=12,...

0 en otro caso.

29. Tiempo de vida uniforme discreto.
Sea X un tiempo de vida con distribuciéon unif{zi,...,z,}, en donde
0<x <--- < x,. Demuestre que

1 si x <,
n—1i .

S(x) = — s T, <T<Tip1, 1=1,...,n—1,
0 si x> x,.

30. Sea a > 0 una constante y suponga que un tiempo de vida continuo
X tiene funcion de supervivencia S(x) dada por

1 — 22/2a? si 0 <x<a,
S(z) =< (2a—1x)?/2a®> si a<x < 2a,
0 si x = 2a.

a) Grafique S(z).
b) Encuentre y grafique la funciéon de densidad de X.

c) Compruebe que la funciéon encontrada en el inciso anterior es,
efectivamente, una funcién de densidad.

31. Propiedades de la funcion de supervivencia.
Sea X un tiempo de vida con funcion de supervivencia S(x). Demuestre
que:
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a) h’ngo S(z) = 0.

b) ilir(l) S(z) = 1.

¢) Sixy < xo entonces S(x1) = S(x2).

d) S(x) es continua por la derecha, es decir, S(z+) = S(x).

32. Demuestre que las siguientes funciones continuas son de supervivencia.
Para ello, compruebe que las cuatro propiedades de la Proposicion 2.1
se cumplen. Grafique, ademés, estas funciones.

a) S(z) = , para x> 0.
b) S(z) =, para x> 0.

33. Demuestre que la siguiente funcién no es de supervivencia.

1 si <0,
S)=41 4+ =0
S1 I .

44 2x

34. Combinacion lineal convexa.
Sean S1(z) y S2(z) dos funciones de supervivencia y sea A € [0, 1] una
constante. Demuestre que la siguiente funcién es de supervivencia.

S(z) :=AS1(x) + (1 — ) Sa(x).

35. Considere un tiempo de vida con funcién de supervivencia

S(z) =1— (x/10)%, para 0 <z < 10.

a) Grafique S(z).

b) Encuentre y grafique la funciéon de distribucion.
c) Encuentre y grafique la funcién de densidad.

d) Encuentre el tiempo de vida promedio.

e) Encuentre la mediana del tiempo de vida.

36. Esperanza y varianza.
Sea X un tiempo de vida continuo con funcién de supervivencia S(x)
y con segundo momento finito. Demuestre que:
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a) B(X) = JOO S(z)dzx.

0
b) E(X?) = ZJOO:US(:C) dz.
0
c) Var(X) = 2J xS(x)dr — ( S(x)dx ).
0 0

37. Esperanza y varianza.
Sea X un tiempo de vida discreto con valores 1,2, ..., con funciéon de
supervivencia S(x) y con segundo momento finito. Demuestre que:

o0
a) BE(X) = S(aj)
o0
2z —1)S(x—1).

x:l

o0 o0

) Var(X Z (22 —1)S(z —1) ZS

r=1 =0

38. Sistemas en serie.
Considere un sistema de n componentes conformado mediante un arre-
glo en serie como el que se muestra en la Figura 2.7. Suponga que cada
componente tiene un tiempo de vida independiente X;, con funciéon de
supervivencia S;(x), para ¢ = 1,...,n. El tiempo de vida del sistema
completo es la variable aleatoria

X :=min{Xy,..., X}

X Xob—n o X,

Figura 2.7: Componentes en serie.

a) Demuestre que la funcién de supervivencia del tiempo de vida del
sistema es

S(x)=]] Si(z), z>o0.

1=1
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b) Demuestre que S(z) < S;(x), para cadai = 1,...,n. Esta es otra
manera de escribir el hecho de que el tiempo de vida del sistema
completo es menor o igual al tiempo de vida de cualquiera de sus
componentes. El sistema completo funciona si, y sélo si, todos los
componentes funcionan.

¢) Encuentre la funcién de supervivencia del tiempo de vida del
sistema completo cuando el componente ¢ tiene tiempo de vida
exp(A).

d) Bajo la hipotesis del inciso (c), encuentre E(X).

e) Bajo la hipotesis del inciso (c), calcule la probabilidad de que el
tiempo de vida X exceda a su valor esperado.

39. Sistemas en paralelo.
Considere un sistema de n componentes conformado mediante un arre-
glo en paralelo como el que se muestra en la Figura 2.8. Suponga que
cada componente tiene un tiempo de vida independiente X;, con fun-
cion de supervivencia S;(x), para ¢ = 1,...,n. El tiempo de vida del
sistema completo es la variable aleatoria

X :=max{Xy,...,Xn}.

X1

Xo

i

Figura 2.8: Componentes en paralelo.

a) Demuestre que la funcién de supervivencia del tiempo de vida del
sistema es

S@) =1-]] (1= Si(@)).

i=1
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40.

41.

42.

43.
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b) Demuestre que S(z) = S;(x), para cadai = 1,...,n. Esta es otra
manera de escribir el hecho de que el tiempo de vida del sistema
completo es mayor o igual al tiempo de vida de cualquiera de
sus componentes. Una estructura en paralelo hace que el sistema
sea méas confiable pues la falla de algiin componente no implica
necesariamente la falla del sistema completo.

¢) Encuentre la funciéon de supervivencia del tiempo del vida del
sistema completo cuando el componente i tiene tiempo de vida
exp(A;).

d) Suponga que cada componente tiene tiempo de vida exp(\). De-
muestre que

E(X)=§[1+1/2+---+1/n].

Sea X un tiempo de vida continuo con funciéon de supervivencia S(x).
Suponga que S(x) es invertible para x € (0,0). Demuestre que

S(X) ~ unif(0,1).

Sea X un tiempo de vida con funcion de supervivencia S(z). Suponga
que S(z) es invertible para z € (0,00). Sea A > 0 una constante.
Demuestre que

—(1/X)1log (S o X) ~ exp(\).

Sean Si(z) y S2(x) dos funciones de supervivencia. Determine si las
siguientes funciones también son de supervivencia.

a) Si(x)-Sa(z). d) [S1(x)]", n=12,...
b) Si(z) + Sa(x). e) aSi(x), 0<a<l.
C) Sl(x)—SQ(l'). f) 1—81(%).

Funciones de supervivencia truncadas.

Sea X un tiempo de vida con funcién de supervivencia S(x). Sean
0 < a < b dos constantes tales que P(a < X < b) > 0. Demuestre que
las siguientes funciones son de supervivencia:
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44.

45.

46.

47.

48.

a) S(x|X > a).
b) S(x| X <b).
c) S(z|la< X <b).
Distribucion exponencial truncada.
Suponga que un tiempo de vida X se puede modelar mediante la dis-

tribucion exp(\) truncada al intervalo (a,b], en donde 0 < a < b.
Encuentre S(z|a < X <b).

Sea X un tiempo de vida con distribucién exp(A) y sean z y ¢ dos
cantidades positivas. Demuestre que:

a) Pe< X <z+t)=e (1 —e M),
b) Pa<X<z+t|X>x)=1—e
¢) P(X>x+t|X >z)=eM

Sea X un tiempo de vida discreto con funcion de probabilidad f(x)
como aparece abajo, en donde 0 < p < 1.

f) = { p(1—p)*~ !t siz=1,2,...

0 en otro caso.
Demuestre que para tiempos n = 0,1,... y m e IN,
@) Pln<X <n+m)=(1—p"[1—(1-p)"]
b) Pm<X<n+m|X>n)=1—(1-p™
¢c) PIX>n+m|X >n)=(1-p)™.
Sean X y Y dos tiempos de vida con distribucion exp(A1) y exp(A2),

respectivamente. Sean S1(x) y S2(z) sus correspondientes funciones de
supervivencia. Demuestre que

S1(x) < So(x) paratodoxz >0 < E(X) = E(Y).

Otra caracterizacion de un tiempo de vida exponencial.
Sea X un tiempo de vida continuo, con soporte (0,00) y con funcién
de supervivencia S(z). Demuestre que

S(x+y)=S5(x)S(y) <« Existe A > 0 tal que X tiene
para todoz >0, y >0 distribucion exp(\).
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Fo6rmula del producto
49. Sea X un tiempo de vida y sea x un tiempo tal que P(X > z) > 0.

a) Demuestre que para cualquier ¢ > 0 se cumple la relaciéon que
aparece abajo

b) Interprete esta desigualdad cuando X representa el tiempo de
vida de una persona.

Pe<X<z+t|X>z)2Plr<X<z+1).

Funcién de riesgo

50. Encuentre la funcion de riesgo A\(x) de un tiempo de vida con funcion
de densidad f(x) que aparece abajo. Grafique con precision A(z) y

f(x).

) f(z)=22, 0<z<Ll

) flx) =2(1—-2), O0<zxz<]l1.

¢) f(xr)=32% 0O<x<l.

) fz)=31-2)? O0<x<l.

) flx)=e"", x>0.

51. Sean a > 0y b > 0 dos constantes. Demuestre que las siguientes funcio-

nes son de riesgo y, en cada caso, encuentre la funciéon de supervivencia
S(x) asociada.

a) Mz)=a, >0
b) Mz) =ax+0b, >0
¢) Mz)=ax?+b, z>0.
d) Mz)=a(l+2x)*+b, >0
1
e) ANx) = Tt x > 0.
52. Sea X un tiempo de vida discreto con distribucion unif{xi,...,z,},
en donde 0 < 1 < --+ < x,,. Demuestre que
1 :
Az) = il S TE T

0 en otro caso.
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53. Encuentre la funcion de riesgo A\(z) asociada a la funcién de supervi-
vencia S(x) como aparece abajo. Grafique con precision A(x).

a) S(z) =e*/2, para x> 0.

O[:Ea_l
b) S(x) = [ g Poa T > 0. (> 0 constante.)

c) S(x) = e_‘”ﬁ, para x > 0. (a >0, §> 0 constantes.)

54. Funcion de riesgo exponencial.
Sean a > 0y 8 = 0 dos constantes. La funciéon de riesgo exponencial
se define como

AMz):=aexp{fzr}, para z>0.

Esta funciéon no debe confundirse con la funciéon de riesgo de la distri-
bucién exponencial. Esta tultima se obtiene en el caso § = 0, la cual es
constante A(z) = «, para x > 0.

a) Demuestre que A(x) es una funcién de riesgo.
b) Demuestre que la funcion de supervivencia asociada es

a

S(z) = exp i

(1—€%%)}, para z> 0.

c) Demuestre el limite que aparece abajo. Como es de esperarse,
este limite produce la funciéon de supervivencia de la distribucién

exp(a).
}}1’1% S(x) = exp{—az}, para z>0.

55. Transformacion lineal de una funcion de riesgo.
Sea A\(z) una funciéon de riesgo y sean a > 0 y b = 0 dos constantes.
Demuestre que las siguientes funciones son de riesgo:
a) a(x).
b) A(x) +b.
c) aX(z)+Db.
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56. Unicas distribuciones con funciones de riesgo constante.

a) Sea A > 0 una constante. Demuestre que si X es un tiempo de vi-
da continuo, con soporte (0,00) y con funcién de riesgo constante
A(x) = A, para z > 0, entonces X tiene distribucion exp(\).

b) Sea 0 < p < 1 una constante. Demuestre que si X es un tiempo de
vida discreto, con soporte {1,2,...} y con funcion de riesgo cons-
tante A(x) = p, para x = 1,2, ..., entonces X tiene la siguiente
distribucién geométrica

—_p)r—1 g =
f(:c)—{p(l P) si x=1,2,...,

0 en otro caso.

57. Sistemas en serie.
Sean A1 (z), ..., A,(x) las funciones de riesgo de n componentes de un
sistema en serie como el que se muestra en la Figura 2.7 del Ejercicio 38.

a) Demuestre que la funcion de riesgo del tiempo de vida del sistema
completo es

b) Encuentre la funcion de riesgo A(x) del sistema completo cuando
X; tiene distribucion exp();), parai =1,...,n.

58. Sistemas en paralelo.
Considere el sistema n componentes en paralelo que aparece en la
Figura 2.8 del Ejercicio 39. Suponga que los componentes X1,..., X,
tienen tiempos de vida con idéntica funcién de distribucion continua
Fy(x) y funciéon de riesgo Ag(z). Demuestre que la funciéon de riesgo
del tiempo de vida del sistema completo es

A(@) = (Aolx) + Fo(z))" — (Fo(x))".

Cuando los componentes tienen tiempos de vida con distribuciones
distintas, la expresion para A(x) es mas complicada.

59. Sea X un tiempo de vida con funcién de riesgo A(x) y sean x = 0y
y = 0 dos tiempos cualesquiera con P(X > z) > 0.
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60.

61.

62.

63.

a) Demuestre que
T4y
P(X>a;+y|X>x):eXp{—f AMu) du }.
x

b) Demuestre que esta es una funciéon decreciente en y.

c) Demuestre que esta es una funcién decreciente en z < A(x) es
creciente.

Cuantiles.

Sea X un tiempo de vida continuo y sea p € (0,1). A la edad x, > 0
tal que P(X > z,) = p se le llama cuantil de orden p y es tal que la
probabilidad de sobrevivir a dicha edad es el valor p. En particular,
cuando p = 0.5 el valor z, es la mediana, es decir, la probabilidad de
que un individuo alcance esa edad es 0.5 . Encuentre la mediana de un
tiempo de vida que sigue una distribucion exp(A).

Tiempo de vida uniforme continuo.
Sea X un tiempo de vida con distribuciéon unif(a, b), en donde 0 < a <
b. Demuestre que:

1 si r<a,
a) S(x) = boe si a<z<b,
b—a
0 si x>=0b.
1 )
b A(x) = T si a<zx<b,
0 en otro caso.

Sea a > 0 una constante. Explique las razones por las cuales la funcién
A(z) especificada abajo no es una funciéon de riesgo.

AMz) =€ para z>=0.

Tiempo de vida Weibull.
Sea X un tiempo de vida con distribuciéon Weibull(c, ), es decir, su
funcion de densidad es

adz® lexp {—Az®} si = >0,
-]

0 en otro caso,
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64.

65.

66.

67.
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en donde o > 0 es el pardmetro de forma y A > 0 es el parametro de
escala. Demuestre que:

a) S(x) =exp{—Az*}, z>0.
b) Mz) = adz®t 2 >0.
creciente si a>1,

c) AMx) es { decreciente si a <1,

constante si a=1.

Distribucion lineal-exponencial.

Sea X un tiempo de vida con funcién de riesgo lineal A(x) como aparece
abajo, en donde a > 0y b > 0 son dos constantes. Encuentre S(z) y
().

AMz) =ax +0b, para x>0.

Sea X un tiempo de vida con funcién de riesgo A(x) como parece abajo,
en donde a > 0y b > 0 son dos constantes. Demuestre que A(x) es
una funcion de riesgo y encuentre S(z) y f(z).

b

a—+x

AMzx) = , para x> 0.

Funcion de riesgo discreta truncada.

Sea X un tiempo de vida discreto con valores 0 < x1 < 9 < --- y
con funcion de riesgo A(z). Sean 0 < a < b dos constantes tales que
P(a < X <b) > 0. Demuestre que:

a) )\(x¢|a<X<b)=S(x£(iig(b), a<x; <b
b) Alz;|la< X <b) = Z S(xjc)(x—j?s(b)’ a<x; <b.

Distribucion exponencial truncada.

Suponga que un tiempo de vida X se puede modelar mediante la dis-
tribuciéon exp(\) truncada al intervalo (a,b], en donde 0 < a < b.
Encuentre A(z |a < X < b). jPor qué esta funcién no es constante?



2.6. EJERCICIOS 87

68. Distribucion geométrica truncada.
Suponga que un tiempo de vida X se puede modelar mediante la dis-
tribucion geo(p) truncada al intervalo (n,m], en donde n y m son
dos enteros tales que 0 < n < m. Encuentre A(z|n < X < n). La
distribucion geo(p) se especifica a continuacion.

fz) =

p(1—p)*~ 1t s x=12,...
0 en otro caso.

69. Sea X el tiempo continuo que transcurre entre el momento de la pues-
ta en operacion de un componente mecanico o electréonico hasta el
momento de la primera falla. En sistemas en los que se requiere alta
confiabilidad, estos componentes se deben reemplazar cuando se de-
tecta la primera falla, o bien cuando transcurre un cierto tiempo fijo
t > 0. Asi, el tiempo de uso del componente es la variable aleatoria
mixta

Y := min {X,t}.
a) Encuentre Sy (y) en términos de Sx (z).

b) Encuentre Ay (y) en términos de Ax(x).

t

c¢) Demuestre que E(Y) = J Sx(z)dx.

0
d) Demuestre que E(Y) < E(X).

70. Sea X un tiempo de vida continuo con funcién de supervivencia S(z)

y funcion de riesgo acumulado A(x). Demuestre las siguientes afirma-
ciones de manera sucesiva:

a) A(z) = —log S(x).
b) S(X) ~ unif(0,1).
c) A(X) ~exp(A), con A = 1.

71. Sea X1q,...,X, una muestra aleatoria de un tiempo de vida X con
funcion de riesgo acumulado A(x).

a) Demuestre que A(X(y)), ..., A(X(,)) es una muestra ordenada (no
independiente) de la distribucion exp(A), con A = 1.



88 CAPITULO 2. FUNCIONES BASICAS

b) Demuestre que

d 1
E(AMX@)) = ) ———
on +1

72. Una aproximacion.
Sea X un tiempo de vida discreto con valores 0 < x1 < 29 < --- y con
funcion de riesgo A(z;). Use la aproximacion (4.24) que aparece en la
pagina 190 para demostrar que, cuando los valores A(z;) son pequenos,
se cumple la aproximacion

Az) ~ — Z log [1 — A(x;)], para x> 0.
T;<T
Funcién de riesgo acumulado

73. Sea X un tiempo de vida continuo con funcién de riesgo acumulado
A(x). Demuestre que:

a) A(X) ~ exp(1).
b) EA(X)|AX)>2)=2+1, z=0.

Funcién tiempo medio de vida restante

74. Sea X un tiempo de vida continuo con esperanza finita, con funciéon
de densidad f(z) y funcion tiempo promedio de vida residual R(z).
Demuestre que para valores de x tales que S(x) > 0:

a) R(z) = ! foouf(u)du—x.

xT

75. Encuentre las funciones f(z), S(z) y A(x) para un tiempo de vida con
funciéon tiempo promedio de vida restante:

a) Rx)=x+1, z>=0.
1
b) R(z) = x = 0.
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76. Tiempo de vida exponencial.
Sea X un tiempo de vida con distribuciéon exp(\) y sea z > 0 una

constante. Sea T' el tiempo de vida restante a edad x. Encuentre:

a) Fr(t), t>0. ¢) Sp(t), t> 0.
b) fr(t), t> 0. d) Ar(t), t>0.

77. Tiempo de vida uniforme continuo.
Sea X un tiempo de vida con distribuciéon unif(a, b), en donde 0 < a <

b. Sea T el tiempo de vida restante a edad x, en donde a < z < b.

Encuentre:
a) Fr(t), 0<t<b—u. c) Sp(t), 0<t<b—uz.
b) fr(t), 0<t<b—uzx. d) Ar(t), 0<t<b-—uzx.

78. Tiempo de wnida restante discreto.
Sea X un tiempo de vida discreto con valores 1,2,.... Sea x > 0 un

entero fijo y suponga que ocurre el evento (X > x). Demuestre que se
cumplen las férmulas de la Proposicion 2.11 de la pagina 61 para el
tiempo de vida restante discreto T' = X — x, es decir, demuestre que:

S(x) — S(x+1t)
S(x) ’

b) fT(t):%, para t=1,2,...

c) Sp(t) = S(;(—;)ﬂ, para t=1,2,...

a) Fr(t) = para t=1,2,...

d) AMp(t) =Xz +1t), para t=1,2,...
79. Tiempo de vida uniforme discreto.
Sea X un tiempo de vida discreto con distribucion unif{z, zs, x3}, en

donde 0 < 21 < x9 < x3.

a) Encuentre el tiempo promedio de vida restante a edad x, R(z)
E(X — x| X > x), para cada valor z = 0, 21, x2.

b) Grafique la funciéon R(z), x = 0,x1, 2.
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Tiempo de vida uniforme discreto.
Sea X un tiempo de vida discreto con distribucion unif{l,...,n}, en
donde n > 1.

a) Encuentre el tiempo promedio de vida restante a edad x, R(x) =
E(X — x| X > x), para cada valor x = 0,1,...,n — 1.

b) Grafique la funciéon R(z), x =0,1,...,n — 1.

Tiempo de vida uniforme continuo.

Sea X un tiempo de vida con distribuciéon unif(a, b), en donde 0 < a <
b. Demuestre que el tiempo promedio de vida restante a edad x tiene
la expresion que aparece abajo. Grafique esta funciéon e interprete los
valores R(a) y R(b).

_b—x
-

R(x)

para a < x < b.

Tiempo de vida geométrico.
Sea X un tiempo de vida discreto con la distribucion geométrica que
aparece especificada abajo, en donde 0 < p < 1.

—p)*t st w=1,2,...
f(m)_{pu Pyt s =12,

0 en otro caso.

Sea x > 0 un entero y sea T el tiempo de vida restante a edad x.
Encuentre:

a) Fr(t), t=1,2,... c) Sr(t), t=1,2,...
b) fr(t), t=1,2,... d) Ap(t), t=1,2,...
Tiempo de vida exponencial.

Sea X un tiempo de vida con distribucion exp(A). Demuestre que, para
cualquier x > 0,

1
E(X|X>x)=x+$.

Sea X un tiempo de vida continuo con funcién de riesgo acumulado
A(z) y funcion de riesgo A(x). Demuestre que

R(x) _ J\oo eA(x)—)\(u—i-x) du.
0
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89.

86.

87.

Esperanza y varianza del tiempo de vida restante.

Sea X un tiempo de vida continuo con esperanza y varianza finitas,
con funcion de densidad f(z), funcion de supervivencia S(x) y funcion
de riesgo A\(z). Sea T' = X —z el tiempo de vida restante a edad = > 0.
Demuestre que:

a) E(X—x|X>:1:):L Joot)\(x+t)5(:1:+t)dt.

1 Q0
b) Var(X —z | X > z) = f t2 f(x +t)dt — E*(T).
0
Compruebe que, en el caso z = 0, las expresiones anteriores se reducen
a F(X)y Var(X), respectivamente.

Expresion equivalente para la esperanza del tiempo de vida restante.
Sea X un tiempo de vida continuo con funciéon de supervivencia S(x).
Demuestre que el tiempo de vida media residual o restante T'= X —x
a edad x > 0 satisface

du.

E(X—x|X>x):fOO§EZ;

Cuantiles del tiempo de vida restante.
Sea T'= X — x el tiempo de vida restante a edad x = 0 de un tiempo
de vida continuo X con funcién de supervivencia S(z). A la edad z,
tal que

PT>uzp|X>z)=p (2.5)

se le llama cuantil de orden p del tiempo de vida restante T'. La edad
x, es tal que la probabilidad de que un individuo alcance esa edad es
p. Observe que la igualdad (2.5) se puede escribir como

S(x + xp) _

S0 (2.6)

En particular, cuando p = 0.5 el valor ), es la mediana, es decir, la
probabilidad de que un individuo alcance esa edad es 0.5. Encuentre
la mediana del tiempo de vida restante de un tiempo de vida que sigue
una distribucion exp(\).
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Equivalencia de las funciones basicas

88. Sea X un tiempo de vida continuo. Diga falso o verdadero:

d

a) f(z) = —%S(x), para x > 0.
b) AMz) = —%log S(z), parax tal que S(x) > 0.

c) A(x) = —log S(z), para z tal que S(x) > 0.

d) R(z) es decreciente.

89. Sea X un tiempo de vida continuo con funcién de supervivencia S(z)
como aparece abajo. Grafique S(x), compruebe que es una funcion de
supervivencia y encuentre las cantidades indicadas.

1

S(x) = EV 100 — z, para 0 <z < 100.
a) f(50). c) A(70). e) B(X?).
b) A(30). d) E(X). f) Var(X).

90. Sean a y b dos constantes positivas. Suponga que una funcién de riesgo
es de la forma A(z) = ax + b, para = > 0.
a) Encuentre y grafique S(x).
b) Encuentre y grafique f(z).
c) Encuentre la mediana de X.

91. Encuentre las otras funciones basicas asociadas a la funcién de super-
vivencia:

l—2x si 0<ax<1,

0 si x> 1.

1—x/2 si 0<z<2,

0 si x> 2.
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1-2z si 0<x<1/2,
0 si xz>1/2.

l—xz/a si 0<x<a, (aconstante)

0 sl x> a.

1—(x/10)% si 0 <z <10,
0 si x> 10.

92. Tiempo de vida uniforme.
Considere un tiempo de vida con distribucién unif(0,w), en donde
w > 0 es la edad maxima posible. Demuestre que para 0 < x < w,

W) f() = 1w, 4) A(x) = 1/(w — ).
b) F(z) =z/w. e) R(z) = (w—x)/2.
¢) 5() = (w—=)/w.

93. Transformacion lineal del tiempo.
Sea X un tiempo de vida continuo con funciones asociadas fx(x),
Fx(x), Sx(z), Ax(x), Ax(x) y Rx(z). Sean a > 0 y b > 0 dos cons-
tantes. Encuentre las funciones asociadas de los siguientes tiempos de
vida en términos de las funciones de X.

a) aX. (Cambio de escala)
b) X +b. (Desplazamiento)
c) aX +b.
94. Sea X un tiempo de vida continuo con funciones basicas fx(x), Fix(z),
Sx(x), Ax(x) y Rx(z). Sean a > 0 y b > 0 dos constantes. Exprese

cada funciéon béasica del tiempo de vida Y, en términos de la corres-
pondiente funcién basica de X, cuando su funcién de riesgo es:

b) )\y(x)=)\ ( )—l—b
¢) Ay(z) =alx(z)+b.
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95. FEquivalencia de las funciones bdsicas para tiempos de vida discretos.
Sea X un tiempo de vida discreto con valores 0 < x1 < x9 < --- De-
finamos x( := 0. La funciones béasicas que caracterizan la distribucién
de X son las siguientes: para i = 1,2, ...

Funcion de probabilidad f(x;) := P(X = ;).
Funcion de supervivencia S(z;) := P(X > ;).
Funcion de riesgo A(x;) := f(x;)/S(xi—-1).

Funciéon tiempo promedio de vida residual
R(z;) = E(X —z; | X > x;).

Demuestre que se cumplen las siguientes formulas:

a) Dada la funcion de probabilidad f(z;),

al) S(z) = 3, flxy)
j=i+1

a.2) Mwi) = f()/ 3, f(;)

a3) Rwi) = > @ f(a5)/ 3 Flwg) =i
Jj=i+1 J=i+1

b) Dada la funcion de supervivencia S(z;),
b.1) flxi) = S(wi-1) — S(xi).
b.2) )\($1) =1- S(.CIZZ)/S(I’Z_;[)

b3) Rlz) = = . ;[S(x;1) — S(a,)] — 2.

(i) j=it1

c) Dada la funcion de riesgo A(x;),

|
_

c.1) flxi) = A(zi) | [(1=A(z5)).

j=1
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7—1
x 1 - Az
5 R S H (PO
S A@)) THZ (1 = Aay))
d) A partir de R(:ci), las expresiones para f(z;), S(x;) y A(z;) son
més complicadas y las omitimos de este ejercicio.

96. Tiempo de vida exponencial trasladado.
Sea a > 0 una constante. Sea X un tiempo de vida con funciéon de

densidad como aparece abajo, en donde A > 0.

f(z) =Xe @9 para z > a.

Demuestre que:

a) F(z)=1—e o0 2>,
b) S(z) =e =0 g >4

c) Mz)=X\, z>a.

d) A(z) =Xz, x> a.

e) Rlx) =1/, x>a

97. Transformacion lineal de un tiempo de vida exponencial.
Sea X ~ exp(A) y defina Y = aX + b, en donde a > 0y b > 0
son constantes. Encuentre las funciones f(y), F(y), S(y), A\y), A(y)
y R(y) asociadas al tiempo de vida Y.

98. Distribucion exponencial truncada.
Sea X un tiempo de vida con distribuciéon exp(A). Sean a y b dos
constantes tales que 0 < a < b < 00. Demuestre que:

0 si x < a,
1 — —X(z—a)
a) Flr|la< X <b) = % si a<x<b,

1 si x> b.
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/\e—)\(ac—a) . ;
b) flrla<X <b) =4 1—erba > 4=T=0
0 en otro caso.
1 si x < a,
e T _ o= Ab
c) S(x]a< X <b) = 5 5 Sia<z <),
e N — e~
0 si x>b.
1 si <0,
o= AT _ oAb
—e
0 si x> b.
) S| X ) 1 si < a,
e T >aq) =
e Mz—a) ¢ 1> q.
A
f) )\(as|a<X<b)=m, para a < z < b.
— e xr

9) A(x|a<X<b)=log<

e)x(b—a) 1

), para a < x < b.

Estas formulas se reducen a expresiones mas sencillas para el caso de
truncamiento por abajo, b = 00, y para el truncamiento por arriba,

a=0.

Sea X un tiempo de vida con funcion de densidad f(x) como aparece

abajo, en donde # > —2 es un parametro.

fz) = (0 +2)e 02,

Demuestre que:

a) F(z)=1—e 022 para x> 0.
b) S(z) =e @27 para z > 0.

c) Mz)=60+2, para z>0.

d) AN(z) = (0 +2)xz, para z>0.

para x > 0.
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100.

101.

e) R(x)=1/(0 +2), para x> 0.

Tiempo de vida geométrico trasladado.
Sea k > 1 un entero. Sea X un tiempo de vida discreto con funciéon de
probabilidad como aparece abajo, en donde 0 < p < 1.

p(1—p)* % si x=kk+1,...
0 en otro caso.

fz) =

Demuestre que:

Flz)=1-1—-p)** =k 2x=Fkk+1,...
=(1—p)**t=k z=kk+1,...
=p, xz=kk+1,...

d) R(z)=1/p, x=kk+1,...
Distribucion normal truncada.

Suponga que un tiempo de vida X se puede modelar mediante la dis-
tribucion N(u, 0?) truncada al intervalo (a, ), con a = 0. Encuentre:

a) f(x| X > a). d) S(x| X > a).

b) E(X|X > a). e) Mz|X > a).
¢) Var(X | X > a).






Capitulo 3

Modelos paramétricos y
funciones de verosimilitud

En este capitulo se revisan algunas distribuciones de probabilidad continuas
que se pueden usar como modelos tedricos de tiempos de vida y que de-
penden de algtin parametro desconocido. Se aplica, ademas, el método de
maxima verosimilitud para la estimacion de parametros bajo la presencia de
censura. Debe advertirse, sin embargo, que esta perspectiva de ajustar una
distribucién conocida a un conjunto de datos de supervivencia no es siempre
la més adecuada, pues un tiempo de vida cualquiera no necesariamente sigue
alguno de los modelos paramétricos. En contraparte, en el siguiente capitulo
consideraremos métodos no paramétricos para la estimacion de la distribu-
cion de un tiempo de vida. Se puede encontrar mayor informacién sobre las
distintas distribuciones de probabilidad aplicadas a tiempos de vida en el
capitulo 33 del libro de N. L. Jonhson et al [29]. Véase también el capitulo
6 del libro de E. T. Lee y J. W. Wang [37].

3.1. Distribuciones paramétricas

Recordaremos a continuaciéon algunas distribuciones continuas que pueden
ser utilizadas para modelar tiempos de vida. En ocasiones algunas de estas
distribuciones surgen cuando se efecttia alguna transformacion sobre la fun-
cion de supervivencia, por ejemplo, log S(x).

99
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Cuando la sencillez de las féormulas lo permita, mencionaremos algunas ca-
racteristicas numéricas de estas distribuciones. En particular, encontrar la
expresion de todas las funciones bésicas que estudiamos antes: f(z), S(z),
A(x) y R(x), puede ser un problema complicado en algunos casos. Aqui ra-
dica la importancia de la equivalencia de estas funciones, pues es suficiente
especificar una de ellas para identificar de manera tinica a la distribucion.

Es bien conocido que las distribuciones de probabilidad pueden parametri-
zarse de varias maneras. El lector debe tomar esto en cuenta si desea hacer
uso de algiin programa de computo para el tratamiento de alguna distribu-
cion de probabilidad, o bien comparar los resultados aqui presentados con
otras fuentes bibliograficas.

Distribuciéon uniforme continua

Sean a < b dos constantes. La variable aleatoria continua X tiene distribu-
cion unif(a, b) si su funcion de densidad es

1
f(x)=< b—a

0 en otro caso.

si a<x<b,

Se puede comprobar que F(X) = (a + b)/2 y Var(X) = (b — a)?/12. Si se
desea que esta variable aleatoria represente un tiempo de vida se requiere
la condicién a > 0. En este modelo los posibles tiempos de fallecimiento se
encuentran en el intervalo (a,b). Las otras funciones basicas son:

1. F(x) =(x—a)/(b—a), para a <z <b.

2. S(x)=(b—x)/(b—a), para a<z <b.

(z
. Axz)=1/(b—2x), para a<z<b,

3
4. A(z) =log(b—a)/(b—x), para a<uz <b.
5. R(x) = (b—1x)/2, para a <z <b.

En particular, cuando a = 0 y la edad méxima b es denotada por la letra
w, esta distribucion se puede caracterizar por cualquiera de las siguientes
funciones bésicas:
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1. f(x) =1/w, paral <z <w.

2. F(z) =x/w, paral <z <w.
=(w—17)/w, paral <z <w.

z)=1/(w—1x), paral <z <w.

5. A(z) =log (w/(w — 1)), para0 <z <w.

6. R(x

=(w—1x)/2, paral <z <w.

Las graficas de las funciones de supervivencia y de riesgo de la distribucion
unif(0,w) se muestran en la Figura 3.1. Observe que la probabilidad de
supervivencia S(x) decae de manera lineal, y que la funcion de riesgo A(x)
se dispara a infinito instantes antes del valor w indicando que nadie puede
rebasar esa edad.

1/w -

Figura 3.1: Funciones de supervivencia y de riesgo
para un tiempo de vida unif (0, w).

Distribucién exponencial

Sea A > 0 una constante. La variable aleatoria continua X tiene distribuciéon
exp(A) si su funciéon de densidad es

flz) = { e ™ & x>0,

0 en otro caso.
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En este modelo los tiempos de vida X toman valores en el intervalo (0,0) y
se puede comprobar que F(X) = 1/\ y Var(X) = 1/A2. Las otras funciones
béasicas son:

1. F(z) =1—¢e?*  paraz>0.
2. S(z) = e, paraz>0.

3. A(z) = A, paraz > 0.

4. A(x) = Az, paraz > 0.

5. R(x) =1/\, parax > 0.

Figura 3.2: Funciones de supervivencia y de riesgo
para un tiempo de vida exp(\).

Dentro del conjunto de todas las distribuciones univariadas continuas, la dis-
tribucion exponencial es la tinica que tiene fuerza de mortalidad constante y,
justamente, se le refiere con esa caracteristica: la distribucién continua con
fuerza de mortalidad constante. Esta distribuciéon se ha usado con frecuen-
cia para modelar tiempos de vida de componentes mecénicos o electréonicos.
Las graficas de las funciones de supervivencia y de riesgo de la distribucion
exponencial se muestran en la Figura 3.2.
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Debe advertirse que, tomando A = 1/6 > 0, la distribucién exponencial
definida arriba también puede parametrizarse de la siguiente forma

f(x) = %6_”’/9, si x> 0.

Esta manera de escribir la densidad exponencial puede aparecer tanto en
otras fuentes bibliograficas como en los programas de coémputo en los que
se encuentra implementado el calculo de probabilidades o la simulacién de
valores de esta distribucion.

Distribucién Gompertz!

A esta distribucion se le denomina de tipo I dentro de la clase de las dis-
tribuciones de valor extremo. Su definicién es més sencilla a partir de la
especificacion de su funciéon de riesgo. Sean b > 0 y ¢ > 0 dos constantes. La
variable aleatoria continua X tiene distribucion Gompertz(b, ¢) si su funcion
de riesgo es

Az) =be”, para x> 0.

En este modelo los tiempos de vida X toman valores en el intervalo (0, 00). La
esperanza, varianza y momentos de esta distribucion no tienen una expresion
sencilla y omitiremos su escritura. Puede comprobarse que las otras funciones
bésicas son:

1. F(z) =1—exp{(b/c) (1 —e“*)}, para z> 0.

2. S(x) =exp{(b/c) (1 —e*)}, para x>0.

3. f(z) = Ax)S(x) =bexp{cx+ (b/c) (1 —e“")}, para x> 0.
4. A(z) = (b/c) (e** — 1), para x> 0.

5. R(z) = %x) JOO S(u)du, para x> 0.

So6lo se ha indicado una manera general de calcular R(z). Las graficas de
las funciones de supervivencia y de riesgo de la distribuciéon Gompertz se

'Benjamin Gompertz (1779-1865), actuario y matemético inglés.
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muestran en la Figura 3.3 para b = c = 1.

Figura 3.3: Funciones de supervivencia y de riesgo
para un tiempo de vida Gompertz(b, c).

Se puede comprobar que cuando ¢ — 0, la densidad Gompertz(b, ¢) converge
a la densidad exp(b).

Distribuciéon Makeham?

Esta distribuciéon es una extension de la distribucion Gompertz. También
en este caso su definicién es mas sencilla a partir de la especificacion de su
funcion de riesgo. Sean b > 0, ¢ > 0 y a > —b tres constantes. La variable
aleatoria continua X tiene distribucion Makeham(a,b,c) si su funcién de
riesgo es

AMz)=a+be™, para x> 0.

Cuando @ = 0 se obtiene la distribucion Gompertz(b,c). En este modelo
los tiempos de vida X toman valores en el intervalo (0,00). La esperanza,
varianza y momentos de esta distribuciéon no tienen una expresion sencilla
y se omite su escritura. Puede comprobarse que las otras funciones basicas
son:

*William Matthew Makeham (1826-1891) actuario y matematico inglés.
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1. S(x) =exp{(b/c) (1 —€“)—ax}, para x>0.
2. F(x) =1—exp{(b/c) (1 —€“)—ax}, para z>0.
3. f(z) = Ax)S(z) = (a+be“)exp{(b/c) (1—€e“)—ax}, para x> 0.
4. AN(z) = azx + (b/c) (e — 1), para x> 0.

5 R J S(u)du, para x> 0.

Solo se ha indicado una manera general de calcular R(x). Las graficas de las
funciones de supervivencia y de riesgo de la distribucion Makeham(a, b, ¢) se
muestran en la Figura 3.4 paraa =2y b=c=1.

a+b-

Figura 3.4: Funciones de supervivencia y de riesgo
para un tiempo de vida Makeham(a, b, ¢).

Distribuciéon Weibull?

Sean o > 0 y A > 0 dos constantes. La variable aleatoria continua X tiene
distribucion Weibull(a, A) si su funcién de densidad es

f(z) = arxz® Lexp {-\z®}, para z > 0.

3Waloddi Weibull (1887-1979) matematico e ingeniero sueco.
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En este modelo los tiempos de vida X toman valores en el intervalo (0, c0).
Observe que esta funcién se reduce a la funciéon de densidad exp(A) cuando
a = 1. Se puede comprobar que la esperanza y varianza de la distribucion
Weibull(a, A) son:
E(X) = XY +1/a),
Var(X) = AV [T(1+2/a) —T?(1+ 1/a)],

en donde I'(x) es la funcion gama definida como la integral que aparece
abajo para valores de x en donde la integral es finita,

o0
[(z) = J et dt.
0

Puede comprobarse que las otras funciones basicas de la distribucion Weibull

son:
1. F(x) =1—exp{—Az“}, para x> 0.
2. S(z) = exp{—Az®}, para z>0.
3. Ma) = f(z)/S(x) = a Xz 1, para x> 0.

4. A(x) = Az, para x>0
o0
5. R(x) = exp {\z“} J alu®exp{—Au*}du—=z, para x> 0.

Véase el Ejercicio 110 en la pagina 129 para conocer otras formas equiva-
lentes de escribir la densidad Weibull al modificar la forma de escribir sus
parametros. Debe observarse que otras fuentes bibliograficas y los diversos
programas de computo pueden hacer uso de cualquiera de estas otras repre-
sentaciones.

Distribucién gama

Sean v > 0 y A > 0 dos constantes. La variable aleatoria continua X tiene
distribucion gama(~y, A) si su funcién de densidad es

(Az)

Ae ™ para x> 0.
I'(7)

fz) =
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En este modelo los tiempos de vida X toman valores en el intervalo (0, c0).
Cuando v = 1 se obtiene la distribucion exp(A). Ademéas, cuando el pa-
rametro vy es un entero positivo n, a la distribucién gama también se le
llama distribuciéon Erlang y se le denota por Erlang(n, A). A la distribucion
gama(v/2,1/2) en donde v > 0 se le llama distribucién ji-cuadrada, se le
denota por x?(v) y su funcién de densidad es

v/2
fx) = %xl’p—l e /2, para x> 0.

)
Regresando al caso general de la distribucién gama, se puede comprobar que
E(X) =~v/\y Var(X) = 7/\2. Puede comprobarse que las otras funciones
bésicas son:

1 AT .
1. F(x) = — u' e “du, para x> 0.
F(W) JO
S@) = —— [ w
2. S(x) = — uw' e "du, para x> 0.
F(ry) JAx ,
Az) " Ie AT A
3 Mw) = 2D e ,
o J uw e du :cf (u+ N7 te™" dy
Az 0
para x > 0.
o0
1 f we " du
4. R(z) = X Az —x, para z>0.
f wW e ™ du
Ax

Por su complejidad, se omite la expresion para A(x). A la integral que apa-
rece en la expresion de S(x) se le llama funcion gama incompleta y no es
posible calcularla de manera exacta. Se han elaborado tablas (véase el ma-
nual de M. Abramowitz e I. A. Stegun [1]) y programas de computo para
determinar sus valores aproximados mediante integracién numérica o simu-
lacion. Las funciones F'(z) y A(z) estan expresadas nuevamente en términos
de una funcién gama incompleta.
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Distribucién lognormal

Sean 1y 02 > 0 dos constantes. La variable aleatoria continua X tiene
distribucién lognormal(p, o) si su funciéon de densidad es

Esta distribucion surge de la siguiente manera: si Y tiene distribucion N(p, 02),
entonces la variable X := e tiene distribucion lognormal con los parametros
indicados. Claramente, en este modelo los tiempos de vida X toman valores
en el intervalo (0,0). Se puede comprobar que la esperanza y la varianza de
esta distribucion son:

E(X) = expipt o2}
Var(X) = exp{2u+20%} —exp {2u + o?}.

Denotando por ®(z) a la funcién de acumulacion de la distribucién normal

estandar, puede comprobarse que las otras funciones basicas de la distribu-
cion lognormal son:

log z — u)
o

1. F(x) = ®( , para x> 0.

1 _
2. S(z)=1— (22 "H) " para o> 0.

oy 1 ewi-tE
AV 202 ara T )
P S T Ve gm0

1 0
4. R(z) = —J S(u)du, para x> 0.

Solo se ha indicado una manera general de calcular R(z) y se ha omitido la
expresion para A(z).
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Distribucién Pareto?

Sean o > 0 y v > 0 dos constantes. La variable aleatoria continua X tiene
una distribucion Pareto(c, ) tipo I cuando su funcién de densidad es

(0%
=" (2 g a5
x

Observe que un tiempo de vida que sigue este modelo toma valores en el
intervalo (7, 00). Puede demostrarse que F(X) = ay/(aw — 1), paraa > 1,y
Var(X) = ay?/[(a —1)*(a — 2)], para a > 2. Las otras funciones basicas de
la distribucién Pareto son:

4. A(z) = alog(z/v), para x> 1.

para T = 1.

Con esto concluimos una breve lista de algunas distribuciones continuas de
probabilidad que pueden usarse como modelos paramétricos en el analisis de
supervivencia. No se han incluido distribuciones discretas, las cuales pueden
también ser usadas para modelar tiempos de vida. Se puede encontrar ma-
yor informacion sobre las distintas distribuciones univariadas, continuas y
discretas, en el libro de N. Balakrishnan y V. B. Nevzorov [5], en C. Forbes
et al [21], o en el libro de N. L. Johnson et al [29]. Véase también el capitulo
6 del libro E. T. Lee y J. W. Wang [37].

“Vilfredo Pareto (1826-1891) ingeniero civil, economista y sociélogo italiano.
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3.2. Funcién de verosimilitud para datos
censurados

Sea X un tiempo de vida para el cual se ha adoptado una distribuciéon depen-
diente de un pardmetro o vector de parametros desconocidos #. En general,
en el analisis de supervivencia no se adopta esta perspectiva paramétrica
para estimar la distribucién de un tiempo de vida, sin embargo, tal perspec-
tiva de ajustar un modelo paramétrico es una posibilidad y en las siguientes
secciones se revisara la forma de llevar a cabo las estimaciones. Asi, se desea
estimar al pardmetro 6 por el método de maxima verosimilitud a partir de
una serie de observaciones posiblemente censuradas. El problema es encon-
trar la funcién de verosimilitud para después tratar de descubrir el valor de
0 que maximiza esa funcion.

Supongamos que f(x) es la funcion de densidad de un tiempo de vida en
estudio. Cuando todas las observaciones 1, ..., x, son tiempos de vida com-
pletos, es decir, ninguna observacién sufrié censura, y cuando estas observa-
ciones fueron obtenidas de manera independiente, la funcién de verosimilitud
es

L(0) = f(z1) f(x2) - f(zn).

Es decir, cada observaciéon completa z; contribuye a la funcién de verosi-
militud a través del factor f(x;). En cambio, si la observacion z; ha sido
censurada, el factor es diferente y el problema es encontrarlo. Para ello su-
pondremos las siguientes hipotesis:

a) Los tiempos de censura son independientes de los tiempos de vida.

b) La distribuciéon de los tiempos de censura no dependen del parametro a
estimar.

Tenemos entonces los siguientes tres casos:
= Censura por la derecha. Sea C' > 0 la variable aleatoria que representa

el tiempo de censura por la derecha. La probabilidad de que una ob-
servacion de un tiempo de vida X presente censura por la derecha en
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un valor dado ¢ es

PX>CC=c¢) = JOO fx.c(u,c)du

=[f&@ﬂﬁﬂu

= P(X >¢) folo)
o S(e).

El simbolo oc significa “proporcional a”’, de modo que consideramos al
factor fo(c) como una constante que no depende de @ y, de esta ma-
nera, se da preponderancia a la expresion S(c), en la cual, en general,
aparece 0.

= Censura por la izquierda. Sea C' > 0 la variable aleatoria que representa
el tiempo de censura por la izquierda. La probabilidad de que una
observacion del tiempo de vida X presente censura por la izquierda en
un valor dado c es

PX<C,C=¢) = foc fx.c(u,c)du

=J&ka@m
— P(X <o) felo)
o 1—5(c).

» Censura por intervalo. Suponga que (A, B) denota el intervalo aleatorio
de censura. La probabilidad de que una observacion del tiempo de vida
X presente censura por un intervalo dado (a, b) es

b
J Fxap(uab)du = Pla<X <b)-faplab)

o F(b)— F(a)
= S(a) = S(b)
Sean x1,...,x, los datos de supervivencia de n individuos. Cada uno de

estos valores pertenece a uno, y sélo uno, de los siguientes conjuntos:
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D = “Conjunto de observaciones exactas”. (3.1)
(D = Death)

R = “Conjunto de observaciones censuradas por la derecha”.
(R = Right)

L = “Conjunto de observaciones censuradas por la izquierda”.
(L = Left)

I = “Conjunto de observaciones censuradas por intervalo”.

(I = Interval)

El uso de estas letras para denotar a los conjuntos indicados tiene sentido al
recordar la traduccion de los términos en inglés: Death, Right, Left e Interval.

Como estamos suponiendo que cada observacién posiblemente esta sujeta a
alguno de los tres tipos de censura mencionados, es importante notar que el
término x; representa el mismo dato cuando no hay censura, o bien el valor
¢; cuando existe censura por la izquierda o por la derecha al tiempo c¢;, o
bien el intervalo (a;,b;) cuando el dato ha sufrido censura por este inter-
valo. Es conveniente tener en mente esta notacion implicita para entender
mejor la formula (3.2) que aparece abajo para la verosimilitud de la muestra.

Considerando de manera conjunta todos los datos y suponiendo indepen-
dencia entre las observaciones, la funcién de verosimilitud de los datos de
supervivencia cuando se adopta un modelo paramétrico particular se puede
escribir como se establece en el siguiente recuadro.
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Proposicion 3.1 Sea X un tiempo de vida para el que se asume un
modelo paramétrico dependiente de 0, con funcion de densidad f(x) y
funcion de supervivencia S(x). Sean x1,...,x, observaciones indepen-
dientes de X que pueden estar censurados de tal forma que cada uno de
ellos pertenece a uno de los conjuntos: D, R, L e I especificados en (3.1).
Para cada observacion x; y segin sea el caso, sea c; el tiempo de censura
por la izquierda, o por la derecha, y sea (a;,b;) el posible intervalo de
censura. Entonces la funcion de verosimilitud de la muestra es

L) o [[] f@)]-[]] S)]

miED xiER
L[[@=SE@)]-[]](S(@)-Swm)].  (32)
;€L x;el

De la expresion general (3.2), es evidente que es conveniente contar con una
expresion sencilla o manejable para la funcion de densidad f(x) y para la
funcion de supervivencia S(x) de la distribucién en estudio. Como se mencio-
no en la secciéon anterior, esto no necesariamente se cumple para un modelo
paramétrico dado. Claramente la formula general (3.2) puede contener un
menor nimero de términos en el caso cuando los datos presenten sblo uno
o dos de los tres tipos de censura considerados. Es claro que para muestras
que no presenten ningun tipo de censura, la funcion de verosimilitud (3.2)
se reduce a la expresion conocida L(6) = f(x1) f(x2) - - f(zn).

En la siguiente secciéon se analizara el caso particular cuando el tipo de
censura que se presenta solo es por la derecha.

3.3. Funcién de verosimilitud para datos
censurados por la derecha

En esta seccion se encontrard la funciéon de verosimilitud de un conjunto
de datos bajo varios tipos de censura por la derecha, y suponiendo que
se ha adoptado un modelo paramétrico, el cual depende de un parametro
desconocido 6.
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Funcién de verosimilitud bajo censura tipo I

En el caso cuando los datos s6lo pueden presentar censura por la derecha,
éstos se pueden escribir de la forma

(ZCl, 51), (ZUQ, 52), veey (]Jn, 571),

en donde J; toma el valor 1 cuando el dato x; no esté censurado (d=2Death),
y toma el valor 0 cuando el dato z; esta censurado. En este caso, la funcion
de verosimilitud (3.2) se reduce al siguiente producto.

Proposicion 3.2 Sea X un tiempo de vida para el que se asume un
modelo paramétrico dependiente de 6, con funcion de densidad f(zx) y

funcion de supervivencia S(x). Sean x1,...,x, observaciones indepen-
dientes de X y suponga que los datos pueden presentar censura por la
derecha y se les escribe como (x1,01), ..., (Tn,dpn), en donde la variable

d; toma el valor 0 cuando el dato x; presenta censura y toma el valor 1
cuando el dato x; no presenta censura. Entonces la funcion de verosimi-
litud de la muestra es

LO) = | [ [F (@))% [S(za)]' %, (3.3)

1=1

La formula (3.3) se obtiene de la formula general (3.2) demostrada antes.
Observe que cuando d; = 1, es decir, cuando no hay censura en el dato x;,
el factor que aparece en (3.3) es f(z;), y cuando d; = 0, es decir, cuando
hay censura en el dato x;, el factor es S(x;). Por otro lado, substituyendo la
identidad f(z) = A(z) S(x) en (3.3) se obtiene la expresion equivalente

n

L(O) = | | [M(@:)]% S(as). (3.4)

i=1
En general, la expresion para L(6) puede ser complicada como funcién de 6
y encontrar el punto 6 en donde se alcanza el méximo puede ser un problema
dificil. El ejemplo que se presenta a continuaciéon es el caso exponencial y
alli los calculos no son complicados.
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Ejemplo 3.1 (Tiempo de vida exponencial)

Sea (x1,01), ..., (Tn,0n) un conjunto de observaciones, posiblemente censu-
radas por la derecha, de un tiempo de vida con distribucion exp(\), en donde
A es desconocido. Por la formula (3.3), la funcion de verosimilitud de los da-
tos es

L()\) oc H [)\ 6—)\1’1‘]51‘ [G—Axi]l—éi -\ €_>‘x,

i=1
en donde
n
r = Z 0; = “Numero de fallecimientos observados.”
i=1
n
r = Z x; = “Suma de todos los tiempos registrados.”

-~
I
_

Se busca mazximizar L(X\). La derivada de L(\) es

d r—1 _—A\x r —\x
d)\L()\) o rA e A xe .

Puede comprobarse que L(\) tiene un mdximo cuando su derivada es cero y
esto ocurre cuando A = r/x. Asi, la estimacion mdzimo verosimil para A es

D=
=

o
|
83
[
—_

Ik

s
Il
—

T

El estimador como variable aleatoria se puede escribir como

A;

ISk

1

pDY
I
i

NgE

)
X
1

~.
I

en donde A; ~ Ber(p;), con p; = P(X; < ¢;). Los cdlculos anteriores se
pudieron hacer, en buena medida, debido a la expresion compacta para S(z).
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Observemos que, cuando todas las observaciones son completas, es decir,
ninguna observacion presenta censura por la derecha, tenemos que Y\ | §; =
n y, por lo tanto, el estimador se reduce a

.1
A=—.
X

Este es el estimador mazrimo verosimil para el parametro X de la distribucion
exp(A) en el caso de datos no censurados. .

En general, la estimacion de parametros por méaxima verosimilitud para da-
tos censurados es mas complicada que en el caso de datos provenientes de
observaciones completas. A continuacidén se presenta el caso de la distri-
bucion Weibull, en donde se tienen dos parametros y sélo se plantean las
ecuaciones que determinan las estimaciones de esos parametros. Para resol-
ver estas ecuaciones es necesario usar algiin método de aproximacion. Véase
el articulo de C. A. Clifford [13| para mayor informacion sobre la estimacion
de parametros para la distribucion Weibull.

Ejemplo 3.2 (Tiempo de vida Weibull)

Consideremos nuevamente que se cuenta con un conjunto de n observacio-
nes (r1,01),...,(Tn,dn) con posible censura por la derecha. Supondremos
ahora que estos datos provienen del modelo Weibull(a, A), en donde ambos
pardmetros, a >0 y A > 0, son desconocidos. Por la formula (3.3) y recor-
dando las expresiones para f(x) y S(z) de esta distribucion, la funcion de
verostmilitud de los datos es

L(a,A) oo [ [ledag™t e 20 e A 0% = [ [[adaf ™% [ 7).
1=1 1=1

Como antes, denotaremos por r al numero de fallecimientos observados, esto
es, r =01+ -+ 0p. Tomando logaritmo de la funcion de verosimilitud y
simplificando se llega a

log L(a, \) = rloga + rlog A+ (e — 1) Z i log x; — )\fo‘
i=1 i=1
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Las deriwadas respecto de o y X\ igualadas a cero son:

0 TG &

2 log L(a, \) = ot ;52- log x; — )\z;x? logx; = 0, (3.5)
2 JogLia,\) = f—if%—o (3.6)
D S |

Resolver simultaneamente estas dos ecuaciones para o y A no es sencillo y
se deben emplear métodos numéricos para obtener alguna aproximacion de
la solucion. Dada esta dificultad técnica, dejaremos en este punto el desa-
rrollo del ejemplo. Cuando los datos son completos (01 = -+ = §, = 1),
las ecuaciones (3.5) y (3.6) se reducen a las ecuaciones conocidas que deter-
minan las estimaciones por mdxima verosimilitud en el caso cuando no hay
censura, las cuales son

B Y logn— A at loga = . 1)
1=1 =1

—i@xza (3.8)
=1

>3

Regresando al caso cuando hay censura, observemos que de la ecuacion (3.6)
se obtiene la siguiente expresion para N, la cual es semejante a la que se
obtuvo antes para este pardmetro en el caso exponencial (o = 1).

M=

i
—
n

.

X:

[o3

s
1

~

~

En la seccion de ejercicios aparecen otros ejemplos paramétricos que pueden
estudiarse en el caso de censura tipo I. La funciéon de verosimilitud (3.3)
puede usarse cuando se cuente con expresiones para f(z) y S(z), o bien

Az) y S(x) segin (3.4).
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Funcién de verosimilitud bajo censura tipo 11

Sea x1,...,T, una coleccion de observaciones de un tiempo de vida con
funcion de densidad f(x,6), dependiente de un parametro desconocido 6.
Suponga que las observaciones se obtienen a través de un esquema de censu-
ra por la derecha tipo II, es decir, sOlo se registran los r tiempos de vida méas
pequenos y el resto se censuran por la derecha, 1 < r < n. En la siguiente
proposicién se muestra una expresion para la funcién de verosimilitud de la
muestra.

Proposicion 3.3 Sea X un tiempo de vida para el que se asume un
modelo paramétrico dependiente de 6, con funcion de densidad f(x) y
funcion de supervivencia S(x). Si x1,...,x, son observaciones indepen-
dientes de X bajo censura por la derecha tipo II en donde sdlo se registran
los r tiempos mds pequenos, entonces la funcion de verosimilitud de la
muestra es

n!

L(0) = =) [gf(l’(z‘))] [S(zy) " (3.9)

Demostracion. Paracadai=1,...,r, el dato z(;) es observado (no cen-
surado) y su verosimilitud es f(z(;). En cambio, para i = r +1,...,n, el
dato x(;) no es observado (pues es censurado) y la probabilidad asociada
es P(X; > z(y) = S(z()). Es evidente que no se cumple la hipotesis de
independencia entre las observaciones pues éstas son estadisticas de orden.
La verosimilitud de las observaciones es

0 0
L<0):f f(x(l),...,x(r),ul,...,un_r)dul---dun_r,
L(r) T(r)

en donde f es la densidad conjunta de X(y), ..., X(;). La primera observacion
puede ser cualquiera de los n tiempos de vida, la segunda observacion puede
obtenerse de cualquiera de los n — 1 tiempos restantes, y asi sucesivamente,
hasta la r-ésima observacion, para la cual se tienen n — r + 1 posibilidades.
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El resto de los tiempos de vida son los tiempos censurados. Entonces

f( (1)s -+ s T(r)> ULy ey Up—p)
= n(n — 1) (n — T+ 1)fX1,...,Xn(£U(1), ceey L), ULy - - 7Un—r)
= (n_r) fX1, X ( (1) - -,l'(r),ul,_,_’un_r)
n!

- (n —.T)!f(x(l)) e flegy) - flua) - f(un—y),

en donde ahora se cumple la hipotesis de independencia y la funciéon f que
aparece en la tltima expresion es la densidad univariada inicial. Entonces

J f x(l)) f(x(r)) f(ul) T f(un—r) duy - - dup—y
x(’") Z(r ) !

) ]n—r.

Observe que la funcién de verosimilitud (3.9) se reduce a la verosimilitud
usual L(0) = f(x1)--- f(x,) cuando r = n, es decir, cuando en realidad no
hay censura. La facilidad en la maximizacién de la funciéon de verosimili-
tud (3.9) dependera de las expresiones con las que se cuenten para f(z) y
S(x) del modelo paramétrico particular. En el caso exponencial los célculos
son sencillos y se muestran a continuacion.

Ejemplo 3.3 (Tiempo de vida exponencial)
Suponiendo el modelo exp(\) para un conjunto de observaciones i, ..., Ty

que estdn sujetas a censura por la derecha tipo I, la funcion de verosimili-
tud (3.9) es

L) oo flzay) - flze) - [S@e)]" "
— [ ﬁ)\e—Mc(i) ] . [e—/\x(r)]n—r
=1

r

= A -exp {—)\(Z TG+ (n—71)xe)}

i=1
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Deriwvando respecto de A e igualando a cero se encuentra que

r

A= (3.10)

Z T () + (n—r) ()
i=1

~

Verificando que L"(\) < 0, puede comprobarse que la funcion de verosimi-
litud tiene un mdzimo en el punto \. Observemos que cuando r = n, la
estimacion A se reduce a la expresion 1/x. Esta es la estimacion mdzimo
verosimil que se conoce cuando todos los datos son observados.

Por otro lado, para la variable aleatoria Y = Y| X + (n — 1) X,
puede comprobarse que 2)\Y tiene distribucion x*(2r). Véase el texto de P.
J. Smith [47]. Esto permite encontrar intervalos de confianza y llevar a cabo
pruebas de hipotesis para el parametro \ a partir de datos bajo el tipo de
censura indicado. .

A continuacién presentamos el caso de la distribucion Weibull para datos
con censura por la derecha tipo II. Encontraremos nuevamente la dificultad
técnica de resolver un sistema de dos ecuaciones simultaneas. Dejaremos el
desarrollo de este caso hasta el planteamiento de dichas ecuaciones.

Ejemplo 3.4 (Tiempo de vida Weibull)

Suponga que se acepta el modelo Weibull(a, ) para una coleccion de obser-
vaciones Ti,...,T, que estan sujetas a censura por la derecha tipo II. La
funcion de verosimilitud (3.9) es

n!

L(e,A) = ———; @) f(@e) - [S@e)]" "

(n—r)!

n! : oa— Az Az n—r
= oy L Lol ™o g e,
Toa=1

Tomando logaritmo,

|

log L(a, A) = log 7 +rloga+rlogA

(n—r)

r

+ Z(oz —1)logz;) — A Z Ty — AMn —r)z(,).
i=1 i=1
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Deriwvando respecto de o y A, e igualando a cero se encuentra el sistema de
ecuaclones

0

a—alogL(a,A) = —+Zlog:c(z) )\@le(Z) log z ;)
—)\(n—r):zz(r) logz(y = 0, (3.11)

% ogLia,)) = o i . -0 (3.12)

a)\ og o = b\ 4 n T x(r) = . .

En el caso cuando no hay censura (r = n), es inmediato comprobar que las
ecuaciones (3.11) y (3.12) se reducen a las presentadas antes en (3.7) y (3.8).
Por otro lado, cuando oo = 1, la ecuacion (3.12) produce el mismo estimador
que se habia encontrado en (3.10), correspondiente a la distribucion exp(\),

es decir,
r

Z )—I- n—r) Z (7

A=

Mads particularmente, cuando no hay datos censurados (r = n), se obtiene
la estimacion A =1/ | x;. .

Funcién de verosimilitud bajo censura tipo 1
aleatoria

Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de un tiempo de vida continuo X con
distribucion dependiente de un parametro 6, con funcion de densidad f(x) y
funcion de supervivencia S(x). Suponga que cada elemento X; de la muestra
aleatoria posee un tiempo de censura por la derecha que es aleatorio y esta
dado por la variable continua 7; > 0, cuya funcion de densidad es fr,(¢) y su
funcion de supervivencia es S, (t). Supondremos que las variables aleatorias
X; y T; son independientes.

La funcién §; que indica si el dato X; no presenta censura es la variable

aleatoria
5 1 siX; <7,
Tl o osiX;>T)
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De esta manera, 9; = 1 cuando no hay censura, es decir, hay un fallecimiento
(6 =death), y §; = 0 cuando hay censura. Notemos que el valor observado se
puede escribir como la variable aleatoria Z; = min{X;, T;}, parai = 1,...,n.
Bajo este esquema de censura aleatoria por la derecha, la funcién de verosi-
militud de la muestra es la siguiente.

Proposicion 3.4 Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de un tiempo
de vida X para el cual se asume un modelo paramétrico dependiente de 6,
con funcion de densidad continua f(x) y funcion de supervivencia S(x).
Suponga que cada elemento X; de la muestra puede ser censurado por
un tiempo aleatorio T; > 0, independiente de X; y con funcion de densi-
dad fr,(t) y funcion de supervivencia St,(t). Sea z1,...,z, el conjunto
de observaciones de las variables Z; = min{X;, T;}, para i = 1,...,n.
Entonces la funcion de verosimilitud de la muestra observada es

L(0) = [ | [S(=) fr,(2:)]" =% - [S, (1) £(2:)]% (3.13)

i=1

Demostracion. Para cualquier z > 0,

P(Z;<2,0;=0) = P(T;<z2X;>T)

ale 6]

= P(I; <2, X; > T;|T;, =t) fr,(t) dt
J
e
= Pt<zX;>1t) fr(t)dt
Jo
= | s fr
Jo
Derivando respecto de z,
f2:5:(2,0) = 5(2) fr:(2). (3.14)

Hemos usado aqui la hipotesis de que el integrando es una funcién continua.
A continuaciéon haremos el mismo célculo bajo la condiciéon § = 1 y ahora
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conviene condicionar respecto del valor de Xj,

P(ZZ'<Z,5¢=1) = PX<ZX T’z)

0
= J St (x dz
0
Derivando respecto de z,
[7.5,(2,1) = S1,(2) f(2). (3.15)

Las formulas (3.14) y (3.15) se pueden escribir en una sola expresion de la
siguiente forma

F(2,8) = [S(2) fr,(2)]" % - [S,(2) f(2)]%.

Por la hipotesis de independencia, la funciéon de verosimilitud de la muestra
Z1,...,2n €s el producto

0) = [ ] [S(zi) fry(2)]' =% - [Sm (24) £(20)]%.
=1

Es de utilidad observar que cuando la distribuciéon de los tiempos aleatorios
de censura 7T; no dependen del parametro 6, los factores fr,(z;) y St,(2;) son
constantes respecto de 6, de modo que la formula (3.13) se puede escribir en
forma reducida como

L(0) ]_[ [FGz0]% [S(=0] % (3.16)

Cuando los tiempos aleatorios de censura son las constantes tq,...,t,, tene-
mos que z; = min {x;,t;} y distinguimos dos casos:

» Cuando no hay censura (6; = 1), z; = x; y el factor distinto de 1

en (3.13) es St,(2z;) f(z:) oc f(z).
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» Cuando hay censura (§; = 0), z; = t; y el factor distinto de 1 en (3.13)
es S(z;) fr,(z) o S(z).

Asi, la funcién de verosimilitud recién demostrada (3.13) toma la forma de
la funcion de verosimilitud (3.3) encontrada antes en la pagina 114, cuando
los tiempos de censura por la derecha son cantidades fijas.

Como antes, las funciones de verosimilitud (3.13) 6 (3.16), podran ser de
facil manejo dependiendo de la complejidad de las expresiones para f(x) y
S(x). El caso exponencial es sencillo y se muestra a continuacion.

Ejemplo 3.5 (Tiempo de vida exponencial)

Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de la distribucion exp(\) sujeta a
censura aleatoria por la derecha dada por los tiempos aleatorios 11, ..., T,
respectivamente. Recordemos que las observaciones se expresan como Z; =
min{X;, T;} vy la presencia de censura se escribe a través de las funciones
indicadoras

5 1 st X;<7T;
L 0 SiXi>Ti.

De este modo, los datos se pueden escribir como (z1,01),...,(zn,0n). Es
conveniente también definir las cantidades r = 01+ +0p, yy = 21+ -+ 2n.
Suponiendo entonces que la distribucion de los tiempos de censura T; no
dependen del parametro A, la expresion de la funcion de verosimilitud (3.13)
es

[ ()] [S(z0)]'

—

@
I
_

L)) o

)\5@ 6—>\Zi5i 6—)\21'(1—51')

Il

)
I
—

— N .e M,

Deriwvando respecto de A\ e igualando a cero se encuentra la estimacion A=
r/y = 10/ 201 zi. Cuando no hay censura (6 = 1,...,6, = 1), se
tiene que r = n y la estimacion anterior arroja el valor A = 1/z.
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Como variable aleatoria, el estimador se puede escribir como A = R/Y . En
este caso, la distribucion de A no es facil de obtener como ocurrio en el caso
de la censura tipo II para este modelo. .

3.4. Funcién de verosimilitud para datos
truncados

Supongamos nuevamente que hemos adoptado un modelo paramétrico para
un tiempo de vida X. En esta breve seccion se explica la forma de encontrar
la verosimilitud de una muestra que presenta algtn tipo de truncamiento.

» Truncamiento por la izquierda

Si una observacion x esté truncada por la izquierda por el valor ¢ > 0,
la verosimilitud de la observaciéon es la distribucidén condicionada al
evento (X > t), es decir,

f(@)
x| X >t)="—"—=, x>t
Si tenemos una coleccién de observaciones x1, ..., z, que fueron obte-
nidas de manera independiente, y que presentan truncamiento por la
izquierda por los valores tq,...,t,, respectivamente, entonces la fun-
cion de verosimilitud completa es
n
f (i)
L(0) = , X > 1. 3.17

= Truncamiento por la derecha

En el caso de truncamiento por la derecha por el valor £ > 0, la vero-
similitud de una observacion z es

f(@)
r| X <t)=—"—, x<t.
falX <t = T2
De modo que la funcién de verosimilitud de una muestra x4, ..., x, con
truncamiento por la derecha por los valores 1, . .., t,,, respectivamente,
es .
f ()
L0=||— < ;. 3.18
( ) 1 . S(t@)’ Ty 2 ( )

1=1
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Las expresiones (3.17) y (3.18) se simplifican cuando los tiempos de trunca-
miento ¢; son un mismo valor ¢ para todos los datos. Consideraremos esta
situacion en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.6 (Tiempo de vida exponencial)

Sea x1,...,x, una muestra de la distribucion exp(\) truncada por la izquier-
da por un valor fijo t = 0. Supondremos que el pardmetro X\ es desconocido
y que se desea estimar por mdxima verosimilitud. La funcion de verosimili-

tud (3.17) es

L)) = 1‘! J:q((xt)) v >t
A exp{—Az;
1—[ p{ }

L1 exp{=At}
= N'exp{In(t —2)}.

s

Tomando logaritmo, derivando respecto de X\ e igualando a cero se encuentra
la estimacion X\ que aparece abajo. Observe que cuando t = 0, es decir,
cuando no hay truncamiento, se obtiene el estimador conocido A = 1/x.

1
Tr—t

x:

Un poco méas generalmente, también pueden considerarse escenarios en don-
de los datos presentan censura y truncamiento al mismo tiempo, y se desea
encontrar la funcién de verosimilitud para estimar un pardmetro. No trata-
remos esa situacion en este trabajo. En los libros de R. C. Elandt-Johnson y
N. L. Johnson [19], E. T. Lee y J. W. Wang [37] 6 P. J. Smith[47], pueden
encontrarse otras exposiciones del tema de funciones de verosimiltud para
datos censurados.

3.5. Ejercicios

Distribuciones paramétricas

102. Sea x1,...,x, una muestra de una distribucién continua con funcién
de supervivencia S(x;6), dependiente de un pardmetro 6. Demuestre
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103.

104.

105.

que el estimador maximo verosimil para 6 es la solucién de la ecuaciéon
n o .
e (3.19)
0 .
Z 525(;0)

Tiempo de vida uniforme.

Sea X un tiempo de vida con distribucion unif(0, w), en donde w > 0 es
una constante. Demuestre las siguientes expresiones para las funciones
basicas de X. Grafique estas funciones.

= (w—12)/w, paral<z<w.
1/(w—2x), paral <z <w.

() =log (w/(w—u)), para0 <z <w.

() = (w—1x)/2, para0 <z <w.

Unicidad de la distribucion con funcion tiempo promedio de vida resi-
dual constante.

Sea X una variable aleatoria cuya distribucién tiene soporte el inter-
valo (0,00) y con esperanza finita. Suponga que su funciéon tiempo
promedio de vida residual es constante R(z) = 1/A > 0, para x > 0.
Demuestre que X tiene distribucion exp(\).

Distribucion Gompertz.
Se ha definido la densidad Gompertz(b, ¢) como

f(x) =bexp{cr+ b (1—€“*)}, para z>0,
c

en donde b > 0 y ¢ > 0 son dos parametros.

a) Demuestre que cuando ¢\ 0, la densidad Gompertz(b, ¢) conver-
ge a la densidad exp(b).

b) Tomando b =X >0y ¢ =log ¢ > 0, compruebe que la densidad
Gompertz(b, ¢) también se puede escribir como

f(@) = 2" exp {—r——(¢" = 1)}, para x>0,

log ¢

en donde ahora los parametros son A > 0y ¢ > 1.
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106. Tiempo de vida Gompertz.
Sea X un tiempo de vida con distribuciéon Gompertz(b, ¢). Demuestre
las siguientes expresiones para las funciones bésicas de X.

a) F(w)zl—exp{g(l—ecx)}, para x > 0.
b) S(z) :exp{g(l—e“)}, para x > 0.

c) f(x) =Az)S(x) =bexp{cx+ 2 (1—€“*)}, para z>0.
d) A(z) = b (e —1).

1 o0

e) R(z) = () J S(u)du, para x> 0.

107. Relacion Weibull-exponencial.
Sean o > 0 y A > 0 dos constantes. Demuestre que

X ~ Weibull(a, A) & AX® ~ exp(1).

108. Tiempo de vida Weibull.

Suponga que un tiempo de vida X sigue una distribucion Weibull(c, )
con funcién de densidad

f(x) = arz® ! exp{—Az®}, para z>0.

Demuestre que:

a) F(x) =1—exp{—Az®}, para x> 0.
b) S(x) = exp{—Az®}, para x> 0.
¢) Mxz)=alz® ! para z>0.
d) A(x) =Az® para x> 0.
Q0
e) R(x) = exp (Ax®) J alu®exp (= u)du —x, para x> 0.

109. Tiempo de vida Weibull.
Sea X un tiempo de vida que sigue una distribucion Weibull(c, \).
Grafique \(z) y demuestre que esta funcion es:
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110.

111.

112.

a) Creciente cuando a > 1.
b) Decreciente cuando a < 1.

c) Constante cuando o = 1.

Otras parametrizaciones de la distribucion Weibull.

Sean @ > 0 y A > 0 dos parametros. La densidad Weibull(a, A) se
define como la funcion f(x) que aparece abajo. En el caso a = 1 se
obtiene la distribucion exp(A).

f(x) = arz® ! exp{—Az®}, para z>0.
a) Tomando A = 6%, compruebe que
f(z) = af(0z)*t exp {—(0z)*}, para x>0,
b) Tomando A = 1/6, compruebe que
f(x) = (a/0) 2 exp {—2*/0}, para x >0,
¢) Tomando A = (1/0)%, compruebe que

f(@) =5 @/0)* " exp{~(2/6)"}, para @ >0,

Distribucion de valor extremo.

Sea X una variable aleatoria con distribucion Weibull(a, A). A la dis-
tribuciéon de Y = log X se le llama distribuciéon de valor extremo y se
le denota por EV(a, A). Este no es un tiempo de vida pues sus valores
son (—o0, 00).

a) Encuentre Sy (y) = P(Y > y).
b) Encuentre fy(y).

Tiempo de vida Pareto.
Suponga que un tiempo de vida X sigue una distribucion Pareto(c, )
con funcién de densidad

f(x) =% (—)a, para x = .

Demuestre que:
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fy (%
=1— (= >
a) F(x) =1 (x) , para T =1.
b) S(z) = (z)a, para x = 7.
x
c) AMx) = g, para T = 7.
x
d) A(z) = alog(z/v), para = >=1.
x
-7 > .
e) R(x) ——» bara r>7

113. Dastribucion Pareto.

Sea X una variable aleatoria con distribucion Pareto(a, ), es decir,

su funcion de densidad es

f(x) =% (z)a, para T = 7.

a) Demuestre que E(X) = ay/(aw — 1) cuando o > 1.
b) Demuestre que v+ R(y) = E(X) cuando o > 1.

c) Suponga que los parametros son tales que v < o y sea t > 0 fijo
tal que v < t < a. Demuestre que X | (X > t) tiene distribucion

Pareto(a — t, 7).

114. Tiempo de vida Rayleigh.

Suponga que un tiempo de vida X sigue una distribucién Rayleigh(6),

es decir, funciéon de densidad es
f(:v):?e , para x>0,

en donde 6 > 0 es un pardmetro. Demuestre que:

a) F(z) = e /% para z > 0.
b) S(x) =e"" /9, para x > 0.

c) Mx) =2z/0, para x> 0.

d) A(z) =22/, para x> 0.

o0
e) R(z) = er/? J e /% qu, para z > 0.
x
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Funcién de verosimilitud para datos censurados

115. Sea X un tiempo de vida continuo con funcién de distribucion F'(x)
y funcion de supervivencia S(z). Sea C' > 0 otra variable aleatoria
continua con funcién de densidad fc(c). Demuestre que:

a) P(X >C) = JOOO S(c) fo(e) de.

0

b) P(X >C) = JO F(e) fo(e)de.

Funcién de verosimilitud bajo censura tipo I

116. Para la estimacién del parametro 6 en el caso de censura por la derecha
tipo I, en la Proposicién 3.2 se establece que la funcion de verosimilitud
es

L(O) = | [ [f (@))% [S ()],

i=1

a) Demuestre que se cumple la igualdad que aparece abajo, en don-
de A(z) es la funcion de riesgo y A(z) es la funciéon de riesgo
acumulado.

log L(6) = 2 8i log Axi) — > Alxs).

b) Demuestre que para datos completos (61 = 1,...,6, = 1), la
expresion del inciso anterior se reduce al logaritmo de la funcion
de verosimilitud usual, es decir,

log L(#) = ), log f(x:)-

117. Sean (x1,61),. .., (n, d,) observaciones con posible censura por la de-
recha de un tiempo de vida X con funciéon de supervivencia S(z;80),
dependiente de un parametro desconocido 6.
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a) Demuestre que el estimador méximo verosimil para € es la solu-
cion de la ecuacion
n 0 0 ) n 0 .
Zé.w%S(%@) Y0 _5.)@5(%9) _0
" 28(x0) YoS(xi0)
i=1 o\ ¥ i=1 v
b) Demuestre que para datos completos (67 = 1,...,6, = 1), la
expresion del inciso anterior se reduce a la ecuacion (3.19) que
aparece en el Ejercicio 102.

118. Tiempo de vida Rayleigh.
Sean (x1,01), ..., (xy,dy) observaciones con posible censura por la de-

recha de un tiempo de vida X con distribucion Rayleigh(#), es decir,
con funcién de densidad f(z) como aparece abajo, en donde 6 > 0 es
desconocido.

b) Encuentre 6 cuando ninguna de las observaciones esté censurada.

119. Tiempo de vida Gompertz.
Sean (z1,9d1), ..., (Ty,d,) observaciones con posible censura por la de-

recha de un tiempo de vida X con distribucion Gompertz(b, c), es
decir, con funcién de densidad f(z) como aparece abajo, en donde los
parametros b > 0 y ¢ > 0 son desconocidos.

f(x) =bexp{cr + b (1—€e“)}, para x> 0.
c

a) Demuestre que los estimadores por maxima verosimilitud b y ¢
son la solucién al sistema de ecuaciones

ci di + bi(l — ) = 0,
i=1 i=1

2 znl 0;; — bcznl ;e — bZ(l — ey = 0.
i=1 i=1

i=1
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b) Demuestre que

Este es el estimador por méxima verosimilitud para datos censu-
rados por la derecha para tiempos de vida con distribucion exp(b).
Recordemos que cuando ¢\ 0, la densidad Gompertz(b, c) con-
verge a la densidad exp(b).

120. Tiempo de nida Pareto.
Sean (z1,9d1), ..., (Ty,dy) observaciones con posible censura por la de-
recha de un tiempo de vida X con distribucion Pareto(a, ), es decir,
con funcion de densidad f(z) como aparece abajo, en donde los paré-
metros a > 0 y v > 0 son desconocidos.

flx) = ¢ (%)a, para x = .

a) Demuestre que los estimadores méaximo verosimiles para « y =y
son

Y o= x(l)a

(D5 6:) /(D) 1og (wi/zmy))-
i=1 i=1

S
I

b) Encuentre & cuando ninguna de las observaciones esta censurada.

121. Sean (x1,01), ..., (xn, d,) observaciones con posible censura por la de-
recha de un tiempo de vida X con funcion de densidad f(z) como
aparece abajo, en donde 6§ > —2 es un parametro desconocido.

fl@)=(0+2)e 02§ z>0.

Demuestre que el estimador maximo verosimil para 6 es

=036/ w)—2.

=1 1=1
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Funcién de verosimilitud bajo censura tipo II

122. Para la estimacion del parametro 6 en el caso de censura por la derecha
tipo II, en la Proposicion 3.3 se establece que la funciéon de verosimi-

litud es
n

L) = o L @] [Sta) ™™
=1

(n -

a) Demuestre que se cumple la igualdad que aparece abajo, en don-
de A(x) es la funcion de riesgo y A(z) es la funciéon de riesgo
acumulado.

r

ot ; log A(z:) — > A(wi) — (n—r)A(z ().

i=1

n!

log L(0) = log (
n J—

b) Demuestre que para datos completos (r = n), la expresion del in-
ciso anterior se reduce al logaritmo de la funciéon de verosimilitud
usual, es decir,

log L(6) = > log f(x:).
=1

123. Sean x1,...,x, observaciones con posible censura por la derecha tipo
IT de un tiempo de vida continuo X con funciéon de supervivencia
S(z;0), dependiente de un parametro desconocido 6.

a) Demuestre que el estimador méximo verosimil para 6 es la solu-
cion de la ecuacion

B 55y 0) 0
Do g T—r)Tor 0 =0.
£ .S(x;0) (z(ry; 0)
b) Demuestre que para datos completos (r = n), la expresion del
inciso anterior se reduce a la ecuacion (3.19) que aparece en el
Ejercicio 102.

124. Tiempo de vida Rayleigh.
Sean x1,...,x, observaciones con posible censura por la derecha tipo
IT de un tiempo de vida X con distribuciéon Rayleigh(6), es decir, con
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funcion de densidad f(z) como aparece abajo, en donde 6 > 0 es
desconocido. 5
x

flx)=—e*7"Y si x>0,

a) Demuestre que el estimador maximo verosimil para 6 es
T
~ 1 9 M—T 5
= Loy
T 4 r
=1

b) Encuentre 6 cuando ninguna de las observaciones esté censurada.

125. Tiempo de vida Gompertz.
Sean x1, ..., T, observaciones con posible censura por la derecha tipo II

de un tiempo de vida X con distribucion Gompertz(b, ¢), es decir, con
funcion de densidad f(x) como aparece abajo, en donde los parametros

b> 0y c> 0 son desconocidos.
b (644
f(at)zbexp{chrE(l—e )}, para x> 0.

) Demuestre que los estimadores por méxima verosimilitud b y ¢
son la solucion al sistema de ecuaciones

r 1 . CT(; 1 Ccx
-+ 5;1(1 — €0) + (n—r)=(1 - ) = 0,
Z (z) . i(l . ecﬂc(i)) + I_) i x(i)ec:c(i)
i=1 i=1 €iz1
b Cx b cxT
—(n—=r)51 =€) = (n—r)-z4e " = 0.
c c
b) Demuestre que
lim b = T

N0 '
Z T () + ( n—r)aj(T)

Este es el estimador por maxima verosimilitud para datos censu-
rados por la derecha tipo II para tiempos de vida con distribuciéon
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exp(b), el cual se present6 antes en la ecuacion (3.10). Recorde-
mos nuevamente que, cuando ¢ \ 0, la densidad Gompertz(b, c)
converge a la densidad exp(b). Més particularmente, cuando no
hay datos censurados, es decir, cuando r = n, se cumple que
ll’mc\oi) = 1/%.

126. Tiempo de vida Pareto.
Sean x1,...,x, observaciones con posible censura por la derecha tipo
IT de un tiempo de vida X con distribucién Pareto(c, ), es decir, con
funcion de densidad f(x) como aparece abajo, en donde los parametros
a > 0y~ > 0 son desconocidos.

flx) = ¢ (%)a, para x = 7.

a) Demuestre que los estimadores méaximo verosimiles para a y =
son

2>
Il

L(1)s
r

joR
|

Z log (a:(z)/x(l)) + (n — 7‘) log (a:(r)/x(l))
=1

b) Encuentre & cuando ninguna de las observaciones esté censurada.

127. Sean x1,...,x, observaciones con posible censura por la derecha tipo
IT de un tiempo de vida X con funcién de densidad f(x) como aparece
abajo, en donde # > —1 es un parametro desconocido.

flx)=(0+1)e 02§ z>0.

a) Demuestre que el estimador maximo verosimil para 6 es

é: r _1.

T

2,0 + (=) 30

1=1

b) Encuentre 6 cuando ninguna de las observaciones esté censurada.
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Funcién de verosimilitud bajo censura tipo I aleatoria

Considere el caso de censura tipo I aleatoria en donde los tiempos de
vida X; tienen distribucion exp(A), y los tiempos de censura 7T; tienen
distribucion exp(#), para i = 1,...,n. Los tiempos observables son
Z; = min{X;,T;} y las variables que indican la presencia o ausencia

de censura son
5 1 si X; <1,
Tl o osi X;>T)

Demuestre que:
a) Z; ~exp(A+0).
b) 6; ~ Ber(A/(A+0)).
c) Z;y 6; son independientes.

Se demostrd antes que el estimador maximo verosimil para A es

Usando los resultados anteriores, demuestre que:

d) EQ) = 2

A, n=2.
n—1
A nAd + n2\? n2\?

- _ > 3.
e) Var(\) n—Dm=2 m-1F n=>=3

Funcién de verosimilitud para datos truncados

Distribucion exponencial.

Sean x1, ..., T, observaciones independientes de la distribucion exp(\)
truncadas por la derecha por el mismo valor fijo y conocido t > 0, en
donde X es desconocido.

a) Demuestre que la distribucion de X truncada por la derecha por
el valor ¢ es

A e—)\x

f(x\X<t)=m,

para 0 <z <t.
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b) Encuentre la funcion de la verosimilitud de la muestra y com-
pruebe que el estimador por maxima verosimilitud para A es la
solucién de la ecuacion

1—e M=) ML Az(1—e ).
¢) Compruebe que A = 1/& cuando t — 0.

130. Distribucion exponencial.
Sea X un tiempo de vida con distribucion exp(\).

a) Demuestre que la distribucion de X truncada por la izquierda por
el valor fijo t > 0 es

fl@z] X >t) = eV para x> ¢

b) Sean xy,...,x, observaciones independientes de la distribuciéon
exp(A) truncadas por la izquierda por el valor ¢ > 0, en donde A
y t son parametros desconocidos. Demuestre que los estimadores
por maxima verosimilitud para A y ¢t son

. 1

A= —

L =)

7? = ZC(l)

131. Distribucion Pareto.
Sea X un tiempo de vida con distribucion Pareto(a,y), es decir, su
funcion de supervivencia es

S(x) = (v/x), para z>9,

en donde a > 0 y v > 0 son dos parametros desconocidos. Sean
(Tiyti)y ..., (xTn,t,) datos truncados por la izquierda de esta distribu-
cion, en donde X = z; es la observacion sujeta a la condicion X > ;.
Demuestre que los estimadores por méaxima verosimilitud para a y v
son

n

Z log (332‘/$(1))
i=1

’3/ = lC(l)

a = ,



Capitulo 4

Modelos no paramétricos

Este capitulo contiene una introduccién al amplio tema de la aplicacién de
métodos no paramétricos al analisis de datos de supervivencia. Se revisan
algunos métodos para estimar la distribuciéon de un tiempo de vida a partir
de un conjunto de observaciones con posible censura por la derecha, bajo
determinados contextos y sin recurrir a modelos paramétricos.

4.1. Tablas de mortalidad

Las tablas de mortalidad constituyen una base fundamental de las ciencias
actuariales. En esta seccion recordaremos brevemente este concepto y defi-
niremos algunas funciones basicas que surgen a partir de la informacion de
estas tablas. Estudiaremos, ademas, algunas relaciones entre estas funciones.
En particular, nos interesa estimar la funcién de supervivencia de un tiempo
de vida a partir de la informacién contenida en una tabla de mortalidad.

Recordemos que se define una cohorte como un grupo de personas que com-
parten una caracteristica en comin y que se estudian durante un periodo
de tiempo dado. Por ejemplo, un conjunto de personas que han nacido en
un ano particular conforman una cohorte. Una cohorte puede también estar
integrada por aquel conjunto de personas a las que se le ha diagnosticado
una cierta enfermedad.

Supondremos que tenemos una cohorte compuesta por £y individuos en don-

139
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de no hay migracion. Se trata de una poblaciéon cerrada en donde nadie ingre-
sa y nadie sale, y en donde cada individuo eventualmente muere. El namero
entero ¢y es llamado radix y, convencionalmente, toma el valor 10° = 100, 000
0 10% = 1,000, 000, aunque en realidad cualquier valor entero positivo es fac-
tible.

Definicion 4.1 Una tabla de mortalidad es un arreglo tabular en donde
se registran las distintas edades que pueden tomar los individuos de una
poblacion y el nimero de sobrevivientes a esas edades.

Un ejemplo de una tabla minima de mortalidad se muestra en la Tabla 4.1.
En esta tabla se ha registrado el ntimero de personas vivas ¢, para diferentes
edades enteras x, y en donde la poblacién inicial consta de 100,000 indivi-
duos. Nos interesa aqui llevar el registro de la mortalidad general para este
conjunto de personas. Usualmente las edades para poblaciones humanas y
medidas en anos cumplidos son 0,1,2,...,120. La edad méaxima para cual-
quier individuo es denotada por la letra w, en consecuencia, ¢,,.1 = 0. En
este caso hemos supuesto w = 120 anos. Si una tabla de mortalidad inicia
en la edad «, al radix se le denota por £,,.

9 l,

0 100,000

1 98,287

2 97,604

3 96,844

4 96,003
120 1

Tabla 4.1: Tabla minima de mortalidad.

Observe que en una tabla de mortalidad sélo se registra el nimero de perso-
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nas vivas a cada edad y las posibles censuras por la derecha son consideradas
como fallecimientos pues son individuos que ya no son reportados como vivos
a la siguiente edad. Ademas, al considerarse que cada edad toma un valor
entero (ntimero de anos cumplidos), los tiempos de vida estan censurados
por intervalo. Regularmente en una tabla de mortalidad también aparecen
otras funciones que se construyen a partir de los valores de £,. Estas funcio-
nes son analogas a las definidas en la modelacién probabilista dada por la
funcion de supervivencia. Supondremos que la edad z de un individuo toma
valores en el intervalo continuo [0, w], en donde la unidad de mediciéon es un
ano. Al nimero entero mas grande que es menor o igual a x se le denota por
|z|, esta es la edad en anos cumplidos de un individuo de edad exacta z.

Estadisticas basicas

A partir de los valores de £, en una tabla de mortalidad, se pueden definir
varias funciones que son de interés. Estas funciones tienen como principal
variable dependiente la edad entera x > 0 de un individuo. Empezaremos
reiterando la definicion de la funciéon principal /.

= Funcién ntimero de personas vivas

Para cada valor entero x > 0, la funcion
G

indica el nimero de personas vivas a edad x. El valor inicial es el radix
lo v la funciéon decrece a cero al paso del tiempo: bg =01 >l > --- >
b, = L,11 = 0. Estas cantidades constituyen el elemento esencial para
construir otras cantidades de interés que pueden aparecer en una tabla
de mortalidad.

s Funcién nimero de fallecidos

Para cada valor entero x > 0, se define

dm = Ez — £$+1.
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Este es el niimero de personas de edad = que mueren antes de cumplir
la edad = + 1. La letra d proviene del término en inglés death. En
particular, d, = ¢, — l,+1 = {,. Mas generalmente, para n > 1 entero
se define

ny = Ly — lyyn.

Esta cantidad es el nimero de personas de edad x que mueren antes
de cumplir la edad x + n. Cuando n = 1 se obtiene 1d,, pero se omite
el subindice izquierdo para recuperar la notaciéon d,.

Funcién probabilidad de fallecer

Para cada valor entero x > 0 tal que £, > 0, se define

el
4z : 0 A .

Esta es la probabilidad de que una persona de edad x fallezca antes
de cumplir la edad x + 1. En otros términos, esta es la probabilidad
condicional de que una persona fallezca a la edad x dado que ha cum-
plido esa edad. En particular, g, = d, /¢, = 1, suponiendo ¢, > 0. En
cambio, la probabilidad (no condicional) de que una persona fallezca
a la edad x es dy/ly = (by — ly11)/lo. Més generalmente, para n > 1

entero se define
ndm _ Ew - gw—i—n

nqz ‘= ‘. A
Esta es la probabilidad de que una persona de edad x muera antes de
cumplir la edad x + n. Cuando n = 1 se obtiene 1q,, pero se omite el
subindice izquierdo para recuperar la notacion q,. Todavia mas gene-
ralmente, para cada edad x y para valoresn =0,1,...ym=1,2,...
se define

. mYz+n Em-l—n _ €x+n~l—m
n|m4z = = .
2 2

Esta es la probabilidad de que un persona de edad x fallezca entre las
edades z +n y x + n + m — 1, inclusive.
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Funcién probabilidad de sobrevivir

Para cada valor entero x > 0 tal que £, > 0, se define

€x+1
Oy

Pz =

Esta es la probabilidad de que una persona de edad x alcance la edad
x + 1. Claramente se cumple la identidad p, = 1 — ¢,. En particular,
Pw = Lu+1/l, = 0, suponiendo ¢, > 0. Mas generalmente, para n > 1

entero se define
€x+n

lp

Esta es la probabilidad de que una persona de edad = alcance la edad
x + n. Es inmediato comprobar que ,p, = 1 — ,¢,. Cuando n = 1
se obtiene 1p,, pero se omite el subindice izquierdo para recuperar la
notaciéon p,.

nPx ‘=

Muchas otras cantidades de interés se pueden definir y mostrar en una tabla
de mortalidad. Por ejemplo, si se desean incluir las estadisticas d, ¢, y pz

en el arreglo tabular, se obtiene el arreglo de la Tabla 4.2.

x g dy Ia Dx

0 100,000 1713 0.1713 0.98287

1 98,287 683 0.00694 0.99306

2 97,604 760 0.00778 0.99222

3 96,844 841 0.00868 0.99132

4 96,003 - — —
120 1 1 1 0

A continuacion presentaremos algunos resultados generales que pueden com-

Tabla 4.2: Tabla de mortalidad.

probarse a partir de las definiciones anteriores.
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Proposicion 4.1 Para cada edad entera x y para cualquier nimero en-
tero n = 1 se cumple que:

1. wqe =1—pps.
2. by =Lopop1-- Px—1-

3 bz = (1—qz)(1—qus+1) -+ (1 — quin—1)- (Formula del producto)

Demostracion.

1. Por definicion,

_nda:_gx_gm—i—n_l_gm—i—n_ .
2. Se desarrolla el lado derecho,
by o l,
/q - =Ly 2 =/,
0 PoP1"" " Pz—1 0 7o 01 0
3. Por definicion,
- é:c—kn
nPxr = A
gw—l—l £w+2 . £w+n

gaz gw—l—l gm—kn—l
Px Pxr+1" " Pr4+n—1

= (1 - Qx)(l - Qx—i—l) ce (1 - q:v—l—n—l)-

La identidad (3) es la férmula del producto que aparece en la ecuacion (2.1)
en la pagina 45.

Funciones basicas

Se pueden definir también las cuatro funciones basicas F'(x), S(z), A(z) y
R(x) que se estudiaron en el Capitulo 2, pero ahora en el contexto de una
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tabla de mortalidad. Se revisan a continuacién estas funciones. Aunque los
tiempos de vida pueden ser continuos, las observaciones del nimero de sobre-
vivientes se llevan a cabo en tiempos peridédicos. Esto hace que las funciones
basicas correspondan a tiempos de vida discretos.

Consideraremos que la particion del tiempo esta dada por los intervalos:
0,1],(1,2],..., (w—1,w], (w,w + 1),

en donde a (z — 1, x] se le denomina el intervalo x, para x = 1,...,w + 1.
Observe que z es el extremo derecho del intervalo. Denotaremos por X a
la variable aleatoria que indica el ntimero del intervalo en el que fallece un
individuo. Esta variable es estrictamente positiva y tiene como posibles va-
lores 1,2,...,w + 1. En cambio, la edad en anos cumplidos de un individuo
al fallecer puede tomar el valor 0. No debe confundirse a X con la edad de
una persona al fallecer.

s Funciéon de distribucion

La funciéon de distribucion en el modelo tabular es

gO - eaz

by
en donde /, es el nimero de personas con vida al inicio del intervalo
(x,z+1]y, por lo tanto, £y — ¥, es el nimero de personas que fallecieron
en alguno de los intervalos 1, ..., z. Observe que F(0) =0y F(w+1) =
1. La correspondiente funciéon de probabilidad es

F(z):=P(X <x) = para x =0,1,...,w+ 1.

flx) = F(z)-F-1)
lp1— ¥y
= 1—, para z =1,2,...,w+ 1.
o
El ntmero f(x) es la probabilidad de que un individuo fallezca en el
intervalo x, es decir, en (z — 1, x].

= Funcién de supervivencia Para cada valor entero de x > 0 se define
la funcién de supervivencia en el modelo tabular como

ly
S(x):=P(X >x) = 7 =abo, para r=0,1,...
0
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Esta es la probabilidad de que una persona sobreviva al intervalo
(x — 1, x]. La definicién de S(z) que aparece arriba se puede escribir
como

by =0y S(z), para x=0,1,...

Observe que S(0) = 1y S(w+ 1) = 0. En la Tabla 4.3 se muestra
una tabla de mortalidad en donde se ha incluido la funciéon S(zx). Se
muestran, ademas, los intervalos de valores en donde la funcién de su-
pervivencia es constante. Los intervalos son de la forma indicada pues
de esa manera la funcién S(x) es continua por la derecha.

x | by | S(x)=4y/ly | Intervalo para S(z)
0| f S(0) [0,1)

1| 4 S(1) [1,2)

2

62 8(2) [27 3)

Tabla 4.3: Tabla de mortalidad con S(x) = P(X > x) incorporado.

= Funcién de riesgo

Para cada valor entero x > 1 tal que S(x — 1) > 0, se define la fun-
cion de riesgo A(z) en el modelo tabular como aparece abajo. Observe
nuevamente que se trata de una funcién de riesgo discreta.

f(z)
S(x—1)
(ém—l - gm)/go
be1/lo
dm—l
gx—l
= (Qy_1, para rx=12,...,w+ 1.

AMz) =

Es decir, A(z) es la probabilidad de que una persona de edad = — 1
fallezca antes de cumplir la edad x. En particular, A(w + 1) = q, = 1,
lo cual indica que nadie alcanza la edad w + 1.
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= Funcién tiempo medio de vida restante

Siguiendo la definiciéon que habiamos dado antes para esta funciéon en
el caso de tiempos de vida discretos, tenemos que, para valores enteros
x > 0 tales que S(z) > 0,

R(z) = EX—-z|X >ux)
w+1

=Y wf@)/Se) —a

u=x+1

w+1
_ g a1 = b/l

u=z+1 ex/éo
1 w+1

= - Z u (ly—1 — ly) — x,
T u=x+1

en donde, recordemos, w es la edad maxima en la tabla de mortalidad.
Puede comprobarse que R(0) = E(X).

Se puede encontrar mayor informacién sobre tablas de mortalidad en J.
Leguina [38], G. Tutz y M. Schmid [51]|, por ejemplo. Véase también el
capitulo 4 del libro de R. J. Cunningham, T. N. Herzog y R. L. London
[17].

4.2. Método actuarial

Supondremos que tenemos el registro de los tiempos de vida xq,...,x, de
n individuos, algunos de los cuales pueden estar censurados por la derecha.
En esta seccidon veremos una forma no paramétrica de estimar la funciéon de
supervivencia S(x) cuando los datos estan agrupados en subintervalos como
en una tabla de mortalidad.

Sea 0 = ag < a1 < a2 < -+ < ap < apy1 = 00 una particion finita
arbitraria del intervalo (0,00), en donde aj es un valor mayor o igual al
tiempo de vida observado mas grande. De esta manera, cada una de las
observaciones pertenece a uno y sélo uno de los k subintervalos de tiempo
(0,a1], (a1,a2], ..., (ax—1,ar]. En la Figura 4.1 se muestra la situacion
cuando k = 4. Las constantes aj,ao,...,a; pueden ser, por ejemplo, las
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edades en anos cumplidos de los individuos, es decir, ag = 0,a1 = 1,a2 =

2,...,ar = w, como en una tabla de mortalidad.
| Y i1 il il o :
[ X ¢ BN AN tiempo
0 ai az as ay

Figura 4.1: Subintervalos de tiempo.

Supondremos también que la tabla de mortalidad nos provee de la siguiente
informaciéon para cada subintervalo.

Definicién 4.2 Para j =1,2,...,k, se definen las cantidades:

nj = “Numero de personas en observacion al inicio del intervalo (aj—1,a;].”
d; = “Numero de personas fallecidas en el intervalo (aj—1,a;].”

w; = “Nimero de personas censuradas en el intervalo (aj—1,a;].”

Al ntimero n; se le llama ntimero en riesgo. El nombre completo es “ntimero
de personas en riesgo de morir” en el intervalo (a;_1,a;]. Claramente estos
nimeros son decrecientes, es decir, n = ny = ng = --- = ni = 0, pues en
cada intervalo pueden ocurrir fallecimientos o censuras. Por otro lado, la no-
tacion para d; proviene del término death, y esta es la cantidad de personas
que mueren en el intervalo en cuestion. Finalmente, w; denota el nimero de
tiempos de vida censurados en el intervalo en estudio. Cuando en una tabla
de mortalidad no se proporciona la informacién de los datos censurados, de-
finimos w; = 0, de modo que los posibles datos censurados son considerados
como fallecimientos y la mortalidad se sobreestima.

En general, se cumple la siguiente relacion: para j = 2,...,k,

n; =nj—1 — dj_l — Wj—-1.
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Es decir, el ntmero en riesgo para el intervalo (a;j—1,a;] es el nimero de
personas en riesgo de morir en el intervalo anterior, menos los fallecidos en
ese intervalo, menos los censurados.

Definicion 4.3 La probabilidad condicional de que un individuo que ini-
cia con vida el intervalo (aj—1,a;] sobreviva al final de ese intervalo es

S(ay)

Con esta notaciéon podemos ahora expresar la funcién de supervivencia me-
diante el siguiente producto: para 7 =1,2,... k,

S(a1) S(az) S(aj)

S(a;) = S(ao) S(a1) S(aj_1) =p1p2- Dy

Esta es otra forma de escribir la féormula producto mencionada en la Proposi-
cion 2.5 de la pagina 45. La expresion anterior sugiere una forma de estimar
S(x) para las edades * = ay,a2,...,a, a partir de alguna estimacion que
se tenga para las probabilidades condicionales p;. Esto es lo que haremos a
continuacion.

Existe cierta justificacion para definir el estimador p; = 1 — d;j/n;. Sin em-
bargo, esta expresion no toma en cuenta los posible individuos censurados
en el intervalo en estudio. Mas precisamente, esta féormula indica de manera
implicita que los individuos expuestos al riesgo son 7, colocando los tiempos
censurados en el intervalo (a;_1, a;] hasta el tiempo final a;, pues presupone
que todos los individuos n; estuvieron expuestos al riesgo de morir duran-
te todo el subintervalo en cuestiéon. En realidad, los individuos censurados
s6lo se expusieron al riesgo de morir hasta el momento desconocido de su
censura. Para tomar en cuenta esta consideracion, se propone cambiar el
denominador n; por el siguiente promedio.
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Definicion 4.4 FEl nimero efectivo de individuos en riesgo de morir du-
rante el intervalo (aj—1,a;] es

Este es el promedio aritmético de las siguientes dos cantidades: n; —w;, que
es el nimero en riesgo cuando los tiempos censurados ocurren al inicio del
intervalo, y nj, que es el nimero en riesgo cuando los tiempos censurados
ocurren al final del intervalo. Observemos que este promedio no es necesaria-
mente un niimero entero, lo sera tnicamente cuando el niimero de tiempos
censurados w; es un nimero par. Ademas, es evidente que n; = n; cuando
wj = 0, es decir, en aquellos intervalos en donde no hay datos censurados.
En general, se cumple que n; < nj.

Se propone entonces como estimador para la probabilidad p; al ntimero

. d;
J

y se construye asi el siguiente estimador para la funciéon de supervivencia.

Definicion 4.5 (Método actuarial) A partir de un conjunto de da-
tos de supervivencia con posible censura por la derecha y agrupados en
los intervalos (0,a1], (a1,az2], ..., (ag,), el estimador por el método
actuarial para la funcion de supervivencia S(x) es

S(ag) = S(0) =1,
S(a;) = pip2- P
d;j. A .
= (1 — n—g) S(aj_l), J = 1,...,]{7. (41)

J

Observe que lo anterior define a g(x) solo en los puntos r = aq,...,ag. Sin
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embargo, la definiciéon puede extenderse a cualquier valor continuo > 0 de
la siguiente forma

(1 si 0<x<ay,

g(al) si a1 <7 < as,

N Sag si as < <asg
S(x) = < (a2) h ’

Slag_1) si ap_1 <z < ay,
0

si T > ag.

Asi es como se puede construir una funcion de supervivencia estimada S(z),

para cualquier > 0, la cual es constante en los intervalos [a;,a;+1), para
j=0,1,...,k—1.

Nota técnica 1. A diferencia de lo considerado antes, observe que los in-
tervalos sobre los que se define S () ahora son cerrados por la izquierda y
abiertos por la derecha. Esta modificaciéon permite garantizar que la funcién
S(x) sea continua por la derecha. Asi la funcion estimada S(z) presenta,
posiblemente, decrementos en los valores aq,...,a;. Recordemos que estos
nimeros son arbitrarios y son aquellos a través de los cuales se define la
particion del intervalo de tiempo (0, 00).

Nota técnica 2. Toda observacion censurada en el dltimo intervalo (ag_1, ag|
es considerada como un fallecimiento. De esta manera, d, = ny = nj y el
factor 1 — dj/n’; se anula. Esto tiene como consecuencia que S(ax) = 0, es
decir, la funciéon de supervivencia estimada efectivamente toma el valor 0 a
partir de a; en adelante.

Ejemplo 4.1 Considere el conjunto de datos de supervivencia que se mues-
tra en la Tabla 4.4, agrupados en k = 5 subintervalos. Para cada subintervalo
se cuenta con el nimero en riesgo nj;, el nimero de fallecimientos d; y el
nimero de individuos censurados por la derecha wj. Con esta informacion
se calcula el factor 1 —dj/n;. que aparece en la peniltima columna de la tabla

y en la ultima columna tenemos los valores S’(aj), para j = 1,2,...,5. Por
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brevedad, las cantidades son mostradas soélo con 4 digitos decimales.

Jj | aj Intervalo | n; | d; | w; D5 = S(aj—1) | Intervalo
de analisis 1 —d;/n para S(z)

1] 1 (0,1] %5 | 5 | 0 | 0.8000 1 [0,1)

2 | 2 (1,2] 20 | 3 | 1 0.8461 0.8000 1,2)

3| 3 (2,3] 6] 6 | 0 | 06250 0.6769 2,3)

4| 4 (3,4] 0] 5 | 2 0.4444 0.4230 3, 4)

5 | 5 (4,5] 3| 2|1 0 0.1880 [4,5)

- | - (5, 00) 0 - - - 0 [5,00)

Tabla 4.4: Datos de supervivencia del Ejemplo 4.1.

Este ejemplo permite ilustrar varias cuestiones técnicas acerca del método
actuarial:

s Observe que los intervalos que aparecen en la tercera columna de la

Tabla 4.4 son los utilizados para llevar a cabo el andlisis del cdlculo
de los factores (peniltima columna), mientras que para especificar la
definicion de g(x), estos intervalos deben ser, contrariamente a como
aqui aparecen, cerrados por la izquierda y abiertos por la derecha.

Cada factor 1 — dj/n;- (peniltima columna) se debe multiplicar por el

valor de S(aj) que aparece en el mismo renglon para producir el valor
de S(aj+1) que aparece en el renglon inferior inmediato.

Para el ltimo intervalo (4, 5], tenemos que ns = 3 individuos ingresan
con nida a ese intervalo, de los cuales ds = 2 individuos fallecen y
ws = 1 individuo estd censurado. Como se explico antes, se deben
modificar los datos y definir ds = 3 y ws = 0 para que el ultimo factor
1 — ds/nf sea cero, tal y como aparece en la tabla.

El procedimiento que se muestra en la Tabla 4.4 puede ser implemen-
tado con facilidad en una computadora usando una hoja de cdlculo.



4.2. METODO ACTUARIAL 153

El estimador actuarial como variable aleatoria

El estimador por el método actuarial recién definido en (4.1) se puede escribir
como una variable aleatoria de la siguiente manera. Se considera nuevamente
una particion finita fija 0 = ag < a1 < ag < -+ < ap < apy1 = oo del
intervalo (0, c0). Se puede definir a N; como el niimero aleatorio de individuos
que inician con vida al intervalo (aj_1,a;], para j = 1,...,k. Observe que
estas variables aleatorias no son independientes pues debe cumplirse que

n=N; =Ny =-= Ny

Se puede definir la variable adicional Ny, como el niimero de individuos
que ingresan con vida al intervalo (ay, 90). Los términos D;, N. J’ y W; tienen
los mismos significados de antes, pero ahora no son nimeros observados
sino variables aleatorias y se debe cumplir que W; < N; y, como antes,
N j’ = N; — W;/2. El estimador para la probabilidad de supervivencia del
intervalo (aj—1,a;] es la variable aleatoria p; = D;/N}, para j = 1,...,k.
El estimador para S(x) es

. . A D.
S(aj) =pi1p2:--pP; = (1_FJ{) S(aj_l), (4.2)
J
para j = 1,...,k. Asi es como tenemos una sucesion de variables aleatorias

5’(04) = S(az) = = S(ak)

Bajo esta perspectiva, es natural preguntarse por las caracteristicas numé-
ricas de estas variables aleatorias. A continuacion veremos algunos de estos
resultados.

Proposicion 4.2 Sea j € {1,2,...,k} y suponga que el evento (NJ’ = n;)
ocurre, en donde n; > 1 es un entero. Si los tiempos de vida son indepen-
dientes, entonces

1. Dj | (N} = n}) ~ bin(n}, 1 — p;).

2. E(pj | Nj =nj) = p;.
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Demostracion.

1. Cada individuo en riesgo de morir durante el intervalo (a;_1, a;] tiene
probabilidad de fallecer en ese intervalo el niimero desconocido 1 — p;.
Suponiendo independencia entre los individuos y cuando n; individuos
inician con vida el intervalo (a;_1, a;], el total de muertes D; en dicho
intervalo tiene distribucion bin(n;, 1 — p;).

2. Este resultado es consecuencia de la definicién de p; y del inciso ante-
rior,

. D;
E(p; | Nj = nj) = E(1 = = | Nj = nj) = p;.
J

Observe que en las dos afirmaciones de la proposicion anterior se necesita
como condicion la ocurrencia del evento (/N ]’ = n;), el cual especifica el nu-
mero efectivo de individuos en riesgo de morir en el intervalo (a;_1,a;]. Sin
esta informacion es complicado afirmar algo acerca de lo que ocurre en dicho
intervalo. Existen, sin embargo, algunas aproximaciones que no incluyen es-
ta condicién; enunciaremos éstas a continuacién. Su demostracion se puede

encontrar en el texto de D. London [39].

Proposiciéon 4.3 El estimador S’(aj) = p1 D2+ P; definido en (4.2), para
je{l,2,...,k}, satisface:

2. E(S(a;)) ~ S(ay).

. L —p;
3. Var(S(a;) | N{ = ni,...,Nj = n}) ~ §%(a;) - ) o
i=1 %

Las dos primera afirmaciones establecen que los estimadores p; y S (a;) por
el método actuarial no son insesgados. Lo son sb6lo de manera aproximada.
A la dltima aproximacion se le conoce como formula de Greenwood. Se
le puede usar para encontrar intervalos de confianza aproximados para los
valores desconocidos S(a;).
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Con esto concluimos nuestra breve introducciéon a algunos conceptos del
analisis de supervivencia usando tablas de mortalidad. Existe una teoria
bastante desarrollada de resultados, conceptos y estimaciones de modelos de
supervivencia basados en datos de tablas de mortalidad. Una exposicién muy
completa sobre estos temas puede encontrarse en el libro de D. London [39].
Otras referencias generales sobre el tema de tablas de mortalidad son, por
ejemplo, N. L. Jr. Bowers et al [9], D. C. M. Dickson et al [18], N. Keyfitz y
H. Caswell [32], J. Leguina [38|, y S. D. Promislow [46].

4.3. Interpolacion en tablas de mortalidad

Para cada edad en anos cumplidos = se busca definir la funciéon s — £,
para valores de s en el intervalo [0, 1], en donde el valor inicial ¢, y el valor
final £, 1 son provistos por una tabla de mortalidad. En esta seccién veremos
tres maneras en las que esta interpolacion puede efectuarse. De esta forma se
puede construir una funciéon x — /¢, definida ahora en el intervalo continuo

[0, w].

Interpolacion lineal

En este tipo de interpolacion se establece que la funciéon s — £, s, para
0 < s < 1, se define por la linea recta que une los valores ¢, y £, 1. Véase la
grafica de la izquierda de la Figura 4.2. Para cada entero x y para 0 < s < 1,
se define

£I~|—8 =S fx—l—l + (1 — S) . Ka: (43)

De este modo se postula que la poblaciéon decrece linealmente de ¢, a £,
en una unidad de tiempo. Esta funciéon se puede escribir de las siguientes
formas equivalentes:

boys = Ly —35-dy
by —8- by —Llyy1)
= s Ay +(1—35) L. (4.4)
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ly s
0, Dy S eeee e
N‘H
J ; T — o T
0 T r+1 01234 w

Figura 4.2: Interpolacion lineal.

La grafica de ¢, definida ahora para cualquier valor continuo 0 < z < w es
la de una funcién continua, decreciente y lineal por pedazos. Véase la grafica
de la derecha de la Figura 4.2.

Bajo la interpolacién lineal, se cumplen las identidades que aparecen en la
siguiente proposiciéon. Todas estas identidades se obtienen al substituir el
valor de ¢, de acuerdo a la definicion (4.3) 6 (4.4). Se deja como ejercicio
la verificacion de estas igualdades.

Proposicion 4.4 Bajo la interpolacion lineal (4.3) se cumplen las siguien-
tes formulas: para x = 0 entero y para 0 < s < 1,

d
.Z. pr_ ]__ 'i.
2. sr = S Q.
Dz
3. =
(1—s)Pz+s 1—5-q
o (1—35) qu
4 (1—s)4z+s = 1—s-q, .

Se ha mencionado que cuando se interpolan de manera lineal los valores
/, de una tabla de mortalidad se produce una funcién continua decreciente
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ly : [0,00) — [£o,0]. Esto induce un tiempo de vida continuo X para el cual
se pueden calcular las funciones basicas. Estas formulas se muestran en el
siguiente enunciado y su demostracion se deja como ejercicio. Como se trata
de un tiempo de vida continuo, las definiciones de estas funciones son las
correspondientes a tiempos continuos.

Proposiciéon 4.5 El tiempo de vida continuo X wnducido por la interpola-
cion lineal lyqs = $-Lyy1+ (1 —38) Ly, tiene las siguientes funciones bdsicas:
para x = 0,1,...

1. Flx+s)=(1—-s)F(x)+sF(x+1), 0<s<1.

2. flxe+s)=F(x+1)—F(x), 0<s<l.

3. Sx+s)=(1-s)S(x)+sS(x+1), 0<s<1.

F(x+1)— F(z)
(1—15)S(z) +sS(z+1)

4. Mz +s) =

La funcion tiempo promedio de vida restante R(x + s) es mds complicada y
se ha omitido de la lista anterior.

Interpolaciéon exponencial

Esta es una segunda manera de interpolar los valores entre ¢, y £, 1. Para
cada entero x = 0 y para 0 < s < 1, se define

ém ° E] —S
Cors 1= Ly ( ;1) = (Ugir)® ()15, (4.5)

Esta expresion es una funciéon exponencial y su grafica es la curva convexa
que se muestra en la parte izquierda de la Figura 4.3. De esta manera, el
valor inicial ¢, decae exponencialmente hacia el valor final £, 1.
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o s

0 x r+1 01234 w
Figura 4.3: Interpolacion exponencial.

La grafica de /, definida ahora para cualquier valor continuo 0 < z < w
es la de una funcién continua, decreciente y convexa por pedazos. Véase la
grafica de la derecha de la Figura 4.2.

Bajo la interpolaciéon exponencial, se cumplen las férmulas que aparecen a
continuaciéon. Su verificacion no es dificil y se deja como ejercicio.

Proposicion 4.6 Bajo la interpolacion exponencial (4.5) se cumple las si-
guientes formulas: para x = 0 entero y para 0 < s < 1,

1. sp; = (px)s-
2. sqr=1-— (1_%:)8'
3. (1—s)Pz+s = (pﬂc)l_s-

S

4o (es)ars =1—(1—qz)' "

Interpolaciéon hiperbdlica

Esta es otra manera alternativa de interpolar los valores entre £, v £,11.
Para cada entero x > 0 y para 0 < s < 1, se define

1 1 A
lpys = | — : - — : 4.
i (gx e [€x+1 em]) ( 6)
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Equivalentemente,
1 1 N ( 1 1)
= —_— s . _—

- s-<£x1+1>+(1—3)-<é). (4.7)

Esto corresponde a una interpolacion lineal de los reciprocos de los valores
ly v Lyy1. Puede verificarse que la formula para ¢, que aparece en (4.6)

produce el valor ¢, cuando s = 0 y es igual a £, 1 cuando s = 1. La grafica
de la interpolacion hiperboélica es similar al caso de la interpolacién expo-
nencial que se muestra en la Figura 4.3.

Bajo la interpolacion hiperbolica se cumplen las férmulas que aparecen aba-
jo. Su verificacion se deja como ejercicio.

Proposicion 4.7 Bajo la interpolacion hiperbolica (4.6) se cumplen las si-
guientes formulas: para x = 0 entero y para 0 < s < 1,

Ji _ S qz
1_Qw
2. = :

3. (1—s)Pz+s = 1—(1—=5) g

4- (1—s)dz+s = (1—5)" Gu

No es dificil proponer otros métodos de interpolacion entre £, y £, adicio-
nales a los mencionados y que no producen necesariamente funciones conti-
nuas. Se puede definir, por ejemplo, una funciéon x — £, que sea constante
por pedazos y que sea decreciente en forma de escalera desde el valor Z,
hasta el valor /,,; para cada = > 0 entero. También debe advertirse que
se pueden definir y estudiar otras funciones de interés basadas en los datos
basicos {p, 1, . ..,¢, de una tabla de mortalidad (véase el libro de D. Lon-
don [39]), y encontrar férmulas del comportamiento de estas funciones bajo
alguno de los métodos de interpolacion.
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Estimador para S(z) a partir de una tabla de
mortalidad

Para valores continuos de x en el intervalo [0, w], sea £, la interpolaciéon me-

diante algiin método de los datos ¢y, 41, ..., ¥, provenientes de una tabla de
mortalidad. Esta funcién no es necesariamente diferenciable en los puntos
xr = 0,1,...,w, aunque claramente se cumple que ¢, = ¢, en los puntos

indicados. Se puede ahora definir la estimacion no paramétrica S(z) para la
funcion de supervivencia de la siguiente forma.

Definicion 4.6 (Estimador actuarial) A partir de los datos
by, b1, ..., b, de una tabla de mortalidad y utilizando algun método de
interpolacion para definir 0y para cualquier valor x en el intervalo con-
tinuo [0,w], el estimador actuarial para S(x) se define como

S(z) ==, paraxe[0,w].

Figura 4.4: Estimacion actuarial S(z) = £, /4.

De esta forma el tiempo de vida en estudio y con datos registrados en una
tabla de mortalidad queda caracterizado por la funcién de supervivencia
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aproximada S(x). A partir de esta funcion se puede calcular de manera
aproximada cualquier caracteristica numérica del tiempo de vida. Una gra-
fica de S () se muestra en la Figura 4.4 en el caso de interpolacion lineal.
Se trata de una funcion que inicia en el valor S$(0) = 1, es continua, lineal
por pedazos, decreciente y su tltimo valor es S(w) = 0.

4.4. Funcién de supervivencia empirica

Esta es una funcién que se construye a partir de un conjunto de observaciones
no censuradas de una variable aleatoria cualquiera, en particular, un tiempo
de vida. Definiremos primero esta funciéon para datos numéricos y después
consideraremos muestras aleatorias.

Funcién de supervivencia empirica para datos
numeéricos

Sea x1,...,T, una coleccién de n observaciones no censuradas de una va-
riable aleatoria cualquiera X. Antes de definir la funcién de supervivencia,
definiremos primero la funciéon de distribuciéon empirica de la siguiente forma

1 n
Fo(w) = — Yl Coa(@i), —o0 <z <o, (4.8)
=1

en donde la funcion indicadora de un conjunto A de ntimeros reales, deno-
tada por 14(z), toma el valor 1 cuando = € A, y toma el valor 0 cuando
x ¢ A. Asi, para cada valor real x, la funcion F,,(x) es la proporcion de
observaciones que toman un valor a la izquierda de x respecto al ntimero
total de observaciones.

No es dificil comprobar que F),(x) es una funciéon de distribucion y su gréfica
tiene las caracteristicas de la funcion de distribucion de una variable aleatoria
discreta, es decir, tiene saltos hacia arriba en cada una de las observaciones
x;. Puede comprobarse que cuando se tienen n datos distintos y ordenados
r1 < X9 < --- < Iy, los saltos de la funciéon de distribuciéon empirica son

1
F(x;) — F(zi—1) = e parai=1,2,...,n,



162 CAPITULO 4. MODELOS NO PARAMETRICOS

en donde zg es cualquier valor a la izquierda del primer dato x1. En el lado
izquierdo de la Figura 4.5 se muestra un ejemplo gréfico de la funcion de dis-
tribucion empirica Fj,(x) para un conjunto de 4 observaciones x1, T2, T3, T4
distintas, las cuales se escriben como (1) < () < z(3) < Z(4) cuando se
ordenan de menor a mayor.

Fn(x) Sn(x)
1__ .......................... *— _1_(\
— x s T
0 T(1) T(2) TE) T@) 0 T(1) T(2) T3) T(4)

Figura 4.5: Funcion de distribucién empirica F,(x) y su
correspondiente funcion de supervivencia empirica S, ().

La funcién F,(z) es una aproximacion o estimacion de la funcion de distri-
bucién de la variable aleatoria X. Mientras mayor sea el nimero de datos n,
se espera que la funciéon de distribucién empirica se parezca cada vez mas a
la funcion de distribucién F(x) de la variable aleatoria. Definiremos ahora
la funcién de supervivencia que es de nuestro interés.

Definicién 4.7 La funcion de supervivencia empirica de un conjunto de
n observaciones no censuradas xi,...,Ty €S

Sn(z) = % Z L(z,00) (i), —00 <z < o00. (4.9)
i=1
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Esta definicion es valida para cualesquiera observaciones numéricas 1, ..., Tn
completamente especificadas. Cuando estas observaciones provienen de tiem-
pos de vida no censurados, seran estrictamente positivas y esa es la situacion
que nos interesa. Claramente se cumple que Sy (z) + F,,(z) = 1. Para cual-
quier valor real de z, la funcion S, (x) indica la proporcién de observaciones
que son mayores al valor x respecto al niimero total de observaciones. Esta
funcion tiene saltos hacia abajo en cada una de las observaciones z;. En la
parte derecha de la Figura 4.5 aparece un ejemplo gréafico de Sy, (x) para un
conjunto de 4 observaciones x1, x2, T3, x4 distintas.

En particular, cuando se tienen n datos distintos y ordenados x; < x2 <
-+ < Iy, los saltos de la funcién de supervivencia empirica son

1
S<xl)_S(ZBH—1):Ea parat=1,2,...,n,

en donde x, 11 es cualquier valor a la derecha del ultimo dato x,,.

En el paquete estadistico R se puede obtener la funcién de distribuciéon em-
pirica con suma facilidad usando la funcién ecdf (), en donde el acrénimo
ecdf significa empirical cumulative distribution function. Esto se muestra en
el siguiente recuadro.

# Funcién de distribucidén empirica
x <- c(1,2,3,4)

plot(ecdf(x), axes=FALSE)
axis(1); axis(2)

El resultado de este codigo se muestra en el lado izquierdo de la Figura 4.6.
La correspondiente funciéon de supervivencia empirica se puede obtener usan-
do el codigo que aparece abajo y que produce la grafica que se muestra en
el lado derecho de la Figura 4.6.
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# Funcion de supervivencia empirica
ﬂ library(survival)
x <- ¢(1,2,3,4)
plot (survfit (Surv(x)~1), axes=FALSE, conf.int=FALSE)
axis(1); axis(2)

ecdf(x)
2 R o_
«© | ©
o — -
© | ©
o o
Z o
TR, <
o | o
[aV) N—
S o
o o |
P o
s ‘ : : : : T T T T 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4

Figura 4.6: Gréaficas de Fy,(x) y Sp(z)
producidas en el paquete estadistico R.

Funcién de supervivencia empirica para muestras
aleatorias

En lugar de muestras numéricas particulares z1, ..., x,, consideraremos aho-
ra colecciones de variables aleatorias que son independientes e idénticamente
distribuidas. Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria de tamano n de una va-
riable aleatoria X con funcion de distribucion F(x). Antes de definir a la
funcion de supervivencia, definiremos primero a la funcion de distribucion
empirica, ahora como una variable aleatoria, de la siguiente forma

F(z) := % D lCpp(Xi), —o<az <o (4.10)
1=1
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Para cada valor real de x, la variable aleatoria ﬁ’n(w) resulta ser un estimador
insesgado para F(x). Si x1,...,x, son valores particulares de la muestra
aleatoria X1,..., X,, la expresion (4.10) se calcula como aparece en (4.8).
Usando la ley de los grandes ntimeros puede comprobarse que Fn(a:) converge
a F(x) para cada x fijo. Mas atn, el teorema de Glivenko-Cantelli (véase el
libro de A. Gut [25]) establece que, con probabilidad 1,

lim (sup |E),(z) — F(z)|) = 0.

n—w. 4

Es decir, F),(z) converge uniformemente a F'(x) cuando n — co. Ahora de-
finiremos la funcién de supervivencia que nos interesa.

Definicion 4.8 La funcion de supervivencia empirica de una muestra

aleatoria X1, ..., X, es la variable aleatoria
. 1 &
Sn() =~ Zl liz0)(Xi), —00 <z < 0. (4.11)

Esta definicion se aplica para cualquier modelo o variable aleatoria X. El
caso que nos interesa ocurre cuando X > 0y, por lo tanto, puede representar
un tiempo de vida. La funcion (4.11) es la proporcion aleatoria de elementos
de la muestra que toman un valor a la derecha del valor x respecto al tamano
n de la muestra. Puede comprobarse que S, (z) es un estimador insesgado
para la funciéon de supervivencia de la variable aleatoria X. Ademaés, es evi-
dente que se cumple la identidad F},(z) + S, (z) = 1.

En la Figura 4.7 se muestra una funciéon de supervivencia empirica cuan-
do el ntimero de datos n es grande. Observe que la funcién es decreciente
y tiene pequenos saltos hacia abajo en multiples ocasiones hasta llegar al
valor 0. Ocurre un salto hacia abajo de magnitud 1/n cuando se observa un
fallecimiento. En general, el tamano del salto es k/n cuando ocurren k falle-
cimientos a un mismo tiempo. Estamos suponiendo aqui que no hay censura
en los datos.
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Figura 4.7: Ejemplo grafico de una funciéon
de supervivencia empirica.

En el caso de datos con censura por la derecha y considerando una censura
como una defuncion, se puede calcular la funcién de supervivencia (4.11),
sin embargo se estaria sobreestimando la verdadera mortalidad.

Proposicion 4.8 Sea Xi,...,X,, una muestra aleatoria de un tiempo
de vida X con funcion de supervivencia S(z). Sea Sy(x) la funcion de
supervivencia empirica. Entonces, para x = 0,

1. E(Sp(z)) = S(z). (Insesgamiento)

L () (1 - S@)).

n

2. Var(S,(z)) =

Demostracion. Es claro que cada sumando de Sy (z) (véase la expre-
sion (4.11)) es una variable aleatoria con distribucion Ber(p) con p = P(X; >
x) = S(x). Por lo tanto,

Z 1(1:’00) (Xz) ~ bin(n,p).
1=1

De aqui se obtienen las dos afirmaciones del enunciado. .
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Uno de los problemas centrales en el analisis de supervivencia es encontrar
formas de estimar la funcién de supervivencia de un tiempo de vida, a par-
tir de datos censurados. En este caso, cuando las observaciones presentan
censura, no es evidente la forma en la que un dato censurado debe incorpo-
rarse al célculo de la estimacion de la funcién de supervivencia. El método
actuarial, el estimador de Kaplan-Meier, o el estimador de Nelson-Aalen,
son maneras de resolver este problema en el caso de censura por la derecha.
Estudiaremos estos procedimientos en las siguientes secciones.

4.5. Estimador de Kaplan-Meier!

Este es posiblemente el estimador no paramétrico mas importante para una
funcion de supervivencia. Fue propuesto en 1958 por Edward L. Kaplan y
Paul Meier [31]. Este trabajo de investigacion es uno de los més citados en
el area de la estadistica. Definiremos primero a este estimador en un caso
particular (llamado caso simple) y después veremos el caso general.

Sean nuevamente x1,...,Z, observaciones de un tiempo de vida X, cuya
distribucion deseamos estimar. Supondremos que los datos fueron generados
de manera independiente y que algunos de los registros pueden presentar
censura por la derecha. El estimador de Kaplan-Meier S(z) proporciona
una manera de estimar la funciéon de supervivencia desconocida S(x).

Caso simple
El primer paso es ordenar las observaciones en orden ascendente:
(1) ST2) S S Ty

Consideraremos primero el caso simple cuando todas las observaciones son
distintas, es decir, no hay dos tiempos observados iguales, de modo que las
desigualdades anteriores son estrictas. Se define z(g) = 0. De manera similar
al método actuarial, consideraremos ciertos intervalos de tiempo pero ahora

"Edward Lynn Kaplan (1920-2006) matemético estadounidense.
Paul Meier (1924-2011) estadistico estadounidense.
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definidos a partir de los datos observados de la siguiente forma:

0, zmy], (Taypro)l - (@@n—1), T@m)]-
I 3 3 3 X tiempo
0 Z(1) Z(2) L3y - L(n)

Figura 4.8: En el caso simple ocurre 1 censura 6 1 fallecimiento
en cada tiempo registrado.

A diferencia del método actuarial, las constantes que se utilizan para definir
la particion del tiempo en subintervalos no son las edades de los individuos
sino los tiempos en los que ocurren los fallecimientos y las censuras. Nos re-
feriremos a estos conjuntos como los intervalos 1,2, ...,n, respectivamente.
Cada extremo derecho x(;y es un tiempo en el que ocurre un fallecimiento o
una censura, pero no ambos eventos a la vez. Por lo tanto, en cada uno de
los intervalos (zj_1, ;] ocurre uno, y sélo uno, de estos dos eventos, y tal
evento se presenta justo al final del intervalo. Véase la Figura 4.8.

Definicién 4.9 Para cada j = 1,...,n, se definen las cantidades:

n; = “Num. de indwiduos en observacion al inicio del intervalo j.”
d; = “Num. de fallecimientos en el intervalo j”.

cj = “Num. de censuras en el intervalo j”.

Puede comprobarse que se cumple la igualdad n; = n — j + 1, pues en ca-
da subintervalo se pierde a un individuo, ya sea por muerte o por censura.
Claramente n; = n (poblacion completa en el primer intervalo) y n, = 1
(altimo sobreviviente en el tltimo intervalo). Por otro lado, la variable d;
toma los valores 0 6 1, dependiendo de si al tiempo x(;y ocurre una censura o
una muerte, es decir, se trata de una funciéon indicadora. La probabilidad de
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que un individuo que ingresa con vida al intervalo j sobreviva dicho intervalo
es

pj = P(X > LE(]) ‘X > x(j_l)).

Bajo estas condiciones, resulta natural definir un estimador para esta pro-
babilidad de la siguiente forma.

o
Definicién 4.10 p; :=1— 2L paraj=1,...,n.
nj

Este es un estimador para la probabilidad condicional de sobrevivir al j-
ésimo intervalo cuando se ha llegado con vida al inicio de dicho intervalo.
Como d; s6lo toma los valores 0 6 1, se puede también escribir

Usando la formula del producto (2.1), se puede dar ahora una primera ver-
sion del estimador de Kaplan-Meier, véase [47].

Definicion 4.11 (Estimador de Kaplan-Meier, caso simple) Su-
ponga el caso cuando los datos son todos distintos: x(;)y < x(gy < -+ <
T(n), €s decir, en cada tiempo observado ocurre, o bien un fallecimiento
o bien una censura por la derecha. El estimador de Kaplan-Meier es

S(x) = H (1—%), para 0 <z < T(p). (4.12)

Como d; sélo toma los valores 0 ¢ 1, el estimador (4.12) también puede ex-
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presarse de las siguientes formas equivalentes:

S@) = [ #
Jrrgse
= ] a-1/my%
Jiwg ST
= ] a-1ym—j+1)b
Jix ST
. — i\
= (&) J, para 0 <z < Z(y). (4.13)

j:g-c~(j~)-<x n—j+1
El estimador (4.12) también se puede escribir de manera recursiva en los
tiempos x() < -+ < x(y) de la siguiente forma:

Stag) = (—=22)" S =1 (4.14)
) = ———m— -S(xii_qy), ara j=1,...,n. )
(4) n _j +1 (j-1) p J
Es evidente que esta expresion es conveniente desde el punto de vista compu-
tacional pues permite calcular los valores de S(z) de una manera sucesiva.

Como funcion del tiempo x, el estimador (4.12) posee las siguientes propie-
dades:

. S(O) = 1. Esto es asi bajo el supuesto de que el producto vacio se
define como el valor 1.

A

» S(x) es mono6tona decreciente. Esto es evidente a partir de observar
que al incrementarse el valor de x en (4.13), posiblemente se incorporan
nuevos factores, pero éstos son menores o iguales a 1.

» S(z) es constante por pedazos pues la funciéon permanece constante en
el interior de los subintervalos de anélisis.

= S(z) no tiene saltos en los tiempos en donde ocurre una observacion
censurada. Esto es asi pues si 2; es una observacion censurada, enton-
ces dj = 0, y el factor correspondiente p; es igual a 1. Esto es mas
claro en la formula recursiva (4.14).

. S (z) tiene saltos hacia abajo unicamente en los tiempos en donde
ocurre un fallecimiento, es decir, en tiempos x(;) en donde d; = 1.
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Esto es claro a partir de la formula (4.14). Si z(;) es uno de tales
tiempos, entonces la magnitud del salto en z(; es

N ~ ~ n—] A
S(x_n) — S(zy) = Slzg-y) — (m)dﬂ S(z-1))
n—7J A
= (1—m)5($(j—1))
1 )
= a1 o)
1 i1 n—z d:
 on—j+1 g(n—z’Jrl) '

. 5 (z) es una funcion continua por la derecha. Esto es consecuencia de
la expresion (4.12).

= Si el dltimo tiempo observado x(,) es un fallecimiento, entonces el
ultimo factor es p, = 1 — d,/n, = 1 —1/1 = 0 y, en consecuencia,
S (a;(n)) = 0. Asi, el estimador de Kaplan-Meier produce una funcién
de supervivencia discreta genuina. Sin embargo, si z(,) s una censura,

entonces S (Z(ny) > 0y la formula (4.12) no proporciona una funcién
de supervivencia discreta verdadera.

Veremos ahora un ejemplo con muy pocos datos en donde el objetivo es
ilustrar la forma de obtener S(x) en el caso simple, es decir, cuando todos
los tiempos de eventos son distintos.

Ejemplo 4.2 Consideremos el siguiente conjunto de n = 5 observaciones:

Todos los datos son diferentes, algunos datos son completos y otros estdn
censurados por la derecha. De manera grdfica los datos se muestran en la
Figura 4.9, en donde los tiempos de fallecimientos se indican con el simbolo
X y para los tiempos censurados se usa la letra c.

El objetivo de este ejemplo es mostrar la forma de calcular el estimador de
Kaplan-Meier usando la formula (4.13) en el contexto de su validez. Los
intervalos de andlisis son:

(0,4], (4,5], (5,7], (7,8], (8,10].
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Figura 4.9: Datos del Ejemplo 4.2.

Los elementos para el cdlculo del estimador de Kaplan-Meier se muestran en
la Tabla 4.5. La columna indicada como p; se refiere al término 1 — dj/n;
y es el factor que se aplica al valor previo de S’(x(j_l)) para calcular el si-
guiente valor de S’(x(j)).

Jj | zy | Imtervalo | n; | d; | ¢ Dj S(m(j))
0 0 — — — — — 1

1| 4 0, 4] 5 1 1] 0|08 08

2 | 5 (4, 5] 4 10| 1] 1 0.8

3| 7 (5,7] 3 o | 1| 1 0.8

4] 8 (7,8] 2 | 1| 0] 05 0.4

5 | 10 (8,10] 1110l o 0

Tabla 4.5: Célculo de S(x) para el Ejemplo 4.2.

La grdfica de 5’(3:) aparece en la Figura (4.10). Observe que no hay saltos en
los tiempos en donde se presentan censuras, en cambio, la funcion decrece
en los tiempos de fallecimientos. Es evidente en la grdfica que las censuras
solo tienen efecto en la funcion de supervivencia estimada hasta el momento
en el que ocurre el siguiente fallecimiento.

Como el dltimo tiempo observado es un fallecimiento, el estimador S(x)
obtenido es una funcion de supervivencia discreta genuina. Es importante
senalar que, para llevar a cabo el andlisis de la Tabla 4.5, se consideran los
intervalos de la forma (:c(j_l),x(j)], sin embargo, los distintos valores que

aparecen en esta tabla para S(x) corresponden a los intervalos de la forma



4.5. ESTIMADOR DE KAPLAN-MEIER 173

S(z)
1
0.8 + ‘ :
04 + ——
X ¢ c X X
—tttt—t—f—+——+—$+—+—> =
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Figura 4.10: Funcién de supervivencia estimada del Ejemplo 4.2.

[%(j-1),%¢)), 3 = 1,...,n. De esta manera, la funcion g(w) es continua
por la derecha. Esto se hace explicito en la grifica de la Figura 4.10. En el
siguiente recuadro se muestra un codigo en R que usa la funcion survfit
para obtener el estimador de Kaplan-Meier del presente ejemplo. Se usa el
comando plot para graficar esta funcion. La grifica se muestra en la Figu-
ra 4.11.

# Graficacidn del estimador de Kaplan-Meier
# para los datos del Ejemplo 4.2.

library(survival)

EI time <- c(4,5,7,8,10)
status <- c¢(1,0,0,1,1)
df <-data.frame(time,status)

plot (survfit(Surv(time, status)~1, data=df),
conf .int=FALSE)

La expresion “~17 que aparece en el codigo anterior indica que se deben usar
todos los datos. Observe que la grifica de la Figura 4.11 que se obtuvo con R
es idéntica a la que se mostro antes en la Figura 4.10. Se puede obtener un
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1.0

0.0 02 04 06 0.8

| | | | | |
0 2 4 6 8 10

Figura 4.11: Funcién de supervivencia estimada
del Ejemplo 4.2 generada en R.

resumen con la informacion bdsica del estimador de Kaplan-Meier encontra-
do en R mediante el comando summary como se muestra en la Figura 4.12.

> summary(survfit(Surv(time,status)~1,data=df))
Call: survfit{formula = Surv(time, status) ~ 1, data = df)

time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI

4 3 1 B.8 ©.179 @.5161 1
8 2 1 0.4 0.297 ©.8935 1
18 1 1 0.0 NaM NA NA

Figura 4.12: Resumen en R del estimador de Kaplan-Meier construido
para los datos del Ejemplo 4.2.
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Caso general

Ahora consideraremos la situacion general cuando a un mismo tiempo pue-
den ocurrir multiples fallecimientos y, posiblemente, miltiples censuras por
la derecha. Como antes, tenemos una poblacion inicial de n individuos. Sean
T(1) < T() <+ < T(y) las observaciones de sus tiempos de vida, ordenadas
de menor a mayor, ahora no necesariamente distintos pues varios de estos
tiempos pueden coincidir. Sean 33/(1) < a:’(2) < - < @y, aquellos tiempos
que son distintos y en los que ocurren algiin fallecimiento, alguna censura,
o ambos. El entero k es tal que 1 < k < n.

Tenemos ahora los siguientes k£ subintervalos en los cuales se llevara a cabo

el analisis del niimero de individuos que ingresan con vida y el ntimero de
ellos que fallecen:

(0733/(1)]a (wl(l)’x/(Q)]’ 7(x/(k—1)’x,(k:)]-

El intervalo j es (x’(j_l), :c’(j)], para j = 1,...,k, en donde se define a:’(o) = 0.
Como antes, consideraremos las siguientes cantidades:

n; = “Nam. de individuos en observacion al inicio del intervalo j.”
d; = “Num. de fallecimientos en el intervalo j.”
cj = “Nuam. de censuras en el intervalo j.”

Consideraremos varios casos en los cuales estimaremos la probabilidad con-
dicional p; = P(X > a:’(j) | X > z(;_y))

Caso 1. Solo fallecimientos. Suponga que en el tiempo a:’(j ocurren d; falle-
cimientos simultdneos y ninguna censura, 1 < d; < n;j. De manera artificial
se colocan los d; fallecimientos a una distancia infinitesimal uno después
otro justo antes del tiempo x’(j). Entonces el factor que debe aparecer en el
estimador de Kaplan-Meier es

e LT o

TL] nj—l ?”Lj—(dj—l)
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Esta cantidad contiene d; factores y se puede escribir de la siguiente forma

nj—1, n;—2 mn;—3 n; — d; n; — d;
() () =
n; n;—1""n; —2 n; —d; +1 n;
_ 1 %

nj

Asi, cuando ingresan n; individuos al intervalo j y ocurren d; fallecimientos
y ninguna censura, el estimador para la probabilidad de supervivencia en el
intervalo considerado es
g
pj = -.
T

Esta es la misma expresién que para el caso simple d; € {0,1}.

Caso 2. Solo censuras. Suponga que en el tiempo a:’(j ocurren ¢; > 1 censuras
y ningin fallecimiento. En este caso, el estimador para la probabilidad de
supervivencia p; se define como

pj =1,

pues no se presentaron fallecimientos en el intervalo de analisis, aunque cier-
tamente c; individuos fueron censurados justo en el ltimo momento a:’(j). La
reduccion del ntumero de individuos tiene efecto en el analisis del siguiente
intervalo al ingresar con vida un ntimero menor de individuos. De este modo,
el estimador de Kaplan-Meier se mantiene constante en el tiempo a:’(j) pues
el factor correspondiente es 1. Esta situacion es idéntica al caso de una tnica
observacion censurada en el caso simple estudiado antes.

Caso 3. Fallecimientos y censuras miltiples simultaneas. Suponga que en el
tiempo :z:’(j) ocurren d; > 1 fallecimientos y al mismo tiempo ¢; > 1 censuras.
Como antes, las censuras no contribuyen al factor asociado al intervalo de
analisis, inicamente los fallecimientos son relevantes. La estimacion para la
probabilidad de supervivencia es, nuevamente,
]5]‘ =1 Z—J
J

En conclusion, la definicion general del estimador de Kaplan-Meier es la si-
guiente.
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Definicion 4.12 (Estimador de Kaplan-Meier) Sean z1, ..., z, 0b-
servaciones del tiempo de vida de n individuos, algunas de ellas censu-
radas por la derecha. Sean sc’(l) << x’k) las observaciones ordenadas
de menor a mayor, omitiendo repeticiones, 1 < k < n. El estimador de
Kaplan-Mezer es

. d.
S(z) := H (1 — n_J)’ para 0 <z < a:’(k). (4.15)
J

Como funcion del tiempo z, el estimador S(z) definido por (4.15) posee
propiedades similares a las que se enunciaron antes para el estimador sim-
ple (4.12), aunque ahora hay que considerar que pueden ocurrir multiples
fallecimientos y miltiples censuras a un mismo tiempo. Estas propiedades
son: S 0) = 1, S (x) es mondtona decreciente, es constante por pedazos,
no tiene saltos en donde sélo ocurren censuras, tiene saltos hacia abajo en
los tiempos donde ocurren fallecimientos, es continua por la derecha vy, fi-
nalmente, si en el dltimo tiempo observado ac’(k) solo ocurren fallecimientos,

entonces S (x’(k)) = 0 y el estimador es una funcién de supervivencia genuina.

De lo contrario, si en :c’(k,) ocurre alguna censura, entonces S (.SU/(k)) >0y el
estimador nunca alcanza el valor cero.

La formula (4.15) se puede escribir de manera recursiva en los tiempos
:1;’(1), .. .,x’(k) como aparece en la expresion (4.16). Como se ha menciona-
do, esta expresion es muy conveniente para calcular de manera sucesiva los

valores de S(z).

A di . '
S(a(;y) = (1= =2) - S(x(;_y)), para j=1,....k (4.16)

n;j

Cuando los fallecimientos y las censuras ocurren en tiempos distintos, es-
tamos en el caso al que le hemos llamado simple, y la definicién general
que aparece en (4.15) se reduce a la definiciéon particular dada por la iden-
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tidad (4.13) pues los factores coinciden, esto es,

U B 1_@ 1 k=
(n_j+1) ( n])? pa’ra’ j PARER n.

Para verificar esta identidad se deben considerar los dos casos: d; = 0y
d; = 1. Cuando d; = 0, ambas cantidades toman el valor 1. Este es el caso
de una censura y el estimador de Kaplan-Meier no cambia. Por otro lado,
bajo las condiciones mencionadas, n; = n — j + 1, de modo que cuando
d; = 1, ambas cantidades toman el valor (n —j)/(n —j + 1).

Ejemplo 4.3 Considere las siguientes observaciones de n = 9 tiempos de
vida:

Ty = 1, T(2) = 2+, Z(3) = 2+, T(g) = 2+, () = 4, Z(6) = 4,
() = 6, T(g) = 6+, Z(9) = 7T+ .

Observe que los datos estdn ordenados de menor a mayor, hay repeticiones,
algunos de ellos son datos completos y otros estan censurados por la derecha.
Gridficamente estos datos se muestran en la Figura 4.13. Como antes, el sim-
bolo X denota un fallectmiento y la letra ¢ denota una censura por la derecha.

3

5

N+ O 00

X
b 4
I
4

S+ X O

-+ O
o0

Figura 4.13: Datos del Ejemplo 4.3.

Omitiendo repeticiones, los tiempos observados son:
.fCl(l) = 1, ZC/(2) = 2, :13/(3) = 4, 37,(4) = 6, :C/(E)) = 7

Estos tiempos definen la siguiente particion:

0,1], (1,2], (2,4], (4,6], (6,7].
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Los elementos para el cdlculo del estimador de Kaplan-Meier se muestran en
la Tabla 4.6. Para cada intervalo se registra: el nimero de individuos nj que
ingresan con vida, el nimero de fallecidos dj y el nimero de censurados c;.
El factor p; = 1 —d;/n; se multiplica por el valor de S(az’(j_l)) para obtener

S(aly)-

J a:’(j) Intervalo | n; | d; | ¢j | P S (x’(j))
0] 0 - N R R 1

1] 1 0,1] o | 1 10|89 08

2 | 2 (1,2] s 0| 3| 1 0.8

3| 4 (2,4] 5 1 21 035 ]| 053
4 6 (4, 6] 3 1 1 2/3 0.35
51 7 (6,7] 1o | 1] 1 0.35

Tabla 4.6: Datos del Ejemplo 4.3.

La grdfica de S(m) aparece en la Figura 4.14. Observe que no hay saltos en
donde sdlo se presentan censuras, en cambio, la funcion decrece en los tiem-
pos en donde hay fallecimientos. Como el ltimo tiempo registrado es una
censura, el estimador no alcanza el nivel 0.

En el siguiente recuadro se muestra un codigo simple en R que usa la funcion
survfit para obtener el estimador de Kaplan-Meier del presente ejemplo.

Se usa el comando plot para graficar esta funcion. La grifica se muestra en
la Figura 4.15.

# Graficacidn del estimador de Kaplan-Meier
# para los datos del Ejemplo 4.3.

library(survival)

ﬂ time <- ¢(1,2,2,2,4,4,6,6,7)
status <- ¢(1,0,0,0,1,1,1,0,0)
df <-data.frame(time,status)

plot (survfit(Surv(time, status)~1, data=df),
conf.int=FALSE)
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S(x)
1
0.8 T 3
0.53 + —
B a4 Y —o
0.35 c y —
X c X X ¢
—ttt
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 4.14: Funciéon de supervivencia estimada del Ejemplo 4.3.

La expresion “~17 que aparece en el codigo indica que se deben usar todos
los datos. Observe que la grdfica de la Figura 4.15 que se obtuvo con R es
idéntica a la que se mostro antes en la Figura 4.14.

1.0

00 02 04 06 08

Figura 4.15: Funciéon de supervivencia estimada del Ejemplo 4.3
generada en R.
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> summary(survfit(Surv(time,status)~1,data=df))
Call: survfit(formula = Surv(time, status) ~ 1, data = df)

time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% (I

1 9 1 0.889 ©.165 0.706 1
4 3 2 8.533 0.285 0.251 1
] 3 1 0.356 ©.199 0.119 1

Figura 4.16: Resumen en R del estimador de Kaplan-Meier
para los datos del Ejemplo 4.3.

En la Figura 4.16 se muestra un resumen con la informacion bdsica del es-
timador de Kaplan-Meier generado en R para los datos del Ejemplo 4.5.

En la seccion de ejercicios se pide demostrar el siguiente resultado.

Proposiciéon 4.9 Cuando un conjunto de datos no presenta censura, el
estimador de Kaplan-Meier (4.15) coincide con la funcion de supervi-
vencia empirica definida en (4.9).

A pesar de que el estimador de Kaplan-Meier S(x) puede no alcanzar el va-
lor 0 y no estar definida para cualquier x > 0, nos referiremos a ella como
una funcién de supervivencia.

El estimador de Kaplan-Meier como estimador de
maxima verosimilitud

La funcién de verosimilitud de un conjunto de datos de supervivencia cen-
surados por la derecha (x1,61),...,(n,0n), en términos de la funciéon de
supervivencia, esta dada por

L(z1,...,xp) = ]‘[ [S(zi—) — S (2:)]% [S ()] % (4.17)
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Cuando el dato observado x; es un fallecimiento (§; = 1), el factor es
S(z;i—) — S(zi), lo cual corresponde a la probabilidad de que el individuo ¢
fallezca al tiempo z;. Cuando el dato observado x; es una censura (d; = 0), el
factor es S(x;), lo cual es la probabilidad de que el individuo ¢ sea censurado
al tiempo x;.

En el siguiente resultado se demuestra que el estimador de Kaplan-Meier
maximiza (4.17).

Proposiciéon 4.10 El estimador de Kaplan-Meier maximiza la funcion
de verosimilitud (4.17).

Demostracion. Se busca una funcion de supervivencia discreta S(z) que
maximice la funciéon de verosimilitud (4.17). Este problema se puede restrin-
gir un poco a partir de las siguientes dos observaciones cruciales:

= La funcion 6ptima S () necesariamente debe tener saltos en los tiem-
pos de fallecimientos. Si esto no fuera asi, el factor S(z;—) — S(x;)
seria cero para algtn tiempo de fallecimiento z; y la funcién de vero-
similitud tomaria el valor cero. En tal caso, S () no seria el punto en
donde se alcance el maximo.

» La funciéon optima S(x) no debe asignar probabilidades positivas a
datos x; que no correspondan a fallecimientos. Si ello ocurriera, redis-
tribuir esa probabilidad al siguiente tiempo de fallecimiento incrementa
la verosimilitud.

Asi, el problema de encontrar S () se reduce a determinar la probabilidad
que se le debe asignar a cada tiempo de fallecimiento. Denotaremos estos
tiempo por ] < --- < z, en donde el entero k es tal que 1 < k < n.
Hemos omitido los paréntesis en los subindices para aligerar la notacion
pero debe tenerse presente que los datos estan ordenados de menor a mayor.
Como antes, se consideran los intervalos de analisis (0,2}],..., (z}_{,2}] ¥,
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en cada uno de ellos, las cantidades:

n; = “Nam. en riesgo al inicio del intervalo (z’_;, 2",
dj = “Num. de fallecimientos en (z_;,%]”,
cj = “Num. de censuras en (z7_q,z}]",
para j = 1,..., k. La funcién de verosimilitud se puede ahora escribir como

k
=[] [8-) — S@p® [s)ne. (1.18)

Sean Ai,..., A las tasas de riesgo en los tiempos de fallecimientos ] <

- < ), es decir, \; = 1 —p;. Estas son las probabilidades de fallecer en los
intervalos de anélisis cuando se ha ingresado con vida a ellos. En términos
de estas tasas de riesgo, la funciéon de verosimilitud es

j—1 j
H H L= ) 19 [ [] =) 1% (4.19)
k=1

Ahora se trata de encontrar los valores A1, ..., \x que maximizan esta fun-
cion. Tomando logaritmo

k 7—1 7
logl = Z [djlog \j + d; Z log(1 — A\g) + ¢ Z log(1 — A\g)]
j=1 k=1 k=1
k 7j—1
= > [djlogAj + (dj + ¢;) D log(1 = Ap) + ¢ log(1 — ;)]
j=1 k=1

j—1
djlog \; +Z (dj + ¢j) Zlog (1 —Xg) +Z cjlog(l — A ).
k=1

I

<
I
[y

Cambiando el orden de las sumas en la doble suma y usando la identidad
nj+1 — n; = dj + ¢ se obtiene que ese término es

k 7j—1 k—1
D (di+cj) ) log(l— ) = njy1log(l— \j)
Jj=1 k=1 j=1
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Se ha anadido el tltimo sumando pero éste es cero pues nipy 1 = 0. Por lo
tanto,

k k k
loglL = Z log /\;.Zj + Z log(1 — A;)"+! + 2 log(1 — A;)“
j=1 j=1 j=1
k k
— Z log /\?j + Z log(1 — \;)"o+1+€
j=1 j=1
k k
= log H )\?j + log H(l — \j)i
j=1 j=1
k
= log H /\?j(l — )
j=1
Derivando respecto de la variable A\; para j = 1,...,k, e igualando a cero,
se obtiene que
Aj = %, j=1,...,k
J

Esto significa que p; = 1—-\; = 1—d;/n; y que la funcién S(x) que maximiza
la verosimilitud (4.17) es el estimador de Kaplan-Meier. "

El estimador de Kaplan-Meier como variable
aleatoria

Definiremos ahora al estimador de Kaplan-Meier como una variable aleato-
ria y no como una funcién determinista estimada a partir de un conjunto de
datos. El procedimiento es similar al caso de observaciones particulares.

Sean X1,...,X,, los tiempos de vida aleatorios de n individuos, algunos de
los cuales pueden estar censurados por la derecha. Sean X(1) < -+ < X(y)
los tiempos ordenados de menor a mayor, es decir, las estadisticas de orden.
Los intervalos, ahora aleatorios, en los que se lleva a cabo el anéalisis son:

0, Xyl, Xy, X, - -5 (Xne1)s X(my |-
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El j ésimo intervalo es (X(;_1), X(;)], para j = 1,...,n, en donde se define

(0) = 0. Como antes, sea IN; el nimero de 1nd1v1duos que ingresan con
vida al intervalo j (ntimero en riesgo), y sea D; el nimero de fallecimientos
que ocurren al final del intervalo j, es decir, al tiempo X(;. Observe que
estas cantidades ahora son variables aleatorias con valores enteros.

Definicion 4.13 (Estimador de Kaplan-Meier como variable
aleatoria) Sean Xi,..., X, tiempos de vida independientes con posible
censura por la derecha. Sean X (1) < -+ < Xy, los tiempos ordenados en
orden creciente. Sea N; el nimero de individuos que ingresan con vida al
intervalo (X 1), G )] y sea D; el nimero de fallecimientos que ocurren
al tiempo X5, j =1,...,n. El estzmador de Kaplan-Meier es la variable
aleatoria

. D.
S(z) := H (1-— FJ)’ para 0 <z < X(y). (4.20)
i1 Xg<e ’

Puede considerarse que la definiciéon del estimador é(ac) corresponde al de
un proceso estocastico a tiempo continuo, pues la funciéon de supervivencia
es una funciéon del tiempo x. Inicia en el valor 1 y tiene saltos hacia abajo
en los tiempos en donde ocurren fallecimientos. El término “estimador” ad-
quiere ahora un sentido més formal desde el punto de vista de la estadistica
matematica. El estimador de Kaplan-Meier S (z) estudiado antes es un po-
sible valor o trayectoria de S(z), véase el texto de P. J. Smith [47].

Es posible comprobar que S(x) tiene esperanza y varianza aproximadas como
se indica en las siguientes féormulas:

E(S(z)) ~ S(z).
N N " d.;
ar xr X e 2 .
2. Var(S(z)) ~ (5(2)) ;n](n]_dj)

Observe que estas aproximaciones estan expresadas en términos de la funcion
de supervivencia de Kaplan-Meier S(x), la cual esta calculada a partir de
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datos particulares (z1,9d1), ..., (zn,dn). A la aproximacion para la varianza
se le llama formula de Greenwood y la demostraremos en la siguiente seccion.

Formula de Greenwood

Se verd ahora una forma de aproximar la varianza del estimador de Kaplan-
Meier, considerado éste como la variable aleatoria definida en (4.20). Esto
permite encontrar intervalos de confianza aproximados para la funciéon de
supervivencia. Utilizaremos las siguientes aproximaciones para la media y la
varianza de la transformacion ¢ de una variable aleatoria X:

E(p(X)) ~ ¢(E(X)), (4.21)
Var(p(X)) ~ (¢/(E(X)))? Var(X). (4.22)

Estas dos aproximaciones se obtienen al aplicar el método delta (véase la
pagina 279 en el Apéndice A.2) y se requiere que la transformacion sea di-
ferenciable. La aproximacion (4.21) para la esperanza es una simplificacion
de la que parece en el apéndice. El resultado es el siguiente.

Proposiciéon 4.11 (Foérmula de Greenwood) Si ny,...,ng y
di,...,dr es una muestra de las vartables Ny,...,Np y Dq,..., Dy,
1 < k < n, en el estimador de Kaplan-Meier definido en (4.20), en-
tonces S(zx) tiene varianza aprozimada

Var(S(z)) ~ (8(x))* '

J

. E— (4.23)

~ nj(n; —d;)

1

Demostracion. Primero se aplica la aproximacion (4.21) para la esperan-
za a la variable aleatoria X = S(z) y la transformacion ¢(z) = logx. Asi,
tenemos que

~

E(logS(z)) ~ log E(S(x)) ~ log S(x).
Tomando exponencial,

exp {E(log S(x))} ~ 5(x).
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Ahora se aplica la aproximacion (4.22) para la varianza a la variable X =
log S(z) y la transformacion ¢(x) = exp (z). Iniciamos con una igualdad
evidente,

Var(S(z)) = Var(exp{ leg S(z)}) )
~ [eAxp{log S(x) }]2A- Var(log S(x))
~ [S(z)]? Var(logS(z)).

Entonces
Var(S(z)) = [S(x)]*- Var( ) log(1— D;/Nj))
j=1

[S(x)]?- )] Var(log (1 — Dj/N;)).
j=1

&

Para la dltima aproximacion se ha supuesto que la varianza de la suma es,
aproximadamente, la suma de las varianzas. Se usa nuevamente la aproxi-
macioén para la varianza (4.22) para la variable X = log (1 — D;/N;) y la
transformacion ¢(z) = log x, cuya derivada es ¢'(z) = 1/x. Entonces

Var(S(z)) ~ [S(@)*+ ), <E(1—i)j/1vj)) Var (1 — D;/Ny).

La variable aleatoria (N; — D;)/N; es la proporcion de sobrevivientes en el
intervalo j. Condicionado al evento (IN; = n;), el numerador tiene distribu-
cién bin(n;,p;), en donde p; = 1 — d;/n;. Esta es una estimacion para la
probabilidad de sobrevivir al intervalo en estudio. Entonces, suponiendo la
ocurrencia del evento (N; = n;) y sin escribirlo explicitamente, se tiene que

N'—Dj) _ D Y

N; n; g

Nj_Dj) _ onipi (L—p5) ﬁj(l_ﬁj).
Nj n? ny
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Por lo tanto,
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La formula de Greenwood puede consultarse tambien en R. C. Elandt-
johnson y N. L. Johnson [19], E. T. Lee y J. W. Wang [37] 6 P. J. Smith [47].

Intervalo de confianza aproximado

Como se indico antes, la formula de Greenwood (4.23) se puede usar para
construir un intervalo de confianza aproximado para la funcién de supervi-
vencia desconocida. A partir de (4.20),

~ N: — D.
logS(z) = Z log (%) :
j

JiX@se

Esta expresion de la variable aleatoria log S(z) como una suma sugiere usar
el teorema central del limite. Usando nuevamente las aproximaciones (4.21)
y (4.22), la media y varianza de log S(x) son:

A

E(logS(z)) ~ log E(S(x)) ~ log S(),
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2
y Var(log S(z)) =~ (%))) Var(S(z))
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Para cualquier probabilidad «, se puede encontrar un cuantil z,, de la
distribucion normal estandar tal que

De donde se obtiene que
P(S(z) exp{—2,2VE} < S(z) < S(2) exp {+2,0VE}) ~ 1 — a.

Esta expresion proporciona una intervalo de confianza aproximado al (1 —
«)100 % para la probabilidad desconocida S(z), para cada = > 0. Observe
que los extremos del intervalo estan expresados en términos de la funcién de
supervivencia de Kaplan- Meier S (), la cual esta calculada a partir de datos
particulares (z1,01),..., (%n,0,), y no se tiene garantia de que el extremo
derecho del intervalo no rebase el valor 1.

Una aplicacion simple del estimador de Kaplan-Meier

Sea S (x) el estimador de Kaplan-Meier para un conjunto de datos de super-
vivencia con posible censura por la derecha. A continuaciéon se muestra un
procedimiento en el que se utiliza S(x) para justificar el uso de los mode-
los paramétricos exponencial y Weibull para la representaciéon teérica de los
datos.
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Modelo exponencial

Para este modelo sabemos que S(x) = exp (—Az), para x > 0, en donde el
parametro A > 0 es desconocido. Tomando logaritmo,

log S(x) = —Az, para z > 0.

Si la gréafica de la funciéon x — log S () se asemeja a la grafica de una linea
recta de la forma x — —Ax, entonces se tendria evidencia empirica para
buscar ajustar el modelo exponencial. El parametro desconocido A puede
ser estimado, por ejemplo, por minimos cuadrados.

Modelo Weibull

Para la distribucion Weibull(a, A) sabemos que S(x) = exp (—Az®), para
x > 0, en donde a > 0 y A > 0 son dos pardmetros desconocidos. Tomando
logaritmo,

log S(z) = —Az®, para x> 0.

Tomando logaritmo por segunda vez,
log(—log S(x)) =log A+ a logz, para z > 0.

Definiendo la variable u = log z, se tiene la funcion lineal u — log A\ + a u.
Por lo tanto, si la grafica del conjunto de puntos (logz,log(—logS(x))),
para x tal que S (x) > 0, tiene el aspecto de una linea recta con pendien-
te positiva, entonces se tendria evidencia empirica para buscar ajustar el
modelo Weibull al conjunto de datos dado. Nuevamente, la estimacion por
minimos cuadrados de la recta u — log A + a u produce una estimacion para
los parametros desconocidos a y A de este modelo.

4.6. Estimador de Nelson-Aalen?

Este estimador es una simplificacion del estimador de Kaplan-Meier. Para
su definicion se utiliza la aproximacion

log(l—z)~ —z, cuando 0 <z <1, (4.24)

*Wayne Nelson (1936-) estadistico estadounidense.
Odd Olai Aalen (1947-) estadistico noruego.
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en donde, recordemos, log indica logaritmo natural. Esta aproximaciéon co-
rresponde a la serie de Taylor de la funcién log (1 — x) alrededor de x = 0
hasta el término lineal, y es mas precisa para valores pequenos de x, pues
cuando x = 0 ambas expresiones toman el valor cero y conforme x crece la
diferencia se incrementa. Este comportamiento se muestra en la Figura 4.17.

y =log (1l —x)

Figura 4.17: Aproximacion log (1 — x) ~ —z, para x > 0 pequeno.
Recordemos que, para tiempos de vida continuos, se cumple la relaciéon
S(z) =exp{—A(x)}, para z >0,
en donde A(z) = {7 A(u) du es la funcion de riesgo acumulado. Por lo tanto,
A(x) = —log S(z), para x tal que S(z) > 0.

Sea Skar(x) el estimador de Kaplan-Meier construido a partir de los da-
tos de supervivencia (1) < -+ < Z(,) con posible censura por la derecha.
Recordemos que n; denota el niimero de individuos que ingresan con vida
al intervalo (:I:(j_l), x(j)] y dj es el ntimero de fallecimientos al tiempo z;y,
para j = 1,...,n y en donde se define z(g) = 0. Usando el estimador de
Kaplan-Meier y la aproximacion (4.24) se propone el siguiente estimador
para A(x): para 0 < = < (y,),
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Az) = —log Skum(z)
d.
= —1 1 -2
og_.l_[( nj)
ERIORY
d.
= — > log(1—-2)
. nj
jiag<e
-
jiag<a

Este es el estimador de Nelson-Aalen para A(x) y de aqui se construye el
estimador para S(x). El resultado es el siguiente.

Definicién 4.14 (Estimador de Nelson-Aalen) Sean z(;) < -+ <
T(n) datos de supervivencia ordenados en orden creciente y con posible
censura por la derecha. Sea n; el nimero de individuos que ingresan con
vida al intervalo (x(j_l),:v(j)] y sea d; el nimero de fallecimientos al
tiempo x5y, para j = 1,...,n. El estimador de Nelson-Aalen es

. d.:
S(z) :=exp{— Z n—J }, para 0 <z < x(p). (4.25)

jizgy<z

Para enfatizar que el estimador (4.25) es el de Nelson-Aalen, se le denota
por S ~a(zx). Observe que en los tiempos en donde no hay fallecimientos, es
decir, cuando d; = 0, la funcién Snya(z) no cambia. Esta funcion decrece
solo cuando d; > 1. Para fines de comparacion, observe que los factores p;
son

. ) 1=dj/n; para S (),
exp{—d;/n;} para Syalx).

Como e * > 1 — z, para cualquier valor de x, puede comprobarse que

SKM(x) < SNA(x)a para O0<z< L(n)-
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Como antes, una vez obtenida la funciéon de supervivencia estimada Sy 4 (),
otras caracteristicas del tiempo de vida en estudio pueden calcularse. Veamos
un ejemplo.

Ejemplo 4.4 Consideremos nuevamente el siguiente conjunto de n =9 ob-
servaciones que habiamos estudiado antes en el Ejemplo 4.3 de la pagina 178.
Observe que los datos estdn ordenados de menor a mayor, algunos de ellos
son datos completos y otros estdan censurados por la derecha.

(1) = 1, Z(2) = 2+, Z(3) = 2+, T(g) = 2+, Z(5) = 4, Z(6) = 4,
T =06, T =0+, T =T+

La representacion grdfica de estos datos se muestra en la Figura 4.15. Ast
como ocurre para el estimador de Kaplan-Meier, los tiempos registrados en
donde suceden fallecimientos son también los tiempos relevantes en la cons-
truccion del estimador de Nelson-Aalen. En la Tabla 4.7 se muestra el cdlculo
del estimador de Nelson-Aalen siguiendo la formula (4.25) y denotado por
Sna(z). La columna p; se refiere al factor p; = exp {—d;j/n;}. Observe que
el altimo dato x(gy = T+ es una censura y ello provoca que el estimador no
alcance el valor 0.

g T(5) Intervalo i d; 2 gNA(x(j)) S'KM(a:(j))
0 0 — — — — 1 1

1 1 (0,1] 9 1 0.8948 0.8948 0.8

2 | 2 (1,2] 8 | 0 1 0.8948 0.8

3 4 (2,4] 5 2 0.6703 0.5998 0.53

4 6 (4,6] 3 1 0.7165 0.4297 0.35

51 7 6,7] 1| 0 1 0.4297 0.35

Tabla 4.7: Construccion de Sy 4(x) para los datos del Ejemplo 4.4.

Para fines de comparacion se muestran también los valores del estimador de
Kaplan-Meier encontrados antes, ahora denotado por S’KM(:B). Observe que
se verifica numéricamente la relacion general SKM(:C) < gNA(:U), para 0 <
T < T(p). Las grificas de estos estimadores se muestran en la Figura 4.18.



194 CAPITULO 4. MODELOS NO PARAMETRICOS

Skm(r) < Sya(x)
1
C ._.
C X C :
X c X X ¢
l l l l l l i l x
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 4.18: Comparaciéon de los estimadores de
Kaplan-Meier y Nelson-Aalen para los datos del Ejemplo 4.4.

El estimador de Nelson-Aalen se puede escribir también como variable alea-
toria y se pueden estudiar sus propiedades estadisticas. Puede consultarse
mayor informacién en los libros de J. P. Klein y M. L. Moeschberger [33] 6
T. M. Therneau y P. M. Grambsch [49].

4.7. Prueba log-rank para comparar poblaciones

En esta seccion se estudia una prueba de hipoétesis no paramétrica llamada
log-rank, que se utiliza para determinar si existe alguna diferencia significa-
tiva entre dos conjuntos de datos de supervivencia.

Supongamos que se cuenta con observaciones de los tiempos de vida de dos
grupos o poblaciones de individuos, los cuales estan sujetos a posible censura
por la derecha. Como un ejemplo tenemos que el primer grupo puede estar
constituido por hombres y el segundo grupo por mujeres. Como un segundo
ejemplo, y en el contexto del estudio estadistico de nuevos medicamentos,
el primer grupo puede estar integrado por aquellos pacientes a quienes se
les suministra un nuevo medicamento, mientras que en el segundo grupo se
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colocan a los pacientes a los que se les suministra un placebo o medicamento
inocuo. Se busca determinar si ambos grupos presentan la misma experien-
cia de mortalidad o, bien, si existe diferencia entre ellos.

Consideremos el caso de dos poblaciones a las que llamaremos grupo 0 y
grupo 1. A las correspondientes funciones de supervivencia (desconocidas)
se les denotara por Syp(z) y Si(z), respectivamente. Nos interesa llevar a
cabo el contraste de hipotesis:

Hy: So(xz) = Si(x) VS Hy: So(x) # Si(x)
para todo x > 0. para algin x > 0.
Sea x1,...,x, el conjunto de observaciones de los dos grupos conjuntamente,

algunos de los cuales pueden presentar censura por la derecha. Supondre-
mos que el grupo 0 tiene ng individuos y el grupo 1 tiene n; individuos. Se
cumple que ng + ny = n.

I ( > tiempo

]
I
/ /
0 - Ty L)
Figura 4.19: El intervalo j de analisis es (a:’(j_l),x’(j)], j=1,...,k,
determinado por dos tiempos de fallecimientos sucesivos.

Procediendo de la misma forma como en el estimador de Kaplan-Meier, sean
:17’(1) << a:’( k) los tiempos de fallecimientos efectivos de ambos grupos con-
juntamente y ordenados de menor a mayor. Hemos omitido de esta lista los
tiempos de censura y s6lo incluimos los tiempos en los que se presenta uno o
maés fallecimientos. Observe que 1 < k < n. Consideraremos nuevamente los
intervalos de tiempo (a;’(jil), x’(j)], para j = 1,...,k, nos referiremos a uno
cualquiera de ellos como el intervalo j. Véase la Figura 4.19. Nuevamente,
es conveniente definir x’(o) = 0.
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Se hace un analisis de lo que ocurre en cada uno de estos intervalos de la
siguiente manera:

s Se toma como informacién conocida al inicio de cada intervalo las
siguientes cantidades: Para cada intervalo j = 1,...,k se define el
namero

n; = # Individuos en observacién al inicio del intervalo j.

Claramente ny = n. Se define también la misma cantidad para cada
grupo por separado como

no; = 7 Individuos del grupo 0 en observacién al inicio del intervalo j,

n1; = 7 Individuos del grupo 1 en observacion al inicio del intervalo j.

Claramente se debe cumplir la igualdad n; = ng; + n1;. Se define
también el niimero

d; = # Individuos que fallecen en el intervalo j.

Observemos que, por construccion de los intervalos, el nimero de fa-
llecimientos d; es mayor o igual a 1, y que estos fallecimientos ocurren
en el extremo derecho del intervalo j, es decir, en el tiempo x’(j).

= Se les considera como variables aleatorias a las cantidades:

Dy; =+ Individuos del grupo 0 que fallecen en el intervalo j,

Dq; = +# Individuos del grupo 1 que fallecen en el intervalo j.

Es evidente que se cumple la igualdad Do; + D1; = d; y que el uso de
la letra D proviene del término en inglés Death. Por otro lado, se debe
observar que las variables Dy;, para j = 1,..., k, no son independientes
pues el namero de fallecidos en un intervalo cualquiera j depende del
nimero de individuos en riesgo al inicio del intervalo y esta cantidad
depende del ntimero de fallecidos en los intervalos anteriores. Lo mismo
puede afirmarse de la variables Dy;, j = 1,... k.
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Asi, para cada intervalo j, las definiciones y notacién anteriores se pueden
representar mediante un arreglo tabular como el que se muestra en la Ta-
bla 4.8.

Fallecidos Sobrevivientes Suma
Grupo 0 Dy; no; — Do no;j
Grupo 1 Dlj ni; — Dlj nij
Suma d; n; —d; n;

Tabla 4.8: Variables aleatorias: niimero de individuos
fallecidos y ntimero de sobrevivientes, por grupo, en el intervalo j.

De este modo, para cada intervalo j se especifica el nimero de individuos
en riesgo de morir para cada uno de los grupos, es decir, ng; y n1;, en don-
de debe cumplirse que ng; + ni; = n;, y se especifica también el total de
fallecimientos d; que ocurren en el intervalo en cuestién. Lo que queda sin
determinar es el nimero de fallecimientos en cada grupo, es decir, las varia-
bles aleatorias Dy; y D1;.

Cuando Hj es cierta, es decir, cuando ambos grupos tienen la misma ex-
periencia de mortalidad, los n; individuos en riesgo de morir tienen todos
la misma probabilidad de fallecer en el intervalo en estudio, sin importar si
pertenecen al grupo 0 6 al grupo 1. Tenemos aqui la situaciéon de contar con
un conjunto de n; objetos (individuos). Cada objeto pertenece a una de dos
categorias: grupo 0 con ng; elementos, y grupo 1 con ni; = n; —ng; elemen-
tos. Del grupo completo se desea que en una muestra de tamafio d; (nimero
de fallecidos), se obtenga un cierto numero de objetos de cada categoria o
grupo. Este es el contexto en el que puede aplicarse la distribucion hipergeo-
métrica. Los parametros de esta distribucioén son (N, K,n) = (n;, noj, d;).

Entonces, bajo la hipotesis nula Hy, el ntmero de fallecimientos del grupo
0, es decir, la variable Dy;, tiene una distribuciéon hipergeo(n;, noj,d;), en
donde los parametros son las siguientes cantidades conocidas:
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n; = “Total de elementos”

(Ntimero de individuos vivos al inicio del intervalo j).

no; = “Namero de elementos de la categoria 0”

(Namero de individuos del grupo 0).

d; = “Tamano de la muestra”

(Namero de individuos fallecidos en el intervalo j).

Es conveniente recordar aqui que la funcién de probabilidad de la distribu-
cién hipergeo(nj, no;, d;) esta dada por

()5
P(Dyj = do;) = & nj o ;
j
<dj)

en donde el valor dp; representa el nimero observado de fallecimientos del
grupo 0. Es necesario reiterar que la distribucion indicada para Dy; se obtie-

para do; = 0,1,...,n0;,

ne cuando se asume que la hipotesis Hy se cumple. Por otro lado, conociendo
la distribucion de Dy, se puede encontrar su esperanza y varianza, las cuales
son:

no;
€o; = E(D()j) = Gj #, (4.26)
j
noj nj —noj nj —d;
= Dyi) = d; ) 4.27
Vo; Var(Do;) ay n; nj — 1 (4.27)

Observe que todos los términos de estas féormulas son conocidos para cada
intervalo j. Para el ltimo intervalo (es decir, para el maximo valor de j),
se tiene que n; = d; y se define la varianza como vg; = 0.

De manera analoga, tenemos también que la variable Dy, tiene distribucion
hipergeo(nj, d;, n1;). Sin embargo, para nuestro anéalisis, es equivalente con-
siderar una variable aleatoria o la otra. Regresando a la variable Dy;, se
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puede definir el namero total de observaciones como la variable aleatoria

k
O := > Dy;. (4.28)
j=1

La letra O indica observaciones de fallecimientos. Bajo la hipétesis nula H,
la esperanza y varianza de la variable O son:

k
E = E(O) = Z €05, (4.29)
j=1
k
V= Var(0) ~ > ;. (4.30)
j=1
La varianza solo es aproximada pues las variables Dyj, 7 = 1,...,k, no

son independientes. Se define entonces el estadistico de la prueba como la
variable aleatoria O—E
7z =="— (4.31)
VV
Bajo la hipotesis nula Hy y usando el teorema central del limite, la variable
Z tiene una distribucion aproximada N(0,1). Esto implica que Z? tiene dis-

tribucion x2(1).

s Procedimiento cldsico. Cuando la hipotesis nula Hy es cierta, es decir,
cuando no existe diferencia entre las dos poblaciones, la variable Z
- Lk .
toma valores pequenios pues la suma | j=1Doj tiende a estar cercana
a su media. Se rechaza Hy cuando Z?2 es grande, mas especificamente,
2 2 P 2 -
cuando Z< > X{1),1—a> 1 donde el término X(1),1-a denota el cuantil

al nivel 100(1 — «) % de la distribucion x?(1). Por ejemplo, para 1 —
a = 0.9, tenemos que X%l) 1—o = 2.70554. También es comin tomar

1 —a =0.95y, en ese caso, X%l) 1_o = 3.84146.

= Procedimiento usando el p-value.> Recordemos que el p-value es la
probabilidad de que la estadistica de la prueba tome un valor como el

3Debido a su amplio uso en la literatura estadistica, se usa el término en inglés p-value.
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observado u otros mas alejados de la hipoétesis nula, suponiendo que la
hipotesis nula es cierta. En nuestro caso, la estadistica de la prueba es
T = Z? y se trata de una prueba de cola derecha: rechazar Hy cuando
T es grande. El p-value se calcula entonces de la siguiente forma:

p-value = P(T > t| Hy es cierta) = 1 — Fp(t),

en donde t es el valor tomado por la estadistica 1. El p-value puede
servir como una alternativa para rechazar la hipoétesis nula pues provee
el nivel de significancia mas pequeno para el cual la hipoétesis nula
puede rechazarse: si el p-value es pequeno y resulta ser menor que un
cierto nivel de significancia, por ejemplo, o = 0.05, se puede rechazar
la hipoétesis nula. En tal caso, se concluye que los datos presentan
evidencia para afirmar que existe una diferencia en las experiencias de
mortalidad de ambos grupos.

Ejemplo 4.5 Este es un ejemplo general que resume el procedimiento del
cdalculo para llevar a cabo la prueba log-rank a partir de un conjunto de tiem-
pos de vida x1,. .., %y, con posible censura por la derecha, para dos poblacio-
nes conjuntamente. Los pasos son los siguientes:

= Se omiten los datos censurados conservando sdlo los tiempos de falle-

cimientos observados y se ordenan estos tiempos de menor a mayor:
/ / /
Ty < gy < < Ty, en donde 1 < k < n.

Se define el intervalo j como (ac’(j_l),a:’(j)], cuyos extremos son los

tiempos de fallecimientos, j = 1,...,k, en donde x’(o) = 0.

Para cada intervalo j se calculan las cantidades nj,noj, n1j,d;, doj, d1j,
en donde nj = noj+ni; yd; = doj+dij, paraj=1,... k. Observe que
aqui se toman en cuenta los datos censurados pues njy1 = nj —d; —c;j,
en donde c; es el nimero de tiempos censurados en el intervalo j.
También se calculan las medias o valores esperados ey; y las varianzas
voj como fue indicado en las formulas (4.26) y (4.27).

» Finalmente, se calcula el valor z de la estadistica de la prueba (o bien
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22 ) mediante la formula

LY

(4.32)

Ejemplo 4.6 Consideremos que el simbolo x° denota el siquiente conjunto
de 6 datos de supervivencia del grupo 0,

2% =1{0.3, 0.5+, 1.4, 3.8, 6.8, 7.7 }.

Los tiempos se encuentran ordenados de menor a mayor. Por otro lado, su-
ponga que el término x' denota el conjunto de los siguientes 8 datos también
ya ordenados del grupo 1,

et ={0.3, 1.4, 2.44, 2.9+, 3.5, 5.5, 6.2, 23 }.

El total de individuos es n = 6 + 8 = 14. Considerando unicamente los
tiempos de fallecimientos de ambos grupos, se conforman los 9 intervalos
que aparecen abajo, al final de cada uno de los cuales ocurre uno o varios
fallecimientos. Estos son los intervalos en los que se lleva a cabo el andlisis:

(0,0.3], (0.3,1.4], (1.4,3.5], (3.5, 3.8], (3.8, 5.5],
(5.5,6.2], (6.2,6.8], (6.8, 7.7], (7.7, 23].

La informacion de ambos grupos de datos se muestra en la Tabla 4.9. La
variable c; denota el nimero de datos censurados en el intervalo j. El ni-
mero de censuras por grupo se denota por las variables coj y c1j. En las
ultimas dos columnas aparecen la esperanza eo; y la varianza voj, las cuales
se calculan como indican las formulas (4.26) y (4.27), respectivamente. Con
estos cdlculos puede comprobarse que la estadistica Z* = (O — E)?/V toma
el valor 0.076 y el p-value es 0.8 .



202 CAPITULO 4. MODELOS NO PARAMETRICOS
j Intervalo n; Ny nyy dj doj dlj Cj Coj C1j €0j Voj
11 (0,0. 14| 6 8 2 1 1 0 0 0 | 0.857 | 0.452
2103,14] |12 5 | 7 2] 1| 1 |1| 1| 0 |0833] 0441
3| (1.4,3.5] 9 3 6 1 0 1 2 0 2 | 0.333 | 0.222
4| (35,38 | 6 3 3 1 1 0 0 0 0 | 0.500 | 0.250
51 (3.8,5.5] | 5 2 3 1 0 1 0 0 0 | 0.400 | 0.240
6 | (5.5,6.2] | 4 2 2 1 0 1 0 0 0 | 0.500 | 0.250
71 (6.2,6.8] | 3 2 1 1 1 0 0 0 0 | 0.666 | 0.222
8 | (6.8,7.7] | 2 1 1 1 1 0 0 0 0 | 0.500 | 0.250
9| (7. ] 1 0 1 1 0 1 0 0 0 | 0.000 | 0.000

Tabla 4.9: Analisis de datos del Ejemplo 4.6

A continuacion llevaremos a cabo el contraste de hipdtesis con el paquete
estadistico R usando la biblioteca survival. Se declaran primero los datos de
cada grupo por separado y después se concatenan. Usamos las variables time,
status y group para denotar: los tiempos de vida registrados, la censura o
no censura (funcion delta), y el grupo (0 6 1), respectivamente.

o

# Organizacidén de los datos del Ejemplo 4.6
library(survival)

# Datos del grupo O:

time0 <- ¢(0.3,0.5,1.4,3.8,6.8,7.7)

statusO <- c¢(1,0,1,1,1,1)

group0 <- ¢(0,0,0,0,0,0)

# Datos del grupo 1:

timel <- c(0.3,1.4,2.4,2.9,3.5,5.5,6.2,23)
statusl <- ¢(1,1,0,0,1,1,1,1)
groupl <- c(1,1,1,1,1,1,1,1)

# Concatenacidn:

time <- c(timeO,timel)

status <- c(statusO,statusi)
group <- c(groupO,groupl)

df <-data.frame(time,status,group)

De esta manera la informacion completa se encuentra en el arreglo df (da-
taframe). Se puede dar la instruccion print(df) para visualizar el listado
completo del arreglo df. La prueba log-rank en R se lleva a cabo llamando a
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la funcion survdiff. En el siguiente recuadro se muestra la sintazis de ese
comando junto con los resultados que se obtienen.

# Prueba log-rank para los datos del Ejemplo 4.6
survdiff (Surv(time,status) ~group, data=df)

ﬂ N Observed Expected (O — E)?/E (O — E)?/V
group=0 6 5 4.58 0.0386 0.076
group=1 8 6 6.42 0.0275 0.076

Chisgq= 0.1 on 1 degrees of freedom, p= 0.8

Como puede observarse, la funcion survdiff proporciona un resumen de al-
gunas estadisticas de los dos grupos en estudio. Para cada grupo, la funcion
muestra el numero tnicial de individuos al inicio del experimento: 6 y 8, el
numero de muertes observadas: 5 y 6, el numero de muertes esperadas: 4.58
y 6.42, y el valor de las estadisticas (O — E)?/E y (O — E)?/V, en donde
O, E yV esla suma de observaciones, valor esperado y la varianza de cada

grupo. En particular, se corrobora que el valor que toma el estadistico de la
prueba Z* = (O — E)?/V es 0.076.

En la parte final, la funcion survdiff muestra el valor Chisq=0.1. Este es el
valor de la estadistica de la prueba, la cual tiene una distribucion ji-cuadrada
con 1 grado de libertad. Finalmente se proporciona el p-value de la prueba,
que es 0.8.

Tomando un niwel de significancia de o = 0.05, se rechaza la hipotesis nula
cuando p-value < a. Como esto no ocurre, no se rechaza Hy, es decir, los
datos sugieren que ambos grupos tienen la misma experiencia de mortalidad.

Se pueden graficar las curvas de supervivencia de los dos grupos por separado
usando R. La instruccion se encuentra en el siguiente recuadro y la grdfica
que se obtiene se muestra en la Figura 4.20.
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# Graficacidn de las curvas de supervivencia

ﬂ # de los dos grupos de datos del Ejemplo 4.6
plot(survfit (Surv(time,status)~group,data=df),
axes=FALSE))

Puede observarse que las dos curvas de supervivencia mantienen una cierta
cercania una de la otra en la mayor parte del rango de valores. El dato con
valor 23 dentro del grupo x' parece ser un dato aislado (outlier) que hace
que la curva de supervivencia del grupo 1 muestre una llegada al valor O mds
tardiamente.

0.8 1.0
|

0.6
|

0.4

0.2

I T T T 1
0 5 10 15 20

Figura 4.20: Funciones de supervivencia de los datos del Ejemplo 4.6.

Ejemplo 4.7 Consideremos el siguiente conjunto de 10 datos de superuvi-
vencia de un primer grupo 0:

2 ={0.1, 1.4+, 1.6, 2.5+, 2.8, 3.2, 5.6, 6.2, 6.4, 16.2 }.

Por comodidad, los tiempos aparecen ya ordenados de menor a mayor; dos
de ellos estan censurados por la derecha. Supongamos, ademds, que tenemos
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los siguientes datos para un sequndo grupo 1:
zt = {06, 0.7, 2.84, 3.6, 4.2, 4.7+, 6.1+, 6.2, 13.3, 16.2 }.

Tenemos nuevamente 10 registros para este sequndo grupo y en €l aparecen
tres datos censurados. Considerando iunicamente los tiempos de fallecimien-
tos de ambos grupos, se conforman los siguientes 13 intervalos, al final de
cada uno de ellos ocurre uno o varios fallecimientos:

(0,0.1], (0.1,0.6], (0.6, 0.7], (0.7, 1.6], (1.6, 2.8], (2.8, 3.2], (3.2, 3.6],
(3.6,4.2], (4.2,5.6], (5.6,6.2], (6.2, 6.4], (6.4,13.3], (13.3,16.2].

La informacion de los datos de supervivencia se muestra en la Tabla 4.10.

j Intervalo Uz o4 Ny, dj doj dlj Cj Coj C1j €0j Voj
1 | (0,01] 2010101100 —-1]-=1]-1]-=
2 (1,06 |19 9 10|10 |1 ]0|—-|-]-]-
3 | (0.6,0.7] 181 9 9 1 0 1 0| — — — —
4 1(0.7,1.6] 79 | 8|1 1|0 1] —-]—-1]=-]-=-
5 | (1.6,2.8] 15 7 8 1 1 0 2 | — — — —
6 | (2.8,3.2] 1205 | 7|1 1]o0|0]| - |—-|-1]-
713236 |11 4| 7|10 10| —-]—-|-]-
8 | (3.6,4.2] 046 |10 ]|1]0|—-]-1]=-1]-=
9 | (4.2,5.6] 9 4 |5 |11 ]o0 1] —-|—-1|-=1]-
10 | (5.6,6.2] 7034|211 1] —-|-1|-]-
11 | (6.2,6.4] 4122 1] 1]0]0|—-1|—-]-/|-=
12 | (6.4,13.3] 3 1 2 1 0 1 0| — — — —
13)1(133,162] | 2 | 1 | 1 | 2| 1 |1 ]|0| -] —|—-]-

Tabla 4.10: Analisis de datos del Ejemplo 4.7.

La variable cj denota el nimero de datos censurados en el intervalo j y las
variables coj y c1; el desglose del nimero de censuras por grupo. Se calcula
el valor de la estadistica de prueba Z y se encuentra que z = 0.69. Tomando
1—a =0.9, tenemos que X%l),l—a = 2.70554, de modo que, como el valor de

2?2 = (0.69)? = 0.4761 no rebasa el valor 2.70554, no se rechaza Hy. Asi, la
muestra aleatoria analizada permite suponer con un 90 % de confianza que



206 CAPITULO 4. MODELOS NO PARAMETRICOS

los dos grupos en estudio tienen aprorimadamente la misma experiencia de
mortalidad, es decir, sus funciones de supervivencia son parecidas. .

A continuacién se mencionan algunas variantes de la prueba log-rank. La
intenciéon es mostrar que se pueden considerar algunas extensiones de la
prueba presentada. Un estudio mas detallado debe considerar las propieda-
des estadisticas de estas pruebas.

Prueba log-rank con ponderaciones

En esta variante de la prueba log-rank se tienen pesos wy; = 0,...,wr = 0 que
se aplican a las variables aleatorias Dy;, dando mayor o menor relevancia
a las observaciones de estas variables. La letra w proviene del término en
inglés weights. Asi, la variable Dy; con ponderacion w; se define como w; Dy,
modificando su media y varianza. De este modo, la estadistica de la prueba
log-rank con ponderaciones es

wj(Doj — €oj)

k
=1

&N
i

Nuevamente, esta variable tiene distribuciéon aproximada normal estandar y
la prueba se lleva a cabo como en el caso usual. Cuando los pesos son una
misma constante w; = w > 0, la estadistica Z,, se reduce a la estadistica Z
usual.

Prueba log-rank estratificada

Supongamos que se desean comparar las funciones de supervivencia de dos
grupos conformados, por ejemplo, por pacientes con dos tratamientos dis-
tintos. Supongamos también que la poblacién completa esta estratificada
de acuerdo a una variable categorica, por ejemplo, hombres y mujeres. La
prueba log-rank se puede llevar a cabo considerando esta clasificacion.
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(0)

Supongamos que S, () y Sy) () denotan las funciones de supervivencia de
los grupos 0 y 1, en el estrato £. Se puede llevar a cabo una prueba log-rank

f”, para cada estrato £.

ordinaria para comparar S(()é) y S
También se puede buscar una comparacion global considerando la hipotesis
nula

Hy : S(ge)(:zz) = ng)(a:), ¢{=1,...,L, paratodoz >0,

en donde L es el total de estratos. Es decir, la hipotesis establece que Sy(x)
y S1(x) son iguales en cada uno de los estratos. Por ejemplo, en el caso de
la variable sexo se tienen L = 2 estratos y la hipotesis afirma que no hay
diferencia en la experiencia de mortalidad entre hombres y mujeres bajo los
dos tratamientos.

Para esta prueba se calculan las cantidades O, E® v V() para cada
estrato £ como en la prueba ordinaria, véase (4.28), (4.29) y (4.30), y después
se suman estas cantidades para todos los estratos. La estadistica de la prueba
es la variable aleatoria Z que aparece abajo, la cual tiene una distribucion
aproximada normal estdndar suponiendo Hj cierta.

L L

3 00 - 3 o

O—Ezezl =1

VV L
3 v
/=1

Z:

Prueba log-rank para varios grupos

Se pueden llevar a cabo pruebas log-rank para 3 o més poblaciones. Una
primera forma de proceder consiste en tomar las poblaciones por pares y de-
terminar si existe diferencia entre cada par de poblaciones. También existe
una extension del procedimiento aqui expuesto en el que la hipotesis nula
se define como la afirmacion que establece que todas las funciones de super-
vivencia son iguales contra la hipoétesis alternativa que afirma que alguna
de ellas es diferente. Mas especificamente, si se cuenta con p + 1 grupos,
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denotados por los nameros 0,1,...,p y las funciones de supervivencia co-
rrespondientes se les escribe con subindice esos valores, entonces la hipotesis
nula que se plantea es

Hy: So(z) = Si(x) =--- = Sp(x) paratodo z > 0.

Esta hipotesis indica que no hay diferencia en los p + 1 grupos en estudio.
En contraparte, la hipotesis alternativa seria que al menos uno de los grupos
presenta experiencia de mortalidad distinta de los otros grupos.

El procedimiento es analogo al caso de dos grupos. Considerando tinicamente
los tiempos de fallecimientos 0 = x’(o) < :C’(l) << $,(k) de la poblacion
completa, se analiza lo que ocurre entre dos tiempos sucesivos Jz’(j_l) y ZC/(j).

A este intervalo de tiempo (a:’(j_l), .SU/(j)] le llamamos intervalo j. Como antes,
se crea un arreglo tabular como el que aparece en la Tabla 4.11.

Fallecidos Sobrevivientes Suma
Grupo 0 Dy; noj — Doj 1o
Grupo 1 Dy ni; — Dy ni;j
Grupo p Dy; Npj — Dpj Np;j
Suma d; n; —d; n;

Tabla 4.11: Variables aleatorias: nimero de individuos
fallecidos y ntimero de sobrevivientes, por grupo, en el intervalo j.

En la Tabla 4.11, n; denota el niimero global en riesgo y n;; es el niimero en
riesgo de individuos en el grupo . Claramente, n; = ng; + - - - +n,;. Ademas,
D;; es el ntimero de fallecidos del grupo .

Cuando Hj es cierta, es decir, cuando todos los grupos tienen la misma ex-
periencia de mortalidad, los n; individuos en riesgo de morir en el intervalo
j tienen todos la misma probabilidad de fallecer en el intervalo en estudio,
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sin importar si pertenecen a un grupo en particular. Nuevamente, se tiene
la situacion de contar con un conjunto de n; objetos (individuos), en donde
cada objeto pertenece a una de las p + 1 categorias: grupo 0 con ng; ele-
mentos, grupo 1 con ni; elementos, etc. Del grupo completo se desea que
en una muestra de tamafio d; (nimero de fallecidos), se obtenga un cierto
un nimero de objetos de cada categoria o grupo. Asi, se tiene que el vector

aleatorio

tiene distribuciéon hipergeométrica multivariada con funcién de probabilidad
noj \ ( M1y Tepj
)E) ()
W
d;
para valores enteros wo,...,x, que satisfacen 0 < z; < n;; y o + 1 +

-+ + xp = dj. Se puede comprobar que cada coordenada D;; del vector D;
tiene distribucion hipergeométrica univariada de parametros (N, K,n) =

(nj,nij,d;). Por lo tanto, su media y varianza estan dados por

nij
eij = E(Dy) = dj—,
n;
Nij Nj — Nij nj — d;
Uij = Var(D@-j) = O0; — . 7
Ui 1y ny

La media y varianza del vector D; son
E(DJ) =€; = (eoj, €155+ epj)a

g, i 1 Tk My d;
, n; n; n: —1
(Var(D;))w = v = ’ ! ’

si k=1,

Mg Mg dj — Ny

d si kL.

nj nj nj—l

Finalmente se definen las cantidades globales

O :=

k
J=

k k
D;, E:=EO)= Z ej, V:=(Var(O))y ~ Z UIE:JZ)'
j=1

1 j=1
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y la estadistica de la prueba es la variable aleatoria Z? que aparece abajo,
cuya distribucién es aproximada X%, cuando la hipotesis nula Hy es cierta.

Z? = (0 -E) (V)" Y0 - E).

En el articulo de Villanueva et al [53] se puede consultar una implementacion
del procedimiento anterior en R.

Debe observarse que se pueden considerar combinaciones de las variantes de
la prueba log-rank mencionadas u otras extensiones. Por ejemplo, se puede
llevar a cabo una prueba estratificada con ponderaciones.

Algunos de los libros disponibles sobre analisis de supervivencia dedican por
lo menos una secciéon sobre pruebas de hipotesis para comparar funciones
de supervivencia de dos o més poblaciones, ya sea su aplicaciéon en algtn
software estadistico o su derivacion matematica. Entre estos tltimos estéan
los trabajos de D. G. Altman 3|, D. Collet [15], X. Liu [42] y P. J. Smith [47].
Particularmente el capitulo 3 del libro de D. Machin, Y. B. Cheung y M. K.
B. Parmar [43] esta dedicado a la comparacion de curvas de supervivencia.
Véase también el capitulo 4 de K. Bogaerts, A. Koméarek y E. Lesaffre [6].

4.8. Ejercicios

Tablas de mortalidad

132. Complete las entradas faltantes de la tabla de mortalidad que aparece
abajo. Una hoja de calculo puede ayudar a agilizar las operaciones.
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Ax

Pz

D T s W N = OR

100
82
65
45
30
10
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133. Suponga que se cuenta con la tabla de mortalidad que aparece abajo.
Encuentre las funciones basicas f(x), S(z), AM(z) y R(x) y escriba sus
valores en las columnas indicadas. Elabore una grafica de estas funcio-

nes.

2

f(x)

S(z)

Az)

R(x)

100
87
62
30
16

0

T W NN =R O8

134. Suponga que un modelo tabular de supervivencia esta dado por la si-

guiente tabla para las probabilidades p,.

Pz

=W NN = OR

0.9
0.8
0.5
0.2
0
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135.

136.

137.

CAPITULO 4. MODELOS NO PARAMETRICOS

a) Encuentre y grafique las funciones bésicas f(z), S(x), A(x) y R(z)
para z = 0,1,2, 3.

b) Usando un radix ¢y igual a 10,000, elabore una tabla de morta-
lidad que muestre los valores £, v d,.

c) i Cudl es el valor de w en esta tabla de mortalidad?
d) Compruebe que dg + dj + -+ + dy—1 = {p.

e) Encuentre 3do, 2¢1, 3p1, 392

Para edades x = 0,1,... y tiempos n,m = 1,2,..., demuestre las
siguientes identidades:

a) ngz =1 — pnpa.

b) bz =4lo-po-p1-- Pe—1, T =1

¢) npe = (1= q2)(1 —qur1) - (1 = Guin—1).
d) pimle = nPz - mYein-

€) njmde = nPz — ntmPz-

La probabilidad de muerte entre las edades x y = + 1 se denota por el
simbolo |qo.

a) Encuentre una expresion para »|qo en términos de S(z) y 4.
w—1

b) Demuestre que Z 2|90 = 1.
=0

Un tiempo de vida tiene funcion de supervivencia S(z) = (c—z)/(c+x),
para 0 < = < ¢, en donde ¢ > 0 es una constante. Suponga que se
construye una tabla de mortalidad para las edades x = 0,1,2,... con
£y = 100,000, en donde ¢35 = 44, 000.

a) Encuentre el valor de c.

b) Grafique S(z).

c) Encuentre el valor de w en la tabla.

d) Encuentre la probabilidad de que una persona alcance la edad 60.
)

)

Encuentre la probabilidad de que un nino de 10 anos fallezca entre
las edades 30 y 45.
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138. Suponga que se conocen las funciones basicas F'(x), S(z) y A(x), para
xr = 0,1,...,w, de un modelo tabular de mortalidad. Demuestre las
formulas que aparecen abajo, las cuales expresan £, en términos de las
funciones indicadas y del valor inicial .

a) by =4y (1 — F(x)).
b) Ly =Ly S(x).

z—1
¢) Ly =Ly | [(1 = A(w)).
u=1

Nota: La expresion de £, en términos de R(z) es més complicada y se
ha omitido de esta lista.

139. Demuestre que la funcion R(z) en el modelo tabular satisface:

w

El método actuarial

140. Elabore una hoja de calculo en donde se reproduzcan los resultados de

la Tabla 4.4, correspondientes a los datos de supervivencia del Ejem-
plo 4.1.

141. Un conjunto de datos de supervivencia con censura por la derecha se
encuentran agrupados como se muestra en la tabla de abajo. Encuentre
las cantidades faltantes para estimar la funcién de supervivencia por
el método actuarial. Elabore una grafica de S(z).
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142.

143.

CAPITULO 4. MODELOS NO PARAMETRICOS

g a; | Intervalo | n; s W 1 —d;/n S(aj)
1| 2 0,2] 50 | 10 | 2 - 1

2 | 4 (2,4] 38 | 12 | 1 -
3 | 5 (4,5] 2% | 8 | 0 I B
4| 7 (5,7] 7|5 |4 | |
5 | 8 (7,8] 8 | 6 | 2 .

— — (8,0) 0 — - - 0

Tabla 4.12

Sea (aj—1,a;] un intervalo de analisis para el estimador de la funcién
de supervivencia por el método actuarial, en donde el ntimero de indi-
viduos que ingresan con vida a dicho intervalo es n; > 0. El estimador
por el método actuarial S (x) se ha definido usando las probabilidades
de supervivencia p; = 1—d;/n’;. Denote por So(z) al estimador usando
pj = 1 —dj/n;. Compruebe que:

a) nj < nj.
b) 1-— dj/n; <1-— dj/nj.

¢) S(z) < So(x), ==0.

Esto significa que las probabilidades de supervivencia son menores

cuando se considera el nimero efectivo en riesgo n;

Complete las entradas faltantes de la siguiente tabla para estimar la
funcion de supervivencia por el método actuarial. La unidad de tiem-
po es 1 ano. El tiempo de vida en estudio es el tiempo que transcurre
entre el final del tratamiento de una persona enferma y su eventual fa-
llecimiento por la enfermedad. Elabore una gréafica de S (x) y responda
los incisos que aparecen abajo.
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J | a; | (aj-1,a] | ny d; Wi | Ny n; Pj S (a;)
1] 1 01 |93 31296 | | __[__| 1
2 | 2 1,2] |505 | 96 | 74 | | | | __
313 2,3 335 | 45 |62 | | | | __
4| 4 (3,4 | 228|290 |30 | | | | __
5| 5 4,5] | 169 | 25 | 20 | | | | __
6| 6 (5,6] | 124 | 18 | 15| | | | __
7|7 (6,7] o1 | 20 |18 | | | | __
8 8 (7,8] 53 18 10 | — | — | — —
91 9 (8,9] o5 | 20 | 5 | | | | __
— | = | (9 0] o | - | = -1 -1- 0
Tabla 4.13

a) Estime la probabilidad de que un paciente sobreviva méas de 5
anos después de su tratamiento.

b) Para un paciente que ha sobrevivido 3 anos después de su trata-
miento, jcual es la probabilidad de que sobreviva 1 ano adicional?
Es decir, estime P(X > 4| X > 3).

c) Un paciente acaba de terminar su tratamiento y pregunta por el
numero de anos que le quedan de vida. ;Qué le responderia?

Interpolacion lineal en tablas de mortalidad

144. Demuestre las formulas sobre la interpolacién lineal que aparecen en
la Proposicion 4.4 en la pagina 156.

145. Demuestre las formulas de las funciones béasicas para el tiempo de
vida continuo X inducido por la interpolaciéon lineal que aparecen en
la Proposicién 4.5 en la pagina 157.

Interpolacién exponencial en tablas de mortalidad

146. Demuestre los resultados sobre la interpolaciéon exponencial que apa-
recen en la Proposicion 4.6 en la pagina 158.
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147. Convezidad.

Considere la funcion ¢(s) = €, (£z+1/42)°%, para 0 < s < 1, que define la
interpolacion exponencial del valor £, al valor £, 1. Use el criterio de
la segunda derivada para demostrar que ¢(s) es una funcién convexa.

Interpolacién hiperbdélica en tablas de mortalidad

148.

149.

Demuestre los resultados sobre la interpolaciéon hiperbodlica que apare-
cen en la Proposiciéon 4.7 en la pagina 159.

Convezidad. .

Considere la funcion ¢(s) = (é + - [ﬁ — ELID , para 0 < s < 1,
que define la interpolacion hiperbolica del valor £, al valor £, 1. Use el
criterio de la segunda derivada para demostrar que ¢(s) es una funcioén

convexa.

Funcién de supervivencia empirica

150.

151.

Encuentre y grafique la funcién de supervivencia empirica para cada
uno de los siguientes conjuntos de observaciones de un tiempo de vida.
Recuerde que no se considera aqui el fenébmeno de la censura, todas las
observaciones son completas. En cada caso calcule, ademés, el tiempo
promedio de vida.

a) xr1 =7, 290="T7,23 =8, 14 =8.

)

b) 1 =10, xg = 11, z3 = 13, x4 = 9.

c) x1 =2, x9=4,x3 =2, 14 =3, x5 = 3.
)

d xr1 = 10, To = 17, xr3 = 12, T4 = 15, Ty = 13, T = 10, Ty = 15.

Sea x1,...,x, una colecciéon de observaciones sin censura de una va-
riable aleatoria X.

a) Demuestre que la funcion F),(z) definida en (4.8) es una funcién
de distribucion.

b) Demuestre que la funcion S,,(z) definida en (4.9) es una funcion
de supervivencia.
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152. Propiedades de la funcion de distribucion empirica.
Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de una variable aleatoria X con
funcion de distribucion desconocida F(z). Sea F,(z) la funcion de
distribucién empirica definida en (4.10). Demuestre que:

a) E(F,(z)) = F(z). (Insesgamiento)

b) Var(Ep(z)) — %F(m)[l @)

¢) lim Fy,(z) = F(x).

n—0o0

153. Propiedades de la funcion de supervivencia empirica.
Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de un tiempo de vida X con
funcion de supervivencia desconocida S(z). Sea S, (z) la funcion de
supervivencia empirica definida en (4.11). Demuestre que, para cada
x>0,

a) E(S,(z)) = S(z). (Insesgamiento)
b) Var(Sn(z)) = ~ S(2)[1 — S(x)].

n

¢) lim S,(z) = S(x).

n—ao0
Las primeras dos propiedades fueron demostradas en el texto, se pide

aqui hacer la demostracion con detalle.

154. Utilice R para obtener la grafica de la funcién de distribuciéon empirica
y la funcién de supervivencia empirica de los siguientes conjuntos de
datos completos:

a) =2, -1, 1, 2.
b) —4, —3, =2, —1, 0, 1, 2, 3, 4.
¢) 5,2, 4,2 3,3, 3.

El estimador de Kaplan-Meier

155. Considere el siguiente conjunto de n = 10 observaciones distintas de
un tiempo de vida:

2,3+,5+,6,7,8,9+,10, 11+, 15.
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a) Elabore una tabla similar a la Tabla 4.5 y encuentre el estimador
de Kaplan-Meier S(x) para la funcién de supervivencia descono-
cida S(z).

b) Grafique con precision S(z) para 0 < z < T ()

c) iCambia el estimador de Kaplan-Meier si en lugar del dato 15 se
tiene el dato 1547

156. Considere el siguiente conjunto de n = 6 observaciones distintas de un
tiempo de vida:
3,44+,6,7+,8,9+.

a) Elabore una tabla similar a la Tabla 4.5 y encuentre el estimador
de Kaplan-Meier S(z) para la funcién de supervivencia descono-
cida S(z).
b) Grafique con precision S(z) para z > 0.
157. Se registré el nacimiento de 7 ratones con una rara enfermedad, los

cuales murieron en los dias 1,3,5,6,7 y 8. Observe que no hubo falle-
cimientos multiples.

a) Elabore una tabla similar a la Tabla 4.5 y encuentre el estimador
de Kaplan-Meier S(x) para la funcion de supervivencia descono-
cida S(z).

b) Grafique con precision S(x) para z = 0.

c) Estime S(3) y S(4) e interprete estas cantidades.

158. Se mantuvo bajo observaciéon a un conjunto de n = 10 individuos bajo
un esquema de censura por la derecha tipo II. Los tiempos de vida
observados fueron los siguientes:

10,11,11,11.5,12,12, 15,
en donde al tiempo 15 se censuraron al resto de los individuos.

a) Elabore una tabla similar a la Tabla 4.6 y encuentre el estimador
de Kaplan-Meier S(x) para la funcién de supervivencia descono-

cida S(z).

b) Grafique con precision S(z) para z = 0.
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159.

160.

161.

162.

Elabore una tabla similar a la Tabla 4.6 y encuentre y grafique el
estimador de Kaplan-Meier S(x) para la funcién de supervivencia des-
conocida S(z) de n = 12 individuos cuyos tiempos de vida son:

2,3,3,4,5,7,4+, 6+, 8+, 9+, 10+, 10+.

Suponga que en un estudio clinico se observaron fallecimientos de cier-
tos pacientes en los anos: 1.1,2.5,3.2,4.0,5.8 y 7.9. Se tuvieron, ade-
mas, observaciones censuradas en los anos: 2.5,3.2,6.0 y 7.9.

a) Elabore una tabla similar a la Tabla 4.6 y encuentre el estimador
de Kaplan-Meier S(z) para la funciéon de supervivencia descono-

cida S(x).

b) Grafique con precision S(x) para z = 0.

Debido a la sospecha de que un cierto componente mecanico insta-
lado en automoviles sufria de una determinada falla, se mantuvo en
observacion a un conjunto de 50 automoviles hasta que el componente
presentaba la falla. Los datos registrados (medido en anos) fueron los
siguientes:

0.5,0.84,1.2,1.5,1.6, 1.6+, 2,2+, 2.1,2.3,2.5+,2.7,2.8, 3, 3.

Al término del tercer ano se decidié concluir con el estudio y la in-
formacion del resto de los automoviles fue censurada. Algunos auto-
moviles fueron censurados dentro de los primeros tres anos y ello se
debi6é a que tuvieron un accidente mayor u otra descompostura seria
que imposibilité darle seguimiento a la vida del componente mecéanico.

a) Elabore una tabla similar a la Tabla 4.6 y encuentre el estimador
de Kaplan-Meier S(x) para la funcion de supervivencia descono-

cida S(z).

b) Grafique con precision S(z) para z = 0.

Estimador de Kaplan-Meier y la funcion de supervivencia empirica.
Demuestre que el estimador de Kaplan-Meier (4.15) se reduce la fun-
cion de supervivencia empirica (4.9) en el caso cuando los datos de
supervivencia no presentan censura.
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163.

CAPITULO 4. MODELOS NO PARAMETRICOS

Utilice la funcién survfit () de R para obtener el estimador de Kaplan-
Meier para los siguientes conjuntos de datos de supervivencia:

a) 24, 17, 18, 10+, 25, 10, 14+, 13.
b) 4.5, 6.4, 1.5, 13.1, 0.3+, 3.5, 12.1, 3, 19.2+, 13.2, 4.8+.
¢) 12.7, 14.6+, 11.8+, 9.4, 20.6, 19.2+, 19.5, 44.7, 40.5, 8.4+, 3.2.

El estimador de Nelson-Aalen

164.

165.

166.

Se registrd el nacimiento de 5 ratones pero debido al mal estado de
salud de la madre, éstos murieron en los dias 2,3,6,9 y 12. Encuentre
el estimador de Nelson-Aalen y estime el tiempo de vida promedio.

Sean Skas(z) y Sya(z) los estimadores de Kaplan-Meier y Nelson-
Aalen, respectivamente, para una funcién de supervivencia desconoci-
da S(z). Demuestre la desigualdad que aparece abajo. Esta desigual-
dad es estricta cuando ambas cantidades se encuentran en el intervalo
abierto (0,1).

A

Sram(x) < Syalx), para 0<z < a:'(n).

Las cantidades que aparecen abajo son los tiempos de vida, en sema-
nas, que fueron registrados de n = 16 individuos. Como antes, el signo
“+” indica censura por la derecha.

4,5,5,7,10,10,12,13,14, 15,20, 7+, 8+, 14+, 14+, 15+
a) Encuentre el estimador de Kaplan-Meier para la funcion de su-

pervivencia.

b) Encuentre el estimador de Nelson-Aalen para la funcion de su-
pervivencia.

c) En una misma grafica dibuje ambas funciones de supervivencia
estimadas.

d) Calcule el tiempo promedio de vida usando cada una de estas
funciones de supervivencia estimadas.

e) (Cuéntas semanas en promedio le restan por vivir a una persona
de edad = = 5,10, 15 semanas? Use ambas funciones de supervi-
vencia estimadas para responder a esta pregunta.
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Prueba log-rank para comparar poblaciones

167. Considere los datos de supervivencia de dos grupos:

Grupo 0 = {2.5, 7.7+, 10, 12, 13.2+, 16.5 },
Grupo 1 = {4, 8.7, 10, 11+, 19+, 24}.

Determine los intervalos entre fallecimientos sucesivos (:c’(j_l), :c’(j)] y,
para cada intervalo j, elabore una tabla como la que aparece abajo
siguiendo la notaciéon usada en este trabajo.

: /
Tiempo T

‘ ‘ Fallecidos ‘ Sobrevivientes ‘ ‘

‘ Grupo 0 ‘ doj ‘ noj — doj ‘ oj ‘
| Grupo 1 | dij | niy—diyy | nay |
| | di | mi—d |ny |

Para cada tabla calcule también la esperanza e; y la varianza v;. Con
la informacion de todas las tablas calcule las cantidades globales O,
E y V. Finalmente calcule la estadistica de la prueba y determine
si existe diferencia en la experiencia de mortalidad de los dos grupos
mediante la prueba log-rank. Use el p-value y considere un nivel de
significancia de a = 0.05.

168. Considere los siguientes dos conjuntos de datos de supervivencia:

¥ = {05, 0.7+, 1.5, 2, 3.2, 6.5, 7},
zl = {1, 1.7, 1.8, 1.84, 1.94, 2, 24, 5, 6 }.

Observe que los tiempos se encuentran ordenados de menor a mayor
y que en ellos aparecen varios datos censurados. Nos interesa llevar a
cabo la prueba log-rank para determinar si existen diferencia en las
funciones de supervivencia de ambos grupos.

a) Considerando tnicamente los tiempos de fallecimientos de ambos
grupos determine los subintervalos de analisis.
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169.

170.

CAPITULO 4. MODELOS NO PARAMETRICOS

b) Elabore un arreglo como el que aparece en la Tabla 4.14 comple-
tando todas las entradas indicadas.

c) Encuentre el valor z del estadistico de la prueba.

d) Encuentre el p-value y con un nivel de significancia de a = 0.05
determine si se rechaza, o no se rechaza, la hipotesis nula.

j Intervalo Ty | Noj | Ny dj dOj dlj Cj | Coj | C15 | €05 | Voj

—

21 — |-l =] o]l ] =1l=]=1=1=1=

7% I (R I I N R R I

Tabla 4.14

Lleve a cabo una prueba log-rank para los datos del ejercicio anterior
pero ahora usando R como en los Ejemplos 4.6 y 4.7.

Lleve a cabo una prueba de hipoétesis log-rank usando R para determi-
nar si existe diferencia en las experiencias de mortalidad de los siguien-
tes pares de conjuntos de datos de supervivencia. Use el p-value y un
nivel de significancia o = 0.05 para rechazar, o no rechazar, la hipote-
sis nula. Utilice, ademas, la funcién survfit para obtener las curvas
de supervivencia de ambos grupos en un mismo plano cartesiano.

a) Grupo 0 = {6,1,2+,6,9,1+,2+,2,4,10},
Grupo 1 = {7,3,18,2+, 10,21, 18, 25, 6+, 26}.

b) Grupo 0 = {3,1,4,4,5,4+,7},
Grupo 1 = {2+,5,1,6,5,6,8}.

¢) Grupo 0 = {2.6,5.1,2.2,1.2+,1.2,5.6,2.9,9.9,3.3,4.3,0.8+,0.9+},
Grupo 1 = {4.8,0.9+,2.5,2.7,5.2,9.8,0.4+, 3.0, 2.2, 4.1, 3.8}.



Capitulo 5

Modelos con covariables

En este ultimo capitulo se exponen brevemente algunos modelos de super-
vivencia que incorporan covariables. En particular, se provee de una intro-
ducciéon al modelo de riesgos proporcionales de Cox y de la estimacion de
sus parametros. Veremos primero el concepto de covariable.

5.1. Covariables

Hasta ahora hemos considerado que las funciones de supervivencia S(x) son
funciones del tiempo x, y hemos también supuesto, implicitamente, que los
conjuntos de individuos son homogéneos en el sentido de que sus tiempos
de vida siguen una misma distribucién de probabilidad dada por la funciéon
desconocida S(z).

Con frecuencia los elementos de una poblaciéon presentan caracteristicas o
condiciones que hacen que sus tiempos de vida sean diferentes unos de otros.
Estas caracteristicas pueden ser propias de los individuos como: la edad, el
peso, el consumo de cigarro o alcohol, la falta de ejercicio fisico, el nivel
econdémico, los habitos alimenticios, etc. Otras variables pueden ser exégenas
o del medio ambiente como: el lugar de residencia, la clinica u hospital de
atencion médica, el tratamiento particular al que se somete un paciente, etc.
Esto lleva a la siguiente definicion.

223
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Definicion 5.1 A las variables que presumiblemente pudieran afectar el
tiempo de vida de un individuo se les llama covariables.

Segun el area de estudio o aplicaciéon, a las covariables también se les llama
variables concomitantes o variables prognésticas. El objetivo es incorporar
covariables a la funciéon de supervivencia o, equivalentemente, a alguna de
sus funciones bésicas asociadas.

Separacion vs inclusiéon

Se pueden considerar funciones de supervivencia para cada uno de los valores
de las covariables y, en este caso, se dice que las covariables han sido incor-
poradas por separacion. Se tendria asi, un funcién de supervivencia distinta
para cada individuo, o grupo de individuos, con los mismos valores de las
covariables. Esta es la situacion que, implicitamente, hemos supuesto antes
cuando todos los individuos tienen, en cierta medida, caracteristicas homogé-
neas. En este caso, cada funcién de supervivencia depende sélo del tiempo x.

En contraparte, se pueden considerar modelos en donde las funciones de su-
pervivencia, o cualquier otra de las funciones basicas equivalentes, dependen
directamente del tiempo x y también de algunas covariables. En este caso, se
dice que las covariables han sido incorporadas por inclusion. Asi, se tendra
una soéla funcién de supervivencia, la cual es funcion del tiempo x y de las
covariables. Adoptaremos este tipo de modelos en lo que resta del capitulo.

Vector de covariables

Agruparemos las covariables de interés, o de las que se cuente con informa-
cion, en un vector de dimension s > 1, de la siguiente forma

Z = (21,22,.--,25),

en donde cada entrada es una covariable que representa una posible ca-
racteristica o condiciéon que tiene efectos sobre los tiempos de vida de los
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individuos. De esta manera, en lugar de escribir f(x), S(x) 6 A(x), por
ejemplo, escribiremos f(z,z), S(z,z) y A(x,z), respectivamente. En ocasio-
nes sera conveniente escribir explicitamente cada una de las covariables como
en A\(x,21,...,2s).

Ejemplo 5.1 Para una poblacion humana consideremos el vector de cova-
riables z = (21, 22, 23), en donde se define

1 Nwel economico bajo,
z1 = 2 Nivel economico medio,
3 Nivel economico alto.

I 1 Femenino,
2 = 2 Masculino.

o 1 No fumador,
=T 2 Fumador.

St un indiwviduo o grupo 1 es de nivel economico bajo, es mujer y fuma, su
funcion de riesgo se escribe A(x,z) con z; = (1,1,2). De este modo, cada
individuo o grupo homogéneo de individuos tiene su propia funcion de su-
pervivencia, o funcion de riesgo, segqun su clasificacion a través del vector de
covariables z.

Nota: Las variables z1, zo y z3 definidas en el ejemplo anterior son cate-
goricas, de modo que, al utilizar algin programa de computo, se debe tener
cutdado en su declaracion pues la forma de su especificacion determina la
manera en la que estas variables son tratadas por el software utilizado. =

Se pueden considerar también modelos dindmicos en donde el vector de co-
variables z es funcién del tiempo, es decir, las covariables pueden cambiar
de valor al paso del tiempo para un individuo o grupo de individuos. Estos
modelos dinamicos pueden ser mas cercanos a algunas realidades, sin em-
bargo, no los consideraremos en este trabajo.

A continuacion veremos algunas maneras explicitas en las que las covariables
pueden ser incorporadas a la distribucién de un tiempo de vida.
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5.2. Modelos para incluir covariables

Sea A(z) una funcion de riesgo. Deseamos incorporar a esta funciéon los
efectos de un vector de covariables z = (z1,. .., z5). Para enfatizar que es la
funcion de riesgo antes de la modificacion, le llamaremos funciéon de riesgo
base o subyacente, y en ocasiones la escribiremos como A\g(x). Esta sera la
funcién de riesgo de todos los individuos en estudio antes de considerar las
covariables. A la funcién de riesgo con el vector de covariables z incorporado
la escribiremos como A(z,z).

Modelo aditivo

En este modelo se propone la siguiente forma de la funcién de riesgo modi-
ficada

A,2) = do(z) + ) hi(z) g(2)), (5.1)
j=1

en donde cada sumando h;(x) g(z;) = 0 es una funcién que representa el
riesgo adicional al tiempo x debido a la covariable z;. Puede comprobarse
que A(z,z) dada en (5.1) es una funcion de riesgo. Se puede encontrar mayor
informaciéon de este modelo en Cox D. R. y Oakes D. [16], N. E. Breslow y
N. E. Day [7] 6 en D. C. Thomas [50].

Ejemplo 5.2 Para el modelo (5.1) se puede tomar la funcion constante
hj(x) = a; = 0 y y la funcion identidad g(z;) = z; = 0. Esto produce la
funcion de riesgo A(x, z) que aparece abajo. Como se ha supuesto que a;zj =
0, las covariables provocan una propension a fallecer pues incrementan la
funcion de riesgo base.

Az, 2) = Mo(x +Zajzj

Ejemplo 5.3 (Modelo lineal-exponencial) Continuando con el ejemplo
anterior, si ademds se toma a la funcion de riesgo base \o(x) como una
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constante ag > 0, lo cual corresponde a tiempos de vida exponenciales de pa-
rametro ag, y st se define a la covariable auxiliar constante zg = 1, entonces
se puede escribir

2) = Z aj zj. (5.2)
j=0

Debido a la linealidad de esta funcion respecto de las covartables y a la
hipotesis de distribucion exponencial de la funcion de riesgo base, al modelo
definido por (5.2) se le llama modelo lineal-exponencial. Observe que (5.2)
representa una funcion de riesgo constante (no dependiente del tiempo x) vy,
por lo tanto, es un tiempo de vida exponencial. .

Modelo multiplicativo

En este modelo se propone la siguiente forma de la funcién de riesgo modi-
ficada

Az, z) = Mo(x Hh x, %), (5.3)

en donde h(z, z;) = 0 es una funcién que modifica de manera multiplicativa
la funcion de riesgo base al tiempo x y debido a la covariable z;. Puede
comprobarse que (5.3) es una funcién de riesgo. El modelo de Cox es un
modelo multiplicativo importante en donde la funciéon h es la funcion expo-
nencial exp(aiz1 + - - - + aszs) para ciertas constantes ay, ...,as y en donde,
en su version simple, no aparece el tiempo z. Estudiaremos este modelo en
las siguientes secciones. Puede consultarse mayor informacion de (5.3) en el
libro de E. T. Lee y J. W. Wang [37].

Modelo de vida acelerada

En este caso, un tiempo de vida X se modifica directamente a través del
cociente X /a, en donde a > 0 es una constante. El cociente X /a representa
también un tiempo de vida pero la velocidad con la que transcurre el tiempo
se modifica de la siguiente manera: si 0 < a < 1, los tiempos de vida se
alargan, y si a > 1, los tiempos de vida se reducen o, en otras palabras, el
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tiempo de vida se acelera. En ambos casos se dice que el cociente representa
un tiempo de vida acelerado. No es dificil encontrar las funciones basicas
asociadas al tiempo de vida X /a en términos de las funciones de X. En
efecto, si Y = X /a entonces se puede comprobar que:

a) Fy(y) = Fx(ay), 0.
b) fy(y) = a fx(ay). 0
c) Sy(y) = Sx(ay), y=0.
d) A&y (y) = arx(ay) para y =0 tal que Sx(ay) > 0.

1

Q0
_ 1
(@) f Sx(u)du para y =0 tal que Sx(ay) > 0.

) Ry(y) = —

Por claridad, se han indicado como subindices de estas funciones el tiempo
de vida de referencia, es decir, X 6 Y. El modelo de vida acelerada puede
expresarse también por la expresion equivalente Y = a X, en donde el tiem-
po de vida se reduce cuando 0 < a < 1.

Maés generalmente, siz = (z1,. .., 2s) es un vector de covariables, una funcion
positiva g(z) puede acelerar un tiempo de vida X considerando el cocien-
te X/g(z). Las formulas anteriores permanecen validas substituyendo a la
constante a for g(z). En particular, cuando a un tiempo de vida Weibull se
le acelera por una funcion positiva g(z), se obtiene el modelo de riesgos pro-
porcionales de Cox (definido en la siguiente seccién). Se puede comprobar
que la distribucion Weibull es la tinica distribucién continua que cumple esta
propiedad. Véase el Ejercicio 181.

5.3. El modelo de Cox!

En este modelo multiplicativo se propone que la funcién de riesgo base \o(x)
dependa de manera arbitraria del tiempo x y, por otro lado, la funcién de
riesgo modificada dependa de forma paramétrica y lineal de un vector de
covariables de la siguiente manera.

'David Roxbee Cox (1924-2022) estadistico inglés.
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Definicion 5.2 Se le llama modelo de Cox al modelo multiplicativo (5.3)

cuando se toma h(x,zj) := exp (a; zj), en donde a,...,as son constan-
tes y z= (21,...,2s) €s un vector de covariables. Es decir,
S
Az, 2) :== Ao(z) exp { Z aj; zj }. (5.4)
j=1

Al modelo de Cox se le llama también modelo de riesgos proporcionales.
Se le puede encontrar en la literatura también con los términos en inglés
PH model 6 proportional hazzard model, pues para cada valor del vector de
covariables z, el producto (5.4) representa una proporciéon de la funcion de
riesgo base Ag(z).

Para la funcion de riesgo base desconocida Ag(z) puede adoptarse un mode-
lo de una familia paramétrica y, en este caso, al modelo de Cox se le llama
paramétrico. En cambio, si se adopta una perspectiva no paramétrica pa-
ra Ag(z), al modelo de Cox se le llama semiparamétrico, pues permanece
la parte paramétrica dada por la regresion lineal de las covariables. Puede
consultarse una exposiciéon del modelo de Cox directamente de su creador
en el libro de D. R Cox y D. Oakes [16], o en el libro de E. T. Lee y J. W.
Wang 37|, por ejemplo.

El coeficiente a; representa una medida del impacto de la covariable z; en los
tiempos de vida. Observemos que la funcion A\g(z) y los coeficientes a, . . ., as
son desconocidos. Uno de los problemas es estimar estos parametros a partir
de un conjunto de observaciones.

Consideraremos que el vector de ceros 0 = (0,...,0) es un posible valor
del vector de covariables z = (z1,...,25) en el modelo de Cox. Esto es
conveniente pues, cuando z = 0 en (5.4), se obtiene la funcion de riesgo
base, la cual escribiremos también como A(z,0). De esta manera, el modelo
de Cox (5.4) se puede escribir como

Az, z) :== Xo(x) p(z), (5.5)
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en donde la funcion p(z) = exp{aiz1 + -+ + aszs } satisface las siguientes
dos propiedades:

a) p(z) = 0.
b) p(0) = 1.

Como la funcion p(z) no depende del tiempo x y acttia como un factor po-
sitivo sobre la funcién de riesgo base, es claro que A(z,z) es también una
funcion de riesgo. En la siguiente secciéon encontraremos sus funciones bési-
cas asociadas.

Cuando no hay covariables en el modelo (5.4), p(z) = 1 y la funcién de
riesgo A(z, z) se reduce a A\g(x). Por otro lado, observe que el modelo de Cox
puede escribirse como una regresion lineal miltiple sobre las covariables al
considerar el logaritmo del cociente A(x,z)/A\o(x), es decir,

lom—az—i— + asz
g)\@(l’)_ll s$<8-

Ejemplo 5.4 Sunpoga que el vector de covariabes es z = (z1,22), en don-
de z1 distingue dos tipos de tratamiento médico y zo representa el sexo del
paciente, es decir,

{ 1 Tratamiento 1,
zZ1 =

2 Tratamiento 2.

{ 1 Masculino,
z9 =

2  Femenino.

Entonces p(z) = exp{aiz1 + agz2} y el modelo de Cox contempla las si-
guientes cuatro distintas funciones de riesgo

x) et ta Tratamiento 1 a hombre,
e 292 Tratamiento 1 a mujer,
Tratamiento 2 a hombre,

(
Aa,2) = E
(

Tratamiento 2 a muyger.
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Ejemplo 5.5 (Modelo log-lineal) Si la funcion de riesgo base Ao(x) es
constante igual a exp{ag}, para alguna constante ag, es decir, el tiempo de
vida base es exponencial, y definiendo la covariable artificial zg = 1, entonces
la funcion de riesgo modificada es

Az, 2) = exp { Z a;zj }.
§=0

Como esta funcion es constante respecto de x, el modelo sigue siendo el de
un tiempo de vida exponencial, cuyo pardmetro depende de los valores de
las covariables z; y los coeficientes a;. A este caso particular se le llama
modelo log-lineal, pues el logaritmo de \(x,z) es una funcion lineal de las
covariables.

Ejemplo 5.6 Como se ha mencionado, las covariables pueden depender del
tiempo y no es dificil dar un ejemplo de esa situacion. La covariable z(x)
puede representar la evolucion en el tiempo de un indice de contaminantes
presentes en el aire en una ciudad densamente poblada. St un paciente estd
enfermo de asma, nos podria interesar el tiempo que transcurre hasta el
siguiente ataque de asma. Considerando solo a esta covariable, el vector de
covariables z(x) es (z1(x)) y la funcion de riesgo segin el modelo de Cox se
puede escribir como

Az, 2(x)) = do(w) 2@, 2 >0,

para algun coeficiente a1. De este modo, las covariables dependientes del
tiempo son caracteristicas del individuo, o de su medio ambiente, que cam-
bian de wvalor con el tiempo y pueden afectar su tiempo de vida. En este
trabajo consideraremos principalmente el caso stmple cuando las covariables
son constantes en el tiempo. .

Funciones basicas asociadas en el modelo de Cox

A partir de la forma de la funciéon de riesgo A(z,z) = Ao(x) p(z) en el modelo
de Cox, se pueden encontrar las otras funciones basicas asociadas como se
muestra a continuacion.
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Proposicion 5.1 Sean So(x) y Ao(x) las funciones de supervivencia
y de riesgo acumulado asociadas a la funcion de riesgo base \o(x) del
modelo de Coz (5.5). Entonces las funciones asociadas a la funcion de
riesgo A(x, z) = Ao(x) p(2) son:

1. 5(z,2) = [So(@)]"?@, =z>0.

2. F(z,2) = 1—[So(z)]’?D, z=>0.

3. f(x,2) = do(z) p(2) [So(2)]PD, x> 0.

4. Mz, 2) = Ao(z) p(2), x>0.

Demostracion.

1. Suponiendo el caso continuo, para x = 0,

S(,z) = exp{- JO " o(u) plz) du)
= exp{—p(z) J: Ao(u) du}

~ [exp{— EAO(U)CZUHP(Z)
= [So(=)]P®.

2. Esto es consecuencia inmediata del inciso anterior.

3. Por definiciéon y por el resultado del primer inciso, para x > 0,

flz,z) = Naz,2)S(,2)
= Xo(@) p(z) [So(x)]"2).

Alternativamente, se puede calcular f(x,z) = —(d/dx)S(x,z), obte-
niendo el mismo resultado.
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4. Por definicion, para x > 0,

233

En la expresion S(z,2z) = [So(z)]?@ se vuelve transparente la forma en la

que las covariables afectan a la funcién de supervivencia base, suponiendo
valido el modelo de Cox. Cuando 0 < Sp(x) < 1, un valor p(z) > 1 produce
un valor de la funciéon de supervivencia méas pequeno (mayor mortalidad).

Por el contrario, el valor de la funcién de supervivencia es mas grande (mayor
supervivencia) para p(z) < 1. Cuando p(z) = 1, la funcién de supervivencia

base no tiene cambio.

Por otro lado, observando los céalculos en la demostraciéon anterior, no es

dificil darse cuenta que si las covariables son funciones del tiempo z, las
expresiones para las funciones basicas asociadas a A(z,z(x)) en el modelo de
Cox quedan expresadas en términos de integrales.

Ejemplo 5.7 Cuando el tiempo de vida base en el modelo de Coz es exp(N),

es decir, cuando Sp(x)

exp {—Azx}, se tiene que A\o(z) = A y Ao(z)

Ax. Por lo tanto, las funciones asociadas a la funcion de riesgo \(x,z) =

Xo(z) p(2) son:

a) 5(x,2) = exp {=Ap(2)z},

b) F(z,z) =1 —exp{-Ap(2)z},

c) f(z,2) = Ap(2) exp{—=Ap(2)z},

d) Az, z) = Ap(2)z,

x = 0.

x = 0.
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Cualquiera de estas expresiones indica que la distribucion del tiempo de vida
con covariables z es exponencial de parametro Ap(z), como se habia senialado
antes en el Ejemplo 5.5. .

Interpretacion de parametros

A continuaciéon haremos algunas observaciones sobre el modelo de riesgos
proporcionales de Cox definido por (5.4), e indicaremos algunas interpreta-
ciones de los parametros ai, ..., as.

» Los coeficientes a; pueden ser positivos, negativos o cero. Cuando a; >
0, la funciéon z; — exp(a; 2;) es creciente. Esto significa que cuando
la covariable z; crece, la proporcién exp(aiz;) también crece y ello
incrementa la funciéon de riesgo A(x,z). Esto se traduce en una mayor
propension a fallecer acortando asi el tiempo de vida. Cuando a; < 0,
el efecto contrario ocurre, cada vez que z; crece, se presenta una menor
propension a fallecer, alargando el tiempo de vida. Cuando a; = 0, la
covariable z; no tiene ningin efecto en la funciéon de riesgo.

» Cocientes de riesgo (Hazard Ratios HR). A los exponentes de los
coeficientes a;, es decir, a exp(a;) se les llama cocientes de riesgo. De
manera analoga a lo explicado en el parrafo anterior, estas cantidades
también representan una medida del efecto de las covariables sobre los
tiempos de vida, pues son la base de exponenciaciéon

(exp a;)™ = exp (a; 25).

Puede comprobarse que, cuando exp a; > 1, la funcion de riesgo es cre-
ciente en la covariable z;. Cuando expa; < 1, el efecto es contrario, la
funcién de riesgo es decreciente en la covariable z;. Finalmente, cuando
expa; = 1, esto significa que la covariable z; no tiene efecto sobre la
funcion de riesgo y ésta permanece constante ante las variaciones de
Zj-

= Es evidente que el siguiente cociente no depende del tiempo =,

Az, z)
Ao(x)

= p(z) = exp{ ) a;z; }.
j=1
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Tomando logaritmo,
S
log A(z,2z) —log A\o(z) = Z a;zj.
j=1

Esto quiere decir que las funciones = — log A(z,z) vy  — log Ao(x)
son paralelas, es decir, a cada tiempo z, sus graficas difieren una de la
otra en la misma cantidad. Véase la Figura 5.1. En otras palabras, el
logaritmo de la funcién de riesgo con covariables se encuentra siempre
a una misma distancia del logaritmo de la funcién de riesgo base. La
distancia de separacion esta dada por a1z + -+ + ag2s.

//’_\ IOg A(xaz)
/"—\ log Ao (z) =1

Figura 5.1: La separacion entre log \o(x) y log A(x,2) es log p(z).

w Sizy = (211,...,215) ¥ 29 = (221, ..., 225) son dos valores del vector de
covariables, entonces el siguiente cociente no depende del tiempo x ni
de la funcién de riesgo base A\o(x),

AM,2) °
)\(x—’g;) = exp{;aj(% — 225 ) }-

IN

» En el caso de una sola covariable, z = (21), se tiene que

Mz, z) = No(x) exp{aiz }.

Supongamos ahora que z y z+1 son dos posibles valores de la covariable
z1. Bstos dos valores distan uno del otro en una unidad. Entonces se
cumplen las siguientes identidades:
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Mz, z+1)
Ao ()
Az, 2)
Ao(z)

De estas dos igualdades se obtiene que

Mz, z+1)
Az, 2)

a) log =ai(z+1)=a; +az.

b) log

= aiz.

= exp {a1}.

Esto quiere decir que la constante a; se puede interpretar como el
cambio en el logaritmo del cociente de riesgos por unidad de cambio
en la covariable z;. Més generalmente, para cualquier » > 0 tal que z
y z + r son dos posibles valores de z1, un calculo similar al anterior
muestra que

o Mz, z+7) .
YR R
Es decir,
Mz, z+71) B
e - exp {air}.

n palabras, cuando la covariable 21 se incrementa en r unidades, esto
En palabras, dol bl t dades, est
produce un cambio en la funcion de riesgo A(x,z) consistente en la
multiplicacién por el factor e®".

La interpretacion para el caso de una covariable se puede extender sin
dificultad al caso cuando z cuenta con multiples covariables. Cuando
se incrementa una covariable z; en r > 0 unidades y se deja a las
otras covariables sin cambio, se encuentra que el factor que adquiere

la funcion de riesgo es e%”, 1 < j < s. En efecto, si 2" = (z1,..., Zj+
Ty...,Z%s), entonces
M, 2")  Xo(®) exp(arz1 4 -+ aj(z; +7) + -+ + aszs)
Az, z) Mo(z) exp(arz1 + - +ajzj + - + aszs)
= exp (a;r).

Al aplicar logaritmo se obtiene

log A(z,27") — log \(,z) = aj;r.
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Graficamente se tiene la misma situacién que se muestra en la Fi-
gura 5.1, excepto que ahora se ha modificado sblo la covariable z;
(anadiéndole la cantidad r) y la distancia entre las curvas es a;r.

5.4. Estimacion de coeficientes

En esta seccion veremos la manera en la que los coeficientes de regresion
ai,...,as que aparecen en el modelo de Cox (5.4) pueden ser estimados por
maxima verosimilitud.

Supondremos que los tiempos de vida de n individuos con posible censura
por la derecha ya se encuentran ordenados de menor a mayor. Estos tiempos
de fallecimiento o censura son: (z(1),d1), .- ., (%), 0n). Llamaremos indivi-
duo ¢ a la persona que fallece o se censura al tiempo z(;), i = 1,...,n. Asi, el
individuo 1 fallece (d1 = 1) o se censura (61 = 0) al tiempo ;) el individuo
2 fallece (62 = 1) o se censura (52 = 0) al tiempo x(z), etc. Por otro lado, ca-
da individuo tiene asociado ciertos valores de las covariables z = (21, ..., 25)
que inciden en su funciéon de riesgo. Definimos esto a continuacion.

Notacion. Los valores de las covariables para el individuo ¢ se denotan
por z; = (2i1,...,2is). El primer subindice identifica al individuo i €
{1,...,n} y el segundo subindice identifica a la covariable.

Observe que varios individuos pueden compartir los mismos valores de las
covariables cuando presenten las mismas caracteristicas y condiciones del
riesgo de morir. Como se hizo en el caso del estimador de Kaplan-Meier,
también aqui se crea la siguiente particion usando los tiempos de falleci-
miento o censura:

O, 2], @y ze)ls s (@m-1), 2m);

en donde, como antes, se define () := 0. Esta particion del tiempo en n
intervalos tiene sentido cuando no hay fallecimientos o censuras mailtiples,
es decir, cuando todas las observaciones son distintas.: 0 < (1) < z(g) <
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o < x(p). Este es el caso que estudiaremos con més detalle a continuacion.
Antes de ello definamos los siguientes conjuntos.

Definicién 5.3 Para cada i =1,...,n, se define:

N; = “Conjunto de individuos en riesgo de morir al inicio
del intervalo (x(;_1y, z(].”

D; = “Conjunto de individuos que fallecen al tiempo x;y.”

Es claro que D; < N;. Observe que un individuo en estudio adquiere la
etiqueta o numeracién ¢ cuando es el i-ésimo individuo en retirarse, ya sea
por fallecimiento o por censura: el individuo 1 se retira al tiempo (1) y sus
covariables son z;, el individuo 2 se retira al tiempo (o) y sus covariables
son 2z, etc.

Caso simple

Supondremos que no hay fallecimientos o censuras miultiples. Asi, el conjun-
to D; es vacio o s6lo contiene al individuo 7. Ademads, como en el tiempo ;)
se descarta al individuo ¢, ya sea por fallecimiento o por censura, se tiene que
N; ={i,i+1,...,n}, en donde #N; = n —i+ 1. El resultado de estimacion
es el siguiente.

Proposicion 5.2 (Estimacion de coeficientes aj,...,as) Sean
(7(1),01), -+, (T(n),0n) datos de supervivencia con censura por la de-
recha, ordenados de menor a mayor, y en donde no se presentan fa-
llecimientos o censuras multiples, es decir, x(1) < Ty < +++ < Ty
Los estimadores por mdzima verosimilitud (parcial) para los coeficien-
tes ay,...,as en el modelo de Cox (5.4) estin dados por la solucion al
sistema de ecuaciones

: 2, 7k Plz)
Eéi[zik—jENi—]Zo, k’=1,...,8. (56)

i=1 2 P(Ej)

JEN;
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Demostracion. La funcion de verosimilitud de los datos es

|3

L = [f(2(0), 2:)]% [S(@ iy z) ]
1

. )
)
ERN
. )

= [ [ =), 2) S(@ay, 2:)1% [S(z @y, z:)] %

<L)
[l ¢

ER

= [Ny, 2:)1% S(235), 2;)

Mzey,zi) 1%

<L)
— P

.

I
s I
{

i=1 - Z @@y z5) Fjen,
JEN;

I
:]:

Z Ao(z(i)) p JEN;

JEN;

<.
—_

I

=1

JEN;
JEN;

-Zpu)] [ 3 02" St 20

— ] [ Z /\(x(i),Zj)]éi Sy 24)

o) ] | 2 M) St 2)

El método sugiere descartar los dos factores de la derecha en la tltima ex-
presion y considerar soélo el primer factor, al que se le llama funcién de

verosimilitud parcial de Cox. Es decir,
parczal H [ ]
Z plz))
JEN;

Tomando logaritmo,

log Lparcial - Z 5@ [ log,o 1Og Z
JEN;

= anéz [ Z%le log Z

=1 JEN;

.
—_

(5.7)

| —
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Derivando respecto a ay, para k = 1,..., s, se obtiene

5 . Z Zik P(Zj)

TN
——log L arcial — 62 [ ik — e ]
day, & parcial 2221 ik > plzy)

JEN;

[gualando a cero cada una de estas ecuaciones se encuentra el sistema de s
ecuaciones que aparecen en el enunciado. Las incognitas son los coeficientes
ai,...,0as. u

Debe observarse que la utilizacién de la verosimilitud parcial producira so-
lamente una estimacién aproximada para los valores de los coeficientes. Por
otro lado, en la funciéon de verosimilitud parcial (5.7) y en el sistema de
ecuaciones (5.6) no aparecen explicitamente los tiempos de fallecimiento o
censura x (1) < -+ < Z(y). La utilizacion de los datos se limita a las funciones
indicadoras d;, a los conjuntos NV; y las caracteristicas p(z;) de sus elementos.
También es necesario observar que los sumandos de (5.6) son distintos de
cero so6lo cuando §; = 1, es decir, para individuos que fallecen. También es
interesante observar que, en la estimacion de los coeficientes aq,...,as, no
aparece involucrada la funcién de riesgo base desconocida A\g(x).

En general, el sistema de ecuaciones (5.6) no es sencillo de resolver y es
necesario el uso de programas de computo. Para clarificar la situacion, pre-
sentaremos a continuacién un ejemplo con pocos datos.

Ejemplo 5.8 Supongamos que se tienen los siguientes tiempos de vida or-
denados de n = 5 individuos:

(.’17(1), 1)7 ($(2)7 0)7 (37(3), 1)7 (.T,'(4), 0)7 ($(5)a 1)

Supondremos que todos los tiempos son distintos, es decir, r(1y < -+ < I(5),
de esta forma no hay fallecimientos o censuras multiples. La representacion
grdfica de los datos se muestra en la Figura 5.2.
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Figura 5.2: Datos del Ejemplo 5.8.

Se le designa como individuo 1 al elemento que es descartado al tiempo
x(i), i = 1,...,5. En los tiempos de fallecimientos (0; = 1), tenemos que
Ny ={1,2,3,4,5}, N3 = {3,4,5} y N5 = {5}, en donde Dy = {1}, D3 = {3},
D5 = {5}.

Sea z; = (2i1,- .., 2is) €l vector de valores de s covariables asociado el indi-
viduo i. Por brevedad en la escritura, llamaremos p; al factor de proporcio-
nalidad en la funcion de riesgo del individuo 1, es decir,

pi = p(z) =exp(arzi1 + - + aszis).
Entonces el sistema de ecuaciones (5.6) es

21k P1 + 22k P2 + 23k P3 + 24k P4 T 25K P5 ]

p1+ p2+ p3+ pstps
Z3k P3 T R4k P4 + 25k P5

[Zlk; +

+ [ 23 +
p3 + pa+ ps
%5k P5

+ [ z5k + |]=0, k=1,...,s.
Las wncognitas de este sistema de ecuaciones son ai,...,Gs Y S€ ENcuen-
tran dentro de las expresiones p; = exp (a1zi1 + - + aszis). Los términos
Zil, - - 4 Zis Son los valores de las covariables para cada individuo © y son co-
nocidos. Este ejemplo muestra que la solucion al sistema de ecuaciones (5.6)
no es facil de encontrar, aun cuando el nimero de datos sea pequeno. .

Caso general

En el caso de miiltiples fallecimientos a un mismo tiempo, se conoce la
formula de aproximacion de Breslow para la funcién de verosimilitud. Esta
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formula establece que

o1 e
L~] [ JED: 4]51', (5.8)
(D, plz))*

=1

JEN;

en donde d; es el nimero de fallecimientos al tiempo ;). La expresion (5.8)
es una generalizacion de la funcion de verosimilitud parcial (5.7). Solo los
fallecimientos (d; = 1) contribuyen en el producto (5.8) y en cada uno de
ellos hay d; > 1 fallecidos. Observe que si cada vez que §; = 1 se tiene que
d; = 1, entonces (5.8) se reduce a (5.6).

Considerando igualdad en la aproximacion de Breslow y tomando logaritmo,

loglL = 261[ Z lOgP(Zj) — d;log Z P(Zj)]

=1 JjeD; JEN;
n S
= S 0 ae— dios  ots)]
i=1 jeD; k=1 jEN;
Derivando respecto a ay, para k = 1,...,s, e igualando a cero se obtiene

Z Zjk P(Zj)
JEN;
aak log L = Za [ M e —d; ST ]:o. (5.9)

JeD;

JEN;

Este es un sistema de s ecuaciones para las incégnitas aq,...,as. Se puede
encontrar mayor informaciéon sobre la aproximacion de Breslow en el articulo

de D. Y. Lin [41].
Intervalo de confianza

Sean ayp,...,as los estimadores por méxima verosimilitud parcial de los co-
eficientes en el modelo de Cox. Entonces el estimador para el cociente de
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riesgo (HR) es

p(z) =exp{ajz + - + aszs }
= €Xp {&1Z1} ©rr€Xp {&szs}
= (exp{ar})™ - - (exp {as})™.

Usando el método delta puede comprobarse que
Var(exp {a;}) ~ (exp {a;})? Var(a;).
De donde se obtiene que la desviacién estandar es
SE(exp {a;}) ~ exp{a;} SE(a;),

en donde SE significa standard error. Suponiendo una distribucién aproxi-
mada normal para el estimador exp {a;}, se puede encontrar el siguiente
intervalo de confianza al (1 — «)100 % para el cociente de riesgo,

exp{a;} + z4 0 exp {a;} SE(ay),

en donde z,/5 es un valor tal que P(—z,0 < Z < 2,2) = 1 — a, con
Z ~N(0,1).

5.5. Estimacion de la funcién de riesgo base

Nos interesa ahora estimar la funcion de riesgo base Ag(z) a la luz de una serie
de observaciones que estan sujetos a una posible censura por la derecha y que
siguen el modelo de riesgos proporcionales de Cox con vector de covariables
z=(z1,...,25), esto es,

Mz, z) = Ao(z) p(2),

en donde p(z) = exp {37_; a;z;j }. La funcién desconocida Ao(z) puede to-
mar una forma paramétrica o bien puede corresponder a una distribucién
arbitraria. Supondremos este ultimo caso. Supondremos también que los
coeficientes aq,...,as que aparecen en la expresion de p(z) son conocidos
o bien fueron estimados previamente, véase la secciéon anterior. Como an-
tes, consideraremos que los datos se encuentran ordenados en forma ascen-
dente (7(1),01),...,(%mn),0n), y esta vez se puede llevar a cabo el anili-
sis considerando que puede haber observaciones repetidas. A los tiempos
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distintos en donde ocurren fallecimientos o censuras los denotaremos por
:17’(1) < o< x’(k), en donde k es un entero tal que 1 < k < n. Los intervalos
de analisis seran, nuevamente,

(0737,(1)]7 (xl(l)vxl(Q)]’ 7($l(k:—1)’xl(kz)]'

Recordemos también la definicion de los siguientes conjuntos: para cada
1=1,...,k,

N; = “Conjunto de individuos en riesgo de morir

7

al inicio del intervalo (z{; ),z ]

D; = “Conjunto de individuos que fallecen al tiempo a:’(z.).”

Debe observarse que la formula (5.10) que aparece abajo es la estimacion de
una funcién de riesgo discreta como se indico en el Ejercicio 95.

Proposicion 5.3 Suponga que (21,61), ..., (Tn,0n) son datos de super-
vivencia con posible censura por la derecha. Sean x’(l << m’(k) los
tiempos distintos de fallectmientos, 1 < k < n. El estimador por mdzxi-
ma verosimilitud para la funcion de riesgo base Ao(x) en el modelo de
Coz (5.4) estd dada por

Ao(z)) = SO(x/(ifl)) ~ Solry)
(4) So(xl(i_l))

en donde Sy (x) se calcula mediante la formula producto

So(z) = [] #, 0<w<afy, (5.11)
i:x’(i)<x
y las probabilidades 7y,. .., se determinan a través del siguiente sis-

tema de ecuaciones llamadas ecuaciones normales,

2 p(;zpzm . Z plz), i=1,....k (5.12)

. J
_]GDZ‘ 1 - ﬂ-i
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Demostracion. Denotaremos por Sy(z) a la funciéon de supervivencia aso-
ciada a la funcién de riesgo base desconocida A\g(x), y por Xy a una variable
aleatoria con dicha distribucién. Para cada ¢ = 1,...,k, se define m; como
la probabilidad de que un individuo con tiempo de vida Xy y que esta vivo
. / . . / / .
al tiempo (1) sobreviva al intervalo (m(i_l), a:(z.)], es decir,
So (.’L‘l. )
(4)
mi = P(Xo >y, | Xo > ), 1)) = ————.
(i) (i-1) 50(35/(1'_1))
Consideremos ahora un individuo cualquiera en la poblacién en estudio y
con tiempo de vida X que sigue el modelo de riesgos proporcionales de Cox
con vector de covariables z;. Si este individuo se encuentra con vida y bajo
observacion al tiempo :U’( 1) la probabilidad de que sobreviva al intervalo

i—
(2] ] es

(i—1) T (i)
S('T,(z) ) Zj)
S(J)/(i_l) ) Zj)
[ Sol=(y)
[ SO ('r,(i—l)
So (xl(z))
So(2(;_y))

ﬂ_iP(Zj) .

)]p(zj)

) ]p(zj)

]p(Zj)

De esta forma, estas probabilidades de supervivencia de cualquier individuo
quedan expresadas en términos de la misma probabilidad de supervivencia
m; asociadas al riesgo base y los valores de las covariables del individuo.

A continuacién encontraremos la funcién de verosimilitud de los datos en
términos de las probabilidades ;.

= Sea j € D;. Entonces j es un individuo que inicia con vida el intervalo
(a:’(i_l), '77/(7,)] y fallece al tiempo x'(i). La probabilidad de que eso ocurra

es
p(Z;)
T, .

1 —
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= Sea j € N; N~ D;. Entonces j es un individuo que esta en riesgo de
morir en el intervalo (7 L1y T )] pero sobrevive a dicho intervalo. La
probabilidad de que eso suceda es

ﬂ_f(Zj) .

Por lo tanto, la funcion de verosimilitud completa es
: 0(2,) 0(2;)
L(m,...,m)zn[ﬂu— )] [ [T =" ]
i=1  jeD; jeN;~D;

Aqui se ha usado la hipotesis de independencia de los tiempos de vida de
los individuos. Tomando logaritmo,

log L(my,...,7 :Z[Zlog —Wf(zj))]-i-[ 2 p(gj)logm].

=1 JjeD; JeEN;\D;

Derivando respecto de 7; e igualando a cero se obtiene

p(Z;)—1
Z P(Zj)ﬁf( / _ Z (z-)l
- AP(ZJ') - ) p_j ’ﬁ'z
JeD; 1-— T, JEN;\D;
Separando la segunda suma,
. p(Z;)
Z P(Zj). 7Tl~p ? _ Z P(Zj) B Z P(Zj).
jeDs T 1_ﬁf(Zj) e T D T

Es decir,
(z;)

. P(Z;
; _ v Plg))
. ﬁ_P(Zj) * 1) N Z ﬁ'z ’

JEN;

Z P(Zj ) ' (
Simplificando la expresion que aparece entre paréntesis y eliminando el de-
nominador 7; en ambos lados de la igualdad, se encuentran las asi llamadas

ecuaciones normales (5.12) que aparecen en el enunciado.

A partir de las probabilidades de supervivencia 7, ..., Ty se construye la es-
timacion de la funcion de supervivencia discreta Sp(x) como aparece en (5.11).
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Después, se usa 5o () para definir la funcion de riesgo discreta asociada Ao ()
como se muestra en (5.10).

Observemos que Sp(z) serd una funciéon de supervivencia discreta genuina
(es decir, tomard eventualmente el valor 0) cuando en el Gtimo dato x(,)
solo se observen fallecimientos, de modo que el ultimo factor es 7 = 0.

Corolario 5.1 En ausencia de covariables, las ecuaciones normales tie-
nen como solucion w; = 1 —d;/n;, los cuales corresponden a los factores
del estimador de Kaplan-Meier. Es decir,

So(x) = Sgar(x), 0<z< a?'(k).

Demostracion. Cuando no hay covariables, es decir, cuando p(z) = 1, las
ecuaciones normales (5.12) se reducen a

Z 1 17% = Z 1, para i=1,...,k.
— T

jEDi jENi

Es decir, d;/(1 — 7;) = n;, en donde d; = #D; y n; = #N;. De aqui se
obtiene que las probabilidades de supervivencia son 7; = 1—d;/n;. Estos son
lo mismos factores que aparecen en el estimador de Kaplan-Meier. Véanse
las expresiones (4.15) 6 (4.16) en las péaginas 177-177. .

Ejemplo 5.9 Consideremos nuevamente los datos del Ejemplo 5.8 dados
por

(':C(l)a 1)7 ('1:(2)7 0)7 (1‘(3), 1)7 (26(4), 0)7 (I(B)a 1))
en donde todos los tiempos son distintos, es decir, Ty < -+ < x(5). Se

le designa como individuo i al elemento que es descartado al tiempo x(i),
t=1,...,5, ya sea por fallecimiento o por censura. En los tiempos de falle-
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cimiento :r’(l.), es decir, cuando 9; = 1, tenemos que
Nl = {1)2737475}a Dl = {1}7
N3 = {3,4,5}, D3 = {3},
N5 = {5}, Ds = {5}.

Escribiendo p; en lugar de p(z;), las ecuaciones normales (5.12) son

5 5 5
P1 P3 P5
_Aplzzpj’ _AP3=ZpJ" _Ap5=ij'
1—7 . 1—7 : 1—7 ,
1 j=1 3 j=3 5 j=5

En casos como este, en donde no se tienen observaciones repetidas, las ecua-
ctones normales pueden resolverse con facilidad. Para este ejemplo se tiene
que la solucion es

3 <1— plz) )1/p(zi), i=1,3,5.

T, = 5—
Z'P(Ej)

Si suponemos que no se tienen covariables, es decir, p(-) = 1, las estimacio-
nes son ™ = 4/5, 73 = 2/3 y 75 = 0. Estas son los factores del estimador
de Kaplan-Meier (4.15)—(4.16), vea las paginas 177-177. .

Los procesos de estimacion anteriores y sus varias extensiones se encuentran
implementados en distintos programas de computo. A continuacién se veran
algunos ejemplos usando el paquete estadistico R.

Ejemplo 5.10

(Base de datos “lung” dentro de la libreria “survival” de R)

Este es un ejemplo bastante utilizado que hace uso de la base de datos “lung”,
la cual es parte de la libreria “survival” del paquete estadistico R. La base de
datos contiene informacion de 228 pacientes con cdncer avanzado de pulmon.
Cada registro contiene mediciones de las 10 variables que aparecen abajo. Las
valoraciones (scores) miden la habilidad del paciente para realizar actividades
diarias rutinarias.
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mst
time
status
age
sex

ph.ecog

ph.karno

pat.karno

meal. cal

wt.loss

Codigo de la institucion.

Tiempo de supervivencia en dias.

1=Censurado, 2=Fallecido.

Edad del paciente en anos cumplidos.
1=Masculino, 2=Femenino.

Valoracion (score) ECOG otorgada por el médico.
0=Asintomdtico.

1=Sintomdtico pero completamente ambulatorio.
2=FEn cama menos del 50 % del dia.

3=En cama mas del 50 % del dia pero no postrado.
4=Postrado en cama (bedbound).

Valoracidon (score) Karnofsky otorgada por el médico.
0=Mal, ..., 100=DBien.

Valoracion (score) Karnofsky del propio paciente.
0=Mal, ..., 100=Bien.

Calorias consumidas en las comidas.

Libras de peso perdidas en los iltimos 6 meses.

(1 libra de peso es aproximadamente 0.45 kilos.)

Los comandos y codigos en R que se presentan en este ejemplo fueron toma-
dos del sitio web http://www.sthda.com, véase [48].

Visualizacion de los datos

La variable de interés es el tiempo de supervivencia “time” expresado en dias.
Se pueden consultar los primeros 10 registros con el codigo que aparece en el
siguiente recuadro.
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# Acceso y visualizacidén de la base de datos ‘‘lung”’

[::]I library(survival)
data(lung)

# primeros 10 registros completos
head (lung, 10)

El resultado se muestra en la Figura 5.35.

inst time status age sex ph.ecog ph.karno pat.karno meal.cal wt.loss

1 3 306 2 74 1 1 a0 100 1175 NA
2 3 455 2 68 1 0 a0 90 1225 15
3 3 1010 1 56 1 0 Qo a0 NA 15
4 5 210 2 57 1 1 90 60 1150 11
5 1 B8E&3 2 60 1 0 100 a0 NA 0
6 12 1022 1 74 1 1 50 g0 513 0
7 7 310 2 68 2 2 70 60 384 10
g 11 3861 2 7 2 2 &0 g0 538 1
9 1 218 2 53 1 1 70 80 825 16
10 7 166 2 61 1 2 70 70 271 34

Figura 5.3: Primeros registros de la base de datos “lung”.

Los tiempos de vida “time” y el “status” (censurado o fallecido) usando la
notacion x 6 x+, de los primeros 10 pacientes, se obtienen con el siguiente
comando.

[::]I # Base de datos ‘‘lung’’
# primeros 10 tiempos registrados
with(lung, Surv(time,status)) [1:10]
El resultado se muestra en la Figura 5.4.

[1] 30& 455 1010+ 210 883 1022+ 310 361 218 166

Figura 5.4: Primeros tiempos de la base de datos “lung”.

Ajuste del modelo

Se usa la funcion coxph(-) para ajustar el modelo de Cox a los datos. Por
ejemplo, suponga que se desea ajustar el modelo con unicamente la cova-
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riable z1 = “sex”. Esta covariable particular es categorica y, como lo hemos
indicado, tiene como valores las etiquetas: 1 (Hombre) y 2 (mujer). Antes de
hacer el ajuste del modelo, esta covariable debe ser tratada como tipo factor
haciendo la siguiente transformacion.

ﬂ # Base de datos ‘‘lung’’
# transformacidon de la covariable ‘‘sex’’

lung$sex<-as.factor (lung$sex)

La estimacion del correspondiente coeficiente a1 se obtiene con el codigo

ﬂ # Base de datos ‘‘lung’’
# ajuste del modelo de Cox con covariable ‘‘sex”

coxph(Surv(time,status)~sex, data=lung)

El resultado se muestra en la Figura 5.5.

Call:
coxph(formula = Surv(time, status) ~ sex, data = lung)

coef exp(coef) se(coef) z p
sex -0.5310 0.5880 0.1672 -3.176 0.00149

Likelihood ratio test=10.63 on 1 df, p=0.0881111
n= 228, number of events= 165

Figura 5.5: Resultado del comando coxph(-).

Se obtiene que la estimacion del coeficiente (coef) es a1 = —0.5310. Por lo
tanto, el modelo se puede escribir como

Az, 2) = Ao(x) exp{—0.531021}, x> 0.

El signo negativo de a1 significa que, cuando z1 crece, el factor exp(aiz1) de-
crece. Tomando como referencia la categoria 1 (Masculino), el factor exp(ayz1)
para mujeres tiene el siquiente efecto e interpretacion,

0.5880 = exp(—0.5310 % 1) < exp(—0.5310 = 0) = 1.

/

~
Mujeres Hombres
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Esto significa que ser muger (categoria 2) reduce el riesgo de muerte, com-
parativamente con el ser hombre (categoria 1), en un factor de 0.58. Eso
representa una reduccion del 42% en el riesgo. También se muestra el va-
lor exp(a1) = 0.5880, el cual es el cociente de riesgo (Hazard ratio, HR).
Esta cantidad proporciona una medida del efecto de la covartable. El valor
se(coef)=0.1672 corresponde al error estindar de la estimacion.

El numero z = —3.176 es el valor de la estadistica de la prueba de Wald
sobre la significancia del coeficiente a1. Véase la iltima seccion de este ca-
pitulo en donde se discute brevemente la prueba de Wald. En este caso, el
valor estimado es altamente significativo, es decir, se concluye que a; # 0
y, por lo tanto, la covariable “sex” tiene efectos reelevantes sobre la funcion
de riesgo base. Por supuesto, se puede hacer un andlisis similar al anterior
para cada una de las covariables, por separado, que aparecen en la base de
datos “lung”, suponiendo vdlido el modelo de Cox y cuando la covariable es
significativa.

Graficas del modelo

Usando el codigo que aparece abajo se obtiene la funcion de supervivencia
estimada del modelo de Cox. Ademds de la libreria “survival”, también se
necesita tener instalada la libreria “survminer” para producir las grdficas.

# Base de datos ‘‘lung’’
library(survival)

library(survminer)
# ajuste del modelo con covariable ‘‘sex’’

res.cox<-coxph(Surv(time,status)~sex, data=lung)
# graficacioén

ggsurvplot (survfit(res.cox), data=lung,
palette="#2EQFDF", ggtheme=theme_light())

El resultado se muestra en la Figura 5.6, en donde, por defecto, se utilizan
los valores medios de las covariables. En este caso, el valor medio sdlo es
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para la covariable “sex”. En el eje horizontal se representa el tiempo medido
en dias.

Strata =+ Al

1.00-
2075
=
©
Ko}
o
0 050+
®
2
2
@ 0.25-

0.00-

0 250 500 750 1000
Time

Figura 5.6: Funciéon de supervivencia estimada de la base de datos “lung”
para un modelo de Cox con covariable “sex”.

Se pueden también graficar las funciones de supervivencia por sexo. Esto
puede lograrse con el codigo que aparece abajo.

# Base de datos ‘‘lung”’

library(survival)
library(survminer)
res.cox<-coxph(Surv(time,status) ~sex, data=lung)
# creacidon de los nuevos datos

E:::“ sex_df <- with(lung, data.frame(sex = c(1, 2),

age = rep(mean(age,na.rm = TRUE),2), ph.ecog = c(1,1)))
# curvas de supervivencia por sexo

fit <- survfit(res.cox, newdata = sex_df)

ggsurvplot (fit, data=sex_df, conf.int = TRUE,
legend.labs=c("Sex=1", "Sex=2"),

ggtheme = theme_minimal())
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El resultado se muestra en la Figura 5.7. Las curvas mostradas hacen evi-
dente que los hombres (sex = 1) tienen tiempos de vida mds cortos que las
mugjeres (sex = 2).

Strata Sex=1 == Sex=2

2075
£
@
0
o
& 0.50-
T
>
2
@ 025-

0.00-

0 250 500 750 1000
Time

Figura 5.7: Funcién de supervivencia estimada por sexo
para la base de datos “lung”.

Mayor informacién del ajuste

Se puede obtener mayor informacion del ajuste mediante el comando “sum-
mary” que aparece en el siguiente recuadro.

# Base de datos ‘“lung”’
res.cox<-coxph(Surv(time,status) ~sex, data=lung)

# mayor informacidén del ajuste
summary (res.cox)

El resultado se muestra en la Figura 5.8.
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call:
coxph(formula = Surv(time, status) ~ sex, data = lung)

n= 228, number of events= 165

coef exp(coef) se(coef) z Pri=|z|)
sex -0.531@ 0.5880 0.1672 -3.176 0.80149 #*=*

Signif. codes: @ “***' @.pO1 ***' @.@1 **’ @.85 *." ©.1 * "1

exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95
SEx 0.588 1.701 0.4237 0.816

Concordance= 8.579 (se = 8.021 )

Likelihood ratio test= 10.63 on 1 df, p=0.001
Wald test 18.89 on 1 df, p=0.681
Score (logrank) test = 18.33 on 1 df, p=0.001

Figura 5.8: Resultado del comando summary(res.cox).

Entre otra informacion, se proporciona un intervalo de confianza al 95 %
para el cociente de riesgo (HR) exp(ay), es decir,

0.4237 < exp(ay) < 0.816.

En la dltima parte de los resultados, se muestran los p—values para tres
pruebas alternativas para la significancia general del modelo: la prueba del
cociente de verosimilitud, la prueba de Wald vy la prueba log-rank.

Ajuste del modelo para 2 6 mas covariables

Un andlisis similar se puede hacer para cada una de las 10 covariables por
separado de la base de datos “lung”. Un siguiente paso consiste en ajustar
modelos con maultiples covariables, suponiendo la validez de dichos modelos
y considerando covariables significativas. Por ejemplo, si se desea ajustar el
modelo de Cox para las covariables “sex” y “age” conjuntamente, se puede
usar el codigo que se muestra en el recuadro siguiente. La llamada a la va-
riable “res.cox” proporciona la informacion bdsica de la estimacion, mientras
que el comando “summary” provee mayor informacion.
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# Base de datos ‘‘lung”’

# ajuste del modelo con covariables ‘‘sex’’ y ‘‘age’
[::]I res.cox<-coxph(Surv(time,status) ~sex+tage, data=lung)

# informacidén basica del ajuste

res.cox

# mayor informacidén del ajuste

summary (res.cox)

El resultado del comando “summary” del modelo ajustado a las covariables
21 = “sex” y zo = “age” se muestra en la Figura 5.9. La estimacion aq,
correspondiente a la covariable “sex”, ha tomado ahora un valor ligeramente
mayor en este nuevo modelo.

Call:
coxph{formula = Surv({time, status) ~ sex + age, data = lung)

n= 228, number of events= 165

coef exp(coef) se(coef) Z Pri=|z]|)
sex -0.513219 ©.598566 0.167458 -3.065 0.08218 *+
age ©0.017045 1.017191 0.009223 1.848 0.06459 .

Signif. codes: © “#%*¢' @ @O1 '*+*" .01 ‘*' @.85 *." 0.1 * "1
exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95

sex 0.5986 1.6707 0.4311 0.8311

age 1.8172 0.9831 B.9990 1.8357

Concordance= 8.603 (se = 0.025 )

Likelihood ratio test= 14.12 on 2 df, p=9e-04
Wald test = 13.47 on 2 df, p=0.08081
Score (logrank) test = 13.72 on 2 df, p=0.081

Figura 5.9: Resultado del comando summary(res.cox) del ajuste del
modelo de Cox con covariables “age” y “sex”, conjuntamente.

El modelo se puede escribir como

Az, 2) = Mo(x) exp {—0.5132192; + 0.01704525}.
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Los intervalos de confianza al 95 % para los cocientes de riesgo son

0.4311 < exp{a1} < 0.8311,
0.9990 < exp {as} < 1.0357.
Se puede generar una grifica de la funcion de supervivencia para este modelo

con las dos covartables indicadas. El codigo en R es similar al caso de una
covariable y se muestra a continuacion.

# Base de datos ‘“lung”’
library(survival)

library(survminer)
# ajuste del modelo con covariables ‘‘sex’’ y ‘‘age’

res.cox<-coxph(Surv(time,status)~sex+tage, data=lung)
# graficacién

ggsurvplot (survfit(res.cox), data=lung,
palette="#2E9FDF", ggtheme=theme_light())

El resultado se muestra en la Figura 5.10, en donde, por defecto, se utilizan
los valores medios de las dos covariables. .

Strata == Al

1.00
0.75+

0.50 +

Survival probability

0.25 +

0.00 H
6 250 560 750 10‘00
Time
Figura 5.10: Funcién de supervivencia estimada de la base de datos “lung”
para el modelo de Cox con covariables “sex” y “age”.
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A continuacion se presentan ejemplos de bases de datos de supervivencia que
se encuentran disponibles en algunas librerias del paquete estadistico R. La
presentacion solo es a nivel informativo sin hacer ningtn analisis estadistico
de los tiempos de vida. En la secciéon de ejercicios se hace referencia a estos

conjuntos de datos. Estas bases de datos también pueden consultarse en el
Apéndice A del libro de J. D. Kalbfleisch y R. L. Prentice [30].

Ejemplo 5.11

(Base de datos “veteran” dentro de la libreria “survival” de R)
Esta base de datos contiene informacion de 125 pacientes con cdncer de
pulmon. A cada paciente se le sometid (al azar) a uno de dos tratamien-
tos disponibles. Cada registro contiene mediciones de las 8 variables que se
muestran abajo.

trt  Tipo de tratamiento.
1=FEstdndar.
2=Prueba.
celltype  Tipo de célula.
1=Squamous.
2=Smallcell.
3=Adeno.
4=Large.
time Tiempo de supervivencia.
status 1=Censurado, 2=Fullecido.
karno  Valoracion (score) Karnofsky.
0=Mal, ..., 100=Bien.
diagtime  Tiempo en meses desde el diagnostico hasta el tratamiento.
age FEdad del paciente en anos cumplidos.
prior Terapia previa.
0=No.
10=25:.
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En particular, la variable “celltype” describe 4 tipos de cdincer de acuerdo a
la forma que toman las células enfermas (“squamous”, “smallcell”, “adeno” y
“large”). La variable de interés es el tiempo de supervivencia “time” expre-
sado en dias. Se pueden consultar los primeros 5 registros con el cidigo que

aparece en el siquiente recuadro.

# Base de datos ‘‘veteran”’
[::]I # dentro de la libreria ‘‘survival’’ de R
library(survival)

# primeros 5 registros completos
head(veteran,5)

El resultado se muestra en la Figura 5.11.

trt celltype time status karno diagtime age prior

1 1 squamous 72 1 60 7 B9 0
2 1 squamous 411 1 70 5 64 10
3 1 squamous 228 1 60 3 38 0
4 1 squamous 126 1 60 9 63 10
5 1 squamous 118 1 70 11 65 10

Figura 5.11: Primeros registros de la base de datos “veteran”.

Ejemplo 5.12

(Base de datos “larynx” dentro de la libreria “KMsurv” de R)

La libreria “KMsurv” del R contiene un conjunto de bases de datos que apa-
recen también en el libro de J. P. Klein y M. L. Moeschberger [33]. Las
primeras letras de “KMsurv” hacen referencia a los apellidos de estos dos
autores. La base de datos “larynx” contiene informacion de 90 pacientes con
cancer de laringe, quienes presentaban diferentes estados de su enfermedad.
Cada registro contiene las siguientes b variables:
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stage  Estado de la enfermedad.
= | = FEstado 1.

s 2 — FEstado 2.
s 3 = FEstado 3.
s J = FEstado 4.

time Tiempo de vida en meses.
age Fdad a la que se detecto el cancer.
diagyr Ano calendario en el que se detectd el cancer.
delta  0=Censurado, 1=Fallecido.

La variable de interés es el tiempo de supervivencia “time” expresado en me-
ses. Se pueden consultar los primeros 10 registros con el codigo que aparece
en el siguiente recuadro. El resultado se muestra en la Figura 5.12.

# Base de datos ‘‘larynx’’

|ﬂ library (KMsurv)
data(larynx)

# primeros 10 registros completos
head(larynx, 10)

stage time age diagyr delta

1 1 0.6 77 76 1
2 1 1.3 53 71 1
3 1T 2.4 45 71 1
4 1 2.5 57 78 0
5 1 3.2 58 74 1
6 1 3.2 51 77 0
7 1 3.3 76 74 1
8 1 3.3 &3 77 0
g 1 3.5 43 71 1
10 1 3.5 &0 73 1

Figura 5.12: Primeros registros de la base de datos “larynx”.
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Los tiempos de vida “time” y el valor de “delta” (censurado o fallecido) usan-
do la notacion x ¢ x+, de los primeros 10 pacientes, se obtienen con los
sigutentes comandos. El resultado se muestra en la Figura 5.13.

# Base de datos ‘‘larynx’’
library (KMsurv)

# primeros 10 tiempos registrados
with(larynx, Surv(time,delta))[1:10]

[1] 0.6 1.3 2.4 2.5+ 3.2 3.2+ 3.3 3.3+ 3.5 3.5

Figura 5.13: Primeros tiempos de la base de datos “larynx”.

Ejemplo 5.13

(Base de datos “hoel” dentro de la libreria “survival” de R)

Esta base de datos contiene informacion del tiempo en dias que tardaron en
morir de cancer un grupo de 181 ratones machos a los que se les sometio a
300 rads de radiacion. Un rad es una medida estadounidense antigua utiliza-
da para medir dosis de radiacion absorbida. Un grupo de ratones se mantuvo
en condiciones higiénicas (“Germ-free”) y un sequndo grupo fue el de con-
trol (“Control”). Cada registro de la base de datos contiene las siguientes 4
variables:

trt  Tipo de tratamiento: “Control” ¢ “Germ-free”.
days Tiempo de vida en dias.
outcome  Tipo de cancer.
= Codecensor.
s Thymic lymphoma.
s Reticulum cell sarcoma.
= Other causes.

id  Numero de identificacion del raton.
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La variable de interés es el tiempo de supervivencia “days” expresado en dias.
Se pueden consultar los primeros 5 registros con el codigo que aparece en el
siguiente recuadro.

# Base de datos ‘‘hoel”
library(survival)

# primeros 5 registros completos
head (hoel,5)

El resultado se muestra en la Figura 5.14.

trt days outcome 1id
Control 159 thymic lymphoma
Control 189 thymic lymphoma
Control 191 thymic lymphoma
Control 198 thymic lymphoma
Control 200 thymic lymphoma

LA P ) pa —
LA P ) b —

Figura 5.14: Primeros registros de la base de datos “hoel”.

El nombre de la base de datos proviene de D. G. Hoel, quien utilizo esta
informacion en su trabajo: “A representation of mortality data by competing
risks”. Biometrics 33, pp. 1-30, 1972. El estudio de D. G. Hoel afirma que
el ambiente de condiciones higiénicas (“Germ-free”) tiene poco efecto en la
ocurrencia del cancer “thymic lymphoma”, pero retrasa las otras causas de
muerte de los ratones. En la seccion de ejercicios se pide corroborar estadis-
ticamente estas afirmaciones.

5.6. Algunas pruebas de hipo6tesis

Concluimos este capitulo con algunas explicaciones breves sobre ciertas prue-
bas de hipoétesis relativas al ajuste del modelo de Cox.
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Prueba de significancia de Wald

Esta es una de las pruebas més usadas para determinar la significancia o
relevancia de un parametro dentro de un modelo a partir de una serie de
observaciones, en este caso, la significancia de las covariables en el modelo de
Cox. Es decir, determina si una covariable tiene, o no tiene, una contribucion
significativa en la funciéon de riesgo base. Para la covariable z; con coeficiente
a;, la prueba constrasta las hipotesis

Hozaij V.S. leaj;éo.

La prueba esta basada en la estadistica Z = (a; —0)/SE(a;), en donde a; es
el estimador maximo verosimil para a; y SE(G;) es el error estandar (stan-
dard error) de la estimacion. La variable Z? tiene distribucién aproximada
x? con 1 grado de libertad. Se puede entonces calcular el p-value como la,
probabilidad de que la estadistica de la prueba tome un valor como el obser-
vado u otros més alejados de lo que establece la hipotesis nula, suponiendo
ésta cierta, es decir,

p-value = P(Z? > z| Hy es cierta),
en donde z > 0 es el valor tomado por la estadistica Z2.

Se rechaza Hy cuando a; se aleja del valor 0 y, por lo tanto, Z 2 toma un valor
grande. O bien, en términos del p-value, cuando éste es menor a un cierto
nivel del significancia (tipicamente 0.05) se rechaza Hy. Véase la Figura 5.15.

o+
o
S
ot

p-value

Rechazar H No rechazar H

Figura 5.15: Decisiéon usando el p-value
en la prueba de significancia de Wald.
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La prueba de significancia de Wald se lleva a cabo de manera automética en
el paquete R al ajustar el modelo de Cox (usando el comando coxph(-)), para
cada una de las covariables especificadas. Véase el Ejemplo 5.10. Se puede
encontrar mayor informacion sobre la prueba en el articulo de A. Wald [54].

Prueba para verificar proporcionalidad

En la mayoria de los ejemplos mencionados en este trabajo se ha supuesto
que el modelo de Cox puede ajustarse a un conjunto de datos. Sin embargo,
en algunas areas de aplicacion del modelo de Cox, como en estudios clinicos,
no se espera que los riesgos sean verdaderamente proporcionales. Los riesgos
no son proporcionales cuando, por ejemplo, los efectos de un tratamiento
médico cambian a lo largo del tiempo. Dichos efectos pueden manifestar-
se después de periodos largos, por ejemplo, 6 o mas meses. Otra situacion
en donde los riesgos pueden no cumplir la hipoétesis de proporcionalidad se
presenta cuando, por cuestiones genéticas, algunos individuos pueden tener
diferentes susceptibilidades para desarrollar con mayor o menor rapidez una
enfermedad dada. De esta manera, el cociente de riesgo exp{a;z;} (HR, ha-
zard ratio) asociado a una covariable (tratamiento) z; no se mantiene cons-
tante, sino que cambia al paso del tiempo. Un caso extremo ocurre cuando
la covariable no tiene ningun efecto en la funcién de riesgo. En tales casos,
el cociente de riesgo (HR) es constante igual a 1 a lo largo del tiempo pues
el coeficiente es cero.

Existen pruebas de hipoétesis para verificar que las covariables inciden en la
funcion de riesgo base como proporciones, tal y como lo supone el modelo
de Cox. La hipoétesis nula que se propone se puede expresar de la sigueinte
forma:

Hy : “Los riesgos derivados de las covariables son proporcionales.”

Una prueba para esta hipotesis y que se encuentra implementada en el pa-
quete R es la propuesta por P. M. Grambsch y T. M. Therneau en el articu-
lo [22]|. Esta prueba esta basada en una estadistica que tiene distribucion
asintotica x? con ciertos grados de libertad.
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Por ejemplo, considerando nuevamente la base de datos “lung” del paquete
R (ver Ejemplo 5.10), para llevar a cabo una prueba para determinar si la
covariable “sexo” incide en la funcién de riesgo de forma proporcional, se
puede emplear el siguiente coédigo que hace uso de la funcién cox.zph.

# Base de datos ‘‘lung”’
E::]I fit <- coxph(Surv(time,status)~sex, data=lung)
temp <- cox.zph(fit)
print (temp)
plot (temp)

El resultado del comando print se muestra en la Figura 5.16.

chisqg df p
sex 2.86 1 0.091
GLOBAL 2.86 1 0.091

Figura 5.16: Resultados numéricos de la prueba cox.zph
para la covariable “sex” de la base de datos “lung”.

Se muestra el valor de la estadistica x? (2.86), los grados de libertad (df = 1)
y el p-value de la prueba (p = 0.091). Como el p-value no es menor al nivel
de significancia o = 0.05, no se rechaza la hipoétesis nula, es decir, puede
suponerse que la covariable “sex” incide en la funciéon de riesgo de manera
proporcional.

Por otro lado, el comando plot muestra la grafica de la Figura 5.17. En el
eje horizontal aparece una escala no lineal del tiempo y en el eje vertical se
muestra el residual de Schoenfeld. La linea continua corresponde a un spline
suavizado junto con +2 desviaciones estandar. Véase el capitulo 13 del libro
de W. N. Venables y B. D. Ripley [52]. La linea continua cambia poco a lo
largo del tiempo, lo que indica que puede considerarse que el cociente de
riesgo es constante.
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Figura 5.17: Resultado grafico de la prueba cox.zph
para la covariable “sex” de la base de datos “lung”.

Se pueden llevar a cabo pruebas de proporcionalidad para cada una de las
covariables por separado, y también considerando dos o més covariables al
mismo tiempo anadiendo al coédigo en R la cadena “~sex+age”, por ejemplo.

Se puede encontrar mayor informacion sobre la prueba acerca de la hipotesis
de proporcionalidad de los riesgos en el modelo de Cox en los libros de T. M.
Therneau y P. M. Grambsch [49] 6 J. P. Klein y M. L. Moeschberger [33].

5.7. Ejercicios

Covariables

171. Para un conjunto de pacientes a quienes se les ha detectado una cierta
enfermedad terminal, indique 5 posibles covariables que podrian incidir
en el tiempo de vida de estas personas.

172. Interpretacion de los cocientes de riesgo (HR).
Considere el modelo de Cox con vector de covariables z = (21, ..., 2s).
Demuestre que:

a) Siexpa; > 1, la funcién z; — A(x,z) es creciente.

b) Siexpa; <1, la funcion z; — A\(z,2) es decreciente.
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c) Siexpa; =1, la funcion z; — A(z,z) es constante.

173. Funcion de riesgo base Weibull.
Suponga que un tiempo de vida X, depende de una covariable z de la
siguiente forma

X, ~ Weibull(a, A;), con \, = ez

a) Encuentre la funcion de riesgo A(z, 2).
b) Encuentre una expresion para la funcion de riesgo base \o(z).
c) Compruebe que X, presenta riesgos proporcionales para diferen-

tes valores de z.

174. Funcion de riesgo base Weibull.
Considere el modelo de Cox con vector de covariables z = (21, ..., 2s)
y con funcién de riesgo base Weibull(c, A), es decir,

Mo(z) = adz®™ 1, 2> 0.

a) Encuentre expresiones para A(z,z), S(x,z), F(z,z), f(x,z) y A(z,z).

b) Asigne valores a a y A. Grafique las funciones encontradas en el
inciso anterior como funcién del tiempo x y analice el efecto que
tiene en cada una de ellas el factor p(z).

175. Logaritmo de un tiempo de vida con riesgos proporcionales.
Sea X un tiempo de vida que depende de un vector de covariables z
tal que su funcion de riesgo es

Ax(z,2) = X (2)g(2),

en donde A\ (z) denota la funcién de riesgo base (z = 0) de X, y g es
una funciéon positiva tal que g(0) = 1. Sea Y = log X.

a) Demuestre que Sy (y,z) = Sx(eY,z).

b) Demuestre que Ay (y,2) = A)-(y)g(z), en donde M) (y) = e¥ A% (e¥).
Esto significa que también Y sigue el modelo de riesgos propor-
cionales. La proporcion g(z) que se aplica al riesgo es la misma
pero la funcién de riesgo base cambia.
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Covariables dependientes del tiempo.

Considere el modelo de Cox con vector de covariables dependiente del
tiempo x, es decir, A(x,z(x)) = Ao(x) p(z(z)). Encuentre expresiones lo
mas reducidas posible para las funciones bésicas asociadas S(x,z(x)),

F(x,z2(x)), f(z,z(z)) y Az, z(x)).

Modelos para incorporar covariables

177.

178.

179.

180.

Modelo aditivo.

Considere el modelo aditivo A(z) = Ag(x) + a, en donde a > 0 es una
constante. Encuentre expresiones para S(x), F(z), f(z), A(x) y R(x).
Observe que la constante a puede ser la combinacion lineal ijl a;jz;j.

Modelo multiplicativo.

Considere el modelo multiplicativo A(z) = a A\p(x), en donde a > 0 es
una constante. Encuentre expresiones para S(z), F(z), f(z), A(x) y
R(x). Observe que la constante a puede ser la funcion de covariables

H?:l h(z;).

Tiempo de vida acelerada.
Sea X un tiempo de vida y sea a > 0 una constante. El tiempo de vida
acelerada de X se define como Y := X /a. Demuestre que:

Fy(y) = Fx(ay), para y=>0.
fy(y) = afx(ay), para y=0.
Sy(y) = Sx(ay), para y >

() 0
Ay (y) = aAx(ay), para y =0 tal que Sx(ay) > 0.

1 0
= G N = 1
e) Ry(y) 2 Sx(ay) Ly Sx (u) du, para y = 0 tal que Sx(ay) >
0.

Tiempo de vida acelerada.

Considere el modelo de vida acelerada Y = X /a. Demuestre que la
funcion Sy (y) = Sx(ay) es de supervivencia. Dibuje en un mismo
plano Sx(z) y Sy (z) para alguna constante a > 0. Distinga los tres
casos: 0 <a<l,a=1ya>1.
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181.

Tiempo de vida Weibull acelerado coincide con el modelo de Coz.
Sea ¢(z) una funcioén positiva de un vector de covariables z = (21, ..., 2s).

a) Sea X un tiempo de vida con distribuciéon Weibull(a, A), es decir,
su funcion de riesgo es Ao(z) = adz®~ !, para x > 0. Demuestre
que la funcion de riesgo de X /g(z) es

A(@) = Ao(z) [9(2)]*

b) Reciprocamente, si X es un tiempo de vida con funcion de riesgo
Ao(x) tal que X /g(z) tiene funcion de riesgo A(z) = Ao(z) [g(z2)]¢
con « > 0, entonces X tiene distribuciéon Weibull.

El modelo de Cox

182.

183.

184.

185.

Suponga que X; representa el tiempo de vida de un individuo con co-
variable Z = z; y X5 representa el tiempo de vida de un individuo con
covariable Z = zo. Suponiendo un modelo de riesgos proporcionales,
demuestre que

P(X1>z)>P(Xe>xz) 6 P(X1>2x)<P(Xy>ux),
para todo x tal que 0 < P(X; > x) < 1, parai = 1,2.

Demuestre que la funcién de densidad asociada a la funcién de riesgo
A(z,z) en el modelo de Cox se puede escribir de la forma siguiente

fx,2) = Ao(x)p(z) exp{ —p(z) Ao(z) }-

Modelo exponencial.
Sea A(z) la funcién de riesgo del modelo exp(A) y sea A(x, z) la funcion
de riesgo del modelo (5.4) de Cox con covariables z = (z1, ..., 25).

a) Demuestre que A(x,z) también es una funcion de riesgo del mo-
delo exponencial y encuentre el parametro correspondiente.

b) Grafique en el mismo plano las funciones A(z) y A(z,z).
Sea A(x) una funciéon de riesgo continua con soporte (0, c0). Usando la

Definicion 2.4 de la pagina 51, demuestre que la funcion riesgo A(z,z)
en el modelo (5.4) de Cox también es una funciéon de riesgo.
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186.

187.

188.
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Distribucion de riesgo base Weibull.

Suponga que el tiempo de vida base en el modelo de Cox tiene dis-
tribucion Weibull(a, A). Demuestre que las funciones asociadas a la
funcion de riesgo A(z,z) = Ao(x) p(z) son:

a) S(z,z) = exp {—Ap(z)za}.

) F(z,z) =1—exp{-Ap(z)zal.
)

)

S

o

f(a,2) = aXa®~! p(z) exp {—Ap(z)z"}.
A

d) A(z,z) = Ap(z)x“.

Cualquiera de estas expresiones indica que la distribucion del tiempo
de vida con covariables z es Weibull(a, Ap(z)).

Interpretacion de coeficientes en el modelo de Coz.
Sea r > 0 una constante y sean z; y z; + r dos posibles valores de
la covariable z; en el modelo de Cox con vector de covariables z =

(21,...,25), 1 <j < s. Demuestre e interprete la identidad
M, 21,0025 + 7500, 26)
=e T}
AT, 2150003 2y ey Zs) xp {7}

Nota: Por simplicidad en la notacion, los valores z; y z; + r usan la
misma letra que el nombre de la covariable z;.

Base de datos “veteran”.
Considere la base de datos "veteran" de la libreria "survival" en R, la
cual se muestra en el Ejemplo 5.11, pagina 258.

a) Grafique la estimacion de Kaplan-Meier para la funcion de super-
vivencia. Aqui solamente se usan los tiempos de vida registrados.

b) Considerando cada uno de los 4 tipos de cancer y suponiendo vé-
lido el modelo de Cox, determine visualmente si el tipo de cancer
afecta a la funcién de supervivencia.

c) Determine si existe diferencia significativa entre los dos trata-
mientos aplicados.

d) Para cada tipo de céncer, determine si un tratamiento es mejor
que el otro.
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189.

190.

Base de datos “veteran’.

Considere nuevamente la base de datos "veteran" de la libreria "sur-
vival" en R, que se expone en el Ejemplo 5.11, pagina 258. Ajuste un
modelo de Cox que incorpore las covariables tratamiento “trt” y tipo
de cancer “celltype”.

a) Determine si alguno de los tratamientos tiene efectos para una
supervivencia mayor.

b) Determine si alguno de los tipos de céncer tiene efectos para una
supervivencia menor.

Base de datos “hoel”.

Considere la base de datos "hoel" de la libreria "survival" en R, la
cual se expone en el Ejemplo 5.13, en la pagina 261. Compruebe que
el ambiente de condiciones higiénicas (“Germ-free”) tiene poco efecto
en la ocurrencia del cancer “thymic lymphoma”, pero retrasa las otras
causas de muerte de los ratones.

Estimacion de coeficientes

191.

192.

193.

Considere las edades de fallecimiento de 8 personas como aparecen
abajo. Suponga que se puede adoptar el modelo de Cox con vector de

covariables z = (21, ..., 25). Escriba el sistema de ecuaciones (5.9) para
estimar los coeficientes aq,...,as. Observe que existen observaciones
repetidas.

87,92,70+,55,70,92, 85+, 70.

Base de datos “lung”: covariables significativas.

Utilizando el paquete estadistico R y para la base de datos “lung” (vea
el Ejemplo 5.10), aplique la prueba de Wald para determinar si cada
una de las 10 covariables son significativas, es decir, si contribuyen a la
modificacion de la funcién de riesgo base, suponiendo vélido el modelo
de Cox. Para aquellas covariables significativas estime su coeficiente
de manera individual y grafique la correspondiente funcién de riesgo.

Base de datos “lung”: dos covariables mds significativas.
Utilizando el paquete estadistico R y para la base de datos “lung” (vea
el Ejemplo 5.10), ajuste un modelo de Cox con las 2 covariables mas
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significativas. Aplique la prueba de Wald para determinar si cada una
de las 10 covariables son significativas, es decir, si contribuyen a la
modificacion de la funcién de riesgo base, suponiendo vélido el modelo
de Cox. Para aquellas covariables significativas estime su coeficiente
de manera individual y grafique la correspondiente funciéon de riesgo.

Estimacion de la funcién de riesgo base

194. Considere el conjunto de edades de fallecimiento de 10 personas que
aparece abajo. Suponiendo aplicable el modelo de Cox con vector de
covariables z = (z1, ..., 2zs), escriba el sistema de ecuaciones normales
(5.12) para estimar los factores de Sp(z).

75,89+4,72,65,72,754+,81,59, 63+, 48.
195. Considere el conjunto de ecuaciones normales (5.12) y suponga que no
hay observaciones repetidas.

a) Demuestre que la solucion esta dada por

. 1/p(2;)
m:(l—ﬂ) I N

b) Compruebe que el estimador So(z) coincide con el estimador de
Kaplan-Meier en ausencia de covariables.
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A.1. Transformacién de un tiempo de vida

Sea X un tiempo de vida continuo y sea ¢ una funciéon definida en el rango
de valores de X y tal que Y := ¢(X) sigue siendo un tiempo de vida, es decir,
una variable aleatoria positiva. En esta seccion encontraremos férmulas para
las funciones bésicas asociadas a la variable Y cuando la transformacion ¢
cumple ciertas condiciones.

Por simplicidad en la escritura, las funciones béasicas de X no aparecen con

subindice X. En cambio, las funciones bésicas asociadas a Y aparecen con
el subindice Y.

Proposicion A.1 Sea X un tiempo de vida continuo con funcion de den-
sidad f(x), funcion de supervivencia S(x), funcion de riesgo A(x) y funcion
tiempo promedio de vida restante R(x). Sea ¢ una funcion continua, estricta-
mente creciente o decreciente, con inversa diferenciable y tal que Y := ¢o(X)
sigue siendo un tiempo de vida. Entonces, para valores de y en el rango de
valores de p(X),

F(o~(y)) si @ es creciente,
1. Fy(y) = o . .
1—F(e " (y)) sip es decreciente.
~1 d 4
2 ) = Hem W) oo W)
S~ y)) si @ es creciente,

5. Sy(y) = {

1—S(¢~Y(y)) sig es decreciente.

273
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A(SO_I(?J)) : diysf?_l(y) ‘ st @ es creciente,
4. Ay (y) =
- Sle~'(y) | d | |
1 e
Ao (y)) 1= S(o-1(y)) dygp (y)| si ¢ es decreciente.
( —1 ) S , d
R( ) S(y) SSD*I(?J) (’U) ¥ (U) v si o es
S(e~1(y)) §, S(u)du
5. Ry(y) creciente,
. YY) = < .
o)
R(y) o) oty 11~ SWIF0) st es
1—S(p ) §, S(u)du
L decreciente.
Demostracion.

Recordemos que () es creciente si, y solo si, ¢ ~!(z) es creciente. La situa-
cion analoga ocurre en el caso decreciente.

1. Cuando ¢(x) es creciente,

Fy(y) = Ple(X)<y)=P(X <9 '(y) = Fle ')

En el caso ¢(x) decreciente,

Derivando la expresion del inciso anterior se encuentra la formula enun-
ciada.

Cuando (z) es creciente,
Sy(y) = P(p(X) >y) = P(X > ¢ ' (y)) = S~ ' (v)).
Cuando ¢(z) es decreciente,
Sy(y) = P(p(X) >y) = P(X <9 '(y) =1 - S(¢ ' (y)).

Observe que, por la hipotesis de la continuidad de la distribucion, se
cumple la identidad P(X < z) = P(X < xz). Esto se utiliza en la
ultima igualdad.



A.1. TRANSFORMACION DE UN TIEMPO DE VIDA 275

4. Supongamos el caso ¢(x) creciente. Por los resultados anteriores se
tiene que

Av(y) = Sy (1)

El caso ¢(x) decreciente es similar,

SO T

o feT'w) | d

1= S (y) |dy” (y)‘
S 'y) |d

1—S(p~(y)) ‘ (y)"

= Ao ')

5. Cuando p(x) es creciente y diferenciable,

Ry(y) =
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En el caso p(x) decreciente y diferenciable,

Ry(y) = Syl(y) JyOOSY(U)du
1 0

= — “L(u U
= sy ), STl
1

- L(o0) 1§ oV d "
- 1-S(p(y)) Ll(w [1=SW)]¢w)dv, v:=¢"(u)

Sy =S¢ () dv
1—S(e~'(y)) §,7S(u) du '

Y

= R(y)

Ejemplo A.14 (Tranformacion cuadratica)

Sea X un tiempo de vida continuo con funcion de distribucion F(z) y fun-
cion de densidad f(z). Considere la transformacion creciente o(x) = x2,
para x > 0. Usando probabilidad elemental puede comprobarse que la distri-
bucion de la variable aleatoria Y := p(X) = X? es

FY(Z/) :F(\/y)7 y>07

fr(y) = %f(\/@), y > 0.

Suponga que X tiene funcion de supervivencia S(x), funcion de riesgo \(x)
y funcion tiempo promedio de vida restante R(x). Usando las formulas de la
proposicion antertor puede comprobarse que el tiempo de vida Y es tal que

M) = 5 AVE), y >0
Ry (y) = S(\l/g) J; 205 (v)dv, paray tal que S(/y) > 0.
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El tema de transformaciones de variables aleatorias puede encontrarse en los
varios textos de la teorfa de la probabilidad como el de A. Gut [25]. En la si-
guiente seccién veremos que es posible encontrar formulas aproximadas para
la esperanza y la varianza de la transformacién de una variable aleatoria.

Ejercicios

196. Transformacion lineal.
Sea X un tiempo de vida continuo y defina Y := aX + b, en donde
a >0y b= 0 son dos constantes. Demuestre que:

a) Fy(y) = F((y —b)/a), y>b.

) Syl = - Sy =), y>b

c) Sy(y) =S((y —b)/a), y>b.

D) Av() = = M=), y>b

e) Ry(y) = W f(y_b)/a S(u)du, paray > b tal que

S((y = b)/a) > 0.

Encuentre explicitamente estas expresiones cuando el tiempo de vida
X tiene distribuciéon exp(\).

197. Transformacion cuadrdtica.
Sea X un tiempo de vida continuo y defina Y := X?2. Demuestre que:

a) Fy(y) = F(yy), y>0.
b) fr(y) = %f(\/yf), y > 0.

c) Sy(y) =S(HY), y=>0.

d) AY@):%M@, y>0.

e) Ry(y) = S(\l/g) J\O; 2v S(v) dv, para y tal que S(,/y) > 0.
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Estas formulas aparecen en el Ejemplo A.14. Encuentre explicitamente
estas expresiones cuando el tiempo de vida X tiene distribucion exp(A).

198. Transformacion raiz cuadrada.
Sea X un tiempo de vida continuo y defina Y := 4/ X. Demuestre que:

a) Fy(y) =F(y*), y>0

b) fr(y) =2y f(y*), y>0

c) Sy(y) =S*), y>0

d) Ay (y) =2y Ay?), y>0

e) Ry(y) = 3(22) L2 S(u) iﬂ du, para y tal que S(y?) > 0.

Encuentre explicitamente las expresiones anteriores cuando X tiene
distribucion exp(\).

199. Transformacion inverso multiplicativo.
Sea X un tiempo de vida continuo y defina Y := 1/X. Demuestre que:

a) Fy(y) = 1 — F(1/y), y>0.
b) fyr(y) = " f(l/y) y > 0.
c) Sy(y)=1-S1/y), y>0.
d) \y(y) = ! %A(l/y), y > 0.
Yy 1 _ 9(u
e) Ry(y) = m fo 1u—§()du, para y tal que S(1/y) <

Encuentre explicitamente las expresiones anteriores cuando X tiene
distribucion exp(\).

A.2. Meétodo delta

Se le denomina con este nombre al procedimiento que explicaremos abajo y
que consiste en aproximar la media y varianza de una transformaciéon de una
variable aleatoria. Estas aproximaciones se utilizan en el presente trabajo en
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la derivacion de la Formula de Greenwood que aparece en la pagina 186. Sea
Y = ¢(X) una transformacion de una variable aleatoria X. En general, no
existe una forma sencilla de calcular la esperanza y varianza de Y en términos
de estas cantidades para X. El método delta, también llamado método de
diferenciales estadisticas, propone un procedimiento para aproximar FE(Y)
y Var(Y). El resultado es el siguiente.

Proposicion A.2 (Método delta) Sea X una variable aleatoria con es-
peranza p y varianza o2, ambas finitas. Sea Y la variable aleatoria definida
por la transformacion Y = ¢(X), en donde ¢ es una funcion infinitamente
diferenciable. Entonces

1

1 B(Y) ~¢(p) + 5 ¢ (1) 0.

2. Var(Y) ~ (¢'(n))? o2.

Demostracion.

La serie de Taylor de la funciéon p(x) alrededor del punto z = a es

p(@) = 9l@) + (2 — )¢/ (a) + 3 (& — a)p"(a) + -

Tomando a = p y evaluando en la variable aleatoria X se obtiene la siguiente
igualdad de variables aleatorias en el sentido puntual

P(X) = o) + (X — W/ (1) + 5(X — () 4+ (13)

Recortando la serie (13) a los primeros tres sumandos y tomando esperanza
se obtiene la aproximacion para E(Y). Si ahora el recorte incluye sélo a los
dos primeros sumandos y se toma varianza se tiene que

Var(Y) ~ Var[p(u) + (X — )¢’ ()]
= Var[(X — p)¢' ()]
= (¢'(n)*c>.

Es importante senalar que las aproximaciones encontradas pueden no ser
buenas en términos generales. Se trata, simplemente, de aproximaciones muy
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gruesas de cantidades para las cuales no se conoce una féormula exacta. Sin
embargo, pueden existir condiciones bajo las cuales la calidad de la aproxi-
maciéon mejora, por ejemplo, cuando o2 es pequeiia y la derivada ¢”(z) es
acotada, la aproximacion para FE(Y) es buena.

Observemos ademés que, para la validez de las formulas anteriores, no se ha
supuesto que X 0 Y sean tiempos de vida. Estas variables aleatorias pueden
ser cualesquiera que satisfagan las condiciones de la proposiciéon. Veamos un
ejemplo.

Ejemplo A.15 Supongamos que X es una variable aleatoria con distribu-
cion exp(N). El n-ésimo momento de X es E(X™) = n!/A\". Consideremos la
transformacion p(z) = x%. Entonces la esperanza y varianza de o(X) = X?
se pueden calcular con exactitud y son:

E(X?) =2/)\°
Var(X?) = B(X") — E*(X?) = 24/X* — (2/0?)? = 20/

Por otro lado, las formulas de la proposicion anterior arrojan las siguientes
aprorimaciones:

E(X?) ~ 2/)\2,
Var(X?) ~ 4/\%.

Las aproximaciones demostradas en el método delta pueden extenderse al
caso de funciones de dos o mas variables aleatorias. Estudiaremos a conti-
nuacion el caso bidimensional.

Proposicion A.3 (Método delta, dos dimensiones) Sean X; y X2 dos
variables aleatorias con esperanzas p1 y j2, y varianzas o3 y o5 finitas,
respectivamente. Sea Y = p(X1,X2), en donde ¢ es una funcion de dos
variables infinitamente diferenciable. Entonces
1 0% 1 0%
1. E(Y)~ , + — —5 (1, 24— T, 2
(V) ~ p(pr, p2) + 5 523 (1, p2) 01 + 5 523 (b1, p2) 03
2

+ 63:2&‘951

(1, p2) Cov( X1, Xa2).
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0 0
2. Var(Y) ~ [a—z(m,uz)]z ot + [a—ai(m,m)]z a3

0 0

+ 2[5 ()] [ (1, p12)] Cou(X1, Xo).
T T9

Demostracion.

La comprobaciéon se basa nuevamente en la serie de Taylor de la funciéon
o(z,y) en el punto (u1,ue) y evaluada en el vector aleatorio (X7, X5). Los
primeros términos de esta serie son

0(X1,X2) = o(p1, p2)

0 0
+(X1 — 1) a—z(ulam) + (X2 — p2) a—gi(ul,m)

1 0%y 1 0%
+§(X1—M1)28—:B%(M17M2)+§(X2—M2)26—$%(M1,M2)
X — ) (X2 — ) =2 (o) + (14

1— M1 2 — M2 009071 M1, K2

1. Tomando esperanza de cada uno de los términos que aparecen de mane-
ra explicita en la expansion (14) se obtiene la aproximacion enunciada
para E(Y).

2. Recortando la serie (14) a los primeros tres sumandos, éstos corres-
ponden a la primera linea de la identidad (14), y tomando varianza,
se tiene que

Var(Y) =~ Var[(X1— 1) S_Z(Ml’m) + (X2 — p2) a—(p(ﬂl,,lw)]

0x9
dp 9 0

= [a—xl(ﬂhﬂz)]Q o1 + [a—ai(ﬂlaﬂ2)]2 o3

0

2022 1y, 1)) [ 22 (1, p2)] Cov(Xs, Xo).
I xI9

Se puede encontrar mayor informaciéon matemética e histérica acerca del
método delta en el articulo de Jay M. Ver Hoef [27].
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Ejercicios
200. Transformacion lineal.
Sea X una variable aleatoria con esperanza y varianza finitas. Consi-
dere la transformacion Y = a X + b, en donde a y b son dos constantes.
Compruebe que las expresiones para calcular de manera aproximada
la media y varianza de Y por el método delta producen los valores
exactos de estas cantidades.
201. Sea X un tiempo de vida con distribucién unif(0, 1) y defina Y = X2,
a) Encuentre E(Y) y Var(Y) de manera exacta.
b) Aplique el método delta para encontrar E(Y') y Var(Y') de manera
aproximada.
202. Sea X un tiempo de vida con distribucién unif(0,1). Sea A > 0 una
constante y defina la funcion ¢(z) = (—1/\)Inz, para x € (0,1). Sea
Y = p(X).
a) Use el método delta para encontrar valores aproximados para
E(Y)y Var(Y).
b) Demuestre que Y ~ exp(\) y encuentre los valores exactos de la
media y varianza de Y.
203. Sea X una variable aleatoria con distribucion N(u,0?) y considere la
transformacion Y = eX.
a) Encuentre E(Y) y Var(Y).
b) Aplique el método delta para encontrar E(Y) y Var(Y') de manera
aproximada.
Si E.p(Y) y Varg,(Y) denotan la esperanza y varianza aproximadas
de Y por el método delta, demuestre que:
c) E(Y) > Eg(Y).
d) Var(Y') > Varg,(Y).
204. Sean X; y X, dos variables aleatorias independientes con idéntica

distribucion unif(0, 1). Defina Y := X; - Xo.
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a) Use el método delta para encontrar valores aproximados para
E(Y)y Var(Y).

b) Encuentre los valores exactos de E(Y) y Var(Y).
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