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Prélogo

La estadistica es un drea muy amplia y muy diversa de las matematicas. Sus
aplicaciones han abarcado practicamente todas las disciplinas del quehacer
humano. En este trabajo se proporciona una introduccién a tres grandes
temas clasicos de la estadistica inferencial relativos al problema de la esti-
macion de parametros: la estimacién puntual, la estimacion por intervalos
y las pruebas de hipétesis. En todos los casos el énfasis principal ha sido
puesto en la estimacion de parametros de las distribuciones de probabilidad;
sin embargo los métodos y las ideas aqui expuestas también son aplicables
para tratar otros problemas similares. El enfoque con el que se tratan los
temas es principalmente matematico, buscando proveer las demostraciones
de casi todos los resultados que se estudian.

Este trabajo contiene material de estudio para un primer curso semestral so-
bre estadistica matematica a nivel universitario. Esta dirigido a estudiantes
de las carreras de Actuaria, Matematicas, Matematicas Aplicadas y otras
carreras cientificas similares cuyos programas de estudio contemplan cursos
formales sobre esta disciplina. Se presupone conocido el material de algin
curso semestral de Probabilidad.

Se ha procurado la inclusiéon de la mayor cantidad de ejercicios con la fi-
nalidad de que se resuelvan en las exposiciones de un curso, en tareas o en
otros tipos de evaluaciones. La mayoria de estos ejercicios son rutinarios, y
tienen la finalidad de practicar o reforzar los métodos y procedimientos de la
teoria expuesta. Al final del texto aparecen las soluciones de algunos de ellos.

Luis Rincon
Noviembre 2019
Ciudad Universitaria UNAM
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Introduccion

La estadistica es la ciencia que se encarga de recolectar, organizar, resumir
y analizar datos para obtener ciertas afirmaciones a partir de ellos. En su
perspectiva clésica, la estadistica se clasifica en dos grandes ramas llamadas:
estadistica descriptiva y estadistica inferencial. Para explicar cada una de
estas ramas definiremos primero a una poblacién como una coleccién cual-
quiera de personas u objetos sobre los cuales nos interesa estudiar algunas
de sus caracteristicas. En muchas situaciones, y por muy diversas razones,
no es posible llevar a cabo un estudio exhaustivo sobre el total de la po-
blacién, de modo que resulta necesario seleccionar un subconjunto, llamado
muestra, y sobre este subconjunto se lleva a cabo la investigacion.

Las preguntas o mediciones que nos interesa conocer en una poblacién estan
representadas por variables aleatorias, cuyas caracteristicas no conocemos
completamente. Sélo sabemos los valores que éstas toman para los elemen-
tos de la muestra. A estos valores se les llama datos.

En la estadistica descriptiva se estudian técnicas que ayudan a describir,
mostrar o resumir la informacién de un conjunto de datos. Los procedi-
mientos de la estadistica descriptiva ayudan a comprender la informaciéon
de una manera breve y resumida, y es particularmente util cuando la canti-
dad de datos es grande. Esta descripcién de la informacién se lleva a cabo
a través de numeros, tablas o elementos graficos. Las conclusiones que se
obtienen se refieren tinicamente a la muestra observada y no a la poblacién
completa.

En el primer capitulo del presente trabajo se proporciona una exposiciéon
breve de algunos elementos para la descripcién numérica y grafica de la in-
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formacién de un conjunto de datos. En los libros [2], [22], [25] vy [26], por
mencionar algunos, se pueden revisar més detalladamente algunas de las
técnicas de la estadistica descriptiva.

Por otra parte, en la estadistica inferencial se estudian algunas técnicas y
procedimientos con el objetivo de que la informacién de una muestra se gene-
ralice o extienda a la poblacién completa. Las afirmaciones que se obtienen
poseen necesariamente un cierto de grado de imprecisiéon pues la informa-
cion a partir de la cual se obtienen es parcial.

El material presentado en este trabajo esta enfocado a revisar brevemente
algunos aspectos de la estadistica descriptiva y a estudiar algunos problemas
clasicos de la estadistica inferencial. Estudiaremos mas particularmente el
problema de la estimacion de parametros de los modelos de probabilidad
previamente supuestos para las variables aleatorias. Otros textos en donde
pueden consultarse con mas detalle algunos de los temas expuestos son,
por ejemplo, [5], [17], [18], [19] ¥ [27]. A lo largo de la exposicién daremos
algunas sugerencias de otras fuentes bibliograficas.



Capitulo 1

Analisis exploratorio
de datos

En este capitulo estudiaremos algunos elementos para la descripcién, numéri-
ca y grafica, de la informacién de un conjunto de datos. Esta exposicion esta
basada principalmente en el libro [22], en donde pueden encontrarse un ma-
yor numero de ejemplos y ejercicios a nivel elemental. Supondremos que
el lector ha tomado previamente un curso de probabilidad, de modo que
sera provechoso ligar los conceptos expuestos en este capitulo con algunas
nociones elementales de Probabilidad.

1.1. Conceptos elementales

En esta secciéon se explican las nociones de poblacién, muestra y variable.
Se mencionan también las escalas de medicién que pueden usarse para las
variables. Empezaremos explicando la nocién de poblacién. Cotidianamente
este término se utiliza para referirse a un determinado grupo de personas o
seres vivos. Mediante la siguiente definicion se amplia su significado y este
es el sentido técnico que le daremos en la estadistica.

Definicién 1.1 Una poblacién es un conjunto de personas, objetos o
eventos, de los cuales nos interesa estudiar algunas de sus caracteristicas.
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En un estudio estadistico, la poblacién debe especificarse lo mas comple-
tamente posible. Esto depende de lo que se desee o se pueda estudiar u
observar, y de la forma en la que sea posible medir las caracteristicas de
nuestro interés. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.1 Los siguientes conjuntos pueden ser considerados como po-
blaciones para algun estudio estadistico.

= El conjunto de personas afectadas por una cierta enfermedad.

El conjunto de personas extranjeras que llegan al pais en un dia.

El conjunto de articulos defectuosos producidos en una fabrica.

El conjunto de infracciones de transito que se cometen en una ciudad.

El conjunto de goles que anota un equipo de futbol.

El conjunto de boletas invalidas en un proceso de electoral.

Como puede verse en el ejemplo anterior, el alcance del concepto de pobla-
cién es muy amplio. Para un estudio estadistico, ademés de tener definida
una poblacion, a veces es conveniente establecer también una unidad de
observacion.

Definiciéon 1.2 Una unidad de observacién es un grupo de elemen-
tos de una poblacion del cual se tiene, o es posible obtener, su informa-
cion de manera conjunta.

La determinacion de una unidad de observaciéon depende del problema a
estudiar y de la manera en la que la informacién pueda ser obtenida o que
esté disponible. Por ejemplo, en un andlisis cuantitativo sobre los resultados
de un proceso electoral, la informacién puede estar disponible por casillas
electorales, y en este caso las casillas electorales (grupos de votantes) pue-
den ser consideradas como unidades de observacion. En contraparte, si el
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estudio trata acerca de la intencion del voto previo a la elecciones, entonces
cada persona que vota puede ser considerado como una unidad de observa-
cion.

Por simplicidad, consideraremos que cada elemento de una poblacién es una
unidad de observacién y que nos interesa conocer ciertas caracteristicas de
estos elementos. En particular, al ejercicio cuando se llevan a cabo medicio-
nes en la totalidad de la poblacién se le llama censo. En este caso el analisis
estadistico y sus conclusiones se refieren a la poblacién completa. Sin embar-
go, por muy diversas razones (econémicas, técnicas, imposibilidad, etc.) no
es posible llevar a cabo mediciones en todos los elementos de la poblacion,
de modo que debemos escoger uinicamente algunos elementos y de éstos ob-
tener sus caracteristicas. Por ejemplo, si el proceso de control de calidad
de ciertos productos involucra su destruccion parcial o total, entonces no es
razonable aplicar ese proceso a todos ellos. Asi, a un subconjunto tomado
de la poblacién le llamaremos muestra, y a las mediciones que se hagan o
que se tengan de una muestra les llamaremos datos.

Definicion 1.3 Una muestra es cualquier subconjunto de una pobla-
ciéon. Al nimero de elementos de la muestra, que denotaremos por la
letra n, se le llama tamano de la muestra.

Poblacion Muestra

Figura 1.1
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En la Figura 1.1 se presenta de manera grafica y simple la nocién de mues-
tra como un subconjunto de una poblaciéon. Regularmente las muestras se
toman mediante un mecanismo azaroso, pero tales procedimientos depen-
den de lo que se desee estudiar, de la forma en la que se puedan medir las
variables de interés y de la estructura o agrupaciéon que posea la poblacion
como conjunto. La adecuada seleccién de una muestra es uno de los temas
con mayor relevancia en la estadistica.

Debemos mencionar, ademas, que en ocasiones es necesario definir dos o mas
poblaciones para llevar a cabo estudios comparativos de ciertas caracteristi-
cas de interés, o bien obtener dos o méas muestras de una misma poblacion.
Asimismo puede presentarse la necesidad de incorporar la variable tiempo
en el estudio y analizar la evolucién temporal de una cierta caracteristica.

Ejercicios

1. Proponga una posible poblacién en el caso de que se desee llevar a
cabo un estudio estadistico sobre los siguientes temas.

a) La eficacia de un nuevo medicamento.

b) El nivel de consumo de un determinado producto.

c¢) La situacién econémica de las personas de edad avanzada.
d) Las fallas de un programa de cémputo.

e) Los defectos en articulos producidos por una maquinaria.

Variables y datos

A lo que nos interesa medir y registrar en cada elemento de una poblacién
le llamaremos variable. Esto es asi pues supondremos que una variable es
una caracteristica que varia de un elemento a otro de la poblacién.

Definicién 1.4 Una variable es una caracteristica de interés que posee
cada elemento de una poblacién y que podemos medir.
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Una variable también puede considerarse como una pregunta que se le hace
a cada elemento de la poblacién, produciendo una respuesta en cada caso.
Por ejemplo, en una poblacién humana, podemos considerar la variable o
pregunta: “;Usted fuma?” y obtener como respuesta “si” o “no”. Para una
poblacion compuesta por un conjunto de tornillos podemos considerar la
variable o pregunta “longitud del tornillo”, y obtener como resultado de la

medicion un valor numérico.

Definiciéon 1.5 Mediante el término datos se entiende al conjunto de
observaciones de una o varias variables de interés para todos los elemen-
tos de una muestra.

Generalmente, un conjunto de datos se organiza y almacena en una compu-
tadora en la forma de un arreglo como el que se muestra en la Tabla 1.1. En
esta tabla cada renglén representa una observacion. En este caso tenemos a
5 personas para quienes se han registrado cuatro variables: edad, sexo, peso
en kilogramos y estatura en centimetros.

Nium. Edad Sexo Peso (kg.) Estatura (cm.)

1 25 M 65 170

2 30 F 60 160

3 27 F 55 168

4 23 M 70 173

5 25 F 63 165
Tabla 1.1

De acuerdo al tipo de posibles respuestas que se obtengan, las variables se
pueden clasificar en varios tipos. Estudiaremos esto en la siguiente seccién.
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Ejercicios

2. Defina una posible variable o pregunta que podria ser de interés para
cada una de las poblaciones propuestas en el ejercicio anterior.

3. Determine una posible variable o pregunta que tenga como uno de sus
valores el indicado en cada inciso.

a) 10 anos. e) 23°C

b) 1,265 veces. f) Maria.

c) Pequeno. g) Aprobado.
d) Blanco. h) 1,200 hrs.

Clasificacion de variables

Una primera clasificacion de variables establece que éstas pueden ser cuan-
titativas o cualitativas. Como estos nombres lo indican, la primera se refiere
a una cantidad, mientras que la segunda se refiere a una cualidad. Veamos
las definiciones.

Definicion 1.6 Una variable es cuantitativa si sus valores son niime-
ros y representan una cantidad.

Por ejemplo, el nimero de hijos en una familia, la longitud de un tornillo,
la cantidad de desperfectos de un articulo o el niimero de anos cumplidos
de una persona son variables cuantitativas.

Definicién 1.7 Una variable es cualitativa si sus valores representan
una cualidad, un atributo o una categoria. Se les llama también variables
categoricas.
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Por ejemplo, la religion de una persona, su sexo, o su preferencia por algin
candidato en un proceso de eleccion son variables cualitativas pues sus va-
lores son atributos de las personas. El lugar de nacimiento de una persona
es otro ejemplo de variable cualitativa o categorica.

Observe que se pueden usar nimeros para etiquetar los valores de una va-
riable cualitativa, pero éstos no representan cantidades, sino que se usan
dichos simbolos para denotar alguna cualidad. Por ejemplo, para clasificar
la calidad de un producto se pueden usar los simbolos: 2 (bueno), 1 (regul-
ar), 0 (malo). En este caso, los simbolos numéricos se usan para clasificar la
calidad de un producto, y no se trata realmente de valores numéricos.

Regresemos a las variables cuantitativas, éstas pueden clasificarse, ademas,
en dos categorias de acuerdo al tipo de valores que toman: pueden ser dis-
cretas o continuas. Véase la Figura 1.2.

— | cualitativa
Variable — —[ discreta
— | cuantitativa | —
— continua
Figura 1.2

Definiciéon 1.8 Una variable cuantitativa es discreta si el conjunto de
todos sus posibles valores tiene un ntmero finito de elementos, o bien es
infinito, pero se pueden numerar uno por uno de acuerdo al conjunto de
numeros naturales.
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Por ejemplo, la coleccion {0,1,2,...,120} puede ser el conjunto de valores
de una variable cuantitativa discreta, pues este conjunto tiene un nimero
finito de elementos. Puede corresponder al niimero de hijos de una persona
o el nimero de anos promedio que le quedan por vivir a una persona.

Como otro ejemplo tenemos el conjunto {0, 1,2, ...}, que aunque es infinito,
es discreto, ya que sus elementos se pueden numerar uno por uno de acuerdo
al conjunto de nimeros naturales. Los elementos de este conjunto pueden
representar el nimero aproximado de cigarrillos que una persona fumadora
ha consumido en toda su vida hasta el momento del estudio.

Definicién 1.9 Una variable cuantitativa es continua si puede tomar
todos los valores dentro de un intervalo (a,b) de nimeros reales y no
toma valores aislados.

Por ejemplo, sin considerar la precision limitada de los aparatos de medi-
cion, el tiempo que le toma a una persona llegar a su lugar de trabajo o
escuela puede tomar valores continuos en el intervalo (0,00). Mas general-
mente, el tiempo que le toma a una persona completar una cierta actividad
puede tomar este conjunto de valores.

Pueden existir variables cuantitativas cuyos valores son todos los niimeros
dentro de un intervalo (a,b) y ademas algunos otros puntos aislados fuera
de este intervalo. Estas variables se llaman mixtas; sin embargo, por sim-
plicidad en nuestro tratamiento, no las consideraremos. Supondremos que
nuestras variables cuantitativas son unicamente de los dos tipos descritos:
discretas o continuas.

Finalmente mencionaremos que, en particular, a una variable que puede
tomar unicamente dos valores se le llama variable dicotéomica. Este término
se aplica tanto para variables cualitativas como cuantitativas. Por ejemplo,
el sexo de una persona es una variable cualitativa dicotomica pues puede
tomar los valores masculino o femenino.
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Ejercicios

4. Clasifique las siguientes variables en cualitativas o cuantitativas. En
caso de ser cuantitativas, diga si son discretas o continuas.

El nivel de produccién de una empresa en un ano.

s

S

La demanda de taxis en un determinado sitio de una ciudad.

El nivel de felicidad de una persona.

o

ISW

El tiempo de vida 1til de un foco.

El ntimero de hijos en las familias.

@

—

La cantidad de agua en una presa.

La cantidad de dinero en una cuenta bancaria.

> @

El estado civil de una persona.

El nivel de contaminacion en el aire de una ciudad.

.

La precipitacion pluvial en una region.

N .

La preferencia sexual de una persona.

o~

El tiempo necesario para llevar a cabo un trabajo.
La temperatura en un cierto lugar en un cierto dia.

El niimero de mascotas por familia.

3

3

La causa de muerte de una persona.

)

El nivel de dominio de un idioma extranjero.

El coeficiente intelectual de una persona.

3

El nivel adquisitivo de una persona.

L)

Los lugares de residencia de una persona previos al actual.

=

La actividad u oficio de una persona.

V)

~+

La capacidad de ahorro de una persona.

El capital de una persona en el momento de su retiro laboral.

Q

El resultado de un examen de matematicas.

<

El estado de salud de una persona.

S

N N Y T T T T T N T N N N N N N N N N N N N N~ ~— ~~

8

La estatura promedio de un equipo de basketbol.
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Escalas de medicion

De acuerdo al tipo de valores que pueden tomar las variables, se pueden
clasificar éstas de la siguiente manera. Para las variables cualitativas, las
escalas de medicién pueden ser de dos tipos: nominal u ordinal, mientras
que las variables cuantitativas pueden medirse usando dos tipos de escalas:
de intervalo o de razon. Explicaremos a continuaciéon cada una de estas
escalas. Empezaremos con el caso de las variables cualitativas.

Definicion 1.10 Se dice que una variable cualitativa se mide median-
te una escala nominal, o que es de tipo nominal, si sus valores son
etiquetas o atributos y no existe un orden entre ellos.

Por ejemplo, si nos interesa estudiar la variable cualitativa “sexo” en una
poblacién humana, sus dos posibles valores son: masculino y femenino. Es-
tos dos valores son etiquetas, no existe un orden entre ellos y por lo tanto
se trata de una variable de tipo nominal. Por otro lado, la variable cualita-
tiva “nacionalidad” también es un ejemplo de una variable de tipo nominal
pues sus posibles valores: argentina, espanola, etc. son atributos y no existe
un orden entre ellos. Por simplicidad consideramos en este ejemplo que ca-
da persona tiene una unica nacionalidad principal. Como un tercer ejemplo
considere la variable cualitativa “religion”, sus posibles valores son: budista,
musulmana, catdlica, etc. y es claro que corresponde a una variable de tipo
nominal pues no hay ningin orden natural entre estos valores.

Veamos ahora la definicién de la escala ordinal.

Definicién 1.11 Se dice que una variable cualitativa se mide mediante
una escala ordinal, o que es de tipo ordinal, si sus valores son etiquetas
o atributos pero existe un cierto orden entre ellos.
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Por ejemplo, podemos considerar que la variable cualitativa “estado en el
que se encuentra un articulo” tiene como posibles valores: Malo, Regular y
Bueno. Es claro que estos valores son atributos de un articulo y que existe
un cierto orden entre estos valores, por lo tanto, se trata de una variable de
tipo ordinal.

Como un segundo ejemplo, considere las siguientes calificaciones finales para
un alumno en un curso: No Acreditado (NA), Suficiente (S), Bien (B) y Muy
Bien (MB). Estos valores son etiquetas, pero es claro que existe un orden
ascendente entre estos valores. Por consiguiente, esta variable, medida en el
sentido indicado, es un ejemplo de una variable cualitativa de tipo ordinal.

s B\
. Escala
nominal
Variable |
cualitativa = |
| Escala
ordinal
L J
Figura 1.3

En la Figura 1.3 se muestran graficamente los dos tipos de escala que se
usan para variables cualitativas: nominal y ordinal. Observe la contencién
de conjuntos que se muestra en esta figura. Esta contencion significa que
toda variable de tipo ordinal puede considerarse como una variable de tipo
nominal; ello se logra cuando no se contempla o se ignora el orden entre
los valores de la variable. Sin embargo, la consideracién contraria no es po-
sible: no se puede crear un orden entre los valores de una variable de tipo
nominal sin informacion o hipétesis adicionales. En la seccién de ejercicios
se encuentran algunos otros ejemplos de variables cualitativas con escalas
de medicién nominal y ordinal.



14 1. ANALISIS EXPLORATORIO DE DATOS

Ahora consideraremos el caso de variables cuantitativas. Recordemos que
éstas pueden ser discretas o continuas. Sin embargo, en las siguientes defi-
niciones no hay ninguna distincién a este respecto ya que son las mismas
en ambos casos. También recordemos que los valores de una variable cuan-
titativa son numeros, por lo tanto ya existe un orden entre estos valores.
Agregaremos ahora algunas condiciones adicionales a los valores numéricos
de una variable cuantitativa para definir dos nuevos tipos de escalas de me-
dicion: la escala de intervalo y la escala de razén. En la Figura 1.4 se muestra
la relacion general que guardan estos dos tipos de escalas. Veamos primero
la definicién de escala de intervalo.

Definicion 1.12 Una variable cuantitativa se mide mediante una es-
cala de intervalo si existe una nocion de distancia entre los valores
de la variable, aunque no se pueden realizar operaciones numéricas y no
existe necesariamente el valor natural cero.

De esta manera no sélo tenemos la relacion de orden entre los valores de
una variable cuantitativa, sino que dados cualesquiera dos de sus valores
podemos saber la distancia entre ellos. Por ejemplo, la escala Celsius (o
Fahrenheit) para medir la temperatura es de tipo intervalo, pues existe una
nocion de distancia entre dos temperaturas, pero claramente no existe el
valor cero natural o absoluto (el cero depende de la escala que se use, la
temperatura 0°C no es la misma que 0°F). Ahora veamos la definicién de
escala de razon.

Definicion 1.13 Una variable cuantitativa se mide mediante una es-
cala de razoén si sus valores tienen un sentido fisico y existe el cero
absoluto.

Por ejemplo, la variable cuantitativa discreta “edad en anos cumplidos de
una persona”’ tiene como posibles valores: 0,1,...,150. Por cuestiones de fi-
nitud hemos considerado una edad maxima posible de 150 anos. Es claro
que puede considerarse que esta variable puede medirse mediante una esca-
la de razén pues la variable puede tomar el valor cero absoluto y existe la
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nocién fisica del lapso de 1 ano entre un valor y el siguiente en esta escala
de medicion.

Como un segundo ejemplo, considere la variable cuantitativa (podemos su-
poner discreta) “peso” de un bebé al nacer. Puesto que siempre existe una
precisién finita con la que se efectiian las mediciones, podemos considerar
que el conjunto de valores de esta variable cuantitativa tiene un numero
finito de elementos y que el valor cero estd incluido. Esta variable entonces
se puede medir mediante una escala de razon.

s Y
N Escala
de intervalo
Variable |
cuantitativa = |
| Escala
de razon
_ Y,
Figura 1.4

En la Figura 1.4 se muestran graficamente los dos tipos de escala que se usan
para variables cuantitativas. Observe que también aqui tenemos una con-
tencion de conjuntos. Esta contencién significa que toda variable con escala
de medicion de tipo razén puede considerarse como una variable con escala
de medicién de tipo intervalo. Esto se consigue cuando no se contempla el
sentido fisico de la variable o no existe el cero absoluto. La consideracién
contraria no es posible.

Advertencia. Antes de concluir esta seccién se debe mencionar que no exis-
te una clasificacion tinica y absoluta para una variable dada. Su tipificacién
dependera del tratamiento y uso que de ella se haga. Tal vez la separacién
mas fuerte se encuentre entre variables cualitativas y cuantitativas. De las
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segundas, por cuestiones de precision numérica, una variable continua bien
puede considerarse discreta.

Ejercicios

5. Los siguientes son ejemplos de variables cualitativas. Diga si su escala
de medicion puede ser nominal u ordinal.

Dia de la semana con mayor trafico en una ciudad.
Estado de uso de un articulo.

Preferencia sexual de una persona.

Calificacion crediticia de un pafis.

Nivel de actividad (bajo, medio, alto) en una bolsa de valores
durante una jornada.

Opinién de una persona sobre una decisién del gobierno.
Color del pelo de una persona.

La causa de muerte de una persona.

6. Los siguientes son ejemplos de variables cuantitativas. Diga si son
discretas o continuas y si su escala de medicién puede ser de intervalo
o de razon.

Numero del dia del nacimiento de una persona.

Ntumero de pruebas no aprobadas en un control de calidad.
Numero de padres vivos de una persona.

La tasa de interés mensual en una moneda.

Ntumero de casas en venta en una ciudad.

Nivel de avance de un estudiante en sus estudios en la universi-
dad.

La tasa de desempleo en un pais.

Nivel de aprobacion de un presidente.
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Agrupamiento de valores

Para una variable cualitativa cualquiera tenemos una cierta cantidad de
categorias como sus posibles valores. Algunas de estas categorias pueden
agruparse en colecciones de categorias. Por otro lado, los valores de las
variables cuantitativas se pueden agrupar en conjuntos C4,Cs,...,Ck, en
donde k£ es un cierto nimero entero. Estos grupos deben ser excluyentes y
exhaustivos. Esto significa que cada valor de la variable se clasifica en uno
(exhaustividad) y sélo uno de estos grupos (exclusién). En cualquier caso,
a los agrupamientos resultantes les llamaremos clases.

Definicién 1.14 Una clase es una agrupacion de valores de una varia-
ble.

Notemos que las clases pueden constar de una o varias categorias en el caso

de variables cualitativas, o de uno o varios nimeros en el caso de variables

cuantitativas. Observemos, ademas, que al hacer este tipo de agrupamien-

tos se puede perder informacién y el tipo de variable puede cambiar. Por

ejemplo, la variable “Salario de un trabajador”, que pudo ser considerada

originalmente como cuantitativa, se puede transformar en una variable con
__ o«

valores C'; =“Salario bajo”, Cy =“Salario medio” y ('35 =“Salario alto”, la
cual seria ahora una variable cualitativa de tipo ordinal.

Supongamos entonces que los valores de una variable se agrupan en clases.
Al llevar a cabo una observacion (u obtener un dato) de la variable, ese valor
pertenece a una de las clases definidas y se dice que la clase correspondiente
fue observada.

También es posible un proceso contrario. Esto es, hay situaciones en donde
los datos disponibles estan agrupados en clases y no se tienen las obser-
vaciones individuales. Si por alguna razén se desea contar con los datos
individuales, estos pueden obtenerse inicamente de manera aproximada eli-
giendo un dato representante de cada clase. A estos representantes se les
llama marcas de clase.
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Definicién 1.15 Una marca de clase es un dato que representa a una
clase.

Por ejemplo, si una determinada clase es un intervalo [a, b] de R, entonces
una posible marca de clase puede ser el punto medio del intervalo, en este
caso es el valor (a + b)/2. Cada observacién que se tenga de un clase se
reemplaza por su representante y de esta manera se genera una coleccion
de valores individuales aproximados de la variable. No existe un método
estandar para determinar las marcas de clase. Cada caso debe analizarse
por separado y, si es necesario, justificar la eleccién de cada marca.

Ejercicios

7. Suponga que los valores de la variable “niimero promedio de tasas
de café que una persona toma al dia” se agrupan en las categorias:
consumo bajo, consumo medio y consumo alto. Determine el tipo de
variable creada mediante este agrupamiento y su escala de medicién.
Justifique la asignacién de un representante (marca de clase) para
cada categoria.

8. Suponga que una cierta variable numérica toma valores en el intervalo
(—a,a), para algin ntmero real a > 0. Suponga que se agrupan estos
valores en dos categorias: valores positivos y valores negativos. Deter-
mine el tipo de variable creada mediante este agrupamiento y su escala
de medicion. Justifique la asignacién de un representante (marca de
clase) para cada categoria.

1.2. Descripciones numéricas

En esta seccion se estudian varias férmulas que tienen como objetivo re-
sumir la informacion de un conjunto de datos, principalmente numeéricos.
Supongamos que tenemos un conjunto de n mediciones

L1y.-osTn,
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las cuales representan valores observados de cierta variable de interés. Exis-
ten varias formas de resumir la informaciéon de esta coleccién de datos.
Primero definiremos algunas cantidades que buscan representar un valor
central del conjunto de datos. Esta es la razén por la cual a estas canti-
dades se les llama medidas de tendencia central o medidas de localizacion.
Estas cantidades son: la media, la moda y la mediana. Definiremos tam-
bién algunas medidas de dispersion, esto es, cantidades que buscan medir
de alguna forma el grado de dispersién o separacién entre los datos. Estu-
diaremos la varianza, la desviacién estandar, la desviacion media y el rango.
Otras cantidades que también se definirdn en esta secciéon y que ayudan a
resumir la informacion de un conjunto de datos son las frecuencias y los
cuantiles. En la tabla que aparece en la pagina 59 se resumen las cantidades
que definiremos en esta seccién. Empecemos entonces con las medidas de
localizacion.

Media

La media, o media aritmética, de un conjunto de datos numéricos es la
medida de localizaciéon mas utilizada. Su definicién es la siguiente.

Definiciéon 1.16 La media de un conjunto de numeros z1,...,Z, se
denota por Z (se lee x barra) y se define como el promedio aritmético

i =m oo Sk @y
- :

T =

La media es un valor promedio que resume y representa a la coleccion de
datos. Se le puede considerar como un representante promedio de los datos,
aunque no necesariamente coincide con uno de ellos. La media puede inter-
pretarse como el centro de equilibrio de las observaciones cuando éstas son
consideradas como pesos que se colocan sobre un eje horizontal.

En ocasiones las n observaciones numéricas se encuentran registradas de
la siguiente forma: se observan k valores distintos, los cuales denotaremos
también por z1,...,x, pero esta vez se tienen las frecuencias con las que
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se han registrado estos valores. A estas frecuencias las denotaremos por
fi,..., fr y son nimeros enteros mayores o iguales a uno. Tenemos entonces
que el dato z; fue observado f; veces. La suma de todas las frecuencias f;
es igual al tamano n de la muestra, esto es, fi + --- + fr = n. La media se
calcula como hemos indicado antes pero en este caso se reduce a la siguiente

expresion
k

1
r = — T Jq-
w 2
El siguiente resultado no es dificil de comprobar y se deja como ejercicio.
Establece el cambio de la media bajo transformaciones lineales de los datos.
La multiplicaciéon por una constante corresponde a un cambio de escala, y
la suma por alguna otra constante corresponde a una traslacién de los datos.

Proposicion 1.1 Sea = la media del conjunto de datos numéricos

x1,...,Tn y sea y la media de los datos transformados y; = ax; + c,
para ¢ =1,...,n, en donde a y c son dos constantes arbitrarias. Enton-
ces

Y = ax + c.

Se debe reiterar que la media es la medida de localizacion mas utilizada,
y muchas decisiones importantes son tomadas con base en esta cantidad.
En el presente trabajo usaremos la media como punto de referencia para
calcular algunas medidas de dispersion.

Ejercicios

9. Sean z1,...,x, observaciones de una cierta variable cuantitativa. De-
muestre que
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10.

11.

12.

13.

14.
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Considere el conjunto de cinco datos como aparece abajo. Determine
el valor del dato faltante x3 si la media es 2.

r1 = 6,
o = 0,
r3 =

Ty = —2,
Irs = 5.

Demuestre la Proposicion 1.1.

Calcule la media de los siguientes conjuntos de datos. La primera
columna corresponde al conjunto de datos original. El resto de las co-
lumnas se obtiene segun la operacion indicada en el encabezado.

r z+1 z—-2 2z x/3
2 3 0 4 2/3
5) 6 3 10 5/3
1 0 -3 -2 —1/3
6 7 4 12 2

Calcule la media de los 10 datos que aparecen en la tabla de abajo.
Ademas de los valores observados, se proporciona también la frecuen-
cia con la que cada valor ha sido observado.

Valor -2 0 2 4 8

Frecuencia 3 2 1 3 1

.,Cudl es la media de un conjunto que consta de
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15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.
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a) un unico dato?

b
c

d

dos datos idénticos?
dos datos distintos?

cien datos idénticos?

)
)
)
)

Diga falso o verdadero:

a) La media puede ser cero.

S

Si la media es cero, alguno de los datos es cero.

[

Dos conjuntos de datos distintos pueden tener la misma media.

QL

)
)
) Si se anade un cero a un conjunto de datos la media no cambia.
)

e) Si se anade un valor positivo a un conjunto de datos la media

aumenta.

f) Si se anade un valor negativo a un conjunto de datos la media
disminuye.

Si a un conjunto de datos se le anade k veces el valor constante a,
. Cual es la media cuando k — o0?

.,Cudl es la media de los primeros n ntimeros naturales?

Sea T, la media del conjunto de datos xi,...,x,. Suponga que se
anade un dato adicional =, 41 a esta lista y sea x,+1 la nueva media.

Demuestre que
1

+1

Tp+1 = (n Tn + xn—l—l)-

A un conjunto de datos se le anade un dato adicional y resulta que la
media no cambia. ;Cudl es el dato que se anadi6?

Sea %, la media del conjunto de datos z1,...,x,. Suponga que se
omite el dato z; de esta lista y sea Z,_1 la nueva media. Demuestre

que
1

Tp—1 = " (nfn — ZI;’@)
Sea ¥ la media de x1,...,z, y sea ¥ la media de y1, ..., y,. Demuestre
que la media de los datos x1 + y1,...,%Tn + Yp €S

T+ 7.
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22.

23.

24.
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Sea T la media de x1,...,x, y sea y la media de y1, ..., ym. Demuestre
que la media de los datos conjuntos xi,...,Tn, Y1, .., Ym €S
n o _ m
T+
n+m n—+m

Sea x1,...,x, un conjunto de datos numéricos con media x # 0, y sea
y la media de los nimeros y; = x;/%, para ¢ = 1,...,n. Demuestre que
y=1.

Media geométrica. Para un conjunto de datos numéricos x1, ..., T,

en donde cada uno de ellos es estrictamente positivo, se define la media
geométrica como la raiz n-ésima del producto de todos estos niimeros,
es decir,

mg(x) = {/T1 .

Demuestre las siguientes afirmaciones:

a) log(mg(x)) = % Z log x;.

b) Si a > 0 es una constante y ax denota el conjunto de ntimeros
axri,...,aTy, entonces

mg(azr) = a - mg(x).

c) Siy denota la coleccién de nimeros yi, . .., Yn, todos ellos estric-
tamente positivos, y z/y denota la colecciéon z1/y1, ..., Tn/Yn,
entonces

mg()
mg(z/y) =
mg(y)

d) La media geométrica es siempre menor o igual a la media aritméti-
ca, es decir, mg(x) < Z, o mas explicitamente,

nxlxn<
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25. Media armoénica. Para un conjunto de datos numéricos x1, ..., x,,
en donde cada uno de ellos es distinto de cero, se define la media
armonica como el niimero

ma(x) = 1 Z 1

-1

nio b
Suponiendo que 1/z denota la coleccién de datos 1/x1,...,1/z,, de-
muestre las siguientes féormulas:
1
a) ma(l/z) = —.

T
n

D@y m)/a;

i=1

c) La media armdnica es siempre menor o igual a la media geométri-
ca, y por el ejercicio anterior, esta dltima es menor o igual a la
media aritmética, es decir, ma(z) < mg(r) < . Mas explicita-
mente,

b) ma(z) =

Moda

A diferencia de la media, la moda se puede calcular tanto para valores
numéricos como no numeéricos. Su definicion es la siguiente.

Definiciéon 1.17 La moda es el valor que aparece con mayor frecuencia
en el conjunto de datos, en caso de que lo hubiera.

La moda es una medida de tendencia central de los datos pues indica el
valor observado con mayor frecuencia. No existe una notacién estandar pa-
ra la moda. Se puede usar, por ejemplo, la expresién Moda(z), en donde x
representa el conjunto de observaciones 1, ..., x),.
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Sobre el calculo de la moda tenemos las siguientes observaciones:

La moda puede no existir, es decir, puede no haber un dato con fre-
cuencia mayor al resto de los datos. En este caso se dice que el conjunto
de datos no tiene moda.

La moda puede existir y ser tinica. En este caso se dice que el conjunto
de datos es unimodal.

Pueden existir dos o mas modas, es decir, puede haber dos o mas
valores o categorias que aparecen con la misma frecuencia maxima en
el conjunto de datos. En este caso se dice que el conjunto de datos es
bimodal o multimodal, segin sea el caso.

La moda puede permanecer sin cambio cuando se anaden u omiten
datos cuya frecuencia es baja dentro del conjunto de datos.

El siguiente resultado no es dificil de comprobar y establece el cambio de la
moda bajo transformaciones lineales, en el caso de datos numéricos.

Proposicion 1.2 Sea z1,...,x, un conjunto de datos numéricos con
una unica moda Moda(z). Defina la coleccién de datos transformados
Y; = ax; +c, parat = 1,...,n, en donde a # 0 y ¢ son dos constantes.
Entonces el conjunto de datos transformados y,...,y, tiene una tunica
moda dada por

Moda(y) = a - Moda(z) + c.

Se debe reiterar que la moda puede calcularse para cualquier tipo de datos,
sean éstos cualitativos o cuantitativos. Ademads, en el caso de tenerlos agru-
pados, se puede calcular la moda de estas clases o categorias, y se pueden
usar los términos clase modal o intervalo modal, segtin sea el caso.

Ejercicios

26.

Diga falso o verdadero:

a) La moda puede ser cero.
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b) La moda puede ser un nimero negativo.

¢) La moda, cuando existe, es siempre alguno de los datos observa-
dos.

d) Si se le anaden ceros a un conjunto de datos, la moda, si existe,
no cambia.

27. Demuestre la Proposicion 1.2.

28. Calcule la moda de los siguientes conjuntos de datos. El primer renglén
corresponde al conjunto de datos original. El resto de los renglones se
obtiene segin la operacién indicada.

zx 3 3 0 2 2 1 0 3 2 1 2

t+2 5 5 2 4 4 3 2 5 4 3 4
/2 3/2 3/2 0 1 1 1/2 0 3/2 1 1/2 1
z—2 1 1 -2 00 -1 -2 1 0 -1 0
2 6 6 0 4 4 2 0 6 4 2 4
40 12 12 0 8 8 4 0 12 8 4 8

Mediana

Esta es otra medida de tendencia central para datos numéricos. Supongamos
nuevamente que tenemos una colecciéon de numeros zi,...,T,. Podemos
ordenarlos de menor a mayor, incluyendo repeticiones, y obtener la sucesién
ordenada

1) STR) S S Ty,

en donde z (1) denota el nimero més pequeno, () denota el segundo nimero
mas pequeno, etcétera, hasta x(,), que denota el nimero mas grande. Es
claro que algunos de estos nimeros pueden aparecer varias veces en esta
ordenaciéon cuando se presentan repeticiones en las observaciones. En este
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procedimiento es importante conservar estas repeticiones. La mediana se
calcula de la siguiente forma.

Definicién 1.18 La mediana de un conjunto de nimeros z1, ..., x, €s
el dato ordenado de en medio, esto es,

= Si el nimero de datos n es par, entonces existen dos datos ordena-
dos de en medio y la mediana es el promedio de estos dos niimeros,

es decir, [T (n/2) + T(n/2+1)]/2-

= Si el nimero de datos n es impar, entonces el dato ordenado de en
medio es Z((,41)/2) ¥ este valor es la mediana.

Mediana Mediana

Figura 1.5

En la Figura 1.5 se ilustra el calculo de la mediana usando unos pocos datos
representados por puntos distintos sobre el eje real en una situacion simple.
Se muestra el caso cuando el nimero de datos es par (n = 4) y después
cuando el nimero de datos es impar (n = 5). De esta manera, la mediana
es un valor que separa al conjunto de datos ordenados en dos partes iguales
y representa un valor central tipico del conjunto de datos, aunque puede no
ser ninguno de los valores observados. No existe una notacion estandar pa-
ra la mediana, asi es que en este trabajo la denotaremos por z (se lee z tilde).

La mediana es entonces un niimero que separa a los datos en dos partes con
igual cantidad de datos a ambos lados: la primera parte son los ntimeros
que son menores o iguales a la mediana, y la segunda parte corresponde al
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conjunto de nimeros que son mayores o iguales a la mediana.

No es dificil comprobar la validez de las siguientes afirmaciones acerca de la
mediana.

= La mediana puede ser uno de los datos observados o no serlo. Lo es
cuando el niumero de datos es impar, o cuando el nimero de datos es
par y los dos datos de en medio son iguales.

= La mediana no es uno de los datos observados cuando el niimero de
datos es par y los dos datos de en medio son distintos.

= La mediana es insensible a modificaciones de algunos de los datos,
siempre y cuando estos cambios se efectiien dentro de la misma mitad
de los datos.

La demostracion del siguiente resultado se deja como ejercicio y establece
el cambio de la mediana bajo transformaciones lineales de los datos.

Proposicion 1.3 Sea x la mediana del conjunto de datos numéricos

x1,...,Ty y sea y la media de los datos transformados y; = ax; + ¢, para
t=1,...,n, en donde a y c son dos constantes arbitrarias. Entonces
Yy = ax + c.
Ejercicios

29. Demuestre la Proposicion 1.3.

30. Calcule la mediana del siguiente conjunto de datos.

a) 10,20, 30,23, 12. ¢) 3,2,0,3.
b) 14,15, 14, 30, 21. d) 50,30,100, 20.
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Calcule la mediana de los siguientes conjuntos de datos. La primera
columna corresponde al conjunto de datos original. El resto de las co-
lumnas se obtiene segun la operacion indicada en el encabezado.

r x+4 2x+3 x—2 z/2 bz

4 8 11 2 2 20
6 10 15 4 3 30
6 10 15 4 3 30
2 6 7 0 1 10

.,Cudl es la mediana de un conjunto que consta de

a) un unico dato?

b

dos datos idénticos?

c¢) dos datos distintos?

d

tres datos idénticos?

e) tres datos distintos?

)
)
)
)
)
f)

mil datos idénticos?

A un conjunto de datos se le anade un dato adicional y resulta que la
mediana no cambia. ;Cudl es el dato que se anadi6?

Considere un conjunto de datos cuya mediana es z. Diga falso o ver-
dadero.

a) Si se anade un dato a la izquierda de Z y otro dato a la derecha
de x, entonces la mediana no cambia.

b) Si se omite un dato a la izquierda de Z y se omite otro dato a la
derecha de z, entonces la mediana no cambia.
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35. Calcule la mediana de los dos conjuntos de datos que aparecen en la
Figura 1.6. Considere que se tienen tantos datos como puntos aparecen
sobre el valor numérico.

] L] ] ] ]
1 2 3 4 -1 0 1 2 3
Figura 1.6

36. Calcule la mediana de los dos conjuntos de datos que aparecen en
la Figura 1.7. Considere que cada valor se observa con la frecuencia
indicada arriba de la barra correspondiente.

23
13 - 13 10 " = 13
8 8 & 9
- AN A A
012345 2 4 6 81012

Figura 1.7

37. Diga falso o verdadero: si se le anaden ceros a un conjunto de datos,
la mediana no cambia.

Medidas de dispersiéon

Estudiaremos ahora algunas cantidades que permiten medir el grado de
dispersién de un conjunto de datos numéricos. En casi todas estas medidas es
necesario considerar un valor central de los datos como punto de referencia.
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Como tal valor central se puede tomar a la media, a la mediana o a la moda.
En cada caso se obtendra una medida de dispersién diferente. Para seguir
lo mayormente usado tomaremos como valor central a la media Z.

Varianza

La varianza es un promedio de la distancia al cuadrado de cada uno de los
datos z; respecto de la media Z y es la medida de dispersion méas comunmen-
te usada. Se calcula de la siguiente forma.

Definicién 1.19 La varianza de un conjunto de niimeros z1, ..., Z, se
denota por s? y se define como sigue

(xi = SE‘)2.

1’)’L
st =—
n —

7

Para especificar que se trata de la varianza de un conjunto de datos de-
notado por x, se escribe s2, s?(x), o también var(x). Es claro que para
calcularla primero es necesario encontrar la media r. La varianza también
puede definirse como se indica en la siguiente formula:

En esta expresién aparece el denominador n — 1 en lugar de n. Esta férmula
es usada con mucha frecuencia debido a que, cuando se aplica al caso de
variables aleatorias, satisface una propiedad estadistica importante llama-
da insesgamiento, la cual estudiaremos mas adelante. Asi, debe tenerse en
cuenta esta diferencia en el calculo de la varianza, aunque numéricamente
la diferencia entre ellas usualmente es pequena para valores grandes de n.
En el presente capitulo usaremos la férmula con denominador n, pues es
mas natural y consistente con otras cantidades que definiremos mas adelan-
te llamadas momentos.
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La demostracion del siguiente resultado se deja como ejercicio. Muestra el
cambio que tiene la varianza bajo transformaciones lineales de los datos.
Multiplicar por una constante corresponde a un cambio de escala y sumar
una constante corresponde a una traslacion.

Proposicién 1.4 Sea var(z) la varianza del conjunto de datos numéri-

cos T,...,Tn y sea var(y) la media de los datos transformados y; =
ax;+c,parai = 1,...,n, en donde a y c son dos constantes arbitrarias.
Entonces

var(y) = a” - var(z).

El calculo de la varianza para datos agrupados puede efectuarse de la si-
guiente forma: si se tienen n observaciones de k valores distintos z1, ...,z
con frecuencias fi,..., fi, la varianza se reduce a la férmula:

82:

k
Z (.IZ — ZE)Q fz
=1

S|

Ejercicios
38. Demuestre la Proposicion 1.4.
39. jPuede un conjunto de datos numéricos tener varianza cero?

40. Considere el conjunto de datos de dos ntmeros: 1 y x2. Encuentre
estos nimeros si la media es 2 y la varianza es 9.

41. Sean x1,..., T, observaciones numéricas de una cierta variable de in-
terés y sea s* su varianza. Demuestre que

[\

=1
1 n
b) s% = [ﬁ Z(a:Z —¢)?]—(z —¢)?, ¢ constante.
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42.

43.

44.

45.
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Sea s2 la varianza del conjunto de datos numéricos z1, . . . , z,,. Suponga

que estos numeros se transforman en los datos axi + ¢, ..., ax, + c,

en donde a y ¢ son dos constantes. Sean y1, ..., ¥y, los nuevos datos y
2

sea sy su varianza. Demuestre que

Calcule la varianza de los siguientes conjuntos de datos. La primera
columna corresponde al conjunto de datos original. El resto de las co-
lumnas se obtiene segun la operacion indicada en el encabezado.

r r+2 x—2 2x z/2 2041

1 3 -1 2 1/2 3
1 3 -1 2 1/2 3
0 2 —2 0 0 1
4 6 2 8 2 9
2 4 0 4 1 5
Sean x1, ..., T, observaciones numeéricas de una cierta variable de in-

terés. Encuentre el valor de u que minimiza la funcién

g(u) = 2 (z; — u)?.

i=1
Diga falso o verdadero.

a) Sea x1,...,x, una coleccién de datos numéricos en donde cada
uno de estos registros es igual a un mismo valor. La varianza de
esta coleccién de datos es cero.

b) Sila varianza de un conjunto de datos es cero, entonces todos los
datos son idénticos.
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c) Si se le anaden ceros a un conjunto de datos, la varianza no

cambia.
46. Sea x1,...,x, un conjunto de datos numéricos con media 2 y varianza
4. Encuentre la media y la varianza de los datos y1,...,y,, en donde
a) y; = 3x;.
b) Y = —x; + 2.
c) yi =x; — 3.
d) 3z; + 2y; = 0.
47. Sea x1,...,x, un conjunto de datos numéricos con media x # 0.
Defina y; = z;/Z para i = 1,2,...,n. Demuestre que
1
2 _ L 2
Sy = —3 " S

Desviacion estandar

A la raiz cuadrada positiva de la varianza se le llama desviacién estandar o
desviacion tipica, y se le denota por la letra s.

Definicién 1.20 La desviacién estandar de un conjunto de niimeros
x1,...,x, se denota por la letra s y se define como sigue

1=1

A diferencia de la varianza, la desviacién estandar posee la buena cualidad
de estar expresada en las mismas unidades de medicién que la de los datos
observados. Por ejemplo, si los datos son observaciones de una variable de
longitud medida en metros, entonces la varianza tiene unidades de medicién
en metros cuadrado, mientras que la desviacion estandar expresa una can-
tidad en metros.
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A continuacién se menciona el cambio que tiene la desviacién estandar cuan-
do los datos observados se modifican mediante una transformacién lineal.
Este resultado es una consecuencia inmediata del resultado correspondiente
a la varianza.

Proposicién 1.5 Sea s(z) la desviacién estandar del conjunto de da-
tos numéricos x1,...,T, y sea s(y) la desviacion estdndar de los datos
transformados y; = ax; + ¢, para ¢ = 1,...,n, en donde a y ¢ son dos
constantes arbitrarias. Entonces

s(y) = lal - s(x).

Claramente el cdlculo de la desviacion estandar para datos agrupados se
lleva a cabo de la siguiente forma: si se tienen n observaciones de k valores

distintos x1, ...,z con frecuencias fi,..., fx, la desviacién estandar es:
T
S=\ . Z(:ﬁ, — )2 f;
=1
Ejercicios

48. Demuestre la Proposicion 1.5.

49. Calcule la desviacién estandar de los siguientes conjuntos de datos. La
primera columna corresponde al conjunto de datos original. El resto de
las columnas se obtiene segin la operacién indicada en el encabezado.



36 1. ANALISIS EXPLORATORIO DE DATOS

r z—1 xx+2 2x—2

0o -1 2 —2
2 1 4 2
2 1 4 2
4 3 6 6
50. Sea x1,...,z, un conjunto de datos numéricos con media z y desvia-
cion estandar s, > 0. Suponga que estos nimeros se transforman en
los datos (z1—%)/Sz, ..., (Xn—T)/Sz. Sean y1, ..., yp los nuevos datos.
Demuestre que
a) =0
b) 52 =1

Desviacion media

Al promedio de los valores absolutos de las diferencias entre los datos y la
media se le llama desviacién media.

Definiciéon 1.21 La desviacion media del conjunto de numeros
Ti,..., T, se denota por dm(zx) y se calcula de la siguiente forma

1 & _
dm(z) = - Z |z; — Z|.
i=1

La desviacion media es otra medida de la dispersion de un conjunto de da-
tos numéricos. Existe también el término desviacion media absoluta (mean
absolute deviation) que se calcula como antes pero tomando a la mediana
de los datos como punto central y no la media z como lo hemos hecho aqui.
Si se hace uso de una computadora y se emplea alguna funcién predefinida
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para calcular la desviacién media, es recomendable verificar el punto central
empleado en el calculo de la funcion.

La desviaciéon media cambia bajo transformaciones lineales de los datos,
como se muestra en el siguiente resultado.

Proposicion 1.6 Sea x el conjunto de datos numéricos x1,...,z, y sea
ax + c el conjunto de datos transformados az; + ¢, parai=1,...,n, en
donde a y ¢ son dos constantes arbitrarias. Entonces

dm(az + ¢) = |a| - dm(z).

Ejercicios
51. Demuestre la Proposicion 1.6.

52. Calcule la desviacion media de los siguientes conjuntos de datos. La
primera columna corresponde al conjunto de datos original. El resto
de las columnas se obtiene segin la operacion indicada en el encabe-
zado.

x rz+1 -2 2x x/2 —bx

2 3 0 4 1 =10
2 3 0 4 1 -=10
0 1 -2 0 0 0

1 2 -1 2 1/2 -5
1 2 -1 2 1/2 -5
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Rango

Para calcular esta cantidad es necesario identificar el dato mds pequeno x(y)
y el dato més grande z(,,) de un conjunto de numeros 1, ..., z,. El rango
se denota por la letra r y define como el dato mayor menos el dato menor.

Definicién 1.22 El rango de un conjunto de niimeros x1,...,x, €s

r = x(n) — CE(l)

Es claro que el rango de un conjunto de niimeros es una medida de disper-
sioén, pues indica la distancia maxima entre cualesquiera dos datos. El rango
también puede interpretarse como la longitud del intervalo mas pequeno en
el que se encuentran todos los datos observados.

Usaremos la expresién r,, r(z) o Rango(z) para denotar al rango de un
conjunto de numeros zy,...,T,, aunque ninguna de estas notaciones es
estandar. Observe que el rango es una cantidad mayor o igual a cero y
que no cambia cuando se anaden u omiten datos, siempre y cuando no se
modifique el valor maximo ni el valor minimo de la coleccién de datos ori-
ginales. Otra propiedad interesante del rango se establece en el siguiente
recuadro.

Proposicion 1.7 Sea x el conjunto de datos numéricos x1, ..., x, y sea
ax + c el conjunto de datos transformados axz; + ¢, parai=1,...,n, en
donde a y ¢ son dos constantes arbitrarias. Entonces

r(ax + ¢) = |a| - r(x).

Se deja como ejercicio reflexionar sobre la forma de calcular el rango en el
caso de que los datos numéricos se encuentren agrupados.



1.2 DESCRIPCIONES NUMERICAS 39

Ejercicios
53. Demuestre la Proposicion 1.7.

54. Encuentre una férmula para calcular el rango de un conjunto de datos
agrupados.

55. Calcule el rango del siguiente conjunto de datos.

a) 1,2...,n.

b) a,2a,...,na, con a€ R.

¢) al,at +a? ...,a' +a®>+---+a", cona>1.
d) —1,+1,—1,+1,...,(-1)™

56. Diga falso o verdadero.

a) El rango de un conjunto de datos puede ser cero.
b) El rango de un conjunto de datos puede ser negativo.

c) Dos conjuntos de datos distintos pueden tener el mismo rango.
d) Siz1 < yi,...2, < yp entonces r(x) < r(y).

Coeficiente de variacion

Esta es una cantidad con la cual se propone una forma distinta de medir la
dispersion de un conjunto de datos numéricos.

Definicién 1.23 Sea z1,...,x, una coleccién de n observaciones de
una variable cuantitativa con media T # 0 y desviacién estdndar s(x).
Al siguiente cociente se le conoce como coeficiente de variacion.

s(x)

cv(z) = —

Recordemos que tanto la desviacién estandar s(x) como la media T poseen
las mismas unidades de medicion. Por lo tanto, el cociente de estas cantida-
des no posee unidad de medicién y, en consecuencia, este coeficiente puede
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servir para comparar la dispersion de dos o mas conjuntos de datos numéri-
COs.

A continuacién presentamos una propiedad general de este coeficiente, la
cual no es dificil demostrar.

Proposicion 1.8 Sea x el conjunto de datos numéricos x1,...,z, y sea
ax + c el conjunto de datos transformados ax; + ¢, parat=1,...,n, en
donde a # 0 y ¢ son dos constantes. Entonces

cv(ax + ¢) = %.

Para el caso de datos agrupados, las cantidades s(x) y T se calculan como se
ha indicado anteriormente en esta situaciéon y después se aplica directamente
la férmula de la definicion de arriba.

Ejercicios
57. Demuestre la Proposiciéon 1.8.

58. Diga falso o verdadero.

a) El coeficiente de variacién puede ser negativo.

b) El coeficiente de variacién puede ser cero.

59. Sea x1,...,T, un conjunto de datos numéricos con media ¥ # O.
Defina y; = x;/Z para i = 1,2,...,n. Demuestre que
1 cv(z) st x>0,
Cv(y):T'S:B: .
|z | —cv(z) si <0,

Momentos

Las cantidades que hemos definido como media y varianza pueden genera-
lizarse a un concepto mas amplio llamado momento.
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Definiciéon 1.24 Sea x una coleccién de observaciones z1, . .., x, de una
variable cuantitativa y sea k > 1 un ntimero entero. A la cantidad defini-
da a continuacion se le llama el k-ésimo momento, o bien, momento
de orden £ del conjunto de datos.

1 k
i=1

Se trata simplemente del promedio aritmético de cada uno de los datos
elevados a la potencia k. El valor entero de k determina el numeral del
momento, asi por ejemplo, tenemos que el primer momento (k = 1) es la
media, el segundo momento (k = 2) es el promedio de los datos elevados al
cuadrado, etcétera. Si x denota el conjunto de datos x1,...,x,, entonces se
puede usar el término m) (x) para denotar el k-ésimo momento de z.

Cada momento es una medida de cierta caracteristica de los datos. Sin em-
bargo, no se conoce la caracteristica que se estd midiendo en cada caso,
Unicamente se conoce para los primeros pocos momentos. Por ejemplo, el
primer momento es la media y esta es una medida de localizacién o centra-
lidad de los datos; el segundo momento esta relacionado con la varianza y
esta es una medida de la dispersion de los datos; el tercer momento esta re-
lacionado con la asimetria de los datos, el cuarto momento esta relacionado
con la forma de las colas de la grafica de frecuencias de los datos, es decir, de
la manera en la que decae o se desvanece a cero la grafica de frecuencias en
sus dos extremos: izquierdo y derecho. Y esto es todo, en general no existen
interpretaciones bien establecidas para los momentos de orden superior, de
la misma forma que no se conocen interpretaciones para todas las derivadas
de una funcién.

Existen ademas otros tipos de momentos como el siguiente.
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Definicion 1.25 El k-ésimo momento central, o bien, el momento
central de orden k del conjunto de datos numéricos x1,...,z, es

(l‘i = i‘)k

1 n
mg(x) = n

2

Es decir, tenemos nuevamente un promedio aritmético pero esta vez se trata
de los datos centralizados al restarles a cada uno de ellos la media . No es
dificil verificar que mq(z) = 0 y que ma(z) es la varianza de los datos z.

En la seccién de ejercicios se encuentran las expresiones de los momentos
bajo transformaciones lineales de los datos.

Ejercicios

60. Sea my el k-ésimo momento central de un conjunto de datos. Demues-

tre que
a) my = 0.
b) mg = s°.

¢) my = my — (mh)2.

61. Sea x el conjunto de datos numéricos x1,...,z,, v sean a y ¢ dos
constantes. Demuestre que

k
k .
a) my(ax +c) = a - Z ( ) m}(az) (c/a)k_J, con a # 0.
~ J
7=0
b) my(az + c) = a* - my(z).
62. Diga cierto o verdadero.
a) miy,(x)
b) mok(x)

0.
0.
c) maog(x) = 0 < todos los datos son idénticos.

\ZA\Y
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Frecuencias

Supongamos que C1, ..., Cy representan k categorias de una variable cuali-
tativa, o bien agrupamientos excluyentes y exhaustivos de los valores de una
variable cuantitativa. A estas categorias o agrupamientos les hemos llamado
clases, y la letra C ayuda a recordar su significado. Al hacer n observaciones
de la variable en estudio se puede contar el niimero de veces que cada una
de estas clases fue observada. Supongamos que la clase C; fue observada f;
veces, 1 = 1,...,k. A estas cantidades se les llama frecuencias absolutas o
simplemente frecuencias.

Definicién 1.26 La frecuencia de una clase (categoria o conjunto de
valores) es el nimero de veces que la clase es observada.

Como se tienen n observaciones de la variable, tenemos que f1+-- -+ fr = n.
Esta informacion puede representarse en forma tabular como se muestra en
la Tabla 1.2. En esta tabla estan representadas todas las clases consideradas
y sus respectivas frecuencias. Esta es una manera muy ttil de resumir los
datos y se pueden elaborar graficas como la que aparece en la Figura 1.8.
En la grafica mostrada hemos supuesto que existe algin tipo de orden entre
las clases pues hemos colocado primero (', después a Cs, y asi sucesiva-
mente. Estas clases, sin embargo, pueden no tener orden entre ellas y no es
relevante el orden en el que se grafican las frecuencias.

Clase Frecuencia

C1 fi

Tabla 1.2
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8
(@]
=
<¥]
3
é f2
fi
Tk
i Cy - (g Clase
Figura 1.8
Cuando las clases (', ..., ) poseen un orden natural y se han definido de
menor a mayor como indica el subindice, es decir, C; < C5 < --- < Cp, es

util también considerar las frecuencias acumuladas.

Definicién 1.27 La frecuencia acumulada de una clase (categoria o
conjunto de valores) es el niimero total de veces que la clase considerada,
junto con las clases anteriores, fueron observadas.

Es decir, si como antes fi,..., fr denotan las frecuencias de las clases
Ci,...,C}, entonces la frecuencia acumulada de la clase C; es la suma
fi+ -+ f;. Los valores de estas frecuencias acumuladas se muestran en
la tercera columna de la Tabla 1.3, y una grafica general se muestra en la
Figura 1.9.
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Clase Frecuencia Frecuencia

acumulada

C1 J1 J1

C Jo fi+ fo

Ck T fi+-+ fr

Tabla 1.3
Nag
- +
e :
ks ;
]
: i
3 - -
8 +
g =
(oD}
=
o y
= =
ci Cy - (g Clase
Figura 1.9

Se pueden definir también las frecuencias relativas al dividir cada frecuen-
cia (absoluta) entre el nimero total de observaciones. A las cantidades asi
obtenidas se les llama frecuencias relativas. En este caso no es necesario que



46 1. ANALISIS EXPLORATORIO DE DATOS

haya un orden entre las clases, las frecuencias relativas se pueden calcular
también para valores nominales o categoricos.

Definicién 1.28 La frecuencia relativa de una clase (categoria o con-
junto de valores) es el niimero de veces que la clase fue observada dividido
entre el total de observaciones.

De esta manera, si fi,..., fi son las frecuencias absolutas, entonces las can-
tidades fi/n, ..., fi/n son las frecuencias relativas, suponiendo que fueron
n observaciones totales. Estas nuevas frecuencias se muestran en la tercera
columna de la Tabla 1.4.

Categoria Frecuencia Frecuencia Frecuencia
relativa relativa porcentual
C1 1 fi/n 100 - f1/n %
Co f2 fa/n 100 - fo/n %
Ck Tk fr/n 100 - fr/n %
Suma n 1 100
Tabla 1.4

Observemos que las frecuencias relativas son niimeros en el intervalo unitario
[0,1] vy que la suma de todas estas cantidades es 1. Cuando estas frecuen-
cias relativas se expresan como porcentajes, es decir, cuando se multiplican
por 100, se llaman frecuencias relativas porcentuales. Estas cantidades son
equivalentes a las primeras y se muestran en la cuarta columna de la Ta-
bla 1.4.
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Considerando nuevamente el caso cuando las categorias (', ...,C) poseen
un cierto orden natural y se han definido de menor a mayor como indica el
subindice, se pueden definir también las frecuencias relativas acumuladas.

Definicion 1.29 La frecuencia relativa acumulada de una clase
(categoria o conjunto de valores) es la suma de las frecuencias relati-
vas anteriores e inclusive la clase en cuestion.

Es decir, la frecuencia relativa acumulada de la clase C; es la suma

fi/n+ -+ fi/n.

Los valores de estas frecuencias relativas acumuladas se muestran en la ter-
cera columna de la Tabla 1.5. En la cuarta columna aparecen estas mismas
cantidades expresadas en porcentaje.

Clase Frecuencia Frecuencia Frecuencia relativa
relativa relativa acumulada acumulada porcentual
Cr  fi/n fi/n 100 - f1/n %
(9 fg/n fl/n—l—fg/n 100-(f1/n+f2/n)%
Cr  fr/n fi/m+-+ fi/n 100 (fi/n+---+ fi/n) %
Tabla 1.5
Ejercicios

63. Suponga que se tiene una variable cualitativa ordinal con valores or-
denados de menor a mayor A, B, C, D. Suponga ademas que una serie
de observaciones de esta variable produce las frecuencias que aparecen
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en la siguiente tabla. Complete esta tabla calculando las frecuencias
faltantes. Elabore ademads una gréfica de la frecuencia y otra de la
frecuencia acumulada.

Valor Frecuencia Frecuencia Frecuencia Frecuencia
acumulada relativa relativa
acumulada

O aQ @ =
N W N

64. Suponga que se tiene una variable cualitativa ordinal con valores or-
denados de menor a mayor A, B,C, D. Suponga ademas que una serie
de 20 observaciones de esta variable produce las frecuencias relativas
que aparecen en la siguiente tabla. Complete esta tabla calculando las
frecuencias faltantes. Elabore una grafica de la frecuencia, y otra de
la frecuencia acumulada.

Valor Frecuencia Frecuencia Frecuencia Frecuencia

acumulada relativa relativa
acumulada
A 0.15
B
C 0.20
D 0.25
Cuantiles
Consideremos nuevamente que x, ..., x, es un conjunto de n observaciones

de una cierta variable cuantitativa de interés, y que estos valores se ordenan
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de menor a mayor, conservando las repeticiones. Un cuantil es un niimero
que separa a los datos en dos partes: un cierto porcentaje de los datos son
menores o iguales al cuantil y el porcentaje complementario corresponde a
datos que son mayores o iguales al cuantil.

Para dar una definicién mas precisa de cuantil consideraremos que p es un
numero cualquiera conocido tal que 0 < p < 1. Este valor determinara los
porcentajes de los que hablamos en el parrafo anterior. Por ejemplo, pode-
mos suponer que p = 0.5. Entonces un cuantil es un nimero c tal que la
proporcion de valores x; que son menores o iguales a ¢ es del 50 %, es decir,
la mitad de los datos son menores o iguales al cuantil. Al mismo tiempo debe
cumplirse que la proporcion de valores x; que son mayores o iguales a c es
el porcentaje complementario, esto es, el 50 %. En este caso, al nimero ¢ se
le llama cuantil de orden p = 0.5 o bien cuantil al 50 % y no es dificil darse
cuenta que pueden existir distintos valores ¢ que cumplan las condiciones
mencionadas, en otras palabras, el cuantil puede no ser tnico. En general,
podemos tener cuantiles al 5 %, 10 %, 50 %, o cualquier otro porcentaje dado
por la expresion 100p %, con 0 < p < 1. Con las ideas introductorias ante-
riores, podemos ahora dar la definicién formal de cuantil para un conjunto
de datos numéricos.

Definicién 1.30 Sean z1,...,x, observaciones de una variable cuanti-
tativa y sea p un numero tal que 0 < p < 1. Un cuantil-p del conjunto
de datos es un numero c tal que cumple las siguientes dos condiciones
al mismo tiempo:

#{xr;: x; <c} #{x;: x; =c}

=D y =1—p.
n n

Recordemos que si A es un conjunto, entonces la expresion # A representa
la cardinalidad o nimero de elementos en el conjunto A. De este modo la
primera desigualdad que aparece en el recuadro anterior establece que la
proporcion de observaciones menores o iguales al cuantil ¢ es, por lo menos,
p. La segunda desigualdad establece que la proporcién de observaciones que
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son mayores o iguales a c es por los menos 1 — p.

Observemos que se pide que el porcentaje de datos a la izquierda del cuantil
sea por lo menos del 100p % y no necesariamente este porcentaje exacto.
Analogamente, se pide que el porcentaje de datos que se encuentran a la
derecha del cuantil sea, por lo menos, del 100(1 — p) % y no necesariamente
este porcentaje exacto.

Como hemos mencionado antes, al niimero c se le llama cuantil-p, pero tam-
bién se usa el término cuantil de orden p, y también cuantil al 100p %. Para
hacer referencia a la probabilidad p, a un cuantil se le denota por ¢(p), o ¢
. En la literatura pueden encontrarse también los simbolos Q(p) o @,. La
letra () proviene del término en inglés Quantile.

En ocasiones conviene referirse a los cuantiles que dividen al conjunto de da-
tos en ciertos porcentajes particulares. Tenemos, por ejemplo, los siguientes
casos:

= Cuando p = 0.25,0.50 6 0.75, a los cuantiles correspondientes se le lla-
ma cuartiles, y se usan las expresiones: primer cuartil, segundo cuartil
y tercer cuartil, respectivamente.

= Cuando p = 0.1,0.2,...,0.9, a los cuantiles correspondientes se les
llama deciles. Podemos referirnos al primer decil de un conjunto de
datos, al segundo decil, etcétera.

= En otras ocasiones se requiere dividir al conjunto de datos en cien
porcentajes iguales, y entonces cuando p = 0.01,0.02,...,0.99 a los
cuantiles correspondientes se les llama percentiles.

En general, no es inmediato el calculo de los cuantiles, pues debe verificarse
con cuidado que se cumplen las dos condiciones que aparecen en la defini-
cion. En la seccién que trata sobre la funcién de distribucién empirica y que
inicia en el pagina 76, veremos una forma grafica para calcular los cuantiles
de un conjunto de datos numeéricos.
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Ejercicios
65. Explique la diferencia entre un cuantil y un cuartil.

66. Calcule el cuantil al 25 %, al 50 % y al 75 % del siguiente conjunto de
datos.

a) —2,0,1,4
b) 0,2,2,3,4.
¢) 10,50, 0,30, 30, 20, 10, 0.

67. Calcule los deciles del siguiente conjunto de datos.

0,0,0,3,5,5,6,8,8,8,9.

68. Indique en cada uno de los dos conjuntos de datos que aparecen en la
Figure 1.10 los cuantiles al 20 %, 40 %, 60 % y 80 %.

-1 0 1 2 1 2 3 4 5

Figura 1.10

Coeficiente de asimetria (Skewness)

La cantidad que llamaremos coeficiente de asimetria (en inglés skewness)
es una medida de la asimetria (falta de simetria) de un conjunto de datos
numeéricos 1y, ..., Ty. Si T es la media y s es la desviacion estandar, entonces
el coeficiente de asimetria se define como el siguiente ntimero.
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Definicién 1.31 El coeficiente de asimetria (skewness) de un con-
junto de niimeros x1,...,x, es la cantidad

k= Slg (%Z(:ﬁ —:c)3> |

Recordemos que s denota la varianza, en consecuencia, el término s3 se

calcula de la forma siguiente

3 213/2 1 ¢ 2 Ve
5% = (s = |- xi— T :
(s7) ( - i:Zl( ) )
El coeficiente de asimetria no posee unidad de medicién, es un nimero que
puede ser positivo, negativo o cero. Su signo es positivo cuando la grafica
de frecuencias de los datos presenta una cola mas alargada hacia la derecha
de la media. Este tipo de comportamiento general se muestra en la grafica
derecha de la Figura 1.11 y es un indicativo de que existen datos a la de-
recha y alejados de la media de tal forma que las cantidades (z; — Z)3 son
comparativamente grandes y con signo positivo.

] - - —
T T
Asimetria negativa Asimetria positiva
Figura 1.11

En cambio, el signo del coeficiente de asimetria es negativo cuando la grafi-
ca de frecuencias presenta una cola mas alargada hacia la izquierda de la
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media. Este comportamiento se muestra en la parte izquierda de la Figu-
ra 1.11. En este caso existen datos a la izquierda y alejados de la media
de tal forma que las cantidades (z; — Z)3 son grandes y con signo negativo.
Por supuesto, se puede tener una grafica de frecuencias sin presentar con
claridad ninguno de estos dos tipos de comportamientos, pero el coeficiente
de asimetria proporciona una cuantificacién acerca de la tendencia global
de los datos hacia alguno de estos dos posibles escenarios.

Puede comprobarse que, en el caso simétrico, es decir, cuando por cada dato
x; a la izquierda de T hay otro dato a la derecha y a la misma distancia de
este punto central, el coeficiente de asimetria es cero.

Es importante advertir que existen otras formas de definir un coeficiente de
asimetria para un conjunto de datos o una distribucion. A la definicién que
hemos visto se le conoce como coeficiente de asimetria de Fisher-Pearson,
pero existen otras definiciones alternativas. En términos de los momentos
centrales mo y ms, el coeficiente de asimetria que hemos definido se puede
escribir de la siguiente forma

ms3
3/2°
mgy

sk =

El siguiente resultado no es dificil de demostrar y muestra la forma en la
que se modifica el coeficiente de asimetria bajo transformaciones lineales.

Proposicién 1.9 Sea sk(z) el coeficiente de asimetria del conjunto de
datos numéricos x1,...,x,. Sean a # 0 y ¢ dos constantes, y considere
los datos transformados axy + ¢, ..., ax, + c. Entonces

sk(az +¢) = \%| -sk(x).

Ejercicios

69. Demuestre la Proposicion 1.9.
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70. Se dice que el conjunto de datos numéricos zi,...,x, es simétrico
alrededor de su media Z si por cada dato z; a la izquierda de x hay
otro dato a la derecha y a la misma distancia de este punto central.
Demuestre que en esta situacion el coeficiente de asimetria es cero.

Curtosis

La curtosis es un nimero que denotaremos por la letra k, y se define de la
siguiente manera.

Definicién 1.32 La curtosis de un conjunto de nimeros x1,...,x, €s
la cantidad

1 (1 _
k:s_4 —2(33@'—213)4

Recordemos nuevamente que s denota la varianza, en consecuencia, el
término s* denota la varianza al cuadrado y se calcula de la siguiente forma

2

nia
La curtosis es un nimero positivo que no tiene una unidad de medicion.
Cuando una observacion x; dista mucho de la media Z, al elevar esta dis-
tancia a la cuarta potencia hace que se magnifiquen las distancias grandes.
Por lo tanto, una curtosis grande puede indicar un mayor nimero de datos
alejados de la media, hacia uno u otro lado, y por ello a la curtosis se le
interpreta como una medida de la forma de las colas de la distribucién o del
conjunto de datos. Por la expresion “forma de las colas” nos referimos aqui
a si éstas son amplias o bien ligeras (o inexistentes). Si son de una forma
o de otra, esto afecta la forma de un posible pico que presente la frecuen-
cia de los datos y de alli surgen interpretaciones de la curtosis como una
medida del tipo de pico de los datos. Estas interpretaciones estan sujetas a
debate y por ahora no existe una interpretacion aceptada de manera general.



1.2 DESCRIPCIONES NUMERICAS 55

Es claro que en términos de los momentos centrales, la curtosis puede escri-
birse de la siguiente manera k = my/m3.

El siguiente resultado muestra que la curtosis es invariante bajo transfor-
maciones lineales. Su demostracion se deja como ejercicio.

Proposicién 1.10 Sea k(z) la curtosis del conjunto de datos numéri-
cos T1,...,Tn. Sean a # 0 y ¢ dos constantes, y considere los datos
transformados ax1 + ¢, ..., axr, + c. Entonces

k(ax + ¢) = k().

Se debe advertir que también se denomina con el nombre de curtosis (o
excess kurtosis) a la cantidad que aparece a continuacién. Debido a que
la curtosis de la distribuciéon normal estandar es igual a 3, con esta nueva
definicién, la curtosis de la distribucién normal es ahora cero.

ks = Si4 (%i(xz £E)4) — 3.

De esta manera, se toma el tipo de cola de la distribuciéon normal como
punto de referencia y se adoptan los siguientes términos:

= Leptocurtica (k3 > 0): Decaimiento répido, colas ligeras. Este com-
portamiento se muestra en la Figura 1.12 (a).

= Mesocrurtica (k3 = 0): Curva normal. Este comportamiento se mues-
tra en la Figura 1.12 (b).

= Platicirtica (k3 < 0): Decaimiento lento, colas amplias. Este com-
portamiento se muestra en la Figura 1.12 (c).
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RN

(a) (b) ()

Figura 1.12: (a) Curva leptocirtica, (b) mesocurtica (normal)
y (c) platicurtica.

Debe considerarse que los tres tipos de comportamientos indicados son de
tipo general y que, dependiendo del signo de la curtosis k3, es que esta
cantidad puede sugerir una tendencia de los datos hacia uno u otro tipo
de comportamiento. Es claro que un conjunto de datos no necesariamente
presenta uno de estos tres tipos de forma en su grafica de frecuencias. El
valor de la curtosis es inicamente una insinuaciéon hacia alguno de estos tres
tipos de comportamientos.

Ejercicios
71. Demuestre la Proposicion 1.10.

72. Sea X una variable aleatoria no constante y con cuarto momento
finito. Se define la curtosis de X como el niimero k que aparece abajo.
Demuestre que la curtosis de la distribucién N(u, 0?) es 3.

E(X — E(X))*

k —
Var?(X)

Descripciones numéricas para datos agrupados

En ocasiones, la informacién disponible para una variable cuantitativa se en-
cuentra agrupada en categorias o subconjuntos de valores de la variable. Mas
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especificamente, supongamos que en lugar de tener las observaciones o regis-
tros individuales z1, ..., x,, tenemos agrupamientos de valores C',...,Cy
junto con las frecuencias f1,..., fr que indican el niimero de veces que se
observé cada agrupamiento. El problema es el siguiente: ;cémo podemos
calcular las descripciones numéricas como la media y la varianza en este
caso? Existen por lo menos las siguientes dos soluciones:

= Primera aproximacion. Se determina una marca de clase para cada
categoria y se considera que la marca de clase se observé tantas veces
como indica la frecuencia de la categoria. De esta manera, se constru-
yen observaciones individuales aproximadas y se pueden aplicar ahora
todas las definiciones y férmulas antes vistas. En general, la eleccién de
las marcas de clase no es inmediata y alguna argumentacién razonable
debe proveerse como parte del estudio estadistico.

= Segunda aproximacién. Se escogen tantos valores numéricos dentro
de una categoria como indica la frecuencia. Por ejemplo, pueden esco-
gerse valores equiespaciados si esto es posible. Como antes, se procede
a aplicar las férmulas a la coleccion de valores numéricos asi genera-
dos. En este caso, también es conveniente justificar la eleccién de los
valores dentro de una categoria.

Debe enfatizarse que, en cualquiera de las dos perspectivas explicadas, la
informacion producida es inicamente una aproximacion, pues se ha perdido
informacioén al considerar agrupamientos de valores.

Ejercicios

73. Calcule la media, la moda y la mediana del conjunto de datos agru-
pados que aparece en la siguiente tabla. Utilice alguna de las dos
perspectivas de seleccion de la marca de clase.
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Clase Frecuencia
Ci1=[0,1) fi=2
Cy=(L,2]  fa=0
Cy=(2,3] f3=1
Cy=(34] fa=4
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RESUMEN DE FORMULAS

Descripciones numéricas de un conjunto de datos z1,...

Media

Moda
Mediana

Varianza

Desviacion estandar

Desviacion media

Rango

Coeficiente de variacién

Momentos

Momentos centrales

Cuantil al 100p %

Asimetria

Curtosis

-3 2

Dato con mayor frecuencia.

3IH

Dato ordenado de en medio.

s? = 1 i(% — z)?

iz
1n
S = EZ
dm—lix—x\
= ) ;

=T T Q)

S
CU = —
xr
n
/_1 k
niZl
1n
—\k
M- )

=1

99

Al menos el 100p % de los datos son me-

nores al cuantil y al menos 100(1 — p) %

de los datos son mayores al cuantil.

sk = sig’ (% Z(% — cc)3>

Tabla 1.6
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1.3. Descripciones graficas

Revisaremos ahora algunos elementos graficos que pueden usarse para re-
presentar la informaciéon de un conjunto de datos. Estas graficas puede ela-
borarse con ayuda de alguin paquete de computo y tienen el objetivo de
transmitir la informacién de una manera rapida, resumida y de facil com-
prension.

Grafica de barras

Esta es una grafica simple que consiste de varias barras que representan las
categorias (o agrupamiento de valores) de una variable y sus frecuencias.
En el eje horizontal se colocan las categorias, se dibuja una barra para cada
categoria y la altura de la barra es la frecuencia o niimero de veces que
se observa la categoria. El ancho de la barra no es relevante y puede no
ser homogéneo para todas las categorias, en caso de que se decida agrupar
algunas de ellas. La Figura 1.13 muestra un ejemplo de una grafica de barras.

<
c;) fo
= fa
o
= fs
J1
cCi Cy (O3 Oy Categoria
Figura 1.13

En este ejemplo grafico se han colocado las barras de manera contigua y
se han indicado las frecuencias absolutas f; en la parte superior de cada
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barra. De manera equivalente pueden utilizarse la frecuencia relativa o la
frecuencia relativa porcentual para indicar la reiteracién de una categoria.
Para este tipo de gréficas, la variable puede ser cualitativa o cuantitativa, y
las categorias o agrupamiento de valores pueden ser nominales u ordinales.
En el caso de variable nominales, las clases o categorias se pueden colocar en
cualquier orden. Las graficas de barras pueden presentarse también en forma
horizontal y tener otras variaciones, y es evidente que ayudan a la rapida
comprension de la informacion numérica. Permiten comparar visualmente
las frecuencias de los distintos valores o categorias de una variable.

Ejercicios
74. Investigue la siguiente informacién y elabore un histograma con los
datos obtenidos.

a) Las cinco religiones con el mayor nimero de adeptos en su pais.

b) El nimero de veces que un grupo de personas ha visitado al
dentista en el ultimo ano.

c) La composicién de las familias: papad-mamé-con hijos, papd-mama-
sin hijos, etcétera.

d) Las cinco nacionalidades de mayor nimero de extranjeros que
viven en su pais.

e) La densidad poblacional de los diez paises mas poblados.
f) La extension territorial de los diez paises més extensos.

75. De un grupo de 50 personas, 18 son fumadoras y 32 no son fumadoras.
Elabore un grafica de barras con esta informacién.

76. Acerca de la religién que profesa un grupo de 100 personas, se obtuvo
la informacioén que se presenta en la siguiente tabla. Elabore un grafica
de barras con esta informacion.
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Religion
Valor Frecuencia
Ninguno 28
Catolicismo 21
Cristianismo 19
Islam 15
Budismo 10
Otra 7

77. En la siguiente tabla se muestran los principales destinos de 73 per-
sonas que salen del pais. Elabore un diagrama de barras con esta
informacion.

Destino Frecuencia
Canada 12
Francia 15
Estados Unidos 25
Inglaterra 14
Alemania 7

78. En la tabla que aparece a continuacién se muestran los 10 principa-
les paises productores de café en el mundo para el ano 2013, segun
datos de la FAO. Elabore una grafica de barras horizontal con esta
informacion.
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Principales paises productores de café en 2013

Pais Produccién (en toneladas)
Brasil 2,964,538
Vietnam 1,326,688
Indonesia 675,800
Colombia 653,160
Etiopia 392,006
India 318,200
Honduras 280,697
Pertt 256,241
Guatemala, 248,668
México 231,596

79. Investigue la densidad poblacional por continente y elabore una grafica
de barras con los datos encontrados.

80. Investigue la densidad poblacional de los cinco paises mas poblados y
elabore una grafica de barras con los datos encontrados.

81. Investigue la extensién territorial de los diez paises méas grandes en
territorio y elabore una grafica de barras horizontal con los datos en-
contrados.

Histograma

Un histograma es una grafica muy similar a la de barras. Adquiere este nom-
bre cuando existe un orden entre los valores de la variable a graficar. Salvo
esta condicion, los datos puede ser cualitativos o cuantitativos. Nuevamente,
para cada valor, categoria o clase de la variable, se asocia una barra cuya
altura es la frecuencia con la que se observa la categoria. Como las cate-
gorias tienen un orden, se representan regularmente en el eje horizontal de
menor a mayor. Como en las graficas de barras, y para mayor informacion,
en la parte superior de cada barra se puede colocar la frecuencia absoluta,
la frecuencia relativa o la frecuencia porcentual.
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A menudo se tiene una gran cantidad de datos numéricos y para elaborar
un histograma con esta informacién se definen agrupaciones de valores, en
este caso intervalos, y se calcula el nimero de datos que quedan en cada
intervalo. A partir de estas graficas se pueden sugerir modelos tedricos de
probabilidad para la variable en estudio. Refinando o engrosando los in-
tervalos de valores pueden obtenerse histogramas més claros y sugerentes.
Por ejemplo, en la Figura 1.14 se muestra un histograma que claramente se
asemeja a la conocida curva en forma de campana y sugiere, por lo tanto,
que la variable en estudio puede adoptar el modelo normal o gaussiano.

N\
v S

Figura 1.14

Se pueden elaborar también histogramas de frecuencias de ocurrencias de
algin suceso a lo largo del tiempo. En este caso en el eje horizontal se colocan
los intervalos de tiempo y en el eje vertical las frecuencias observadas.

Ejercicios
82. ;Cuadl es la diferencia entre un histograma y una grafica de barras?

83. En la siguiente tabla se muestra el nimero de desperfectos que tiene
cada uno de 105 productos examinados. Elabore un histograma con
esta informacién.
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Numeros de desperfectos Frecuencia
por producto

0 82

B~ W N =
— N Ot

84. De un grupo de 60 familias, se obtuvieron los datos que aparecen en la

85.

86.

siguiente tabla acerca del niimero de automéviles por familia. Elabore
un histograma con esta informacion.

Numero de automéviles por familia

Valor 0 1 2 3 4
Frecuencia 26 20 10 3 1

Se consultaron a 73 personas, y se les pregunto6 por el nimero de visitas
promedio al dentista al ano. Se obtuvieron los datos que aparecen en
la siguiente tabla. Elabore un histograma con esta informacion.

Numero de visitas al dentista

Valor 0O 1 2 3 4 5 6
Frecuencia 32 1 4 5 10 16 5

El nimero de dias consecutivos en que un grupo de trabajadores no
pudo asistir a laborar por enfermedad tiene la frecuencia que se mues-
tra en la siguiente tabla. Elabore un histograma con esta informacién.

Numero de dias con falta al trabajo

Valor 1 2 3 4 5
Frecuencia 23 12 5 3 1
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Poligono de frecuencias

Para construir un poligono de frecuencias se marcan los puntos medios en
la parte superior de las barras de un histograma y se unen con lineas rectas.
A la gréfica resultante se le llama poligono de frecuencias. En la Figura 1.15
se muestra un ejemplo de este tipo de graficas.

N

Frecuencia

N

1 2 3 4 5) 6 7 Clase

Figura 1.15

La informacién presentada mediante un poligono de frecuencias es equiva-
lente a la informacién de un histograma; sin embargo, dado que se trata de
lineas rectas, las tendencias de crecimiento y decrecimiento son mas eviden-
tes. Esta es una de las utilidades de este tipo de gréficas.

Poligono de frecuencias acumuladas

Esta es una grafica equivalente al histograma de frecuencias acumuladas.
Para su construcciéon se marcan los puntos medios en la parte superior de las
barras de un histograma de frecuencias acumuladas. Nuevamente, se unen
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los puntos con lineas rectas. A la grafica resultante se le llama poligono de
frecuencias acumuladas. En la Figura 1.16 se muestra un ejemplo de este
tipo de graficas.

Ve

Frecuencia acumulada

Valores

Figura 1.16

Es evidente que el comportamiento creciente de las frecuencias acumuladas
es mas claramente identificado en este tipo de graficas. Para mayor infor-
macion en la grafica y, si resulta conveniente, se pueden colocar los valores
numéricos de las frecuencias acumuladas arriba del punto marcado en cada
barra.

Ojiva

Una ojiva es una curva suave que se traza sobre los puntos de un poligono
de frecuencias acumuladas. Se aplica para clases o agrupamientos de valores
ordinales, y la curva resultante es mas facil de dibujar cuando el niimero de
clases es grande. Una ojiva es una idealizaciéon del comportamiento creciente
del poligono de frecuencias acumuladas. En la Figura 1.17 se muestra una
de estas graficas.
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Figura 1.17

Grafica de pastel

Para variables cualitativas, o bien, para variables cuantitativas agrupadas,
se pueden elaborar graficas de pastel, también llamadas pie charts. Estas
graficas son circulos divididos en sectores que permiten comparar visual-
mente las frecuencias porcentuales de los valores observados de una variable.

La frecuencia de una categoria o grupo de valores se representa mediante
un sector de un circulo, cuyo angulo se determina de la siguiente forma: una
frecuencia relativa, por ejemplo, de 0.2 (véase la Figura 1.18) se asocia con
un sector con un angulo de

(0.2) x (360°) = 72°.
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Figura 1.18

De esta manera el circulo completo se llena con los sectores calculados a
partir de cada una de las frecuencias. Visualmente las graficas de pastel son
atractivas y logran muy bien el propdsito de resumir la informacién en una
grafica. Se pueden dibujar graficas de pastel en tercera dimensién y usar
colores para hacerlas aiin més sugestivas.

Ejercicios

87. Elabore una grafica de pastel para los datos que se muestran en la
siguiente tabla para la variable niimero de hijos por familia. En total
se consultaron a 120 familias.

Ntumero de hijos por familia

Valor 0 1 2 3
Frecuencia 24 78 12 6

88. Elabore un gréfica de pastel para los datos que se muestran a continua-
cién relativos a la composicion de un pais por clase socioeconémica.

Clase socioecondmica

Valor Baja Media Alta
Porcentaje 50% 35% 15%
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89. Elabore un grafica de pastel para los datos que se muestran en la
siguiente tabla para la variable nimero de padres vivos de una persona,
para un conjunto de 60 personas.

Numero de padres vivos

Valor 0 1 2
Frecuencia 5 10 45

90. Elabore una grafica de pastel para los datos que se muestran a con-
tinuaciéon de la variable nimero de goles anotados por un equipo de
futbol por partido jugado.

Numero de goles anotados por partido

Valor 0 1 2 3 4 5) 6
Porcentaje 31% 40% 20% 4% 3% 1% 1%

91. El nimero de campeonatos mundiales de fiatbol ganados por pais,
hasta el ano 2017, se muestra en la siguiente tabla. Elabore una grafica
de pastel con esta informacion. Si le es posible actualice la informacion
a la fecha actual.

Pais Campeonatos

Brasil 5)
Alemania
Italia
Argentina
Uruguay
Francia
Inglaterra
Espana

— o= NN
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Graficas de tallo y hojas

Esta es otra forma de representar un conjunto de datos numéricos de manera
visual. Su aspecto es muy similar al de un histograma dibujado horizontal-
mente. Daremos varios ejemplos para ilustrar la construccion de este tipo
de graficas. Consideremos el siguiente conjunto de datos

126 102 84 100 67 &89
73 124 113 91 92 96
112 70 82 95 121 126
72 84 87 92 107 100

A continuacién se separa el digito menos significativo del resto de los digi-
tos mediante una linea vertical, por ejemplo, el primer valor 126 se separa
en 12|6. Se puede entonces conformar un diagrama como se muestra en la
Figura 1.19, en donde se han ordenado los digitos separados de menor a
mayor, incluyendo repeticiones.

6 7

7 0 2 3

8 2 4 479
9 1 2 2 5 6
10 00 2 7
11 2 3

12 1 4 6 6
Tallo Hojas

Figura 1.19
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Este es un diagrama de tallo y hojas. A los digitos separados y que aparecen
en la parte derecha del diagrama se les llama hojas, y a la parte izquierda se
le llama tallo. Si este diagrama se rota 90 grados en el sentido contrario al
movimiento de las manecillas del reloj, se obtiene un diagrama similar al de
un histograma. En general, los datos deben ser cercanos unos a otros para
que los diagramas de tallo y hojas resultantes tengan una forma compacta.

Variantes

= Si algiin tallo tiene demasiadas hojas se pueden separar las hojas en
varias partes. Por ejemplo, véase la Figura 1.20, en donde existen
muchos datos entre los valores 70 y 80, y se han separado en dos
grupos.

o N 3 O
— O W ©
O W

S Ot N

Figura 1.20

= Siresulta conveniente, los datos con muchos digitos se pueden recortar.
Por ejemplo, para el conjunto de ntimeros

2104 1757 1562 1756 1730
1992 1683 2133 2013 1684
1710 1881 1961 1672 1855

el primer dato 2104 se puede recortar a 210 y la separacion es 21 | 0.
Se elabora entonces el diagrama de la Figura 1.21 y se indica que la
unidad de la hoja es 10. En este caso se pierde precision de los datos
originales, pero se gana simplicidad en la presentacién.
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15
16
17
18
19
20
21

S = O Ot = O

© 00 W

ot Co

Figura 1.21

La unidad de
la hoja es 10

73

La unidad de la hoja indica el niimero por el que debe multiplicarse el
dato graficado para obtener una aproximacién del dato original. Por
ejemplo, el primer dato graficado 15 |6 en la Figura 1.21 corresponde
a un valor aproximado de 1560. La unidad de las hojas puede ser 100,
10, 1, 0.1, 0.01, etcétera. Por ejemplo, si la unidad de la hoja es 0.1,
el dato graficado 15| 6 corresponde al valor 15.6.

Ejercicios

92. Elabore un diagrama de tallo y hojas a partir del siguiente conjunto
de datos e indique la unidad de la hoja.

a)
49
50
31
52

33
52
43
43

1266
1087

1271

1124

40
43
50
66

1354
1534
1342
1050

37
64
36
50

56
40
61
31

1402
1200
1402
1199

44
46
27
72

1107
1438
1055
1203

46
24
44
26

57
30
35
59

1296
1024
1220
1355

95
37
31
21

1389
1054
1372
1510

32
43
43
47

1425
1190
1510
1426
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25.3 28.2 314 27.1 304 25.0
239 245 23.1 294 282 281
274 26.8 25.2 30.5 29.7 284
31.7 29.3 285 29.8 30.2 27.6

Diagramas de caja y brazos

Esta es una forma gréfica de representar algunas caracteristicas de un con-
junto de datos numéricos. Esta representacién estd compuesta por una caja
y por un par de marcas en dos extremos opuestos que asemejan brazos como
se muestra en la Figura 1.22. A este tipo de graficas se les conoce también
como diagramas de caja y bigotes, y por los términos en inglés boxplots o
whiskers. Para dibujar estos diagramas se necesita determinar cuatro ele-
mentos: el centro de la caja, su altura y los tamanos de los brazos superior
e inferior. Explicaremos dos maneras en las que se pueden determinar estos
parametros.

Para el ejemplo mostrado en la Figura 1.22, el centro de la caja es la media
x. Se extiende la caja una desviacion estandar s hacia arriba y otra desvia-
ciéon estandar s hacia abajo. La caja tiene, por lo tanto, una altura de 2s
unidades. La marca del brazo superior es igual al méximo valor observado,
esto es, x(,). La marca del brazo inferior es el minimo valor observado, es
decir, z(1). En esta construccion, las longitudes de los brazos pueden ser
distintas.

De esta manera, un diagrama de caja y brazos, construido de la forma indi-
cada, es una forma de representar 4 descripciones numéricas de un conjunto
de datos en un solo diagrama: el dato menor z(q), la media z, la desviacion
estandar s, y el dato mayor z(,). Se pueden colocar dos o mds de estos
diagramas, uno junto al otro, a fin de comparar visualmente estas carac-
teristicas en distintos conjunto de datos.
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R
aj(n) B —_ —
Longitud del
brazo superior
x + S i —_—
=L . Caja de concentracion
de los datos centrales
a_'; — 8§ A —_—
Longitud del
brazo inferior
513(1) B —1 —

Figura 1.22

Otra manera de construir un diagrama de caja y brazos es a través de los
cuantiles. La altura de la caja parte del primer cuartil Qg25 y se extiende
hasta el tercer cuartil Qg.75. Observe que el segundo cuartil (g5, es decir,
la mediana, se encuentra dentro de la caja pero no necesariamente en el
centro. La altura de la caja es entonces el asi llamado rango intercuartil:
RIC = Qo.75 — Qo.25. El rango intercuartil mide la longitud del intervalo
mas pequeno que contiene el 50 % de los datos centrales alrededor de la
mediana. Por su nombre en inglés, el rango intercuartil también se denota
por las letras IQR, InterQuartile Range. Las longitudes de los brazos se
puede establecer como 1.5 veces el rango intercuartil RIC, y en este caso,
los brazos tienen idéntica longitud. A los valores que se encuentren abajo
de la marca del brazo inferior o arriba de la marca del brazo superior se les
llama valores atipicos. A los valores que se encuentren arriba de Q.75 +3RIC
o abajo de (g 25 —3RIC se les llama extremadamente atipicos (outliers). Las
marcas de los brazos inferior y superior pueden ser los cuantiles al 10% y
90 %, respectivamente, o bien los cuantiles al 5% y 95 %.
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Ejercicios

93. Usando como parametros la media, la desviacién estandar y los valores
maximo y minimo, construya un diagrama de caja y brazos para el
siguiente conjunto de datos.

a) 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10.
b) —20,-1,-1,0,0,1,1,15.
c) 2,20,4,30,5,0, 10, 20.

94. Usando como pardametros los cuantiles y +(1.5) veces el rango inter-
cuartil RIC=Qq.75 — Qo.25, construya un diagrama de caja y brazos
para el siguiente conjunto de datos.

a) 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10.
b) —20,—-1,-1,0,0,1,1,15.
c) 2,20,4,30,5,0,10,20.

Funcién de distribuciéon empirica

Esta funcion es otra manera grafica de representar la informacion de una
coleccién de observaciones numéricas. Su definicién es la siguiente.

Definicién 1.33 La Funcion de distribucién empirica de un con-
junto de numeros x1,...,x, es la funcién F(z) : R — [0,1] definida
como sigue

_ #{x; : x; <z}

Es decir, para cada niimero real x se debe contar el nimero de observaciones
que son menores o iguales a x y dividir entre el nimero total de observacio-
nes n. Esta es la razén por la que a la funcién F(x) se le conoce también
como la funcién de distribucién empirica acumulada.
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Las gréficas de estas funciones tienen el aspecto de una escalera, presentan
un escalén en cada observacion z; y en donde el tamano del escalén es la
frecuencia relativa del dato z;. De esta manera, en la funcién de distribucién
empirica estd representada toda la informacién de la coleccién de datos
numéricos. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.2 Supongamos que tenemos las siguientes n = 5 observaciones
numéricas de una cierta variable de interés:

3,1,2,4,2.

Estos pocos valores son suficientes para ilustrar la construcciéon de una fun-
cion de distribucion empirica. Puede comprobarse que esta funcion es, para
estos datos particulares,

(0 six <1,
1/5 si 1<x<2,
F(x) =13 3/5 si 2<x<3,
4/5 si 3<x <4,

1 si x> 4.

\

La grafica de esta funcién se muestra en la Figura 1.23. Observe que, como
el dato 2 aparece dos veces, el escalén alli es de magnitud 2/5. Si todos
los datos hubieran sido distintos, tendriamos una funcién de distribucién
empirica con cinco escalones de magnitud 1/5 cada uno.

Asi, la funcién de distribucién empirica inicia en el valor cero y se va incre-
mentando mediante saltos hasta llegar al valor uno. En general, mientras
mayor sea el nimero de datos observados, la funcién de distribuciéon empiri-
ca toma un aspecto cada vez méas parecido a una curva continua creciente.
En una situacién real, en donde se tenga una gran cantidad de datos, es
necesario el uso de una computadora para graficar esta funcién.
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F(x)
1 P .—

4/5 + —

3/5 4 —

2/5 + |

1/5 + —
: | | | @
1 2 3 4

Figura 1.23

Puede verificarse que toda funcién de distribucién empirica F(x) satisface
las siguientes propiedades:

= F(x)=0paraz < z().

u F

(

= F(x)=1paraz > z,.
(x) es creciente, esto es, si x < y entonces F'(z) < F(y).
(

= F(x) es continua por la derecha.

La funcién de distribucién empirica es importante dentro de la probabilidad
y la estadistica en general, puesto que, desde el punto de vista tedrico, en
ella esta contenida toda la informacién obtenida de las observaciones de la
variable de interés.

Ejemplo 1.3 Como una aplicaciéon de esta funcion, explicaremos una for-
ma grafica de calcular los cuantiles de una colecciéon de datos a partir de
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su funcion de distribucién empirica. Primero, se marca el cuantil en el eje
vertical. Después, se traza una linea horizontal hacia la derecha buscando
la gréfica de F(x) (considerando la linea punteada vertical como parte de
la grafica) y al encontrarla se contintia con una linea vertical hacia abajo
hasta alcanzar el eje horizontal. El valor x asi encontrado es el cuantil co-
rrespondiente. Si el nivel buscado coincide con el piso de un escalén (esto
ocurre, por ejemplo, en el caso del cuantil al 20 % en el ejemplo anterior),
la linea vertical hacia abajo se traza desde el punto central del escaléon. =

Ejercicios

95. Encuentre la expresion de la funcién de distribucion empirica del si-
guiente conjunto de datos. Grafique ademas esta funcion.

a) 2,5. d) 4,10,10,4,10,4.
b) —1,0,1. e) 7. (Un solo dato)
c) 2,0,0,1,5,3. f) 25,25,25,25.
96. Un cierto conjunto de datos x1,...,z, produce la funciéon de distribu-

cién empirica F'(x) que aparece en cada uno de los siguientes incisos.
Encuentre explicitamente a este conjunto de datos y escriba la expre-
sién analitica de la funcién F'(x).

)

F(x)
T R —
3/4 + P
172+ —
1/4 | '
o : : x
1 2 3
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b)
F(x)
1 R ._
3/4 -+ —
— o 1/4+
: | | | z
9 1 1 p
c)
F(x)
1 PP ._
6/8 + P
4/8 + —
2/8 +
| | | x
1 p 3

97. Calcule los cuantiles al 20 %, 40 %, 60 % y 80 % del conjunto de datos
resumido en la grafica de la funcién de distribucién empirica que se
encuentra en la Figura 1.24.
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F(z)
1 T —

6/8 -+

4/8 + . 5

2/8 +——

1 I I I x

1 2 3
Figura 1.24

1.4. Variables aleatorias

En las secciones anteriores hemos considerado variables cualitativas y cuan-
titativas. En lo que resta de este trabajo consideraremos en su mayor parte
variables cuantitativas. Pero no consideraremos valores numéricos obser-
vados x1,...,T,, sino variables aleatorias. Una variable aleatoria es una
funcién X definida sobre una poblacién y cuyos valores son niimeros reales.
Puede interpretarse esta funciéon como una pregunta o una medicién que se
hace sobre cada elemento de la poblacién. Uno puede pensar que se toma un
elemento al azar de la poblacién (aqui radica la aleatoriedad) y se efectia
la pregunta o medicién produciendo una respuesta x. Debido al caracter
aleatorio con el que fue escogido el elemento de la poblacién es que se pien-
sa que el valor x fue generado al azar y por ello la funciéon X adquiere el
nombre de variable aleatoria, pero vista como una funcién, no hay ninguna
aleatoriedad en ella.
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Poblacién
Muestra
Medicién a un : Medicién a cada
elemento de la X - X elemento de la
poblacién muestra
Y ¥
xr Iy, y L
Figura 1.25

Las variables aleatorias representan las caracteristicas de la poblaciéon que
deseamos conocer. Y cuando no es posible tener la informacién completa
de la poblacién es que se considera la idea de tomar sélo algunos elemen-
tos y hacer en ellos las mediciones. En este trabajo hemos supuesto tener
una muestra (subconjunto) de la poblacién y hacer la medicién sobre estos
elementos produciendo los resultados z1,...,z,. En la parte derecha de la
Figura 1.25 se muestra esta situacion.

Las descripciones numéricas para conjuntos de datos numeéricos x1, ..., T, Se
pueden extender a variables aleatorias X. En la Tabla 1.7 que aparece mas
adelante se muestran estas descripciones numéricas en el caso de variables
aleatorias continuas. Estas cantidades estan ahora expresadas en términos
de los conceptos de probabilidad y esperanza. Es interesante comparar estas
férmulas con las que aparecen en la Tabla 1.6 de la pagina 84.

Cada variable aleatoria tiene asociada una funcién de distribucién. Esta
funcion se define como = — F(z) = P(X < x). Se trata de la acumulacién
de la probabilidad hasta un valor x cualquiera, y esta expresion es analoga
a la que aparece como funciéon de distribucién empirica para un conjunto
de datos numéricos que hemos mencionado antes. Desde el punto de vista
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matematico, la funcién de distribucién es importante, pues contiene toda la
informacién de la variable aleatoria: sus valores y sus probabilidades.

En los siguientes capitulos consideraremos variables aleatorias cuyas distri-
buciones de probabilidad dependen de un parametro no especificado que
denotaremos por la letra 6. Los problemas que estudiaremos seran concer-
nientes a la estimacién del valor de este parametro a la luz de un conjunto
de observaciones de la variable aleatoria.
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RESUMEN DE FORMULAS

Descripciones numéricas para una variable aleatoria X
con funcién de densidad o de probabilidad f(x)

Media

Moda
Mediana

Varianza
Desviacion estandar
Desviacion media

Rango

Coeficiente de variacién

Momentos

Momentos centrales

Cuantil al 100p %

Asimetria

Curtosis

p=FEX)= foo z f(x)dx

Valor = en don_dog f(x) es méxima
Valor m tal que

PX<m)=1/2 y P(X>=m)>1/2
2= BX - = (@) de

o=+E(X —p)? :
BIX —pl= | ol f(o)dz

Conjunto de valores de la v.a.

o/
pp = B(X*) = J

o0

z* f(x) dx

0

e = B(X — p)f = f (@ — )" f(z) d

—Q0

Valor z tal que

PX<z)zpy PX=2z)=1-—p
ps/o®

pia)o?

Tabla 1.7



Capitulo 2

Estimacion puntual

Sea X una variable aleatoria de interés en un experimento aleatorio, y su-
pongamos que hemos aceptado que X tiene una funcién de densidad o de
probabilidad conocida f(x, 8), que no estd completamente especificada, pues
depende de un pardmetro desconocido denotado aqui por la letra 6 (teta).
El problema que estudiaremos es el de estimar este parametro, teniendo co-
mo informacién una serie de observaciones de la variable aleatoria. ;Cémo
se puede llevar a cabo esta estimacién? El problema de estimacién puntual
consiste en encontrar una funcion de las observaciones, cuyo valor pueda
usarse para estimar el pardmetro desconocido. En este capitulo veremos al-
gunos métodos para encontrar estimadores puntuales, asi como algunas de
sus propiedades.

2.1. Introduccion

Consideremos que X es una variable aleatoria con funcién de densidad o
de probabilidad conocida f(z,0), pero dependiente de un pardmetro des-
conocido . De esta manera, se tiene toda una familia de distribuciones de
probabilidad: una distribuciéon para cada valor del parametro 6. Denota-
remos por © al conjunto de valores que puede tomar este parametro y le
llamaremos espacio parametral.

85
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Definiciéon 2.1 Al conjunto de todos los posibles valores de un pardame-
tro de una distribucién de probabilidad se le llama espacio parametral
y se le denota por la letra O (teta maytscula).

En realidad, el parametro 0 puede ser una cantidad unidimensional, es decir,
un solo parametro, o bien un vector de dos o méas parametros 6 = (61,6, .. .).
Por otro lado, sabemos bien que existen distribuciones de probabilidad que
no dependen de ningin parametro; sin embargo, aqui estamos consideran-
do la situacién en donde por lo menos hay un parametro involucrado y es
desconocido.

Tenemos asi la coleccion o familia parametral {f(x,0) : 6 € ©} de funciones
de densidad o de probabilidad, en donde la letra 6 es el nombre genérico que
utilizaremos para denotar a un posible parametro. Veamos algunos ejemplos.

= Para la distribucion Ber(#), el pardmetro 6 toma valores en el espacio
parametral © = (0,1).

= Para la distribucién bin(k, p), el pardmetro € es el vector de pardme-
tros (k,p) y el espacio parametral es el producto cartesiano © =

(1,2,...} x (0,1).

= Para la distribuciéon N(u, 02), el pardmetro 6 es el vector de pardmetros
(u,0?) y el espacio parametral es el conjunto © = (—o0,0) x (0, 0),
correspondiente a la mitad superior del plano cartesiano.

Supongamos ahora que x1,...,x, son observaciones independientes que se
han obtenido de la variable aleatoria de interés. Es claro que estos valores
observados pueden dar algin indicio del valor desconocido del parametro 6.
El problema que se plantea es el siguiente: ;cémo podemos usar estas obser-
vaciones para estimar el parametro 6 para que de esta manera la funcion de
densidad o de probabilidad f(z,0) quede completamente especificada? Ilus-
traremos la situacion con algunos ejemplos dentro de un contexto practico.

Ejemplo 2.1 Se desea conocer la calidad de un lote de 1,000 articulos.
Dada la imposibilidad o no conveniencia de someter a prueba a todos ellos,
se escogen 20 articulos al azar obteniéndose los siguientes resultados.
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Control de calidad de 20 articulos

$1=0 :196=1 5611=1 x16=1
IQZI 33720 $12=1 581721
$3=1 378:1 $13=0 JJ18=1
93420 37920 $14=1 I19=1
$5=1 $10=1 3315=1 x20=0

El valor 0 indica que el articulo no pasé el control de calidad y el valor 1
indica que el articulo pasé el control de calidad. Supongamos que X es la
variable que indica si un articulo escogido al azar de la poblacién completa
pasa, o no pasa, el control de calidad. Entonces es razonable suponer que X
tiene una distribucién Ber(#), en donde no conocemos el valor del parametro
6. ; Como podemos estimar el valor de 6 con base en los datos de la muestra?
Al especificar por completo a la distribucion Bernoulli en este problema,
podemos tener una mejor idea de la cantidad de articulos defectuosos en el
lote completo. "

Ejemplo 2.2 El tiempo en minutos que un conjunto de 10 personas, esco-
gidas al azar, invierte en trasladarse de la casa al lugar de trabajo, o a la
escuela, se muestra en la coleccion de niimeros que aparece abajo.

Tiempo en minutos

xIr1 = 100 e — 60
o — 25 Ty = 75
Ir3 = 135 xrg = 40
T4 = 120 g = 35
Iy — 25 10 — 130

Supongamos que tal variable puede modelarse mediante la distribucion
exp(#), pero no conocemos el valor de 6. ;Cémo podemos estimar el valor
de 6 con base en las observaciones obtenidas? Si se logra especificar com-
pletamente a esta distribucién exponencial, podemos estimar la cantidad de
personas que, para su traslado, ocupan un tiempo dentro de un rango de
valores especificado. "
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De esta manera, habiendo supuesto una distribucion de probabilidad para
una variable aleatoria de interés, en donde la distribuciéon depende de un
parametro no especificado en su valor, el problema consiste en encontrar un
mecanismo para estimar el parametro desconocido tomando como informa-
cion una serie de observaciones de la variable aleatoria.

En el tratamiento que seguiremos no vamos a considerar observaciones par-
ticulares x1,..., Ty, sino observaciones aleatorias. Escribiremos entonces a
éstas como la coleccion de variables aleatorias X1,...,X,, e impondremos
dos condiciones fuertes sobre ellas: independencia e idéntica distribucién. A
esta coleccién se le llama muestra aleatoria, lo que se abrevia usando las
letras iniciales m.a.

Definicién 2.2 Una muestra aleatoria es una coleccién de variables
aleatorias X1,..., X, que son independientes e idénticamente distribui-
das.

Las dos hipoétesis mencionadas son caracteristicas ideales de n observacio-
nes de la variable aleatoria y que no necesariamente se cumplen en una
situacion real, pero facilitan considerablemente el analisis probabilistico de
los modelos. Sobre la independencia, tenemos que un valor observado para
una de las variables no influye o afecta la distribucién de probabilidad de
cualquier otra variable, siendo esta distribucién la misma para obtener cada
una de las observaciones. Esto ultimo se refiere a la idéntica distribucion.
Supondremos, entonces, que todas las variables de una muestra aleatoria
tienen la misma funcién de densidad o de probabilidad f(z,#).

En particular, la primera observacién x; puede ser un valor de X, la se-
gunda observacion xo puede ser un valor de Xo, etcétera. Asi, las variables
aleatorias X1,..., X, representan n observaciones al azar e independientes
de la variable aleatoria en estudio. Al ntimero entero n > 1 se le llama ta-
mano de la muestra aleatoria y, a menos que se especifique los contrario,
supondremos que este entero es conocido.
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Los estimadores que buscamos seran funciones de una muestra aleatoria y
a tales funciones les llamaremos estadisticas. Precisamos esta definicién a
continuacion.

Definiciéon 2.3 Una estadistica es una funcién de una muestra alea-
toria que no depende de parametros desconocidos.

Denotaremos por T', o més explicitamente por T'(X7y,...,X,), a una de es-
tas funciones de la muestra aleatoria. En nuestro estudio, consideraremos
que esta funcion es una variable aleatoria y que tiene como un posible valor
el nimero T'(z1,...,zy). Debe hacerse énfasis en que la expresion mediante
la cual se define una estadistica no debe depender de parametros desco-
nocidos, unicamente de las variables de la muestra aleatoria y del tamano
de ésta, pues, justamente, sus valores seran usados como estimaciones para
el parametro desconocido y éstos deben poder determinarse tinicamente a
través de las variables de la muestra aleatoria. Sin embargo, ocurrira que la
distribucién de probabilidad de una estadistica dependerd, en general, del
parametro desconocido 6.

El concepto de estadistica que acabamos de definir es importante. La razén
de ello es que nuestros estimadores seran objetos de este tipo. Nos interesara
conocer las caracteristicas y la distribucion de probabilidad de estas varia-
bles aleatorias, aunque sélo en algunos pocos casos podremos determinar
completamente la distribucion de una estadistica.

Veremos a continuacién algunos ejemplos de estadisticas. Algunas de ellas
tienen nombre y notacién particular por su uso frecuente.

Ejemplo 2.3 A la estadistica denotada por X (se lee x barra) y que se
define a continuacién se le llama media muestral. Esta variable aleatoria es
simplemente el promedio aritmético de los elementos de la muestra aleatoria,
es decir,
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Sixq,...,x, son valores particulares de las variables de la muestra aleatoria,
entonces la media muestral es el nimero z definido antes,

1 n
EZ—ZZC@'.
nizl

Observe el uso de mayusculas y minusculas. La estadistica X es una variable
aleatoria mientras que r es un nimero real. m

Ejemplo 2.4 La siguiente funcién de una muestra aleatoria es una es-
tadistica y se le conoce con el nombre de varianza muestral.

1 < _
S? = > (X - X)
=1

n—1

Observe que en este promedio aparece el término n — 1 en el denominador y
no el nimero de sumandos n. Mas adelante justificaremos esta eleccion. Si
x1,...,%y son valores particulares de las variables de la muestra aleatoria,
entonces el valor de la varianza muestral es el nimero
1 n
s = Z (z; — 7)2.

n—1 i=1

Ejemplo 2.5 Sea k un entero tal que 1 < k£ < n. La k-ésima estadistica
de orden de una muestra aleatoria de tamano n es una variable aleatoria
definida de la siguiente forma

X(k) = k-ésimomin { X7, ..., X, }.

Esto es, X(1) es la primera estadistica de orden, o bien, puntualmente,
Xa)(w) = min {X;(w),..., Xn(w)}, X es la segunda estadistica de or-
den, etcétera. Se debe observar que estas variables aleatorias no son ne-
cesariamente alguna de las variables de la muestra aleatoria, sino que son
funciones de todas ellas en la forma indicada arriba. Ademads, las estadisticas
de orden no son independientes pues guardan siempre el orden ascendente
Xy < - < X(p). Para denotar a la k-ésima estadistica de orden también
se usa el simbolo X}.,. La ventaja de esta expresion alternativa es que se
especifica el tamano n de la muestra aleatoria. "
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Ejemplo 2.6 Sea k > 1 un entero. A la estadistica que aparece abajo se le
conoce con el nombre de k-ésimo momento muestral. Se trata del promedio
aritmético de las variables aleatorias de la muestra elevadas a la potencia
k. Cuando k = 1, esta estadistica se reduce a la media muestral.

G
T=-)Y XF.

Para mayor claridad, veremos ahora algunos ejemplos de funciones de una
muestra aleatoria que no son estadisticas.

Ejemplo 2.7 Sea Xi,...,X,, una m.a. de la distribucién Poisson(#), en
donde el pardmetro 6 > 0 es desconocido. La variable aleatoria T' = #X1++Xn
no es una estadistica puesto que en su definicién aparece el parametro des-
conocido 6. "

Ejemplo 2.8 Sea X1, ..., X, una m.a. de la distribucién N(u, c?), en don-
de los pardmetros i y o2 son desconocidos. La variable aleatoria T =
\/Lﬁ > (Xi — p)/o no es una estadistica puesto que en su definicién apa-

recen los pardmetros desconocidos i y o2. Sin embargo, puede demostrarse
que la distribucion de T' no depende de ningun pardmetro desconocido, se
trata de la distribucién normal estandar. "

Cuando alguna estadistica se proponga o se construya con el objetivo de
servir como estimador para un parametro desconocido 6 se le denotara, de
manera sugerente, por 0, y se le llamara un estimador. El simbolo 0 se lee
“teta circunflejo”. Aqui tenemos la definicién.

Definicién 2.4 Un estimador puntual para un parametro descono-
cido 6 es una estadistica denotada por 6 que se propone para estimar el
parametro.
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Observemos que si x1, ..., T, son valores particulares de las variables de la
muestra aleatoria, entonces el nimero é(:vl, ...,Ty) €s una estimacién de 6,
mientras que la variable aleatoria é(Xl, ..., Xp) es un estimador para 6. Si
se omiten los argumentos, ambos objetos se escriben simplemente como é,
y puede representar, tal vez con un poco de confusién, tanto una estima-
cién (un nimero) como un estimador (una variable aleatoria). El contexto
y la forma de tratar a 0 determinaré si nos referimos a la estimacién o al
estimador.

Como un ejemplo de estimador tenemos que la media muestral 6=X pue-
de ser usada para estimar el parametro desconocido 6 en la distribuciéon
Ber(6), pues este promedio indica la proporcién de valores 1 en el total de
la muestra aleatoria. Sin embargo, no es clara la forma de proponer esti-
madores para el parametro o parametros desconocidos de una distribucion
cualquiera. Surge asi el problema de encontrar mecanismos para generar
estadisticas que puedan servir como estimadores para los parametros des-
conocidos de las distintas distribuciones de probabilidad. ;Cémo encontrar
posibles estimadores para un parametro desconocido 07 En las siguientes
secciones veremos algunos métodos generales para encontrar explicitamente
estadisticas que puedan usarse como estimadores para parametros descono-
cidos.

Ejercicios

98. Determine el espacio parametral de las siguientes distribuciones.

a) Poisson(A). d) gama(a, \).
b) bin neg(r,p). e) Weibull(a, \).
c¢) unif(a, b). f) beta(a,b).

99. Conteste las siguientes preguntas.

a) ;Cuél es la diferencia entre un estimador y una estadistica?
b) (Es cierto que toda estadistica es un estimador?

c) (Es cierto que todo estimador es una estadistica?



2.1 INTRODUCCION 93

d) {Es cierto que toda estadistica es una variable aleatoria?
e) {Es cierto que toda funcién de una m.a. es una estadistica?
f) ¢Es cierto que toda funcién de una estadistica es una estadistica?

100. Sea X1i,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién cualquiera.
Demuestre las siguientes identidades.

101. Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria de una distribucién f(x, ), de-
pendiente de un parametro desconocido . Determine si las siguientes
variables aleatorias son estadisticas.

a) T = X1. h) T=(X1+- -+ X,)2
b) T = (X1 + X,)/2. i)T:exp{X1+---—|—X}.
c) T'=X1+2Xo0+ -+ nX,. . 1
d) T=1 900)(X1) n _ «/Var
T=(X X,) —0. 1l B X, —X
e) (1+ -+ Xp) — 0 k>T=_Z i 2
f) T=0-(Xpm—Xaq)) naovSs
9) T =X} +---+ X2 DT =X X,/
102. Sea X1,..., X,, una muestra aleatoria de la distribucién uniforme en el
conjunto discreto {ai, ..., an}, en donde los valores aq, . .., a;, y m son

desconocidos. A partir de alguna argumentacién intuitiva, proponga
un estimador para cada uno de los siguientes parametros.
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a) a c) m
b) Ay - d) am — ay.
103. Sean X1,...,X,, una muestra aleatoria de una distribucion cualquiera.

Demuestre que para cualquier estadistica T,

(X; — X)* < i (X; —T)2

n

i=1 i=1
104. Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de la distribuciéon N(u,o?).
Encuentre la distribucién de la variable Y; = X; — X, para cada

1=1,...,n.

2.2. Método de momentos

Este método para encontrar estimadores fue introducido por Karl Pearson! a

principios del siglo X X . Consideremos nuevamente que f(x,6) es la funcién
de densidad o de probabilidad de una variable aleatoria X que depende
de un parametro desconocido 6. El método de momentos nos provee de un
mecanismo general para estimar 6, y para explicarlo necesitamos recordar
antes dos conceptos.

Definicién 2.5 Sea £ > 1 un entero. El k-ésimo momento de una
variable aleatoria X, si existe, es el niimero F(XF).

A los nimeros E(X), E(X?), E(X?),... se les llama también momentos po-
blacionales. En general, en las expresiones de estas cantidades aparece el
parametro o vector de parametros 6, los cuales son de nuestro interés. Por
otro lado, supongamos que Xi,...,X,, es una muestra aleatoria de la dis-
tribucién en estudio. Tenemos la siguiente definicion de otros tipos de mo-
mentos.

'Karl Pearson (né Carl Pearson, 1857-1936), estadistico inglés.
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Definicion 2.6 Sea £ > 1 un entero. El k-ésimo momento de una
muestra aleatoria Xq,...,X,, es la variable aleatoria % D Xf.

A estas variables aleatorias se les llama momentos muestrales. En particu-
lar, el primer momento muestral es la media muestral X. Ahora podemos
enunciar el método de momentos.

,En qué consiste el método de momentos? Consiste en igualar los
momentos muestrales con los correspondientes momentos poblacionales
y resolver esta ecuacion, o sistema de ecuaciones, para el parametro o
vector de parametros, cuando ello sea posible.

Se igualan tantos momentos como parametros haya que estimar, suponien-
do que suficientes momentos poblacionales existen para la distribucién en
cuestion y que son distintos de cero. El método de momentos es muy sencillo
de aplicar y lo ilustraremos a continuacién con algunos ejemplos.

Ejemplo 2.9 Sea X, ..., X, una muestra aleatoria de la distribucién Ber(0),
en donde 0 es desconocido. La estimacién del parametro 6 por el método
de momentos consiste en igualar el primer momento de la distribucion, que
es 6, con el primer momento muestral, que es X. Esta igualacién produce
directamente la identidad

6 =X.

Observe que cuando se ha hecho la igualacién ya no se escribe 6, sino é,
pues resolver la ecuacién para este término produce el estimador por el
método de momentos. De esta manera, si z1,...,x, son los valores de las
observaciones, entonces el promedio T = (1 + - -+ + zp)/n es la estimacién
para 6 por el método de momentos. &
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Ejemplo 2.10 Sea X una variable aleatoria continua con funcién de den-
sidad
01 si 0<ax <1,

x,0) =
f(,9) { 0 en otro caso,

en donde # > 0 es un parametro desconocido. Supongamos que contamos
con una muestra aleatoria Xi,...,X,, de esta distribucién. Puede compro-
barse, sin mucha dificultad, que E(X) = 6/(1 + ). La igualacién de esta
esperanza con la media muestral produce la ecuacién 6/(1 + 0) = X. Ob-

serve nuevamente que al escribir esta identidad hemos puesto 6 en lugar 6.
Resolviendo para 6 se obtiene el estimador

X X
0=———=.
1-X
Si #1,...,x, son los valores numéricos observados, entonces 8 = z/(1 + z)
es el valor estimado para 6 por el método de momentos. "

En los ejemplos anteriores s6lo ha habido un parametro por estimar. En el
siguiente ejemplo consideraremos un caso importante en donde es necesario
estimar dos parametros.

Ejemplo 2.11 Encontraremos estimadores para los pardmetros p y o2 de
una distribucién normal mediante el método de momentos. Como se necesi-
tan estimar dos parametros, se usan los dos primeros momentos. El primer
y segundo momentos poblacionales son E(X) = py E(X?) = 02 + p?. La
igualacién respectiva de estas cantidades con los dos primeros momentos
muestrales produce el sistema de ecuaciones

b =

Y

n
g
i=1

S

Al hacer la igualacién entre los momentos hemos escrito i en lugar de p
y 62 en lugar de o2. Se trata ahora de resolver este sistema de ecuaciones
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para i y 62. La primera ecuacién es explicita, mientras que la segunda se
puede reescribir como sigue

1 & _
~2 - 2\ _ 2
62 = (HZXZ) X
=1
1 & _
= =) (Xi—X)?
n “
1=1
_ n—152
- .

La segunda igualdad no es inmediata, pero sélo se requiere llevar a cabo algu-
nas operaciones algebraicas sencillas para obtenerla. De esta manera hemos
obtenido estimadores por el método de momentos para los dos parametros
de la distribucién normal. Si z1,...,x, son las observaciones obtenidas,
entonces las estimaciones, por el método de momentos, son

En el siguiente ejemplo se muestran algunos problemas técnicos que pueden
surgir al aplicar el método de momentos.

Ejemplo 2.12 Sea X una variable aleatoria continua con funcién de den-
sidad unif(—6, ), en donde 6 > 0 es un pardmetro desconocido. Aplicar el
método de momentos para encontrar un estimador para 6 requiere conocer
el primer momento de esta distribuciéon. Puede comprobarse que el primer
momento es nulo, de modo que la igualaciéon del primer momento poblacio-
nal y el primer momento muestral no produce una ecuacién ttil de la cual
puede obtenerse un estimador para 6, a saber, 0 = X. Se propone entonces
igualar los segundos momentos. Como F(X?) = 62/3, se obtiene la ecuacién

1 - 1 &
202 =2 V' x2
3 n; L
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de donde se obtiene el estimador

Mostrados ya algunos ejemplos del método de momentos para estimar parame-
tros, haremos ahora algunas observaciones generales que es bueno tener pre-
sente cuando se haga uso de este método.

= Aplicacion. El método de momentos puede aplicarse sin distincién
alguna tanto para distribuciones discretas como continuas.

= Uso de los momentos. La idea fundamental del método hace uso
del hecho de que, bajo ciertas condiciones, la sucesién de momentos
E(X),E(X?),... determina de manera tinica a la distribucién de pro-
babilidad. En el método sélo se usan los primeros pocos momentos
(los necesarios para estimar 6 y de esta manera determinar comple-
tamente a la distribucion, pues estamos suponiendo que se conoce su
forma). Observemos que, en general, en las expresiones de estos mo-
mentos aparece el parametro 6. Por otro lado, la igualaciéon de estos
momentos con los momentos muestrales no es extrana, pues por la ley
de los grandes nimeros, cuando el tamano de muestra n es grande, el
k-ésimo momento muestral es cercano (en algin sentido) al k-ésimo
momento poblacional. Por ejemplo, para los dos primeros momentos
tenemos que

1 n

~ M X, ~ BE(X),

nizl

1 S 2 2

;ZXi ~ BE(X?).
=1

Asi, los momentos muestrales son usados para determinar, de manera
aproximada, la distribucion de probabilidad.
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Existencia de los momentos. El método de momentos presupone
que existen y que se pueden encontrar expresiones sencillas para los
momentos de la distribucion en estudio, y que éstas dependen del
parametro o vector de parametros a estimar. Estas condiciones no
necesariamente se cumplen. Por ejemplo, puede comprobarse que la
siguiente distribucién no posee ningin momento finito: para 6 > 0,

02 sixz >0,

f(z;0) =

0 en otro caso.

En este caso el método de momentos no puede aplicarse.

Solucién al sistema de ecuaciones. El método presupone que la
ecuacién o sistema de ecuaciones resultante de la igualacién de los
momentos muestrales y poblacionales tiene una tunica soluciéon y que
ésta es sencilla de encontrar. En general, esto no es asi. Cuando se
tienen dos o mas parametros, el sistema de ecuaciones puede no ser
sencillo de resolver, puesto que las ecuaciones no son necesariamente
lineales. Y suponiendo que es posible resolver el sistema de ecuacio-
nes, las expresiones que se encuentran pueden no tener una forma
compacta o sencilla. Por ejemplo, considere el caso de la distribucion
hipergeo(N, K, n), en donde los tres pardmetros son desconocidos. El
sistema de ecuaciones resultante no es facil de resolver.

Valores del parametro. El método de momentos no garantiza que el
estimador encontrado tome valores en el espacio parametral correspon-
diente. Por ejemplo, si un parametro toma valores enteros, el método
de momentos no necesariamente produce un estimador con valores en-
teros. Por ejemplo, si consideramos que el parametro p es conocido en
la distribucion bin(k, p) y deseamos estimar el parametro desconocido
k mediante el método de momentos, entonces es inmediato encontrar
la solucién k = X /p, lo que no necesariamente produce un valor entero.

En la Tabla 2.1 se muestran los estimadores por el método de momen-
tos para los parametros de algunas distribuciones discretas conocidas. Se
ha supuesto que Xi,...,X,, es una muestra aleatoria de tamano n. En el
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Apéndice A al final del texto se puede consultar la expresién y notacién
de los parametros para estas distribuciones. Sin embargo, observe que el
parametro n se reserva para el tamano de la muestra aleatoria. Para hacer
las formulas cortas se utiliza la siguiente notacion cuando ambos momentos
aparecen en la férmula:

1 n
mp = EZXU
1=1
1 n
- =~V xZ
mo nzzzl i

Es necesario notar que se indica tnicamente el resultado producido por el
método de momentos, sin garantizar que el estimador tome valores en el
espacio parametral correspondiente. Por su complejidad, se ha omitido de
esta tabla la distribucién hipergeo(N, K, n).

En la Tabla 2.2 se presentan los estimadores por el método de momentos
para los parametros de algunas distribuciones continuas conocidas. Se in-
cluye el caso de la distribucién normal desarrollado antes como ejemplo.

De esta manera, teniendo una distribucion de probabilidad dependiente de
uno o mas parametros desconocidos, y si existe el niimero suficiente de sus
momentos, uno puede poner en practica el método de los momentos para
intentar obtener estadisticas que pueden proponerse como estimadores de
los parametros desconocidos.

En la siguiente seccién veremos un segundo método alternativo general para
obtener estimadores para los parametros desconocidos de una distribucion

de probabilidad dada.
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Algunos estimadores por el método de momentos

Distribucién ~ Pardmetro(s) Estimador(es)

unif{1,...,k} ke{l,2,...} k=2X-1

Ber(p) pe(0,1) p=X
bin(k, p) ke{l,2,...} k= mi
) ) 9 ml o (m2 _m%)
~ mo —Mm
pe(0,1) p=1- !
mi
») c0,1) -
€O = —
geo(p p ) b 1+ X
m2
bin neg(r,p) re{l,2,...} F= :
mo —my —Mm
~ mi
pe(0,1) p=—"—5

Poisson(\) A€ (0,00) A=X

Tabla 2.1
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Algunos estimadores por el método de momentos

Distribucién  Pardametro(s) Estimador(es)

4m?2 — 3
unif(a, b) a<b o= T oM
277’1,1—].
8_3m2—2m1
2m1—1
~ 1
A Ae (0 A= —
exp()) € (0,) <
2
o m3
gama(y,A) 7 € (0,0) VS e
X e (0,0) p QL
N(:ua 0-2) e (—OO, OO) :& = X
—1
o2e (0,0) 62="""g2
n
beta(a, b) a € (0,0) a = ma (ma = ?2)
N 1 —mq)(mqy —mo
be (0,00) b=( il 12
X2 (k) ke (0,00) k=X
~ 2m2
t(k ke (0 k=
(k) e (0,0) e
2m?
F(a,b 0 G = L
~ mq
be (0 b=

Tabla 2.2
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Ejercicios

105. Suponiendo dada una muestra aleatoria de tamano n, encuentre el
estimador para 6 por el método de momentos para cada una de las
siguientes distribuciones.

a) Para 0 <6 < 4,

6/4 sioz=1,
flx,0) =< 1—-0/4 si z=2,
0 en otro caso.

b) Para 0 <6 < 6/5,

/2 si x=—1,
0/3 si x =0,
,0) =
f(w,6) 1-50/6 si =1,
0 en otro caso.

c) Para 0 <6 < 3/2,

0/3 si x =0,
1-20/3 si x=1,
,0) =
f(,9) 6/3 sioz=2,
0 en otro caso.
d) Para 6 € IN,
1/0 si z=1,2,...,0,
f(x,0) = {
0 en otro caso.
e) Para 0 € IN,

2x
f(z,0) = 00 +1)

0 en otro caso.

si x=1,2,...,0,
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f) Para0 <60 < 1,

f(a:,@) :{

g) Para 6 >0,
1
0 en otro caso.
h) Para 6 > 0,
2
#2.6) e—f si 0<z<0,
x,0) =

0 en otro caso.

i) Para cualquier 6,

f(2.0) e~ (@0 ¢ <z < oo,
x,0) =
0 en otro caso.
j) Para 6 > 0,
F(z.0) 0291 si 0 <z <1,
xr,0) =
0 en otro caso.

k) Para —1 <0 < 1,

1+0x . | <4 <1
1 JR—
fz,)=4 "2 ° e
0 en otro caso.
[) Para 6 > 0,
20 —x) .
f($,0)= T S1 O<$<9,

0 en otro caso.

(1 —0)*1 si x=1,2,...

0 en otro caso.

ESTIMACION PUNTUAL
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Distribucion doble exponencial. Sea X1, ..., X,, una muestra alea-
toria de la distribucién doble exponencial que aparece especificada
abajo, en donde # > 0 es un parametro desconocido. Encuentre el
estimador para 6 por el método de momentos.

1
f(z,0) = 596_9|x| — 0 < x < 0.

Distribucion Rayleigh. Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria de la
distribucién Rayleigh que aparece especificada abajo, en donde 6§ > 0
es un parametro desconocido. Encuentre el estimador para 6 por el
método de momentos.

f(z,0) = { 2(x/0) e~ 10 si x>0,

0 en otro caso.

Las siguientes distribuciones dependen de dos parametros: uno desco-
nocido denotado por la letra 6, y otro que supondremos conocido y
que se denota por una letra distinta. Encuentre el estimador por el
método de momentos para el parametro desconocido 6, suponiendo
un tamano de muestra n.

a) bin(k,0). i) N(0,02).

b) bin(6, p). J) N(u,0).

c) bin neg(r, ). k) beta(a,).

d) bin neg(d,p). [) beta(6,b).

e) unif(a, 0). m) Weibull(6, A).
f) unif(d,b). n) Weibull(a, 0).
g) gama(f, ). i) F(a,0).

h) gama(~,0). o) F(0,b), b>4.

Algunas distribuciones discretas. Compruebe que los estimadores
por el método de momentos para los parametros de las distribuciones
discretas que aparecen en la Tabla 2.1 son los indicados. Suponga que
X1,...,X, es una muestra aleatoria de tamano n de la distribucién
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en estudio. En caso necesario, consulte el Apéndice A al final del texto
la expresion y notacién de los parametros para estas distribuciones.
Sin embargo, observe que el pardmetro n se ha reservado para el ta-
mano de la muestra aleatoria. Recordemos que m; denota el primer
momento muestral, y mo denota el segundo momento muestral. Se in-
dica unicamente el resultado producido por el método de momentos,
sin garantizar que el estimador tome valores en el espacio parametral
correspondiente.

Valores al azar. Los diez niimeros que aparecen en la tabla de abajo
son valores al azar generados en R de la distribucién geo(#), median-
te el comando rgeom(10,6). Para el parametro 6 se usé uno de dos
valores: 0 = 0.2 6 6 = 0.4. ;Puede usted determinar el valor de 6
que se us6é? Observe que nunca existird una confianza absoluta en la

respuesta.

Observaciones al azar

:13120 1136:3
$2=0 £C7=1
:17320 ZE8=O
5C4=2 $9=3
:13523 131():6

Algunas distribuciones continuas. Compruebe que los estimado-
res por el método de momentos para los parametros de las distribucio-
nes continuas que aparecen en la Tabla 2.2 son los indicados. Suponga
que X1q,...,X, es una muestra aleatoria de tamano n de la distribu-
cién en estudio. En caso necesario, consulte el Apéndice A al final del
texto la expresion y notacién de los parametros para estas distribu-
ciones. Se incluye el caso de la distribuciéon normal desarrollado antes
como ejemplo.

Valores al azar. Los diez numeros que aparecen en la tabla de abajo
son valores al azar generados en R de la distribucién exp(6), mediante
el comando rexp(10, #). Para el pardmetro 6 se usé uno de dos valores:
=2 6 6=5. ;Puede usted determinar el valor de 6 que se us6?
Observe que nunca existira una confianza absoluta en la respuesta.
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Observaciones al azar

x1 = 0.026 xe = 0.015
x9 = 0.370 x7 = 1.069
x3 = 0.665 xg = 0.352
T4 = 1.567 Irg = 0.723
Ty = 0.235 10 = 0.364

Cuatro focos se ponen a prueba permanente hasta que dejan de funcio-
nar. Los tiempos registrados de vida til en horas fueron los siguientes.

Tiempo en horas

x1 = 950 x3 = 1020
x2 = 1050 x4 = 985

Suponga que se acepta la distribuciéon gama(vy, \) como modelo para
el tiempo de vida 1til de los focos.

(Az)7~!

flxiy,A) = L(y)
0 en otro caso.

Ae ™ si x>0,

a) Estime v y A por el método de momentos.

b) Calcule la probabilidad de que un foco nuevo de las mismas ca-
racteristicas tenga un tiempo de vida mayor a 1000 horas.

Distribucion uniforme. Suponga que las cinco cantidades que apa-
recen abajo son observaciones de una variable aleatoria con distribu-
cién uniforme en el intervalo (a,b). Encuentre una estimacion por el
método de momentos para los parametros a y b.

Observaciones
1 =4.0 Ty = 1.5

Tro = 3.2 Iy = 7.2
Ir3 = 0.3
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115. Distribucion Bernoulli o binomial. Al final de cada hora de un
dia de trabajo en una fabrica se escogieron al azar 10 articulos de una
linea de produccién para detectar articulos defectuosos y se obtuvieron
los resultados que aparecen en la tabla de abajo. Use el método de
momentos para estimar la proporcion de articulos defectuosos en esta
linea de produccion.

Hora 1 2 3 4 5 6 7 8
Articulos defectuosos 1 2 1 0 1 2 0 1

2.3. Método de maxima verosimilitud

Este importante método para estimar parametros fue difundido amplia-
mente por el estadistico inglés Ronald Fisher? a través de varios trabajos
publicados durante la década de 1920. Sin embargo, la idea fundamental del
método habia sido usada con anterioridad por varios matematicos impor-
tantes como C. F. Gauss y P. -S. Laplace. La idea que subyace en el método
de maxima verosimilitud aparece en la solucién de muchos otros problemas
de la estadistica.

Para explicar este método, primero definiremos una funcién llamada de vero-
similitud. Tomaremos como base una coleccién de variables aleatorias cuya
distribucién depende de un parametro desconocido que se desea estimar.

Definicién 2.7 La funciéon de verosimilitud de un vector aleatorio
(X1,...,X,) cuya distribucién depende de un parametro 6 se define
como la funcién de densidad o de probabilidad conjunta

L(Q) = le,_“,Xn(xl,...,xn,H). (2.1)

Como la notacién lo sugiere, nos interesa estudiar esta funcién como fun-
cion del parametro 6. Los valores de este pardmetro se encuentran en un

?Ronald Aylmer Fisher (1890-1962), estadistico y genetista inglés.
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cierto espacio parametral ©, y ese es el dominio de definicién de la funcién
de verosimilitud. El parametro desconocido 6 puede tomar valores en un
conjunto discreto, o bien en todo un continuo de valores, dependiendo de la
distribucién de probabilidad considerada. Los nimeros z1, ..., x, son trata-
dos como constantes y son los valores particulares de las variables aleatorias
con el correspondiente subindice.

Observemos que en la definicién no se estd suponiendo necesariamente que
las variables aleatorias Xi,..., X, constituyen una muestra aleatoria. Sin
embargo, cuando sea este el caso, por la hipétesis de independencia, la fun-
cion de verosimilitud adquiere la forma del siguiente producto

L(0) = fx,(21,0) - fx, (zn,0). (2.2)
Y si ahora se usa la hipdtesis de idéntica distribucién, entonces se pueden
omitir los subindices de estos factores y escribir

L(0) = f(x1,0) - f(xn,0).

En la mayoria de los casos consideraremos que la informacion proviene de
una muestra aleatoria y, por lo tanto, la iltima expresion es la que utiliza-
remos para la funciéon de verosimilitud. La letra L procede del término en
inglés Likelihood, que tradicionalmente se ha traducido como verosimilitud.

JEn qué consiste el método de maxima verosimilitud? Consiste
en encontrar el valor de 6 que maximiza a la funciéon L(6). Al valor de
0 en donde L(f) alcanza su méaximo se le llama estimacién de méxima
verosimilitud o estimacion maximo verosimil.

La idea intuitiva es muy natural: se debe encontrar el valor de 6 de tal
forma que los datos observados x1,...,z, tengan maxima probabilidad de
ser obtenidos. La probabilidad de observar estos valores esta directamente
relacionada con la funcién de verosimilitud, y por ello se pide maximizarla.
En el caso de una distribucién discreta, la funcién de verosimilitud es exac-
tamente la probabilidad de observar los valores x1, ..., x,. En ocasiones se
usa la expresion émv para denotar el estimador por maxima verosimilitud
para 6. El significado de las letras que aparecen como subindices es evidente.
Veamos ahora algunos ejemplos.
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Ejemplo 2.13 Encontraremos el estimador maximo verosimil para el para-
metro desconocido de una distribucién exp(f). Suponiendo dada una mues-
tra aleatoria de tamano n de esta distribucion, la funcién de verosimilitud
es, para 0 > 0,

L) = f(x1,0)--- f(zn,0)

= 0 e_exl o« . 0 e_exn

" e—Hna_c

La gréafica de esta funcién se muestra en la Figura 2.1.

L) o ~—— Valor méximo

Figura 2.1

Maximizar la funcién L(0) es equivalente a maximizar In L(f), pues la fun-
cion logaritmo es continua y mondétona creciente en su dominio de definicién.
Hacemos la operacién anterior debido a que la funcién resultante es més facil
de maximizar como veremos a continuacién. Tenemos que

InL(f#) =nInh — Onz.

Derivando respecto a 6 e igualando a cero, se llega a la ecuacion
n
— —nx =0,
0
de donde se obtiene 6 = 1/Z. Observe que hemos escrito 0 en lugar de 0
en esta ultima expresién. Calculando la segunda derivada se puede compro-

bar que en este punto la funciéon de verosimilitud tiene, efectivamente, un
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maximo. Si x1,...,x, son los valores numéricos observados de la muestra
aleatoria, entonces el nimero 6(x1,...,x,) = 1/ es la estimacién méximo
verosimil. El estimador maximo verosimil es, entonces, la variable aleatoria

1

0=—.
X

En el ejemplo anterior fue conveniente maximizar la expresion In L(6) en
lugar de L(0). Existe equivalencia entre ambas expresiones en el sentido de
que el punto en donde se alcanza el maximo de una de las funciones es el
mismo que para la otra funcién, aunque los valores maximos seran distintos.
Observe que no nos interesa calcular el valor maximo de la funcién de ve-
rosimil, sino el punto en el que se alcanza ese valor méaximo. Con frecuencia
se usan transformaciones de este tipo para encontrar con mayor facilidad el
punto buscado.

Por razones de simplicidad hemos escrito la funcién de densidad de la dis-
tribucién exponencial como f(x,6) = fe~%, sin especificar que z > 0. En
sentido estricto, a la expresiéon anterior se le debe multiplicar por la fun-
cién indicadora 1 »)(z). Esto no tuvo consecuencias en el cdlculo anterior
pues en esta funcién indicadora no aparece el parametro 6. Sin embargo, en
aquellas distribuciones en donde el soporte involucra al parametro a esti-
mar, es crucial incorporar al calculo la funcién indicadora correspondiente.
Mas adelante proporcionaremos un ejemplo de esta situacién. Por ahora
consideraremos un ejemplo de una distribucién discreta.

Ejemplo 2.14 Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién
geo(#), con pardmetro 6 desconocido. Encontraremos el estimador por maxi-
ma verosimilitud para . La funcién de verosimilitud es, para 6 € (0, 1),

L) = f(x1,0) - f(zn,0)
0(1—6)"--.0(1—6)
= 0" (1—-06)"".

La grafica de esta funcion se muestra en la Figura 2.2.
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<~—— Valor maximo

Figura 2.2

Tomando logaritmo se obtiene In L(#) = n Inf + nz In (1 — ). Derivando
respecto a 6 e igualando a cero se llega a la ecuacién

. _
01— "

De donde se obtiene que la estimacién es el nimero 6 = 1/(1 + z). Hemos
escrito 0 en lugar de 6. De esta identidad se sigue que el estimador maximo
verosimil es la variable aleatoria

1

f = _.
1+ X

Nuevamente, mediante el calculo de la segunda derivada se puede com-
probar que el valor encontrado es un punto critico en donde la funciéon de
verosimilitud tiene efectivamente un méaximo global en el espacio parametral

0 =(0,1). .

El método de maxima verosimilitud puede aplicarse también en el caso
cuando la distribuciéon depende de dos o mas parametros. En el siguiente
ejemplo encontraremos los estimadores por maxima verosimilitud para los
dos parametros de la distribucién normal.
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Ejemplo 2.15 Dada una muestra aleatoria de tamano n de la distribu-
cién N(u,0?), en donde ambos pardmetros son desconocidos, la funcién de
verosimilitud es, para valores u e Ry o2 > 0,

L(p,0%) = f(@1;p,07) - f(zn;p,07)

La grafica de esta funcién se encuentra en la Figura 2.3 paran =2, 1 =1
y T2 = 3.

Figura 2.3

Buscamos encontrar el punto en donde esta funcién de dos variables alcanza
su valor maximo. Nuevamente, el logaritmo de esta funciéon adquiere una
expresion mas sencilla. Tenemos que

n 1 &
In L(p, 02) = —5 In (2702) — o3 D (i — )
=1
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Por lo tanto,

0 5 1 <

EIHL(M,U ) = ;i;(%’—ﬂ),

0 9 n 1 9
QIHL(%U ) = —@JFT‘ZL;(%—M) -

Igualando a cero ambas derivadas, encontramos un sistema de dos ecuacio-
nes con dos variables,

: . 1 n ) 2 1 n 2
De estas ecuaciones se obtiene p = ~>" j2; y 0° = ~>" (x; — [1)°. Por
lo tanto, los estimadores por el método de maxima verosimilitud son

1 _
po= =YX, =X,
nizl
2= vy xpottle
B nzzl ! B n

Para verificar que la funcién de verosimilitud tiene, efectivamente, un méxi-
mo en el punto encontrado, es necesario calcular la matriz hessiana

i In L(p, 0%) —82 In L(p, 0%)

Y 2 Y
S B T i
PYCEm InL(p,0%) 5555 I L(p,0%)

Se evaltia H en el punto (ji,5?), y se comprueba que la matriz H(fi, 52) es
negativa definida. Véase la pagina 319 del Apéndice A, en donde se hace
una revision de este procedimiento. Observemos que, para esta distribucién,
los estimadores por maxima verosimilitud coinciden con los encontrados
anteriormente por el método de momentos. Esto no siempre es asi. "
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Debe advertirse que la aplicacién de las derivadas para encontrar el maxi-
mo de una funcién de verosimilitud no siempre produce expresiones cerradas
para el estimador o estimadores, como en los casos mostrados. Por ejem-
plo, para la distribucién gama(vy, A), con ambos pardmetros desconocidos,
se encuentra que v y ) satisfacen ciertas ecuaciones que no son faciles de re-
solver y algin método numérico debe utilizarse. Como un segundo ejemplo,
considere la distribucién bin(k, p), con ambos pardmetros desconocidos. La
dificultad aqui radica en que se debe maximizar la funcién de verosimilitud
para una variable entera £ > 1 y una variable continua p en el intervalo
(0,1), para cualquier tamano de muestra n. En este caso el proceso de ma-
ximizacién no es facil de llevar a cabo.

El siguiente ejemplo muestra algunas otras dificultades técnicas que pueden
surgir al buscar el maximo de una funcién de verosimilitud.

Ejemplo 2.16 Consideremos dada una muestra aleatoria tamano n de una
distribucién unif(0, 8), cuya funcién de densidad se puede escribir como sigue

F(.0) = 5 1002,

en donde # > 0 es un parametro desconocido que deseamos estimar. La
funcion de verosimilitud es

LO) = - Le(r1) 1o (Tn)

= gn Lago) (0) - Lo (@)

Se puede comprobar que la funcién L(#) es constante cero hasta el valor
T(p) = MAax; z;, y toma la expresion 1/0™ después de ese valor. Véase la
Figura 2.4, en donde z(; es el i-ésimo valor ordenado de la muestra. En
este ejemplo, consideramos una distribucién de probabilidad en donde es
decisivo en el analisis incorporar el soporte de la distribucion a través de
una funcioén indicadora.
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Figura 2.4

Asi, la funcién de verosimilitud nunca alcanza su maximo, y el estimador
maximo verosimil no existe. Esta situacion puede subsanarse si se considera
que la distribucion uniforme se tiene sobre el intervalo con extremo derecho
cerrado (0,6]. No es dificil darse cuenta que, en este caso, el estimador
maximo verosimil existe y es 6 =X (n)- m

El siguiente es otro ejemplo de una situacion inesperada que surge al aplicar
el método de maxima verosimilitud.

Ejemplo 2.17 Consideremos una muestra aleatoria de tamano n de una
distribucién unif(6,60 + 1), en donde 6 es un parametro desconocido que
puede tomar cualquier valor real y que deseamos estimar. La funcion de
verosimilitud de la muestra aleatoria se puede escribir como sigue

L(0) = Twgery(m1) - Lgg41)(Tn)
= 1(1‘(”)—1,:6(1))(0)'

La tultima igualdad se obtiene de las condiciones 0 < z(1) y 6 + 1 > x(,.
Esto significa que la funcién de verosimilitud es constante 1 para cualquier
valor de 6 en el intervalo (:c(n) — 1,:1;(1)), y por lo tanto es maxima para
cualquier valor del parametro dentro de este intervalo. Es decir, existe una
infinidad no numerable de estimadores maximo verosimiles. "
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Los dos ejemplos anteriores muestran que hay circunstancias en donde el
estimador maximo verosimil puede no existir, o bien, no ser tinico. Sin em-
bargo, en nuestro tratamiento tenderemos a excluir tales casos, y nos refe-
riremos al estimador maximo verosimil como si éste existiera y fuera tunico,
suponiendo implicitamente las condiciones necesarias para que ello ocurra.

Después de haber mostrado algunos ejemplos del método de maxima vero-
similitud, haremos ahora algunas observaciones generales sobre este intere-
sante método para estimar parametros.

= Aplicacion. El método de méaxima verosimilitud puede aplicarse sin
distincién alguna, tanto para distribuciones discretas, como continuas.
Para el caso de distribuciones discretas, puede convenir usar funciones
indicadoras como exponentes para escribir la funcién de probabilidad
como una sola expresion sobre el soporte de la distribucién. Esto se
muestra a continuacion.

p1 Sl x =z,

p2 sl x =2,

flz) =
0 en otro caso.

1{1} _p2{2} coe Sl X =X1,T9,...

p
0 en otro caso.

= Momentos vs verosimilitud. El método de maxima verosimilitud
no produce necesariamente los mismos estimadores que el método de
momentos. Esto es asi porque en cada método se busca el valor de 6
que cumpla ciertas caracteristicas, y éstas son diferentes en cada caso.

= Aplicacién general. En los ejemplos mostrados se aplicé el método
de maxima verosimilitud cuando la funcién de verosimilitud toma la
forma del producto en la ecuacién (2.2). Esto es consecuencia de la
hipdtesis de independencia de las variables de la muestra aleatoria. Sin
embargo, el método es mas general y se puede aplicar también cuando
no se tenga esta hipotesis de independencia y la funciéon a maximizar
es la que aparece en la ecuacién (2.1).
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Diferenciabilidad. El procedimiento usual de maximizaciéon de la
funcién de verosimilitud a través del calculo de derivadas puede lle-
varse a cabo unicamente cuando el pardmetro toma un continuo de
valores, cuando la funciéon de verosimilitud sea diferenciable y cuando
ésta alcance un maximo global en un tnico punto dentro de su domi-
nio. Sin embargo, el método de maxima verosimilitud no presupone
necesariamente el uso de las derivadas para su aplicacion. Por ejemplo,
si un parametro toma valores enteros, otra técnica de maximizacion
debe utilizarse.

Solubilidad. Desde el punto de vista practico, se puede aplicar el
método de maxima verosimilitud si no es demasiado dificil encontrar
el punto en donde la funcién de verosimilitud es maxima. Por ejem-
plo, en el caso de la distribucién gama, suponiendo ambos pardmetros
desconocidos, no existe una féormula explicita para el punto en donde
la funcién de verosimilitud alcanza su maximo.

Valores del parametro. Suponiendo la existencia de un estimador
maximo verosimil, y a diferencia del método de momentos, el método
de maxima verosimilitud garantiza que la estimacion toma un valor en
el espacio parametral correspondiente. Esto es asi por la especificacion
misma del método: la funcién de verosimilitud se debe maximizar
sobre el espacio parametral.

Difeomorfismos. Como se ha ilustrado en los ejemplos, en algunas
ocasiones resulta més conveniente maximizar el logaritmo de la funcién
de verosimilitud que la funcién de verosimilitud misma. Cualquier otra
funcién monétona y diferenciable puede ser usada convenientemente.

Existencia y unicidad. El estimador maximo verosimil puede no
existir como en el caso de la distribucién unif(0, ), y puede no ser
unico como en el caso de la distribucién unif(6, 6 +1). Ambos ejemplos
fueron desarrollados en paginas anteriores.

Cambios en el espacio parametral. Si se reduce el espacio pa-
rametral, es decir, si se reduce el dominio en el que estd definida la
funcion de verosimilitud, es muy posible que el maximo no sea el mis-
mo, y por lo tanto, el estimador méximo verosimil puede cambiar.
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Asi pues, considerar cambios en el espacio parametral puede hacer
aun mas dificil el proceso de encontrar el estimador méximo verosimil
para un parametro.

Existen otros métodos para encontrar estimadores puntuales de parametros.
Dos de ellos son el método de la ji-cuadrada minima y el método de distancia
minima. Ambos pueden consultarse en [18]. Existe también otra perspectiva
distinta para la estadistica en general llamada estadistica bayesiana. Esta
perspectiva provee, en particular, sus propios métodos para la estimacién
de pardmetros. Se puede obtener mayor informacién, por ejemplo, en [3].

Funciones parametrales

En ocasiones nos interesara estudiar funciones de un parametro o conjunto
de pardmetros de una distribucion. Tal concepto se formaliza en la siguiente
definicion.

Definicién 2.8 Sea 6 un parametro o vector de parametros de una dis-
tribucién. A cualquier funcién 6 — 7(60) se le llama funcién parametral.

Veamos algunos ejemplos.

= Si la distribucién en estudio es exp(f), entonces 7(f) = 62> — 1 es un
ejemplo de una funcion parametral.

= En el caso de la distribucién bin(n,p), se puede definir la funcién
parametral correspondiente a la media 7(n,p) = np.

= De manera general, los momentos de una distribucién (suponiendo su
existencia) son funciones de los posibles parametros.

= Las probabilidades de los distintos eventos son ejemplos de funciones
parametrales: si X es una variable aleatoria con distribucién depen-
diente de uno o varios pardmetros, entonces la probabilidad P(X € A)
es una funcién parametral para cada conjunto A de Borel de R.

= Los cuantiles de una distribucién son ejemplos de funciones parame-
trales.
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Estaremos interesados en encontrar estimadores también para estas funcio-
nes parametrales, y estos casos incluyen, por supuesto, a los parametros
individuales.

Supongamos ahora que 0 es el estimador méaximo verosimil para 6. Si con-
sideramos a una funcién parametral 7(f) como un nuevo parametro que
necesita ser estimado por el método de maxima verosimilitud, ;sera cierto
que su estimador maximo verosimil es T(é)? Para responder esta pregunta,
observemos que no esta claro cual es la funcién de verosimilitud asociada a
la funcién parametral 7(6). Vamos a definir primero esta funcién y después

daremos respuesta a la pregunta planteada.

Definicién 2.9 La funcién de verosimilitud asociada a una funcién pa-
rametral 7(0) se denota por L* y se define de la forma siguiente: si 1 es
un posible valor de 7(6), entonces

L*(n) = sup {L(0) : 6 € 71 (n)}. (2.3)

Al posible valor 7 que maximiza L*(n) se le llama el estimador maximo
verosimil para 7(0).

Observemos que el conjunto que aparece en la identidad (2.3) correspon-
de al conjunto no vacio de todas las evaluaciones L(f) en donde 6 es una
preimagen del valor 7 y se puede escribir como L(77%(n)), esto corresponde
a la aplicacién de la funcién L en cada elemento del conjunto 7~ 1(n). Al
tomar el supremo sobre este conjunto se obtiene la funciéon numérica L*(n),
la cual estamos definiendo como la funcién de verosimilitud de la funcion
parametral 7(f). Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.18 Sea L(0) la funcién de verosimilitud de una muestra alea-
toria de la distribucién Ber(f#), con 0 < 6 < 1. Daremos dos ejemplos de
funciones parametrales y encontraremos las funciones de verosimilitud co-
rrespondientes.

= Consideremos la funcién parametral 7(6) = 62. En este caso la funcién
parametral también toma valores en el intervalo (0,1) como lo hace
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@ y es una funcién uno a uno. Véase la Figura 2.5(a). La funcién de
verosimilitud para 7(6) se puede escribir como sigue: para 0 < n < 1,

L*(n) = L(r~"(n)) = L(v/n).

= Consideremos ahora la funcién parametral 7(0) = 6(1 — ). Esta fun-
cién también toma valores en (0, 1) pero, para cada uno de sus valores
n, hay dos preimédgenes 61 y 03 como se muestra en la Figura 2.5(b).
Asi, la funcién de verosimilitud para 7(0) estd dada de la siguiente
manera: para 0 <n <1,

L*(n) = max{L(61), L(62)}.

Figura 2.5

El siguiente resultado justifica la forma de definir la funcion de verosimilitud
para una funcién parametral, pues de esa manera se responde afirmativa-
mente a la pregunta planteada lineas arriba.
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Teorema 2.1 (Principio de invarianza) Si 6 es el estimador méximo
verosimil para un parametro 6, entonces el estimador maximo verosimil
para una funcién parametral 7(6) es 7(6).

Demostracion. Consideremos primero el caso cuando la funcién 6 —
7(0) es uno a uno. Entonces la funcién inversa de 7 existe y la funcién de
verosimilitud para 7(6) se puede expresar de la siguiente forma: si n = 7(0),

L*(n) = L(r~' (1)) = L(0).

De esta manera, el maximo de L*(n) coincide con el méximo de L(f) y este
ultimo se alcanza en 6. Entonces L*(n) alcanza su maximo en n = 7(6).

Veamos ahora el caso cuando 6 — 7(f) no necesariamente es una funcién
uno a uno. Por la identidad (2.3), el valor maximo del conjunto de valores
L*(n) coincide con el valor méximo de L(f). Este tltimo se alcanza en 6.

A

Por lo tanto, si 7} es el valor 7(0), entonces

L*()) = L*(7(8)) = L(r~*((9))) = L(0).

A

La 1ltima afirmacién establece que L(6) es un valor tomado por la funcién

L*(n). Como L(0) es el valor méximo de L(6), también es el valor maximo
de L*(n) y se alcanza para esta tltima funcién en n = 7(0). E

Observemos que el principio de invarianza es también valido cuando el
parametro 6 es un vector de parametros. En efecto, en la demostracién que
hemos presentado no se presupone que 6 sea un parametro unidimensional.
Veamos algunos ejemplos de este resultado.

Ejemplo 2.19 El estimador maximo verosimil para el pardmetro 6 en la
distribucién Bernoulli es X. Entonces el estimador maximo verosimil para la
funcién parametral 2 es X2. Si ahora consideramos la funcién parametral

6(1 — ), entonces su estimador maximo verosimil es X (1 — X). .
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Ejemplo 2.20 Los estimadores maximo verosimiles para los parametros de
la distribucién N(u,0?) son it = X y 62 = ((n — 1)/n) S2. Por el principio
de invarianza, el estimador maximo verosimil para la funcion parametral

a) u+5 es X +5.

b) u+o es X ++/(n—1)/nS.

c) p/o? es (n/(n—1))X/S2

Ejercicios

116. Suponiendo una muestra aleatoria de tamano n, encuentre el estima-
dor por méaxima verosimilitud del parametro € de cada una de las
distribuciones que aparecen en el ejercicio 105 en la pagina 103.

117. Algunas distribuciones discretas. Compruebe que los estimadores
por el método de maxima verosimilitud para los parametros de las
distribuciones discretas que aparecen en la Tabla 2.3 son los indicados.
Suponga que X1, ..., X, es una muestra aleatoria de tamano n de la
distribucién en estudio. En caso necesario consulte el Apéndice A al
final del texto la expresién y notacion de los parametros para estas
distribuciones. Como antes, el parametro n se reserva para el tamano
de la muestra aleatoria.

118. Distribucion binomial. Suponga que los datos que se muestran en
la tabla que aparece abajo corresponden a 50 observaciones de una
variable aleatoria X con distribucién bin(k,p), en donde k = 5 y
p es desconocido. Encuentre el estimador maximo verosimil para la
probabilidad P(X > 2).

119. Distribucion exponencial. Sea X,..., X, una muestra aleatoria
de la distribucién exp(f), en donde # > 0 es desconocido. Supon-
ga que en lugar de observar esta muestra aleatoria se observan las
primeras k estadisticas de orden X (1) < Xy < -+ < X(3), en don-
de k£ < n. Encuentre el estimador méaximo verosimil para # usando

X(l), R ,X(k).
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Algunos estimadores por el
método de maxima verosimilitud

Distribuciéon ~ Pardmetro(s) Estimador(es)

wnif{1,... .k} ke{l,2,...} k= Xu

Ber(p) pe(0,1) p=X

geo(p) pe(0,1) p=

Poisson(\) A€ (0,00) A=X

Tabla 2.3

Distribucion Bernoulli. Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de la
distribucién Ber(f), con 0 < 6 < 1 desconocido. Encuentre el estima-
dor por el método de maxima verosimilitud para la funciéon parametral
7(0) indicada.

a) 7(0) = 62.
b) T(0) = 0/(1 - 9).
¢) T(0)=0-(1—9).

Distribucién uniforme. Considere la distribucién unif[—6, 26], en
donde 6 > 0 es desconocido y se desea estimar a través de una muestra
aleatoria X1,...,X,. Encuentre el estimador para 6 por el método de
maxima verosimilitud.

Distribucion doble exponencial. Sea X1, ..., X, una muestra alea-
toria de la distribucién doble exponencial que aparece especificada
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abajo, en donde # > 0 es un parametro desconocido. Encuentre el
estimador para 6 por el método de maxima verosimilitud.

1
f(z,0) = 59@‘”"“”' — 0 < x < 0.

Distribucion Rayleigh. Sea X1i,..., X, una muestra aleatoria de
la distribuciéon Rayleigh, como aparece abajo, en donde 8 > 0 es un
parametro no conocido. Encuentre el estimador para 6 por maxima
verosimilitud.

2
Lo i g 0,
flz,0)=1 ¢
0 en otro caso.
Sea X1,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién f(x,8) que

se especifica abajo, en donde 6 > 0 es un parametro desconocido.
Encuentre el estimador por el método de maxima verosimilitud para
el pardmetro 6 y para la probabilidad P(X > 1).

1
e s x>0,
f(e:0) =
0 en otro caso.
Sea X1,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién f(x,8) que

se especifica abajo, en donde 6 > —2 es un parametro desconocido.
Encuentre el estimador por el método de maxima verosimilitud para el
parametro 0 y para la probabilidad P(a < X < b),en donde 0 < a < b
son dos constantes conocidas.

o0 { 0 +2) e 0+ & 2 >0,
r:0)=

0 en otro caso.

Las siguientes distribuciones dependen de dos parametros: uno des-
conocido denotado por la letra 6 y otro que supondremos conocido
y que se denota por una letra distinta. Encuentre el estimador por
el método de maxima verosimilitud para el parametro desconocido 6,
suponiendo un tamano de muestra n.
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a) bin(k,0). e) gama(vy, ).
b) bin neg(r, ). f) N(8,02).
¢) unif(a, 0]. 9) N(u,0).
d) unifff,b). h) Weibull(c, 0).
Tres parametros. Sean X1,...,X, v Y1,...,Y,, dos muestras alea-

torias independientes, la primera de la distribucién N(uy,0?) y la se-
gunda de la distribucién N(us2, 0?), en donde todos los pardmetros son
desconocidos. Observe que la varianza es la misma para ambas distri-
buciones y que los tamanos de muestra no son necesariamente iguales.
Encuentre el estimador por el método de maxima verosimilitud para
el vector de pardmetros (ji1, f2, 02).

Proceso de Poisson. Un proceso de Poisson de parametro 6 >
0 es un proceso estocdstico a tiempo continuo {X; : t = 0} que
satisface las siguientes propiedades.

a) Xo =0 cs.
b) Tiene incrementos independientes.
c) Xt — X5 ~ Poisson(0(t — s)), para0<s<t.

Suponga que el parametro 6 es desconocido y que deseamos estimarlo a

través de n observaciones Xy, ..., Xy, de una trayectoria del proceso,
en donde 0 < t; < --- < t,, son tiempos fijos. Observe que las varia-
bles aleatorias observadas Xy, ..., X, no son independientes. Use el

método de maxima verosimilitud para estimar 6.
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129. Movimiento browniano. Un movimiento browniano unidimen-
sional de parametro 6 > 0 es un proceso estocastico a tiempo con-
tinuo {B; : t = 0} que satisface las siguientes propiedades.

a) By =0 c.s.

b) Las trayectorias son continuas.

c¢) Tiene incrementos independientes.

d) By — Bs ~N(0,0(t —s)), para0<s<t.

Suponga que el parametro 6 es desconocido y que deseamos estimarlo a

través de n observaciones By, ..., B; de una trayectoria del proceso,
en donde 0 < t; < --- < t,, son tiempos fijos. Observe que las varia-
bles aleatorias observadas By, ..., B, no son independientes. Use el

método de maxima verosimilitud para estimar 6.

2.4. Insesgamiento

Teniendo una o posiblemente varias estadisticas que pueden considerarse
candidatas para ser usadas como estimadores para los parametros descono-
cidos de una distribucién de probabilidad, uno puede dedicarse a la tarea
de estudiar sus propiedades a fin de escoger el mejor estimador posible.
Pero, ;qué caracteristicas hacen que un estimador sea bueno? Hay varias
respuestas a esta pregunta. En las siguientes secciones veremos que pueden
establecerse varias buenas cualidades para un estimador.

Una primera buena propiedad que se le puede pedir a un estimador es que su
valor promedio coincida con el parametro a estimar. Esta idea se formaliza
en la siguiente definicion.

Definicién 2.10 Un estimador 6 es insesgado para el parametro 6 si
cumple la condicién

E(0) = 0.
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Esta es una muy buena propiedad para un estimador, pues siendo un estima-
dor una variable aleatoria, y si su objetivo es estimar el valor del parametro,
entonces es alentador saber que su valor promedio es justamente el valor a
estimar. En los siguientes ejemplos mostraremos que es posible verificar esta
propiedad de insesgamiento, a pesar de no conocer el valor del parametro.

Ejemplo 2.21 Comprobaremos que la media muestral es un estimador in-
sesgado para el parametro de la distribucién Poisson(f). Por la propiedad
de linealidad de la esperanza tenemos que

De esta manera, sin conocer el valor de 6, hemos comprobado que la espe-
ranza del estimador X es igual a 6. &

:I'—‘
SIP—‘

Es interesante observar que el calculo desarrollado en el ejemplo anterior no
depende de la distribucién en estudio, de modo que podemos afirmar que la
media muestral es siempre un estimador insesgado del posible parametro o
funcion parametral que pudiera aparecer en la esperanza de la distribucién
de interés. Por ejemplo, si la distribucién en cuestion es bin(k, p), entonces
X es un estimador insesgado para la funcién parametral kp.

Como uno puede imaginar, los estimadores insesgados no son necesariamen-
te tinicos. Pueden proponerse varias estadisticas que resulten ser estimado-
res insesgados para un mismo parametro. Esto se muestra en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.22 Sea X, Xo, X3 una muestra aleatoria de tamano n = 3
de la distribucién Ber(f), con # > 0 desconocido. Usando la propiedad de
linealidad de la esperanza, se puede comprobar que todos los siguientes
estimadores para 6 son insesgados.
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(@)
N—"

D
w

|

1
5 (X1 +2X5 + 3X;).

£
>
=

I

(X(l) + X(z) + X(3))

Wl =

La situacién mostrada en el ejemplo anterior plantea ahora el problema de
determinar cuando un estimador insesgado es mejor que otro estimador in-
sesgado. Regresaremos a este problema mas adelante. Por ahora seguiremos
estudiando cuestiones relativas al insesgamiento. El siguiente es un ejemplo
menos evidente e importante de insesgamiento.

Ejemplo 2.23 Consideremos dada una muestra aleatoria de tamano n de
la distribucion N (u,0), en donde la varianza 6 > 0 es desconocida y es el
parametro que nos interesa estimar. Podemos suponer que el parametro p
es conocido aunque esta hipétesis no es relevante en el siguiente analisis.
Recordemos que la varianza muestral es una estadistica definida como sigue

1

n—1 +
7

S? =

(X; — X)%
=1

Comprobaremos que S? es un estimador insesgado para 6. Esta es la razén
por la que aparece el término n — 1 como denominador en la definiciéon de
varianza muestral, y no n, como uno inicialmente supondria. Tenemos que

Bs?) = B(—1 Y (% - X))

E(X?) - 2E(X;X) + E(X?). (2.4)

n—1: !

K3

1 n

Se puede comprobar que

2 . . .
o si i # j,
E(XZ-Xj) = {

O+ p? sii=j.

Substituyendo estas expresiones en (2.4) y simplificando se comprueba que
E(S?) = 0. Es decir, S? es un estimador insesgado para 6. .
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Observamos nuevamente que los calculos anteriores son validos para cual-
quier distribucién con segundo momento finito, no inicamente para la dis-
tribucién normal. Hemos usado tnicamente la propiedad de la linealidad de
la esperanza y las hipétesis de independencia e idéntica distribucion de las
variables de la muestra aleatoria.

Asi, la varianza muestral es siempre un estimador insesgado del posible
parametro o funcién parametral que pudiera aparecer en la varianza de
la distribucion de interés. Por ejemplo, si la distribucién en cuestion es
bin(k, p), entonces S? es un estimador insesgado para la funcién parametral

kp(1 —p).

En la seccion de ejercicios aparecen varios ejemplos en donde se verifica que
ni el método de momentos, ni el método de maxima verosimilitud producen
necesariamente estimadores que cumplen la propiedad de insesgamiento.

Insesgamiento para funciones parametrales

Como hemos mostrado antes, el concepto de insesgamiento se aplica no sélo
para un parametro de una distribucion de probabilidad, sino también para
funciones parametrales. Aqui tenemos entonces una extensién evidente de
la definicién de insesgamiento dada anteriormente.

Definiciéon 2.11 Sea 6 un parametro o un vector de parametros y sea
7(0) una funcién parametral . Una estadistica 7' es un estimador in-
sesgado para 7(6) si

Por ejemplo, hemos mostrado que la media muestral es siempre un estima-
dor insesgado para la media de la distribucién y que la varianza muestral
es insesgado para la varianza de la distribucién. Hemos mencionado en los
ejemplos anteriores el caso de la distribucion binomial. Podemos ahora con-
siderar la distribucién unif (a, b) y afirmar que el estimador X es insesgado
para la funcién parametral media (a+b)/2, y que el estimador S? es también
insesgado para la funcién parametral varianza (b — a)?/12.



2.4 INSESGAMIENTO 131

Funciones de estimadores insesgados

Sea § un estimador insesgado para un pardmetro 6 y sea ¢ una funcién
dada, con un dominio de definicién adecuado. Nos interesa considerar la
estadistica gp(é) y el problema es el siguiente: ;se preserva el insesgamiento
bajo transformaciones? Es decir, nos preguntamos si go(é) es un estimador
insesgado para ¢(f). La respuesta es, en general, negativa e ilustraremos
esto con un ejemplo. Sea ¢(z) = z2. Aplicaremos esta funcién al estimador
insesgado § = X para el pardmetro de la distribucién Poisson(6). Tenemos

que

E@% = E(i){i)2

Es decir, 62 no es insesgado para #?. Este hecho es consecuencia de que,
en general, E(p(-)) # ¢(E(+)). Sin embargo, es interesante observar que en
este ejemplo en particular se cumple que F (é2) — 62 cuando n — 0. A esta
propiedad limite de los estimadores le llamaremos insesgamiento asintoético.
Ese es el tema que estudiaremos en la siguiente seccion y corresponde a una
propiedad mas débil que el insesgamiento.

Regresando al tema en estudio, dado que la respuesta a la pregunta arri-
ba planteada es negativa, surge de manera inmediata otra pregunta: ;ba-
jo qué condiciones sobre una transformacion se preserva el insesgamiento?
Tal transformacién debe satisfacer E(p(0)) = ¢(0) = ¢(E(f)). Es decir,
la transformacién ¢ debe satisfacer la identidad E(¢(-)) = ¢(E(:)). Esta
ecuacion se cumple en muy pocos casos. En efecto, si consideramos que el

estimador en cuestiéon no es constante, entonces se puede comprobar que ¢
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debe ser una funcién lineal necesariamente. Asi, omitiendo los casos trivia-
les de estimadores constantes, iinicamente para transformaciones lineales se
preserva el insesgamiento de manera general.

Ejercicios

130.

131.

132.

133.

134.

Sea 9 un estlmador para un parametro 0 de una distribucion. De-
muestre que si 0 5 0, entonces 6, es asintGticamente insesgado.

Distribucion Bernoulli. Sea X1, X9 una muestra aleatoria de ta-
mano n = 2 de la distribucién Bernoulli con parametro desconocido
6. Demuestre que el siguiente estimador es insesgado para 6.

i_ ot A
2

Distribucion Bernoulli. Sabemos que § = X es un estimador in-
sesgado para el parametro 6 de la distribucién Bernoulli. Demuestre
que el estimador é(l — 9) no es insesgado para la varianza de esta dis-
tribucién. Este es otro ejemplo que muestra que el insesgamiento no
se preserva bajo transformaciones. Proponga un estimador insesgado
para la varianza.

Distribucion binomial. Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de
la distribucién bin(k, 8), en donde el nimero de ensayos k es conoci-
do y la probabilidad 6 es desconocida. Demuestre que los siguientes
estimadores son insesgados para el parametro 6.

~ 1
a) QZEXl
1

- (X 4+ X).
kn(1+ + Xn)

b) 6

Distribucion binomial. Sean Xj,...,X,, variables aleatorias in-
dependientes tal que la k-ésima variable aleatoria tiene distribucion
bin(ng, d), para k = 1,...,m. Suponga que los pardmetros ni,...,ny,
son conocidos y 6 es desconocido. Determine si los siguientes estima-
dores son insesgados para 6.
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~ Xi4 o+ X
a) 0= :
ni+ -+ ny
b) b — X1 +2Xo+ - +mX,
ny+2ng + - Fmny,
135. Distribucion geométrica. Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria de

la distribucién geo(#), en donde 6 es desconocido.

a) Los estimadores para 6 por el método de momentos y por el
método de maxima verosimilitud coinciden y aparece especificado
abajo. Demuestre que este estimador no es insesgado.

1

0 = _.
1+ X

Esto demuestra que el método de momentos y el método de maxi-
ma verosimilitud no garantizan la propiedad de insesgamiento.

b) Demuestre que el siguiente estimador es insesgado para 6. Su-
ponga n = 2.

A 1
0= —=.
136. Distribucién binomial negativa. Sea X1, ..., X,, una muestra alea-

toria de la distribucién bin neg(r, #), en donde la probabilidad 6 es
desconocida y r > 1 es un entero conocido.

a) Los estimadores para 6 por el método de momentos y por el
método de méaxima verosimilitud coinciden y aparece especificado
abajo. Demuestre que este estimador no es insesgado.

r

0 = _.
r+ X

Este es otro ejemplo en donde se muestra que el método de mo-
mentos y el método de maxima verosimilitud no garantizan el
insesgamiento.

b) Demuestre que el siguiente estimador es insesgado para 6. Su-

ponga nr = 2.
1

1+ -2 X'

nr—1

0 =
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Distribucion exponencial. Sea X7,...,X,, una muestra aleatoria
de la distribucién exp(f), en donde 6 es desconocido. Aplicando del
método de momentos o bien el método de maxima verosimilitud, se
obtiene el estimador que aparece abajo. Demuestre que este estimador
no es insesgado. Proponga un estimador insesgado.

~ 1
0=—.
X
Distribucion doble exponencial. Sea X7, ..., X, una muestra alea-

toria de la distribucion doble exponencial de parametro desconocido
0> 0.

f(z,0) = ge—9|w|, —0 < < 0.

Demuestre que el estimador por maxima verosimilitud 6, que aparece
abajo, no es insesgado. Proponga un estimador insesgado.

A 1
0 =
1
" Z | X
i=1
Distribuciéon normal. Sea X7, ..., X, una muestra aleatoria de ta-

maiio n = 4 de la distribucién N(6,0?), en donde la media 6 es des-
conocida y la varianza o2 es conocida. Se proponen los siguientes es-
timadores para 6. Determine cudl de ellos es el mejor en el sentido de
ser insesgado y tener varianza menor.

a) él = Xj. f) é(; = X1 + 0y — Xy4.
b) Oy = X1 + Xy4. 1
) Or = X1+ X g9) b7 = ~(3X1 + 2X> + X3).
C) 03 = (Xl + X4)/2. 6
d) 0, = (X1 + X4)/3. .1 &
A — h 0 = — 'X’L
¢) 05 = X. ) 05 =15 2,
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Distribucion normal. Sea Xq,...,X,, una muestra aleatoria de la
distribucién N(6,02) con 6 y o2 desconocidos. Demuestre que la es-
tadistica que se define a continuacion es un estimador insesgado para
el parametro 6.

2X1+4Xo + -+ 2nX,

b= n(n + 1)

Distribucion Rayleigh. El estimador por maxima verosimilitud pa-
ra el pardmetro 6 de la distribucién Rayleigh, que se especifica abajo,
es @ = (1/n) X1 | X2. Demuestre que este estimador es insesgado.

2.’13 —.7}2/9 .
—e si x>0,
f(xa 9) - 0
0 en otro caso.
Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de la distribucién f(x, ) que se

especifica abajo, en donde 0 es un parametro desconocido. Demuestre
que X no es un estimador insesgado para 6. Construya uno que lo sea.

e (@0 s x>0,

=]
0 en otro caso.

Sea Xi,...,X,, una muestra aleatoria de la distribucién que aparece

abajo, en donde # > 0 es un parametro desconocido. Sea 0 el estima-

dor por maxima verosimilitud. Demuestre que 6 no es un estimador

insesgado para 6. Proponga uno que lo sea.

@+1)2% si 0<2<1,

f(:lj,e) _{

0 en otro caso.

Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de la distribuciéon que aparece
abajo, en donde # es una constante arbitraria desconocida. Demuestre
que X no es un estimador insesgado para 6. Construya uno que lo sea.

e~ (@0 ¢ 1>,
- |

0 en otro caso.
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145. Considere dada una muestra aleatoria de la distribucién f(x,6) como
aparece especificada abajo, en donde —1 < # < 1 es un parametro
desconocido. Demuestre que el estimador por el método de momentos
dado por 6 = (5/n) 37, X3 es insesgado.

1+ 0x
f(z,0) = 2

0 en otro caso.

si —1l<ax<l,

146. Considere dada una muestra aleatoria de la distribucién f(x, ) como
aparece especificada abajo, en donde 6§ > 0 es un parametro descono-
cido. Demuestre que el estimador por el método de momentos dado
por 6 =3X es insesgado.

200 —x) .
f(x,0)= 0—2 S1 0<1’<9,
0 en otro caso.
147. Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de la distribucién f(z, ) que se

especifica abajo, en donde 6 > 0 es desconocido.

621 s 0<az <1,

f(:lj‘,e) = {

0 en otro caso.

a) Demuestre que — In X; tiene distribucién exp(#).

b) Demuestre que el estimador por el método de méaxima verosimi-
litud # = —n/ > ; In X; no es insesgado.

c) Con base en el inciso anterior, encuentre un estimador insesgado
para 6.

148. Sea X1i,..., X, una muestra aleatoria de una poblacién con media
conocida p y varianza desconocida 6. Demuestre que el siguiente esti-
mador es insesgado para 6.

0 = (Xz - ,LL)2.

1

1 n
n
1=
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Combinacion lineal convexa de estimadores insesgados. Sean
6, y 65 dos estimadores insesgados para un parametro 6. Demuestre
que, para cualquier valor real de «, el siguiente estimador también es
insesgado para 6.

0 =ab+(1—a)bs.

Distribuciéon normal. Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de una
poblacién con distribucién N(0, ), con 8 > 0 desconocido. Demuestre
que el siguiente estimador es insesgado para 6.

o2 i X?
T n v
=1
Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucion dependiente

de un parametro desconocido # y cuya media es este mismo parametro.
Considere la estadistica

T = p1(X1) - on(Xn),

en donde ¢1, ..., y, son funciones lineales de coeficientes conocidos.
Demuestre que T es insesgado para la funciéon parametral

7(0) = ©1(0) - - - on(0).

Funcién de un estimador insesgado no es necesariamente in-
sesgado. Sabemos que # = X es un estimador insesgado para el
parametro 6 de la distribucion Bernoulli. Demuestre directamente que

6(1 — 0) no es insesgado para la varianza de esta distribucién pero es,
sin embargo, asintéticamente insesgado.

Sea X1,...,X,, una muestra aleatoria de una distribucién con funcién
de densidad o de probabilidad f(z,0), cuya media es el parametro 6,
considerado desconocido. Sea & el espacio de todos los estimadores
lineales para @ como se especifica abajo. Demuestre que X es el tinico
elemento de & que es insesgado y tiene varianza minima.

E={a X1+ +a, X, : ay,...,a, € R}.
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Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién con fun-
cién de densidad o de probabilidad f(x, ) dependiente de un parame-
tro desconocido 6 y tal que su media es este mismo parametro. Sean
ai,...,a, constantes cualesquiera tales que a1 +- - - +a, # 0. Demues-
tre que el siguiente estimador es insesgado para 6.

a1 X1 +as X9+ -+ apXy,
ap + - +ap '

b

Proceso de Poisson. En el ejercicio 128 se pide encontrar el esti-
mador maximo verosimil para el pardmetro 6 del proceso de Poisson.
Demuestre que este estimador, el cual aparece especificado abajo, es
insesgado.

Xt,

tn

é:

Movimiento browniano. En el ejercicio 129 se pide encontrar el
estimador maximo verosimil para el parametro 6 del movimiento brow-
niano. Demuestre que este estimador, el cual aparece especificado aba-
jo, es insesgado.

| By, — By, )?
9:_2( t; tzfl) .
n “ ti_ti—l

El insesgamiento no se preserva bajo transformaciones. Sea
7(0) una funcién parametral. Si 0 es un estimador insesgado para 6,
entonces no necesariamente 7(6) es insesgado para 7(6). Compruebe
esta afirmacién en el caso del estimador insesgado 6 = X para el

pardmetro de la distribucién Ber(f) y la funcién parametral 7(0) = 62.

Insesgamiento asintotico

estimador # para un pardametro desconocido 6 no es insesgado, entonces

A~

se dice que es sesgado y a la diferencia E(0)— 0 se le llama sesgo. Es posible
que este sesgo pueda hacerse cada vez mas pequeno conforme el tamano de la
muestra n crece. Si en el limite cuando n — o0 el sesgo se hace cero, entonces
se dice que el estimador es asintéticamente insesgado. Antes de escribir el
enunciado formal de esta definicién debemos mencionar que escribiremos
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én en lugar de 0 cuando deseemos enfatizar la posible dependencia de un
estimador del tamano n de la muestra aleatoria. Aqui tenemos la definicién.

Definiciéon 2.12 Una estadistica 6,,, basada en una muestra aleatoria
de tamano n, es un estimador asintoticamente insesgado para un

parametro 0 si A
lim E(0,) = 0. (2.5)

n—a0

Es claro que todo estimador insesgado es asintéticamente insesgado pues la
condicién (2.5) se cumple sin necesidad de tomar el limite. Por otro lado,
mas adelante tendremos multiples oportunidades de mostrar que existen
estimadores asintéticamente insesgados que no son insesgados. Estas dos
relaciones generales se muestran graficamente en la Figura 2.6.

Estimadores
asintéticamente insesgados

Estimadores
insesgados

Figura 2.6

A continuacién se presenta un ejemplo de insesgamiento asintético. En la
seccion de ejercicios se encuentran muchos otros ejemplos.

Ejemplo 2.24 Consideremos nuevamente el caso de la distribucién N (u, 6),
en donde la varianza 6 > 0 desconocida. Defina el estimador

0, =

S|

i(Xl — X)2.
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Puede comprobarse que 6,, no es insesgado para 6 pero es asintéticamente
insesgado, pues
n n—1

5?) = n-l1 E(S?) = 0 0.

n n n n—0o0

n—1

De esta manera, aunque 6,, no cumple la propiedad de ser insesgado, su valor
Y Y

promedio no dista demasiado del valor del parametro a estimar cuando el

tamano de la muestra es grande. m

Funciones de estimadores asintéticamente insesgados

Sea én un estimador asintéticamente insesgado para un parametro 6, cons-
truido a partir de una muestra aleatoria de tamano n, y sea ¢ una funciéon
dada, con dominio de definicién adecuado. La pregunta que nos planteamos
es la siguiente: ;Se preserva el insesgamiento asintotico bajo transformacio-
nes? Es decir, nos preguntamos si go(én) también es un estimador asintoti-
camente insesgado para ¢(#). La respuesta es, en general, negativa. Resulta
que la propiedad de insesgamiento asintotico no se preserva bajo transfor-
maciones y no es muy dificil dar un ejemplo de esta situaciéon. Considere la
funcién o(z) = z2 aplicada al estimador insesgado 6, = (X + X,)/2 para
el pardmetro 0 de la distribucién Poisson. Siendo 6, insesgado, es asint6ti-
camente insesgado. Sin embargo, E(62) no converge a 6% pues se puede
comprobar que E(62) = 62 + 6/2.

Anteriormente habiamos mencionado que, en general, el insesgamiento se
preserva unicamente bajo transformaciones lineales. Como todo estimador
insesgado es asintoticamente insesgado, la misma afirmacién se cumple para
la preservacién del insesgamiento asintotico.

Ejercicios

158. Distribucion Bernoulli. Sea X7,..., X, una muestra aleatoria de
una distribucién Ber(6), con 6 desconocido. Demuestre que el estima-
dor X(1 — X) es asintéticamente insesgado para la varianza de esta
distribucién.
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Distribucion Poisson. Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria de una
distribucién Poisson(6), en donde 6 > 0 es desconocido. Demuestre que
X? es asint6ticamente insesgado para 62.

Distribucion uniforme. Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de
una distribucién unif(0, #), en donde 6 > 0 es desconocido.

a) Demuestre que el estimador 6,, = X(n) 1o es insesgado para 0,
sin embargo, es asintéticamente insesgado.

b) Encuentre un estimador insesgado para 6.

Distribucion exponencial. Sea X1,..., X, una muestra aleatoria
de una distribucién exp(), con 6 desconocido. Demuestre que el esti-
mador por maxima verosimilitud que aparece abajo es asintéticamente
insesgado.

A 1
Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucién dependiente

de un parametro desconocido 6, cuya media es este mismo parametro
y con segundo momento finito. Demuestre que la estadistica X? es un
estimador asintéticamente insesgado para 62.

Maxima verosimilitud no implica insesgamiento. Sabemos que
el estimador maximo verosimil para el parametro 6 de la distribucion
exponencial es 6 = 1/X. Demuestre que 6 no es insesgado pero es
asintoticamente insesgado.

Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucién con funcién
de densidad o de probabilidad f(z,0) como aparece abajo, en donde
0 es un parametro desconocido y con valores reales. Demuestre que el
estimador por méxima verosimilitud § = X (1) 1o es insesgado pero es
asintéticamente insesgado para 6.

e @0 s x>0,

f(x,@) :{

0 en otro caso.

Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de la distribucién f(x, ) que se
especifica abajo, en donde # > 0 es desconocido. Sabemos que el es-
timador por el método de maxima verosimilitud 6,, = —n/> " | In X
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no es insesgado. Véase el ejercicio 147. Demuestre que 6,, es asintoti-
camente insesgado.

f(xve) =

0291 si 0 <z <1,
0 en otro caso.

2.6. Consistencia

Otra manera de medir la bondad de un estimador es a través de la consisten-
cia. Esta propiedad establece la convergencia en probabilidad del estimador
al parametro a estimar cuando el tamano de la muestra crece a infinito.

Definicién 2.13 Sea 6, un estimador para 6 basado en una muestra
aleatoria de tamano n. Se dice que 6, es consistente para 6 si 6,, — 6
en probabilidad, cuando n — o0. Esto es, para cualquier € > 0,

lim P(|6, — 6] > €) = 0.

n—ao0

De esta manera, la cercania del estimador al pardametro se define en el sentido
de la convergencia en probabilidad y se usa la notacién 0, > 6. Observe
nuevamente que hemos anadido el tamano de la muestra n como subindice
en el estimador para enfatizar su dependencia implicita, o explicita, de esta
cantidad. Veamos un ejemplo de la propiedad de consistencia.

Ejemplo 2.25 Sea X una variable aleatoria con funciéon de densidad o de
probabilidad f(x, 8), dependiente de un parametro desconocido 0, el cual se
desea estimar a través de una muestra aleatoria de tamano n. Supongamos
que F(X) = 6. Tal situacién se presenta, por ejemplo, en la distribucién
Bernoulli, la distribucién Poisson, o la distribucion normal. Entonces, por
la ley débil de los grandes niimeros, el estimador 0, = X es consistente para
6 pues, cuando n — o0,

A

0, 5 0.
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En general, puede ser una tarea complicada demostrar la convergencia en
probabilidad de una sucesién cualquiera de variables aleatorias. Sin embar-
go, cuando el limite es una constante, en este caso el parametro a estimar,
tenemos el siguiente criterio para demostrar la propiedad de consistencia.

Proposicién 2.1 (Criterio para consistencia) Sea 6,, un estimador
para 6, basado en una muestra aleatoria de tamano n. Si

a) lim E(0,) =0y

n—00

b) lim Var(d,) = 0,

n—00

entonces 6,, es consistente.

Demostracion. Se usa la siguiente versién de la desigualdad de Cheby-
shev: para cualquier € > 0 y cualquier nimero real a,

P(X —al > ) < éE(X —a)’.
Entonces
P(lf, — 6> ¢) < E%E(én —0)?
_ 12 E((Bn — E(0,)) + (E(6,) — 0))?
_ ;2 [ Var(0,,) + (E(0,,) — 6)%]

— 0 cuando n — oo.
]

Es decir, si un estimador es asintéticamente insesgado y su varianza tiende
a cero, entonces es consistente. En particular, cuando se desee probar la pro-
piedad de consistencia para un estimador insesgado, es suficiente verificar
que la varianza del estimador converge a cero.
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Ejemplo 2.26 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién
exp(0). El estimador méximo verosimil para 6 estéd dado por 6, = 1/X.
Puede verificarse que este estimador no es insesgado pero es asintoticamen-
te insesgado. Por lo tanto, para verificar la propiedad de consistencia es
suficiente demostrar que Var(én) tiende a cero cuando n tiende a infini-
to. Recordemos que Xj + --- 4+ X, tiene distribucién gama(n, 6). Entonces,
llevando a cabo las integrales correspondientes puede comprobarse que

2

n n

Var(1/X) = E — E?
- n’ 02 _ G 62
(n—1)(n—2) (n—1)2
— 0 cuandon — 0.
Concluimos que el estimador 6, =1 /X es, efectivamente, consistente. "

Por otro lado, es 1til recordar que cuando el limite de una sucesién de va-
riables aleatorias es una constante, la convergencia en probabilidad es equi-
valente a la convergencia en distribucién. Puede consultarse este resultado
en [12]. Por lo tanto, tenemos que un estimador es consistente si converge

L , : 0 A d
en distribucion al parametro a estimar. Esto se escribe 6, — 0 y puede
resultar un mecanismo alternativo mas facil de verificar para demostrar la
propiedad de consistencia.

Proposicion 2.2 (Criterio para consistencia) El estimador 0, es
consistente para el parametro 6 si, y sélo si, para cualquier x # 0,

. 1 si x>0,
lim P(0, <z) = .
N—>00 0 si z<8@.

Demostracion. La convergencia en probabilidad y la convergencia en
distribucién son equivalentes cuando el limite es constante. La funcién de
distribucién de la variable aleatoria constante 6 toma tinicamente los valores
1 y 0 como aparece en la expresion de la derecha. "



2.6 CONSISTENCIA 145

Es dificil no preguntarse si existe alguna relacién entre el insesgamiento y
la consistencia de un estimador. ;Podria una propiedad implicar la otra?
La respuesta es negativa. En el diagrama de la Figura 2.7 se muestra grafi-
camente que pueden presentarse todas las posibles relaciones entre estos
dos conceptos. En este diagrama se pueden identificar 5 regiones disjuntas
y en la Tabla 2.4 se dan casos particulares de estimadores que pertenecen
a cada una de estas regiones en el caso de estimacion del parametro de la
distribucién Bernoulli.

>

Estimadores
asintoticamente
insesgados (d) (b)
Estimadores
consistentes (e)
Estimadores
insesgados (c) (a)

>

Figura 2.7

No es muy dificil comprobar las afirmaciones que aparecen en la Tabla 2.4.
El inciso (e) se desarrolla en el siguiente ejemplo. En la seccién de ejercicios
se muestran algunos otros ejemplos de las situaciones generales mostradas
en la Figura 2.7.
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Estimadores para el parametro de la distribucién Ber(6)

Estimador  Insesgado Asint. insesgado  Consistente

(a) X si si si

(b) 2-X no si si

(c) X1 si si no

(d) = X1 no si no

(e) Ejemplo 2.27 no no si
Tabla 2.4

Ejemplo 2.27 (La consistencia no implica el insesgamiento, ni el
insesgamiento asintético.) Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de la
distribucién Ber(#), con 6 desconocido. Sea Z otra variable aleatoria con
distribucién Ber(1/n) e independiente de las anteriores. Defina ahora el es-
timador

. X si Z=0,
en - .
n si 4=1.
Se comprueba que én no es insesgado, ni asintéticamente insesgado, pues
E6,) = E@0,|Z=0P(Z=0)+E@0,|Z=1)P(Z=1)
—1
- 9141
n

— 0+ 1 cuando n — 0.

Sin embargo, 0, es consistente pues para cualquier € > 0,

P(l0,—0|>¢) = P(,—0|>¢|Z=0)P(Z=0)
+P(16,—0|>€|Z=1)P(Z =1)

- —1 1

= P(X 0> ——+P(n—0]>¢ -

n

— 0 cuando n — 0.
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Para concluir esta seccién y a manera de resumen de las definiciones de in-
sesgamiento, insesgamiento asintético y consistencia, tenemos la tabla que
aparece abajo.

Condicion Propiedad

E(6,) =0 Insesgamiento
E(6,) — 6 Insesgamiento asintético
0, A Consistencia

Tabla 2.5

Observe que cualquier otro criterio de convergencia o acercamiento de un
estimador al parametro desconocido puede ser considerado como una pro-
piedad deseable y eso genera otras posibles cualidades adicionales para el
estimador.

Ejercicios

166. Convergencia en distribucién. Demuestre que un estimador 6,, es
consistente para el parametro 6 si, y sélo si, 6,, converge en distribucion
a la constante 6.

167. Propiedades de la convergencia en probabilidad a una cons-
tante. Sea 6,, un estimador consistente para . Demuestre que

a) af,, + b es consistente para af + b. Suponga a # 0.

b) |0, es consistente para |6].

c) 92 es consistente para 6.

d) e es consistente para ef.

e) 1/0, es consistente para 1/6, suponiendo 6, # 0,6 # 0.

En el siguiente ejercicio se generalizan estos resultados.
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Funciones continuas de estimadores consistentes. Sea én un
estimador consistente para 6 y sea ¢ una funcién continua con do-
minio adecuado. Demuestre que go(én) es consistente para la funcién
parametral ¢(6).

Desigualdad de Chebyshev. Sea X una variable aleatoria con se-
gundo momento finito. Demuestre que para cualquier € > 0 y cualquier
numero real a,

1

P(|X —a| >¢) < -

E(X —a)>.

€

Cuando se toma a = E(X), se obtiene

1
P(|X — E(X)| > €) < - Var(X).
€
Distribuciéon Bernoulli. Sea Xq,...,X,, una muestra aleatoria de
la distribucién Ber(f), con 6 desconocido. Demuestre que X es un
estimador consistente para 6.

Distribucion uniforme. Sea X7, ..., X,, una muestra aleatoria de la
distribucién unif(0, 8), con pardmetro § > 0 desconocido. Demuestre
que max{Xy,...,X,} es un estimador consistente para 6.

Distribucion normal. Sea X1,...,X,, una muestra aleatoria de la
distribucién N(p,02), en donde tanto g como o2 son desconocidos.
Demuestre que el estimador 6° que aparece abajo no es insesgado

pero es consistente para o2

Sean Xi,...,X,, variables aleatorias independientes tal que la i-ési-
ma variable tiene distribucién bin(k;, 8). Suponga que los pardmetros
ki,...,ky son conocidos, pero # es desconocido. Es inmediato compro-
bar que los siguientes estimadores son insesgados para 6. Demuestre
ahora que son consistentes.

2 4, Kt X
no ki+---+k,
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b)é _X1—|-2X2+"'+TLXn
Y ki 42kt +nk,

Consistencia =~ Insesgamiento. Sea X1, ..., X,, una muestra alea-
toria de la distribucién exp(#), con > 0 desconocido. Sabemos que el
estimador 6 que aparece abajo no es insesgado para 6. Demuestre que
6 es consistente. Este es un ejemplo de un estimador que es consistente

pero no es insesgado.
1

?.

Insesgamiento =~ Consistencia. Sea X7, ..., X, una muestra alea-
toria de la distribucién Poisson (), con 6§ > 0 desconocido. Demuestre
que el estimador 6 = (X7 + X,,)/2 es insesgado pero no es consistente
para 6.

0 =

Insesgamiento =~ Consistencia. Sea X3, ..., X, una muestra alea-
toria de la distribucién exp(6), con 6 > 0 desconocido. Se puede com-
probar que el estimador que aparece abajo es insesgado. Demuestre
ahora que no es consistente. Este es otro ejemplo de que la propiedad
de insesgamiento no implica la consistencia.

A 1
0= —->—=.
1+ 25X
Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de la distribucién que aparece
abajo, en donde 6 > —1 es un parametro desconocido. Demuestre que
el estimador por méxima verosimilitud 6, = —1 —n/>" ;InX; es
consistente.
O+1)2% si 0<z<1,
flz,0) =
0 en otro caso.
Sea X1,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién f(x, ) como

aparece especificada abajo, en donde # > 0 es un parametro desconoci-
do. Demuestre que el estimador por el método de momentos én =3X
es consistente.
2(0 — x)
flx,0) = 62
0 en otro caso.

si 0<x<@,
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179. Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de la distribucién N(u, 02), con
1y o? desconocidos. Defina la estadistica

B 2X1+4Xo+ -+ 2nX,

s n(n+1)

a) Demuestre que T insesgado para pu.
b) Demuestre que T' consistente para .

c¢) Determine si max {0,7'} es consistente para p.

180. Distribucién normal. Demuestre que la varianza muestral S? es un
estimador consistente para la varianza desconocida o2 de una distri-
buciéon normal.

181. Sea X1,..., X,, una muestra aleatoria de una distribucién con funcién
de densidad o de probabilidad f(z,0) como aparece abajo, en don-
de 6 es un parametro desconocido. Demuestre que 6, = X(1) es un
estimador consistente para 6.

f(i[j‘,@){ )

0 en otro caso.

—(@=0) & >0,

182. Considere una distribucién con funcién de densidad f(z,#) como se
especifica abajo, en donde —1 < # < 1 es un parametro desconocido.
Demuestre que el estimador por el método de momentos dado por
0, = (5/n) 3" | X3 es consistente.

1+ 0x
f(x,0) = 2

0 en otro caso.

si —l<xz<1,

2.7. Sesgo y error cuadratico medio

En el siguiente enunciado formalizamos la definicién de sesgo de un estima-
dor que habiamos mencionado en la secciéon anterior.
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Definicién 2.14 El sesgo de un estimador 6 para un parametro 6 es
la diferencia

B(A) = E(6) — 6.

Aunque la notacién que aparece en la definiciéon establece que el sesgo es
una operacion que se aplica sobre el estimador é, el sesgo es una cantidad
que depende del valor del parametro y por lo tanto es una funcién de éste.
Puede ser positivo, negativo o cero. El signo no es relevante pues sélo nos
interesa la diferencia entre E(é) y 0. La letra B proviene del término en
inglés bias, que se traduce como sesgo o desviaciéon. Es claro que cuando el
estimador es insesgado el sesgo es cero. Ademds, el estimador es asintdtica-
mente insesgado si el sesgo tiende a cero cuando el tamano de la muestra

tiende a infinito.

Ejemplo 2.28 Para la distribucién exponencial con parametro 6 > 0 des-
conocido, se puede comprobar que el estimador § = 1/X no es insesgado
pues F(0) = nf/(n — 1). El sesgo en este caso es la funcién
R n 1
B(0) =E(0) —0 = 6.

n—1

El sesgo es s6lo una de varias maneras en las que se puede medir algun tipo
de distancia entre el estimador y el parametro a estimar. Otra de ellas es el
error cuadratico medio que se define a continuacion.

Definicién 2.15 Sea 6 un estimador para un parametro 6. El error
cuadratico medio de 0 es

ECM(0) = E (6 — ).

De esta manera, el error cuadratico medio es la distancia cuadratica prome-
dio entre el estimador y el parametro a estimar, y resulta ser nuevamente una
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funcion del parametro a estimar. De la férmula que aparece en la definicién
anterior, es claro que cuando el estimador es insesgado, el error cuadratico
medio es la varianza del estimador, es decir, EC'M (é) = Var(é). Por lo tan-
to, plantearse el problema de encontrar estimadores insesgados con el error
cuadratico medio mas pequeno equivale a encontrar estimadores insesgados

de varianza minima. Consideraremos este problema mas adelante.

El sesgo y el error cuadratico medio estan relacionados mediante las siguien-
tes férmulas.

Proposicion 2.3 Sea 6 un estimador para un parametro 6. Entonces
1. ECM(6) = Var(d) + B2(9).
2. B2(h) < ECM().

Demostracion. El primer resultado se obtiene a través del andlisis que
aparece abajo. El segundo resultado es una consecuencia inmediata del pri-
mero.

ECM(0) = E(0—0)>
= E[(0—-E@®))+ (E©®) - 0)]?
— EW@—-E@®)?+2E0—E®)(E®)+0)+ (E) —0)>
— EW0—E®0)?+ (E0)—0)>

Ejemplo 2.29 Considere la distribucién exp(#), con 6 desconocido. Se pue-
de comprobar que para el estimador § = 1/X se cumplen las férmulas que
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aparecen abajo y se verifican las relaciones generales de la proposicién an-
terior. Observe que todas estas cantidades son funciones del pardmetro 6.

B#) = — 0,

~ n2
Var(0) = (= 1)(n —2) 0°,
ECM(4) = e _n1)+(5_ 50

Ejercicios
183. Use la desigualdad de Jensen para demostrar, nuevamente, que

B2%(6) < ECM(6).

184. Demuestre las tres afirmaciones del Ejemplo 2.29.

185. Criterio para la consistencia. Sea 6,, un estimador para un parame-
tro desconocido A, basado en una muestra aleatoria de tamano n. De-
muestre que si lim ECM(6,,) = 0, entonces 6,, es consistente.

n—00

En particular, cuando 6, es insesgado, ECM(én) = Var(én) y la hipote-

A

sis se expresa como lim Var(f,) = 0.
n—00
186. Insesgamiento no implica ECM menor. Sea X1, ..., X, una mues-
tra aleatoria de la distribucién N (u,#), en donde la varianza 6 > 0 es
desconocida. Suponga n > 2. Se proponen los siguientes dos estima-
dores para 6.

. 1 " -
0, = n_lg(Xz—X),
by — — n(X X)?
2 n+1 - ’ '
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En el Ejemplo 2.23 se demostré que 01 es insesgado para 6 y puede
comprobarse que 6 es sesgado. Demuestre, sin embargo, que

ECM(f,) < ECM(6,).

187. Distribucién Bernoulli. Sea X7i,..., X,, una muestra aleatoria de
la distribucién Ber(#), con desc0n0c1do Defina el estimador 6 =
Encuentre

a) E(6). ¢) B(6).
b) Var(d). d) ECM(0).

188. Distribucion Poisson. Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de la
distribucién Poisson(#), con 6 desconomdo Defina el estimador § =
Encuentre

a) E(6). ¢) B(6).
b) Var(f). d) ECM(H).

2.8. Cota inferior de Cramér-Rao

En secciones anteriores hemos estudiado algunos métodos para encontrar
posibles estimadores para un parametro desconocido 6. Hemos también esta-
blecido el insesgamiento como un primer criterio para determinar la bondad
de un estimador y hemos mencionado algunas otras propiedades deseables.

Ademas del insesgamiento, una segunda buena propiedad de un estimador
es que tenga varianza pequena. Tales estimadores estaran centrados en el
valor 6 y variaran lo menos posible alrededor de esa cantidad. Asi, nos in-
teresa buscar estimadores insesgados que tengan la varianza mas pequena
posible.

El resultado interesante que estudiaremos a continuacién establece que no es
posible hacer que la varianza de un estimador insesgado sea arbitrariamente
pequena. En otras palabras, bajo ciertas condiciones generales, existe una
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cota inferior para la varianza de cualquier estimador insesgado. Demostra-
remos este resultado para el problema general de estimar cualquier funcién
parametral 7(6).

Teorema 2.2 (Cota inferior de Cramér-Rao?) Sea X7, ..., X,, una
muestra aleatoria de una distribucién con funcién de probabilidad o de
distribucién f(x, ), dependiente de un pardmetro desconocido . Sea T'
un estimador insesgado para una funcién parametral 7(6). Bajo ciertas
condiciones generales que especificaremos mas adelante se cumple que

(r'(6))*

nE[(5 nf(X,0)°]

Var(T) > (2.6)

Demostracion. En los siguientes calculos llevaremos a cabo algunas
operaciones cuya validez supondremos implicitamente. Haremos el analisis
suponiendo, ademas, el caso de variables aleatorias continuas. El caso dis-
creto se analiza de manera semejante.

Sea X una variable cualquiera de la muestra aleatoria. Como i, f(z,6) dz =
1, derivando respecto de 8 y suponiendo valido el intercambio de la derivada
y la integral se tiene que

0 = ffxe

= b  Iw,0)ds

_ 0 elnf(acﬂ) dr

Jr 00

i 0
= J]Rf(x ,0) %lnf(x,ﬁ) dz

0
I f(X,0)] (2.7)

*Harald Cramér (1893-1985), matemédtico y estadistico sueco.
3Calyampudi Radhakrishna Rao (1920-), matemético y estadistico hind.

- E[=—
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De esta manera hemos comprobado que la variable aleatoria (0/06) In f (X, 0)
tiene esperanza nula. Suponiendo ahora la diferenciabilidad de la funcién
parametral,

d
"0®) = — BE(T
(0) = o B(T)
d
- T(x1,...,zpn) f(x1,...,20,0)dxy - - - day
o Jn
[ 0
= T(x1,...,2n) = f(z1,...,2n,0)dxy - - dxy (2.8)
JR" 69
— " T(:Ul xn)ielnf(xl,...,mn,e) d$1dxn
JR™ 7 7 @6
r n 0
- T('rh"'?x )[ %lnf(xh )]f(xlaaxn79>dxldxn
JR™ =1

—1
= COV(T,i 2 In f(X;,0)).

La ultima igualdad se obtiene recordando que Cov(X,Y) = E(XY) —
E(X)E(Y) y usando la identidad (2.7). Ahora utilizaremos la desigualdad
Cov(X,Y) < 4/Var(X)4/Var(Y). Tenemos que

(7'(6))*> < Var(T) - Var( 2
= Var(T Z Var lnf (X:,0))

= Var(T) - nVar(a—ae In f(X,0))
= Vax(T) - n (5 n f(X,0)7]

En el enunciado de la cota inferior de Cramér-Rao y en su demostracién
hemos usado la letra X para indicar a cualquier elemento de la muestra
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aleatoria X7i,..., X,,. Esto es conveniente notacionalmente pues de esa ma-
nera no se hace uso de subindices, e implicitamente se utiliza la hipdtesis
de idéntica distribucion de las variables de la muestra aleatoria. Por otro
lado, es importante observar que el término f(X,#) corresponde a la fun-
cién de densidad o de probabilidad f(z,#) evaluada en la variable aleatoria
X. Supondremos que tal operacién, junto con las que aparecen en la ex-
presién (2.6), produce nuevamente una variable aleatoria y que ademads su
esperanza es finita.

Definiciéon 2.16 A la expresién del lado derecho de (2.6) se le llama la
cota inferior de Cramér-Rao (CICR) para la varianza de cualquier
estimador insesgado para 7(6) y se le denota por CICR(6).

En general, la CICR es una funcién del parametro 6 y por ello se le es-
cribe como CICR(6), aunque en esta notacién no se hace referencia a la
funcién parametral 7(6). Asi es que debemos tener cuidado en que al escri-
bir CICR(€) no haya duda de la funcién parametral 7(6) a la que se hace
referencia en dicha cota. En particular, si la funcién parametral a estimar
es el mismo parametro 6, la cota inferior de Cramér-Rao toma la siguiente
expresion reducida

1

CICR(#) = (2.9)

n B[ (55 In f(X,0)7]

Cuando no se hace referencia a ninguna funcién parametral, supondremos
implicitamente que la CICR(f) corresponde a la cota inferior para la va-
rianza de cualquier estimador insesgado para € como aparece en (2.9).

Es interesante observar que el denominador de (2.6) no depende de la fun-
ciéon parametral, de modo que conociendo la cota inferior para la varianza
de cualquier estimador insesgado para 6, es casi inmediato encontrar la co-
ta inferior para la varianza de cualquier estimador insesgado de la funcién
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parametral 7(6), simplemente se multiplica la cota anterior por (7/(6))2.

De esta manera, la varianza de cualquier estimador insesgado para una fun-
cién parametral tiene como valor minimo la funcién CICR(6). Por lo tanto,
en caso de existir un estimador insesgado con varianza igual a CICR(6) para
todo valor del parametro, sabemos que tal estimador es el mejor en térmi-
nos de ser insesgado y tener la varianza mas pequena. A tales estimadores
les llamaremos estimadores insesgados de varianza minima uniforme, o por
brevedad y por sus siglas en inglés UMVUE ( Uniformly Minimum Variance
Unbiased Estimator). El adjetivo uniforme se refiere aqui a que la varianza
es la mas pequena para cualquier valor del parametro dentro del espacio
parametral O.

Definicién 2.17 Se dice que un estimador para un parametro es un
UMYVUE si es insesgado y tiene varianza minima dentro del conjunto
de todos los estimadores insesgados para el mismo pardmetro.

Asi, si un estimador insesgado alcanza la CICR, es un UMVUE. Pero pue-
den existir estimadores que no alcanzan la CICR y ser un UMVUE si es que
ningun otro estimador insesgado alcanza la varianza mas pequena.

Mas adelante retomaremos el problema de determinar la existencia y unici-
dad de un estimador con estas caracteristicas. Antes de especificar las con-
diciones técnicas bajo las cuales se cumple la cota inferior de Cramér-Rao,
veamos algunos ejemplos del calculo de esta cota inferior.

Ejemplo 2.30 Sea X una variable aleatoria con distribucién Ber(#), con 6
desconocido.

0*(1—-6)1=* si z=0,1,
f(x,0) =

0 en otro caso.
Sea 6 cualquier estimador insesgado para el parametro 6, definido a través
de una muestra aleatoria de esta distribuciéon. Encontraremos la cota inferior
de Cramér-Rao para la varianza de . La funciéon parametral es 7(0) = 6
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y por lo tanto 7/(f) = 1. Evaluando la funcién de probabilidad f(x,#) en
la variable aleatoria X y haciendo las operaciones indicadas, es inmediato

comprobar que
0 X 1-X
ap MO =55y

Observemos que esta es una variable aleatoria y que tiene esperanza cero.

Esto sirve de ejemplo de lo que hemos demostrado antes de manera general.
El segundo momento de esta variable aleatoria es

o\ 2
Bl mfxoP] = £ (5 -1=5)

1
01— 0)

Substituyendo esta expresién en la férmula (2.6) se obtiene que la cota
inferior de Cramér-Rao es
CICR() — w 0<0<1.

En consecuencia, todo estimador insesgado para 6 y construido a partir de
una muestra aleatoria de tamano n de la distribucion Bernoulli tiene va-
rianza por lo menos esta cantidad. Vista como funcién de 6, la grafica de la
cota inferior de Cramér-Rao es la pardbola que se muestra en la Figura 2.8.
La varianza de cualquier estimador insesgado debe ser una funcién de 6 con
valores dentro del area sombreada, es decir, por arriba de la cota inferior
indicada mediante la curva continua.

Por ejemplo, consideremos el estimador 6 = X;. Claramente este estimador
es insesgado y su varianza es (1 — ). Se verifica entonces la desigualdad

o(1 - 6)

n

CICR(f) = < 0(1 — 6) = Var(d).

La gréifica de Var() = (1 — 6) es también una pardbola pero se encuentra
por encima de la pardbola dada por CICR(#), para 0 < 6 < 1. Podemos
considerar también el estimador insesgado 6 = X. Claramente su varianza
es 8(1 — 0)/n y observamos que coincide con la CICR. En este caso, este es
el estimador insesgado para 6 de varianza minima, es decir, el UMVUE. =
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Figura 2.8

Ejemplo 2.31 Sea X una variable aleatoria con distribucion exponencial
de parametro 6 > 0 desconocido.

e 97 si x>0,

f(z,9) = { 0 en otro caso.

Sea 6 cualquier estimador insesgado para 6, definido a través de una muestra
aleatoria de esta distribucién. Encontraremos la cota inferior de Cramér-
Rao para la varianza de 6. La funcién parametral es 7(0) = 0 y por lo tanto
7/(9) = 1. Evaluando la funcién de probabilidad f(z,#) en la variable alea-
toria X y llevando a cabo las operaciones indicadas, es inmediato comprobar

que
0 1

Nuevamente esta es una variable aleatoria que tiene esperanza cero. Esto lo
hemos demostrado antes de manera general. Por lo tanto,

1
E[(% In f(X,0))%] = E (1/0 — X)? = Var(X) = 7
Substituyendo esta expresién en la férmula (2.6) se obtiene que la cota
inferior de Cramér-Rao es
92
CICR(#) = —, 6>0.
n
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Por lo tanto, todo estimador insesgado para 6 y construido a partir de una
muestra aleatoria de tamano n en la distribucién exponencial tiene varianza
por lo menos esta cantidad. Vista como funcién de 6 > 0, la gréfica de la
cota inferior de Cramér-Rao se muestra en la Figura 2.9.

Figura 2.9

Para cada 6 > 0, la varianza de cualquier estimador insesgado debe ser
una funcién de 6 con valores dentro del area sombreada. Veamos un ejem-
plo. Recordemos que el estimador méximo verosimil para el parametro 6
de la distribucién exponencial es 1/X y recordemos que este estimador no
es insesgado pues E(1/X) = (n/(n — 1)) 6. De aqui puede proponerse el
estimador insesgado

i n; 1 '%,
cuya varianza es
Var(d) = (71;—21)2Var(1/)—()
_ % [E(1/X)? - E*(1/X)]
_ (-1 (G S
- [(n_l)(n_2)9 (n_l)Qe] (2.10)
_ Lt
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Las expresiones que aparecen en (2.10) se pueden obtener con facilidad usan-

do la distribucién gama. De esta manera, se comprueba que la varianza del

estimador insesgado 6 es, efectivamente, mayor o igual que la cota inferior
de Cramér-Rao, es decir, para n > 3,

1 1

CICR(#) = — 6* <

n n —

5 0% = Var(6).

Teniendo ahora una mayor familiaridad con la cota inferior de Cramér-Rao,
vamos a establecer las hipdtesis bajo las cuales dicho resultado es valido.
A este conjunto de hipdtesis se le conoce con el nombre de condiciones de
regularidad.

Condiciones de regularidad

Las siguientes hipdtesis son necesarias para la validez de la cota inferior de
Cramér-Rao.

= El soporte de f(z, ) dado por el conjunto {x : f(x,0) > 0} no depende
de 6.

= Para todo x en el soporte de f(z,#), la siguiente derivada existe

0
0 In f(x,0).

= Es valido el siguiente intercambio de derivada e integral.

d 0
0= @JRf(az,G)dx = ]R%f(x,ﬁ)dx.

2 0<E[(6% In f(X,0))*] < .

= Es valido el intercambio de derivada e integral que aparece abajo. Esto
se usa en la identidad (2.8) de la demostracién. Por brevedad, hacemos
uso de la notacién z" = (z1,...,x,).

d

0
G e ean = | ran e,

n 00
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En la Tabla 2.6 se muestran las expresiones de la cota inferior de Crameér-
Rao para algunas distribuciones. El pardmetro a estimar se denomina por
la letra 0, suponiendo que cualquier otro posible parametro que aparezca
en la distribucién es conocido. Como siempre, se reserva la letra n para el
tamano de la muestra. Se deja como ejercicio demostrar estos resultados.
Es interesante notar la forma polinomial muy similar de todas estas cotas
inferiores.

Algunos ejemplos de CICR

Distribuciéon Pardmetro CICR(0)

Ber(6) 0<f<1 o1 - 9)
n
_ 6(1—6)
bin(k, 6 6<1 —=
in(k, 6) 0<6< —
2
1—
geo(0) 0<6<1 71 -9)
n
201 —
bin neg(r,0) 0<60 <1 671-9)
nr
: 0
Poisson(0) >0 —
n
92
exp(0) 0 >0 —
n
2
N(y1,6) 0>0 207
n
Tabla 2.6

En lo que resta del presente capitulo estudiaremos algunas otras propiedades
de los estimadores orientadas a la busqueda de UMV UEs. Para concluir esta
seccién, planteamos una pregunta que resulta natural después de lo recién
estudiado en esta seccién: dada una distribucién f(x, 8), jexiste siempre un
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estimador insesgado para 6 que alcance la CICR? Veremos mas adelante
que la respuesta es negativa.

Ejercicios

189.

190.

191.

192.

Distribucion binomial. Sea X7, ..., X,, una muestra aleatoria de la
distribucién bin(k, 6), con 0 < 6 < 1 desconocido. Suponga que k > 1
es un entero conocido. Demuestre que

o(1 - 6)

CICR(0) = =——.

0<6<1.
Demuestre que el estimador § = X /k es insesgado y que su varianza
coincide con la cota inferior de Cramér-Rao, es decir,

CICR(A) = Var(d), 0<6<1.

Por lo tanto, el estimador X /k es el UMVUE para 6, cuando k es
conocido.

Distribucion geométrica. Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de
la distribucién geo(#), con 6 desconocido. Demuestre que
0%*(1— 6
CICR(#9) = Q, 0<6<1.

n

Distribucién binomial negativa. Sea X1, ..., X,, una muestra alea-
toria de la distribucién bin neg(r, #), con 6 desconocido. Suponga que
r = 1 es un entero conocido. Demuestre que
02(1 — 6
CICR(#9) = Q, 0<6<1.

nr

Distribuciéon Poisson. Sea Xi,..., X,, una muestra aleatoria de la
distribucién Poisson(f), con 6 desconocido. Demuestre que
0
CICR(f) = —, 6>0.

n

Calcule la varianza de los siguientes estimadores insesgados y com-
pruebe el cumplimiento de la cota inferior de Cramér-Rao.
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193.

194.

195.

2.9.
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a) é = Xl.
b) =X.
Distribuciéon normal: media. Sea Xi,..., X, una muestra alea-

toria de la distribucién N(6,02), con @ desconocido y o2 conocida.
Demuestre que

2

o .,
CICR(#) = —. (funcién constante)
n
Distribucion normal: varianza. Sea X1, ..., X, una muestra alea-

toria de la distribuciéon N(0,6), con 6 > 0 desconocido. Demuestre

que

CICR(f) = 2 6%, 6> 0.

n

Demuestre que el estimador § = (X2 +--- + X2)/n es insesgado y que
su varianza coincide con la cota inferior de Cramér-Rao, es decir,

A

CICR(0) = Var(0), 6> 0.
Por lo tanto, 6 es un UMVUE para 6.

Distribuciéon normal: varianza. Sea X, ..., X,, una muestra alea-
toria de la distribucién N(u, 02), con ambos pardmetros desconocidos.
Suponga n > 2. Recordemos que la varianza muestral S? es un esti-

mador insesgado para 2.

1 < .
5% = (X; — X)2
n—1
=1
Demuestre que
2 2 4 2 4 2
CICR(U)=EJ <——0 = Var(5*).

Eficiencia

En esta seccion veremos varias definiciones relacionadas con la varianza de
un estimador insesgado. Primero veamos una posible manera de comparar
dos estimadores insesgados.
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Definicion 2.18 Sean 91 y 05 dos estimadores insesgados para un
parametro 6. Se dice que 0, es relativamente mas eficiente que 0 si

Var(f;) < Var(6y). (2.11)

De esta manera, de entre dos estimadores insesgados para un mismo parame-
tro, preferiremos aquel que tenga varianza menor, si es que tal comparacién
puede llevarse a cabo. Recordemos que la varianza de un estimador es una
funcién del parametro y la desigualdad (2.11) pudiera no cumplirse para
todo valor del parametro dentro del espacio parametral. En consecuencia,
no cualesquiera dos estimadores insesgados pueden compararse uno con el
otro de la forma indicada en la definiciéon anterior.

Ejemplo 2.32 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién
Ber(#), con 6 desconocido. Es claro que los estimadores él =Xy 92 = X3
son insesgados para #. Sin embargo, el estimador 6, es relativamente més
eficiente que 05 pues, para cualquier valor de 6 en (0,1), se cumple

6(1—0)

n

Var(6,) = < 0(1 —0) = Var(fy).

Por otro lado, en ocasiones hay estimadores insesgados con la minima va-
rianza posible dada por la cota inferior de Cramér-Rao. Los llamaremos
estimadores eficientes. Estos son casos particulares de los estimadores que
hemos denominado como UMV UEs, aquellos que alcanzan la CICR.

Definicién 2.19 Se dice que un estimador insesgado es eficiente cuan-
do su varianza alcanza la cota inferior de Cramér-Rao.

Es decir, el estimador insesgado 0 es eficiente si Var() = CICR(6) para todo
valor de 6 en el espacio parametral ©. Teniendo como elemento de compa-
racién la cota inferior de Cramér-Rao podemos ahora definir la eficiencia de
un estimador insesgado de la siguiente manera.
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Definiciéon 2.20 La eficiencia de un estimador insesgado 0 es

_ CICR(0)

BA() Var()

(2.12)

Observemos nuevamente que la eficiencia es una funcion del parametro 6 a
estimar, es siempre positiva y menor o igual a uno. Mas generalmente, la
cualidad de ser eficiente para un estimador insesgado puede alcanzarse en
el limite cuando el tamano de la muestra tiende a infinito.

Definicién 2.21 Sea 6, un estimador insesgado para 6, construido a
partir de una muestra aleatoria de tamano n. Se dice que 6,, es asint6ti-

camente eficiente si A
lim Efi(6,) = 1.

n—00

Por supuesto, todo estimador eficiente es asintéticamente eficiente y el
reciproco no se cumple. En la Figura 2.10 se muestran graficamente las
relaciones generales entre los conceptos estudiados en esta seccién y en el
siguiente ejemplo se analizan casos concretos.

Estimadores insesgados

Asintoticamente No asintéticamente
eficientes (b) eficientes (c)

Eficientes (a)

Figura 2.10
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Ejemplo 2.33 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién
Ber(6), con 6 desconocido. Sabemos que la cota inferior de Cramér-Rao para
la varianza de cualquier estimador insesgado para 6 es, para 0 < 6 < 1,

CICR(6) — @

= Estimador eficiente. El estimador insesgado 6 = X es eficiente pues
Var(f) = 6(1 — 0)/n = CICR(6).
Este es un ejemplo de la situacién (a) de la Figura 2.10.

= Estimador no eficiente pero asintéticamente eficiente. Consi-
deremos el estimador insesgado 6, = (X| + -+ + X,_1)/(n — 1), es
decir, solo se toma el promedio de las primeras n — 1 variables de la
muestra aleatoria. Es claro que 6,, es insesgado y su varianza es

n 6(1—0)
Var(@n) = ﬁ
Su eficiencia es
A n—1
Efi(6,,) = < 1.

Se trata entonces de un estimador que no es eficiente, pero claramente
es asintéticamente eficiente. Este es un ejemplo de la situacién (b) de
la Figura 2.10.

= Estimador no eficiente ni asintdéticamente eficiente. Conside-
remos ahora el estimador insesgado

A 2
0, = —— (X 2X X,).
" n(n+1)( 1+ oAzt +nXn)

Su varianza puede encontrarse como sigue

Var(f,) — W LZJ#] 01— 0)

22n+1) 0(1 —0)
3(n+1) n
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Por lo tanto, su eficiencia es

3(n+1)

1%@@:56;:ﬁ<

Entonces, este es un estimador que no es eficiente y tampoco es asintoti-
camente eficiente pues

hmEm@)=§<L

n—00

Este es un ejemplo de la situacién (c) de la Figura 2.10.

Ejercicios
196. Diga falso o verdadero.

a) Todo estimador eficiente es un UMVUE.
b) Todo UMVUE es eficiente.

197. Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién normal de
media 6. Demuestre que X es un estimador insesgado de minima va-
rianza para 6.

2.10. Suficiencia

Definiremos a continuacién la nocién de suficiencia de una estadistica pa-
ra un parametro de una distribucién de probabilidad. Este concepto fue
propuesto por Ronald Fisher* en 1920 y ha resultado ser de suma impor-
tancia dentro de la estadistica y sus aplicaciones. En las siguientes secciones
tendremos oportunidad de mostrar su utilidad.

“Ronald Aylmer Fisher (1890-1962), estadistico y genetista inglés.
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Definicion 2.22 Una estadistica T' es suficiente para un parametro 6
si la distribucién conjunta de la muestra aleatoria X1, ..., X, condicio-
nada al evento (7' = t) no depende del pardmetro 6, cualquiera que sea
el posible valor t de la estadistica.

Observe que la coleccién de eventos (T = t), un evento para cada valor t de la
estadistica, induce una particién en el conjunto de valores ™ = (z1,...,zy)
de la muestra aleatoria, esto es, (T' = t) = {z" : T'(2™) = t}. Consideremos
ahora la funcién 2™ — f(z™ | T = t). Es claro que esta funcién se anula fuera
del subconjunto (7" = t) y se cumple la condicién de suficiencia si dentro de
este subconjunto la funcién no depende de 6.

Mas adelante comprobaremos que la suficiencia se puede interpretar de la
siguiente manera: dado un valor ¢ de la estadistica 7', la muestra aleatoria
no contiene informacion adicional sobre el parametro 6 que aquella propor-
cionada por la estadistica T'.

Veremos a continuacién algunos ejemplos de la forma en la que puede veri-
ficarse la propiedad de suficiencia de una estadistica mediante la definicién
anterior. Posteriormente veremos otras maneras equivalentes de verificar
esta propiedad.

Ejemplo 2.34 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién
Bernoulli de parametro desconocido #. Comprobaremos que la estadisti-
calT = X1 +---+ X, es suficiente para 6. Notemos que T tiene distribucién
bin(n,0) y que T no necesariamente es un estimador para €. Observe que
si la muestra aleatoria toma el valor z" = (z1,...,x,), entonces forzosa-
mente la estadistica T toma el valor T'(z") = x1 + -+ + x,. Por brevedad
escribiremos a la muestra aleatoria como el vector X" = (Xy,...,X,,). En-
tonces, sea t € {0, 1,...,n} cualquier posible valor de la estadistica T" y sea
x1,..., Ty € {0,1} cualquier valor de la muestra aleatoria. Tenemos que
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_ P()((” Z t)) Ly (01 + -+ + )
) gM(l_w?;Gﬁllfz;gl_eyfwn'1&ﬂn5)
g gyt .

T
1

Como esta probabilidad no depende de 6, concluimos que T es suficiente
para 6 de acuerdo a la definicién anterior. Observe que la condicién (T = t)
hace que los posibles valores de la muestra aleatoria se reduzcan a aquellos
que cumplen la condicién x1 + -+ + z,, = t.

Ejemplo 2.35 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién
Poisson con parametro # > 0 desconocido. Comprobaremos que la estadisti-
cal = X;1 4+ -+ 4+ X, es suficiente para 6. Observemos que 1" tiene dis-
tribucién Poisson(nf) y que no necesariamente es un estimador para 6.
Sea t € {0,1,...} es uno de los posibles valores de T'. Para cualquier valor

" = (z1,...,x,) de la muestra aleatoria, tenemos que
P(X"=x"T=t
pxm = T=1) = (x 5 )
PX™ = Ap (T + -+ xp)
— x o« o e xn
_mT:ﬂ A

[e=00% /2x1!]- - [e7 0% /x,!]
- R (AR Y

e 00 /(21! xy))
= eyttt

t!
= AT 4+ z).
ntxq!---x,! (1 ")
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Esta probabilidad no depende de 6 y, por lo tanto, T" es suficiente para 6. =

Ahora veremos un ejemplo en donde no se cumple la propiedad de suficien-
cia.

Ejemplo 2.36 Sea X, X5, X3 una muestra aleatoria de tamano n = 3 de
la distribucién Ber(6), con 6 desconocido. Comprobaremos que la estadistica
T = X1 + 2X5 + 3X3 no es suficiente para 6. Para ello es suficiente dar un
valor de la muestra aleatoria y un valor de la estadistica para los cuales
no se cumpla la condicién de suficiencia. Tomemos (x1,x2,2z3) = (1,1,0) y
t = 3. Entonces

P(X;,=1,Xy=1,X3=0,T =3
P(Xy =1, Xy=1.Xs=0|T=3) = LXi=1LX=1X=0T=3)

P(T = 3)
 P(X1=1,X0=1,X3=0)
N P(T = 3)

6%2(1 —0)
T 2(1-0)+ (1—6)0

= 0.

Claramente esta probabilidad depende del pardametro 6 y, por lo tanto, T no
es suficiente para 6. En conclusion, la estadistica X1 + Xo + X3 es suficiente
para 6 pero X; + 2X5 + 3X3 no lo es. "

A pesar de lo facil que resultaron los calculos en los ejemplos anteriores, en
realidad no es sencillo comprobar la suficiencia de una estadistica cualquiera
usando la definiciéon. Observe que en estos ejemplos fue necesario conocer
la distribucién de la estadistica 1" y en los casos mostrados tal distribuciéon
fue evidente de encontrar. Esto no siempre es asi y los calculos pueden ser
sumamente complicados con casi cualquier otro caso que se considere.

Afortunadamente se cuenta con el siguiente resultado bastante ttil, que
establece una condicién equivalente para la suficiencia. Esta condicion es
relativamente facil de verificar y la usaremos con mayor frecuencia que la
definicién misma de suficiencia. Sera un segundo mecanismo para compro-
bar la suficiencia de una estadistica.
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Recordemos nuevamente que Xi,..., X, es una muestra aleatoria de una
distribucién con funcién de densidad o de probabilidad f(z,#), dependiente
de un parametro desconocido 6. Y que, por brevedad, escribiremos z' en
lugar de (z1,...,z,) para un valor particular de una muestra aleatoria.

Teorema 2.3 (Teorema de factorizacién de J. Neyman) Una
estadistica T' es suficiente para 6 si y sélo si la funcion de densidad
conjunta de la muestra aleatoria se puede factorizar de la siguiente forma

f(a",0) = g(T(a"),6) - h(a™), (2.13)

en donde g es una funcién no negativa que depende de los valores de la
muestra aleatoria unicamente a través de la estadistica 7', y h es una
funcién no negativa que depende tnicamente del valor " = (z1,...,x,)
de la muestra aleatoria.

Demostracion.

(=)

Supongamos que T es una estadistica suficiente y sea 2" = (x1,...,xy,)
cualquier valor de la muestra aleatoria. Entonces la estadistica 1" to-
ma el valor T'(z"). A la distribucién conjunta de la muestra f(z™) le
anadimos la informacién redundante T' = T'(z™) y condicionamos de
la siguiente forma

fa®) = fa",T("))
= f(T@") - f"[T(2"))

El primer factor es una funcién g(7'(z"), 0) que depende del pardmetro
0 y del punto muestral ™ tinicamente a través del valor de la estadisti-
ca T'. El segundo factor es una funcién h(z") que depende tinicamente
del valor de la muestra aleatoria, pues T es suficiente. De esta forma
hemos construido la expresién del lado derecho de la igualdad (2.13).

Suponga que se cumple la factorizaciéon (2.13). Demostraremos que T
es suficiente. Por simplicidad en la escritura consideraremos el caso
discreto. Sea z" = (x1,...,T,) cualquier valor de la muestra alea-
toria. A partir de este valor definimos el valor de la estadistica t =
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T(z1,...,2y). Ahora consideremos la imagen inversa del valor ¢ bajo
la funcién T, es decir,

Tt} ={y": T(y") =t}

Por construccién, 2™ € T~1{t}. Entonces

P(X" = 2", T = 1)
P(T =1)

P(X™ = 2")

P(X" e T-Ht})
P(X™ = 2")

Zy”eT—l{t} P(Xn - yn)
g(T'(z"),0) h(z")

2yner—1y 9(T(Y™), 0) h(y™)
g(t,0) h(z")

9(t,0) 2ynep—1gy h(Y")
h(z")

Dymer—iy MW"

Como esta probabilidad no depende de 6, concluimos que 7' es sufi-
ciente.

P(X1=£U1,...,Xn=$n|T:t) =

Como una muestra de la forma en la que se aplica el teorema anterior,
repetiremos los resultados de los Ejemplos 2.34 y 2.35, pero ahora usando
el teorema de factorizacion.

Ejemplo 2.37 SeaT = X +--- + X,,.

= La estadistica T es suficiente para el parametro desconocido 6 en la
distribucién Bernoulli pues para cualquier valor ™ = (z1,...,x,) de
la muestra aleatoria,

P(Xn _ xn) _ 99&1(1 . 9)1—9:1 . an(l o 9)1_;5”
— [0z1—|—...+xn(1 o Q)”_(CEH‘““HM)] ) [1]
= g(T(z"),0) - h(z").
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Por simplicidad en la escritura hemos omitido los factores 1y 13 (),
para i = 1,...,n, los cuales deben incorporarse a la funcién h(z™).

= La estadistica T también es suficiente para el parametro desconocido
6 de la distribucion Poisson pues

0:171 9.21771
P(X"=z") = e —...¢7"
1171! xn'
1
—nb pri+--+x
— 0 1 n|.
e I [y
= 9(T(z"),0) - h(z").
Nuevamente hemos omitido los factores 1{0,17“,}(%), parai=1,...,n,
n

los cuales deben incorporarse a la funcién h(z™)

Algunos otros ejemplos de estadisticas suficientes aparecen en la seccién
de ejercicios. Observemos que para demostrar que una estadistica no es
suficiente parece ser mas conveniente usar directamente la Definicion 2.22
como lo hemos hecho en el Ejemplo 2.36. Para ello se deben encontrar va-
lores particulares x1,...,x, de la muestra aleatoria y un valor particular ¢
de la estadistica T', y verificar que la funcién f(x1,...,x,|T =t) depende
del parametro 6 a estimar.

En lo que resta de esta seccion estudiaremos algunos resultados relativos al
concepto de suficiencia. Por ejemplo, uno puede plantearse la siguiente pre-
gunta: ;Es la transformacién de una estadistica suficiente también suficiente
para el mismo parametro? Demostraremos a continuacion que para que tal
propiedad se cumpla, la condiciéon de biyectividad para la transformacién
es suficiente.

Proposicién 2.4 Funciones biyectivas de estadisticas suficientes son
suficientes.

Demostracion. Usaremos el teorema de factorizacion. Sea T una estadisti-
ca suficiente para un parametro 6 y sea ¢ una funcién biyectiva definida



176 2. ESTIMACION PUNTUAL

sobre el conjunto de valores de T y con valores reales. Entonces la fun-
cién inversa de ¢ existe y podemos escribir T' = ¢~ 1 o (9o T). Como T es
suficiente, por el teorema de factorizacién tenemos que

fa™,0) = g(T'(z"),0) - h(z")
= glp~ o(poT)(a"),0) h(z")
= G(poT)(z"),0) - h(z"),

en donde G = go ¢~ " es no negativa pues g es no negativa. Por lo tanto, la
composicion ¢ o T también es suficiente para 6. m

1

El resultado anterior también puede demostrarse directamente usando la
definicion de suficiencia y se deja como ejercicio para el lector.

Por otro lado, observemos que el enunciado y la demostracién de la propo-
sicién anterior incluye el caso cuando 1" es un vector de estadisticas. Para
ello, la funcion biyectiva debe estar bien definida sobre alguna region de
R*, por ejemplo, aquella regién en donde el vector de estadisticas toma sus
valores.

Veamos ahora algunos ejemplos sencillos del uso del resultado recién demos-
trado.

Ejemplo 2.38 Sabemos que la estadistica T' = X; + - - - + X, es suficiente
para el parametro 6 de la distribucién Poisson. Tenemos entonces que:

= La estadistica e! es también suficiente para 6 pues la funcién ¢(z) =
e’ es biyectiva.

= La estadistica 72 es también suficiente para # pues la funcién ¢(z) =
22 es biyectiva sobre el intervalo (0, 0).

El resultado y el ejemplo anteriores sugieren un tercer mecanismo para
comprobar la suficiencia de una estadistica: verificar que la estadistica en
cuestién es una funcion biyectiva de otra estadistica que sabemos que es
suficiente.
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Para concluir esta seccién enunciamos un resultado que da respuesta a la
siguiente pregunta: si T' una estadistica suficiente para 6, jes T suficiente
para cualquier funcién parametral 7(0)7 La respuesta es afirmativa y aqui
tenemos el enunciado.

Proposicion 2.5 Toda estadistica suficiente para un parametro 6 es
también suficiente para cualquier funcién parametral 7(6).

Demostracion. Usaremos la definicion. Sea T una estadistica suficiente
para . Entonces la distribucién conjunta de la muestra aleatoria condicio-
nada al evento (1" = t) no depende de 6, por lo tanto tampoco depende de

7(0). E

Esto nos provee de un cuarto posible método para demostrar la propiedad
de suficiencia: en el caso cuando se desee probar suficiencia de una estadisti-
ca para una funcion parametral, verificar si la estadistica es suficiente para
el parametro en cuestion. Como referencia, véase la seccion 2.14, en donde
se muestra un resumen de algunos métodos para probar la suficiencia de
una estadistica.

Mas adelante estudiaremos el concepto de suficiencia de un vector de es-
tadisticas para uno o varios parametros. A tal situacién le llamaremos sufi-
ciencia conjunta del vector de estadisticas. La definicién y los resultados son
completamente analogos. En la siguiente seccion estudiaremos la informa-
cion de Fisher. A través de este concepto se le puede dar una interpretacién
a la suficiencia.

Como un ejemplo general de estadistica suficiente, en la seccion 2.19 al final
del presente capitulo, se presenta una familia amplia de distribuciones de
probabilidad llamada familia exponencial. Para cada distribucién dentro de
esta familia es posible dar la expresién explicita de una estadistica suficiente.
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Algunos ejemplos de estadisticas suficientes
Distribucion  Pardmetro Estadistica suficiente
unif{l,...,@} 0 TZX(n)

Ber(0) 7 T=X1+---+X,

geo(0) 0 T'=X1+---+X,

Poisson(0) 0 T'=X1+---+X,

unif(O, 9) 0 T = X(n)

N(0,0?) 0 T=X1+-+ X,
Tabla 2.7

Ejercicios

198. Usando directamente la definicién de suficiencia, demuestre que cual-
quier funcién biyectiva de una estadistica suficiente es suficiente. Con-
sidere unicamente el caso discreto.

199. Use el teorema de factorizaciéon para demostrar nuevamente que toda
estadistica suficiente para un parametro 6 es también suficiente para
cualquier funcién parametral 7(0). Este es el contenido de la Proposi-
cion 2.5.

200. Sea T una estadistica suficiente para un pardmetro 6 y sea a # 0 una

constante conocida. Demuestre directamente de la definiciéon que las
siguientes estadisticas también son suficientes.

a) T+ a.
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201.

202.

203.

204.

205.

Sea X1,...,X,, una muestra aleatoria de la distribucién especificada
abajo, en donde # es un parametro desconocido. Suponga que cualquier
otro parametro que pudiera aparecer en la distribucion es conocido.
Demuestre directamente de la definicion que la estadistica T' = X; +
.-+ + X, es suficiente.

a) bin(k,@). c) N(6,0?%).
b) geo(h). d) gama(,0).
Distribucion uniforme. Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de

la distribucién unif(0,8), con # > 0 desconocido. Demuestre que la
siguiente estadistica es suficiente para 6.

T = X(n.

Distribucion uniforme. Sea X; una muestra aleatoria de tamano
n = 1 de la distribucién unif(—6, #), con # > 0 desconocido. Demuestre
que la siguiente estadistica es suficiente para 6.

T = |Xy.

Distribucion exponencial: no suficiencia. Sea X; una muestra
aleatoria de tamafio n = 1 de la distribucién exp(f), en donde 6 > 0
es desconocido. Demuestre que la siguiente estadistica no es suficiente
para 6.

T = 1(x,52)-

Distribucion exponencial. Sea X7i,...,X,, una muestra aleatoria
de la distribucién exp(f), en donde € > 0 es desconocido. Demuestre
que la siguiente estadistica es suficiente para 6.

T =X+ + Xn.
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206.

207.

208.

209.

2. ESTIMACION PUNTUAL

Distribucion exponencial. Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria de
la distribucién f(x; ) especificada abajo, en donde 6 es un pardmetro
desconocido. Demuestre que la primera estadistica de orden Xy es
suficiente para 6.

e~ (@0 ¢ >0,
flz) = {

0 en otro caso.

Distribuciéon Rayleigh. Sea Xi,...,X,, una muestra aleatoria de
la distribuciéon Rayleigh especificada abajo, en donde 6 > 0 es un
pardmetro desconocido. Demuestre que la estadistica U = X7 + - - - +
X2 es suficiente para 6.

0 en otro caso.

f(x,0) = { 2(x/0)e" si x>0,

Una familia de distribuciones. Sea X7,..., X, una muestra alea-
toria de una distribucion continua con funcién de densidad

f(:c,@){ a(f)b(z) si 0<z <0,

0 en otro caso,

en donde a(f) y b(z) son dos funciones no negativas dependientes
unicamente de los parametros indicados con # > 0 desconocido. Por
ejemplo, cuando a(f) = 1/6 y b(x) = 1 se obtiene la distribucién
unif(0, #). Demuestre que la siguiente estadistica es siempre suficiente
para 6.

T = max {X1,..., X, }.

Distribucion normal. Sea Xq,...,X,, una muestra aleatoria de la
distribucién N(u, 0), en donde p es conocido y 6 > 0 es desconocido.
Sea 0 el estimador para 6 por el método de maxima verosimilitud.

a) Encuentre 6.

b) Demuestre que 0 es una estadistica suficiente.
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210. Distribucion normal: no suficiencia. Sea X7 una muestra aleatoria
de tamaifio n = 1 de la distribucién N(#, 02) en donde @ es desconocido
y 02 es conocido. Demuestre que la siguiente estadistica no es suficiente
para 6.

T = |Xy|.

211. Distribucion Bernoulli: no suficiencia. Sea X7, ..., X4 una mues-
tra aleatoria de tamafio n = 4 de la distribucién Ber(f), con 0 < 6 < 1
desconocido. Demuestre que la siguiente estadistica no es suficiente
para 6.

T = Xl(XQ + Xg) + X4.

212. Distribucion Poisson: no suficiencia. Sea X, X una muestra
aleatoria de tamano n = 2 de la distribucién Poisson(6), en donde 6
es desconocido. Demuestre que la siguiente estadistica no es suficiente
para 6.

T=X; — Xo.

213. Distribucion normal: no suficiencia. Sea X1, X5 una muestra alea-
toria de tamano n = 2 de la distribucién N(#,1), en donde 6 es des-
conocido. Demuestre que la siguiente estadistica no es suficiente para

6.
T = X1 + 2Xos.

2.11. Suficiencia e informacion

En esta seccion se define el concepto de informacion de Fisher de una varia-
ble aleatoria, o de su distribucién f(x,#), la cual supondremos dependiente
de un parametro desconocido y unidimensional 6. Se muestra ademas la
relacién entre la informacion de Fisher y el concepto de suficiencia de una
estadistica.
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Definiciéon 2.23 Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad
o probabilidad f(z,#), dependiente de un pardmetro . La informacién
de Fisher de X, o de su distribucion, es la funcién

1(6) = E[(@% In f(X,0))?]. (2.14)

Notemos que la informaciéon de Fisher es una funcion del parametro 6 y
tiene como dominio de definicién el correspondiente espacio parametral.
Observemos ademds con cuidado la expresién f(X,6) que aparece en el
enunciado: la funcién de densidad f(z,0) es evaluada en la variable aleatoria
X, es decir, se trata de una composicion de funciones. Supondremos que este
término es nuevamente una variable aleatoria y que la funcién In f(X,0)
es diferenciable respecto de 6. La expresién que define a la informacién
de Fisher es un término que habia aparecido antes como parte de la cota
inferior de Cramér-Rao, la cual podemos ahora reescribir como sigue: para
cualquier estimador insesgado T' para la funcién parametral 7(6), y bajo las
hipotesis de regularidad,

Cuando sea necesario especificar la variable aleatoria en cuestién escribire-
mos Ix(0) y la funcién de densidad o de probabilidad sera fx(z,6). Por
convencion, el logaritmo indicado es el logaritmo natural.

La informacién de Fisher es una medida de la cantidad de informacién
que una observacion de la variable aleatoria contiene acerca del parametro
desconocido 6. Veremos a continuacién algunos ejemplos del calculo de esta
cantidad.
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Ejemplo 2.39 La informaciéon de Fisher de una variable aleatoria X con
distribucién Ber(0) es, para 0 < 0 < 1,

1(0) = E[(a% In 0% (1—0)'"*)?]
— E[(% [XIn 6+ (1—-X)In(1-06)])7
= E[(X/0—(1-X)/(1-6))]
1
T (1-06)

Ejemplo 2.40 La informacién de Fisher de una variable aleatoria X con
distribucion exp(#) es, para 6 > 0,

0

1(6) = E[(% In Qe_eX)2]
= B2 o~ 9 X))
— E[(1/0 - X)?]
= Var(X)
B 1
.

Como ejemplos adicionales, en la Tabla 2.8 se muestran las expresiones de
la informacién de Fisher para algunas otras distribuciones de probabilidad.
Esta tabla es equivalente a la tabla sobre la cota inferior de Cramér-Rao
de la Figura 2.6 en la pagina 163. El parametro se denota por la letra 6,
suponiendo que cualquier otro posible parametro que aparezca en la distri-
bucion es conocido. Como siempre, se reserva la letra n para el tamano de
la muestra. Se ha dejado comprobar los resultados mostrados en la tabla en
la seccion de ejercicios.
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Ejemplos de informacién de Fisher

Distribucién Pardmetro 1(0)
1
B 1 —
er(0) 0<0< 0 —0)
bin(k, 0) 0<f<1 b
in —
’ (1 —0)
1
. r
bin neg(r, (9) O0<f<1 m
1
Poisson(0) 0 >0 g
1
exp(0) 0 >0 72
gama(~y, ) 6 >0 912
1
N(H, 0'2) e R ;
1
N el
Tabla 2.8

En la siguiente proposicién se presentan dos resultados de utilidad. El pri-
mero de ellos establece que la variable aleatoria % In f(X,#), que es parte
de la expresién que define a la informacién de Fisher, siempre tiene espe-
ranza cero. Esto ya habia sido demostrado antes cuando estudiamos la cota
inferior de Cramér-Rao. El segundo resultado nos provee de una férmula

alternativa para calcular la informacién de Fisher.
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Proposicion 2.6 Sea X una variable aleatoria con funcién de densi-
dad o de probabilidad f(x, ) dependiente de un pardmetro 6. Bajo las
hipétesis de regularidad,

0
L E[ 2 In f(Xa,ze)] — 0.

2. 1(6) = —E[ 555 In (X,9)].

Demostracion. Por simplicidad en la escritura supondremos el caso
continuo. La prueba es andloga en el caso discreto.

1. Suponiendo vélido el intercambio de derivada e integral, tenemos que

E[%ln F(X,0)] = J]Rf(x,e)%ln F(z,0) dx

0
= — f(z,0)dx
70 (x,0)

d
= = JRf(x,Q) dx
0.

2. Por el primer resultado, derivando por segunda vez respecto de 6,
tenemos que

o 0
0 = 5E[z M f(X.6)]

_ a_aefR [% In f(x,H)] f(z,0) dz

2
= [ | 1 70 10+ (0 F 85y )

— [ [ w18 £.0) + (G 0 0,02 100

2

= E[% In f(X,0)] + Ix(6).
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Observemos entonces que, como consecuencia de la definicién y el primer
inciso del resultado anterior, la informacion de Fisher se puede escribir de
la siguiente forma:

1(0) = Var[a—% In f(X,0)].

La definicién de informacién de Fisher de una variable aleatoria, o de su
distribucién, se puede extender facilmente para el caso de vectores aleatorios,
y en particular para muestras aleatorias. Este es el contenido de la siguiente
definicion y es completamente analoga al caso unidimensional.

Definicién 2.24 Sea (Xi,...,X,) un vector aleatorio con funcién de
densidad o de probabilidad f(x1,...,x,,0), dependiente de un pardme-
tro desconocido 6. La informacién de Fisher del vector (X1,...,X},), o
de su distribucién, es la funcion

0
Ix, . .x,(0)= E[(@ In f(X1,...,Xn,0)%]. (2.15)
La informacién de Fisher es una medida de la cantidad de informacién que
una observacion del vector aleatorio contiene acerca del parametro . Como
en el caso unidimensional, observe con cuidado la expresién f(Xy,..., X,,0),
la cual es la funcién de densidad del vector aleatorio evaluada en el vector

mismo. Supondremos que tal expresion es una variable aleatoria y que las
operaciones indicadas en (2.15) pueden efectuarse.

Los dos resultados relativos a la informacion de Fisher presentados en la
Proposicion 2.6 pueden extenderse al caso de vectores aleatorios. Este es el
contenido del siguiente resultado el cual se demuestra de manera analoga al
caso unidimensional.
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Proposicién 2.7 Sea (Xi,...,X,) un vector aleatorio con funcién de
densidad o de probabilidad f(z,#), dependiente de un parametro 6. Bajo
las condiciones de regularidad,

0

1. E[% ln le,...,Xn(X17 .o ,Xn,O)] = 0
62
2. Ix,,. x,(0) = _E[W In fx,, . ..x,(X1,...,X5,0)].

Bajo la hipétesis de independencia de las variables de un vector y suponien-
do que cada una de las distribuciones individuales depende de un mismo
parametro 6, en donde estas distribuciones individuales no son necesaria-
mente idénticas, se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.8 Sean Xi,..., X, variables aleatorias independientes,
con funcién de densidad o de probabilidad fi(x;6),..., fu(z;0), y con
informacién de Fisher 11(0),. .., I,(0), respectivamente. Bajo las condi-

ciones de regularidad para cada una de estas distribuciones,

Ix,,.x,(0) = 1(0)+ -+ I,(0).

Demostracion. El resultado es consecuencia directa de la hipdtesis de
independencia. Tenemos que
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Ix,,..x,(0) = E[(a%lnf(Xla---’Xn?e))Q]
= B[ Ai(X1:0) - fulX:0))°]
- E[( %lnfi(Xi;e))2]
no0
= El(=In f;(X;,0))?
2221 [(5g In fi(X3,0))°]
0 0
+ 2 Bz In fi( X3, 0)) E( 55 In f5(X;,6)),

en donde sabemos que la variable aleatoria a—% In f;(X;,0) tiene esperanza
cero y, en consecuencia, la segunda suma desaparece. La primera suma es
igual a I1(0) + - - - + 1,,(0). .

En particular, cuando el vector aleatorio constituye una muestra aleatoria,
es decir, cuando se tiene la hipdtesis de independencia e idéntica distribucion
dependiente de un parametro 6, se obtiene la siguiente expresion para la
informacién de Fisher de una muestra aleatoria.

Corolario 2.1 Sea Xq,...,X,, una muestra aleatoria de una distribu-
cion dependiente de un parametro 6 y la cual satisface las condiciones
de regularidad. Entonces

Ix,. x,(0)=n-Ix,(0).

Demostracion. Por la independencia y la idéntica distribucién,

]X17~--7Xn(0) = IXl(Q)—l-"'—f—IXn(Q)
= n-IXl(H).

Para concluir esta seccion, demostraremos una relacién entre la informaciéon
de Fisher de una muestra aleatoria y la informacién de Fisher de cualquier
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estadistica obtenida de la misma muestra aleatoria. A partir de este resul-
tado, puede obtenerse una interpretacién del concepto de suficiencia de una
estadistica.

Teorema 2.4 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribu-
cion dependiente de un pardmetro 6 y sea T' una estadistica. Entonces

1. Ix,,.. x,(0)=1Ir(0).

2. La igualdad se cumple < T es suficiente para 6.

Demostracion. Tenemos que

52
[092

- [ pmien s @

Ile_._yxn(Q) = lnf(Xl,... Xn)]

Cuando la muestra aleatoria toma el valor x", la estadistica T toma el
valor T'(z™), de modo que el evento T" = T'(z™) se cumple. A continuacién
anadimos esta informacién redundante al cdlculo anterior y condicionamos
respecto a este evento,

Ba®) = = [ LW @ 7)) dor
= [ T e dor
- - [ s T i
[ e

= Ir(0) + Ix, . x,7(0)
I7(0).

WV
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Esto demuestra la primera afirmacién. Veamos ahora el segundo resultado.
Por lo demostrado antes,

I, (6) = 12(6) = | (I fa" TG fa)da” =0
0 n n\y __
= %lnf(x | T(z")) =0

& [ | T(am))

T JETEn)
0
= = (" | T (")) =0
<  f(2"|T(2")) no depende de 6

< T es suficiente para 6.

Asi, tenemos la siguiente interpretacion: una estadistica es suficiente si, y
sélo si, captura toda la informacion de Fisher de la muestra aleatoria para
estimar el parametro 6.

Por otro lado, este resultado también nos provee de un mecanismo alterna-
tivo para demostrar que una estadistica es suficiente: su informacién debe
coincidir con la informacién de la muestra aleatoria. Veamos algunos ejem-
plos.

Ejemplo 2.41 Anteriormente comprobamos que la estadistica T" = X7 +
.-+ 4+ X, es suficiente para el parametro 6 en el caso particular de las distri-
buciones Ber(6) y Poisson(f). Se demostré lo anterior de dos maneras: una
mediante la definicién de suficiencia y otra mediante el teorema de factori-
zacion. Comprobaremos por tercera ocasion esta afirmacién, ahora usando
la informacion de Fisher.

= Puede comprobarse que la informacién de Fisher de una variable
aleatoria X con distribucién Ber(0) es Ix(0) = 1/[0(1 — 6)], para
0 < 6 < 1. Por lo tanto, la informacion de Fisher de una muestra alea-
toria Xy,..., X, de esta distribucién es I(0) = nIx(0) = n/[0(1—0)].
Esta es exactamente la informacién de Fisher de la estadistica T' cuya
distribucién es bin(n, #). Por lo tanto, T" es suficiente.
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La informacion de Fisher de una variable aleatoria X con distribucién
Poisson(#) es Ix(0) = 1/0, para § > 0. Por lo tanto, la informacién
de Fisher de una muestra aleatoria Xi,...,X,, de esta distribucién es
I1(0) = nlIx(0) =n/0. Por otro lado, puede comprobarse que, como T'
tiene distribucién Poisson(n#), su informacién de Fisher respecto del
parametro 6 es

10) = BL(5 n J(T,n0)] = 2.

Como esto coincide con la informacién de Fisher de la muestra alea-
toria, concluimos que T es suficiente.

Para terminar esta seccion senalaremos que la informacién de Fisher puede
también definirse para distribuciones dependientes de dos o mas parametros.
Esta extensién y otros resultados pueden consultarse, por ejemplo, en [23].

Ejercicios

214.

215.

Algunas propiedades de la informacién de Fisher. Sea X una
variable aleatoria con distribucién dependiente de un parametro 6.

Sean a y b dos constantes con a # 0. Demuestre las siguientes propie-
dades.

a) Ix(e) = 0.
b) Iax(0) = Ix(0).
¢) Ix4p(0) = Ix(0).

Reparametrizacion. Sea X una variable aleatoria con funcién de
densidad o de probabilidad f(z,0) dependiente de un parametro 6 y
con informacién de Fisher I(6). Suponga que se tiene una reparametri-
zacién 6 = p(n), en donde ¢ es una funcién biyectiva y diferenciable.
La funcién f(zx,0) ahora se escribe como f(x,¢(n)), en donde 7 es
el nuevo pardmetro. Demuestre que la informacion de Fisher de X
respecto del parametro 7 es

1) = (¢m)*- 10)|_ .
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216.

217.

218.

219.

220.

221.
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Distribucion Bernoulli: reparametrizacion. Sea X una variable
aleatoria con distribucién Ber(#). La informacién de Fisher de X es,

para 0 < 6 < 1,
1

10)= 5=

Considere la reparametrizacion § = ¢(n) = e/(1 + €"), en donde 7 es
un nuevo parametro. Demuestre que, respecto de 7, la informacion de
Fisher de X es, para —o0 < n < 00,

I(n) = pn)(1 —p(n)).

Proceso de Poisson. Sea {X; : t > 0} un proceso de Poisson de
parametro 6 > 0 como se definié en la pagina 126 Sean 0 <] < -+ <
t, tiempos cualesquiera. Encuentre la informacién de Fisher del vector
aleatorio (Xy,..., X4, ).

Movimiento browniano. Sea {X; : ¢ > 0} un movimiento browniano
de parametro 6 > 0 como se defini6 en la pagina 127. Sean 0 < t1 <
.- - < t, tiempos cualesquiera. Encuentre la informacion de Fisher del
vector aleatorio (X ,...,Xy,).

Varias distribuciones. Compruebe que la informacién de Fisher es
la indicada para cada una de las distribuciones de probabilidad que
aparecen en la tabla de la Figura 2.8.

Distinta distribucién, misma informacién de Fisher. Demues-
tre que las siguientes dos distribuciones tienen la misma informacion
de Fisher. Para 6 > 0,

0201 si 0<z<l,

@) f@6)=1
en otro caso.
b) f(x,0) = ge—9|ﬂ3|’ —0 < T < 0.

Calcule la informacion de Fisher de una variable aleatoria X con la
siguiente distribucién: para —1 < 6 < 1,
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1+ 0x
f(z,0) = 2

0 en otro caso.

si —1l<ax<l,

222. Calcule la informacion de Fisher de una variable aleatoria X con la
siguiente distribucién: para 6 > 0,

— i x>0
f(2.0) = 7€ si x )
0 en otro caso.
223. Calcule la informacion de Fisher de una muestra aleatoria Xq,..., X,

de una distribucién dependiente de un parametro 6 como se indica en
cada inciso.

a) N(6,0?).
b) gama(~y,0).

224. Usando la informacién de Fisher, determine si las siguientes estadisti-
cas son suficientes para el parametro desconocido 6.

a) T = X12 + -+ X?L para el parametro 6 > 0 de la distribucién
Rayleigh especificada abajo y un tamano de muestra n.

21‘ —.’E2/9 .

— >0
F(z.0) = 7 e Si x ,

0 en otro caso.

b) T = X1 + 2X> para el parametro de la distribuciéon N(6, 1), para
un tamano de muestra n = 2.

c) T = X1 — Xy para el parametro de la distribucién Poisson(8),
para un tamano de muestra n = 2.

2.12. Suficiencia conjunta

En esta breve seccién extenderemos el concepto de suficiencia de una es-
tadistica para un parametro al caso de varias estadisticas para varios parame-
tros. Consideraremos entonces que 1" es un vector de estadisticas y 6 es un
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vector de parametros, no necesariamente de la misma dimension.

Partiremos nuevamente de una muestra aleatoria X1, ..., X,, de una distri-
bucién f(x,0) dependiente de ¢ parametros 6 = (61, ..., 6;). Las definiciones
y resultados son analogos al caso unidimensional, aunque pueden surgir aho-
ra nuevas situaciones para las coordenadas del vector de estadisticas y las
coordenadas del vector de parametros.

Definicién 2.25 Se dice que las variables de un vector de estadisticas

T = (11,...,T}) son suficientes conjuntamente para el vector de
parametros 0 = (61,...,60;) si y s6lo si la distribucién de la muestra
aleatoria X1,..., X, condicionada al evento T' = (¢1,...,tx) no depende
de 6.

Asi, por ejemplo, podemos tener las siguientes situaciones:
= (T7,T5) es suficiente para (61, 62).

= (17,T5) es suficiente para 6 (unidimensional).

Ejemplo 2.42 Cada variable de una muestra aleatoria X1i,..., X, puede
considerarse como una estadistica. En efecto, la variable X; puede verse
como la proyeccion sobre la i-ésima coordenada de la muestra aleatoria,
esto es, T;(X1,...,Xn) = X;. Asi, podemos formar el vector de n estadisti-
cas T = (Xq,...,X,,). Es intuitivamente claro, y se puede comprobar sin
mucha dificultad, que T es suficiente para cualquier parametro o vector de
parametros 6 del cual dependa la distribucién en estudio. También puede

demostrarse que el vector de estadisticas de orden T' = (X (1) X (n)) es
siempre suficiente para 6. En la seccion de ejercicios se pide demostrar estas
afirmaciones. u

Ejemplo 2.43 Si no tomamos la totalidad de la muestra aleatoria y consi-
deramos que T' = (X1,..., Xk), en donde k < n, puede comprobarse que, en
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general, T no es suficiente para 6. De hecho, cualquier vector que se pueda
formar con un subconjunto propio del conjunto de variables de la muestra
aleatoria no serd, en general, suficiente para 6. De la misma manera, el vec-
tor de las primeras k estadisticas de orden, con £ < n, no es, en general,
suficiente para 6. Mas generalmente, cualquier vector que se pueda formar
con cualesquiera k estadisticas de orden, no sera, en general, suficiente para
6. s

El bastante 1til teorema de factorizacion de Jerzy Neyman puede extenderse
sin dificultad al caso de vectores de estadisticas. Aqui tenemos el enunciado
haciendo uso de la notacién z" = (z1,...,z,) y para el caso de suficiencia
conjunta de dos parametros.

Teorema 2.5 (Teorema de factorizacion) Un vector de estadisticas
(T1,T») es suficiente para el pardmetro o vector de pardmetros 6 si y sélo
si

f(xn7 0) = g(Tl(:Bn),TQ(:En), 9) ’ h(xn)7

en donde g y h son dos funciones no negativas que dependen tinicamente
de los argumentos indicados.

Por brevedad en la escritura hemos considerado el caso bidimensional (77, T%)
pero, dejando de lado la longitud de las expresiones, no hay mayor dificultad
para enunciar y demostrar el resultado en el caso de vectores de estadisticas
(T1,...,T). La demostracién es completamente analoga al caso unidimen-
sional presentada antes. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.44 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién
N(u,0?), en donde i y o2 son ambos desconocidos. Definamos el vector
de estadisticas

(T1,Ty) = (Z Xi, Z X7).

Demostraremos que (11, T3) es suficiente para (u,c?). Si se quisiera usar la
definicion de suficiencia conjunta, se tendria que considerar un posible valor
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(t1,t2) de (T1,Ts) y demostrar que la expresién

f(xla s 7xn7t17t2)
f(tlatQ)

no depende de u ni de o2. Sin embargo, encontrar la expresién anterior no
es sencillo. Utilizaremos entonces el teorema de factorizacién. Tenemos que

n/2
L(x™, u, 02) = ( ! 2) eXp(—LZ(iﬁi —M)2)

2mo

1\ "2 1\"? I &G < 2
= (3 =2 exp(—r'z(in—MLinJrnu ))-

El primer factor es la funcién constante h(x™) y el resto de la expresién
corresponde a una funcién g(11(z"), To(z™), 1, ). Por lo tanto, (T1,T5) es
suficiente para (u,o?). .

f(xl,...,xn]tl,tQ) =

Cuando a un vector de estadisticas suficientes conjuntamente se le aplica
una funcién biyectiva se obtiene otro vector que preserva la propiedad de ser
suficiente. Este resultado es andlogo al caso unidimensional y se enuncia a
continuacién. Su demostracion es idéntica al caso estudiado antes y se deja
como ejercicio.

Proposicion 2.9 Funciones biyectivas de estadisticas suficientes con-
juntas son también suficientes.

Ejemplo 2.45 En el ejemplo anterior se comprobd que el vector de es-
tadisticas (T1,72) = (O, Xi, >y X?) es suficiente para el vector de
pardmetros (i, 02) en una distribucién normal. La transformacién

ty ntg—t%)

t1,t2) — (—,

(1, 2) (n n(n—1)
resulta ser una funcién biyectiva sobre el espacio parametral © = (—o0, 00) x
(0,00). Después de un célculo sencillo puede comprobarse que cuando esta
funcién se aplica al vector (17, T%) se obtiene el vector (X, S?). Por lo tanto,
este nuevo vector de estadisticas también es suficiente para (u, o2). "
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Concluimos esta seccion con algunas observaciones generales que no son
dificiles de verificar.

= Si T} es suficiente para 6 y si T es otra estadistica, entonces (77,75)
es suficiente para 6.

= Si T3 es suficiente para 61 y si T3 es suficiente para 6s, entonces (7171, 15)
es suficiente para (601,05).

= Si (T1,T3) es suficiente para (61, 02), entonces no necesariamente 77 es
suficiente para 6, ni T es suficiente para 5. Por ejemplo, se comprobd
que el vector (X,S?) es suficiente para (u,0?) en una distribucién
normal. Es inmediato verificar que el vector en el orden contrario
(82, X) también es suficiente para (u,0?). La suficiencia coordenada
a coordenada dirfa que S? es suficiente individualmente para 1 v que
X es suficiente para o2. Estas afirmaciones son falsas.

Ejemplos de estadisticas suficientes: dos parametros

Distribuciéon  Parametros Estadistica suficiente

unif (01, 92) (91, 92) T = (X(l), X(n))
N (61, 69) (01,602) T = (X,5?)
gama (91,02) (91,(92) T = (HXZ,ZXZ)
i=1  i=1
Tabla 2.9
Ejercicios
225. Muestra completa. Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una

distribucién dependiente de un parametro o vector de parametros des-
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conocido 6. Demuestre que el vector de estadisticas T' = (X1,..., Xy)
es siempre suficiente para 6.

226. Estadisticas de orden. Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de
una distribucién dependiente de un parametro o vector de parametros
desconocido #. Demuestre que el vector de estadisticas de orden T =
(X(1);--->X(n)) €s siempre suficiente para 0.

227. Distribucién Bernoulli. Sea Xq,..., X,, una muestra aleatoria de
la distribucién Ber(#), con 6 desconocido. Demuestre que el vector de
estadisticas (717, T5) es suficiente para 6, en donde, para 1 < k <n—1,

T = X1+ + X,
Ty = Xpsp+ o+ X

228. Demuestre que toda funcién biyectiva de un vector suficiente de es-
tadisticas (71,...,7;) para un vector de pardmetros (6i,...,60p) es
también suficiente. Este es el contenido de la Proposicién 2.9.

229. Informacién adicional. Sea (17, ...,T}) suficiente para (01,...,0p).
Suponga que Ty, 1 es una estadistica adicional. Demuestre que el vec-
tor (T1,...,Tk+1) también es suficiente para (61, ...,0y).

2.13. Suficiencia minimal

Como hemos visto antes, la cualidad de ser suficiente para una estadistica
significa que ésta preserva de manera completa la informacién de la mues-
tra aleatoria para estimar un parametro desconocido. Sin embargo, pueden
existir varias estadisticas suficientes para un mismo parametro y es posible
buscar entre éstas alguna que sea mas compacta en un sentido que expli-
caremos mas adelante. A una estadistica con esta propiedad se le llama
suficiente minimal.

Para precisar el concepto de minimalidad para una estadistica suficiente
definiremos primero cudndo una estadistica es funcién de otra. Recordemos
que z" denota el punto muestral (zy,...,zy).
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Definicion 2.26 Se dice que una estadistica T' es una funcién de otra
estadistica S si para cualesquiera dos valores 2" y y" de una muestra
aleatoria se cumple la implicacién

S(x") = Sy") = T(") =Ty").

Esta definiciéon de funciéon puede parecer un poco extrana, pero realmente
no lo es. El siguiente argumento compatibiliza esta definicién con la nocién
usual de funcién: recordemos que una relacién 7 de un conjunto A en un
conjunto B es una funcion si para cada elemento a en A existe un tdnico
elemento b en B tal que 7(a) = b. De manera equivalente, 7 es una funcién
si se cumple la implicacién: 7(a1) # 7(az) = a1 # ag. Por lo tanto,

T es una funcién 7 de S < [7(S(2")) # 7(S(¥")) = S(z") # SW")]
< [5@") =S@E") = 7(5@") =7(5@y"))]
)=5(y") = T@E")=T«y")].

La ultima condicién es la que aparece en la Definicién 2.26 y de esta manera
hemos comprobado que es equivalente a la nocion usual de funcién.

< [S(z"

Observemos que no hay restriccién alguna sobre las dimensiones de las es-
tadisticas T' y S en la Definicién 2.26, de modo que éstas pueden ser vec-
tores de estadisticas de cualquier dimension. Ademads, estas dimensiones
no necesariamente deben ser coincidentes. Por ejemplo, supongamos que
S es la estadistica dada por el vector de la muestra aleatoria, es decir,
S = (Xy,...,X,). Entonces es claro que toda estadistica o vector de es-
tadisticas es funcién de esta estadistica S. Veamos otros ejemplos.

Ejemplo 2.46 Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria. Entonces

= La estadistica T = (X7 + -+ + X,,)/n es funcién de la estadistica
S=X1+ -+ X,, pues T = S/n.

= El vector de estadisticas T' = (X(y), ..., X(y)) es funcién del vector de
estadisticas S = (X1,...,X,,), pues cada coordenada de T' se puede
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escribir en términos de las coordenadas de S. Por ejemplo, la primera
de ellas es X1y = min {X7,..., X, }.

= La estadistica T'= X1 + - -+ + X, es funcién del vector de estadisticas
de orden S = (X(l), e ,X<n)), pues podemos expresar a 1" como la
suma X (1) + - + X(p).

Otros ejemplos de situaciones en donde una estadistica es, o no es, funcién
de otra estadistica se muestran en la seccién de ejercicios.

Una observaciéon importante sobre la situacién cuando una estadistica es
funcion de otra estadistica es la siguiente: si T es funcién de S, es decir, si
T = 7085, entonces la cardinalidad del conjunto de valores de T" es menor o
igual a la cardinalidad del conjunto de valores de S. Esta afirmacién es mas
facil de comprender si se considera el caso cuando estos rangos de valores
son finitos: si S toma k valores, entonces T’ toma a lo sumo k valores. En
este sentido, consideraremos que 1" es mas pequena o mas compacta que S,
y esto es una interpretacién al concepto de suficiencia minimal que defini-
remos a continuacion.

Definicién 2.27 Se dice que una estadistica 1" es suficiente minimal
para un parametro € si cumple las siguientes dos condiciones:

a) T es suficiente para 6.

b) T es minimal, es decir, es funcién de cualquier otra estadistica sufi-
ciente para 6.

Por lo tanto, si T' es suficiente minimal, entonces para cada estadistica sufi-
ciente S existe una funcién 7 tal que 1" se puede escribir como la composicién
70S.Y en consecuencia, la cardinalidad del conjunto de valores de T' es me-
nor o igual a la cardinalidad del conjunto de valores de cualquier estadistica
suficiente S. En otras palabras, T es suficiente minimal si es una estadistica
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suficiente con el niimero méas pequeno posible de valores. De este hecho pro-
viene el adjetivo minimal en la definicién anterior. En general, puede haber
varias estadisticas suficientes minimales para un parametro. Retomaremos
este tema mas adelante.

Regresando a la definicién de suficiencia minimal, observemos que la aplica-
cion directa de la definicién puede ser una tarea dificil pues, por la segunda
condicion, debe comprobarse que la estadistica suficiente minimal es funcién
de cualquier otra estadistica suficiente. Afortunadamente se cuenta con el
siguiente resultado que establece condiciones un tanto mas sencillas de com-
probar que garantizan la suficiencia minimal de una estadistica.

Teorema 2.6 (Criterio para suficiencia minimal) Sea Xi,..., X,
una muestra aleatoria de una distribucién con funciéon de densidad o
de probabilidad f(z,#), dependiente de un pardmetro . Sea T una es-
tadistica y sean ™ y y" dos valores cualesquiera de la muestra aleatoria.
Si se cumplen las dos implicaciones

[ f(z",0)
f(y™,0)

entonces T' es suficiente minimal para 6.

no depende de 6 ] < [ T(x") =T(y") ], (2.16)

Demostracion. Demostraremos primero la suficiencia y para ello utiliza-
remos el teorema de factorizacién. Sea x™ un valor cualquiera de la muestra
aleatoria y supongamos que t es su imagen bajo la estadistica T, es de-
cir, T'(z™) = t. Sea y" otro posible valor de la muestra aleatoria tal que
T(y") = t. Este otro valor de la muestra aleatoria no necesariamente es
distinto de z", pues puede ser que no haya otro valor con esa propiedad.
Es importante observar que, por el orden en que fueron considerados estos
objetos, y™ depende de x™ unicamente a través del valor t. Esto se ilustra
en la Figura 2.11.
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Figura 2.11

Por construccion, se cumple que T'(z™) = T'(y") = t y haciendo uso de la
implicaciéon de derecha a izquierda de la hipdtesis se obtiene que el cociente
flx™ 8)/f(y™, 0) no depende de 6, es decir,

f(x",0)
f(ym,0)

para alguna funcién hg no negativa, dependiente tinicamente de los argu-
mentos indicados. Por lo tanto,

f&"0) = fy",0)- ho(z",y")
= g(T(2"),0) - h(z"),

= h0<xn, yn)’

en donde el factor f(y",0) se ha escrito como una funcién no negativa
g(T(z™),0), pues y" depende de z" Unicamente a través de T(z"). El se-
gundo factor es una funcién h(z") dependiente tinicamente de x™ pues,
nuevamente, observamos que y" depende de z™. El teorema de factorizacién
garantiza la suficiencia. Para los puntos muestrales ' en donde no existe
otro punto muestral tal que bajo T tome el valor ¢, cualquier funcién de ="
es funcién de T'(z™) = t y las afirmaciones anteriores se cumplen.

Ahora veamos la minimalidad. Sea S otra estadistica suficiente para 6. Por
el teorema de factorizacion, para cualquier valor 2™ de la muestra aleatoria,

f(@",0) = g(5(x"),0) - h(z"),
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para ciertas funciones no negativas g y h. Sean x" y y" dos valores de la
muestra aleatoria tales que S(z") = S(y"). Demostraremos que T'(z") =
T(y™). Tenemos que

f",0) _ g(5("),0) h(z")
fy™,0) g(S(y™),0) - h(y™)
h(x™)

h(y™)
Esto significa que este cociente no depende de . Usando la implicaciéon de

izquierda a derecha de la hipétesis, se obtiene que T'(z™) = T'(y"), es decir,
T es funcién de S. -

Observemos que para demostrar la suficiencia se usé unicamente la impli-
cacion de derecha a izquierda de la hipdtesis, mientras que para demostrar
la minimalidad se usé la implicacion de izquierda a derecha. Es decir, po-
demos establecer los resultados parciales en el sentido de suponer una de
las implicaciones para obtener las propiedades por separado, aunque, por
supuesto, para la minimalidad se requiere primero la suficiencia.

Por otro lado, es crucial observar el significado 1égico de las dos implica-
ciones que aparecen en (2.16). Estas afirmaciones no establecen que si se
cumple una de las condiciones para todo par de valores " y y™ de la mues-
tra aleatoria, entonces se cumple la otra condicién. Lo que establecen es
que si para algun par de valores " y y™ se cumple una de las condiciones,
entonces para ese par de valores muestrales se cumple la otra condicién.
Esto incluye la posibilidad de no existan dos puntos muestrales distintos en
donde se cumpla alguna de las condiciones.

A continuacion veremos algunos ejemplos en donde se muestra la utilidad
del teorema anterior.

Ejemplo 2.47 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién
Ber(#). Hemos demostrado antes que la estadistica

T=X1+ -+ X,

es suficiente para 6. Demostraremos ahora que 1" es ademas minimal. Sean
x" y y" dos posibles valores de la muestra aleatoria. Después de algunas
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simplificaciones se obtiene que

- ()

Por lo tanto, T" es suficiente minimal pues se verifica que

f(z",0)
f(y™,0)

no depende de § < nx —ny =0

El siguiente ejemplo es particularmente interesante, pues muestra una ma-
nera de usar la suficiencia minimal de una estadistica para demostrar la no
suficiencia de otra estadistica.

Ejemplo 2.48 Sea X, X5, X3 una muestra aleatoria de tamano n = 3 de
la distribucién Ber(6). Demostraremos que la estadistica

S=X1 X9+ X3

no es suficiente para 6. Supongamos lo contrario: supongamos que S es
suficiente. Como T" = X7 + X9 + X3 es suficiente minimal, T' debe ser
funcién de S, es decir, debe cumplirse la implicacién S(z™) = S(y") =
T(z™) = T(y™). Sin embargo, esto no es asi pues S(0,0,0) = S(0,1,0) =0
y 7(0,0,0) = 0 # T(0,1,0) = 1. Se concluye que T no es funcién de S y
por lo tanto S no es suficiente. .

Veamos ahora un ejemplo en el caso vectorial.
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Ejemplo 2.49 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién
N(u, 0?). Demostraremos que el vector de estadisticas

(T1,T3) = é Xi,iX?)

es suficiente minimal para el vector de pardmetros (u,0?). Sean 2" y y™ dos
puntos muestrales cualesquiera. Después de algunos calculos puede compro-
barse que

n

n) ,0'2 1 C N N

1=1

Esto no depende de (u,0%) < el exponente es cero

para todo valor de p y o2

n n n n

2 2

o Bn-3u v 3e- N
=1 1=1 1=1 1=1

o TiE@) =Tiy") vy Ta") = To(y").

Demostraremos a continuacién que toda funcion biyectiva de una estadistica
suficiente minimal es también suficiente minimal. Este resultado es también
valido en el caso vectorial.

Proposicién 2.10 Toda funcién biyectiva de una estadistica suficiente
minimal es también suficiente minimal.

Demostracion. Veamos primero la suficiencia. Sabemos que toda funcién
biyectiva de una estadistica suficiente es también suficiente por la Propo-
siciéon 2.4 de la pagina 175. De modo que esta propiedad ya es conocida.
Ahora veamos la minimalidad. Sea T una estadistica suficiente minimal y
sea 7 una funcion biyectiva. Sea S otra estadistica suficiente. Supongamos
que z" y y" son dos puntos muestrales tales que S(z") = S(y"). Como T



206 2. ESTIMACION PUNTUAL

es minimal, T es funcién de S, y por lo tanto, T'(z™) = T'(y"). Entonces
(ToT)(az™) = (1oT)(y"), es decir, 7 o T es funcién de S. Por lo tanto, la
composicion 7 o T es suficiente minimal. "

Concluimos esta seccion mostrando algunos ejemplos del resultado recién
demostrado.

Ejemplo 2.50 Para la distribucién Ber(6), sabemos que la estadistica T =
X1+ -+ X, es suficiente minimal para 6. Definiendo la funcién biyectiva
7(t) = t/n se obtiene que la media muestral 7(T) = X es también suficiente
minimal. s

Ejemplo 2.51 Sabemos que el vector de estadisticas (17,75) dadas por

n n
(T}, Ts) = Z VX7
i=1 i=1

es suficiente minimal para el vector de pardmetros de la distribucién N(u, 02).
Considere la funcién 7(t1,t2) especificada abajo. Puede comprobarse que 7
es biyectiva cuando se le considera definida sobre una regién adecuada de R?
y que 7(T1,T5) = (X, S?). Por lo tanto, la media y varianza muestrales son
estadisticas suficientes minimales para los parametros de esta distribucién.

t nty —t3

n’ n(n—1)

T(t1,t2) = (— ).

Como un ejemplo general de estadistica suficiente minimal, en la seccién 2.19
al final del presente capitulo, se demuestra un resultado que establece que
una cierta estadistica es suficiente minimal para cada distribucion de la fa-
milia exponencial.

Ejercicios

230. Sea X1,...,X,, una muestra aleatoria. Determine si la estadistica T’
indicada es funcién de la estadistica S.
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S=X;—Xo, T=X;+Xo.

S=X1+ Xy, T=X.

S=X1+Xo, T=2X+Xo+Xs.

S=X1+-+X,, T=(X1+-+X,)>2
S=X1+--+Xn, T=Xpy).

S =(X1,....Xn), T =X

S=(X1,....X,), T=2Xpu).

S=X1++Xpn, T=(Xq),X@m))

S=(X1,....Xn), T=(Xny,Xwm)

S=X1+-+Xp, T=X1+-+X,, 1<k<n-1.

231. Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria y sean S, Ty U tres estadisticas.

232.

Demuestre las siguientes afirmaciones.

a) Transitividad: si U es funcién de Ty T' es funcién de S, entonces
U es funcién de S.

b) Simetria: T' es siempre funcién de 7'

c¢) No reflexividad: si T" es funcién de S, entonces no necesariamente
S es funcién de 7.

El estimador maximo verosimil es funciéon de cualquier es-
tadistica suficiente. Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria de una
distribucién f(z,#), con 6 desconocido. Suponga que existe un tni-

co estimador 6 para 6 por el método de maxima verosimilitud. De-
muestre que 6 es funcién de cualquier estadistica suficiente para

6.

233. Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién especificada

abajo, en donde # es un parametro desconocido. Suponga que cualquier
otro parametro que pudiera aparecer en la distribuciéon es conocido.
Demuestre directamente que la estadistica T = X; + --- + X, es
suficiente minimal.
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235.

236.

237.
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a) bin(k, ). d) N(0,0?).
b) Poisson(h). e) gama(vy,0).
c) geo(h).

Sea T" una estadistica suficiente minimal para un pardametro 6 y sea a #
0 una constante conocida. Demuestre que las siguientes estadisticas
también son suficientes minimales.

a) T + a.

Distribucion Bernoulli: no suficiencia. Sea X1, X5, X3 una mues-
tra aleatoria de tamafnio n = 3 de la distribucién Ber(€). Usando que la
estadistica T' = X1 + X9 + X3 es suficiente minimal para 6, demuestre
que las siguientes estadisticas no son suficientes.

a) S = X7 + Xo.
b) S =X1+2Xs + 3X3.
C) S =X +2Xs + X3.

Distribucion Bernoulli: no suficiencia. Sea X1, ..., X4 una mues-
tra aleatoria de tamano n = 4 de la distribucién Ber(f), con 0 < 6 < 1
desconocido. Usando el hecho de que T' = X1 + X9 + X3 + X4 es su-
ficiente minimal para 6, demuestre que la siguiente estadistica no es
suficiente.

S = Xl(XQ + Xg) + X4.

Distribucion geométrica. Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria de
la distribucién geo(f), con 0 < # < 1 desconocido, como se muestra
abajo. Demuestre que la estadistica T' = X7 + --- + X,, es suficiente
minimal para 6.

0(1—-0)" si x=0,1,...

0 en otro caso.

f(x7‘9) :{



2.13 SUFICIENCIA MINIMAL 209

238.

239.

240.

241.

242.

243.

Distribucion Poisson: no suficiencia. Sea X, Xs una muestra
aleatoria de tamano n = 2 de la distribucién Poisson(f), en donde
0 es desconocido. Usando el hecho de que T' = X, + X5 es suficiente
minimal para 6, demuestre que la siguiente estadistica no es suficiente.

S =X —Xo.

Distribucion uniforme. Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria de la
distribucién unif (0, ). Demuestre que la ultima estadistica de orden
T = Xy es suficiente minimal para 6.

Distribucién uniforme. Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria de la
distribucién unif (6 — 1,6 + 1). Demuestre que el vector (X (), X(y,)) es
suficiente minimal para 6.

Distribucion uniforme. Sea X7, ..., X,, una muestra aleatoria de la
distribucién unif(f — 1/2,60 + 1/2), en donde € es desconocido. Deter-
mine si

a) X1 es suficiente para 0.

b) X(n) es suficiente para 6.

¢) (X(1), X)) es suficiente para 6.
Distribucion normal: no suficiencia. Sea X, X5 una muestra alea-
toria de tamano n = 2 de la distribuciéon N(6, 1), en donde 6 es des-

conocido. Usando el hecho de que T' = X7 + X5 es suficiente minimal
para 6, demuestre que la siguiente estadistica no es suficiente.

S =X+ 2Xs.

Distribucion normal: suficiencia pero no minimalidad. Sea
X1, ..., X, una muestra aleatoria de la distribucién N(#, 02). Suponga
que n es par y defina las estadisticas

T = X1+--+X,,

= Xi+Xg+-+ Xpo,

T, = Xo+Xy+---+ X,

Claramente T' = T +T5 y es inmediato comprobar que T es suficiente
para 6. Demuestre que
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a) (T1,T3) es suficiente para 6.

b) (11,T>) no es suficiente minimal para 6.

2.14. Meétodos para probar suficiencia

A manera de resumen, en esta breve seccion recolectamos los métodos men-
cionados antes para demostrar la propiedad de suficiencia para una estadisti-

caT.

Use directamente la Definicion 2.22.
Aplique el teorema de factorizacion 2.3.

Compruebe que la estadistica T' es una biyeccién de otra estadistica
que se sabe que es suficiente.

Si se desea probar suficiencia de T' para una funcién parametral, veri-
fique si la estadistica es suficiente para el parametro en cuestién.

Demuestre que la informacién de Fisher de la muestra aleatoria coin-
cide con la informacion de Fisher de T.

En el caso que se desee probar que una estadistica T' no es suficiente, tenemos
las siguientes opciones:

Use directamente la Definicién 2.22 proporcionando un punto muestral
(r1,...,x,) y un valor t de la estadistica T tal que la distribucién con-
junta de la muestra aleatoria evaluada en (zy,...,z,) y condicionada
al evento (T = t) dependa del pardmetro.

Suponiendo conocido que otra estadistica T” es suficiente minimal,
se puede comprobar que T no es suficiente suponiendo que lo es y
llegando a una contradiccién: como 71" es suficiente minimal, es funcién
de T, es decir, la condicién T'(z") = T(y") implica que T'(z") =
T'(y™). Asi, si se pueden proveer dos puntos muestrales ™ y y™ tales
que T(z™) = T(y"), pero que T'(z™) # T'(y"), entonces T no seria
funcién de 7", y forzosamente 7' no seria suficiente. En el Ejemplo 2.48
que aparece en la pagina 204 se muestra este procedimiento.
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2.15. Esperanza condicional

Esta seccién contiene una revisiéon breve sobre el concepto de esperanza
condicional de una variable aleatoria respecto de una sigma algebra. Los
resultados que se mencionan aqui se proporcionan sin demostracién y pue-
den estudiarse con mayor detalle, por ejemplo, en el texto de David Wi-
lliams [28]. El concepto de esperanza condicional nos sera de utilidad en la
busqueda de estimadores insesgados de varianza minima.

Sea (£2,.#, P) un espacio de probabilidad y sea X una variable aleatoria
definida sobre este espacio y con esperanza finita. Sea ¢ una subsigma
algebra de %, esto significa que ¢ es una sigma &algebra de subconjuntos de
Qyque¥ c 7.

Definicion 2.28 La esperanza condicional de X dado ¥ es una va-
riable aleatoria que se denota por E(X |¥) y se define mediante las
siguientes tres propiedades:

1. E(X |9) es 9-medible, esto significa que E(X |¥) es una variable
aleatoria respecto de la subsigma algebra ¢.

2. E(X |¥) tiene esperanza finita.

3. Para cualquier evento G en ¥,

E(E(X|9) 1¢) = E(X - 1¢).

Una de las dificultades para entender el concepto de esperanza condicional
radica en que ésta no se define de manera explicita, sino a través de las tres
propiedades mencionadas. En cursos avanzados de probabilidad se demues-
tra que la esperanza condicional existe y es la unica variable aleatoria, en
el sentido casi seguro, que satisface estas propiedades.

En este trabajo vamos a usar la esperanza condicional en el caso cuando
la subsigma dlgebra ¢ es generada por una variable aleatoria Y, es decir,
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cuando

g =o(Y).

El término o(Y) denota la minima sigma algebra respecto de la cual Y es
variable aleatoria. En este caso, se escribe E(X |Y') en lugar de E(X |¥).
Remarcamos esto a continuacion.

Notacion. Cuando ¢4 = o(Y), en donde Y es una variable aleatoria, la
esperanza condicional F(X |¥) se escribe E(X |Y).

Debido a la propiedad de unicidad casi segura, las igualdades o desigual-
dades entre una esperanza condicional y otra variable aleatoria son en el
sentido casi seguro (c.s.), y a menudo omitiremos tal especificacién. En ge-
neral no es sencillo encontrar expresiones explicitas para la esperanza condi-
cional o para su distribucién, ni tampoco la definiciéon implicita que hemos
dado lineas arriba permite su manejo directo. La manera de trabajar con
la esperanza condicional es a través de sus propiedades. Mencionaremos a
continuacion algunas de ellas.

= La esperanza condicional es tnica casi seguramente. Esto significa que
si existe una variable aleatoria W que cumple las tres condiciones de
la Definicién 2.28, entonces W = E(X |¥) c.s., es decir,

P[W =E(X|9)] =1.

= La esperanza condicional es lineal, es decir, si X y Y son variables
aleatorias con esperanza finita y a es una constante, entonces

E(aX +Y|9) =aBE(X|9) + E(Y|9).

= La esperanza condicional es monoétona creciente, es decir, si X <Y
son variables aleatorias con esperanzas finitas, entonces

E(X|9)<E(Y|9).

= La esperanza de la variable aleatoria E(X |¥) es idéntica a la espe-
ranza de X, es decir,

E(E(X9)) = E(X).
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= Si X es ¥-medible, entonces es inmediato comprobar que X mismo
cumple las tres condiciones de la Definiciéon 2.28 y por la propiedad
de unicidad tenemos que

E(X|9) = X.

= Si X es independiente de ¥, entonces

E(X|9) = B(X).

= SiY es ¥-medible y acotada, entonces

E(X-Y|9) =Y E(X|9).

= Si % < % son dos subsigmas algebras, entonces

E(E(X|4)|%) = E(E(X |4) %)) = E(X %)

Las siguientes propiedades son de particular interés en el calculo explicito
de la esperanza condicional.

= Sea Y una variable aleatoria y sea w un punto en el espacio muestral.
Suponga que Y (w) = y. Entonces el nimero E(X |Y = y) es el valor
de la esperanza condicional F(X |Y) evaluada en w, es decir,

EX|Y)(w) = E(X[Y =y).

= Si Y es discreta con valores 0,1,... entonces F(X |Y) también es
discreta y toma los siguiente valores

EX[Y)w) = ) EX|Y =y) ly_)Ww)
y=0

E(X|Y =0) si Y =0,
_ ) EX|Y=1) s V=1,

Ademas, la esperanza condicional toma el valor EF(X|Y = y) con
probabilidad dada por la suma de las probabilidades de los eventos
(Y = y) que produzcan tal valor.
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El siguiente ejemplo es un caso particular de la dltima propiedad y ayuda
a entender mejor el concepto de esperanza condicional.

Ejemplo 2.52 Sea X una variable aleatoria con esperanza finita y sea Y
otra variable aleatoria con distribucién Ber(6). Entonces

EX|Y)=EX|Y =0) 1y +EX|Y =1) 1y_y),

en donde las esperanzas condicionales que aparecen en el lado derecho son
las usuales de la probabilidad elemental. Mas explicitamente,

E(X|Y =0) si Y(w) =0,

E(XY)(W){ E(X‘Yzl) si Y(w)zl-

De esta manera, la variable aleatoria W := E(X |Y) toma los dos valores

que aparecen en la expresién anterior y su distribucion es
P(W=FEX|Y=0)) = 1-90,
P(W=EX|Y=1)) = 0.

El concepto de esperanza condicional serd de utilidad para entender el teo-
rema de Rao-Blackwell y el teorema de Lehmann-Scheffé que estudiaremos
en las siguientes secciones.

Ejercicios

244. A partir de la Definicion 2.28 que aparece en la pagina 211, demuestre
las siguientes propiedades de la esperanza condicional.

a) E(E(X|¥9)) = E(X).
b) Si X es ¥-medible entonces E(X |¥) = X.

245. Sea X una variable aleatoria con esperanza finita y sea ¢ una cons-
tante. Encuentre las siguientes esperanzas condicionales.
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a) E(c|X). d) E(X|cX). (c#0)
b) E(X|c). e) E(X +c|X).
c) E(cX|X). f) E(X|X +c¢).

246. Sea X una variable aleatoria con esperanza finita y sea Y una variable
aleatoria discreta. Demuestre directamente que

E(E(X|Y)) = E(X).

247. Sea X una variable aleatoria con esperanza finita e independiente de
la variable aleatoria discreta Y. Demuestre directamente que

E(X|Y) = E(X).

248. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcién de probabilidad co-
mo aparece abajo. Encuentre la distribucion de las variables aleatorias

E(X|Y)y B(Y|X).

x\y O 1
a) 0 1/8 1/4
1 1/4 3/8
x\y -1 1
b) 1 1/8 1/4
2 1/8 1/8
3 1/4 1/8
r\y -1 0 1
¢) 1 /9 1/9 1/9
2 /9 1/9 1/9
3 /9 1/9 1/9
249. Sean X1,...,X, variables aleatorias con idéntica distribucién y con
esperanza finita. Demuestre que
1
EXi| X1+ +Xp)=—(X1 4+ +X,).

n
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2.16. Teorema de Rao-Blackwell

El siguiente resultado establece un procedimiento importante para mejorar
un estimador insesgado a través de una estadistica suficiente. La mejoria
consiste en proponer un nuevo estimador insesgado con varianza menor o
igual a la varianza del estimador insesgado original. Para ello se necesita el
calculo de una esperanza condicional.

Teorema 2.7 (Rao-Blackwell®) Sea T un estimador insesgado para
una funcién parametral unidimensional 7(0) y sea U una estadistica su-
ficiente para 6. Entonces la variable aleatoria E(T | U) es una estadistica
que es funcién de U y cumple lo siguiente:

1. E(T|U) es insesgado para 7(6).

2. Var(E(T'|U)) < Var(T),
con igualdad < T = E(T|U) c.s.

Demostracion. Veamos primero que la esperanza condicional E(T|U)
es una estadistica. Para cada valor u de U, tenemos que

B(T|U=u) = BE(T(Xy,....Xn)|U=u)
_ fnT(x”)f(x”\U:u)da:".

El primer factor del integrando no depende de 6 pues T' es una estadistica.
El segundo factor tampoco depende de 6 pues U es suficiente. Concluimos
que la variable aleatoria E (T |U) no depende de 6 y por lo tanto es una
estadistica. Este es el iinico punto en la demostracién en donde se hace uso
de la hipétesis de que U es suficiente.

Veamos ahora que la estadistica E(T|U) es funcién de la estadistica U.
Para enfatizar que U es una funciéon de una muestra aleatoria, a esta es-
peranza condicional la escribiremos como E(T|U(Xy,...,X,)). Sean z" y

®Calyampudi Radhakrishna Rao (1920-), matemético y estadistico hindu.
®David Harold Blackwell (1919-2010), estadistico estadounidense.
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y™ dos valores de la muestra aleatoria tales que U(z") = U(y"). Entonces
claramente E(T|U = U(z"™)) = E(T|U =U(y")).

Ahora podemos demostrar las tltimas dos afirmaciones de este teorema.

1. La propiedad de insesgamiento de la esperanza condicional es una
consecuencia inmediata de la misma propiedad para T, pues

E(E(T|U)) = E(T) = 7(0).

2. Finalmente veamos que la varianza de la esperanza condicional es
menor o igual a la varianza del estimador insesgado original. Tenemos
que

Var(T) = E(T —1(0))?
— E[(T-E(T|U))+ (E(T|U)-7(9))]
= E[T - E(T|U))*+ E[E(T|U)—7(0))
+2-E[T — E(T|U)]-E[E(T|U) —7(0)]
E[T — E(T|U))* + E[E(T|U) —(0)]°
+2-[E(T) — E(T)] - [E(T) — 7(0)]
= E[T—E(T|U))+ E[E(T|U)—7(0))
> E[E(T|U)-1(0)
= Var(E(T|U)).

Ademés, esta desigualdad es una igualdad siy sélosi E[T—E(T |U)]? =
0. Pero la esperanza de esta variable aleatoria no negativa es ce-

ro si y sélo si la variable misma es cero casi seguramente, esto es,
T=ET|U)cs.

De esta manera, un estimador insesgado 7' puede mejorarse en el sentido de
producir a través de él otro estimador insesgado de varianza menor o igual
a la varianza de T'. Este mejoramiento se logra calculando su esperanza con-
dicional respecto de alguna estadistica suficiente.
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En lo que resta de esta seccion daremos varios ejemplos de aplicacién de
este procedimiento, en donde el calculo de la esperanza condicional puede
efectuarse sin demasiada dificultad. Este no siempre es el caso.

Ejemplo 2.53 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién
Ber(f), con € desconocido. Es inmediato comprobar que la estadistica T :=
X1 es un estimador insesgado para 6. Por otro lado, sabemos que U :=
X1+ -+ X, es suficiente para 6. El procedimiento de Rao-Blackwell su-
giere calcular E(T'|U) encontrando asi otro estimador insesgado para 6 con
posiblemente una varianza mas pequena.

Sea u € {0,1,...,n} un posible valor de U. Entonces, como T tiene distri-
bucién Bernoulli,

E(T|lU=u) = 1-PT=1|U=u)+0-P(T=0|U =u)
= PX1=11 X1+ +X,=u)
PXi=1)-P(Xo+ -+ X, =u—1)
PXi+- -+ X, =u)

0. <” - 1) u—1(1 — g)(n—1)—(u=1)

u—1

(Z) fu(1 — g)n—u

Como lo anterior se cumple para cada valor v € {0,1,...,n}, se concluye
que

1
B(T|U) =~ U.
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Es decir, E(T |U) = X. Se verifica entonces lo siguiente

Var(E(T|U)) %9(1 )
o(1— )

Var(T).

IN

Las graficas de estas varianzas, como funciones de 6, se muestran en la
Figura 2.12.

Figura 2.12

El siguiente ejemplo es un caso en donde la distribucién en estudio es con-
tinua.

Ejemplo 2.54 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién
N(8, 02), en donde 6 es desconocido y o2 es conocida. El estimador T := X,
es insesgado para . Por otro lado, la estadistica U := X es suficiente pa-
ra 6. Deseamos encontrar el estimador insesgado mejorado E(T'|U). Para
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cualquier valor ¢t de T' y cualquier valor u de U,

friu(t|u) = —fTJLZEZ)u)
fX1,(X1+~--+Xn)/n(t7 u)
fu(u)
fX1,X1—|—-~-—|—Xn (tanu)
fu(u)
fxi Xo X, (8, nu — 1)
fu(u)
fx, () fxot 4 x, (nu —1)
fo(u) '

Las tres funciones de densidad que aparecen en la ultima expresion son nor-
males con ciertos parametros. Substituyendo estas funciones y simplificando
se encuentra que esta funcién de densidad es N(u, (1 —1/n)c?). Por lo tanto,
la esperanza de esta funcién de densidad condicional es E(T |U = u) = u =
Z. Como esta identidad se cumple para cualquier valor de u, se concluye que

E(T|U) = X.

La varianza de esta variable aleatoria es Var(E(T|U)) = o2%/n, constante
respecto de 6. Se verifica entonces la desigualdad

Var(E(T | U)) o?/n

0_2

Var(T).

IN

Las graficas de estas varianzas, funciones constantes respecto de 0, se mues-
tran en la Figura 2.13.
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Var(T) = o2

Var(E(T |U)) = 0?/n

Figura 2.13

Ahora veremos una situacion general que incluye los dos ejemplos anteriores.

Ejemplo 2.55 Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién
dependiente de un parametro desconocido 8 y tal que su media es € mismo.
Es claro que la estadistica T' := X es un estimador insesgado para 6, y
supongamos, por otro lado, que la estadistica U := X; + --- + X, es sufi-
ciente para 6. Las distribuciones Ber (), Poisson(f) y N(#, 0?) son ejemplos
en donde se cumplen estas dos hipdtesis.

Encontraremos E(T | U). Para cualquier posible valor v de U, por la hipéte-
sis de idéntica distribucién tenemos que

ET|U=u) = EX1|X1+ -+ X, =u)

1
= EE(X1+---+Xn|X1+---+Xnzu)

1
= —u.
n
Esto demuestra que E(T|U) = U/n = X. Este es el estimador inses-

gado mejorado por el procedimiento de Rao-Blackwell y su varianza es
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Var(E(T |U)) = (1/n) Var(T). Por lo tanto, se verifica la desigualdad

Var(B(T|U)) = = Var(T)

n

< Var(T).

Ahora veremos un ejemplo en donde el pardametro a estimar es una funcién
parametral. Los cdlculos se vuelven un poco mas elaborados.

Ejemplo 2.56 Supongamos nuevamente que Xi,..., X, es una muestra
aleatoria de la distribucién Ber(6), con 6 desconocido. Sea 7(0) := 0(1 —6).
La estadistica T' := X;(1 — X3) es un estimador insesgado para la funcién
parametral 7(0) pues, por la hipdtesis de independencia,

E(T) = E(Xi(1-X»))
— E(X1)E(l— Xo)
— 0(1-0).

Sea U := X1 + -+ + X,,. Sabemos que U es suficiente para 6 y por lo tanto
también lo es para 7(6). Encontraremos el estimador insesgado mejorado por
el procedimiento de Rao-Blackwell para 7(6) usando el estimador insesgado
inicial T y la estadistica suficiente U. Sea u € {0, 1,...,n} un posible valor
de U. Entonces
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ET|U=u) = EXi1(1-—X3)|U=u)

= E(X1|U:u)—E(X1X2|U:u)
Y 1 PXi=1,X=1|U =)
n

_u P(X1:17X2:17X3+---+Xn=u—2)
on P(X1+ -+ X, =u)
n—2
92 9u—2 1 — g)n—u
_u (u—2> ( )
on (Z)H“(l—&)”—“
n—2
_u u— 2
on n
U
ou u(u—1)
 n nn-1)
n u U
= —(1——).
n—ln( n)
Como esta identidad se cumple para cualquier valor v € {0,1,...,n}, se
concluye que
n U U
E(T|U) = — (1 ——).
(T|0) = "= 21— )

Este es el estimador insesgado mejorado para 7(0) = 6(1 — #). Puede com-
probarse que

Var(T) = (1 — 0)(1 — 6 + 62).
Usando la férmula recursiva para los momentos de la distribucién binomial,
se puede demostrar también que

20(1 — 0)(1 — 36 + 36?)
n(n—1) '

Var(E(T |U)) =

Aunque no es inmediato, se puede comprobar que Var(E (T |U)) < Var(T).
Por ejemplo, para n = 3, las gréaficas de estas funciones de # se muestran en
la Figura 2.14.



224 2. ESTIMACION PUNTUAL

Var(T)
3/16 4
Var(E(T'|U))
! 0
1
Figura 2.14
Ejercicios
250. Distribucién Bernoulli: 7(0) = 6. Sea Xi,..., X, una muestra

aleatoria de tamano n > 2 de la distribucién Bernoulli de parametro
. Suponga conocido que la estadistica U = X1 +- - -+ X, es suficiente
para 0. Defina la funcién parametral 7(6) = 0° y la estadistica T =
X1 - Xo.

a) Demuestre que T es insesgado para 7(0).

b) Encuentre Var(T).

¢) Encuentre E(T'|U).

d) Encuentre Var(E(T |U)).

e) Demuestre que Var(E(T|U)) < Var(T).

2.17. Completez

En esta seccién estudiaremos una propiedad adicional que pueden cumplir
algunas estadisticas y que serda fundamental en el resultado que veremos
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mas adelante acerca de estimadores insesgados de varianza minima.

Consideremos nuevamente que X1q,...,X, una muestra aleatoria de una
distribucién con funcién de densidad o de probabilidad f(z,#), dependiente
de un parametro 6. Supongamos que € toma valores en un cierto espacio
parametral ©. Sea T' una estadistica y sea fr(t,0) su funcién de densidad
o de probabilidad, que también depende, en general, de . A continuacién
definiremos la nociéon de completez para la familia de funciones de densidad

o de probabilidad { fr(t,0) : 0 € © }.

Definicion 2.29 Se dice que una estadistica T', o su familia de funciones
de densidad o de probabilidad { fr(¢,60) : 6 € © }, es completa si para
cualquier funciéon h se cumple la implicacién

Eh(T)=0 = h(T)=0 cs. (2.17)

Observe que, por simplicidad, no hemos especificado el dominio de la fun-
cién h, pero éste debe contener al conjunto de valores de la estadistica T', de
tal forma que la composicion h(T') tiene sentido. Supondremos ademés que
esta composiciéon es también una variable aleatoria y que tiene esperanza
finita. Otra observacién importante es que, en general, la esperanza E(h(T))
depende del pardametro desconocido 6, asi es que la condicién E(h(T)) =0
debe cumplirse para todo valor posible del parametro 6.

En la siguiente seccién veremos la utilidad de la propiedad de completez de
una estadistica cuando se conjunte con la propiedad de suficiencia. Estas
propiedades para una estadistica aparecen como hipotesis en el teorema de
Lehmann-Scheffé. Regresando a la definicion de completez, en general no
es facil comprobar su cumplimiento. El siguiente ejemplo, sin embargo, es
particularmente sencillo.

Ejemplo 2.57 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién
Ber(6). Demostraremos que la estadistica T' = X+ - -+ X, es completa. Sea
h una funcién cualquiera tal que E(h(T)) = 0. Como T tiene distribucién
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bin(n, #), tenemos que

By = Y ne (
) ()

La tdltima suma corresponde a un polinomio en la variable a = 6/(1 — ).
Para que este polinomio en « sea cero para cualquier posible valor de «,
sus coeficientes deben ser todos forzosamente cero, esto es, para cada t =
0,1,...,n, se tiene que h(t) (?) = 0. Esto implica que h(t) = 0 para cada

t=0,1,...,n,esdecir, h(T) = 0. De esta manera hemos comprobado que la
estadistica 7', o la familia de distribuciones binomial { fr(¢,0) : 0 <6 < 1},
es completa. n

Veamos otro ejemplo, esta vez cuando la distribucion de probabilidad invo-
lucrada es continua.

Ejemplo 2.58 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién
unif(0, §), con § > 0. Demostraremos que la estadistica T' = méax { X1, ..., X, }
es completa. Observemos primero que T tiene como posibles valores el in-
tervalo (0,6) y recordemos que su funcién de distribucion es la siguiente:
para 0 <t < 6,

Fr(t) = P(méx{X1,...,Xn} <)
= (P(X1<t)"

a0

n ¢ n—1 '
fT(t)= 5(5) S1 0<t<0,

0 en otro caso.

Por lo tanto,

Sea entonces h una funcién cualquiera tal que E(h(T)) = 0. Para cualquier
valor 6 > 0,

0 n (t\" ! n (? 1
Oth(t)§<5> dt=9—n Oh(t)t dt.
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Esto implica que la integral se anula para cualquier 8 > 0. Derivando esta
integral respecto de 6 y suponiendo continuidad para la funcién h, se obtiene
que h(0)6"~! = 0 para cualquier # > 0. Esto se cumple cuando h() = 0
para cualquier 8 > 0, es decir, h(T) = 0. Esto demuestra que la estadistica
T, o la familia de funciones de densidad { fr(¢,6) : 6§ > 0}, es completa. =

Observemos que para demostrar la no completez de una estadistica T es
suficiente dar una funcién h que no sea idénticamente cero en el conjunto
de valores de T' y tal que E[h(T)] = 0. Veremos a continuacién un ejemplo
de esta situacion.

Ejemplo 2.59 Supongamos que una estadistica T tiene funciéon de densi-
dad f(t,0) dada por la distribucién N(0, 6), es decir,

1 2 2]
f(t,0) = ——e /%0 _op <t < oo,
(t,6) \ 210
en donde el parametro € > 0 es la varianza de la distribucién y la media es
cero. Entonces es facil comprobar que T, o la familia de densidades { f(t,0) :
6 > 0}, no es completa pues para la funcién h(t) = ¢ se cumple la condicién

f C ) £(t.0)dt = 0.

—00

y sin embargo, h(t) no es idénticamente cero. =

Es interesante observar que la propiedad de completez de una estadistica de-
pende fuertemente del espacio parametral © que se considere como conjunto
de posibles valores para 6. En efecto, la implicacién (2.17) que aparece en la
Definicién 2.29 debe cumplirse para todo valor de 6 en ©. Si este conjunto
se reduce la completez puede perderse.

La definicién de completez para una estadistica T es también valida para
un vector de estadisticas T' = (T1,...,Tk). En este caso la funcién real h
que se utiliza debe tener como dominio un subconjunto de R¥.

Como en el caso unidimensional, se pueden dar ejemplos de vectores de es-
tadisticas que no satisfacen la propiedad de completez.
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Demostraremos a continuacién que la propiedad de completez permanece
invariante bajo transformaciones biyectivas.

Teorema 2.8 Toda funcién biyectiva de una estadistica completa tam-
bién es completa.

Demostracion. Sea T una estadistica completa y sea ¢ una funcién
biyectiva tal que ¢(T') es una variable aleatoria con esperanza finita. Sea
h una funcién tal que E(h(p(T))) = 0, es decir, E((h o ¢)(T)) = 0. La
completez de T implica que (ho ¢)(T) = 0 c.s., es decir, h(p(T)) = 0 c.s.
Esto demuestra la completez de ¢(T"). El mismo argumento se aplica cuando
T es un vector de estadisticas. B

Para concluir esta seccién mencionaremos que en la seccién 2.19 se enuncia
un ejemplo general de la propiedad de completez para una cierta estadistica
para distribuciones dentro de la familia exponencial.

Ejercicios

251. Sea a una constante. Demuestre que una estadistica 1" es completa si
y soélo si
a) T + a es completa.
b) aT es completa, a # 0.
252. Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién especifica-
da abajo, dependiente del parametro 6. Suponga que cualquier otro
parametro que pudiera aparecer en la distribucién tiene un valor fijo

conocido. Demuestre directamente que la estadistica T = X1+ - -+ X,
es completa.

a) bin(k, ). d) N(0,0?).
b) Poisson(h). e) gama(vy,H0).
c) geo(0).
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253. Distribucion uniforme. Sea T' = | X;|, en donde X; es una muestra
aleatoria de tamano n = 1 de la distribucién unif(—6, ), con 6 > 0.
Determine si T' es una estadistica completa.

254. Distribucién Poisson. Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de la
distribucién Poisson(#) con 6 > 0. Demuestre que la estadistica

a) T'=X1+ -+ Xj es completa, 1<k<

k <n.
b) T = (Xy,...,Xg) no es completa, 2 <k <n.

255. No completez. Sea f(x,6) la funcién de densidad de la distribu-
cién unif(—6,6), con § > 0. Demuestre que la familia de densidades
{f(z,0): 0 <6 < o0} no es completa.

256. No completez. Sea f(x,6) la funcién de densidad de la distribucién
N(0,8), con # > 0. Demuestre que la familia de densidades {f(z,6) :
6 > 0} no es completa.

2.18. Teorema de Lehmann-Schefté

En esta seccién se presenta un resultado importante que permite construir
estimadores insesgados de varianza minima cuando se cumplen ciertas con-
diciones.

Sabemos que bajo las condiciones de regularidad, cualquier estimador in-
sesgado para una funciéon parametral tiene varianza por lo menos la cota
inferior de Cramér-Rao. Recordemos que, tanto la varianza del estimador
como la cota inferior de Cramér-Rao son funciones del parametro descono-
cido 6. A aquel estimador insesgado cuya varianza sea la mas pequena para
cada valor de 6 le hemos llamado estimador insesgado de varianza minima
uniforme (en inglés uniformly minimum variance unbiased estimator), y por
brevedad se le llama UMVUE. El calificativo de uniforme se refiere a que
la minimalidad de su varianza se cumple para todo valor de # en el espacio
parametral ©. El siguiente resultado establece la forma de encontrar este
estimador.
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Teorema 2.9 (Lehmann-Scheffé®) Sea T un estimador insesgado pa-
ra una funcién parametral unidimensional 7(0). Sea U una estadistica
suficiente y completa para 6. Entonces E(T'|U) es

1. El dnico estimador que satisface ser funciéon de U y ser insesgado
para 7(0).

2. El UMVUE para 7(6), es decir, tiene varianza minima de entre
todos los estimadores insesgados para 7(6).

Demostracion.

1. Veamos primero la unicidad. Hemos demostrado antes que la esperan-
za condicional E(T |U) es una estadistica que es funciéon de U y es
insesgado para 7(6). Supongamos que W es otro estimador para 7(6)
con estas dos caracteristicas. Defina la funcién h(U) = W — E(T | U).
Entonces

E(hU)) = EW) - E(E(T'|U)) = 7(0) = 7(8) = 0.

Como U es completa, h(U) = 0 c.s. Es decir, W = E(T'|U) c.s. De
esta manera, la hipotesis de completez para U lleva a concluir que
E(T|U) es el tnico estimador insesgado que es funcién de U.

2. Sea W cualquier estimador insesgado para 7(f) sin solicitar necesa-
riamente que sea funcién de U. Consideremos el estimador E(W |U),
el cual es insesgado y es funciéon de U. Por la propiedad de unicidad,
tenemos que este estimador es idéntico a E(T'|U). Por el teorema de
Rao-Blackwell,

Var(W) = Var(E(W | U)) = Var(E(T | U)).

®Erich Leo Lehmann (1917-2009), estadistico estadounidense.
®Henry Scheffé (1907-1977), matemadtico y estadistico estadounidense.
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Del resultado general anterior se desprenden los siguientes casos particulares
que permiten encontrar el UMVUE para una funcién parametral 7(0).

Corolario 2.2 Sea U una estadistica suficiente y completa para 6. Si
la funcién g(U) es un estimador insesgado para 7(f), entonces g(U) es
el UMVUE para 7(0).

Demostracion. Como E(g(U)|U) = g(U) c.s., se sigue del teorema de
Lehmann-Scheffé que g(U) es el UMVUE para 6. E

Corolario 2.3 Si T es un estimador insesgado para 7(f), y suficiente y
completo para 6, entonces T' es el UMVUE para 7(0).

Demostracion. Como T es una estadistica suficiente y completa también
para 7(0), la identidad E(T'|T) = T c.s. y el teorema de Lehmann-Scheffé
aseguran que 1" es el UMVUE para 7(0). .

Por ejemplo, hemos comprobado antes que la estadistica X es un estimador
insesgado para el parametro de la distribucién Ber(#). Puede comprobarse
que X es también suficiente y completa para 6. Por lo tanto, X es el UMVUE
para 6.

Ejercicios

257. Distribucién Ber(): UMVUE para 7(6) = 0 + (1 — 6)e?.
Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de la distribucién Ber(@) con 0
desconocndo. Defina la funcién parametral 7(6) = 0 + (1 — 0)e?.

a) Encuentre un estimador insesgado T' para 7(6) y compruebe que
lo es.

b) Considere la estadistica suficiente y completa U = X1 +---+ X,.
Para cada valor u de U, calcule E(T |U = u).
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c) Use el teorema de Lehmann-Scheffé para encontrar el UMVUE
para 7(6).

Distribucién geo(#): UMVUE para 6.

Sea X1,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién geo(f), con
f desconocido. Nos interesa estimar el parametro 6. Sabemos que la
estadistica U = X1+ - -+ X, es suficiente y completa para 6. Considere

el estimador |

JERCe
Demuestre los siguientes resultados que llevan a encontrar el UMVUE

para 6. Se verifica que la varianza del UMVUE alcanza la cota inferior
de Cramér-Rao.

a)

b) Calcule Var(T).

c) Calcule E(T'|U). Este es el UMVUE para 6.

d) Calcule Var(E(T'|U)).
)
)

Demuestre que T' es insesgado para 6.

e) Calcule CICR(#).
f) Demuestre que CICR(0) = Var(E(T' |U)) < Var(T).

Distribucién Poisson(f): UMVUE para 6.

Sea X1,...,X, una muestra aleatoria de tamano n > 2 de la distri-
bucién Poisson(f), con 6 > 0 desconocido. Sabemos que la estadistica
U= X1+ -+ X, es suficiente y completa para 6. Defina ahora el
estimador .

Demuestre los siguientes resultados que llevan a encontrar el UMVUE
para 6. Se verifica que la varianza del UMVUE alcanza la cota inferior
de Cramér-Rao.

a) T es insesgado para 6.

b) Var(T) = 6/2.

¢) E(T|U) = X. Este es el UMVUE para 6.
)

d) Var(E(T'|U)) = 6/n.
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e) CICR(0) = 0/n.
f) CICR(0) = Var(E(T|U)) < Var(T).

260. Distribucién Poisson(f): UMVUE para 7(0) = e~°.
Sea X1,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién Poisson(#),
con # > 0 desconocido.

a) Demuestre que la estadistica T' = 1(p,(X1) es un estimador in-
sesgado para la funcién parametral 7(0) = e~".

b) Demuestre que la estadistica U = X; +- - -+ X, es suficiente para
6.

c) Demuestre que U es una estadistica suficiente minimal para 6.

d) El procedimiento de Rao-Blackwell sugiere encontrar E(T"|U).

Demuestre que
n—1\Y
E(T|\U) = .
i) - (M)

e) Demuestre que Var(T) = e ?(1 — e79).

f) Recuerde que si X es una variable aleatoria con distribucién
Poisson(#), entonces su f.g.p. estd dada por

G(t) = E(tX) = /¢,
Use la expresion anterior para demostrar que
Var(E(T|U)) = e~ 20(ef/m —1).

¢) Demuestre que para la funcién parametral 7(0) = e,

CICR(0) = i e,

n

h) Demuestre que
CICR(0) < Var(E(T |U)) < Var(T).

i) Con tnicamente la informacién anterior, ;qué puede decir de
E(T|U)?
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j) Demuestre que U es una estadistica completa.
k) ;Qué puede decir ahora de E(T |U)?

Distribucién Poisson(f): UMVUE para e’

Sea X1i,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién Poisson(6),
con # > 0 desconocido. Nos interesa estimar la funciéon parametral
7(0) = 6 e~?. Sabemos que la estadistica U = X;+---+X,, es suficiente
y completa para 6. Defina el estimador

T = 1(;(X).

Demuestre los siguientes resultados que llevan a encontrar el UMVUE
para 7(6). Se verifica que la varianza del UMVUE alcanza la cota
inferior de Cramér-Rao.

a) T es insesgado para 7(0).

b) Var(T) =60e (1 —0e?).

¢) E(T|U) = (21 )nX " X. Este es el UMVUE para 7(6).
d) Var(B(T|U)) = e 2049/n 8 (1 4 (n —1)28) — 20 92,

e) CICR(6) = e~ %, para 7(0) = e
f) CICR(#) < Var(E(T|U)) < Var(T).

Distribucién exp(f): UMVUE para 6.

Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de la distribucién exp(#), con
6 > 0 desconocido. Sabemos que la estadistica T'= X; + --- + X, es
suficiente y completa para 6.

a) Demuestre que la estadistica (n—1)/7 es un estimador insesgado
para 6.

b) Concluya que (n —1)/T es el UMVUE para 6.

c) Calcule la varianza del UMVUE encontrado en el inciso anterior

y compare con la cota inferior de Cramér-Rao.

Distribucién N(0, 0?): UMVUE para 6.
Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de la distribucién N(6, 02), con
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264.

6 desconocido y o2 conocido. Nos interesa estimar el parametro 6.
Sabemos que la estadistica U = X + - - -+ X, es suficiente y completa
para 6. Defina el estimador

T = X;.

Demuestre las siguientes afirmaciones:

a) T es insesgado para 6.

b) Var(T) = o?

c) E(T|U) = X

d) Var(E(T'|U)) = o*/n.

e) CICR(0) = 0%/n. (constante)

f) CICR(#) = Var(E(T|U)) < Var(T).

Por el Teorema de Lehmann-Scheffé, se concluye que E(T'|U) es el
UMVUE para 6. Ademas su varianza alcanza la cota inferior de Cramér-
Rao.

Distribucién N(f,0?): UMVUE para 6.

Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de la distribucién N(6, o2), con 6
desconocido y 02 conocido. Nos interesa estimar la funcién parametral
7(0) = 6%. Sabemos que la estadistica U = X; + - - - + X, es suficiente
y completa para 6. Defina el estimador

T =X} -0

a) Demuestre que T es insesgado para 62.

b) Calcule Var(T).

c) Calcule E(T|U).

d) Calcule Var(E(T'|U)).

e) Calcule CICR(f) para 7(6) = 62

f) Compruebe que CICR(6) < Var(E(T'|U)) < Var(T).

Se concluye que E(T|U) es el UMVUE para 62, pues es insesgado y
su varianza alcanza la cota inferior de Cramér-Rao.
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Distribucién N(f,0?): UMVUE para P(X; > a).

Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de la distribucién N(6, 2), con
6 desconocido y o2 conocido. Sea a una constante cualquiera. Nos
interesa estimar la funcién parametral 7(0) = P(X; > a). Sabemos
que la estadistica U = X1 + - - - + X, es suficiente y completa para 6.
Defina el estimador

T = 1(4,00)(X1)-

Demuestre los siguientes resultados que llevan a encontrar el UMVUE
para P(X; > a). Se verifica que la varianza del UMVUE alcanza la
cota inferior de Cramér-Rao.

a) Demuestre que T es insesgado para 7(0) = P(X1 > a).

b) Calcule Var(T).

c) Calcule E(T'|U). Este es el UMVUE para 7(0) = P(X; > a).

d) Calcule Var(E(T'|U)).

e) Calcule CICR(#).
f) Compruebe que CICR(6) < Var(E(T'|U)) < Var(T).
Distribucién N(0,0?): UMVUE para P(|X1| < a).
Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de la distribucién N(6, o?), con
6 desconocido y o2 conocido. Sea a > 0 una constante. Nos interesa
estimar la funcién parametral 7(6) = P(|X;| < a). Sabemos que la
estadistica U = X + --- + X, es suficiente y completa para 6. Defina

el estimador
T = 1(,q) (| X1]).

Demuestre los siguientes resultados que llevan a encontrar el UMVUE
para P(|X1| < a). Se verifica que la varianza del UMVUE alcanza la
cota inferior de Cramér-Rao.

a) Demuestre que T es insesgado para 7(0) = P(|X1| < a).

b) Calcule Var(T).

c) Calcule E(T'|U). Este es el UMVUE para 7(0) = P(|X1| < a).

d) Calcule Var(E(T'|U)).

e) Calcule CICR(#).
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f) Compruebe que CICR(A) < Var(E(T'|U)) < Var(T).

267. Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de la distribucién f(x, ) que se
especifica abajo, en donde 6 > 0 es desconocido.

—(z—0)

e si x>0,

x,0) =

f(@,9) { 0 en otro caso.

a) Demuestre que la estadistica X(;) — 1/n es suficiente, completa e
insesgada para 6.

b) Encuentre el UMVUE para 6.

268. Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de la distribucién f(x, ) que se
especifica abajo, en donde # > 0 es un parametro desconocido. Por el
ejercicio 147, sabemos que la estadistica ' = —(n — 1)/>" ; In X es
un estimador insesgado para 6.

091 si 0 <z <1,

f(l‘,(g) = {

0 en otro caso.

a) Demuestre que la media geométrica U = (X1 ---X,)"/" es una
estadistica suficiente y completa para 6.

b) Encuentre el UMVUE para 6.

269. Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de la distribucién f(z, ) que se
especifica abajo, en donde # > 0 es un parametro desconocido.

02ze 0% si x>0,

x,0) =

f@,9) { 0 en otro caso.

a) Demuestre que la estadistica T' = X7 + --- + X, es suficiente y
completa para 6.

b) Calcule E(1/T).

c) Encuentre una funcién de T que sea insesgada para 6. Use el
teorema de Lehmann-Scheffé para concluir que esta funcion es el

UMVUE para 6.
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2.19. Distribuciones tipo exponencial

En esta seccién se define una colecciéon amplia de distribuciones de pro-
babilidad llamada familia exponencial. Esta familia agrupa a varias de las
distribuciones de probabilidad discretas y continuas mas conocidas, todas
ellas compartiendo una misma forma para la funcién de densidad o de pro-
babilidad. Se considera primero el caso cuando sélo hay un parametro in-
volucrado, y después cuando la distribucion depende de varios parametros.
Aqui tenemos la definicién en el primer caso.

Definicién 2.30 Una distribucién dependiente de un parametro 6 es
de tipo exponencial si su funcién de probabilidad o de densidad, es de
la forma

f(x,0) = a(d) b(z) e @4 _0 <z < o0, (2.18)

en donde a(f) = 0, b(z) = 0, ¢(f) y d(x) son funciones reales que depen-
den unicamente de los argumentos indicados.

Como hemos senalado, la familia de distribuciones tipo exponencial incluye
distribuciones tipo discreto y continuo. La expresion de la férmula (2.18)
justifica el término exponencial en el nombre de esta familia de distribucio-
nes. En la siguiente tabla se muestran algunos ejemplos de distribuciones
particulares que pertenecen a la familia exponencial.

Por brevedad en las expresiones que aparecen en la tabla, no hemos escrito
la forma completa de la funcién b(x) en cada caso. Por ejemplo, para la
distribucién Bernoulli se debe escribir b(z) = 1-1y 1}(x), mientras que para
la distribuciéon binomial b(x) = (Z) - 140,1,... k} (), indicando asf el soporte
de la distribucién.
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Algunas distribuciones tipo exponencial de un parametro

Distribuciéon  a(6) b(x) c(0) d(x)
0
Ber(0) 1-10 1 In 175 x
bin(k, 0) (1—0)k () n% @
Poisson(0) e ? & Ino x
geo(0) 0 1 In(l—0) =«
bin neg(k,0) (:Z5)" (lﬁkﬁzl) In(1-60) k+z
N(0,02) % e—0%/207 %e—:ﬁ/%? % T
N Rtk
gama(6, \) % 1A 0 In x
gama(~y, ) rég) 71 —0 x
Tabla 2.10

Observemos que en la tabla aparecen distribuciones que dependen de dos
parametros. En estos casos se considera que la distribucion depende del
parametro 6, entendiendo que el segundo parametro, indicado con otra letra,
es constante y conocido. Substituyendo las expresiones mostradas en la tabla
para las funciones a(f), b(x), ¢(0) y d(x) puede comprobarse en cada caso
que se obtiene la funciéon de probabilidad o de densidad correspondiente.

Ejemplo 2.60 Es interesante observar que la representaciéon (2.18) no es
Unica para todas las distribuciones dentro de esta familia. Por ejemplo, para
la distribucién geométrica, para cada valor £k = 0,1,... las expresiones que
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aparecen abajo producen la funcién de probabilidad geo(#).

a() = 6/(1-0)",
b(x) 1,

c(@) = In(1-06),
dlz) = k+u=x.

Ahora consideraremos el caso cuando la distribucién tipo exponencial de-
pende de varios parametros.

Definicién 2.31 Una distribucion dependiente de ¢ parametros 6 =
(01,...,0¢) es de tipo exponencial si su funcién de probabilidad o de
densidad, es de la forma

f(z,0) = a() b(z) @) _0 <z < w,

en donde a(f) = 0 y b(z) > 0 son funciones reales que dependen
unicamente de los argumentos indicados, y ¢(0) = (c1(0),...,ck(0))
y d(z) = (di(z),...,dx(x)) son funciones vectoriales, y la expresién
¢(0) - d(x) indica el producto punto.

Escribiendo explicitamente el producto punto ¢(#)-d(z), tenemos que f(x,0)
se escribe como sigue

k
F(z,0) = a(8) b(z) exp [ > ¢i(0) d(a) ]

En la siguiente tabla se muestran algunos ejemplos de distribuciones tipo
exponencial dependientes de dos parametros.
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Algunas distribuciones tipo exponencial de dos parametros

Distribucién 0,(01, 92) b(:l?) 61(91, 92) (6)) (91, 92) d1 (ZE) dg (CE)
o1 1

gama(@l, 92) F(291) ™ (91 In = —92 x

N(Ql, (92) —1_ 6_6%/295 1 01 _ 1 T 562

/2763 63 203

Tabla 2.11

Es inmediato comprobar que substituyendo las expresiones de las funciones
a, b, c1, c2, di y do indicadas en la tabla se obtiene la correspondiente funcién
de densidad. En particular, las distribuciones gama y normal pertenecen a la
familia exponencial considerando un parametro a la vez, o ambos parametros
al mismo tiempo. Nuevamente, por brevedad, hemos omitido la expresion
completa para b(x). Tal funcién debe especificar el soporte de la distribucion.

Ejemplo 2.61 La distribucién bin neg(k, p) no pertenece a la familia ex-
ponencial biparamétrica. !

En el siguiente resultado se muestra explicitamente la existencia de una
estadistica suficiente, minimal y completa para el vector de pardametros de
toda distribucion dentro de la familia exponencial. La propiedad de com-
pletez es mas complicada de demostrar y tinicamente indicaremos algunas
ideas generales de la prueba.
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Proposicion 2.11 Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de una distri-
bucién tipo exponencial dependiente del pardmetro 6 = (61, ...,6;). El
vector de estadisticas T' especificado abajo es una estadistica suficiente
minimal y completa para 6.

= (Z di(X,), Z di(Xi))

Demostracion.
Suficiencia minimal. Sean (x1,...,2y,)y (y1,--.,Yn) dos posibles valores de
la muestra aleatoria, no necesariamente distintos. Entonces

TlyeeeyTp,l b(;i
éiyi e Ym 0)) B (H biyz; ) exp (0 (2, () = 2, )|
(s)

Esta cantidad no depende 6 si y sdlo si el exponente es nulo para cualquier
valor de 6. Esto lleva a la condicién T'(z1,...,z,) = T(y1,...,Yn). Por el
Teorema 2.6 concluimos que T es suficiente minimal para 6.

Completez. Sea h una funcién tal que E[h(T)] = 0. Entonces
O =

d(z;)) f(x1,...,zp)dxy - - - day

n n

) (@(@)" ([ [ b)) exp [c(e) 3 d(:z:z')] dzy - - din,.

i=1 1=1

||M: ||M:\_/

[
- L

El factor (a(f))"™ puede colocarse fuera de la integral y, dado que la integral
es nula, este factor puede omitirse. Ahora consideraremos un caso particular
de esta integral. Tomando el caso particular d(z) = z, la integral resultante
corresponde a la transformada de Laplace bilateral respecto de la medida
de Lebesgue, de dimensién n, y evaluada en el punto (¢(6),...,c(0)) de R".
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Por la propiedad de unicidad de la transformada de Laplace, esta integral
es cero si, y sélo si, la funcién que es factor de la exponencial es cero, es
decir, h(},d(z;)) = 0 c.s. En el caso cuando la funcién d(z) no es la
identidad se hace un cambio de variable u = d(x) y se obtiene nuevamente
una transformada de Laplace pero esta vez respecto de una medida que no
es necesariamente la de Lebesgue. Nuevamente, la propiedad de unicidad de
la transformada de Laplace produce nuevamente el resultado buscado. =

La teoria matematica de la transformada de Laplace multidimensional puede
consultarse en [4]. Por otro lado, la propiedad se suficiencia, sin la minima-
lidad, se puede demostrar directamente de la definicién, o bien mediante el
teorema de factorizacion. Se deja verificar esta afirmacién como un ejercicio.
Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.62

a) En el caso Ber(6), tenemos que d(z) = x. Por lo tanto, la estadistica
T = X1 +---+ X, es suficiente minimal y completa para 6.

b) En el caso N(61,6s), tenemos que di(x) = x y da(x) = x2. Por lo tanto,
la estadistica T = (X1 + -+ + Xp, X7 + -+ + X2) es suficiente minimal
y completa para (61, 62).

Ejercicios

270. Demuestre la propiedad de suficiencia de la estadistica que aparece en
la Proposicién 2.11 usando

a) La definicion.

b) El teorema de factorizacién de Neyman.






Capitulo 3

Estimacion por intervalos

En algunos casos es preferible no dar un nimero como estimaciéon de un
parametro desconocido, sino un intervalo de posibles valores. En este tipo
de estimacion se busca un intervalo de extremos aleatorios de tal forma
que se pueda afirmar, con cierto grado de confiabilidad, que dicho intervalo
contiene el verdadero valor del parametro desconocido. A este tipo de in-
tervalos se les llama intervalos de confianza y fueron introducidos por Jerzy
Neyman! en 1937.

En este capitulo estudiaremos brevemente los conceptos béasicos sobre la
estimacion por intervalos y proporcionaremos algunos ejemplos particulares
de la forma en la que pueden encontrarse este tipo de intervalos.

3.1. Definiciones

Como antes, consideremos que tenemos una cierta variable aleatoria de nues-
tro interés y que ésta tiene funciéon de densidad o de probabilidad conocida
f(x,0), pero dependiente de un parametro desconocido 6, el cual desea-
mos estimar con base en una muestra aleatoria de esta distribucién. Aqui
tenemos la definicion de intervalo de confianza.

!Jerzy Neyman (1894-1981), matemaético y estadistico polaco.

245
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Definicién 3.1 Sea a € (0,1) un nimero fijo dado. Un intervalo de
confianza para un parametro desconocido 6 de una distribuciéon de
probabilidad es un intervalo aleatorio de la forma (él,éz), en donde
él y éz son dos estadisticas que satisfacen

PO <0 <6y)=1—ou (3.1)

A las estadisticas 6, y 65 se les conoce como limites inferior y superior,
respectivamente, del intervalo de confianza. Al niimero 1 — « se le conoce
como grado o coeficiente de confianza. En general, se toma el valor de «
cercano a cero de tal forma que el grado de confianza, 1 — «, sea cercano
a uno. En la practica es comun tomar a = 0.05, de modo que el grado de
confianza es 1 — a = 0.95. Decimos entonces que el grado de confianza es

del 95 %.

-~
~

Muestra 1

Muestra 2

-~
~

Muestra 3

-~
~b

-~
~

Muestra 4

-~
~

Muestra 5

Figura 3.1

Siendo que los limites inferior y superior de un intervalo de confianza son
funciones de una muestra aleatoria Xi,...,X,, al tomar estas variables
aleatorias distintos valores se generan distintas realizaciones del intervalo
aleatorio. Esta situacion se ilustra en la Figura 3.1, en donde se ha indicado
graficamente el valor desconocido de 6. Algunas realizaciones del intervalo
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de confianza contendrén el valor del parametro y algunas realizaciones no lo
contendran. Usando la interpretacién frecuentista de la probabilidad, pode-
mos afirmar que en un gran numero de realizaciones del intervalo aleatorio,
el (1 —a)100% de la veces el intervalo contendrd el valor del pardmetro a
estimar.

Observe ademds que no es correcto decir “la probabilidad de que 6 perte-
nezca al intervalo (91, éz) es 1 — «”, pues, en nuestra perspectiva clasica, el
parametro 6 no es un elemento aleatorio. En cambio, se dice “la probabi-
lidad de que el intervalo (él, ég) contenga el valor de § es 1 — a”. De esta
forma se entiende que 6 es constante, aunque desconocido, y el intervalo es el
que cambia dependiendo de la muestra aleatoria. Naturalmente el problema
fundamental es el siguiente:

., Coémo encontrar 01 y 05 de tal forma que la igualdad (3.1) se cumpla?

Este problema no es facil de resolver. En muchas ocasiones sdlo se pueden
encontrar intervalos de confianza aproximados, es decir, las estadisticas él
y 05 que se encuentran son tales que la igualdad (3.1) se cumple sélo de
manera aproximada. En los ejemplos que estudiaremos se observara ademas
que los extremos del intervalo de confianza no se encuentran por separado
sino de manera paralela.

El asi llamado método pivotal es una manera general de resolver el problema
planteado, aunque presupone poder encontrar una variable aleatoria con
ciertas caracteristicas. Explicaremos a continuacién este método.

Método pivotal

Este método supone poder encontrar una funcion de la muestra y del parame-
tro desconocido, denotémosla por ¢(X1, ..., Xy, 0), con distribucién de pro-
babilidad completamente conocida (no dependiente de 6), de tal manera que
puedan determinarse dos ntimeros a < b tales que

Pla <q(Xy,...,Xn,0)<b)=1—a.
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Después, a partir de esta expresion, se debe buscar desprender el término
f del evento determinado por las desigualdades y encontrar una expresién
de la forma (3.1). A la funcién ¢(X7, ..., Xy, 0) se le llama cantidad pivotal
pues de ella se busca obtener el término 6.

En las siguientes secciones estudiaremos formas de encontrar intervalos de
confianza para los parametros de algunas distribuciones de probabilidad
conocidas. Usaremos principalmente el método pivotal. En general, el pro-
blema de encontrar intervalos de confianza para algin parametro o funcién
parametral de una distribucion dada no es sencillo.

3.2. Distribucion Bernoulli

Supongamos que una cierta variable aleatoria de interés tiene distribucion
Ber(f#), en donde el parametro 6 es desconocido. Deseamos estimar este
parametro mediante un intervalo de confianza. Sea X1, ..., X,, una muestra
aleatoria de esta distribucién. Haremos uso del hecho de que un estimador
puntual para 6 es X, en donde E(X) = 0 y Var(X) = 0(1 — 6)/n. Por el
teorema central del limite, de manera aproximada,

X -0 N
A/ O(1—0)/n

En tablas de probabilidades de la distribucion normal se pueden encontrar
dos valores a y b tales que la probabilidad de que esta variable aleatoria tome
un valor entre a y b sea igual a 1 — a. Como es deseable que la longitud del
intervalo (a,b) sea la més pequena posible y como la distribucién normal
estandar es simétrica alrededor del origen, resulta que el intervalo (a,b) de
longitud minima debe ser también simétrico alrededor del origen. Asi, puede
encontrarse un valor positivo, que denotaremos por z,/o, tal que se cumple
lo siguiente:

N(0, 1).

X -0
01— 0)/n

Véase la Figura 3.2 y observe que el intervalo indicado es el de longitud més
pequena que cumple (3.2).

P(—Za/g <

< 2zop)x1-a. (3.2)
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¢(x)
1+t
a/2 | :a/2 .
_ZQ/Q Za/2
Figura 3.2

El problema aqui es encontrar # a partir de las dos desigualdades que apare-
cen en (3.2). Presentamos a continuacion tres formas en que tal tarea puede
llevarse a cabo de manera aproximada.

Primera solucion

Una simplificaciéon al problema planteado consiste en substituir el deno-
minador (1 — 6)/n por la estimacién puntual X (1 — X)/n. Es necesario
admitir que esta substitucién es un tanto burda, pero como resultado se
obtendra una cantidad pivotal a partir de la cual se producira con facilidad
una aproximacion al intervalo buscado. Tenemos entonces la expresion

X -0

Plosen < =%

< zap)~1-a.

Resolviendo las dos desigualdades para 6 se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.1 Un intervalo de confianza aproximado para el
parametro de la distribucién Ber(0) estda dado por

_—a—ﬂq/ X1-X)<0<X+ a/2 X1-X))~1-a.

Observemos que este intervalo aleatorio tiene como centro la media muestral
y se extiende a la derecha y a la izquierda la misma cantidad aleatoria. Por
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lo tanto, es un intervalo simétrico y su longitud total es la variable aleatoria

L =2z,0/X(1—X)/y/n.

Segunda solucion

Otra alternativa para desprender de manera aproximada el pardmetro 6 en
la ecuacion (3.2) es usar la desigualdad (1 —6) < 1/4 para el denominador
que aparece en esa ecuacion. Esta desigualdad produce la siguiente cota

superior
1

2y/n’

Utilizando esto en las dos desigualdades de (3.2) se obtiene

01— 0)/n <

a2 ol - — Za/2
2\/ﬁ< Zafp NV O(1—0)/n < X —0 < z,04/0(1 9)/n<2\/ﬁ.

En consecuencia, tenemos el siguiente intervalo aproximado.

Proposicion 3.2 Un intervalo de confianza aproximado para el
parametro de la distribucién Ber(0) estda dado por

e <0< X+ e

2/ 2/

P(X — )r21-—a.

Observemos que la longitud de este intervalo es no aleatoria L = 2,9 /A,y
que esta cantidad crece conforme la confianza 1 — « se acerca a 1, y decrece
conforme el tamano de la muestra crece.

Tercera solucion

Como una tercera alternativa para producir una cantidad pivotal de la
ecuacion (3.2), observemos que el evento en cuestién puede escribirse co-

mo (| X — 0] < z,/21/0(1 — 0)/n). Elevando al cuadrado y desarrollando se
llega a la desigualdad

0%(1 + zi/Q/n) +0(—2X — zi/Q/n) +X?<0.
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Considerando la igualdad, las raices de esta ecuacion cuadratica en 6 son

0 = X)L+ 2m),
O = (X+Zi/2/”)/(1+zi/2/”)-

Por lo tanto, la ecuacién cuadratica es negativa cuando 61 < 6 < 6, es
decir, se tiene entonces el siguiente resultado.

Proposicion 3.3 Un intervalo de confianza aproximado para el
parametro de la distribucién Ber(0) estda dado por

X X +z§/2/n
2 sU< 2
1+za/2/n 1+za/2/n

P(

)~ 1—a.

El intervalo encontrado sigue siendo una aproximacion pues tiene como pun-
to de partida la expresién (3.2). Es un intervalo no simétrico de longitud no
aleatoria L = ZZ/Q/(n + zi/Q).

3.3. Distribucion uniforme continua

Encontraremos un intervalo de confianza para cada pardmetro de la dis-
tribucién unif(a, b), considerando siempre un pardmetro conocido y el otro
desconocido. Empezaremos con un caso particular.

Primer caso

Consideremos una distribucién unif(0, #), en donde el parametro 6 > 0 es
desconocido. Encontraremos un intervalo de confianza para este parametro
a partir de una muestra aleatoria Xi,...,X,,. Puede comprobarse que la
maxima estadistica de orden X, es una estadistica suficiente para ¢ y que
la variable (1/0) X, tiene funcién de densidad

ne b st 0<az <1,
0 en otro caso.
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La grafica de esta funcion se muestra en la Figura 3.3 y la correspondiente
funcién de distribucion es la siguiente,
0 si <0,
Fx) =1 2™ si 0<z <1,
1 s x>1.

Entonces, dado un valor de « € (0, 1), se pueden encontrar dos valores a y
b tales que 0 <a <b <1 con

1
P(EX(n) <a) = 04/2,

1
P(EX(TL) > b) = Oé/2.
Véase la Figura 3.3. A partir de la expresién de la funcién de distribucion

puede comprobarse con facilidad que los valores a = (a/2)Y" y b = (1 —
a/2)V/" satisfacen las condiciones arriba indicadas.

Figura 3.3

Estos dos valores de a y b no necesariamente producen un intervalo de
longitud minima, pero son tales que

P((a/2)¥" < %X(n) <(1—a/2)V/")=1—aq,

de donde se obtiene el siguiente resultado.
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Proposicion 3.4 Un intervalo de confianza para el parametro de la
distribucién unif (0, #) esta dado por

21/n X(n) oo 21/n X(n)

Plg—omm <0< —Qm )1«

Segundo caso

Consideremos ahora la distribucién unif (¢, #) con ¢ conocido y 6 descono-
cido. Encontraremos un intervalo de confianza para 6. Sea Xi,..., X, una
muestra aleatoria de esta distribucién. Entonces X1 —¢,..., X,, — c es una
muestra aleatoria de la distribucién unif (0,6 — ¢) y estamos nuevamente en
la situacién del caso estudiado antes. Puede comprobarse que la estadistica
X (n) — c es suficiente para 6 — c y el cociente (X(,,) —¢)/(6 — ¢) tiene funcién
de densidad

nz" 1 s 0<z <1,
0 en otro caso.

Entonces, dado un valor de o € (0, 1), se pueden encontrar dos cantidades
aybtalesque 0 <a<b<1con

p(im ¢ = a2
( 9—6 <a’) - CK/,
PAW Ty L g
(g—o >0 = a2

Esta situacién corresponde nuevamente a la que se muestra en la Figura 3.3,
en donde a = (a/2)"/™ y b = (1 — a/2)"/". El intervalo encontrado no tiene
longitud minima, sin embargo, tenemos que

X —
P((a)2)V" < é%cc <(1—a2)")=1-q,

de donde se obtiene el siguiente resultado.
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Proposicion 3.5 Un intervalo de confianza para el parametro 6 de una
distribucién unif(c, #), en donde ¢ es conocido, estd dado por

2™ (X () — 2™ (X () —
(() C)<9<c+ (() )

P( ¢+ (2 _ a)l/n al/n

)=1-—q.

Este intervalo se reduce al encontrado antes cuando ¢ = 0.

Tercer caso

Finalmente consideremos la distribucién unif(#, ¢), con ¢ conocido y 6 des-
conocido. Encontraremos un intervalo de confianza para 6. Sea X1,...,X,
una muestra aleatoria de esta distribucion. Entonces X; — ¢, ..., X, —ces
una muestra aleatoria de la distribucién unif (6 — ¢,0). Multiplicando por
—1 tenemos que ¢ — X1,...,c — X,, es una muestra aleatoria de la distri-
bucién unif (0, ¢ — ). Procedemos como antes. Puede comprobarse que la
estadistica ¢ — X(;) es suficiente para ¢ — 0 y el cociente (¢ — X(1))/(c — 0)
tiene funcion de densidad

nz" 1 s 0<z <1,
f(z) =
0 en otro caso.

Entonces, dado un valor de « € (0, 1), se pueden encontrar constantes a y b
tales que 0 <a <b <1 con

C — X(l)
I S = 2
(——3 <a) /2,
C — X(l)
(ﬁ>62) = 04/2

Véase nuevamente la Figura 3.3, en donde a = (a/2)" y b= (1 — a/2)V/".
Estos valores de a y b no satisfacen que b — a sea minimo pero son tales que
X

P((a/2) < — =10

< —a/2)V/") =1 - .

Y de aqui se obtiene el siguiente resultado.
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Proposicion 3.6 Un intervalo de confianza para el pardmetro 6 de la
distribucién unif(é, ¢), en donde ¢ es conocido, estd dado por

21/n (C—X(l)) 21/n (C—X(l))
<0 <c—
al/n (2 _ a)l/n

P(c— )=1-—a.

3.4. Distribucién exponencial

Encontraremos un intervalo de confianza exacto para el parametro de la
distribucién exponencial, a partir de una cantidad pivotal que construiremos
a continuacién. Sea X1i,...,X,, una muestra aleatoria de la distribuciéon
exp(#). Sabemos que la variable aleatoria X; + - -+ + X, tiene distribucién
gama(n, #). Por otro lado, para cualquier constante ¢ > 0 y para cualquier
variable aleatoria continua X con funcién de distribucién F'(z) y funcién de
densidad f(x), se cumple que

F.x(x) = Fx(x/c),
fox(@) = fx(afo)
Se pueden usar estos resultados para comprobar que, para el caso en estudio,
c(X1+---+ X,) ~ gama(n,0/c).

Tomando ¢ = 6 se encuentra que 6 (X; + --- + X,,) ~ gama(n,1). Esta
variable aleatoria involucra al parametro € y su distribucién estda ahora
completamente especificada. Esta es la cantidad pivotal buscada. Asi, para
cualquier valor o € (0,1), se pueden encontrar dos valores positivos a < b

tales que
Pla<0(Xi+--+X,)<b)=1-aq.

Una manera de determinar los valores de a y b es a través de las siguientes
dos condiciones:

POXi+- - +X,)<a) = «af2,
PO(Xi+ - +X,)>b) = «/2
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Véase la Figura 3.4 en donde se muestra la funcién de densidad de la distri-
bucién gama(n, 1), el valor a se denota por y;_q/2 y el valor b por 7, /2. Dado
un valor de a, los valores para ¥i_o/2 ¥ Va/2 Pueden obtenerse de manera
aproximada usando algin paquete computacional.

Y1—a/2 Ya/2

Figura 3.4

Observe que el intervalo considerado no necesariamente es el de longitud mas
pequena, sin embargo, permite obtener el siguiente intervalo de confianza.

Proposicion 3.7 Un intervalo de confianza para el parametro de la
distribucién exp(f) estd dado por

Na/2 <0<7a—/_2)=1—a.

P(
nX nX

3.5. Distribucion normal

Encontraremos intervalos de confianza para los parametros de una distribu-
cién normal en varias situaciones.
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Intervalo para la media cuando la varianza es conocida

Sea X1i,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién normal con me-
dia desconocida  y varianza conocida ¢2. Encontraremos un intervalo de
confianza para 6. Como cada una de las variables de la muestra tiene dis-
tribucién N(6,0?), la media muestral X tiene distribucién N(,02/n). De
modo que, estandarizando,

X-4
a/vn

En esta situacion, esta es la cantidad pivotal que nos ayudara a encontrar el
intervalo de confianza buscado. Para cualquier valor de « € (0, 1) podemos
encontrar un valor z,/; en tablas de probabilidad normal estandar, véase la
Figura 3.5, tal que

~ N(0,1).

X -0

P( _Za/Q < W < Zoz/2

)=1-—qa.

Como la funcién de densidad normal estandar es simétrica alrededor del
origen, el intervalo de longitud méas pequena y sobre el cual esta funcién
de densidad cubre un area igual a 1 — «, es necesariamente un intervalo
simétrico alrededor del origen. Asi, el intervalo propuesto es de longitud
minima.

¢(x)
1+«
/2 | :a/2 .
_ZQ/Q ZO(/2
Figura 3.5

Despejando la constante desconocida 6 se obtiene el siguiente resultado.
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Proposicion 3.8 Un intervalo de confianza para la media 6 de una
distribucién normal con varianza conocida o2 estd dado por

P(X—zam%<9<X+za/2%)=1—a. (3.3)

Observe que la longitud del intervalo de confianza encontrado es no aleatorio
L = 2249 - 0/+/n. De aqui pueden obtenerse varias observaciones:

= La longitud del intervalo decrece conforme el tamano de la muestra
crece, es decir, mientras mayor informacién se tenga méas preciso es
el intervalo. En el limite cuando n — o0, el intervalo se colapsa en el
estimador puntual X.

= Si la confianza requerida crece, es decir, si 1 — o aumenta, entonces
Zq/2 Crece, véase la Figura 3.5, y por lo tanto la longitud del intervalo
también crece.

= Si la dispersion de los datos es alta, es decir, si la desviacion estandar
o es grande, entonces la longitud del intervalo tiende a ser grande.

Intervalo para la media cuando la varianza es desconocida

Consideremos nuevamente una distribucion normal con media desconocida
f pero ahora con varianza desconocida. El resultado teérico que utilizaremos
es el siguiente:
X -0
S/\/n

Observe que esta es la distribucion exacta de esta variable aleatoria, sin
importar el tamano n > 2 de la muestra y sobre todo, sin suponer que la
varianza es conocida. A partir de lo anterior podemos construir un intervalo
de confianza para el parametro 6 de forma andloga al caso normal mencio-
nado antes. Para cualquier valor de « € (0,1) podemos encontrar un valor

~t(n—1).
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ta/2 > 0 en tablas de probabilidad de la distribucion ¢ de n — 1 grados de
libertad (véase la Figura 3.6) tal que

P( ta/2< <ta/2)=1—04.

S/\f

Debido a la simetria alrededor del origen de la funcion de densidad de la
distribucién t(n — 1), el intervalo indicado es el de longitud minima.

()
l+a
a/2 | :a/Q .
_ta/Q ta/?
Figura 3.6

Despejando la constante desconocida 6 de las dos desigualdades anteriores
se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 3.9 Un intervalo de confianza para la media 6 de una
distribucién normal esta dado por la siguiente expresion

S )=1—q. (3.4)

S
P(X—ta/2 N

NG

<9<X+ta/2

De este modo, el intervalo aleatorio ( X —t,, /Q\%, X +t, /2\% ) es un intervalo
de confianza para la media de una poblacién normal sin suponer la varianza
conocida. No lo hemos escrito de manera explicita en la férmula anterior pero
el valor ¢,/ corresponde a la distribuciéon ¢ con n — 1 grados de libertad.
Para mayor precision se escribe también ¢, /9 ,_1.
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Intervalo para la varianza

Encontraremos un intervalo de confianza para la varianza 62 > 0 de una dis-
tribucién normal. En este caso el resultado tedrico de utilidad es el siguiente:
dada una muestra aleatoria de tamano n de esta distribucién,

Esta es la cantidad pivotal que nos ayudara a encontrar el intervalo buscado.
Dado un valor de «, usando algin paquete computacional o mediante una
tabla de probabilidades de la distribucién x?(n — 1), se pueden encontrar
dos valores 0 < X%—a < Xz P tales que

52
P((n—1) 53 < XTap) = /2
52
P((n—1) 53 > Xop) = a2

Véase la Figura 3.7. El intervalo (X%_a /2 Xi /2) no es necesariamente el de
longitud minima, pero es tal que

52
P(X%—a/Q <(n-1) 2 = X§/2) =1-a
f(x)
l-«
a/2 a/2
I ; X
X?—a/Z XZ/Q
Figura 3.7

Despejando la constante desconocida 62 de las dos desigualdades anteriores
se obtiene el siguiente intervalo de confianza.
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Proposicion 3.10 Un intervalo de confianza para la varianza descono-
cida 62 de una distribucién normal estd dado por

—1)52 —1)52
(=15t (=)

P( 5
Xa/2 X1—ay2

)=1-—«c. (3.5)

De este resultado puede derivarse un intervalo de confianza para la desvia-
cién estdndar 0. Por simplicidad hemos escrito x? ,,, la expresién completa,
/2

incluyendo los grados de libertad, debe ser Xi 2 m—1" Andlogamente para

2
X1—a/2,n—1"

Intervalo para la diferencia de dos medias
cuando las varianzas son conocidas

Sea X1,...,X, una muestra aleatoria de una distribucion N(Hl,af) y sea
Yi,...,Y,, otra muestra aleatoria, independiente de la primera, de una dis-
tribucién N(fz, 03). Consideraremos que las medias 6; y 02 son desconocidas
y deseamos encontrar un intervalo de confianza para la diferencia 61 —65. En
esta seccién consideraremos el caso cuando las varianzas o2 y o3 son conoci-
das pero pueden ser diferentes. Como X ~ N(61,02/n) y Y ~ N(s,03/m),
tenemos que

(X —Y) — (61 — 6>)
Voi/n+o3/m

~ N(0,1).

Puede entonces encontrarse un valor z, 5 de la distribucion normal estdndar
tal que

(X —Y)— (61 —6)
\/a%/nJra%/m

P(—24/2 < <2zgp)=1-a.

En este caso, el intervalo simétrico indicado es el de longitud minima que
satisface la condicién anterior. De aqui se puede obtener el intervalo de
confianza buscado.
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Proposicién 3.11 Un intervalo de confianza al (1 — «)100% para la
diferencia de medias 67 — 0 de dos distribuciones normales N(61, 0%) y
N(f2,032), cuando las varianzas son conocidas estd dado por

2

2
(X—Y)iza/g ﬁﬂ-ﬁ
n m

Intervalo para la diferencia de dos medias
cuando las varianzas son desconocidas pero iguales

Considere nuevamente que X1, ..., X, es una muestra aleatoria de una dis-
tribucién N(61,0?) y sea Yi,...,Y,, otra muestra aleatoria, independiente
de la primera, de una distribucién N(6,0?). Observe que estamos en la
2 es comtun a ambas distribuciones. Consi-
deraremos que los tres pardmetros 0,6, y o2 son desconocidos. Deseamos
encontrar un intervalo de confianza para la diferencia 61 — 0. Definamos las

siguientes varianzas muestrales.

situacion cuando la varianza o

1 < _
Y = > (X - X)?
1 _
2 _ E:}/Z_YQ
1
2 - o 2 . 2
S = n+m—2[(n 1)Sx + (m—1)55 1.

El ultimo término es una varianza muestral combinada de las dos muestras.
Recordemos los siguientes resultados:

(n—1)8% /0% ~ x2(n — 1).

(m— 1) $2/0% ~ x*(m — 1).

Las variables (n — 1) S%/0? y (m — 1) S%/o? son independientes.

(n—1)5%/o% + (m —1) 5% /0% ~ x*(n + m — 2).
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Tenemos ademaés estas otras afirmaciones:

X -0

[ ~t1’l,—1
Sx/vn ( )
Y — 0

E (X —Y) — (61— o) ~t(n+m—2).

Sy/1/n+1/m

El dltimo de estos resultados es el que tomaremos como cantidad pivotal.
Observe que en el denominador de esta ltima variable aleatoria aparece la
varianza muestral combinada S definida antes. Se puede encontrar un valor
to/2 > 0 de la distribucién t(n + m — 2) tal que

(X —Y)— (01— 6s)

<tym)=1-—aq,
S+/1/n+1/m 2) ¢

de donde se obtiene el intervalo de confianza buscado.

P(—ta/g <

Proposicién 3.12 Un intervalo de confianza al (1 — «)100 % para la
diferencia de medias 687 — 05 de dos distribuciones normales N(91,02)
y N(62,02), cuando las varianzas son iguales y desconocidas, estd dado

por
_ /1 1
X—-Y)+t -4+ —.
( )—a/2S n+m

3.6. Intervalo para la media
de una distribucién cualquiera

Consideremos una distribucién cualquiera cuya media es un parametro des-
conocido @ y una muestra aleatoria de tamano n de esta distribucién. Si n
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es suficientemente grande, por ejemplo puede ser n > 30, con cierta con-
fianza puede aplicarse el teorema central del limite, y entonces de manera
aproximada tenemos que

X’—HN
S/vn

Ahora, para cualquier valor de a € (0,1) podemos encontrar un valor z, /2
en tablas de probabilidad normal estandar tal que

N(0,1).

X -0

P(—zqp < W < Za/2

)~ 1—a.
Resolviendo para 6 en las dos desigualdades anteriores se obtiene el siguiente
intervalo de confianza.

Proposicion 3.13 Un intervalo de confianza aproximado para la media
0 de una distribucién cualquiera estd dado por

P(X—Za/2i<0<X+Za/2i)%l—Oé

Vn Vn

3.7. Intervalos conjuntos para dos parametros

Sea f(x; 601, 02) una distribucién de probabilidad dependiente de dos pardme-
tros desconocidos. Supongamos que I; e Io son dos intervalos de confianza
para cada uno de estos parametros, suponiendo en cada caso que no se cono-
ce el otro parametro. Suponga que la confianza del primer intervalo es 1 —a;
y la del segundo intervalo es 1 — ao. El objetivo es encontrar la confianza
conjunta de estos dos intervalos.

Recordemos que para cualesquiera dos eventos A y B se cumple la desigual-
dad P(An B) = 1— P(A°) — P(B¢). Por lo tanto, tenemos que

P((91€.[1,92€]2) = 1—P((91¢11)+P(92¢12)
= 1—(Oé1+042).
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Asi, la confianza conjunta es por lo menos 1 — (a1 + «g). Si se desea que
este valor sea 1 — «, entonces puede solicitarse inicialmente que a; = a/2
y ag = «a/2. Esto significa que se necesita una confianza mayor para cada
intervalo de manera individual para garantizar una confianza igual a 1 — «
para el intervalo conjunto.

Ejemplo 3.1 Consideremos una distribucién N(u, 0?), con ambos pardme-
tros desconocidos. En esta situacion, anteriormente hemos encontrado los
siguientes intervalos de confianza individuales con confianza 1 —ay y 1 — ap,
respectivamente, para estos parametros:

),

_ g
Iy = (X_tal/z—XﬂLtalﬂ\/—ﬁ

Vn'
(n—1)8? (n—1)5?
IZ = ( 2 ) D)
Xag/2 X1—ag/2

).

Tomando a1 = ag = /2, tenemos que P(pe€ I1,02 € Ir) > 1 — a. &

La confianza conjunta para n intervalos de confianza puede acotarse por
abajo usando la siguiente formula general para n eventos, la cual generaliza
al caso n = 2 mencionado antes.
n
P(A1n--nAy) =1 ) P(AS).
i=1

Ejercicios

271. Sea X7 una muestra aleatoria de tamano n = 1 de la distribucién
f(x,0) especificada abajo, en donde # > 0 es desconocido. Conside-
rando la cantidad pivotal X7/6, encuentre un intervalo de confianza
exacto para 6.

20 —x) .
f(:z;,@): 0—2 S1 0<ZC<0,
0 en otro caso.
272. Distribucién uniforme. Sea X7, ..., X,, una muestra aleatoria de la

distribucién unif(0, ), con # > 0 desconocido. A través de la cantidad
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pivotal X(,)/0, encuentre el intervalo de confianza exacto para ¢ de
longitud minima y con nivel de confianza 1 — «.

Distribucion uniforme. Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de
la distribucién unif(—6, ), en donde 6 > 0 es desconocido. Conside-
rando la cantidad pivotal max;<;<n |X;|/0, encuentre un intervalo de
confianza exacto para 6.

Distribucion exponencial. Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria de
la distribuciéon f(z,0) especificada abajo, en donde a es una constante
conocida y € > 0 es desconocido. Encuentre un intervalo de confianza
exacto para 6.

1

1 —@-ays

si x> a,

fz) =

0 en otro caso.

Distribucion normal. Se quiere estimar la estatura promedio de un
grupo de personas suponiendo una distribucién N(6, 02), en donde 6
es desconocido y 02 > 0 es conocido. Se requiere un intervalo al 95 %
de confianza pero con una longitud de 2 cm. ;De qué tamano debe ser
la. muestra para hacer esto posible?



Capitulo 4

Pruebas de hipodtesis

En este capitulo se presenta una breve introduccién al tema de pruebas
de hipotesis. Estudiaremos este tema con énfasis principalmente en la es-
timacién de parametros de las distribuciones de probabilidad, aunque las
pruebas de hipdtesis pueden aplicarse también en otras situaciones.

4.1. Introduccion

[lustraremos las ideas basicas de una prueba de hipdtesis mediante un ejem-
plo sencillo e interesante. Mas adelante formalizaremos los conceptos para
el caso de pruebas concernientes a los parametros de las distribuciones de
probabilidad.

Numero Q —— Numero

obtenido de cruces

1,2,3,4,5,6 @ /;75) 0,1,2,3,4,5
Figura 4.1

267
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Consideremos una situacién en la que se efectia sélo uno de los siguientes
dos experimentos aleatorios: se lanza un dado equilibrado y se registra el
numero obtenido, o bien se lanza una moneda cinco veces y se registra el
numero de cruces totales que se obtienen. Supondremos que los lados de
cada moneda se denominan cara y cruz. Véase la Figura 4.1.

El problema radica en que unicamente conocemos el resultado reportado x
y no conocemos el experimento aleatorio efectuado. Deseamos determinar
cual de los dos experimentos se realizé con base en el nimero x observado.
Tenemos entonces una situacién de dos hipédtesis:

Hy : “Se lanzé el dado” wvs H;j : “Se lanz6 la moneda”.

Como tnica informacion sobre este experimento tenemos un nimero x den-
tro del conjunto {0,1,2,3,4,5,6}, y con base en él debemos decidir si se
llevé a cabo un experimento o el otro. La pregunta que nos planteamos es
.qué decision tomar para cada valor de 7 Observemos que si el nimero re-
portado es 0, entonces con seguridad se realizé el experimento de la moneda.
En cambio, si se reporta el nimero 6, entonces con seguridad el dado fue
lanzado. ;Qué decisién tomar para cualquier otro valor de 7?7 Una forma de
responder esta pregunta es usando maxima verosimilitud. En la Tabla 4.1 se
muestran las probabilidades de obtener los posibles valores de x bajo cada
uno de los dos experimentos.

Numero z
0 1 2 3 4 5) 6
(D) Dado 0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

(M) Moneda  1/32 5/32 10/32  10/32  5/32 1/32 0

Tabla 4.1

Es claro que cuando se efectia el experimento de lanzar el dado, cada uno
de los resultados 1,2,3,4,5,6 se obtiene con probabilidad 1/6. Estas pro-
babilidades aparecen en el correspondiente renglén de la tabla. Por otro
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lado, cuando se efectia el experimento de lanzar la moneda equilibrada,
la probabilidad de obtener cualquiera de los nimeros x = 0,1,2,3,4,5 es
(°)(1/2)%(1/2)>~", y estas probabilidades aparecen en el tltimo renglén de
la tabla. Es intuitivamente claro que una buena estrategia consiste en deci-
dir por el experimento que tenga mayor probabilidad de producir el valor x
observado. Estas probabilidades maximas se encuentran sombreadas en la
tabla. Siguiendo esta idea se llega a la siguiente regla de decision:

Regla de decision

Sixe® =1{0,2,3}, se rechaza Hy,
en caso contrario, no se rechaza Hy.

Por razones evidentes, al conjunto % se le llama regién de rechazo de la
hipétesis Hp. La regla de decision anterior es razonable, sin embargo, no
esta libre de errores. Por ejemplo, si x = 2, se decide por el experimento
de la moneda, pero el resultado bien pudo provenir del dado. Igualmente,
si x = 1, se decide por el dado pero es factible que el resultado haya sido
obtenido por la moneda. Para este ejemplo y para las situaciones que es-
tudiaremos mas adelante, cualquier regla de decisién no estara exenta de
errores.

Los dos tipos de errores que se pueden presentar se denominan error tipo I
y error tipo II, y se muestran en la Tabla 4.2.

Hy cierta Hy falsa
Rechazar Hy Error tipo I v
No rechazar Hg v Error tipo II
Tabla 4.2

Se usan las letras a y 8 para denotar a las probabilidades de cometer los
errores tipo I y II, respectivamente. Cada uno de estos errores se definen y
calculan como las siguientes probabilidades condicionales:
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a = P(“Rechazar Hy” | “Hy es verdadera”),
B = P(“No rechazar Hy” | “Hy es falsa”).

El tratamiento que se les da a estas probabilidades condicionales no es el
usual de la probabilidad elemental, pues no tenemos la informacién para
calcular la probabilidad de los eventos condicionantes. Supondremos que
Hy es cierta (en el caso para calcular «) o falsa (en el caso para ), y en
cada situacion veremos si la informacion supuesta es suficiente para calcular
estas probabilidades.

Para el ejemplo que estamos analizando las probabilidades de estos errores
se calculan de la siguiente manera: suponiendo que el nimero reportado es
una variable aleatoria y por lo tanto la denotaremos por la letra X, que
D denota el evento de lanzar el dado y M el evento de lanzar la moneda,
entonces

a = P(“Error tipo I”)
= P(“Rechazar Hy” | “Hy es verdadera”)
= P(X €{0,2,3}| D)
— 2/6.

Por otro lado,

g = P(“Error tipo II”)
= P(“No rechazar Hy” | “Hy es falsa”)
= P(X € {1,4,5,6}| M)
— 11/32.

Observe que estas probabilidades no suman 1 pues los eventos condicionan-
tes son distintos. Por otro lado, es claro que deseamos que estas probabi-
lidades de error sean lo mas pequenas posible, sin embargo disminuir una
de estas probabilidades puede aumentar la otra. Veamos algunos ejemplos
para ilustrar estos posibles comportamientos. Tomaremos como referencia
la regién de rechazo € = {0,2,3} en donde hemos obtenido que o = 2/6 y
g =11/32.
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= Si se toma ¢ = {0, 1,2, 3}, entonces

o =

P(“Error tipo 1”)
P(X €1{0,1,2,3}| D)
3/6.

P(“Error tipo 11")
P(X e{4,5,6}| M)
6/32.

Observamos que « aumenta y [ disminuye. Comparativamente no
podemos decir que una regiéon de rechazo sea mejor que la otra, a
menos que fijemos prioridades en los dos tipos de error.

= Si se toma ¥ = {2, 3}, entonces

o =

P(“Error tipo I”)
P(X €{2,3}| D)
2/6.

P(“Error tipo 117)
P(X €{0,1,4,5,6} | M)
12/32.

En este caso a permanece sin cambio pero 8 aumenta. Comparativa-
mente, preferimos la primera region de rechazo.

En general, dos regiones de rechazo pueden no ser comparables desde el
punto de vista de las probabilidades de error, pues un tipo de error puede
ser menor para una regién de rechazo y el otro tipo de error puede ser mayor.
En términos generales, seguiremos el siguiente criterio para la comparacién
de dos regiones de rechazo, cuando sea posible:

Se fija un valor de a y se busca dentro de todas las regiones de rechazo
cuya probabilidad de error tipo I sea «a, aquella que tenga probabilidad

de error tipo II mas pequena.
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Estaremos entonces interesados en encontrar la mejor regién de rechazo a

PRUEBAS DE HIPOTESIS

un nivel «, en el sentido especificado en el recuadro.

Por ejemplo, en la Tabla 4.3 se muestran distintas regiones de rechazo %
con el mismo valor @ = 2/6 y para las cuales se ha calculado la probabilidad
B. El renglén sombreado, y que corresponde al obtenido usando méxima ve-
rosimilitud, es la mejor regién de rechazo para o = 2/6 pues la probabilidad

[ es la menor posible.

Region de rechazo  « 15}
¢ =1{0,1,2} 2/6 16/32
¢ =1{0,1,3} 2/6 16/32
¢ =1{0,1,4} 2/6 21/32
¢ =1{0,1,5} 2/6 25/32
¢ = {0,1,6} 2/6 26/32
¢ = {0,2,3} 2/6 11/32
¢ = {0,2,4} 2/6 16/32
¢ = {0,2,5} 2/6 20/32
¢ = {0,2,6} 2/6 21/32
¢ = {0,3,4} 2/6 16/32
¢ = {0,3,5} 2/6 20/32
% = {0, 3,6} 2/6 21/32
¢ ={0,4,5} 2/6 25/32
% ={0,4,6} 2/6  26/32
% ={0,5,6} 2/6 30/32

Tabla 4.3
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El valor z = 0 puede omitirse en cada una de las regiones de rechazo de
la tabla anterior, construyendo asi otras regiones de rechazo con el mismo
valor a = 2/6. Sin embargo, este valor omitido se traslada a la regién de no
rechazo y ello incrementa el valor de . De esta manera, estas regiones de
rechazo adicionales no son mejores y por lo tanto se han suprimido en la
bisqueda de la mejor regién de rechazo de tamano o = 2/6.

Ejercicios

276. Considere nuevamente el experimento del dado y la moneda estudiado
en la presente secciéon. Determine una regién de rechazo tal que

a) a =0y que el valor de 5 sea minimo.

b) B =0y que el valor de a sea minimo.

277. Considere el ejemplo del experimento en donde se lanza un dado o una
moneda estudiado en esta seccion. Suponga que se lanza el dado o la
moneda con probabilidad 1/2 cada uno. Encuentre la distribucién del
numero reportado X.

278. Considere el ejemplo del experimento en donde se lanza un dado o
una moneda estudiado en esta seccién. Encuentre la mejor region de
rechazo con a = 1/6.

4.2. Conceptos elementales

Formalizaremos ahora algunos de los conceptos mencionados en la seccion
introductoria. Estudiaremos pruebas de hipétesis principalmente en el con-
texto de la estimacion de parametros en las distribuciones de probabilidad.
A tales pruebas se les llama pruebas paramétricas. Aqui tenemos la defini-
cion de hipodtesis estadistica.

Definicién 4.1 Una hipétesis estadistica, o simplemente hipotesis,
es una afirmacién o conjetura acerca de la distribucién de una o méas
variables aleatorias.
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Particularmente las hipétesis a las que haremos mayor referencia seran afir-
maciones o conjeturas acerca del valor de los parametros de las distribucio-
nes de probabilidad. Por ejemplo, si X es una variable aleatoria con distri-
bucién bin(10, p), entonces la afirmacién “p = 0.2” es una hipdtesis. En este
caso hemos aceptado la distribucién binomial para esta variable aleatoria y
conjeturamos acerca del valor de uno de sus parametros. Del mismo modo,
si X es una variable aleatoria con distribucién N(u,o?), entonces la afir-
macion “p > 0” es otro ejemplo de una hipédtesis estadistica. Muy diversas
hipotesis pueden formularse acerca de una distribucion de probabilidad y
mas adelante tendremos oportunidad de mencionar algunas de ellas.

Establecer con precision las hipétesis a contrastar depende fuertemente del
estudio que se esté llevando a cabo, de la pregunta que se desee contestar,
y de la informacion adicional que se tenga acerca del problema particular
en estudio. Nuestra perspectiva serd que las hipdtesis a contrastar nos son
dadas, o que son evidentes de proponer de acuerdo al enunciado del proble-
ma.

La siguiente definicién establece una clasificacion de dos tipos generales de
hipétesis que pueden considerarse relativas a la especificacion de los parame-
tros de una distribucion.

Definicion 4.2 Una hipétesis es simple si especifica por completo la
distribucién de probabilidad en cuestién, en caso contrario, la hipdtesis
se llama compuesta.

Por ejemplo, si X es una variable aleatoria con distribucién exp(\), enton-
ces la afirmaciéon “A = 5”7 es una hipdtesis simple. Si X tiene distribucién
N(p, 1), entonces la afirmaciéon “u = 07 es otro ejemplo de hipdtesis simple.
En cambio, si X tiene distribucién Poisson()), entonces “A > 20” es una
hipdtesis compuesta, pues no se especifica completamente la distribucion de
la variable aleatoria. Si X tiene distribucién x?(n), entonces “n # 5” es otro
ejemplo de una hipétesis compuesta.
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En general, contrastaremos dos hipétesis de acuerdo al siguiente esquema y
notacion.

Hj : (hipétesis nula) wvs Hj : (hipétesis alternativa).

Esto es, a la hipdtesis que aparezca del lado izquierdo le llamaremos hipdte-
sis nula y la denotaremos por Hy. A la hipodtesis que aparezca en el lado
derecho le llamaremos hipétesis alternativa y la denotaremos por H;. Tanto
la hipétesis nula Hy como la hipétesis alternativa H; pueden ser simples o
compuestas. De este modo tenemos cuatro diferentes contrastes de tipos de
hipotesis: simple vs simple, simple vs compuesta, compuesta vs simple, y
compuesta vs compuesta. Las tres ultimas son mas dificiles de analizar.

Llevar a cabo una prueba de hipotesis significa aplicar una regla para decidir
si se acepta la hipdtesis nula o se rechaza en favor de la hipotesis alternativa.
La informacion para obtener una regla de decisién que nos lleve a rechazar o
no rechazar una hipétesis estadistica provendra de una muestra aleatoria de
la distribucion en estudio. Por otro lado, al aceptar una hipétesis no se afir-
ma que ésta sea absolutamente cierta, sino simplemente que es consistente
con los datos de la muestra aleatoria y la regla de decisién adoptada. Si la
informacién de la muestra o la regla de decisién cambia, muy posiblemente
también cambie la decision de rechazar o no rechazar.

La regla para decidir si se acepta la hipétesis nula o se rechaza en favor
de la hipdtesis alternativa se expresa en términos de un conjunto llamado
region de rechazo. Este conjunto consta de aquellos valores de la muestra
aleatoria para los cuales se ha acordado rechazar la hipétesis nula. Es claro
que existen tantas regiones de rechazo como subconjuntos de valores de la
muestra aleatoria.

Definicion 4.3 Una region de rechazo es un subconjunto de valores
de una muestra aleatoria para los cuales se rechaza la hipétesis nula. A
una region de rechazo se le llama también regién critica.
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Desde el punto de vista matematico, uno de los problemas principales en las
pruebas de hipdtesis es el de construir de manera justificada una regién de
rechazo. Con base en la region de rechazo encontrada se puede entonces lle-
var a cabo el proceso de decisién de rechazar o no rechazar la hipotesis nula.

Como hemos mencionado antes, al tomar una decisién en una prueba de
hipdtesis, existe siempre el riesgo de cometer errores. Los dos tipos de errores
que pueden surgir se formalizan en las siguientes dos definiciones.

Definicién 4.4 El error tipo I se comete cuando se rechaza la hipote-
sis nula Hjy cuando ésta es verdadera. A la probabilidad de cometer el
error tipo I se le denota por la letra a, y se calcula mediante la siguiente
probabilidad condicional:

a = P(“Error tipo I”)
= P(“Rechazar Hy" | “Hy es verdadera”).

A este valor a se le conoce también como el tamano de la regién
critica, el tamano de la regién de rechazo, o bien como el nivel de
significancia de la prueba.

Definicién 4.5 El error tipo II se comete cuando no se rechaza la
hipétesis nula Hy cuando ésta es falsa. A la probabilidad de cometer el
error tipo II se le denota por la letra 3, y se calcula mediante la siguiente
probabilidad condicional:

p = P(“Error tipo I1")
= P(“No rechazar Hy” | “Hy es falsa”).

Las probabilidades « y 8 arriba definidas no son complementarias, es decir,
no necesariamente suman 1, pues los eventos condicionantes que aparecen
en las probabilidades condicionales anteriores son distintos. Es claro que
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deseamos que estas probabilidades tomen valores pequenos. Sin embargo, al
solicitar que una de estas probabilidades sea pequena la otra puede aumen-
tar, asi es que puede no ser posible hacer ambas probabilidades tan pequenas
como uno desee. Cuando sea posible, procederemos de la siguiente forma:
fijaremos un valor para « y buscaremos aquella posible region de rechazo
de tamano a que tenga probabilidad § mas pequena. De esta manera se le
da mayor importancia al error tipo I pues se controla su probabilidad de
ocurrencia.

Observemos que si Hy es una hipotesis simple, entonces la distribucién de
probabilidad en estudio queda completamente especificada y la probabilidad
a podra ser calculada de manera exacta, aunque en ocasiones puede usarse
una aproximacién con el fin de dar una expresién corta para esta cantidad.
En cambio, si Hy es una hipdtesis compuesta, entonces no podra calcular-
se a pues en tales situaciones se desconoce el valor exacto del parametro
o parametros en estudio. La misma situacién ocurre para 3 cuando Hj es
simple o compuesta, inicamente en el caso cuando H; es simple se puede
calcular el valor de # de manera exacta.

Suponiendo el caso del contraste de dos hipdtesis simples, un problema con-
siste en considerar todas las posibles regiones de rechazo de tamano a y
encontrar aquella que tenga probabilidad § mas pequena. Es claro que esta-
mos interesados en encontrar este tipo de regiones de rechazo 6ptimas y la
solucion a este problema es el contenido del asi llamado lema de Neyman-
Pearson que estudiaremos mas adelante.

Ejercicios

279. Suponga que se tiene una moneda en donde la probabilidad de obtener
una de las caras es un parametro desconocido #, aunque se conoce que
s6lo puede haber dos casos: § = 1/2 6 § = 7/12. Con base en los
resultados x1,...,x, de n lanzamientos de la moneda se desea llevar
a cabo la prueba de hipétesis

Hy:0=1/2 vs H;:0=7/12,
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en donde se ha convenido en definir la regiéon de rechazo como
€ ={(x1,...,xp) : T < 13/14}.

Use el teorema central del limite para aproximar las probabilidades de
los errores tipo I y II.

280. Sea X1, X5, X3 una muestra aleatoria de tamano n = 3 de la distribu-
cién N(6,4), en donde 6 es desconocido. Encuentre las probabilidades
de cometer los errores tipo I y II para la prueba

Hy:0=2 wvs H;:0=5,

considerando como region de rechazo

a) € = {(r1,x2,23) : x1 > 4.7}.

b) € = {(x1, 2, x3) : (x1 + 2x2)/3 > 4.5}.
c) € ={(z1,z2,23) : (1 + x3)/2 > 4.2}.
d) € = {(z1,22,23) : T > 4.1}.

4.3. Funcién potencia

Establecida una regiéon de rechazo para una prueba de hipétesis, la funcién
potencia se define como la probabilidad de rechazar la hipdtesis nula H
para cada posible valor del parametro . Esto es lo que significa la notacién
un tanto ambigua de la probabilidad condicional que aparece en la siguiente
definicion.

Definicion 4.6 Suponiendo dada una regiéon de rechazo, la funcion
potencia de una prueba de hipdtesis sobre un parametro desconocido
0 es la funcién

0 — w(0) = P(“Rechazar Hy" | 0).

Por lo tanto, la funcién potencia estd definida en cada punto del espacio pa-
rametral correspondiente. Como veremos mas adelante, esta funcién puede
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ser util para comparar dos regiones de rechazo. Cuando se contrastan dos
hipotesis simples Hy : 0 = 60y wvs Hi : 6 = 61, las dos probabilidades de
error se pueden expresar en términos de la funcién potencia como sigue

a = 7(bh),
g = 1—m(6y).

Veamos un ejemplo del calculo de la funcién potencia.

Ejemplo 4.1 Consideremos el contraste de hipotesis simples
H0:8=90 VS H1:9=(91,

en donde Ay < 0 son dos valores fijos del parametro desconocido 6 de una
distribucién Bernoulli. Debido a que la media de una muestra aleatoria de
esta distribucion se acerca al valor del parametro cuando el tamano de la
muestra crece a infinito, convengamos en adoptar como regién de rechazo
el conjunto

C ={(x1,...,2pn) : T = (0 + 61)/2},

en donde (Ay + 61)/2 es el punto medio del intervalo con extremo izquierdo
0o y extremo derecho ;. De esta manera, si la media muestral se separa de
6o hacia la derecha a partir del punto (fy + 01)/2 en adelante, se rechaza
Hy y se prefiere H;. Véase la Figura 4.2, en donde hemos llamado también
regién de rechazo al conjunto de valores de T tales que T > (6y + 61)/2.

Regién de rechazo

1 L L
T C T

0o ((9() + 91) 01
2

Figura 4.2
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Teniendo definida esta regién de rechazo, podemos ahora calcular de manera
aproximada las probabilidades de los errores tipo I y II, y més generalmente
la funcién potencia de la siguiente forma: por el teorema central del limite,

a = P(X = (0+01)/2|0 =)

- X — 6, (61— 60)/2 |,
B \/90(1—90/n>\/901—90/7%’9_(90)

B (01— 0p)/2
(I)(\/Ho(l - 90)/”) .

1%

B o= P(X < (00+061)/2]0=61)
X—6 (0612

\/91( —(91 /n \/911—91 /n

(6o —01)/2

\/91(1 — 01)/71

[0 =01)

1%

P ).

Recordemos que los valores de 6y, 61 y n son conocidos y, por lo tanto, las
cantidades anteriores pueden calcularse explicitamente. Usando nuevamente
el teorema central del limite, la funcién potencia se puede aproximar de la
siguiente manera: para 6 € (0,1),

m(0) = P(X = (00 +061)/2]0)
o (90+91)/2—9

~ -

).

Haciendo un andlisis cualitativo del comportamiento de esta funcion para
valores de @ cercanos a cero y a uno, se puede comprobar que la grafica de
esta funcién es la curva creciente que se muestra en la Figura 4.3.
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to 01 1

Figura 4.3

Esta es la funcion potencia asociada a la regién de rechazo especificada.
Esta funciéon toma el valor a cuando 6 = 6y, y toma el valor 1 — 5 en
6 = 60,. En general, para valores de 6 alrededor de 6y la probabilidad de
rechazar la hipotesis nula es baja. En cambio, para valores de 6 cercanos
a 01 la probabilidad de rechazar es alta dando preferencia a este valor del

parametro. n
Ejercicios
281. Distribucién exponencial. Sea X1,...,X,, una muestra aleatoria

de la distribucién exp(#), en donde el parametro 6 es desconocido. Sea
fp > 0 un valor particular fijo y conocido de 8 y considere la prueba

Hy:0<60y vs Hyi:0>0,.
Defina la regién de rechazo

€ ={(x1,...,2n): T > 1/6p}.
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a) Calcule y grafique la funcién potencia de esta prueba.

b) Calcule sup =(0).

0<(0,00]
c) Calcule sup (1—m(0)).
0e(6g,0)
282. Distribucién normal. Sea X1,...,X,, una muestra aleatoria de la

distribucién N(#, 0?), en donde la media 6 es desconocida y la varian-
za 02 es conocida. Sea #y un valor particular fijo y conocido de 6 y

considere la prueba
Hy:0=0y vs Hi:0#80,.
Defina la regién de rechazo
C = {(r1,...,xp) : |T —Oo| = ¢},

en donde c es una constante. Encuentre el valor de la constante c de
tal manera que esta region de rechazo sea de un tamano « prefijado.
Calcule y grafique la funcién potencia de esta prueba.

4.4. Ejemplo de una prueba paramétrica

En esta seccién se desarrolla otro ejemplo en donde se ilustran los concep-
tos generales y el procedimiento para llevar a cabo una prueba de hipétesis.
Esta vez nos referiremos a hipdtesis relativas al valor de un parametro de
una distribucién.

Suponga que tenemos una moneda y que necesitamos tomar una decision
respecto de si la moneda estd o no esta equilibrada. Para llegar a alguna
conclusion lanzamos la moneda n veces y con base en los resultados obteni-
dos decidimos si los lados de la moneda, que llamaremos cara y cruz, tienen
la misma probabilidad de ocurrir, o no tienen.
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f/// oSt

Figura 4.4

Por ejemplo, si de cien lanzamientos se obtienen cincuenta cruces, enton-
ces uno tiende a pensar que esto puede ser una evidencia para creer que
la moneda esta equilibrada, aunque debe tenerse presente que tal resultado
puede también obtenerse con una moneda no equilibrada. Pero, ;qué deci-
sién tomar si inicamente se obtienen 45 cruces? ;y si se obtienen 60 cruces?
Es claro que en estos ultimos casos la decisiéon no es tan evidente. Vamos a
plantear y resolver este problema de decisién a través del contraste de dos
hipotesis.

Denotemos por X7i,..., X, los resultados de n lanzamientos de la moneda.
Convengamos en definir

1 sila moneda cae cruz,
X; = ,
0 sila moneda cae cara.

Es decir, cada una de estas variables tiene distribucion Bernoulli de parame-
tro 6, en donde este parametro es la probabilidad desconocida de obtener
cruz en cada lanzamiento. Supondremos la hipo6tesis de independencia para
esta coleccién de variables aleatorias. El problema planteado se formaliza y
se traduce en llevar a cabo la prueba de hipdtesis

H0:9=1/2 VS H1:97é1/2.

Estamos ante una situacion de una hipétesis simple contra una hipdtesis
compuesta. Construiremos a continuacion una region de rechazo para esta
prueba. Por la ley de los grandes nimeros, la media muestral X se acerca,
al verdadero valor de # cuando el nimero de lanzamientos es cada vez mas
grande, y por lo tanto, es una aproximacién para el valor desconocido de
6. Cuando X diste mucho de 1/2 es razonable pensar que la moneda no
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esta equilibrada. Es por ello que se propone rechazar la hipétesis Hy cuando
| X — 1/2| > ¢, para algin nimero ¢ que encontraremos mds adelante, y
esto lo haremos estableciendo un valor particular para la probabilidad del
error tipo 1. Es decir, se propone como regién de rechazo al conjunto

€ ={(x1,...,xpn) : |T—1/2| = ¢}. (4.1)

En el caso cuando H es cierta, pero se toma la decisién de rechazar Hy,
se estd en la situacion de cometer el error tipo I, y establecemos que la
probabilidad de que ello ocurra es «, es decir,

P(|X -1/2|=c|0=1/2) = .

A partir de esta ecuacion se puede encontrar el valor de ¢ de la siguien-
te manera: cuando Hy es verdadera, es decir, cuando 6 = 1/2, la media
muestral tiene distribucién aproximada normal de media 1/2 y varianza
(1/2)(1 —1/2)/n = 1/(4n), y por lo tanto, de manera aproximada,

X —1/2 N
iy N0

En consecuencia,

a = P|X—-1/2|=c|0=1/2)
= 1-P(|X—-1/2|<c|0=1/2)
= 1-P(—c<X—-12<c|0=1/2)
—c <X—1/2< c
1/( \/Cﬁ) 1/(2yn) — 1/(2y/n)

2(1 — @(m)).

De donde se obtiene que

- 1-P(

10 =1/2)

1%

1

N5 N1 - a/2).

Asi, dado un valor para el tamano de muestra n y un valor convenido para
a, este es el valor de la constante ¢ que hace que la regién de rechazo (4.1)
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sea de tamano «. Por ejemplo, paran = 100 y a = 0.01, puede comprobarse
que ¢ = 0.128 . Observemos por otro lado que, cuando n crece, la constante
c disminuye y ello hace que el area de la regiéon de rechazo disminuya, y por
lo tanto la probabilidad a disminuye. Como funcién de la probabilidad «,
la constante ¢ se comporta como se muestra en la Figura 4.5.

Figura 4.5

De esta forma la estadistica de la prueba es la variable aleatoria X y su
valor determina el resultado de la prueba: si | X —1/2] > 0.128, se rechaza
la hip6tesis Hy. Esta regién de rechazo, referida a X, se puede escribir como
la unién de intervalos

[0,1/2 —c] U [1/2 + ¢, 1],

lo que se muestra graficamente en la Figura 4.6.
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Rechazar H

1 4 !

0 1/2—¢c  1/2  1/2+¢ 1

Figura 4.6

De esta manera, si X es menor o igual a 1/2 — ¢, o mayor o igual a 1/2 +c,
decidimos que la diferencia entre X y 1/2 no es debido a fluctuaciones aza-
rosas, sino que se debe a que la moneda no esta equilibrada y por lo tanto
rechazamos Hy. La probabilidad de un error al tomar tal decision es «, de
modo que se estd tomando un riesgo del 100c % de clasificar una moneda
equilibrada como no equilibrada.

De manera equivalente podemos expresar la region de rechazo en térmi-
nos del nimero de cruces obtenidos de la siguiente manera. Considerando
nuevamente n = 100 y a = 0.01, al multiplicar por este valor de n la con-
dicién de rechazo |X — 1/2| > 0.128 se obtiene la condicién equivalente
| Z}Qﬁ X; —50] = 12.8, en donde la suma indicada corresponde al niimero de
cruces obtenidos. Es decir, cuando el nimero de cruces difiera de 50 en mas
de 12.8, rechazamos la hipdtesis nula. Los valores mayores a 50 que satisfa-

cen esta condicion son: 63,64, ...,100, mientras que los valores menores a
50 son: 37,36, ...,0.

Por otro lado, observemos que no podemos calcular la probabilidad del
error tipo II pues la hipdtesis alternativa es compuesta. Especificamente
esta probabilidad es

B=P(|X—-0l<c|0+#1/2).
La imposibilidad de calcular esta probabilidad radica en que el_ valor de

f no estd determinado y, en consecuencia, la distribucion de X no esta
plenamente especificada. Una manera parcial de calcular la probabilidad
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del error tipo II es considerarla como una funcién del parametro, esto es, se
fija un valor 6; distinto de 1/2 y se calcula la siguiente cantidad

B01) = P(|X—-0<c|bO=06)
_ P(—C<X—9<c|9=91)
X -0,

¢01 1—01 \/01 1—01 \/91 1—91
¢911—91/) \/911—91 )

&

La grafica de esta funcion se muestra en la Figura 4.7. Conforme el valor de
0 se aleja de 1/2, la probabilidad de equivocarse del tipo 11 disminuye.

Figura 4.7

Observe que hemos aplicado nuevamente el teorema central del limite para
obtener una aproximacion de esta probabilidad. De esta forma el error tipo
IT queda expresado como una funcién del valor de 6; distinto de 1/2. La
funcién potencia de esta prueba se muestra en la Figura 4.8.
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Figura 4.8

Mas adelante consideraremos el caso sencillo cuando tenemos dos hipotesis
simples para un parametro Hy : 0 = 6y contra Hy : 0 = 61, y el problema
que estudiaremos serd el de encontrar una region de rechazo que sea de
tamano predeterminado « y cuya probabilidad de error tipo II sea minima.

4.5. Algunas pruebas sobre la distribucién normal

En esta seccién estudiaremos varias pruebas de hipotesis para los parametros
de la distribucién normal. Entre otras cantidades, los resultados quedaran
expresados en términos de algin valor z,, el cual se define como aquel nime-
ro real tal que P(Z > z,) = «a, en donde «a € (0,1) y Z denota una variable
aleatoria con distribucién N(0, 1). En palabras, z, denota aquel niimero que
acumula a la derecha una probabilidad igual a « en la distribuciéon normal
estandar. También serd til recordar que a la funcion de distribucién normal
estdandar la denotaremos por ®(z). Esto es, ®(x) = P(Z < z), definida para
cualquier nimero real x. Asi, por ejemplo, tenemos que ®(z,) =1 — «.
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Pruebas para la media con varianza conocida

Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de la distribucién N(6, c?), en donde
la media 6 es desconocida y consideremos que o2 es conocida. Entonces la,
media muestral X tiene distribucién N (6, 0?/n). Por lo tanto,

X -0
o/

~ N(0,1).

Las pruebas que consideraremos hacen referencia a un valor particular 6
del parametro desconocido 6.

= Prueba de dos colas. Deseamos contrastar las hipdtesis
Hy:0=0y vs Hj:0+#80,.

El problema es encontrar una regla para decidir cuando rechazar H
en favor de Hy, con base en los datos de la muestra aleatoria. Cuando
H)j es cierta, esto es, cuando @ es efectivamente 6y, tenemos que X ~
N (g, 0?/n), y por lo tanto,

X0,

bo="im "~

N(0,1).

La estadistica Zy es claramente una medida de la distancia entre X
(un estimador de ), y su valor esperado 0y cuando Hj es cierta. Es
entonces razonable rechazar Hy cuando la variable Zj sea grande. Es-
ta es la razon por la que tomamos como criterio de decision rechazar
Hj cuando |Zy| = ¢, para una cierta constante c. ;Cémo encontramos
el nimero ¢? En una tabla de la distribucion normal podemos encon-
trar un valor 2,/ tal que P(|Z]| > z,/2) = «, para una valor de «
preestablecido. Véase la Figura 4.9. Este valor z,/, es precisamente la
constante ¢ buscada pues con ello se logra que la regién de rechazo sea
de tamano a.
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a/2 a/2

; f X
_Za/Q Zoz/2

\ Rechazar Hy /

Figura 4.9

A la variable aleatoria Zj se le llama la estadistica de la prueba, y
la prueba se denomina prueba de dos colas pues la region de rechazo
consta de las dos colas de la distribucién normal estandar que se mues-
tran en la Figura 4.9. Llevar a cabo esta prueba de hipdtesis consiste
simplemente en usar los datos de la muestra para encontrar el valor
de Zy. Si resulta que |Zg| > z,/, entonces se rechaza Hp, en caso
contrario no se rechaza Hy. Es decir, la regién de rechazo de tamano

Q. €8 _
ZE—Q()

0_/\/5‘ = Zoz/2}‘

C ={(x1,...,2pn) |

Puede comprobarse que la probabilidad de no rechazar la hipétesis
nula cuando 6 = #; (un valor distinto de 6p) es

B(0h) = P(lZo] <zap|0=>01)
Oy — 01
o/\/n

Prueba de cola izquierda. Ahora consideremos la prueba

= q)(za/2 + ) - q)(_za/Z +

H0:9=90 VS H1:9<00.

A esta prueba se le llama prueba de cola inferior, pues la region de
rechazo consta de la cola izquierda de la distribuciéon normal estandar
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como se muestra en la Figura 4.10. El procedimiento de construccion
de la region de rechazo es similar a la prueba de dos colas. Ahora
se rechaza la hipétesis Hy sélo cuando X toma un valor muy a la
izquierda de 0. Asi, tenemos nuevamente que, cuando Hj es cierta,

X6,
~ o/yn

y se rechaza la hipétesis Hy si Zy < ¢, para alguna constante nega-
tiva c¢. Como se desea que esta region de rechazo tenga tamano «, la
constante c¢ debe ser igual a —z,. Esto se ilustra en la Figura 4.10.

Zo

~ N(0,1),

¢(x)

t X
— ZC(
....... —_—

Rechazar H
Figura 4.10

Asi, la region de rechazo de tamano a es

:E_00<—Z}

o/yn

Puede comprobarse que la probabilidad de no rechazar la hipétesis
nula cuando 6 = 6y (con 67 < 6y) es

€ ={(x1,...,xp) :

5(91) = P(Z0>—Za‘(9=t91)
90—01)
o/y/n "

= 1—®(—24 +
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= Prueba de cola derecha. Consideremos ahora la prueba

H02(9=00 VS H120>90,

llamada prueba de cola superior. Se rechaza la hipotesis Hy cuando
X toma un valor muy a la derecha de 6. Tenemos nuevamente que,
cuando Hj es cierta,

X6,
 o/vn

y se rechaza la hipotesis H si Zy > ¢, para alguna constante positiva c.
Como se desea que esta region de rechazo tenga tamano «, la constante

c debe ser igual al cuantil z,. Es decir, la regién de rechazo de tamano
« es

Zy

N(0,1),

'ZZ'—QO

%z{(ml,...,xn).m

> Zot-

Esto se ilustra en la Figura 4.11.

f x
6%

|—. .......

Rechazar Hy

Figura 4.11

Nuevamente, es inmediato comprobar que la probabilidad de no re-
chazar la hipétesis nula cuando 6 = 61 (con 67 > 6y) es

B01) = P(Z<z|0=0)
90—91)
o/vn "

= O(zo +
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Pruebas para la media con varianza desconocida

Consideremos nuevamente una muestra aleatoria X, ..., X,, de la distribu-
cién normal con media desconocida 6, pero ahora con varianza desconocida
o2. Nos interesa encontrar una regla de decisién para llevar a cabo ciertas
pruebas de hipétesis sobre el valor desconocido del pardametro 6. El procedi-
miento es muy similar al caso cuando o2 es conocida y el resultado teérico
que es de utilidad aqui es que

X -0
S/vn

~t(n—1),

en donde S es la varianza muestral. Como en el caso anterior, las pruebas
que consideraremos hacen referencia a un valor particular 6y del parametro
desconocido 6.

= Prueba de dos colas. Consideremos la prueba
Hy:0=0y vs Hp:0#0,.

Es razonable rechazar Hy cuando la diferencia entre la media muestral
X y el valor 6y es grande, es decir, cuando | X — 6y| = ¢, para alguna
constante c. Asi, es de utilidad saber que

X — 0o
0 S/\/n (n ),

pues esta variable aleatoria es una medida de la distancia entre X y
0. Ademas, si t,2,—1 denota el numero real tal que el drea bajo la
funcién de densidad de la distribucién t(n — 1) a la derecha de ese
valor es «/2, entonces una regién de rechazo de tamano « para esta
prueba es

r—0
e R S AR
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a2 a/2

: : x
_toc/Q,n—l ta/Q,n—l
....... _ [T

_/

Rechazar H

Figura 4.12

Véase la Figura 4.12. Respecto del error tipo II para esta regién de
rechazo, puede comprobarse que la probabilidad de no rechazar H
cuando 6 = 61 (con 6, distinto de ) es

5(01) = P(‘TO‘ < ta/Q,n—l ‘ 0 = 91)
90—91 00_‘91
8/\/ﬁ>_F(_ta/2,n—1+ S/\/ﬁ )7

en donde F' es la funcion de distribucion ¢ con n — 1 grados de liber-
tad. Observe que la ultima expresion es una aproximacién pues se ha
substituido la desviacién estandar muestral S por su valor observado
S.

~ F(ta/Q,n—l +

Prueba de cola izquierda. La prueba Hy : 0 = 0y vs Hy : 0 < 0 se
llama nuevamente prueba de cola inferior y una regiéon de rechazo de
tamano prefijado « estd dada por

C ={(r1,...,2p): i/_\/%)

en donde t,,—1 es el cuantil de la distribucién t(n — 1) al nivel o
Respecto del error tipo II para esta region de rechazo, la probabilidad

< ta,n—l},
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de no rechazar Hy cuando € = 61, en donde #; es un valor menor a 6,
se puede comprobar que

— 0o
S~

~ 1-— F(tan 1+

B(61) = (

a,n—l ‘ 0 = 01)

6o — 61
s/v/n

en donde F' denota la funcién de distribucién t(n — 1). La ultima
expresion es unicamente una aproximacion a la probabilidad buscada
pues se ha reemplazado la desviacién estandar muestral S por su valor
observado s.

);

Prueba de cola derecha. Finalmente para la prueba de cola superior
0:0 =20y vs H : 0 > 0y se conocen los siguientes resultados. Una
region de rechazo de tamano prefijado « estd dada por

f—90>t }
S/\/ﬁ = tan—1f>

en donde t, 1 es el cuantil de la distribucién t(n — 1) al nivel o
Respecto del error tipo II para esta regién de rechazo, la probabilidad
de no rechazar Hy cuando € = 01, en donde 6 es un valor mayor a 6,
se puede comprobar que

C ={(x1,...,2p):

X —4
B(6) = (S/fO < tan_1]60 = 061)
0y — 6
~ F(ta,n—l . 1)

s/v/n

en donde F' denota la funcién de distribucion ¢(n — 1). Nuevamente,
se ha escrito s6lo una aproximacion a la verdadera probabilidad del
error tipo II pues se ha substituido la desviacion estandar muestral S
por su valor observado s.

Ejemplo 4.2 Se desea determinar si la aplicacion de un cierto medicamento
afecta la presion arterial sistélica en el ser humano. Para ello se escogen al
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azar diez personas, se les mide la presion arterial, después se les aplica el
medicamento y una vez que éste ha tenido efecto se mide nuevamente la
presién. Se calcula entonces la diferencia entre la primera medicion de la
presion y la segunda. Los niimero obtenidos fueron los siguientes:

2,—-1,0,-5,3,2,5,—-3,0,4.

Supondremos que la diferencia calculada puede modelarse mediante una
variable aleatoria con distribucién normal con media 6 y varianza o? desco-
nocidas. Deseamos llevar a cabo la prueba de hipétesis

Hy:0=0 vs H;:0+#0.

La primera hipdtesis establece que el medicamento no influye significativa-
mente en la presion arterial de las personas. La segunda hipotesis indica
que el medicamento si afecta la presion arterial. Con los datos obtenidos
podemos calcular la media y la varianza muestral

T = 0.7,
s? = 9.7888,

y entonces el valor de la estadistica de la prueba es

T — 6y
t = W = (0.6712.
Para llevar a cabo la prueba tenemos que comparar este valor con ¢4/2,—1-
Tomaremos o = 0.1, y de la tabla de la distribucién ¢ encontramos que
taj2,n—1 = 1.833. La regla de decisién es rechazar Hy cuando [t[ > ¢4/ 51,
pero ello no sucede, por lo tanto concluimos que, con base en la muestra
obtenida y la prueba estadistica aplicada, no existen evidencias para afirmar
que el medicamento afecte la presién arterial de las personas. n

Pruebas para la diferencia entre dos medias con varianzas
conocidas

Sean Xi,...,X, vy Yi1,...,Y,, dos muestras aleatorias independientes de
dos poblaciones, con distribucién N(fx,0%) y N(fy,0%), respectivamente.
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Supondremos que las medias #x y 6y son desconocidas y que las varianzas
0% y 0% son conocidas y pueden ser diferentes. Observe que el tamaifio de
las muestras puede ser distinto. En esta seccion encontraremos un criterio
para probar la hipdtesis simple

Hoiex—ey=5,

contra alguna hipdtesis alternativa, en donde § es una constante. Mediante
estas pruebas se puede decidir si las medias de las dos poblaciones normales
difieren en la constante § o en una cantidad diferente. El procedimiento es
muy similar a las pruebas presentadas antes sobre la media desconocida de
una distribucién normal con varianza conocida.

Sean X y Y las correspondientes medias muestrales. Sabemos que X tiene
distribucién N(fx,0%/n) y Y tiene distribucién N(fy, % /m). Entonces

2 2
X~V ~N(Ox — 0y, 2X + 7Y
n m

Este es el resultado que nos llevara a encontrar una regla para decidir cuando
rechazar Hj en favor de alguna hipdtesis alternativa, con base en los datos
de las muestras aleatorias.

= Prueba de dos colas. Consideraremos primero el caso cuando la
hipotesis alternativa es

Hy:0x — 0y # 0.

Cuando Hj es cierta, esto es, cuando §x — 0y = 6§, tenemos que X —Y
tiene distribucién N(6, 0% /n + 0% /m), y por lo tanto,

X-Y 5§

Zy := ———=—= ~ N(0,1).
ok o
ERE

La estadistica Z; es nuevamente una medida de la distancia entre la
diferencia X — Y y §. Es entonces razonable rechazar H, cuando la
variable Zy sea grande en valor absoluto. Es por ello que tomamos
como criterio de decisién rechazar Hy cuando |Zy| > ¢, para cierta
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constante c. En una tabla de la distribucién normal estandar podemos
encontrar un valor z, tal que P(|Z] > 2,/2) = @, en donde « es valor
preestablecido para la probabilidad del error tipo I. Este valor 2,5 es
la constante ¢ buscada y con ello se logra que la regién de rechazo sea
de tamano a.

C = {(371, . ,xn) : ‘Z()‘ = Za/2}-

Respecto del error tipo 11, para un valor §; distinto de ¢, es inmediato
comprobar que la probabilidad de no rechazar la hipétesis nula dado
que Ox — Oy = 61 es

B(61) = P(|Zo] <z | 0x — 0Oy =01)
5—51 5_51
> > )_(I)(_Zoz/Q + 5 > )

o o o o
. & 'S X Y
n+m n+m

= (E(Zoz/Z +

Prueba de cola izquierda. Consideremos ahora como hipdtesis al-
ternativa

H1:9X—9y<5,

Siguiendo el mismo razonamiento que antes, ahora rechazamos H
cuando la estadistica Zy toma un valor menor a una cierta constante.
El valor de esta constante que hace que la regién de rechazo sea de
tamano « es —z,. Asi, la regién de rechazo propuesta es

C ={(r1,...,20) : Zo < —Za}-

Respecto del error tipo II, para un valor 4; menor a ¢, la probabilidad
de no rechazar Hy dado que Ox — 0y = 01 es

5((51) = P(ZO > —2Zq ‘ (9x—9y :51)

d—20
— 1= B(—2g + ————).
ok | %
R
Prueba de cola derecha. Finalmente consideremos como hipodtesis
alternativa

Hliex—9y>5.

Ahora rechazamos Hj cuando la estadistica Z; toma un valor mayor a
una cierta constante. El valor de esta constante que hace que la region
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de rechazo sea de tamano « es z,. Asi, la region de rechazo propuesta

es
C ={(x1,...,20n): Zo = za}-

Respecto del error tipo I, para un valor §; mayor a ¢, la probabilidad
de no rechazar Hy dado que 0x — 0y = 01 es

5(51) = P(Z0<Za ’ 0)(—93/:51)

0 — 01
= P(zp + ——).
0'2 0'2
X 4 %
n m
Pruebas para la varianza
Consideremos nuevamente una muestra aleatoria X1y, ..., X, proveniente de

n observaciones de una variable aleatoria con distribucién N(u, o?), con am-
bos parametros desconocidos. Nos interesa ahora encontrar un mecanismo
para probar la hipétesis nula Hy : 02 = 08 contra alguna hipdtesis alterna-
tiva. Un manera de encontrar una regla de decisién para estas pruebas hace
uso del resultado tedrico que establece que

n —1)52
X = % ~x*(n—1),
99

cuando la varianza desconocida o2 es, efectivamente, 08. Como antes, el
término S? denota la varianza muestral. Por otro lado, recordemos que la
esperanza de una variable aleatoria con distribucién x?(n —1) es el pardme-
tron—1, y por lo tanto, E(X%) = n— 1. De esta manera se propone rechazar
la hipotesis Hy cuando la variable aleatoria X(2) tome un valor lejano de su
valor central n — 1.

= Prueba de dos colas. Para la prueba Hy : 02 = 08 vs Hy : 02 # 03,
se propone rechazar Hy cuando la variable x3 estd alejada de su valor
central tomando un valor en una de las dos colas de su distribucién.
Estas dos colas se establecen en la siguiente regién de rechazo, la cual
tiene tamano a:

2 2 z 2 2
Cg = {(xlw .. 7$n) © Xo < Xl_a/Q 0 Xo > Xa/Z }7

en donde Xi J €S el nimero real tal que la distribucién x?(n — 1)
acumula a la derecha probabilidad a//2. Andlogamente, la probabilidad
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a la derecha del nimero X%—a J €8 1 — «/2. Véase la Figura 4.13 para
una representacion grafica de estas cantidades, asi como de la region
de rechazo de esta prueba. Por simplicidad hemos omitido especificar
los grados de libertad en la notacién para los valores Xi PR X%—a /o

En la pagina 327 aparece una tabla que muestra las cantidades X?)z,n
para algunos valores de los pardmetros a y n.

f(z)
Valor central
n—1
a/2 a/2
} = ; x
X%—a/Q Xi/z
— }
\ Rechazar H j
Figura 4.13

Sea 0? cualquier nimero positivo distinto de 0(2) . La probabilidad de

no rechazar Hy cuando el valor de la varianza es o7 es

B(o?) = P(“No rechazar Hy’ |o0? = 07)

(n —1)5?
= P(X%—a/2< 2 <X(2x/2‘0'2:0%)
0
2 2 2
2 o5 _(n—1)8 2 90, 2 2
= P(X1_a/2'0—%<—0% <Xa/2'?\0 =o07)

= F(X}j-03/0%) = F(X3 a2 - 00/070);
en donde F es la funcién de distribucién y?(n — 1).

= Prueba de cola izquierda. Para la prueba que tiene como hipotesis
alternativa H; : 02 < 03 se propone como regiéon de rechazo

C = {(xla-'-axn): X% <X%—a }7
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en donde x3__, es el nimero real tal que la distribucién x%(n — 1)
acumula a la derecha probabilidad 1 — «.. Asi, la regién de rechazo se
puede identificar como la cola de la izquierda de area « de la distribu-
cién x?(n—1). Esta es, por lo tanto, una regién de rechazo de tamaifio

«. Para cualquier valor positivo a% menor a 08, la probabilidad de no

rechazar Hy cuando el valor de la varianza es o7 es

B(o?) = P(“No rechazar Hy” |o? = o%)
n—1)52
— P((—z) > 2
20
(n —1)52

2
01

= 1- F(X%—a ’ 08/0%)9

2 03 2 2
= P( > Xi—a® 5 l0°=071)
01

en donde F es la funcién de distribucién x?(n — 1).

Prueba de cola derecha. Y finalmente para la prueba con hipdtesis
alternativa H; : 02 > 03 se propone como region de rechazo

C ={(r1,...,2p): X(2)>X?x |3

en donde Y2 es el nimero real tal que la distribucién y?(n — 1) acu-
mula a la derecha probabilidad «. Asi, la region de rechazo se puede
identificar como la cola de la derecha de area « de la distribucion
x2(n — 1). Esta es, por lo tanto, una regién de rechazo de tamafio .
Para cualquier valor O’% mayor a, 08, la probabilidad de no rechazar

Hy cuando el valor de la varianza es 0? es

B(o3) = P(“No rechazar Hy” |o* = ¢%)

—1)52
= PP 02— o)
90
—1)5? 5
e T o=y
91 o7

en donde F es la funcién de distribucién y?(n — 1).
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Ejercicios

283. En ciertas zonas de la ciudad y durante varios anos se ha calculado
el pago por el consumo de agua suponiendo un consumo promedio de
20,000 litros mensuales en cada casa. Para determinar si tal cantidad
ha cambiado, se han medido los consumos mensuales de 15 casas es-
cogidas al azar, obteniéndose los siguientes resultados: 23456, 18325,
21982, 22371, 13292, 25073, 22601, 20930, 18788, 19162, 21442, 23935,
20320, 19095, 17421. ;Debe cambiar el consumo promedio mensual
estimado para el calculo de los pagos o permanecer igual? Suponga
o = 2000.

284. En una muestra aleatoria, el tiempo promedio en el que 50 mujeres
terminaron una prueba escrita fue de 30 minutos, mientras que 45
hombres terminaron la prueba en un promedio de 35 minutos. Para
fines ilustrativos supondremos una varianza de 9 unidades en ambas
poblaciones. ;Hay alguna diferencia entre hombres y mujeres en el
tiempo promedio real para concluir la prueba?

4.6. Lema de Neyman-Pearson

Consideremos una distribucién de probabilidad dependiente de un parame-
tro desconocido 6. Nos interesa llevar a cabo el contraste de dos hipdtesis
simples

H()Z@:Qo (O] H1:9:91,

en donde 6y y 6; son dos posibles valores distintos del parametro 6, los
cuales supondremos fijos y conocidos. En esta situacién, a la probabilidad
complementaria del error tipo II, esto es, al nimero 1 — 5 le hemos llamado
potencia de la prueba. Considerando todas las posibles regiones de rechazo
de tamano «, a aquella que tenga potencia mayor se le llama prueba mas
potente.

El siguiente resultado, llamado lema de Neyman-Pearson, resuelve el proble-
ma de encontrar la regién de rechazo mas potente para la prueba indicada,
es decir, proporciona la regiéon de rechazo con probabilidad de error tipo II
mas pequena.
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Proposicién 4.1 (Lema de Neyman-Pearson') La regién de recha-
zo de tamano o mas potente para el contraste de dos hipdtesis simples

H0:9=90 VS H129=91,

estd dada por

L(:Bl,...,xn,el) >C}, (4'2)

Tl ) g ) C

en donde L(xy,...,xy,;0) es la funcién de verosimilitud de una muestra
aleatoria y ¢ es una constante que hace que esta regiéon de rechazo sea
de tamano «.

Demostracion. Por brevedad en la escritura, consideraremos tinicamente
el caso continuo y escribiremos z™ en lugar del vector (z1,...,z,). Consi-
derando la regién de rechazo 4 definida en el enunciado y observando que
la funcién de verosimilitud L(z",0) es la funcién de densidad del vector de
la muestra aleatoria evaluada en el punto ™, las probabilidades de cometer
los errores tipo I y II son:

a = P((Xl,...,Xn)e%W:@O):fL(x”,@o)d:v”,
€

Cc

B - P((Xl,...,Xn)e%C\ezel)zf L(z",0:) da”.

Sea €' cualquier otra region de rechazo de tamafio « y sea 3’ la correspon-
diente probabilidad de cometer el error tipo II. En la Figura 4.14 se ilustra
graficamente la situacion general de estos dos conjuntos. Demostraremos

que B = B.

!Jerzy Neyman (1894-1981), matemaético y estadistico polaco.
'Egon Sharpe Pearson (1895-1980), estadistico inglés. Hijo de Karl Pearson.
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Rn

Figura 4.14

Por definicién tenemos que
o= P((X1,...,X,)¢% |0="0)
= 1- f L(x",01) dz"

[
— L(z",61) dz" +J L(z™,601) dz" ] —f L(z",601) dz"
| JE cc 4
[
— L(z",01)d J L(z",61) dz" ] f L(z™,601) dz"
| JE ¢’ ¢
[
= L(z",01)dz" — J L(z", 61) dx”] + f L(z",07)dz"
| JE€—-%" '€ c

Como la primera integral se calcula para valores ™ dentro de la region de
rechazo % y la segunda se calcula fuera de esta regién de rechazo, tenemos
que

/8/

V
o

J L(x™,60y) dz" —J L(x”,@o)daj”]an L(z",61) dz"
=7 I e

|
_ . Ug " 0) da” —L/L(xn,eo)dx"] +JCL(:I:”,01)da;"

= L:I;' 01
<gc

= b
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Las dos integrales que aparecen dentro del ultimo paréntesis son iguales a
«, pues, por hipétesis, tanto ¢ como %" son regiones de rechazo de tamano
Q. [ ]

Observaciones:

= El lema de Neyman-Pearson es valido tanto para distribuciones discre-
tas como continuas. Sin embargo, en el caso discreto podria presentarse
la situacion de no existencia de regiones de rechazo de tamano exac-
tamente un valor particular de a. En tales casos se buscan posibles
regiones de rechazo de tamano o’ cercano a « con o < a.

= El pardmetro 6 en el enunciado del lema de Neyman-Pearson puede
ser un vector de parametros. En este caso, las regiones de rechazo
pueden ser mas dificiles de identificar y las probabilidades de error
pueden presentar mayor dificultad en su céalculo.

= Durante la prueba del lema de Neyman-Pearson no se hace distincion
entre los casos: 0y < 01 6 01 < 0y, de modo que la regién de rechazo
mas potente (4.2) es la misma en ambas situaciones.

Veamos ahora algunos ejemplos del uso del resultado de Neyman y Pearson.

Ejemplo 4.3 Sea X una variable aleatoria con distribucién N(#,02), en
donde 6 es desconocido pero o? es conocida. Supongamos que deseamos
tomar una decisiéon respecto del parametro desconocido # de acuerdo al
siguiente contraste de hipotesis simples

Ho:(9=(90 VS H1:9=(91.

Supondremos que los valores 6y y 6, son fijos, conocidos y, sin pérdida de
generalidad, consideraremos que guardan la relacién 6y < 6. Con base en
una muestra aleatoria Xi,..., X, de esta distribucion y usando el lema de
Neyman-Pearson, encontraremos la regién de rechazo éptima de tamano a.
Tenemos que la funcién de verosimilitud es

L(z",0) — ( ! )n/z exp(—riz 3~ 0.

2mo?
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Por lo tanto, el cociente de verosimilitudes (4.2) es

Egij Z(l); = ©Xp <_% ;[(% —01)" — (i — 90)2]>

i=1
= exp (—% [n(6F — 05) — 2nz (61 — 00)]) .

Después de algunos calculos puede comprobarse que la condicién de que la
expresion anterior sea mayor o igual a una constante c es equivalente a la
condicién T > ¢, para alguna otra constante c a la que denotaremos por la
misma letra. Aqui se usa el supuesto de que 6y < 61. La region de rechazo
mas potente es entonces

C ={(x1,...,7n) : T =c}.

Para especificar de manera completa a este conjunto, resta encontrar el valor
de la constante c que hace que esta region de rechazo sea de tamano «, es
decir, ¢ debe ser tal que

a = P(X=c|f=06)
X—Ho 6—90

o/ = ol
C — 00)

a/\/n

= P( |0 = 6o)

— 18

De donde se obtiene que

c=90+i®_1(1—a).
n

NG

Este es el valor de la constante ¢ que hace que la probabilidad del error tipo
I sea igual a «.. Por otro lado, la probabilidad del error tipo II es

B = P(X<c|lo=0)
6—91
PTG
Oy — 64
a/\/n

— P

= P +o71(1 - a)).
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Ejemplo 4.4 Sea X una variable aleatoria con distribuciéon Poisson(6), en
donde el parametro € > 0 es desconocido. Nos interesa estimar el valor de
0 mediante el contraste de hipotesis simples

H()ZOZQO (O} H129=91,

en donde 0 < 6y < 61 son dos valores fijos y conocidos. Usaremos el lema
de Neyman-Pearson para encontrar la region de rechazo de tamano a mas
potente. Tenemos que el cociente de verosimilitudes (4.2) es

L™ 0) el T e g )
L(:Bn, 90) B e—bo 98’1/331! .o.e— b0 an/xn!
6_”(91—90)(91/90)719‘5.

Después de algunos calculos puede comprobarse que la condicién de que la
expresion anterior sea mayor o igual a una constante c es equivalente a la
condicién x1 + - - - + x,, = ¢, para alguna otra constante ¢ que hemos escrito
bajo el mismo nombre. Aqui se ha usado la hipétesis de que 6y < ;. La
region de rechazo 6ptima es entonces

C={(r1,...,xn) 1+ + Ty =},

en donde la constante c es tal que la probabilidad de cometer el error tipo
I es a, es decir, c es tal que

a=PXi+ -+ X,=cl0=10),

en donde, bajo la hipétesis 6 = 6, la variable X1+ - -+ X, tiene distribucién
Poisson(nfy). Observe que, como X; + --- + X,, es una variable aleatoria
discreta, es posible que la identidad anterior no se cumpla de manera exacta,
de modo que se toma el valor entero ¢ mas pequeno tal que

PXi+ - +X,>¢)<a.
La probabilidad de cometer el error tipo II es
f=PX1+ -+ X,<c|l=0),

en donde, bajo la hipétesis 6 = 6y, la variable X; + --- + X, tiene ahora
distribucién Poisson(n#). E
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Con esto concluimos nuestra breve exposicién sobre pruebas de hipétesis.
Existen muchas otras pruebas para rechazar o no rechazar muy diversos
tipos de hipodtesis estadisticas que el lector interesado puede localizar en
textos como [7] y [16], o en la literatura especializada en el drea de aplicacion.

Ejercicios

285.

286.

2817.

Distribucion Bernoulli. Sea X7, ..., X,, una muestra aleatoria de la
distribucién Ber(6), en donde 6 € (0,1) es desconocido. Sea « € (0, 1).
Encuentre la region de rechazo éptima de tamano « para el contraste
de hipdtesis simples

H()ZOZHO Vs H129=01,

en donde 6y y 61 son dos valores parametrales fijos, conocidos y tales
que 0 < Hyp < 6; < 1. Calcule ademas la probabilidad de cometer el
error tipo IL.

Distribucion binomial. Sea X7, ..., X,, una muestra aleatoria de la
distribucién bin(k, 0), en donde 6 es desconocido y el entero k > 1 es
conocido. Sea a € (0, 1). Encuentre la regién de rechazo de tamafio «
mas potente para el contraste de hipotesis simples

H0:9=90 VS H1:(9=(91,

en donde 6y y 61 son dos valores parametrales fijos, conocidos y tales
que 0 < 0y < 61 < 1. Calcule ademas la probabilidad de cometer el
error tipo II.

Distribucion geométrica. Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria de
la distribucién geo(f), en donde 6 es desconocido. Sea a € (0,1). En-
cuentre la regién de rechazo de tamano a méas potente para el contraste
de hipdtesis simples

H():@:@O (O] H12(9:91,

en donde 6y y 61 son dos valores parametrales fijos, conocidos y tales
que 0 < 6y < 07 < 1. Calcule ademaés la probabilidad de cometer el
error tipo II.
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288.

289.

290.
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Distribucion exponencial. Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria de
la distribucién exp(#), en donde 6 > 0 es desconocido. Sea « € (0,1).
Encuentre la region de rechazo éptima de tamano « para el contraste
de hipdtesis simples

HOZHZHO VS H1:9:91,

en donde 6y y 61 son dos valores parametrales fijos, conocidos y tales
que 0 < #y < 6. Calcule ademas la probabilidad de cometer el error
tipo II.

Distribucion normal. Sea Xq,...,X,, una muestra aleatoria de la
distribucién N(6,0?), en donde ambos pardmetros son desconocidos.
Sea « € (0,1). Encuentre la regiéon de rechazo éptima de tamanio «
para el contraste de hipdtesis simples

H():H:HO VS H1:9:91,

en donde 0y y 61 son dos valores fijos, conocidos y tales que 6y < 6.
Calcule ademas la probabilidad de cometer el error tipo II.
Sugerencia: use el hecho de que

X -0
~tn—1).
NG (n—1)
Distribucion normal. Sea Xq,...,X,, una muestra aleatoria de la

distribucién N(u, 02), en donde p es conocido y 2 es desconocida. Sea
a € (0,1). Encuentre la regién de rechazo més potente de tamafo «
para la prueba de hipdtesis simples

Hy:0% =0 wvs Hy:o0®=o07,
en donde ag y o2 son dos valores fijos, conocidos y tales que 0 < 08 <

o?. Calcule adem4s la probabilidad de cometer el error tipo II.
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Formulas varias

Notacion

Conjunto de nimeros naturales 1,2, 3, ...

Conjunto de nimeros enteros 0, +1, +2,+3, ...

Conjunto de nimeros racionales a/b en donde a,b € Z con b # 0.
Conjunto de niimeros reales.

max {x,0}.

min {z, 0}.

Limite por la derecha de la funcién f en el punto =x.

Limite por la izquierda de la funciéon f en el punto .

Funcién f(x).

Se define como.

310
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El alfabeto griego

311

A« alfa I iota, Pp,o ro
B g beta K x kapa Y 0,6 sigma
'y gama A X lambda Tr tau
A b delta M p mu T o upsilon
E e, epsilon Nv nu D p,p fi
Z C zeta = xi X x ji
Hn eta O o omicron U 1) psi
O 6,0 teta II7 pi Qw omega
Exponentes
= xl=x
[ 330 = ]_, X # O
1
s oz l=2 2x#£0
x
- ™M = xn—i—m
x" _
u aj_m = .len m.
- xn)m — xnm
() -
Y y"
_ 1
m "= i # 0
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Logaritmos

Identidades trigonométricas

log ab = log a + logb.
a
log 5 loga — logb.
loga™ = nloga.
1
log ¥/a = — log a.
n
log1l = 0.

log,a = 1.

2

sen?z + cos?x = 1.

sen (x + y) = senx cosy + cos zseny.

cos (r + y) = cosxcosy F senxseny.

cos (arcsenx) = sen (arccosx) =

Férmulas para sumas

n
Z Tk = Tm + Tmy1 + -+ Tn,

=m

ol

c = nc, c constante.

M=

x>
I
—_

= n(n+1)
2 h=—g—

V1— 22

APENDICE A

si —1<x<l1.
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i kS = ["(” +1)(2n + 1)]2.

2
k=1
n L am_an—|—1
Za =3 , a# 1, m<n
—a

k=m
0 k

X
2y=ex, rzeR
k=0

(Z) A" = (a+b)", a,beR,neN. (Teorema del bino-

oyl
L=

—e

s 2
| =

es divergente.

e
Il
—

—-1 k+1
VT o,

0

\V)

(Férmula de Euler).

s
% -
Il
|>l

e
Il
—

M8

x!

(a) t* = (1+t)*, |t/ <1, a€ R,endonde (%) := ala—l)--(a—e+l)
x

8
|
o

Formulas de derivacion

d
dzx

d
dzx

c =0, c constante.
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i Inzx = —.

dx x

d

EE SeNnxr = COSXT.

d

EE COST = —Senwax.

i tanz = — sec? z.

dx

d 1

E; arcsenarzz\/fjjgi.
d 1

EE arccosx::-—\/f:jgg.
L 17 £ ()] = (@) £ 4 (0)
d

7o LF@) g(@)] = f(z) ' (x) + ['(x) g ).
d fla) _ 9@)f'(z) — f(z)g'(z)

dz g(x) 9*(x)

% flg(x)) = f'(g(x)) ' (x) (Regla de la cadena).

Férmulas de integracion

fwm»=ffwa=ﬂw+a

(‘cdaz = cfdx, ¢ constante.

xn+1

(‘azndx =

+c, n#—1.

J n+1

(‘dw

— =Inz +c.

J X

APENDICE A
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1

n [‘eamdaz: — e + c.

d a
u (lnxdmlenm—x—l—c.

J
n (‘senxdxz—cosa:—Fc.
. (‘Cosxdx=senx+c.
= (udv = uv — fvdu (Integracion por partes).

Férmula de Stirling

Para n grande,

n n! Stirling
1 1 0.92

2 2 1.91

3 6 5.83

4 24 23.50

) 120 118.01
6 720 710.07
7 5040  4980.39
8

40320  39902.39

Formula de Leibnitz

El siguiente resultado es un caso particular de la férmula de Leibnitz que
permite intercambiar una derivada con una integral. Sea f(z,y) una funcién
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continua tal que la derivada a% f(x,y) también es continua. Entonces

b b
%L [z, y)dy = J %f(fv,y) dy.

a

Este tipo de operaciones aparecen en el presente trabajo en las condiciones
de regularidad que se solicitan para las funciones de densidad f(z,6) y que
se requieren para demostrar, por ejemplo, la cota inferior de Cramér-Rao.
Para mayor informacién sobre la férmula anterior y algunas generalizaciones
véase [8], [9], o [14].

Funcién gama

Para valores reales 7y fuera del conjunto {...,—2, —1, 0}, la siguiente integral
es convergente y se le llama la funciéon gama.

0
[(vy) = f t7 et dt,
0

En su dominio de definicion, esta funcién satisface las siguientes propieda-
des:

= T(y+1)=~I().
« T@2)=0(1)=1

= I'(y+1)=49! para y=0,1,...
= I'(1/2) = /7.
1-3-5--- (27— 1
= T(y+1/2) = 27( 7 )ﬁ para v = 1,2,

Funcion beta

Al término B(a,b) se le conoce como la funcién beta, y se define para a > 0
y b > 0 como sigue

1
B(a,b) = J %11 — )" da.
0

Esta funcién satisface las siguientes propiedades:
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= B(a,b) = B(b,a).

=  B(a,1) =1/a.

= B(1,b) = 1/b.

- B(a+1,b)=%B(a,b+1).
Bla+1,b) = —~ B(a,b)
a 0= a,b).
- B 1) = —— B(a,b).
(a,b+1) = —— Bla,b)

- B(1/2,1/2) = .

=  B(a,b) =

Convergencia de variables aleatorias

Sea X1, Xo,... una sucesion infinita de variables aleatorias definidas en un
mismo espacio de probabilidad. A continuacion revisamos las definiciones
de algunos tipos de convergencia para este tipo de sucesiones.

= Convergencia puntual. Si lim,,_,, X, (w) existe para cada w y se
le denota por X (w), entonces se dice que la sucesién es convergente
puntualmente y la funcién limite X es una variable aleatoria.

= Convergencia casi segura. Sea X una variable aleatoria. Se dice
que la sucesién converge casi seguramente a X, y se escribe X,, = X,
si
P{lweQ: nll'_{%OXn(w) =X(w)}=1.
= Convergencia en probabilidad. Sea X una variable aleatoria. Se
dice que la sucesion converge en probabilidad a X, y se escribe X, RN
X, si para cualquier € > 0,

lim P{weQ: |X,(w) — X(w)|>€}=0.

n—aoo
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= Convergencia en media. Sea X una variable aleatoria. Se dice que
., . . m .
la sucesion converge en media a X, y se escribe X,, — X, si

Ifm E|X, — X| =0,

n—00

= Convergencia en media cuadratica. Sea X una variable aleatoria.
Se dice que la sucesion converge en media cuadratica a X, y se escribe
m.c. .
X, = X, si
lim E|X, — X|* =0.

n—ao0

= Convergencia en distribucion. Sea X una variable aleatoria. Se

: ., e : d
dice que la sucesion converge en distribucién a X, y se escribe X,, —

X, si para cualquier punto de continuidad z¢ de Fx (),

lim FXn(.CL'()) = Fx(xo).
n—00

A este tipo de convergencia se le llama también convergencia débil.

En [11], [12] o [21] se puede encontrar mayor informacién sobre estos tipos
de convergencia de variables aleatorias.

Dos teoremas de convergencia

Sea X1, X2,... una sucesion de variables aleatorias que es convergente en
el sentido casi seguro a la variable aleatoria X. El problema consiste en
determinar si la sucesién numérica F(X,) es convergente a F(X), es decir,
nos preguntamos si se cumple la igualdad

lim F(X,) = E(lim X,).

n—0o0 n—0o0
Esta identidad equivale a poder intercambiar las operaciones de limite y es-
peranza. Se pueden dar ejemplos en donde este intercambio de operaciones
no es valido. ;Bajo qué condiciones se cumple esta igualdad? Aqui tenemos
dos resultados importantes que establecen condiciones suficientes para que
un limite y la esperanza se puedan intercambiar.
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= Teorema de convergencia monoétona. Sea 0 < X7 < Xo < ---
una sucesién de variables aleatorias convergente casi seguramente a
una variable X. Entonces

lim E(X,) = E(X).

n—0o0

= Teorema de convergencia dominada. Sea X1, Xo, ... una sucesiéon
de variables aleatorias para la cual existe otra variable Y con esperanza

finita tal que | X,| <Y, paran > 1. Si lim X,, = X c.s., entonces X
n—0o0

y X, tienen esperanza finita y

lim E(X,) = B(X).

n—0o0

Se puede encontrar mayor informacién sobre estos resultados en [6], [12],
28].

Puntos criticos para funciones de varias variables

Sea f(x,y) una funcién real definida sobre un rectangulo (a,b) x (¢,d) de
R? y cuyas derivadas de segundo orden son continuas en este rectangulo. Se
dice que f(x,y) tiene un punto critico en (xg,yo) si

af (Io,yo) = 07

ox
af
e (zo,y0) = 0.

Estamos interesados en recordar algunos criterios para determinar si un
punto critico es un maximo o un minimo. Esto se utiliza en el presente tra-
bajo en la aplicacion del método de maxima verosimilitud cuando se tienen
dos o mas parametros. Antes de explicar la manera en la que se puede de-
terminar si un punto critico es un maximo o un minimo, vamos a definir los
menores principales de una matriz cuadrada.
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Sea A = (a;j) una matriz de n x n y sea k un entero tal que 1 < k < n. El
menor principal de orden k se define como el determinante de la submatriz
cuadrada (a;), 7,5 = 1,...,k, esto es,

a;y = Primer menor principal (k= 1),
s diz g Segundo menor principal (k = 2),
a1 a22

|A| = mn-ésimo menor principal (k = n).

Por otro lado, para la funcién f(x,y) considerada antes, se define la matriz
hessiana como la matriz simétrica

*f *f

H(z,y) = (3)

0% f i
m(%y) a—yg(ﬂf,y)

= Condiciones para un maximo. La funcién f(x,y) tiene un maximo
en (xg,yo) si la matriz H(xg,yo) es tal que

a) todos sus menores principales de orden impar son negativos y

b) todos sus menores principales de orden par son positivos.
Para la matriz (3) esto se reduce a las desigualdades

&Qf
@(xo,yo) <0 y [H(zo,y0)| > 0.

Estas condiciones son equivalentes a solicitar que la matriz H(xg, yo)
sea negativa definida. Ello significa que se deben cumplir las siguientes
dos condiciones:

a) (a;,y)H(a:o,yo)(“Z) < 0 para todo (z,y) € R2.
b) (z,y)H(z0,50)(;) =0 <= (z,y) = (0,0).

= Condiciones para un minimo. La funcién f(z,y) tiene un minimo
en (xg,yo) si la matriz H(zg,yo) es tal que
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a) todos sus menores principales son positivos.
En el caso de la matriz (3) esto se reduce a las desigualdades

02f
@(fﬂo,yo) >0 y [H(zo,%0)| > 0.

Estas condiciones son equivalentes a solicitar que la matriz H (xg, yo)
sea positiva definida. Esto significa que se debe cumplir lo siguiente:

a) (x,y)H(xo,yo)(;’) > (0 para todo (z,y) € R
b) (z,y)H(zo,%)(;) =0 = (z,9) = (0,0).

Por simplicidad en la exposiciéon, hemos considerado funciones reales de
unicamente dos variables, sin embargo, los criterios anteriores pueden ex-
tenderse al caso de funciones dependientes de cualquier niimero finito de
variables. Para mayor informacién sobre estos resultados, véase [9], [14],
o [15].

Férmula recursiva para los momentos en la familia
exponencial

En esta seccion se presenta una férmula recursiva para el n-ésimo momento
de ciertas distribuciones dentro de la familia exponencial, la cual fue definida
en la seccion 2.19. Esta subfamilia de distribuciones corresponde al caso
particular cuando d(z) = x en la expresion general (2.18). Adicionalmente,
y sin pérdida de generalidad, se escribe In¢(f) en lugar de la funcién ¢(0).
Esto da lugar a la siguiente expresién para la funcién de densidad

f(x,0) =a(0)b(x) (c(0))”, —0 < < 0. (4)

Aqui tenemos una férmula recursiva general para los momentos de este tipo
de distribuciones.

Proposicion .2 Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad tipo
exponencial de la forma (4). El n-ésimo momento de X existe y satisface la
ecuacion

B = S0 (5 + 35 ) B, )
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Demostracion. Se considera tUnicamente el caso continuo. En el caso
discreto, la demostracion sigue el mismo procedimiento.

r

EX™) = |[a@)b@)z" [z (c(0)* ] cd)dx

[

La férmula anterior permite escribir el n-ésimo momento en términos de
un operador diferencial aplicado al momento n — 1. Esta férmula puede
considerarse una ecuacion diferencial y en diferencias. Y puede resolverse
empezando con el valor E(X°%) = 1 y procediendo de manera iterativa. En
particular, usando (5) paran = 1 y n = 2 se pueden demostrar las siguientes
férmulas generales para la esperanza y la varianza.

__0) d(0)
BEX) = ) a(f)’
o c0) d
Var(X) = 0 @E(X)

Las funciones de densidad de la forma (4) pueden corresponder a distribucio-
nes discretas o continuas. A continuacién se proporcionan algunos ejemplos
en donde se especifican las funciones a(6), b(x), ¢(6), y se encuentra la forma
particular de la férmula (5). Por simplicidad, se omite la especificacién del
soporte de la distribucion.

= La funcién de probablhdad bln(k7 0) puede escribirse en la forma (4)
tomando a(f) = (1 — =My = 0/(1 —6). Por lo tanto,

T
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el n-ésimo momento satisface

E(X™) = <k9 +0(1-0) d%) E(X"h.
Empezando con E(X?) = 1, se obtiene E(X) = kf, E(X?) = (kf)? +
kO(1—0), BE(X3) = (k)3 +3(k)%(1—0) + k(1 —0)(1 —20), etcétera.

= La funcién de probabilidad bin neg(r,#) puede escribirse en la for-
ma (4) tomando a(f) = 0", b(x) = (Hﬁ_l) y ¢(@) = 1—6. Por lo
tanto, el n-ésimo momento satisface

E(X") = (“10_9) .yl —e)d%> B(X"Y).

Empezando con F(X?%) = 1, se obtiene E(X) = r(1 —0)/0, BE(X?) =
r2(1—0)2/02 +r(1 —0)/6%, BE(X3) = r3(1 —0)3/03 +3r%(1 — 6)?/03 +
2r(1 —0)/6% — r(1 — ) /62, etcétera. El caso particular r = 1 corres-
ponde a la distribucién geo(#).

= La funcién de probabilidad Poisson(6) puede escribirse en la forma (4)
tomando a(f) = e, b(z) = 1/2! y ¢() = 6. Por lo tanto, el n-ésimo
momento de esta distribucion satisface

E(X™) = (9 +0 %) E(X"h.

Empezando con E(XY) = 1, se obtiene E(X) = 6, E(X?) = 6% + 0,
E(X3) =03 +30%+ 0, E(X?") = 0% + 603 + 70% + 0, etcétera. Usando
el método de induccién puede comprobarse la formula

E(X") =0 :Z: (n B 1) E(XH).

= La funcién de densidad gama(a, ) puede escribirse en la forma (4)
tomando a(f) = 6%, b(z) = 2°~1/T'(a) and ¢(f) = e~?. Esto incluye a
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la distribucién exp(f) cuando o = 1. Por lo tanto, el n-ésimo momento
de esta distribucién satisface

B(X™) = (% . d%) B(X" Y.

Empezando con E(X?) = 1, se obtiene E(X) = «/f, E(X?) =
a?/0? +a /0%, E(X3) = a3/03+3a2 /63 +2a/03, etcétera. Factorizando
términos se puede recuperar la férmula,

ala+1)---(a+n—1)

E(X™) = on

El caso a = 1 produce los momentos de la distribucién exp(6), los
cuales son
n n!
E(X") = on-
= Finalmente consideramos el caso normal. La funcién de densidad N(6, o2)

puede escribirse en la forma (4) tomando a(f) = e %/2° b(z) =
\/#7 e~°/29% v ¢(f) = 7", Por lo tanto, el n-ésimo momento de
esta distribucién satisface

d
E(X")=(0+c*— ) B(X"1).
do
Empezando con E(X?) = 1, se obtiene E(X) = 0, E(X?) = 6% + 02,
E(X3) = 03 + 3002, E(X*) = 0% + 60202 + 304, etcétera.

Algunos de estos ejemplos muestran que las distribuciones de la forma (4)
pueden tener mas de un parametro. Los resultados siguen siendo validos
siempre y cuando se considere a uno de ellos el pardmetro principal para la
representacion, aqui denotado por la letra 6, y el resto de los parametros se
consideren como constantes.
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Tabla de la distribucion normal estandar
X
1 —t2 2

x 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8399
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
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Tabla de la distribucién #(n)

a
toz,n
P(X>ty,) =«

n\ «a 0.005 0.01 0.025 0.05 0.1
1 63.657 31.821 12.706 6.314 3.078
2 9.925 6.965 4.303 2.920 1.886
3 5.841 4.541 3.182 2.353 1.638
4 4.604 3.474 2.776 2.132 1.533
5 4.032 3.365 2.571 2.015 1.476
6 3.707 3.143 2.447 1.943 1.440
7 3.499 2.998 2.365 1.895 1.415
8 3.355 2.896 2.306 1.860 1.397
9 3.250 2.821 2.262 1.833 1.383
10 3.169 2.764 2.228 1.812 1.372
11 3.106 2.718 2.201 1.796 1.363
12 3.055 2.681 2.179 1.782 1.356
13 3.012 2.650 2.160 1.771 1.350
14 2.977 2.624 2.145 1.761 1.345
15 2.947 2.602 2.131 1.753 1.341
16 2.291 2.583 2.120 1.746 1.337
17 2.898 2.567 2.110 1.740 1.333
18 2.878 2.552 2.101 1.734 1.330
19 2.861 2.539 2.093 1.729 1.328
20 2.845 2.528 2.086 1.725 1.325
21 2.831 2.518 2.080 1.721 1.323
22 2.819 2.508 2.074 1.717 1.321
23 2.807 2.500 2.069 1.714 1.319
24 2.797 2.492 2.064 1.711 1.318
25 2.787 2.485 2.060 1.708 1.316
26 2.779 2.479 2.056 1.706 1.315
27 2.771 2.473 2.052 1.703 1.314
28 2.763 2.467 2.048 1.701 1.313
29 2.756 2.462 2.045 1.699 1.311
o0 2.576 2.326 1.960 1.645 1.282

APENDICE A



Tabla de la distribucién x?(n)

«
2
Xam
2 —
P(X = Xa,n) =

n\ «a 0.995 0.990 0.975 0.950 0.900 0.100 0.050 0.025 0.010 0.005
1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.02 2.71 3.84 5.02 6.63 7.88
2 0.01 0.02 0.05 0.10 0.21 4.61 5.99 7.38 9.21 10.60
3 0.07 0.11 0.22 0.35 0.58 6.25 7.81 9.35 11.34 12.84
4 0.21 0.30 0.48 0.71 1.06 7.78 9.49 11.14 13.28 14.86
5 0.41 0.55 0.83 1.15 1.61 9.24 11.07 12.83 15.09 16.75
6 0.68 0.87 1.24 1.64 2.20 10.65 12.59 14.45 16.81 18.55
7 0.99 1.24 1.69 2.17 2.83 12.02 14.07 16.01 18.48 20.28
8 1.34 1.65 2.18 2.73 3.49 13.36 15.51 17.53 20.09 21.96
9 1.73 2.09 2.70 3.33 4.17 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59
10 2.16 2.56 3.25 3.94 4.87 15.99 18.31 20.48 23.21 25.19
11 2.60 3.05 3.82 4.57 5.58 17.28 19.68 21.92 24.72 26.76
12 3.07 3.57 4.40 5.23 6.30 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30
13 3.57 4.11 5.01 5.89 7.04 19.81 22.36 24.74 27.69 29.82
14 4.07 4.66 5.63 6.57 7.79 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32
15 4.60 5.23 6.27 7.26 8.55 22.31 25.00 27.49 30.58 32.80
16 5.14 5.81 6.91 7.96 9.31 23.54 26.30 28.85 32.00 34.27
17 5.70 6.41 7.56 8.67 10.09 24.77 27.59 30.19 33.41 35.72
18 6.26 7.01 8.23 9.39 10.87 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16
19 6.84 7.63 8.91 10.12 11.65 27.20 30.14 32.85 36.19 38.58
20 7.43 8.26 9.59 10.85 12.44 28.41 31.41 34.17 37.57 40.00
21 8.03 8.90 10.28 11.59 13.24 29.62 32.67 35.48 38.93 41.40
22 8.64 9.54 10.98 12.34 14.04 30.81 33.92 36.78 40.29 42.80
23 9.26 10.20 11.69 13.09 14.85 32.01 35.17 38.08 41.64 44.18
24 9.89 10.86 12.40 13.85 15.66 33.20 36.42 39.36 42.98 45.56
25 10.52 11.52 13.12 14.61 16.47 34.28 37.65 40.65 44.31 46.93
26 11.16 12.20 13.84 15.38 17.29 35.56 38.89 41.92 45.64 48.29
27 11.81 12.88 14.57 16.15 18.11 36.74 40.11 43.19 46.96 46.95
28 12.46 13.57 15.31 16.93 18.94 37.92 41.34 44.46 48.28 50.99
29 13.12 14.26 16.05 17.71 19.77 39.09 42.56 45.72 49.59 52.34
30 13.79 14.95 16.79 18.49 20.60 40.26 43.77 46.98 50.89 53.67
40 20.71 22.16 24.43 26.51 29.05 51.81 55.76 59.34 63.69 66.77
50 27.99 29.71 32.36 34.76 37.69 63.17 67.50 71.42 76.15 79.49
60 35.53 37.48 40.48 43.19 46.46 74.40 79.08 83.30 88.38 91.95
70 43.28 45.44 48.76 51.74 55.33 85.53 90.53 95.02 100.42 104.22
80 51.17 53.54 57.15 60.39 64.28 96.58 101.88 106.63 112.33 116.32
90 59.20 61.75 65.65 69.13 73.29 107.57 113.14 118.14 124.12 128.30
100 67.33 70.06 74.22 77.93 82.36 118.50 124.34 129.56 135.81 140.17
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Tabla de distribuciones discretas

APENDICE A

Funcién de

Distribucion probabilidad Parametros Esperanza
Uniforme f(x)=1/n T1,...,T, € R Ly @
discreta para r = Ti,...,Ty n=12...
Bernoulli flx) =p® (1 —p)l== 0<p<l1 D
para z = 0,1
Binomial flx) = (i)pm(l ) n=12... kp
parax =0,1,...,k O<p<l1
Geométrica f(x) =p(1 —p)* O<p<l1 1%7”
paraxz = 0,1,...

. . _ (rtz—1 _ _ r(1—p)
Binomial flx) = ( N )p’"(l p)* r=12... -
negativa parax = 0,1,... O<p<l1

K N—-—K
Hipergeométrica f(z) = % K=12,... %
paraz =0,1,...,n N-K=12,...
n < min{K, N — K}
Poisson flx) = e_”\?c—g: A>0 A

paraxz = 0,1,...
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Momentos
Varianza E(XF)

Funcion generadora
de probabilidad E(t¥)

Funcion generadora

de momentos E(e'¥)

7 i (i —p)? LNl

p(1—p) p
kp(1—p) 1]
o 1]
e 1]
oFENE B
A\ 1]

w izt £

1—p+pt

(1—p+pt)k

b
1—(1—p)t

si [t} < 1/(1 - p)

(=t=p)"

si [t] <1/(1 - p)

3]

Y

1 n tx;
2 i€

1 —p+ pe

(1—p + pe)*
P

1—(1—p)et

si|t|] < —1In(1 —p)

(=a=per)”
si |t|] < —1In(1 —p)

3]

e)\(et—l)

[1] Vea la férmula recursiva general (5) en la pagina 321.

[2] No existe una férmula compacta.

[3] La definicién de esta funcién no produce una férmula reducida.
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Tabla de distribuciones continuas
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Distribuciéon  Funcién de densidad Parametros Esperanza
Uniforme f(@) = += a<b ath
continua para z € (a,b)
Exponencial  f(z) = Ae™?® A>0 .
para z > 0
Gama f(z) = ()‘lf():)_l e~ AT a>0 g
para x > 0 A>0
Beta f(z) = %xa_l(l — )bt a>0 -
para0 <z <1 b>0
: _ a—1_,—(Az)~ F(1+1/a)
Weibull f(z) = da(\x)*te= (M) a>0 —
para x > 0 A>0
Normal f(x) = ﬁe_(m_“fﬂ‘# —0 < pU<O N
para —o0 < x < 00 02 >0
Ji-cuadrada  f(x) = WMJB"”‘%‘“’” n >0 n
para x > 0
_ I'(n+1)/2) 22\ —(n+1)/2
para —o0 < x < 00 sin>1
I'((a+b)/2 a b
F flz) = r(g(/z)rzé/%) (a/b)*/>. a>0 b2
g2 (1 + Lg)~(atb)/2 b>0 sib>2

para z > 0
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Momentos Funcion generadora
Varianza E(XF) de momentos E(e!¥)
(b—a)2 pE+1_ k+1 bt _pat
12 (k+1)(b—a) t(b—a)
sit#0
1 K A
A2 NE A—t
sit< A
o ala+1)--(at+k—1) (L)Oé
A2 Ak A—t
sit< A
b B(a+k,b) .
@rbT)@io? “Blab) No existe
férmula reducida
F(1+2/a);£2(1+1/a) F(lizf/a) No existe
férmula reducida
o2 1] exp (ut + o?t?/2)
28D (n/2+k
2n F((n//Z) : (1—12t)n/2
sit<1/2
s No existe No existe
sin> 2 férmula reducida
2b° (a+b—2) bk D(a/24k) T(b/2—k) .
a(b—2)2(b—4) (2) T(a/2) D(b/2) No existe
sib>4 si2k <b

[1] Vea la férmula recursiva general (5) en la pagina 321.
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Sugerencias a los ejercicios

Esta seccion contiene algunas sugerencias para la solucion de los ejercicios
planteados. Para algunos ejercicios es necesario ser méas explicito al dar una
solucién o al justificar una respuesta. Considere, por tanto, que este material
contiene simplemente ideas para generar una soluciéon completa, correcta y
bien escrita. La mayoria de las graficas han sido omitidas. Recuerde ademas
que los métodos empleados o sugeridos para llegar a una solucién no son
necesariamente uinicos.

1. a) El conjunto de personas a las que se les suministra el medicamento.
b) El conjunto de personas con poder de adquisicién del producto.
c¢) El conjunto de personas de edad avanzada.
d) El conjunto de computadoras que pueden hacer uso de ese programa.
e) El conjunto de todos los articulos producidos por la maquinaria.
2. a) El grado de eficacia del medicamento.
b) La cantidad de producto consumido en un determinado tiempo.
c¢) El nivel de ingreso de las personas de edad avanzada.
d) El nimero de fallas detectadas en un periodo determinado.
e) El nimero de defectos en cada articulo producido.
3. a) Laedad de un nino.
b) El nimero de veces que una pagina web es consultada en un dia.
)

o

Tamano del vaso de café que una persona llega a comprar a una cafe-
teria.
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d

e

f

g
h

)
)
)
)
)

Color de un producto.

Temperatura promedio de un dia.
El nombre de una persona.
El resultado de la prueba de control de calidad de un producto.

Tiempo de vida restante de un foco.

333

4. Dependiendo de la escala de medicion utilizada, la clasificacion de las varia-
bles puede cambiar.

o >t Q

S

9]

~~

O 03 3 3 Lo n e > ow
N’ N v v v o v T T T T T T T T T T T N N N N N

3

SR

3 IS ~ O

g

~—

Cuantitativa discreta.
Cuantitativa discreta.

Cualitativa.

Cuantitativa continua.

Cuantitativa discreta.

Cuantitativa continua.

Cuantitativa discreta.

Cualitativa.

Cuantitativa continua.

Cuantitativa continua.

Cualitativa.

Cuantitativa continua.

Cuantitativa continua.

Cuantitativa discreta.
Cualitativa.
Cualitativa.
Cuantitativa discreta.
Cuantitativa discreta.
Cualitativa.
Cualitativa.
Cuantitativa discreta.
Cuantitativa discreta.
Cuantitativa discreta.

Cualitativa.
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z) Cuantitativa continua.

Ordinal.

Q

S

Nominal.
Nominal.
Ordinal.
Ordinal.

SN

)

Nominal.

~

Nominal.

S @

Discreta, escala de intervalo.

S

S

Discreta, escala de razon.

Discreta, escala de razén.

o

S

Continua, escala de razén.

Discreta, escala de razén.

)

~

Continua, escala de razon.

Continua, escala de razén.

3S)

)
)
)
)
)
)
)
)
) Nominal.
)
)
)
)
)
)
)
)

>

Continua, escala de razén.

La variable creada es de tipo cualitativo con escala de medicion ordinal. Si
el consumo bajo se define como tomar 1 tasa de café o menos, entonces una
marca de clase para esta categoria puede ser 0.5 tasa de café. Si el consumo
medio se define como tomar entre 1 y 2 tasas de café , entonces una marca de
clase para esta categoria puede ser 1.5 tasas de café. Y si el consumo alto se
define como tomar por lo menos 2 tasas de café , entonces una marca de clase
para esta categoria puede ser, por ejemplo, 2.5 tasas de café. Observe que
el conjunto de las marcas de clase corresponde a los valores de una variable
cuantitativa discreta.

La variable creada es de tipo cualitativo con escala de medicién ordinal. El
valor medio de cada subintervalo puede servir como marca de clase, esto es
a/2 para la categoria nimeros positivos y el valor —a/2 para la categoria
numeros negativos. El valor 0 puede ser incluido en cualquiera de las dos
categorias.

Se usan las propiedades de la sumatoria.

Z”] —x=§n] nx —nx = 0.

1=1
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10. z3 = 1.
11. g = ! Zn](a:c,-—l—c) :al Zn]scle Zn](::a:chc.
i3 nia nia
12.2=3, z+1=4, z—2=1, 2r=6, z/3=1
13. z=1.6.
14.  a) El mismo dato.
b) El mismo dato.
c) El promedio de ellos.
d) El mismo dato.
15.  a) Verdadero.
b) Falso.
c¢) Verdadero.
d) Falso, a menos que la media original haya sido cero.
)

9]

Puede ser falso o verdadero dependiendo del dato anadido. Si el dato
adicional es menor a la media original, la nueva media disminuye. Si el
dato adicional es mayor a la media original, la nueva media aumenta.
La nueva media no cambia si el dato adicional es la media original.

f) Misma situacién que en el inciso anterior.

16. La constante a.

17. (n+1)/2.
18.
_ 1
Tpnt1 = 1l (113'1 + -+ l’n+1)
! (T + -+ xp) +
= :L' « .. :L'n af:n
n+1°" " n+1 "t
n 1( n n )+ 1
= _:,U o« . . ':C'I’L ‘:U'I'L
n+1ln ! n+1 +1
1 - 1
= n — T,
n+1 n+1 "t
1

= 1 (NZTp + Tpy1)-
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19. La misma media. Use la férmula del ejercicio anterior para demostrar esta

afirmacion.
20.
_ 1
Tpn—-1 = n_l($1+“‘+Z’¢_1+£L‘i+1+"’+l‘n)
L (a4t — o)
e x .. x’n_xl
n—1 !
1 (21 + ) 1
= “ . . l‘n_ x’L
n—1 o n—1
n 1( n n ) 1
frd —a:' PEEEY :L'n_ xz
n—1n ! n—1
1 B 1
= nT — T;
n—1 n—1
1 _
= = 1(n:cn—xl)
1 1 & 1 &
21 == — ;) = — —_— =T U
r+y nZ(:Ufl—yl) nle-l- Vi =T +7
=1 =1 =1
22.
L (@t @) o) P L)
Xz I m = — (T . Ty
ot m \F hn Y n+tmn L
n—l—mm(y1 y)
_ n m
B n-+m n-+m
1 & 1 &z 1 1 & 1 B
D R L=
n = n =z r n = T

24. a) Esto es consecuencia de las leyes de los logaritmos.

b) mg(ar) = ¥/axy - ar, = {/a™(z1---x,) = (@) /21 Ts,

= a-mg(x).

C) mg(x/y): 7{/1’1-..3371: {L/xl“‘fﬂn:mg(aj).

Y1 Yn VY- Yn  mgy)
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25.

26.

27. Si a
repetidas veces. Este valor ¢ es la moda y la férmula se cumple. Si a # 0
entonces la transformacién x; — ax; + ¢ establece una relacion biunivoca
entre los datos observados y los datos transformados. En consecuencia, la
frecuencia de cada dato observado es la misma frecuencia que la del dato
transformado. Por lo tanto, si * es el dato original con mayor frecuencia,
entonces ax™ + ¢ es el dato transformado que tiene mayor frecuencia, es decir,
es la moda de los datos transformados.

(x1+---+azn)
In{ ———
n

a) Evidente.

b) Simplemente multiplique y divida ma(z) por (x1---xz,).

A\

o (1/:c1 +--+ l/xn)

n

Verdadero.
Verdadero.
Verdadero.

d) Falso, puede cambiar.

337

d) La desigualdad de Jensen establece que si X es una v.a. con esperanza
finita y ¢ es una funcién céncava, entonces p(E(X)) = E(¢(X)). To-
maremos X con distribucién uniforme sobre los valores x1,...,x, y la
funcién céncava In x. Tenemos que

1 n

> — 2 In x;
i3

= Z In le/n
i=1

= (2" 2"

c) Se usa nuevamente la desigualdad de Jensen como en el iltimo inciso del
ejercicio anterior. Tomaremos X nuevamente con distribucién uniforme
pero esta vez sobre los valores 1/x1, ..
Tenemos que

., 1/x, y la funcién céncava In x.

1 n
— 21I1 l/il?z
n

1=1
n

> In (1/a;) "

=1

In ((L/a1)"™ - (Lfwa) ).

Omitiendo el logaritmo y tomando el reciproco se obtiene el resultado.

0 entonces la coleccién de datos transformados consta del valor ¢
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28. Se usa el simbolo Moda(x) para denotar a la posible colecciéon de modas del

29.

30.

31.

conjunto de datos .

S

o o
~— — N ~— ~—

o

Q.

o

&

Moda(z + 2) = Moda(z) + 2 = {4}.

/2) = (1/2) - Moda(z) = {1}.

xr — 2) = Moda(z) — 2 = {0}.
) = 2-Moda(x) = {4}.

4x) = 4 - Moda(x) = {8}.

S

Q

-

Supongamos a = 0. Los datos originales ordenados de menor a mayor x (1) <
- < Z(y) se transforman en los datos ordenados

ar) +Cc< < arp) + .
Si n es impar, entonces el dato de en medio de esta nueva coleccion es
ax((n+1)/2) + €= al + c.
Si n es par, entonces el dato de en medio es
(az(p2) + €) + (aZ(n/241) + C) _ T(n/2) + T(n/241) e

2 N 2
= aZ + c.

El mismo resultado se obtiene cuando a < 0.

a) T =20.
b) & = 15.
¢) & =2.5.
d) & = 40.

Denotemos por med (x) a la mediana del conjunto de datos x. Entonces
med (z) = 5,

med (z +4) =

med (2 + 3) = 13
med (z — 2) =

med (z/2) = 2. 5
med (bzx) =
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32.

33.
34.

35.
36.

37.

38.

39.
40. T

41.

El mismo dato.

=)

S

El mismo dato.

El promedio de los dos datos distintos.

SN
—_ — — —

El mismo dato.
e) El dato de en medio.

f) El mismo dato.
El dato anadido debe ser la misma mediana.

a) Falso. Considere el conjunto de dos datos: 2,4. La mediana es 3. Si se
anaden los datos 2.2 y 3.2, la nueva mediana es 2.7.

b) Falso. Considere el conjunto de cuatro datos: 0,2,4,8. La mediana es
3. Si se omiten los datos 0 y 4, los datos ahora son: 2,8, y la nueva
mediana es 5.

Para ambos conjuntos de datos la mediana es x = 2.

Para el primer conjunto el total de datos es n = 78. Por lo tanto, la mediana
es T = (T(39) +T(4a0))/2 = (2+2)/2 = 2. Para el segundo conjunto el total de
datos es n = 77. Por lo tanto, la mediana es el dato de en medio, es decir,
T = 50(39) = 4.

Falso. Considere el conjunto de dos datos: 0, 2. La mediana es 1. Si se anade
un 0 la nueva mediana es 0.

var(y) = % Z ax; +c) — (aZ +¢))* = a* - % z(xZ —7)? = a? - var(z).

Si, cuando todos los datos son idénticos.

:—1,.'172:5.
1 n
:ﬁ; -
1 n
- HZ

H
S|~
i
@&
|
[\)
&
8
_|_
8
N
Il
S|~
lag
8
=N
|
[\
8
[\
_|_
8
[\

i%

s

=
V)

[\V]

|
S|+
s =
=

|
&

[\]

Il
3|
=
B

|
&
+
)

|
&
e
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1 n
=[= D @i—-0’]+2(c—z)(T—c) + (c— 1)
"3
1 mn
< CN2T (=2
EPICRURECED
1 « 1 © 1 «
42. 512/:52 —y EZ azr; + ¢) — (aZ + ¢)) ﬁZaq;l—aa:
i=1 =1 =1
1 n
ZEZCLQ (z; — )% = a® - 2.

@
Il
=

43. Puede comprobarse que £ = 1.6 y var(z) = 1.84. Por lo tanto,
r+2=3.6, var(r+2)=1.84,
z—2=-04, var(x—2) = 1.84,
2x = 3.2, var(2z) = 7.36,
x/2 =0.8, var(z/2) = 0.46,
2r +1=4.2, var(2x +1) = 7.36.

44. Derivando e igualando a cero se encuentra que v = 7.

45. @) Verdadero.

b) Verdadero.
c) Falso.
46. a) Y =6, var(y)=9var(x) = 36.
b) ¥ +2 =0, var(y) =var(z)=4.
c) y = —1, var(y) = var(x) = 4.
d) y (3/2) T =-3, var(y) = (9/4)var(x) = 9.

47. Es inmediato comprobar que y = 1. Por lo tanto
n

n
Zyz—y = N1 = %Z -5
i=1 i=1 2

1=1
48. Tome raiz cuadrada del resultado para la varianza.

49. Puede comprobarse que Z = 2 y var(z) = 2. Por lo tanto, s(z) = /2.
Entonces

s(x—1) = s(z) = /2,
s(z +2) = s(z) = V2,
52z —2) = 2s(z) = 2¢/2.
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(2

50. ) §— % S (1 — 7)/50 = (T — 550 = 0.

1
M - 2)%/s2 = 2/ = 1.

=1

1
b) 822425

ol.

S|
INak

-
I
—

dm(azx +¢) = |(az; + ¢) — (aZ + ¢)|

||
3 |
D=

[
Sli= "=

jal - |zi — 7|

i=1

|- dm(z)

52. Puede comprobarse que & = 1 y dm(z) = 2/3. Por lo tanto,
dm(z + 1) = dm(z) = 2/3,

dm(z —2) = dm(x) = 2/3,
dm(2x) = 2 - dm(x) = 4/3,
(
(

~

= |lal i — 7
a .

dm(z/2) = (1/2) - dm(z) = 1/3,
m(—bz) =5 -dm(z) = 10/3.

Q.

53. Suponga a > 0. Entonces el valor méaximo de los datos transformados es
a ) + cy el valor minimo es ax ;) + c¢. Esto implica que

r(ax +¢) = (a T + c)—(a Ty + c)=a (m(n) — 3:(1)) =a-r(zx).
Sia <0, el maximo es ax(;) + ¢y el minimo es ax(,) + ¢. Por lo tanto,
r(az+c) = (a a:(l)+c)—(a x(n)—i—c) = a(:p(l)—a:(n)) = —a (a:(n)—x(l)) = |a|-r(z).

54. El hecho de que los datos estén agrupados no modifica el calculo del valor
maximo ni el valor minimo. El célculo del rango es, por lo tanto, el mismo,

r(x) = T(n) — T(1)-

55. a) r=n-—1
b) r=m-—1)-|a
c)r=0sia=1,yr=a*(1-a"1')/(1—a)sia>1.
d) r=0sin=1,yr=2sin>2.
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56. a) Verdadero. Esto ocurre si, y sélo si, todos los datos son idénticos.
b) Falso. Esto nunca ocurre pues z(1) < Z(y).
c¢) Verdadero.
d) Falso. Puede tomarse al conjunto de datos = como 1,2,...,n y al

conjunto de datos y como el valor n observado n veces. Entonces
r(x) = n — 1, mientras que r(y) = 0.

57. Recordemos que s(ax + ¢) = |a| - s(x) y que ax + ¢ = aT + ¢. Por lo tanto,

cv(ax + ¢) = M.
ar—+c
58. a) Verdadero. Esto ocurre si, y sélo si, z < 0.

b) Verdadero. Esto ocurre si, y sélo si, todos los datos son idénticos a un
valor distinto de cero.

59. Es inmediato comprobar que y = 1. Por lo tanto,

3

(= —1)?

n

el = s

H\|

~
_

1 i (z; — 7)2
n - 72
=1

,_./ —

8

— S
|z]
cv(z) st z>0,
a —cv(z) si z <O.

60. Sea x1,...,x, el conjunto de datos x. Entonces

1
(— xi)—i’zo.
n; 1

(2

D=
B
|
Kl
~
|

@
Il
_

o) mi(@) =+

n

=
3
[\]
B
I
|
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|
o
[\]
I
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61. a) Se usa el teorema del binomio,

62. Para cada inciso, cualquiera de las dos opciones es correcta.

63. Se omiten las graficas. El total de observaciones es n = 12. Algunas diferen-
cias son provocadas por el redondeo en los calculos.

Valor Frecuencia Frecuencia Frecuencia Frecuencia

acumulada relativa relativa
acumulada
A 4 4 0.33 0.33
B 2 6 0.16 0.5
C 3 9 0.25 0.75
D 3 12 0.25 1

64. Se omiten las graficas. Es importante tomar en cuenta que el total de obser-
vaciones es n = 20.



344 APENDICE B

Valor Frecuencia  Frecuencia  Frecuencia  Frecuencia

acumulada relativa relativa
acumulada
A 3 8 0.15 0.15
B 8 11 0.40 0.55
C 4 15 0.20 0.75
D 5 20 0.25 1

65. Un cuantil es el término genérico para aquella cantidad que separa un con-
junto de datos numéricos en dos partes, dejando a la izquierda una cierta
proporcion de ellos y a la derecha la proporcion restante. Un cuartil es el
caso particular cuando las proporciones son 25% — 75% (primer cuartil),
50 % — 50 % (segundo cuartil) y 75 % — 25 % (tercer cuartil).

66. a) ¢(0.25) =—1, ¢(0.50) =0.5, ¢(0.75) = 2.5.
b) c(0.25) =2, ¢(0.50) =2, ¢(0.75) = 3.
¢) ¢(0.25) =5, ¢(0.50) =15, ¢(0.75) = 30.

67. ¢c(0.1) =0, ¢(0.2)=0, ¢(0.3)=3, c(0.4) =5, c(0.5)=5,
— - - 8.

68. a) c(0.2) =—1, ¢(0.40) =0, ¢(0.60)=1, ¢(0.80)= 2.
b) ¢(0.2) =2, ¢(0.40) =3, ¢(0.60) =4, ¢(0.80) = 5.

69.

sk(ax +¢) =
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70. Por cada dato x; tal que z; < ¥ existe otro dato xz; tal que z; > = y

71.

72.

73.

74.
75.
76.
77.
78.

(x; —2) = —(x; — ). Por lo tanto,
1 (1 L) 1 (1 .

k(ax +¢) = ZZ

Los momentos centrales impares de la distribuciéon normal son cero. En cam-
bio, los momentos centrales pares tienen la expresion que aparece abajo.

~(2n)!
~ onpl

E(X —p)*™ ()", n=12,...
Tomando n = 1 se obtiene Var(X) = F(X — u)? = 02, mientras que para
n =2, BE(X — p)* = 30*. Entonces k = E(X — p)*/Var?(X) = 3.

Supongamos que tomamos como las marcas de clase los puntos medios de
los intervalos. Estos valores son: 0.5, 1.5, 2.5, 3.5, los cuales tienen frecuencias
2,0,1,4, respectivamente. Con esta informacién se obtiene que

a) T =2.5.
b) Moda(x) = 3.5.
¢) # = 3.5.

Grafica omitida.
Grafica omitida.
Grafica omitida.
Grafica omitida.

Grafica omitida.
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79.
80.
81.

82.
83.
84.
85.
86.

87.
88.
89.
90.
91.

92.

93.
94.

95.
96.
97.

98.

99.
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Gréafica omitida.
Grafica omitida.

Grafica omitida.

En un histograma existe un orden entre los valores de la variable a graficar.
Grafica omitida.
Grafica omitida.
Grafica omitida.

Grafica omitida.

Grafica omitida.
Grafica omitida.
Grafica omitida.
Grafica omitida.

Gréafica omitida.
Grafica omitida.

Grafica omitida.

Gréafica omitida.

Graficas omitidas.
Solucion omitida.

Solucién omitida.

a) © = (0,00). d) © = (0,00) x (0,00).
b) © ={1,2,...} x (0,1). e) © = (0,00) x (0,00).
c) © ={(a,b) e R?:a < b}. f) ©=(0,00) x (0,00).

a) Como indica la definicién, una estadistica es una funcién de una m.a.
que no depende de parametros desconocidos. Por otro lado, un esti-
mador es una estadistica que se usa para estimar un parametro des-
conocido. Por lo tanto, la diferencia radica en el uso que se le da a la
estadistica.

b) Falso.
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c) Verdadero, un estimador es una estadistica que tienen un uso u objetivo
particular.

d) Verdadero por definicién.

e) Verdadero, siempre y cuando la definicién de la funcién no involucre
elementos desconocidos.

f) Verdadero, siempre y cuando la definicién de la funcién no involucre
elementos desconocidos.

100. a) Y (X;—X)=nX-—nX =0.

b) > (X —X)? = (X7 —2X;X + X?) = 2){2 ) —2(nX)X 4+ nX?
; =1 =1
—nX?

c¢) Por definicién y por el inciso anterior,

s L% (Xi—X)2:ﬁ[(iXi2)—nX2}

101. @) Loes e) No lo es. i) Lo es.
b) Lo es. f) No lo es. 7) No lo es?.
c) Lo es. g) Lo es. k) Lo es.
d) No lo es. h) Lo es. ) Lo es.

102. Las siguientes respuestas pueden justificarse de manera intuitiva.

a) a; =min{Xy,..., X}
b) Gpy = max{X1,...,X,}.
)
)

c) m puede ser el nimero de valores distintos que aparecen en la m.a.

A A

Sea r = a,, — a1. Entonces 7 = a,, — a;.

d

103. Observe que se trata de una desigualdad de variables aleatorias. El trata-
miento es puntual. Sea zq,...,x, cualquier valor de la muestra aleatoria y
considere la funcién g(t) = >, (z; — t)?. Esta funcién alcanza un minimo

*No lo es cuando en E(X;) o en Var(X;) aparezca algiin parametro desconocido.
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105.

106.

107.
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global en t = . Por lo tanto, g(Z) < ¢(t). Como esto se cumple para cual-
quier valor de la muestra aleatoria y cualquier valor de ¢, la desigualdad se
extiende al caso de variables aleatorias.

Cada variable Y; tiene distribucién N(0, "n}l o?). Es suficiente tomar el caso
i=1.

Algunas de estas expresiones pueden tomar valores fuera del espacio para-
metral.

9]

Q

> ~
N— N— N— N— N— N— N— N— N— N—
>
Il
=

)= X/(1 - X).

El primer momento poblacional se anula y el segundo momento no

depende del pardmetro. La igualacion de los terceros momentos produce
el estimador 6 = (5/n) >.1" | X?.

l) 6 = 3X. Este es un ejemplo en donde el estimador por momentos puede
no tomar valores dentro del espacio parametral.

El primer momento poblacional es cero. Usando el segundo momento se ob-
tiene 6 = /2n/ %" | X2

Puede comprobarse que el primer momento poblacional es E(X) = +/76/2.
De aqui se obtiene el estimador § = (2X)?/7.

Sea ms = (1/n) > | X?. Entonces

a) 0 =X/k. e) 0=—a+2X
b) 6= X/p. f) 6=—-b+2X
c)éz r/(r + X). g)é—)\X
d) 0 =pX/(1-p). h) 6=~/X
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i) 0=X. n) 6 =_T(1+1/a)/

j) 0 =mg— . o

k) 0 =a(l—X)/X. n) 0=2X/(X -1)

1) 0=bX/(1-X). ; op2

m) T(1+1/6) = AX. )= Dm0

109. Aplique el método de momentos.

110. La estimacién por el método de momentos para 6 es 0 = /(1 +2xz) =
0.3571429. Siendo este valor méas cercano a 0.4, determinamos que proba-
blemente éste es el valor para 6 que se usé. Observe que no hay completa
seguridad en nuestra afirmacion.

111. Aplique el método de momentos.

112. La estimacion por el método de momentos para 6 es 6=1 /T = 1.86. Siendo
este valor més cercano 2, determinamos que probablemente éste es el valor
para 6 que se usé. No hay completa seguridad en nuestra afirmacion.

113. Los siguientes cédlculos se han obtenido usando R.

a) Usando las formulas de los estimadores para los parametros de esta distri-

bucién, tenemos que my = (1/n) >, | x; = 1001.25 y mg = (1/n) X1 | 2?7 =

1003906. Por lo tanto,

m2

o= ™M _ 713683,
A= M 0712792,

mo —m%

b) Sea X una variable aleatoria con distribucién gama(¥, 5\) La probabilidad
buscada es P(X > 1000) = 0.5083321.

114. Los siguientes cédlculos se han obtenido usando R.
Tenemos que my = (1/n) > x; = 4.05 y mo = (1/n) >, 27 = 16.084.
Por lo tanto,

2 _
a4 = dmy —3ma _ ~1.142628,
2m1 -1
A 3 —2
po— 22T 7699698,
2m1 —1

115. Este problema puede modelarse de las dos formas siguientes:
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117.
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a) Considerando la informacién completa de cada hora, la distribucién de
interés es bin(k, 0) con k = 10 y 6 desconocido. En este caso, el estimador

por el método de momentos para 6 es 6 = X/10. Como z = 8/8 = 1,
tenemos que 6 = 1/10.

b) Considerando cada articulo seleccionado, la distribucién de interés es
Ber(#), con 6 desconocido. El nimero de observaciones aqui es 80, de
las cuales 8 fueron éxitos. Por lo tanto, § = 8/80 = 1/10.

a) 6 =42 - X). h) =X

)= S (p—3" : ,
b) QA o 53n (n Z;:l 1{0}(Xz))' Z) 0 — X(l)-
C) 9 = %(TL — Zi:l 1{1}(Xz)) ‘ A .
d) é = X(n) j) 0 = _n/Zizl lan
e) 0= X k) S 1/(1+6X) =n
f) 6=1/X. (Solucién implicita).
9) 0 = Xn)- ) No existe.

Aplique el método de maxima verosimilitud.

La probabilidad a estimar es la funcién parametral 7(p) = P(X > 2) =
1-PX =0)—P(X =1) =1-(1-p)°—5p(1 —p)* Aplicando el
método de maxima verosimilitud se encuentra que la estimaciéon para p
p = /5 = 2.12/5 = 0.424. Por lo tanto, la estimacién para 7(p) es 7(p)
1— (1 —0.424)% — 5(0.424)(1 — 0.424)* = 0.703237.

Se debe recordar que la funciéon de densidad conjunta de las primeras k
estadisticas de orden X (q),..., X(;), para 1 < k < nes, para r1 < --- < Ty,

n

P = (1) fen) - flan)lt = Flan)]" ™,

Substituyendo las expresiones para f(z) y F'(x) en el caso exp(6), se encuen-
tra la funcién de verosimilitud L(#). Maximizando esta funcién se llega a que
el estimador para 6 es

k

b ,
/CX(k) + (TL — k)X(k)

en donde X(k) = (X(l) +- 4+ X(k))/k. Observe que el estimador encontrado
se reduce a 1/X cuando k = n.
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120. El estimador méaximo verosimil para 6 es § = X. Por el principio de inva-
rianza tenemos que

121. 6 = méx{—X1,...,~Xn, 5 X1,..., 1 X,,}.
A n
122. = ——
iy 1Xi]

P
123. 9:522@.

124. 6 = X. El estimador para P(X > 1) es e~ ¥/X,

125. 6 = (1/X) — 2. El estimador para P(a < X < b) es e~ %X — e 0/X,

126. a) 0= X/k. f) 6=2X.
b) ézr/(r+)_() L
) — 9) 0:_Z<$1_N)2
C) Q—X(n) ni=1
. ) — (= oy —1/a
e) 0=~/X h) o (n;%)

127. La funcion de verosimilitud es

n+m

1 ) 2 exp[—%(Z(% - M1)2 + Z(yl _ “2)2)].

2wo?

L(Nla#Qvaz) = (

Derivando respecto de 1, po y 02, igualando estas derivadas a cero y resol-
viendo se encuentra que los estimadores son

/ll = Xa
p2 =Y
) 1 n B m -

R O Ne S SLRE) (R 5]
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128.

129.
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La funcién de verosimilitud es, para 0 < z; < - -+ < x,, enteros,

L) = fx,..x., (T1,...,70)
=[x, Xiy—Xe, X —X,_ (T1, T2 =T, Ty — Tp1)

= thl (xl)thQ—th (xQ_'rl)"'thn—Xt (ﬂjn—fl}n_l)

n—1
— 6_>\tn . Amn . ﬁ (t’L —_ tl_l)mz_ﬂfz—l .

o1 (ZUl —l’ifl)!

Se define tg = 0 y x¢p = 0. Tomando logaritmo, derivando respecto de A e
igualando a cero se obtiene A = x,/t,. Calculando la segunda derivada del
logaritmo de la funcién de verosimilitud y evaluando en este valor de A, se
verifica que este punto es un maximo. El estimador maximo verosimil para
A es entonces

A P
n
La funcién de verosimilitud es
2 _
L(O- ) - th17"'7Btn (3317""33”)
= fBi,.Biy~Bi,,.Bi,, —Bi, _ (T1,T2 = X1,...,Tp — Tn_1)

= thl (xl)th2*Bt1 (:E2 - xl) e thniBtn 1 (xn - ajnfl)

n

= @m0 [ [ 1) - expl g Z 1)y

i=1 t —lim1

Se define tg = 0 y g = 0. Tomando logaritmo, derivando respecto de o2 e
igualando a cero se obtiene

Calculando la segunda derivada del logaritmo de la funcién de verosimilitud y
evaluando en el valor de o2 anterior, se verifica que este punto es un maximo.

Asi, el estimador maximo verosimil para o? es

[3

Btz 1)

i_zl

R 1
2—52

n Bt
1=1
Tomando esperanza en la desigualdad 6, — 0 < |én — 0| y después tomando
el limite, se obtiene lim,, .4 E(6,,) < . Ahora se parte de 6 —60,, < |0,, — 0] y
siguiendo el mismo razonamiento se llega a la desigualdad limite contraria.
Esto demuestra la igualdad.
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131. El resultado es evidente a partir de la observacién de que X(j) + X(g) =
X1+ X5 y que la media muestral es insesgado. Alternativamente, no es dificil
comprobar que estas estadisticas de orden tienen distribucion Bernoulli. El
promedio de sus esperanzas produce el parametro 6.

132.
E(X(1-X)) = EX-X?
IR 1 ¢
= 0-B[( X X) (- ) X))]
n n
=1 7j=1
1
= 00— — (nEX7) +n(n—1) B(X;1Xs))
1 1
Y R . n(n 5 ) 02
n n
n—1
= 0(1—40
Ly -0
Se propone como estimador insesgado a — . X(1-X).
n p—

133. a
b

E(X1/k) =kO/k = 0.
E(X1+4 -+ X,)/kn) = n(k@)/kn = 6.

)
)
134. a) Es insesgado.
)
)

b) Es insesgado.
135.  a) Considere el caso n = 1. Puede usarse la siguiente estimacion.
Bl) = B()
B 1+ X
o0
1
) 0(1—6)"
= 1+

> 0.

Considere ahora cualquier valor natural de n. Puede usarse el segundo
inciso de este problema y la siguiente estimacion.

1 1
Fiyx) 2Py ax
n—1

) = 0.
1+ X
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b) Se usa el hecho de que X; + --- 4+ X, tiene distribucién bin neg(n, ).

n—1
m—1)+ X1+ +X,)

= —1 —1
_ Z n (n+:1: )9"(1—9)””
—1+az x

=0

_ i(”_l 1)9”—1(1—0)9c

=0

= 0.

E() = E(

)

136. El procedimiento es similar al caso de la distribucién geo(9).

a) Sir =1, esto se reduce al caso de la distribucién geo(f) y el estimador
no es insesgado. Suponga r > 2. Usaremos el segundo inciso de este
problema y la siguiente estimacion.

r X
E —) = 1—-F _
(r—i-X) (r-l—X)
— 1—E(L
nr +nX
< 1-E nX )
(nr —1) +nX
nr—1
= E( =)
(nr—1)+nX
1
- By
+nr—1X
= 0.

b) Se usa el hecho de que X + - - - + X, tiene distribucién bin neg(nr, 9).

. nr—1
EO) = F
() ((nr—1)+(X1+---+Xn))
o0
_ Z nr—1 (nr+x—1>0m(1_9)x
mzonr—1+:p T

_ 92( (nr—1) 1)9"“1(1—9)96

= 0.
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137.

138.

139.

140.
141.

142.

143.

Observe que X; + - -+ + X, tiene distribucién gamma(n, ). Por lo tanto,

0 n—1
E@) = f n 00"y oo gy

o x(n—1)!

n OO(ex)n—Q —0x
= n—leL —(n_2)!96 dz
- L

n—1

Se propone como estimador insesgado (n — 1)/n = (n — 1)/ 37| X;.

Puede comprobarse que la variable aleatoria |X;| tiene distribucién exp(#),
y por lo tanto, | X1|+-- -+ |X,,| tiene distribucién gamma(n, #). El célculo es
el mismo que el del ejercicio anterior. Se propone como estimador insesgado
(n—1)0/n = (n—1)/ 35 | Xl.

La media muestral resulta ser el estimador insesgado de menor varianza.

a) Insesgado con varianza o?2.

S

No insesgado.

Insesgado con varianza o?/2.

o

U

No es insesgado.

Insesgado con varianza o2 /4.

~

No es insesgado.
Insesgado con varianza (7/18)02.

Q o
N’ N e e N N N

>

Insesgado con varianza (3/10)0?.

Use la propiedad de linealidad de la esperanza.

Use integracion por partes.

5 2 T oo 2 —z?%/6
E) = E(X*) = z” e de =---=16.
0

a) B(X)=0+1.

b) X — 1 es insesgado.

El estimador por maxima verosimilitud es § = —1 — n/ > InX;. Se com-
prueba que — In X; tiene distribucién exp(8+1), y por lo tanto, — > ; In X
tiene distribucién gamma(n, 6+ 1). Usando estos resultados se demuestra que

0.
n—1 7

De la igualdad anterior se encuentra que un estimador insesgado es 0y =

A

(n—1)0—1)/n.
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144. a) E(X)=E(X;)=1+6.
b) Por el inciso anterior, se sugiere =X —1.
145. Sea X una variable aleatoria con la distribucion especificada. Puede compro-
barse que E(X3) = 0/5. Por lo tanto, E() = 5E(X?3) = .

~

146. B(f) = 3B(X) = 0.
147.  a) Para cualquier x > 0,

e—m

P(-InX;>z)=P(X; <e ®) = J Ou’~t du = u’
0

0

b) Por el inciso anterior, — >, In X; tiene distribucién gama(n, ). En-
tonces
©1 ()t
E(;) = nj — L@e_e‘”dx
o x (n—1)!
n

n—1
¢) Por el inciso anterior, el estimador —(n —1)/> " | In X; es insesgado.

148. Por la propiedad de linealidad de la esperanza,

BO) = ) B(XG— )
_ % D (B(XP) = 2uE(X) + 1)
— %(nE(X%) —2npBE(X1) + ny®)
- %<n(9 + %) = 2np® + i)
— 0

149. Por la propiedad de la linealidad de la esperanza,

E@) =aB0)+ (1—a)Bly) =ab+(1—a)f=0.

150. E(6) = E(X?) = 6.
151. E(T) = E(p1(X1) - -



SUGERENCIAS A LOS EJERCICIOS 357

152. Como Y. ; X; tiene distribucién bin(n, p), se tiene que

E(X(1-X)) = EX)-E[(X)]

= p—(1/n)p(1 —p) —p*,

lo cual es distinto de p(1 —p). Sin embargo, p— (1/n)p(1 —p) —p? — p(l—p)
cuando n — o0 y por lo tanto X (1 — X) es asintéticamente insesgado.

153. Tomando a,, = 1/n se comprueba que X pertenece a la coleccién &. Cualquier
estimador que pertenece a & y que es insesgado es tal que a3 +--- 4+ a, = 1.
Por otro lado, la varianza de un estimador en esta coleccién es (a3 + --- +
a?) Var(X1). Por lo tanto, encontrar el estimador dentro de esta coleccién
que es insesgado y tiene varianza minima equivale a minimizar la funcion
glai,...,ay) = a? + - -+ a2, sujeto a a; + -+ + a, = 1. Este problema es
equivalente a minimizar la funcién

h(al,...,an_l)=a%—|—---+a721_1+(1—a1—---—an_1)2.

Seaa, =1—a; — -+ —a,_1. Derivando respecto de a; parai=1,...,n—1
e igualando a cero se encuentra que a; = a,, es decir, a; es constante igual
a 1/n. Sin mucha dificultad puede demostrarse que se trata de un minimo
comprobando que la matriz hessiana es positiva definida. Véase el apéndice
donde se revisa este criterio.

154. Aplique la propiedad de linealidad de la esperanza.
155. E(\) = £ BE(X,,) = A

156.
R 1 & EBy — B, ,)* 1Kot —tioy)
E 2 _ i i—1 _ 2 (3 _ 2
(0- ) n 7; ti — ti—l n ;1 tz — ti—l
157. E(6?) = B(X?) = i(i E(X7)+ ) E(X))E(X;)) = LA R
) n2 s t ‘ J n n '

158. Se puede comprobar que el estimador 6, =X (1 — X) no es insesgado pues
se cumple la identidad de abajo. A partir de ella es inmediato verificar que
este estimador es asintéticamente insesgado.

n—1

E(0,) = (1 — 0).

n
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161.
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Se usan las hipétesis de independencia e idéntica distribucién de las variables
de la muestra aleatoria.

S P
_ % (nE(X2) + n(n — 1)E(X))E(X2))
N le( (0 +6%) +n(n—1)6%)
= 594-02
— 62

9
a) BE(X(y)) = f z gy = 9 Claramente lim E(X(,)) = 0.
0 on n — n—00
—1
b) Por el inciso anterior, se sugiere 0= ——X (n)-
n

Se puede comprobar que el estimador 0,, no es insesgado pues se cumple la
identidad de abajo. A partir de ella es inmediato verificar que este estimador
es asintéticamente insesgado.

E(6,) = — 0.

Desarrollando el cuadrado, tenemos que

B(X?) = (O E(X])+ ), BXiX;))

- 732 (nE(X3?) +n(n —1)E(X1)E(X2))

_ ;2 (RE(X2) + n(n — 1)62)

— 6% cuando n — oo.
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163.

164.

165.

166.

Como Y | X; tiene distribucién gama(n, \) y suponiendo n > 2, se tiene
que

EQ) = E(1/X)
= E(n/ ), X))

o0 n—1
= J n Q)" Ae M dx

0 « (n—1)!
e n—2
= z )\J Qo)™ e M dx
n—1 J, (n—2)!
- o
n—1

Esta tltima cantidad es distinta de A y por lo tanto A no es insesgado. Sin
embargo, el limite de dicha cantidad cuando n tiende a infinito es A y de esta
manera se cumple la propiedad de insesgamiento asintético.

Puede comprobarse que la funcién de densidad del estimador X ;) es

—n(x—0)

ne si x>0,

0 en otro caso.

fX(l) (z:0) = {

La esperanza de esta variable aleatoria es F(X (1)) = 6 + 1/n.

En la solucién del Ejercicio 147 se demuestra la igualdad que aparece abajo.
El insesgamiento asintdtico se sigue inmediatamente.

n

E(6,) = 6.

n—1
(=) Suponga 6,, B 0. Se necesita demostrar que, para z # 0,
, 1 si x>0,
lim F (z) = _
n—oo  Un 0 si z<8@.

Suponga x > 6. Entonces

Fj () = Pl,—0<z-0)
P60, —6| <z —0)+PB, —0<0—x)

l
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La dltima afirmacién se sigue del hecho de que el primer término converge a
uno y el segundo término converge a cero pues

Pl,—0<60—2) < Pl,—0<0—2)+P0,—0>z—0)
— P(6, — 0| >z —0)
— 0,

Suponga ahora z < . Entonces

Fj () = Pl,—0<z-0)
< Pll,—0<z—0)+P0,—0=0—x1)
= P(lf, -0 =0-2)
— 0.

(<) Suponga 6, % 9. Sea ¢ > 0 arbitraria. Entonces

A~

P(|f, -0l <e) = P(—e<b,—0<e)
= Fén(0+€)—P(én—9<—e)
— 1.

Claramente el primer término converge a uno por hipotesis y el segundo
término converge a cero pues

P, —0<—€ < Pl,—0<—€) +P,—0>¢)
P(|0, — 0] > ¢)
— 0.

167. Sea € > 0 arbitrario.

a) P(|(af, +b) — (ad +b)| > €) = P(|0,, — 0] > ¢/]a]) — 0.

b) Se usa la desigualdad | |a| — [b] | < |a — b|. Para cualquier € > 0,

1 = lim P(|0, — 6| <e)

n—00

< lm P([0,] = 10]] < €.
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c) Sea e > 0 arbitraria. Defina los eventos

A, = {w:|0,—0| > €},
B, = {w:|0? —6% > ¢}.
Entonces
P(B,) = P(B,nA,)+ P(B,n AS)

< P(A,) +P(|0, +0]-10,—0| >¢€ 0, —0| <e).
Ahora analizamos el evento (|6, — 6| < €). Tenemos que

(16, —0)<e) = (0—€e<0,<0+¢)

(20 €<0,+0<20+¢)
(=20 —e<0,+60<2|0]+¢)
(

0, + 0] < 2/0]| +¢).

In

Retomando el célculo de las probabilidades anteriores, tenemos que

P(B,) < P(An)+ Pl — 0| > /0 +0],10, — 0] <)
< P(An) + P10, — 0] > ¢/(20 + €]), |0, — 0] < €)
< P(A) + P(0, — 0] > ¢/(2]0 + €]))

— 0.

Sea € > 0 arbitrario. Defina las cantidades

n(l—e % <0,
n(l+e %) >0

€1 = 1
€2 = 1
Estos nimeros se pueden hacer tan pequenos como se desee haciendo

e suficientemente pequeno, y se definen de la forma anterior pues son
tales que

0 = Ilim P(e; <6, —0<e)

n—00

= lim P(le — &%) < o).

n—00
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e) Sea € > ( arbitraria. Defina los eventos

A, = (|0, —0|>e€),
B, = (|1/6,—1/0] > ¢).
Entonces
P(B,) = P(B,nA,)+ P(B,n A;)

< P(A,) + P(|1/0, —1/0] > €,10,, — 0] < ¢).
Ahora analizamos el evento (|6,, — 0| < €). Tenemos que

(16, —0]<e) = (B—e<b,<0+¢)
= (/¢ I( )\ n - |01 < 10](6 + €))
< (=
(

161101 + €) < 05 - 0] < [0](16] + €))
6 - 6] < 16](16] + €))-

Retomando el calculo de las probabilidades anteriores, tenemos que

P(B,) < P(Ay)+P(10n—0/16,-0] > €,10, — 0] < e
= P(An) + P(|0n — 0] > €- [0, -6],]6n — 0] < €)
< P(An) + P(|0n — 0] > €/(10](10] + €)))

— 0.

168. Sea € > 0 arbitraria. Como ¢ es continua, existe > 0 tal que si ocurre el
evento (|6, — 6| < ¢), entonces ocurre el evento (|p(6,) — ¢(0)| < €). Defina
los eventos A, = (|0, — 0| > 0) y By = (|¢(6n) — ¢(0)| > €). Entonces

P(B,) = P(B,nA,) +P(B,nA)
< P(An) + P(lp(0n) — p(0)] > €, [0, — 0] < 0)
= P(An)
— 0.

169. Tenemos que

E(X —a)?

E[(X =)’ L(x-a0] + E[(X —a)* - 1(x_q/<e)]
E[(X — a)2 1(x—a|>0]

- E(l(x—a|>¢)

2. P(|X —al > €).

VAR

I
[
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170.

171.

172.
173.

174.

175.

176.

177.

178.

Como Xj +- - -+ X, tiene distribucién bin(n, ), se tiene que, cuando n — o0,
Var(X) = nf(1 — 0)/n* — 0.

Siendo X insesgado, se concluye que este estimador es consistente.

Puede comprobarse que el estimador 6,, = méax{Xy,..., X,} es asintética-

~

mente insesgado pues E(6,) = nf/(n + 1). Por lo tanto, es suficiente com-
probar que su varianza tiene a cero cuando n — 0.

n 712 n

Var(6,) = E(6?) — E?(0,) = — 0 (n+1)29: (n+2)(n+1)29_)0'

Sabemos que el estimador — 37" | (X; — X)? es insesgado para o2.

Dado que los estimadores son insesgados, por la desigualdad de Chebyshev,
1 ki+-+kn

€2 (k1 + -+ kn)?
1 ky +4ko + -+ n?ky,

N 1 A
b) P(l6,, —0 < — 0,) = —= f(1—6)—0.
) P~ 01> ) < 5 Varlla) = 5 g iy 01-0) =0

a) P(lf, -6 > ) < Elzvar(én) _ 6(1— 6) — 0.

Por la ley débil de los grandes nimeros, X % 1/6. De aqui se obtiene que
1/X 5.

Claramente el estimador es insesgado. Ademas el estimador no es constante
y tiene la misma distribucién de probabilidad para cualquier n, por lo tanto,
no puede converger en probabilidad al parametro.

Por la ley débil de los grandes niimeros, X 51 /0. Puede comprobarse que
0% 0/(1+80).

El estimador por méxima verosimilitud es § = —1 —n/ > In X;. Defina la
variable aleatoria Y; = —In X;. Se puede comprobar que Y; tiene distribucién
exp(6+1), y sumedia, por lo tanto, es 1/(6+1). Por la ley débil de los grandes
numeros,

1 1
—= > InX; 5 —.
n = 0+1

Tomando inverso multiplicativo y restando uno de cada lado, se demuestra
que 6 5 0.
Dado que el estimador es insesgado, por la desigualdad de Chebyshev,

R 1 n 1
Py — 0] > ) < ~ Var(d,) = — > Var(X) — 0.

€2 e n
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179. a)

2+44---4+2n
n(n+ 1)
20+2+---+n)

- n(n + 1) K

b) Puede comprobarse que T tiene distribucién normal con media p y
varianza

22442+ + (2n)%
Var(T) = 2(n 1 1)2 o
2212+ 22+ +n?) ,

n?(n+ 1)2

2 (i)

n?(n+1)32
202n+1)
—— Lo
3n(n +1)

2

Conforme n tiende a infinito, la varianza se aproxima a cero. Esto
implica que T tiende en probabilidad a la media pu.

c) Si p es negativa, no puede haber convergencia en probabilidad de
Ty = max{0,T} a p pues u < 0 < T}. Supongamos ahora que p = 0.
Recordemos que la convergencia en probabilidad a una constante es
equivalente a la convergencia en distribuciéon a la misma constante.
Entonces

P(Ty <z) = Pméx{0,T} <z)
= PO0<zT<z)
= P(T <) 1ljux(z)

1 st x=pu,
B 0 st z<p.

Por lo tanto, cuando p > 0, T1 converge en probabilidad a u, es decir,
es un estimador consistente.

180. Recordemos que, en este caso, la varianza muestral S? es tal que (n—1)5?/0?
tiene distribucién x?(n — 1). Por lo tanto, Var((n — 1)S?/0?) = 2(n — 1).
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De donde se obtiene que Var(S?) = 20%/(n — 1). Por la desigualdad de

Chebyshev,
Var(S?) 204
P 2 2 < _ 0.
(|1S% —o*| > ¢) = Zn=1) 0
181. Sea 6, = X(1)- Para cualquier € > 0,
P(|0,—0|>¢) = P(0,>0+e¢)

(P(Xl >0+ 6))”

_ —ne

e
— 0, cuando n — o0.

182. Como el estimador es insesgado, por la desigualdad de Chebyshev, es sufi-

A~

ciente demostrar que Var(f) — 0. En efecto,

. 1o 12, ;

183. Tome la funcién convexa ¢(z) = 22,

184. a) Claramente F(X;) = p pero X; es una v.a. que no depende del tamano
de muestra n, y por lo tanto no converge en probabilidad a u.

b) Claramente E(X) = p y X converge en probabilidad a la constante p.
Este ultimo resultado es la ley débil de los grandes ntimeros.

c¢) Puede comprobarse que E(6%) = , y por lo tanto 62 no es in-
sesgado para o2. Para demostrar la consistencia se usa la siguiente
desigualdad de Chebyshev: para cualquier ¢ > 0 y cualquier ntimero
real a,

n—10_2
n

1
P(|X —al > ¢) < = E(X —a)*

Por lo tanto,

1
P(|6* =% >¢€) < E—QE(62—02)2
1 ~2 A2 o
= E—QE(O' —E(a)—;)
1 ot
= E—Q[Var(02)—§]
— 0,

cuando n — o0, pues puede verificarse que

2(n—1
Var(6?) = An—1) 5 )04.
n
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185.

186.

187.
188.

189.

190.

APENDICE B

Se aplica la desigualdad de Chebyshev: para cualquier € > 0 y cualquier
numero real a,

1
P(|X —a| >¢) < = E(X —a)?.

Por lo tanto,
. 1 . , 1 .
P(0, — 0] > ¢) = = E(0, —0)° = 5 ECM(0,,) — 0.
€ €

Recordemos que, en este caso, la varianza muestral S? es tal que (n—1)52/6
tiene distribucién x?(n — 1). Por lo tanto, Var((n — 1)S?/0) = 2(n — 1).
De donde se obtiene que Var(S?) = 262/(n — 1). Esta es la expresién para
ECM(6,), pues 6 es insesgado. Por otro lado, como 6, = ((n—1)/(n+1))01,

BOM(6,) = Var(dy) + (- 1 0— 0)
n—1 a 4
— (n T 1)2Var(91) + CESIE 62
_ 2(n—1) 4 2
 (n+41)2 o+ (n+1)20
2
" +1 o
< - i 1 62
— ECM(6,).
E() = 6, Var(f) = (1 — ) /n, B(A) = 0 y ECM(6) = (1 — 6)/n.
E() = 0, Var(f) = 0/n, B(§) = 0 y ECM() = 0/n.

Claramente E(0) = (1/k)(k6) = 0. Ademés,

. 11 0(1—4

Se aplica la definicién para comprobar que CICR(f) tiene esta misma expre-
sion.

Llevando a cabo las operaciones indicadas, puede comprobarse el calculo de
la esperanza que aparece abajo. De alli se obtiene el resultado buscado.

0 1

El(5 In f(X,0))*] = Pa—6)
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191.

192.

193.

194.

Llevando a cabo las operaciones indicadas, puede comprobarse el calculo de
la esperanza que aparece abajo. De alli se obtiene el resultado buscado.

0 r
El(=hf(X,0))*]= —.
(G W FX0)) = o=
Como 7(0) = 6, se tiene que 7/(#) = 1. Es inmediato comprobar que
0 X
Por lo tanto,
E[(@ In f(X;0))°] = 5.
La cota inferior de Cramér-Rao es entonces
A 0
CICR(0) = ) 0 > 0.
a) Claramente E(0) = 6 y Var(f) = 6. Se verifica entonces que
CICR(§) = ¥ <o- Var(6).
n

b) 6 es insesgado para 6 y su varianza es 6/n. Este es un ejemplo en
donde la varianza del estimador insesgado alcanza (coincide con) la
cota inferior de Cramér-Rao.

Como 7(0) = 6, se tiene que 7/(f) = 1. Es inmediato comprobar que

0 X -0
% In f(X;0) = o
Por lo tanto,
0 5 1
El(55 Inf(X30))"] = —.
La cota inferior de Cramér-Rao es entonces
~ 0'2
CICR(0) = —.
n
Claramente E(0) = E(X2) = 0. Ademas,
A 1 1 1 2
0) = — Var(X?) = —(E(X*) — E*(X?) = — (30> — 0*) = = 0>
Var(9) = - Var(X?) = —(B(X*) - F*(X?)) = = (36> — 0%) = =

~

Se aplica la definicién para comprobar que CICR(0) tiene esta misma expre-
sién. Se usa nuevamente que E(X?) = 362
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195

196.

197

198

199.

200.

APENDICE B

La varianza muestral S? es tal que (n—1)S?/0? tiene distribucién x2(n —1).
Por lo tanto, Var((n—1)5?/0) = 2(n—1). De donde se obtiene que Var(S?) =
202 /(n — 1). Por otro lado, al aplicar la definicién de CICR se obtiene que
CICR(S?) = 202 /n.

a) Verdadero.
b) Falso.

Es inmediato comprobar que la media muestral es un estimador insesgado
para el parametro 6. Y puede comprobarse que este estimador es eficiente
pues su varianza alcanza la cota inferior de Cramér-Rao, es decir, si la varian-
za de la distribucién se denota por o2, entonces Var(X) = CICR(f) = o2 /n.
En el Ejercicio 193 se pide demostrar esta expresién para la cota inferior de
Cramér-Lundberg. Observe que esta cantidad es constante respecto de 6.

Sea T suficiente para 6 y sea S : Rango(T) — R biyectiva. Para cada valor
t de T existe un unico valor s de S o T'. Por lo tanto,

PXi=x1,.... X, =2, |SoT =s)
PXi=x1,...,X, =x,,50T = 5)
P(SoT =y5s)
P(Xy=x1,...., X =2,,T =1t)
P(T =1t)
= P(X1=$1,...,Xn=$n|T=t).

Como esta probabilidad no depende de 6 pues T' es suficiente, se concluye
que S o T también es suficiente.

Sea 7(f) una funcién parametral. Sea 6 un valor fijo del pardmetro y sea
7(0) su imagen bajo 7. La imagen inversa del punto 7(#) bajo la funcién 7
es el conjunto 77 1(7(0)) = {n : 7(n) = 7(0)}. Este conjunto contiene por lo
menos al valor 6, pero puede contener muchos otros puntos. Si se elije un
punto de cada uno de estos conjuntos se puede tener una funcién inversa de
7, la cual denotaremos también por el simbolo 77!. De esta manera, si T es
una estadistica suficiente, entonces por el teorema de factorizacién se cumple

la factorizacién L(zq,...,x,;0) = g(T(x1,...,2,);0) - h(z1,...,2,), la cual
se puede escribir como g(T'(x1,...,2,); 7 1(7(0))) - h(x1,...,x,), o bien co-
mo G(T(x1,...,x,);7(0)) - h(x1,...,2,), en donde G es una nueva funcién

que depende de los términos indicados. Esto demuestra que T también es
suficiente para 7(6).

a) Seat cualquier posible valor de T'+a. Entonces la distribucién conjunta
de la muestra aleatoria dado T'+a = t se reduce a la misma distribucion
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conjunta pero condicionada al evento equivalente T' =t — a. Por ser T’
suficiente, esta distribucién condicional tampoco depende de 6.

b) Aplique el mismo argumento que en el inciso anterior: si ¢ es cualquier
valor de la estadistica aT', entonces (a1 =t) = (T = t/a).

c) Aplique el mismo argumento que en el primer inciso: si t es cualquier
valor de la estadistica eT, entonces (e =t) = (T = Int).

201. a) Observe que T tiene distribucién bin(nk, ). Ademas, si x1,...,x, son
los valores de la muestra aleatoria, entonces la estadistica 1" toma el
valor t = x1 + - - - + x,,. Asi, tenemos que

P(X1=$1,...,Xn=$n|T=t)

P(X1 =.I‘1,...,Xn =$n,T=t)
= P(T = t) -1{t}($1 + .- +mn)

. P(X1 le,...,Xn = CE‘n)
= P(T — t) 1{t}(CE1 + + CL’n)
(5)0°4 (0 =0 =1 o (£)05 (1 - =

(ntk) 0t (1 — g)nk—t

. 1{t}($1 + "'+33n)

Después de algunas simplificaciones, se comprueba que esta probabili-
dad condicional no depende de 6.

b) Observe que T tiene distribucién bin neg(n,#). Ademss, si z1,...,Z,
son los valores de la muestra aleatoria, entonces la estadistica 1" toma
el valor t = 21 + - -+ + x,,. Asi, tenemos que

P(Xlle,,Xn:ZL‘n|T:t)

P(Xl =$1,...,Xn=$n,T:t)
- P{T = 1) (e ree i)

P(Xl le,...,Xn:l'n)
- P(T = 1) st an)

O(1 — 0)™ ---0(1 — )*n
= -1 + -+ x,
G I

Después de algunas simplificaciones, se comprueba que esta probabili-
dad condicional no depende de 6.
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c¢) Observe que T tiene distribucién N(nf,no?). Ademés, si 1, ..., x, son
los valores de la muestra aleatoria, entonces la estadistica 1" toma el
valor t = 1 + - -+ 4+ x,. Asi, tenemos que

flxy,. ...,z | T =1t)

_ f(m’”f;?;’T = 1) gy (1 4+ )

flxy,. ..., zp)
=—— " *.1 1+ -+ xTy
fr(t) (0 (o )
1 e—(m1—0)2/202 L. 1 e—(xn—9)2/202
V2mwo? 2mo?

= 1 e_(t_"9)2/2n02 . 1{t} (xl 4+ .o 4 xn)

2mno?

Después de algunas simplificaciones, se comprueba que esta probabili-
dad condicional no depende de 6.

d) Observe que T tiene distribucién gama(n~y,#). Ademads, si z1,...,x,
son los valores de la muestra aleatoria, entonces la estadistica 1" toma
el valor t = 21 + - -+ + x,,. Asi, tenemos que

fley,...;zn | T =1t)

Tl1yeeey Ty, L' =1
:f(l )-1{t}(331+~~~+xn)

fr(t)
flxy, ..., zy)
CED 06_03:1 . (0z,)7 "t ge—emn
(v=1)! (v=1)!
= 0ty —1 oot : 1{t} (xl + -+ xn)
(ny—1)!

Después de algunas simplificaciones, se comprueba que esta probabili-
dad condicional no depende de 6.

202. Se puede usar el teorema de factorizacién de Neyman. Tenemos que

1

L(zy,...,xp;0) = on Lo,y (1) -+ 10,0y (7n)

1
= g—nl(o,e)(x(n))
= g(z@m):0)- 1L
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203. Puede comprobarse que T tiene distribucién unif(0, #). Por lo tanto,

fao|T=1) = W;;T—Z):”-l{t}m)
f()
20
= 11/7'1“}(551)
— 5 {t}(xl)

204. Claramente T tiene distribucién Bernoulli con probabilidad de éxito igual a
P(X; > 2) = e 2. Tomemos r; = 3. Entonces T toma el valor t = 1. Por lo
tanto,

f('rlvT = t)
fr(t)
f(z1)

fla|T =1t) =

= e’
Esta cantidad depende de 6 y, por lo tanto, T' no es suficiente.

205. Puede usarse el teorema de factorizacion de Neyman. Tenemos que

n

flr,. . an;0) = [0 10 (@)

=1

_ 9”69 T(x1,....Tpn) | H 1(0700) (CCZ)
=1

= g(T(z1,...,20);0) - h(x1,...,2,).

206. Puede usarse el teorema de factorizacion de Neyman. Tenemos que

F@r,. . mn;0) = J]e @ 10 (2:)
=1
= """ 1o (za))
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207. Por el teorema de factorizacién de Neyman,

le ..... Xn($1,~~~,$n) = le(HUl, ) fX (xm )
= 2(x1/0)e” w3/0 .. (2 /0)e"n/?
_ (20 ﬁ (/)X a?

1=1

_ (2/0)re VO #t sz

= g(T(x1,...,2,);0) - h(:pl, ey Ty).
208. Este resultado se puede obtener del teorema de factorizaciéon de Neyman,

f(xe,...,2n;0) = an(e)b(ﬂfl)"'b(ﬂ?n)1(0,0)(901)"'1(0,9)(%)
= b(x1) - b(xn) - a™(0) Lio,0)(T(n))
= hx1,...,T0) - g(@(n); 0).
209. i

b) Puede usarse el teorema de factorizacién de Neyman.

SIP—‘

F@rncovani) = (2r0) "2 exp{= Y (o — 1)/20}
=1

= (270)""? exp{—nb(z1,...,x,)/20}

= g(0(z1,...,2n):0) - 1.
210. Observe que la funcion de densidad de T es
[e —(t=0)%/20% 4 . (7t79)2/202] si t>0,
en otro caso.

fr(t) = { G/T?

Entonces, para t > 0,

f(xlvT = t)
fr()

= ;:(razl)) 1{t}(331)

fxl( )

fr(t)

[l |T=1t) =

e—(t—0)2/20'2

o~ (—0)2/202 1 o—(—t—0)2/202 "
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211.

212.

213.

Esta expresion depende de 6 cuando ¢ > 0. Por lo tanto, T no es suficiente.

Tome, por ejemplo, (x1,x2,x3,24) = (0,1,1,0). Entonces T'(x1, x2, x3,24) =
0. Ademdas, P(T = 0) = P(X; = 0, X4 = 0) + P(Xo = 0, X3 = 0, X4 = 0) =
(1—-6)? + (1 —6)3. Por lo tanto,

PX1=0,Xo=1,X3=1,X,=0[T =0)
P(X,=0,Xs=1,X3=1,X,=0,T =0)

P(T =0)
_P(X1=0,X2=1,X3=1,X4 =0)
P(T =0)
6%(1 — 6)2
T (1-602+(1-6)3
92
T 2-0

Claramente esta probabilidad depende del parametro 6 y, por lo tanto, T" no
es suficiente para 6.

Tome, por ejemplo, (x1,z2) = (0,0). Entonces T'(z1,z2) = 0. Ademds,
P(T=0)=Y"P(X;i=n,Xo=mn)=>._,e 20%/(n!)2 Por lo tanto,

P(X1=0,X,=0,T=0
P(X1=0,X,=0|T=0) = (X1 = 0. X5 = 0, )

P(T =0)
 P(X1=0,X,=0)
B P(T =0)

—20

€

e T ()2
1

Ym0 021/ (nl)*

Esta expresién depende del parametro 6 y, por lo tanto, T' no es suficiente
para 6.

Observe que T tiene distribucién N(36,5). Tome, por ejemplo, (r1,z2) =
(0,0). Entonces T'(z1,z2) = t = 0. Por lo tanto, para estos valores de la
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muestra aleatoria,
f(.’lfl,xg,T = t)
T, x| T =1t) =
fonea [T =0 0
_ f('rl’ xQ)
fr(t)
(2m)~Le=?
(1071.)—1/2 e—902/10
_ \/26—02/10_
Esta expresion depende del parametro 6 y, por lo tanto, T' no es suficiente
para 6.
214. a) La afirmacién es evidente pues se trata de la esperanza de una variable
aleatoria positiva.
b) Si a # 0, entonces puede comprobarse que f,x(z) = (1/a) fx(z/a).
Por lo tanto, f,x(aX) = (1/a) fx(X). Entonces
0 1 0 5
Lix(8) = Bl(5; log~ + 55 log fx (X;0))]
0
= El(5; log fx(X;0))’]
= Ix(0).
c) Puede comprobarse que fx.p(x) = fx(z —b). Por lo tanto, fxp(X +
b) = fx(X). De esta identidad se sigue el resultado pues
0
Ixip(0) = E[(% log fx+u(X + b;6))?]
0
= E[(% log fx(X;6))?]
= Ix(0).
215.
0
In) = E[(g log F(X.0(m)))?]
dp(n) 0 2
= F|(—/—= log f(X,
(0 5 los S em)?)
0
/ 2 2
= (¢()" £ log f(X,¢(n
(' (m) [(5s0(77) (X, 0(m))”]
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216.

217.

Observe que (¢'(1))? = ¢*(n)(1 — ©(n))?. Ahora aplique la férmula del ejer-
cicio anterior recordando que (6) = 1/(0(1—80)). Alternativamente, obtenga
el resultado de la expresion

I(n) = E[(% log £(X. o(m))?].

Por la propiedad de incrementos independientes, tenemos que, para valores

enteros 0 < =1 < 29 < -+ < x,, la funciéon de probabilidad del vector
(Xty,..., Xy, ) evaluada en (zq,...,2,) es
flxy,...,zp)

=P(Xy, =21,..., X, =)

=P(Xy =21, X, — Xty =220 —21..., Xy, = Xt, |, =Ty — Tp—1)
=P(Xy, =21)P( Xy, — X4, =20 — 1) - P(Xy, — Xt,_, =Ty — Tp—1)
— o0t (0t1)" e 0(t2a—t1) (0(t2 —t1))" ™

fc—l! (22 — 1)
T e_e(tn_tn_l) (e(tn —_— tn—l))m”_mnfl
t{fl (t2 - tl))xg—im R (tn — tn_l)xn—xn_l

1l (ze —x)! - (2, — Tp—1)!

— e_etn emn

Por lo tanto,

0 1
%logf(Xl,. .. ,Xn,ﬁ) = _tn + gth

Al hacer el resto de las operaciones se obtiene que I(#) = t,,/6. Alternativa-
mente, observe que las variables aleatorias incremento X;, , Xy, —X;,,..., Xy, —
X, _, son independientes, con distribucién reparametrizada Poisson(0(¢; —
t;—1), respectivamente. Defina ty = 0. Entonces, usando la férmula para la
informacion de Fisher cuando se tiene una reparametrizacion, se tiene que

1 1 1

I — 2 ) 4 n—tn_ 1)

(9) t] ot + (to — 1) 30— 1) + 4 (ty — tp—1) TCR——
t

?.
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218. Por la propiedad de incrementos independientes, tenemos que

flxy,...,zp)

= X0, Xuy—Xu, o Xep —Xo,_ (T1, 02 —T1, .0, Tn — Tp—1)

= fx, (@) fx,,—x,, (@2 —21) - fx, -x, _ (Tn —Tp-1)

= #e—ﬁ/(zetl) . 1 e—(xn—xn_1)2/(29(tn—tn_1)

V2m0ty \2m0(tn — tn_1)
_ (i)n/Qe—n/Q 1

2m Viti(ta —t1) o (tn —tn—1)
1 CE‘% (xp, —:L‘nfl)2
eyt )

Por lo tanto,

n 1 X1 2 Xn_anl 2
— (=) ..+ .
55 gl Ttl) ( T —tn_1)) |

0
%logf(Xl,...,Xn,Q) = —

La suma de los cuadrados que aparece en esta expresién es una variable
aleatoria con distribucién x2(n), y por lo tanto su media es n y su segundo
momento es n(n + 2). Al hacer el resto de las operaciones se obtiene que
1(0) = n/(26%). Alternativamente, observe que las variables aleatorias incre-
mento Xy, , Xy, — Xy,,..., X, — X¢,_, son independientes, con distribucién
reparametrizada N(0, 6(¢; — t;—1)), respectivamente. Defina ty = 0. Enton-
ces, usando la féormula para la informaciéon de Fisher cuando se tiene una
reparametrizacion, se tiene que

9 1
202(ty — 1,2
1
202(t, — tn_1)2

1) = (t2 —t1)

— +
202t2

Y (Y

202
219. En cada caso aplique la definiciéon de informacion de Fisher.

220. Para 0 > 0,

a) I(0) = —E[ 256+ (0 —1)In X)] = 1/62.
b) 1(0) = —E[ 2, (Ing — 0|1 X|)] = 1/62.
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221. Para —1 <60 < 1,

2

1) = —E[% In(1+ 0X)]

XQ
Plasoxye]

1 (! x?
- - d
2 J—l 1 + 0$ v

1 140
1
295 (In(i—5)

—20).

222. Puede comprobarse que E(X?) = 1. Por lo tanto, para 6 > 0,

02 X2

I1(0) = —E[ﬁ(—lne— 7)]
2.4
- =

223. a) Para la distribucién N(6, 0?) puede demostrarse que I(#) es la funcién
constante 1/a2. Por lo tanto, la informacién de Fisher de la muestra es

IX1,...,Xn(‘9) =1"- IXl (0) = n/oz.

b) Para la distribucién gama(v,6) puede demostrarse que 1(0) = ~/62.
Por lo tanto, la informacién de Fisher de la muestra es Ix, . x,(0) =
n-Ix, (0) = ny/02.

224. a) Puede comprobarse que si X tiene la distribucién Rayleigh indicada,
entonces X? tiene distribucién exp(1/6). Por lo tanto, T tiene distribu-
cién gama(n, 1/6). Su informacién de Fisher es entonces I7(6) = n/6?.
Observe que aqui se aplica el resultado del ejercicio 215 sobre la repa-
rametrizacién de una distribuciéon. Por otro lado, puede comprobarse
que la informacion de Fisher de una v.a. con la distribucion Rayleigh
indicada es Iy, () = 1/6%. Por lo tanto, la informacién de Fisher de la
muestra aleatoria es Ix, . x, (0) = n/6?. Como Ir(0) = Ix, .. x,(0),
se concluye que T es suficiente para 6.

b) Recordemos que la informacién de Fisher de una v.a. con distribucién
N(0,0%) es I(0) = 1/02. Puede comprobarse que T tiene distribucién
N(36,5). Por lo tanto, Ir(8) = 1/5. Por otro lado, la informacién de
Fisher de la muestra aleatoria es Ix, x,(0) = 2 - Ix, () = 2. Como
I7(0) # Ix, x,(0), se concluye que T no es suficiente para 6.
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c¢) Solucién omitida.

225. Por simplicidad en la escritura consideremos el caso discreto. Sea t = (t1,...,t,)
un valor cualquiera del vector de estadisticas T' = (X1, ..., X,,). Entonces

PXi=x1,...,.Xp, =z, |T =1)
= PXi=x1,.... Xpn =z, | X1 =t1,..., X, =t,)
= lgy(@r) -1y, (Tn).
Esta cantidad no depende de 6, por lo tanto T es suficiente.

226. Por simplicidad en la escritura consideremos el caso discreto. Sea t = (t1,...,t,)
un valor cualquiera del vector de estadisticas de orden T' = (X(q),..., X(n)).
Observe que necesariamente t; < to < --- < t,,. Entonces

P(X1 le,...,Xn =$n|T=t)
= P(Xl = :L'l,...,Xn = $n|X(1) = tl,...,X(n) = tn)
= lgy(@a) Ly (@m)-
Esta cantidad no depende de #, por lo tanto T es suficiente.

227. Se puede usar el teorema de factorizacién. Omitiendo los factores 1o 1} (z;)
en el lado derecho, tenemos que

P(Xy=x1,...,Xp=m,) = 01— ...00(1—0) "
0w1+...+xn(1 _ g)n_wl_..._xn
0w1+...+xk (1 o Q)k_xl_“'—ﬁfk
'emk+1+..-+xn(1 _ 0)(n—k)—ggk+1_..._xn

= g(Tl,TQ,H)h(xl,...,ajn).

228. Demostracion omitida.

229. Usando el teorema de factorizaciéon, la funcion g es constante respecto de la
estadistica anadida T 1.

230. a) Nolo es.
b) No lo es.
c) No lo es.
d) Lo es.
e) No lo es.
f) Lo es.
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231.

232.

233.
234.
235.

236.

237.

Lo es.

S @

No lo es.

No lo es.

.

)
)
i) Lo es.
)
)

S

Sean T1,...,%n Y Y1, ..., Yn dos valores de la m.a. tales que S(x1,...,z,)
S(y1y.--,Yn). Como T es funcién de S, T(x1,...,2n) = T(Y1,- -+, Yn)-
Y como U es funcién de T, U(x1,...,2n) = U(Y1,---,Yn)-

b) Evidente.
c) T = X7 + X5 es funcién de S = X5, pero S no es funcién de 7.

Se puede usar el teorema de factorizacion. Como T es suficiente para 6,

flxy, ., 20;0) = g(T(x1,...,20);0) h(x1, ..., 2p).

Por lo tanto, el valor 6 que maximiza a la funcién f (T1,...,2,;0) también
maximiza a g(T'(x1,...,2,);0). Y de esta manera 6 depende de x1,...,z,
s6lo a través de T'(x1,...,x,).

Solucién omitida.
Solucién omitida.

a) Se comprueba que S(0,0,1) = S(0,0,0) y sin embargo, 7(0,0,1) #
T(0,0,0). Por lo tanto, T' no es funcién de S, y en consecuencia, S no
es suficiente.

b) Se comprueba que S(0,0,1) = S(1,1,0) y sin embargo, 7°(0,0,1) #
T(1,1,0). Por lo tanto, T' no es funcién de S, y en consecuencia, S no
es suficiente.

c) Se comprueba que S(0,1,0) = S(1,0,1) y sin embargo, 7'(0,1,0) #
T(1,0,1). Por lo tanto, T' no es funcién de S, y en consecuencia, S no
es suficiente.

Por contradiccion. Supongamos que S es suficiente. Como T es suficien-
te minimal, T es funcién de S. Sin embargo, S(0,1,1,0) = S5(0,0,0,0) y
7(0,1,1,0) # 7(0,0,0,0).

Omitiendo el soporte de la distribucion, puede verificarse que

f(z1,. .. 2, 0) ot ) — (g o
— (1 — g) @1t tzn) = (yrtetyn)
fyi,- . yn3 0) ( )

De modo que esta expresién no depende de 0 < T'(z1,...,2n) = T (Y1, -, Yn)-
Esta es la condicién del teorema 2.6 para concluir que 7T es suficiente minimal.
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238

239.

240.
241.
242.

243.

APENDICE B

Por contradiccion. Supongamos que S es suficiente. Como T es suficiente
minimal, 7" es funcién de S. Sin embargo, S(0,0) = S(1,1) y 7°(0,0) #
T(1,1).

Puede verificarse que

f, o mni0)  Loe)(@1) L) (@n) _ Lie.m@)
Fs 0 0) Loy W) Loe(Wn)  Ly,,w)(@)

Esta expresion es idénticamente 1 y no depende de 6 < x(,) = y(n), es decir,
T(x1,...,xn) = T(y1,...,Yn). Esta es la condicién del teorema 2.6 para
concluir que T es suficiente minimal.

Solucién omitida.
Solucion omitida.

Por contradiccion. Supongamos que S es suficiente. Como T es suficiente
minimal, 7" es funcién de S. Sin embargo, S(0,0) = S(2,—1) y 7(0,0) #
T(2,—1).

a) Se comprueba que fx, . x, |7, 7 (T1,...,%n|t1,t2) no depende de 6.
Esta funcion es igual a

fX17"'7Xn (ajl’ st 7‘7:”)
le,T2 (tlv t2)

Y

cuando x1,...,T, son tales que T} =ty y To = to. El numerador es

2mo?

( ! )W exp{—i(wi—0)2/202}.

El denominador es

oyl (o=

™o

Se desarrollan estos exponentes tanto en el numerador como en el deno-
minador y se observa que los coeficientes de § y de 2 coinciden arriba
y abajo. De esta manera tales términos desaparecen y se demuestra asi
la no dependencia de 6 de esta funcién.

b) Puesto que (T1,T%) no es funcién de la estadistica suficiente T' = X7 +
-+++ X,,, pues un valor de T" no puede determinar los valores de T} y
T5, se concluye que (T1,7T3) no puede ser suficiente minimal.
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244. a) Toémese G = ) en la tercera condicién de la definicién de esperanza

condicional.

b) Compruebe que X satisface las tres condiciones de la definicién de

esperanza condicional

245. a
b

E(c|X)=c.
[¢) = B(X).

(

E(X|c) =

(X |X) = cX.
(

(

(

&

S

E(X|cX)=X (c#0).

X
EX+c|X)=X +ec

)

)
)
)
)
)
)

f) B(X|X +¢)=X.

246. En este caso la esperanza condicional E(X |Y') es discreta y adquiere la

expresion
E(X|Y) =) E(X|Y =y) Ly_y.

Por lo tanto,

E(BE(X|Y)) =) E(X|Y =y) P(Y =y) = E(X).

247.
E(X|Y) =Y E(X|Y =y) ly—y = 2. B(X) - Ly_y = B(X).

248.  a)

E(X|Y) = BE(X|Y =0)1y_o+BEX|Y =1) 1y_y
= (2/3) Liy—o) + (3/5) - 1iy—y)

E(Y|X) = E(Y|X=0) 1y_o+BEY|X=1)1x_
= (2/3) 1x=0) +(3/5) - I(x=1)



382 APENDICE B

BE(X|Y) = BE(X|Y =-1) 1y__p+EX|Y =1) 1y_y
= (9/4) - Ly——1) +(7/4) - Liy=y)

EY|X) = E(Y|X=1)~1(X:1)+E(Y|X=2)~1(X:2)
= (1/3) - Lx=1) + (=1/3) - L(x—3)

¢) No es necesario hacer muchos célculos. Observe que X y Y son inde-
pendientes. Entonces E(X |Y)=E(X)=2y E(Y|X)=E(Y) =0.

249. Por la propiedad de linealidad y la hipétesis de idéntica distribucion,

1
1

= —(Xi+--+X,).
n

250. Algunos de los siguientes célculos pueden simplificarse observando que X;-Xo
tiene distribucién Ber(6?).
a) B(T) = E(X1-Xz2) = E(X1) - E(X2) = 6% = 7(0).
b) Var(T) = Var(X1-Xo) = E(X?2-X3)—E?(X;-X3) = 62—0* = 02(1-0?).
) E(T|U) = (UU = 1)/(n(n — 1)).
d) Encuentre Var(E(T |U)) =
) Compruebe que Var(E(T|U) < Var(T).

c

e

251. En ambos casos la transformacion es una biyeccién.

252.  a) Observe que T' ~ bin(nk, #). Entonces

:n; ( )9t1 —g)nE—t = (1-6)" nZ ("f)(a/u—e))t.

La suma corresponde a un polinomio de la variable x = 6/(1 — 0).
Para que este polinomio en x sea cero para cualquier posible valor de
x, sus coeficientes deben ser forzosamente cero, esto es, h(t )( ) =0
para cualquier t = 0,1,...,nk. Por lo tanto, h( ) = 0 para cualquler
t=0,1,...,nk. Es decir, h(T) = 0.
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b) Observe que T' ~ Poisson(n#). Entonces

—n@ ne _ —n@Z

Para que este polinomio en 6 sea cero para cualquier valor de 6 > 0,

”MS

sus coeficientes deben ser forzosamente cero, esto es, h(t ) = 0 para
cualquier ¢t = 0,1, .... Por lo tanto, h(t) = 0 parat = 0,1,.... Es decir,
h(T) = 0.

¢) Observe que T' ~ bin neg(n, #). Entonces

2 (n e )9”(1_9)t - Qnéh(t) (” e 1) (1-6)".

Para que este polinomio en 1 —  sea cero para cualquier valor de 6 €
(0, 1), sus coeficientes deben ser forzosamente cero, esto es, h(t) ("”L:_l) =
0 para cualquier t = 0,1,.... Por lo tanto, h(t) = 0 para t = 0,1,....

Es decir, h(T) = 0.
d) Solucién omitida.

e) Solucién omitida.
253. Solucién omitida.

254.  a) Observe que T tiene distribucién Poisson(k€). Sea h una funcién tal
que

0= BIN(D] = 33 h() ™ oy oy M g

Esta suma es una serie de potencias en 6 que se anula para todo valor
6 > 0. Esto s6lo ocurre cuando sus coeficientes son todos cero. Es decir,
h(t)/t! = 0, lo que implica que h(t) = 0 para t = 0,1, .... Esto significa
que h(T) = 0.

b) Sea la funcién h(zq,...,xx) = x1 —x9 definida en {0,1,...} x{0,1,...},
que es distinta de cero. Se comprueba que T no es completa pues se
cumple la condicién E[h(T')] = 0 sin que h(T) sea cero. En efecto,

B = Y () e Ty e ) =00 =
21.22=0 1- To.

255. Tome la funcién h(x) = z, que es distinta de cero. Sea T" una variable aleato-
ria con distribucion unif(—#, #), cuya media es cero. Es inmediato comprobar
que E[h(T)] = 0 para todo 6 > 0 sin que h(T") sea cero.
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256. Tome la funcién h(x) = z, que es distinta de cero. Sea 1" una variable alea-
toria con distribuciéon N(0, ), cuya media es cero y cuya varianza es 6. Es
inmediato comprobar que E[h(T)] = 0 para todo 6 > 0 sin que h(T') sea
cero.

257.  a) Se propone T = 1(13(X1) + €?1{0}(X1). Este estimador es insesgado
pues
E(T)=P(X;=1)+e*P(X =0) =0+ (1—0)e*

b) Sea ue {0,1,...,n} un posible valor de U = X; + - - - + X,,. Entonces

E(T|U=u) = E(1u(X1)+e* (X)) | X1+ -+ Xn =u)
= PXi=1|X1+ - +X,=u)
+e2P(X, =0 X1+ -+ X, = u)
PXi=1)P(Xs+---+X,=u—1)
PXi+- -+ X, =u)
S P(X1 =0)P(Xo+ -+ X, =u)
PXi+ -+ X, =u)

+e

U on — U
= —+4e .
n n

Por lo tanto, E(T |U) = U/n + e*(n —U)/n.

c) Como U es suficiente y completa, y T' es insesgado, por el teorema de
Lehmann-Scheffé, E(T|U) es el UMVUE para 7(0) = 6 + (1 — 0)e?.

258. Solucién omitida.

259. ) Evidente.
b) Evidente del hecho de que Var(X) = 6.
c)

E(T|U) = E(%(X1+X2)|X1+---+Xn)

= EX1| X1+ +X,)
= X.

d) Evidente del hecho de que Var(X) = 6.
e) Este es el Ejercicio 192. Vea su solucién.

f) Evidente de las expresiones anteriores.
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260. a)
b)

E(T) = E(1{)(X1)) = P(X1 =0) ="
Para cualesquiera nimeros reales x1,...,T,,
LA L

1‘1!

f(wy,...,z030) = e 1{01 (@) Tgo1, 3 (7n)

1

et prteae @) Loy (e

= g(U(x1,...,2n);0) h(x1,...,25).

El teorema de factorizacién garantiza que U es suficiente para 6.

e—n@ 9m1+-~-+xn .

Sean x1,...,Tn Y Y1,--.,Yn cualesquiera nimeros reales. Entonces
flayoani8) gnley! 07 Lo (@) - Lo, (wn)
f1, - yn;0) rp!-xy! QYT YR 1{0,1,...}(91) T 1{0,1,...}(%)

Esta cantidad no depende 0 < U(z1,...,2,) = U(y1,...,Yn). Esto
comprueba que U es suficiente minimal.

Para cada valor u =0, 1,...

ET|U=u) = E(lX1)| X1+ -+ X, =u)
= P(X1=0]X; + -+ Xn = u)
PX:1=0X1+ 4+ X,=u)/P(X1+- -+ X, =
P(X1=0,Xs+ -+ X, zu)/P(X1+---+Xn:
P(X; =0) (X2+- Xp=u)/P(X71+ - +X,=
(60 e 1)l (e ()
= ((n—=1)/n)".
De donde se concluye que E(T |U) = ((n —1)/n)Y.

El resultado se obtiene al observar que T tiene distribucién Bernoulli
de pardmetro e~ ?.

Usando la expresion de la f.g.p. para la distribucién Poisson(nf),
Var(E(T|U)) = E(E*(T|U)) - E*E(T|U))
E(((n = 1)/n)*") = E*(((n = 1)/n)")
exp{nf(((n —1)/n)* — 1)} — exp{2nf((n — 1)/n — 1)}
20(69/71 i 1).

Haciendo las operaciones indicadas en la definicién para la cota inferior
de Cramér-Rao se encuentra que

(T’(G))2
CICR(§) = VB 71X 0)7] 20(0/n).

n)
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261.

h)

c)

APENDICE B

Para la primera desigualdad use e® > 1 4+ z. La segunda desigualdad
es estricta para n > 2.

No se puede garantizar que el estimador E(T"|U) sea el UMVUE para
7(0), pues podria existir otro estimador insesgado que alcance la cota
inferior de Cramér-Rao.

Supongamos que E[h(U)] = 0 para cada 6 > 0. Entonces, como U
tiene distribucién Poisson(nf),

i )" 0 i (
—n@ e S TL‘9

u=0

Esta es una serie de potencias en # que se anula para todo valor de

@ > 0. En consecuencia, sus coeficientes son cero. Esto implica que
h(u) =0 parau=0,1,...

Por el teorema de Lehmann-Scheffé, puede concluirse que E(T'|U) es el
UMVUE para 7(60). Este es un ejemplo de un UMVUE que no alcanza
la cota inferior de Cramér-Rao.

E(T)=P(X;=1)=0e".

El resultado es evidente a partir de la observaciéon de que T tiene dis-
tribucién Ber(fe?).

Para u > 1 entero,

ET|U=u) = PX;1=1|X1+-+X,=u)
PXi=1,Xo+ -+ X,=u—1)
P(X1+ -+ X, =u)

u—1
_ 6—90 . e—(n—l)@ ((n — 1)9) . enG u!

RN (no)"
_ <”;1)u_ “
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d)

e)

Var(E(T|U) = EX(”;1>HX_1XV—<E%<n;l)nX_{X)
() () e e

|
N
3
~_
[\
18
=
8
I
=
_|_
8
3
>
3
g
—
o
S
=
8
I
)
[\
o
v
s

8
Il
—_

' 0 0
— —29+9/7’L_ 1 _1 2_ _ —2902‘
e Ly o)

Sabemos que CICR(#) = 6/n para la varianza de cualquier estima-
dor insesgado para el parametro 6 de la distribucion Poisson. Si ahora
consideramos la funcién parametral 7(0) = fe=?, entonces CICR(f) =

(0/n)('(0))* = e72°(1 - 0)%0/n.
Solucion omitida.

Puede comprobarse que la funcién de densidad de X () es

ne @0 & >0,
fX(1) (33) =
0 en otro caso.

De donde puede encontrarse que E(X (1)) = 0+ 1/n. Para la suficiencia
tenemos la factorizacién

le,---,Xn(xlv"'axn;e) = 6—2?:1(1‘1'—9) ) 1(9,00)(1'1)"'1(0,00)({[”)

_ 6”9 6—n£ 1(0’:1:(1))(0)

_ 6“91(0@(1))(9) _e—na_c
Por lo tanto, X (1) — 1/n es también suficiente. Para la completez, sea
T = X(1) — 1/n y suponga que h es una funcién tal que E(h(T")) = 0.
Para cualquier valor de 8 > 0 se cumple que

0] [0 0]
O=EM@D=J meﬂmﬂ“mﬁznw%JJiMR%Wt
6 6
Esto implica que la ultima integral es cero. Derivando esta integral
respecto de 6, y suponiendo continuidad de la funcion h, se obtiene que
para casi cualquier t > 6, h(t) = 0.
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263.

264.
265.
266.
267.
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S

Xy —1/n es el UMVUE para 0.

E(T)=E(X;) =6.

Var(T) = Var(X;) = o2.

ET|IU)=EX1| X1+ +X,)=X1+--+X,)/n=X.
Var(E(T |U)) = Var(X) = o2/n.

Este es el Ejercicio 193. Resulta que CICR() es la constante o2/n. Es
constante pues no es funciéon del parametro 6.

S

L o o
S N e N N N

)

f) Los resultados anteriores demuestran que, efectivamente,
2
7 — CICR(§) = Var(E(T|U)) < Var(T) = 2.
n
Solucion omitida.
Solucion omitida.
Solucion omitida.

Puede comprobarse que la primera estadistica de orden X() tiene funcién

de densidad
ne
-]

0 en otro caso.

—n(@=0) g >0,

Puede verificarse entonces que E (X(l)) = 1/n+ 0, y de aqui se desprende
la propiedad de insesgamiento del estimador. Para demostrar la propiedad
de suficiencia puede usarse el teorema de factorizacion de Neyman. Tenemos
que
n
L(zy,...,2050) = He_(mi_e) 1(0,00) (%)
i=1

e . en? L(g,00)(z(1))

= h(901,-~~,90n)'9(33(1);9)-

Esto demuestra la suficiencia de X (;), y en consecuencia, también la suficien-
cia de X (1) — 1/n. Alternativamente, puede modificarse ligeramente el factor
g(z(1);0) en las ecuaciones anteriores para escribirlo como g(z) — 1/n;0).
Veamos ahora la completez. Es suficiente demostrar esta propiedad para X ).
Sea h(t) una funcién definida en el intervalo (0, 0) y tal que E(h(T)) = 0,
con T' = X(1). Esta condicién es equivalente a la identidad

ee]
f h(t)e ™ dt = 0.
0

La integral corresponde a una transformada de Laplace de la funcién h(t)
en el intervalo (0, 00). Por la propiedad de unicidad de esta transformada, la
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integral es cero si, y s6lo si, la funcién h(t) es cero. La completez de X1y es
equivalente a la completez de X (;)—1/n. Por el teorema de Lehmann-Scheffé,
se concluye que X (1) — 1/n es el UMVUE para 6.

268. a)

Veamos primero la suficiencia. Esta propiedad se puede demostrar usan-
do el teorema de factorizacién. Tenemos que
L(a:l,...,xn;ﬁ) = en(fll'l ) -1 1(0 1)(1’1)"'1(0,1)(3971)
= 0"((w1---2 )Un)n(@ b Lo (z1) - Lio,1)(@n)

= g(U(xzy1, - ,2,);0) - h(z1,...,2p).

Ahora veamos la completez. Sea h una funcién tal que E[h(U)] = 0,
para cualquier # > 0, y en donde es suficiente considerar la estadistica
U=X;---X,. Esto es,

J J n)0" (11 --azn)e_l dxq---dx, = 0.

Sin pérdida de generalidad puede considerarse el caso cuando solo hay
una variable involucrada. La identidad anterior se reduce entonces a la
condicién: para cualquier 0 > —1,

f h(z)z? dz = 0.

0
Esto implica que h(z) = 0 c.s.

Se escribe T' = —(n — 1)/InU y se observa que T es U-medible. Esto
implica que E(T|U) = T, y por el teorema de Lehmann-Scheffé, se
concluye que T es el UMVUE para 6.

269. Se debe observar primeramente que la distribucién en cuestién es gama(2, ),
de modo que X; + --- + X,, tiene distribucién gama(2n,0).

a)

Se puede demostrar la suficiencia usando el teorema de factorizacion.
Tenemos que

Fxpxa @, mn) = 02 e 0 ) ([T )1 0,00 (#1) - L(0,00) (%)
=1

= g(T(z1,...,25);0) - g(:z;l, ey Ty).

Para la completez, supongamos que h es una funcién tal que para cual-
quier 6 > 0,

®© (u)n1

: fe= 0" dt.
. 2n—1)1" ¢
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Esto es equivalente a

Q0
0= J h(t) -t te % at,

0
lo cual corresponde a una transformada de Laplace de la funcién h(t) -
t"~1. Por la propiedad de unicidad, esta transformada es cero si, y sélo
si, la funcién h(t) - t"~1 es cero. De aqui se obtiene que h(t) debe ser
cero.

b) Tenemos que

1 o0 1 (Qt)Zn—l ot
E(F) = f ten-mte
0 * (et)zniz _ot
2n—1f (an—ayp e
6
 on—1

c) De los incisos anteriores se obtiene que (2n — 1)/T" es una estadistica
insesgada, suficiente y completa para 6. Recordemos que las dos tlti-
mas propiedades se preservan bajo transformaciones biyectivas. Por el
teorema de Lehmann-Scheffé, este estimador es el UMVUE para 6.

270. a) Sea (t1,...,tx) un posible valor de T = (11, ...,T)). Entonces

tk;) _ le,...,Xn (.I'l, e ,ajn)

Fxie X 7 (@15 @0 [t fr(te,.. ty)

en donde se deben cumplir las relaciones

Ty (21,...,2n) = Zdl(%‘) = t,

=1
n
Ta(w1,. .., 20) = Z da(z;) = ta,
i=1
Tk(xla"'axn) = de('xz) = k.
i=1
Suponiendo el caso continuo y definiendo la imagen inversa D = {(y1,...,yn) :

T(Y1,---yyn) = (t1,...,tx)}, se puede escribir

fr(ti, ... tg J Ixi xn(Wis ooy yn) dyr -+ - dynp.
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Por lo tanto,

Ixooxo 1 r(@L, e |y, )

- ([ fett o)

- ( J, TG exptet@) 1Rt = Y dea s - dyn> ,

i=1

pero > d(y;) = > d(z;) = (t1,...,t), por lo tanto el exponente
es nulo y la expresion no depende de 6.

b) La factorizacién es

n

| [ f(@i0) = [a”(9) exp(c(0) Z d(i) )] [ b(ﬂfi)] :

=1

271. Puede comprobarse que la funciéon de densidad de la variable X;/6 no de-
pende de 0 y esta dada por

f(u):{ 2(1—u) si 0<u<l,

0 en otro caso.

Dado un valor de «, pueden encontrarse dos valores 0 < a < b tales que

P(a < X1/0 <b) =1—a. Por gjemplo, a =1—+/1—a/2yb=1—+/a/2,

para « > 1/2. De aqui se obtiene el intervalo

X X
1 <0< !

P(l—«/a/Q 1—4/1—a/2

)=1-a.

272. La variable aleatoria X(,)/6 tiene funcién de distribucién

Flu) u st O<u<l,
u frnd
0 en otro caso.

El intervalo (a,b) de longitud minima tal que F'(b) — F'(a) = 1 — « esta dado
por (/™ 1). Por lo tanto, P(a™™ < Xny/0 < 1) = 1—a. De aqui se obtiene
el intervalo

P(X(n) <0< X(n)/al/n) =1-a.
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La variable aleatoria méx;<;<, |X;|/0 tiene funcién de distribucién

Flu) u” st O<u<1,
u =
0  en otro caso,

la cual no depende de parametros desconocidos. De manera que, dado un
valor de «, pueden encontrarse dos valores 0 < a < b tales que P(a <

maxi<i<n | Xi|/0 < b) =1— . Por ejemplo, a = ¥/a/2y b= {/1 — /2. De

aqui se obtiene el siguiente intervalo de confianza, suponiendo 0 < o < 1/2,

MAaX1<i<n |Xz|

méxl<i<n|Xi’ <0<

P( -
—a/2 a/2

)=1-

Sea X una variable aleatoria con la distribucién indicada. Observe que X —
a ~ exp(1/0). Se procede como en el caso exponencial. Tenemos la muestra
aleatoria X1 —a,..., X, —a de la distribucién exp(1/6). Por lo tanto, (X; +
-+ + X, ) — an tiene distribucién gama(n, 1/0). Entonces

1
g [nX — an] ~ gama(n,1).

Pueden encontrarse dos valores 0 < 71_4/2 < 742 tales que P(yi—ap <
[nX —an]/0 < 7,/2) = 1 — a, de donde se obtiene el intervalo de confianza

n(X —a) <0< n(X — a)
Ya/2 M—a/2

P( )=1-—a.

La media 6 es desconocida y la varianza o2 es conocida. En este caso un

intervalo para 6 con confianza del (1 — «)100 % esta dado por

(X — Ra/2 " U/\/ﬁvX + a2 " U/ﬁ)?

cuya longitud es £ = 2- 2,/ - 0/4/n. Como la confianza debe ser 0.95 = 1 —a,
se tiene que a = 0.05. Y por lo tanto, z,/2 = 20.025 = 1.96. Se requiere que
la longitud ¢ del intervalo sea de 2 cm. Entonces 2 -1.96 - 0/4/n = 2 cm. De
aqui se obtiene n = (1.96)% - 02, o el entero mas pequefio que exceda esta
cantidad.

a) € =1{0}, a=0, B=31/32.
b) ¢ =1{0,1,2,3,4,5}, a=5/6, B=0.

Use el teorema de probabilidad total. Si D denota el evento de lanzar el dado
y M el evento de lanzar la moneda, entonces para x = 0,1,2, 3,4, 5,6,

P(X =z) = P(X = z| D) P(D) + P(X = z| M) P(M).
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278. Las mejores regiones de rechazo de tamano o = 1/6 son:

Regién de rechazo  « I}
¢ ={0,1} 1/6  26/32
% = {0,2} 1/6 21/32
% = 1{0,3) 1/6  21/32
% = {0,4) 1/6  26/32
% = {0,5} 1/6  30/32
¢ = {0,6} 1/6  31/32

De las cuales la segunda y la tercera son mejores pues (5 es menor.

279. Sea X el resultado de lanzar la moneda. Entonces X tiene distribucién

Ber(#). Si X1,..., X, es una muestra aleatoria de esta distribucién, entonces
a = P(X>13/24|0=1/2)
X—-1/2 13/24 —1/2
_ P / > WY,

V2 -1/2)/n ~ A/(1/2)(1 - 1/2)/n
~ P(Z >+/n/12)

= 1-—®(y/n/12).
Por otro lado,
B = P(X <13/24|0="7/12)
X —17/12 13/24 — 7/12

- P - < Va7

P(Z < —(1/2)x/n/35)
— 11— ®(—(1/2)\/n/35).

280. Las siguientes probabilidades fueron calculadas en el paquete R usando la
funciéon pnorm(x,0,1).

&

a) a=P(Z>(4.7-2
< (4.7-5

2) = 0.08850799,
2) = 0.4403823.

)/

)/
(4.5 —2)/(1/20/3)) = 0.04676626,
( )/

4.5 —5)/(v/20/3)) = 0.3686578..

B=PZ
b) a=P(Z >
B=P(Z<
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¢) a=P(Z> (4.2 —2)/4/2) = 0.05989747,
B=P(Z < (42—5)/v/2) = 0.2858038.

d) a=P(Z > (4.1 —2)/+/4/3) = 0.03448217,
B = P(Z < (4.1 —5)/4/4/3) = 0.2178653.

a) 7(0) =1 —&(/n(L —1)), para 0 < § < ©.

0
B) SuPgeqo ) 7(0) = 1 - D).
c) SUPge(6y,00) (1-m(0)) =1.

o — 0o—0+c 6o—0—c
c=Z0 7 (1-a/2), m(f)=1-d("27E) + O(7=¢), —0 <0 <.
Supondremos un modelo normal para el consumo de agua con media desco-
nocida @ y varianza conocida o2 = (2000)2. Llevaremos a cabo la prueba de
hipotesis
Hy: 0 =20,000 ws Hy:60 % 20,000.

Los datos proporcionados corresponden a los valores de una muestra aleatoria
de tamano n = 15, y haciendo el promedio de estos valores se obtiene una
media muestral & = 20546.2. La estadistica de prueba toma entonces el valor

T — 0 20546.2 — 20000

o= 0 — 1.0577.

o/\/n 2000/+/15
Por otro lado, tomando o« = 0.1, de la tabla de probabilidades de la distribu-
cién normal se encuentra que z,/, = 1.65. Como no se cumple la condicién
|z0] = 242, la estadistica de prueba Zy cae fuera de la regién de rechazo y,
por lo tanto, no se rechaza la hipétesis H, es decir, no existen evidencias
para afirmar que el consumo de agua por casa en la zona de estudio haya
cambiado.

Para contestar a esta pregunta podemos llevar a cabo la prueba de hipdtesis
H0101—02=O VS H1101—927'50,

en donde #; corresponde a la media de la poblacion de mujeres, y 65 a la
media de la poblaciéon de hombres. Con lo datos recabados la estadistica de
la prueba toma el valor

Con a = 0.10 se tiene que z,/, = 1.65. Entonces |z| = Zas2 Y PO lo tanto
se rechaza la hipdtesis nula, es decir, las poblaciones de hombres y mujeres
muestran tiempos promedios diferentes para terminar la prueba escrita.
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285.

286.

287.

288.

289.

290.

La region de rechazo es € = {(x1,...,2n) : x1 + -+ + 2, = ¢}, en donde ¢
es el entero més pequeno tal que P(Zy = ¢) < a, con Zy ~ bin(n, ). La
probabilidad del error tipo Il es 8 = P(Z; < ¢) con Z; ~ bin(n, 6;).

La region de rechazo es € = {(z1,...,2n) : ©1 + -+ + z, = ¢}, en donde ¢
es el entero més pequeno tal que P(Zy > ¢) < a, con Zy ~ bin(nk, ). La
probabilidad del error tipo Il es § = P(Z; < ¢) con Z; ~ bin(nk, 6;).

La regién de rechazo es ¢ = {(x1,...,2,) : 1+ -+, = ¢}, en donde ¢ es
el entero mas pequeno tal que P(Zy = ¢) < a, con Zy ~ bin neg(n, fp). La
probabilidad del error tipo Il es 8 = P(Z; < ¢) con Z; ~ bin neg(n, 61).

La regién de rechazo es € = {(x1,...,2n) : 1 + -+, < ¢}, en donde ¢
es tal que P(Zy < ¢) = a, con Zy ~ gama(n, fy). La probabilidad del error
tipo Il es B = P(Z; > ¢) con Z; ~ gama(n,6;).

El procedimiento es andlogo al caso cuando o2 es conocida. La regién de
rechazo es nuevamente ¢ = {(x1,...,z,) : T = c}, en donde c es tal que

a = P(X=c|0=06)
X — (90 < Cc — (90
S/n = S/\/n

0—90
P(Zy = W),

en donde Zj tiene distribucién ¢(n — 1). La probabilidad de cometer el error
tipo II es

= P )

5 = P(X<C|(9=(91)
)_(—01 0—91
= PUsim < s
P(Zl<%),

en donde Z; tiene distribucién t(n — 1).

La regién de rechazo es € = {(z1,...,2,) : D (x;i — u)*> = ¢}, en donde ¢

es tal que P(Zy > c¢/o?) = a, con Zy ~ x?(n). La probabilidad del error tipo
Mes B=P(Zy <c/o}).
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