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Capitulo 1

El modelo individual
y el modelo colectivo

En este capitulo se presenta una introduccién al esquema del seguro y al
concepto general de riesgo. Se presentan ademas las perspectivas individual
y colectiva para modelar el riesgo correspondiente al conjunto de reclama-
ciones que afronta una compania aseguradora. Se estudian también algunas
propiedades y relaciones entre estas dos perspectivas. FEn el resto del texto
se adopta el modelo colectivo como modelo fundamental.

1.1. Introduccién

El término riesgo tiene muchas acepciones dependiendo del area de estudio
que se trate y en términos imprecisos puede definirse como la posibilidad
de experimentar ciertos eventos de interés y las consecuencias derivadas de
dichos eventos. Los riesgos pueden tener un sentido positivo o negativo, pero
en general tienen una connotacién de pérdida. El objetivo es identificar los
riesgos, ponderarlos con base en sus consecuencias, decidir la aceptaciéon o
no de los mismos y tomar provecho de su existencia. Por lo tanto no se
trata necesariamente de evitarlos o de protegerse contra ellos. El quehacer
cotidiano del hombre, ya sea en el ambito personal o profesional, implica
necesariamente y a cada momento hacer frente a ciertos riesgos, y ello puede
tener consecuencias no deseadas, pero también puede ofrecer oportunidades.
Por ejemplo, el comprar un boleto de loteria conlleva el riesgo de perder el
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importe pagado por el boleto, pero al mismo tiempo la posibilidad de ganar
una gran cantidad de dinero. Cada uno de nosotros pondera estas dos posi-
bilidades de manera distinta y toma una decision al respecto. Otro ejemplo
en donde es evidente la evaluacién (a veces inconsciente) de los riesgos es
cuando una persona decide viajar en avién. En este caso se considera pri-
mordial la rapidez y comodidad del viaje, y se desdena convenientemente
cualquier posibilidad de accidente.

Como hemos mencionado, el término riesgo se define de manera distinta
dependiendo de la disciplina de estudio. En ingenieria, por ejemplo, puede
definirse el riesgo como el producto de la probabilidad de que un evento no
deseable ocurra y el dano esperado debido a la ocurrencia del evento, es de-
cir, Riesgo=(Probabilidad de un accidente)x (Danos como consecuencia del
accidente). En finanzas puede definirse el riesgo en términos de la variacién
o volatilidad de una inversién, o también como la posible pérdida en una
inversién; en general, se considera que una inversién en la bolsa de valores
(tasa de interés variable) es mds riesgosa comparada con una inversién en un
banco (tasa de interés fija). Finalmente, en seguros, el riesgo puede definirse
como el monto de las reclamaciones totales de los asegurados. Veremos a
continuacién con més detalle este ltimo caso pues es al que estan dirigidos
principalmente los modelos mateméticos que estudiaremos.

A grandes rasgos, la forma en la que opera un seguro es la siguiente: un
grupo de personas reconocen que estan expuestas a sufrir algin tipo de
siniestro en sus bienes o en sus personas, y que dichos siniestros pueden
causarles consecuencias irreparables, como la pérdida de sus vidas, o bien,
pérdidas econémicas considerables. Al contratar un seguro (es decir, firmar
una pdliza de seguro), cada una de estas personas paga por adelantado una
cantidad de dinero (generalmente pequena) llamada prima a una compania
aseguradora, quien se compromete a resarcir monetariamente a todas aque-
llas personas aseguradas que sufrieron algin siniestro durante el tiempo de
vigencia del seguro y segun las condiciones especificadas en la pdliza del
seguro. De esta manera, aunque no se conozca de manera individual a las
personas que sufriran un siniestro, el capital obtenido de manera colectiva
debe ser suficiente para solventar los gastos de los siniestros individuales
que se presenten. Es claro que bajo este mecanismo las pérdidas econémicas
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individuales se distribuyen en la poblacién entera de asegurados logrando
asi garantizar la sobrevivencia financiera de todos ellos. Naturalmente, para
que tal mecanismo de asistencia colectiva sea factible, se deben cumplir
varias condiciones, entre ellas, es necesario que el niimero de asegurados sea
suficientemente grande, que se establezcan con precisién las caracteristicas
de los siniestros a considerar y que exista buena fe de ambas partes para
respetar los acuerdos pactados. Es claro también que el niimero de sinies-
tros, los momentos en los que éstos se presentan, asi como el monto de las
reclamaciones son variables desconocidas dependientes del azar, y que los
modelos de la teoria de la probabilidad podrian ser de alguna ayuda en su
estudio. En efecto, en las siguientes paginas estudiaremos algunos modelos
matematicos que han ayudado a entender y controlar en alguna medida el
aspecto aleatorio de ciertas variables relevantes en los seguros.

1.2. Modelo individual

Suponga que se tiene un portafolio de n pdlizas individuales de seguros
validas por un ano como se muestra en la Figura 1.1.

Péliza 1 Péliza 2 Péliza n

Figura 1.1

Sea p; la probabilidad de que el j-ésimo asegurado no efectie ninguna recla-
macion durante el tiempo de vigencia del seguro, y sea ¢; la probabilidad
de que se observe exactamente una reclamacion. Suponga que la igualdad
pj + ¢; = 1 se cumple, ello significa que no puede haber mas de una recla-
macion por cada asegurado. Tal situacién puede corresponder, por ejemplo,
a los seguros de vida. Defina la variable aleatoria

D { 1 si hay reclamacion en la pdliza 7,
;=

0 si no hay reclamacion en la pédliza j.
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Claramente D; tiene distribucién Bernoulli con pardmetro g;. El uso de la
letra D viene del término en inglés Death. Observe que el ntimero total de
reclamaciones esta dado por la variable aleatoria N = Dy +---+ D,,. Ahora
suponga artificialmente que cada podliza efectiia una reclamacién, y sea la
variable aleatoria C'; > 0 el monto de la reclamacién efectuada por la pdliza
7. Debido a que los siniestros pueden presentarse con caracteristicas distintas
y ello puede derivar en distintos montos de reclamacién, consideraremos
de manera general a C; no como una constante sino como una variable
aleatoria. La letra C proviene del término en inglés Claim, que se traduce en
espanol como reclamacién. La verdadera reclamacion de la péliza j estd dada

por el producto
D.C C; siDj;=1,
Tl 0 siDj=0.
Observe que esta variable aleatoria puede ser mixta, es decir, no ser continua
ni discreta. Véase la Figura 1.2(b) en donde se muestra una posible gréfica

de la funcién de distribucion de esta variable aleatoria. De esta forma se
considera como datos en este modelo la coleccién de vectores aleatorios:

(Dlacl)a sy (Dnvcn)a

los cuales supondremos independientes. Consideraremos ademads que las va-
riables D; y C; también son independientes entre si.

Definicion 1.1 El monto de reclamaciones agregadas, o también llamado
agregado de reclamaciones, en el modelo individual, es la variable aleatoria

n
8 = > D;C;. (1.1)
j=1
en donde Dy, ..., D,,C4,...,C, son variables aleatorias independientes con

C; > 0y Dj con distribucién Ber(g;).

La variable aleatoria S es el monto que afronta una compania aseguradora
por concepto de reclamaciones durante el periodo completo del seguro. La
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ecuacién (1.1) representa el modelo individual para una poéliza de seguros
de las caracteristicas sefialadas. El modelo tiene este nombre pues supone
conocer las probabilidades de reclamacién y posible monto de reclamacién
de todos y cada uno de los asegurados de manera individual. Una posible
desventaja de este modelo es que presupone que el nimero de asegurados
en la cartera se mantiene constante durante todo el tiempo de vigencia del
seguro. Desde el punto de vista matematico, y también desde la perspectiva
del negocio del seguro, nuestro objetivo es conocer las caracteristicas de la
variable S, a la cual llamaremos riesgo.

Notacién
Fj(z) Funcién de distribucién de D;C;}
Gj(x) Funcién de distribucién de C}

Usando esta notacion, la funcién de distribucién F(z) del riesgo S adquiere
la siguiente expresién en términos de convoluciones: F(z) = (Fy*---+F),)(x),
sin embargo esta expresion es un tanto dificil de calcular justamente debido
a las convoluciones y no la utilizaremos con frecuencia. Por otro lado, es
inmediato comprobar que las funciones Fj(x) y G;(x) guardan la siguiente
relacién.

1-¢i(1-Gj(x)) si =0,

Proposicién 1.1  Fj(z) = { 0 G 7 <0

Demostracion. Para cualquier nimero real x > 0,

Fj(z) = P(D;C;
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Fj(x) Fj(x)
| R —_— T
—0
*—0
1—qj¢—o 1—gj /
T z 7 z
(a) (b)
Figura 1.2

En la Figura 1.2 se muestran gréficas de la funcién de distribucién Fj(z) en
dos casos: uno cuando Gj(x) es discreta y otro cuando Gj(x) es continua.
Denotaremos también por Mx(¢) a la funcién generadora de momentos de
una variable X, cuando exista. Como primeros resultados generales presen-
tamos a continuacion algunas caracteristicas de S.
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Demostracion.

1. Por la hipétesis de independencia,

=Z (D;Cy) =2 j)=2qJ’EC
o j=1

J=1
2. Primeramente tenemos que

Var(D;C;) = E(D;C?)— E*(D;Cy)
= GE(C) — ¢ E*(C))
= g;[Var(Cy) + E*(C))] — ¢;E*(C))
= q;Var(Cy) + 4;p; E*(Cy).

Por lo tanto,

Var(S)ziVar(DjC i [ Var(C;) + p; E*(C;) .
j=1 j=1

3. Nuevamente condicionando sobre el valor de D,

Mp,c;(t) = E(ePi%)
= E(!Pi% | D; = 0)P(D; = 0)
+ E(e!Pi% | D; =1)P(D; = 1)
= pj+qiMc,(t)
= 1—¢;(1—Mcg,(1)).

4. Esta igualdad se sigue directamente de la anterior usando la hipdtesis
de independencia.

Puede considerarse que la variable S tiene una distribucién binomial genera-
lizada en el siguiente sentido: se tienen n ensayos independientes Bernoulli,
en donde la probabilidad de éxito en el ensayo j es g; y el valor asociado
al resultado éxito no es 1 como en el esquema usual sino el monto C; > 0.
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Puede comprobarse que cuando g; es constante ¢ y los montos C; son todos
iguales a 1, la variable S tiene distribucién bin(n, q), y las férmula generales
demostradas para S se reducen a las de esta distribucién. Al respecto véase
el ejercicio 15.

Es también interesante observar que aunque inicialmente el modelo indivi-
dual de riesgo que hemos presentado puede aplicarse a esquemas de seguros
en donde hay como maximo una reclamacién por pdliza, esta Unica recla-
macién puede considerarse como el monto total conformado por la suma
de varias posibles reclamaciones efectuadas por una pdliza a lo largo del
periodo de vigencia del seguro. De este modo el modelo individual puede
también aplicarse al caso de reclamaciones miltiples. En cualquier caso, los
datos que deben tenerse o estimarse estadisticamente para aplicar el modelo
individual a una situacién real son el niimero de asegurados n, las probabi-
lidades de reclamacion qi, g2, . . -, gn, ¥ las distribuciones de probabilidad de
los montos C1,Co, ..., C,.

Aproximacion normal

Cuando n es grande y el portafolio de asegurados es homogéneo en el sen-
tido de que las variables D;C; son idénticamente distribuidas con segundo
momento finito, puede usarse el teorema central del limite para aproximar
la distribucion de S mediante la distribucién normal, es decir,

S — E(S) - x — E(S)
Var(S)  +/Var(S)
x—E(S))
Var(S) "

)

~ P

Esta aproximacion puede ser adecuada para ciertos riesgos pero tiene la
desventaja de que asigna una probabilidad positiva al intervalo (—co,0),
lo cual no es consistente con el hecho de que S > 0. Sin embargo, da-
do que la distribucién N(u,0?) se concentra principalmente en el intervalo
(b — 4o, + 40), cuando la esperanza y la varianza de S son tales que
E(S) — 44/Var(S) = 0, la probabilidad asignada a la parte negativa del eje
es realmente pequena, ello alivia un poco el hecho de que esta distribucién
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no tenga soporte en el intervalo [0, 00). Tal vez la situacién mas comprome-
tedora sea que la funcién de densidad normal decae muy rapidamente pues
existen riesgos cuyas funciones de densidad no cumplen con tal caracteristi-
ca. Mas adelante mencionaremos esta propiedad de las distribuciones de los
riesgos en términos de colas pesadas y ligeras.

En la siguiente seccién encontraremos una forma recursiva para calcular
la funcién de probabilidad de S cuando el monto de las reclamaciones se
modela mediante una variable aleatoria discreta.

1.3. Formula de De Pril

Presentamos a continuacién la formula de De Pril. Este resultado fue de-
mostrado por Nelson De Pril [12] en 1986 y proporciona una expresién
exacta, aunque recursiva, de la distribucién de probabilidad de un riesgo en
el modelo individual. La férmula es bastante general aunque presupone que
las reclamaciones toman los valores en el conjunto {1,2,...}. Este supuesto
no es realmente una restriccion fuerte, pues en la practica el pago de si-
niestros se realiza siempre usando alguna unidad monetaria. Por otro lado,
la féormula que encontraremos permite que los riesgos a asegurar no sean
homogéneos, sin embargo, estaran determinados a priori, es decir, seran de-
terministas y fijos. Para establecer la formula de De Pril es necesario dividir
el portafolio de n asegurados de acuerdo con la tasa de mortalidad y la
suma asegurada. Denotaremos por n;; al nimero de asegurados que tienen
probabilidad de reclamacion g; y monto de reclamacion 7, en donde ¢ toma
valores en {1,2,...,I} y jen {1,2,...,J}. De esta forma se tiene la tabla
de la Figura 1.3 en donde la suma de las entradas es n, es decir,

n=2 0, nij
i=1j=1

Denotaremos por Y;; el monto real reclamado por un asegurado cuya pro-
babilidad de reclamacién es ¢; y posible monto reclamado i, es decir,

V. ¢ con probabilidad g;,
Y1 0 con probabilidad 1 — g;.

En los siguientes calculos haremos uso de la funcién generadora de probabi-
lidad. El lector encontrara en el Apéndice (pagina 249) un recordatorio de
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Probabilidades de reclamacién

[ [e [ Tal ][]
1 nll n12 .« . PR PR n]_J
Monto 2 n21 n22 .. P . e n2J
de la
reclamacion | [ [y niy
I \|np|n2 |- | ngg |- | nig
Figura 1.3

esta funcién y de algunas de sus propiedades.

Demostracion. La funcién generadora de probabilidad del monto recla-
mado Yj; por un asegurado con probabilidad de reclamacién ¢; y monto
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reclamado i, es '

E(t"9) = (1 - g;) + g;t".
Por lo tanto, usando la hipdtesis de independencia, la funciéon generadora
de probabilidad de la cartera completa es

o0 I

J
G(o) = B%) = 35 "0 = HH (1 g5 +qst)™,

en donde g, = P(S = r). Tomando logaritmo y después derivando,

I J
ImG(t) = > Y nijIn(l — g5 + g;t).

i=1 j=1
d G'(t) L igitt 1
—InG(t) = = n J
dt Q G(t) ;E Y1 —q; + gt
Por lo tanto,
L 1q;t"
tG'(t) = G() n
z; JZ:—1 T1-qj+qt!
I J i )
q;t Gt
= G(t))) dinyi (1+ )
i=1 j=1 1 =g 1 —gj
I J q ¢ 0 gt
= G(t))) dinyi T > 1)k_1(1i )<
i=1 j=1 % = 4

en donde hemos usado la expansién (1—z) 1 = 37 2, valida para |z| < 1.
Por lo tanto, para valores suficientemente pequenos de t,

I
tG'(t) Z Z nj i i kil(%)ktik. (1.2)
— 4

i=1 j=1 k=1

Defina ahora la funcién

h(i, k) 1)k= IZnU
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La doble suma respecto de los indices j y k£ que aparece en la expre-
sién (1.2) es absolutamente convergente en cualquiera de los dos 6rdenes
que se efectiien estas sumas y el resultado es el mismo. Por lo tanto, es vali-
do el intercambio en el orden de estas sumas y la expresién anterior puede
escribirse como sigue:

I o
tG'(t) = G(t) Y > t* h(i, k

=1 k=1

Sustituyendo las expresiones para G'(t) y G(t) en sus correspondientes series
de potencias se obtiene

0 0 I o
Z rt" g, = Z t" gy Z Z t* h(i, k).
r=1 r=0 i k=1

Para x > 1, el coeficiente de t* en el lado izquierdo es xg,., mientras que en el
lado derecho es la suma de los términos g,_;xh(i, k), para aquellos valores de
1y k tales que 1 < ik < z. Se pueden primero establecer los posibles valores
para ¢ de la siguiente forma: i = 1,...,z A I y por lo tanto los valores para
Esonk=1,..., /i ,endonde z A I es el valor minimo entre x e I,y x/i
es la parte entera del cociente z/i. Igualando estos coeficientes se tiene que

xnl x/zj

Z ng zkhlk

i=1 k=1

De esta forma se llega a la siguiente expresién, para x > 1,

x/\I |z /i

Z Zgz zkhlk

'lel

Por otro lado, como S = 0 sélo cuando ningiin asegurado efecttia ninguna
reclamacion, para x = 0 se tiene que

I J
= H(l _qj)nij7

i=1j=1
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Para un mejor entendimiento de la férmula recursiva de De Pril [i] escribire-
mos a continuacion de manera explicita los primeros términos de este de-
sarrollo.

I
go = Hn(l—%’)n”

i=1j=1

g1 = goh(1,1)

2 = 5 (lh(1,2)+h(2 D]+ gih(1,1))

g = 5 (90[h(13)+ (3, 1]+ 1 [2(1,2) + A2 D]+ g2h(1,1))

Ejemplo 1.1 Para los datos que se muestran en la tabla de la Figura 1.4
en donde se tienen 48 pdlizas de sequros con las probabilidades de recla-
macion y los montos de reclamaciones indicados, la correspondiente funcion
de densidad para este riesgo es la que se muestra en la Figura 1.5. En el
apéndice se encuentra el cédigo en R de una implementacion de la formula
de De Pril [i]. Debe tenerse cuidado en la implementacion numérica de
esta formula, pues dado su cardcter recursivo y que algunas de las probabi-
lidades involucradas pueden ser muy pequenias, pueden generarse resultados
incorrectos debido al inevitable redondeo de cifras en una computadora.

Probabilidades de reclamacion

[i\q ][ 0.03]0.04 ] 0.05 |

M 1 1 3 1
dorito 2 3 | 5 | 4
el 3 5 3 1
reclamacion
4 2 2 6
5 2 3 4
Figura 1.4

La férmula que hemos denominado de De Pril [i] y que se encuentra ex-
presada en el contexto de un portafolio de asegurados individuales, puede
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Gz

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 1.5

escribirse como un resultado tedrico de la teoria de la probabilidad. Este
resultado es el contenido de la siguiente proposicién. La férmula tiene una
expresion mas simple y la demostracion sigue los mismos lineamientos que
la que hemos presentado, sin embargo, escribiremos nuevamente los detalles
de la prueba en esta version simplificada.
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Demostracién. Primeramente observemos que el evento (S = 0) ocurre si
y solo si todos los sumandos de S son cero, de modo que por independencia,

g0 = (fo)™.

Ahora veamos la forma de obtener la férmula recursiva. Sean Px(t) y Ps(t)
las funciones generadoras de probabilidad de las variables discretas X y S
respectivamente, es decir,

Px(t) = E(tY) = Y t* fi,
k=0
Ps(t) = E(t%) = )]

Por independencia e idéntica distribucién, Pg(t) = [Px(t)]™. Derivando
respecto de t,
Ps(t) = n[Px ()] " Px(t).

Multiplicando ambos lados por t Px (t),
Px(t)t Ps(t) = n Ps(t)t Px(t),

que en términos de sumas se escribe como sigue

0 ) 0 0 0 )
DI Ykt g =n > g Y5t £
§=0 k=0 j=1

El siguiente paso es identificar el coeficiente del término t* para x > 1 en
cada lado de la ecuacién. Por ejemplo, para el lado izquierdo el coeficiente
es el término f; k g;, para todos aquellos valores de j > 0 y k =1 tales que
j + k = z. Esta doble suma puede escribirse como Z i f] (x —7) go—j. De
manera similar se encuentra el coeficiente del lado derecho Igualando estos
coeficientes se llega a la identidad

Z T—J f]gx ]—nZ]f].gx —j-

7j=1
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Separando el primer sumando del lado izquierdo y anadiendo en esa misma
suma el término correspondiente a j = x, que es cero, se obtiene

x x
foge + D, (x = 3) fi ey =1 D 5 fi Gumj-
j=1

j=1

Finalmente se despeja el término g, para llegar a la férmula anunciada,
I & jn+1)
foq” =

Los primeros términos de la férmula de De Pril [ii] se muestran a continua-
ciom.

g0 = (fo)"

o= i) = () A

o= Cg o) = (5) WP G2 (1) o
g3 = ;O(n32f192+2n31f291+nfsgo)

- () wr e+ 2 () mner+ (1) o

Observe que las expresiones simplificadas tienen una interpretacién natural
en términos combinatoriales. Por ejemplo, la expresién para gs involucra dos
situaciones: la primera cuando dos sumandos distintos de .S toman cada uno
el valor 1 y el resto toma el valor 0, y la segunda situacién cuando uno de
los sumandos toma el valor 2 y el resto es 0. Los coeficientes binomiales dan
cuenta de las distintas formas en las que se pueden presentar estos arreglos.

Ejemplo 1.2 Sean X1, Xo, X3 variables aleatorias independientes con idénti-
ca distribucion dada por la tabla que aparece abajo y cuya grdfica se muestra
en la Figura 1.6(a). Usando la formula de De Pril [ii] encontraremos la dis-
tribucion de S = X7 + Xo + X3.
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fillo5[02]03

fj 9z
1/2 1/2 +
al j ol .
01 2 0123456
(a)
Figura 1.6
Observe que la variable suma puede tomar cualquiera de los valores0,1,...,6.

Usando la misma notacion que en la formula de De Pril se muestran a con-
tinuacion los cdlculos para encontrar la funcion de probabilidad de S y la
grafica correspondiente aparece en la Figura 1.6(b).

g = (fo)®=0.125,
1
g1 = —(3flgo) =0.15,
fo
1
g2 = %(f191+3f290) = 0.285,
= 1l s Sha) =088
g3 = f031g2 3291—- s
1
gs = —(f2g2) = 0.171,
fo
1 1 3
— (-2 = fags) = 0.054
g5 fo( 5f194+5f293) 7
1 1 1
- —(—= = fogs) = 0.027.
96 fo( 3f1g5+ 3f294)

En la seccién de ejercicios el lector puede encontrar algunas aplicaciones de
la férmula de DePril [ii] para obtener la funcién de probabilidad de variables
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aleatorias que pueden construirse como sumas de variables discretas con
distribucién conocida, por ejemplo, las distribuciones binomial y Poisson.

1.4. Modelo colectivo

Considere un conjunto de un ndmero no determinado de contratos de se-
guros con vigencia en un periodo de tiempo [0,7]. Este periodo puede co-
rresponder a un ano por ejemplo. Sea N la variable aleatoria que denota
el nimero de reclamaciones ocurridas en este intervalo y sean las variables
positivas Y7,..., Yy los montos de estas reclamaciones. Graficamente una
posible realizacién de tal esquema se muestra en la Figura 1.7.

Figura 1.7

Consideraremos que el nimero de reclamaciones y los montos de éstas son
variables aleatorias independientes. Mas atn, supondremos que las recla-
maciones mismas son independientes entre si y que comparten la misma
distribucién de probabilidad.
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Observe que cada sumando es una variable aleatoria y que el nimero de
sumandos es también aleatorio. Observe ademéas que S puede ser una va-
riable aleatoria mixta, es decir, no ser discreta ni continua, pues cuando los
montos de las reclamaciones Y son variables continuas estrictamente posi-
tivas, la variable S puede tomar el valor 0 con probabilidad P(S = 0) =
P(N =0) > 0, y puede ademds tomar cualquier valor en el intervalo (0, o).
La ecuacién (1.3) representa el modelo colectivo para un contrato de se-
guros, cuyas posibles realizaciones como funcién del tiempo tienen la forma
de la grafica de la Figura 1.8.

S(t)
$ Vs
[ S
$Ys:
$V;
: T T t
Figura 1.8

A la funcién de distribucién de cada reclamacién Y la denotaremos por la
letra G. Se asume naturalmente que G(0) = 0, ello equivale a decir que la
variable Y es positiva. Adicionalmente usaremos la abreviacion:
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En particular se escribe p en lugar de py = E(Y'). Nuevamente el problema
central es encontrar la distribuciéon de probabilidad de S, la cual depende
de la distribucién de Y y de N. Un primer resultado general al respecto
es el que aparece a continuacién. Antes de enunciarlo recordemos que la
0-convolucién de una funcién de distribucién G se define como

G*O(x)z{ 1 siz>=0,

0 sixz<O.

Demostracion.

F(z) = Y P(S<xz|N=n)P(N=n)
n=0

Algunas caracteristicas numéricas de la variable S se muestran a continua-
cién.
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Demostracion.

1. Condicionaremos sobre el valor de N y después usaremos la hipdtesis de
independencia. El resultado del cédlculo es el mismo cuando la variable N
inicia en el valor 0 o en el valor 1.

0 N

E(S) = Y E(}YjIN=n)P(N =n)
n=0 7=1

= N EQYIN=m PN =)
n=0 j=1

Il
18

3
5
=
=
=

Il
S

I
E
&
=
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2. Nuevamente condicionando sobre el valor de N

D8
=
M=
<
=
|
3
)
=
Il
3

E(S%) =

3
Il
o
<
Il
_

I
s
=

[SGE
=
B

I
S
!

=2

I
S

n=0 7=1

= Y E((),Y)’) P(N =n)
n=0 7=1

= Y [ DB+ Y B0 | PN =n)
n=0 j=1 j k=1

Observe que segunda suma es nula cuando n = 0 y a su vez la tercera suma
se anula cuando n = 0 o 1. Asi, por la idéntica distribucién tenemos que

E(S?*) = i nE(Y?)P(N =n) + i n(n —1) E%(Y) P(N = n)

3. Por las formulas anteriores,

Var(S) = FE(S%) — E*(S)
N)E(Y?) + E(N(N — 1)) E*(Y) — E*(N) E*(Y)

(
(

EWN)[E(Y ) E*(Y)]+ [E(N?) = E*(N)] E*(Y)
( )-
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4. De manera andloga a los dos primeros incisos,

E(erM+H+YN) | N = n) P(N = n)

18

Ms(t) =

3
Il
o

E(erMit+Ya)y p(N = p)

I
18

3
Il
o

I
18

(My ()" P(N = n)
0

= B((My(t)")

_ E(eNln(My(t)))

= My(In(My(%)))-

3
|

Véase la seccion de ejercicios para los terceros momentos de S. Considera-
remos a continuacion algunos casos particulares del modelo colectivo.

Modelo binomial compuesto

Cuando el ntimero de reclamaciones N tiene una distribucién bin(n,p) se
dice que el riesgo S tiene una distribuciéon binomial compuesta, y se escribe
S ~ bin comp(n,p, G), en donde G es la funcién de distribucién de cada
sumando en la definiciéon de S. Bajo esta hipdtesis se tienen los siguientes
resultados.
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Estas expresiones se siguen facilmente de las formulas generales demostradas
antes, basta recordar que si N tiene distribucién bin(n, p), entonces E(N) =
np, Var(N) = np(1 — p), y My(t) = (1 — p + pe')™. Véase la seccién de
ejercicios para los terceros momentos de este modelo. Observe que en este
caso se tiene una cota superior para el nimero de reclamaciones que pueden
efectuarse.

Modelo binomial negativo compuesto

Cuando el nimero de reclamaciones N tiene una distribucién binomial ne-
gativa se dice que el riesgo S tiene una distribucién binomial negativa com-
puesta. Esto es, si N ~ bin neg(k,p), entonces S ~ bin neg comp(k, p, G),
donde nuevamente G hace referencia a la funcién de distribuciéon de cada
sumando de S. En este caso se cumple lo siguiente.

Proposicién 1.7 Si N tiene distribucion bin neg(k,p), entonces
a) E(S) =k(1/p —1)p.
b) B(S?) = K(1/p— 1)[a + (k + 1)(1/p — 1p?].
¢) Var(S) = k(1/p— 1)[p2 + (1/p — 1)p?].

k
p
d) Ms(t) = (1_ (1_p)My(t)) '

Para encontrar estas férmulas es suficiente recordar que si N tiene distribu-
cién bin neg(k,p), entonces E(N) = k(1 — p)/p, Var(N) = k(1 — p)/p?, y
My (t) = [p/(1—(1—p)et)]*. En la seccién de ejercicios se presenta el tercer
momento de este modelo. En el caso particular cuando k = 1, la distribucién
de N se reduce a la distribuciéon geométrica de parametro p y se dice que S
tiene distribucion geométrica compuesta.
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Modelo Poisson compuesto

Cuando el ntimero de reclamaciones N tiene una distribuciéon Poisson se
dice que el riesgo S tiene una distribucién Poisson compuesta, y se escribe
S ~ Poisson comp(\,G), en donde A es el pardmetro de la distribucién
Poisson y G es la funcién de distribucién de cada sumando de S. Para este
modelo se tienen los siguientes resultados.

Proposicién 1.8 Si N tiene distribucion Poisson(\), entonces
a) E(S) = \p.
b) E(S?) = Aus + A2
c) Var(S) = Aua.
4) Ms(t) = exp [A(My (t) - 1)].

Nuevamente estas expresiones son consecuencia de las férmulas generales
demostradas antes, y del hecho de que si N tiene distribucién Poisson(\),
entonces E(N) = A, Var(N) = \, y My(t) = exp(\(ef—1)). Véase la seccién
de ejercicios para los terceros momentos de este modelo. Observe que el
parametro A y la distribucién de la variable Y determinan por completo al
modelo Poisson compuesto. Estudiaremos con més detalle este modelo en
la siguiente seccién.

1.5. Modelo colectivo Poisson

En esta seccién retomamos el caso cuando el niimero de reclamaciones en
el modelo colectivo sigue una distribucién Poisson. Primeramente explicare-
mos la forma en la que se puede obtener un modelo colectivo Poisson a
partir del modelo individual. Después mostraremos cémo este modelo Poi-
sson compuesto aproxima al modelo individual. Finalmente estudiaremos
algunas propiedades interesantes y ttiles del modelo colectivo Poisson.
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Modelo Poisson compuesto asociado al modelo individual

Considere el modelo individual de riesgo S = Z?:l D;Cj, junto con la
notacién e hipdtesis correspondientes. El superindice i indica que se trata
de un modelo individual. A partir de este modelo se construye a conti-
nuacién un modelo colectivo con distribuciéon Poisson compuesta. Para ello
recuerde que Unicamente se necesita establecer el valor del pardmetro A de
la distribucién Poisson y la funcién de distribucién G(x) del monto de las
reclamaciones. Sean entonces

A = qu, (1.4)

vy Gl) = ZXJ (L5)

en donde Gj(x) es la funcién de distribucién de la variable C;. Haremos
algunas observaciones sobre estas definiciones.

a) Mediante la primera igualdad se establece que el nimero esperado de
reclamaciones en ambos modelos es el mismo.

b) En la segunda ecuacién se define a la funcién de distribucién de
una reclamacion en el modelo colectivo como el promedio pondera-
do de las funciones de distribucién del monto de todas las reclama-
ciones en el modelo individual, siendo las ponderaciones los factores
q1/A, .., qn/A. Como estos nimeros conforman una distribucién de
probabilidad, el promedio resulta ser una funcién de distribucién. Ob-
servamos que al agregar los distintos tipos de riesgo C; del modelo
individual para formar el modelo colectivo con reclamaciones Y; inde-
pendientes e idénticamente distribuidas, se pierde el comportamiento
individual de los riesgos. Asi, en la proporcién en la que el j-ésimo
riesgo individual se agrega, esto es g;j/A, asi es su contribucién en la
funcién de distribucion de las reclamaciones en el modelo colectivo.

De esta forma se construye el modelo colectivo S¢ = ZJ 1 Y, al cual lla-
maremos modelo colectivo Poisson compuesto asociado al modelo individual,
en donde el superindice ¢ indica que se trata de un modelo colectivo. Para
este modelo particular se cumplen las siguientes igualdades:
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FEstas expresiones se siguen directamente de resultados previos acerca del
modelo Poisson compuesto y de las igualdades (1.4) y (1.5). Por ejemplo,
usando integrales de Riemann-Stieltjes (véase el Apéndice que aparece al
final del texto), el k-ésimo momento de una reclamacién del modelo S° es,

E(Y’“)—L Y dG(y Zqﬂf YR dG(y :Z%E

7j=1

De manera andloga se verifican las otras identidades. A modo de compara-
cién se tiene que E(S") = E(S¢), mientras que Var(S") < Var(S°).

El modelo Poisson compuesto asociado como limite
del modelo individual: primera argumentacion

Sea S° el riesgo en un modelo individual y sea S€ el riesgo del modelo colec-
tivo Poisson compuesto asociado. Demostraremos que este modelo colectivo
puede ser obtenido como un proceso limite en el modelo individual. Con-
sideremos entonces el modelo individual junto con la notacién e hipdtesis
usuales. Por resultados previos sabemos que

MSZ H + q; MC ) 1)]

Sea k un entero positivo cualquiera. De manera artificial y tedrica se constru-
ye ahora un nuevo portafolio de asegurados con las siguientes caracteristicas:



28 1. EL MODELO INDIVIDUAL Y EL MODELO COLECTIVO

cada poéliza j de las n originales se reemplaza por k subpdlizas idénticas, en
cada una de las cuales la probabilidad de reclamacién se define como ¢;/k, y
la funcién de distribucién del monto de una reclamacioén es la misma G;(y).
Véase la Figura 1.9. En consecuencia, el portafolio consiste ahora de kn
subpolizas en donde la probabilidad de reclamacién en cada una de ellas es
menor. No es de sorprenderse entonces que al hacer k tender a infinito se
obtenga un modelo Poisson.

Subpéliza 1

Figura 1.9

De este modo, si S,i denota el riesgo asociado al portafolio modificado,
entonces se tiene que

M (0 = TT0+ 2 (M, () = 1)]*.

Se hace ahora tender k a infinito y usando el resultado ka (14 xz/k)* =e”
—00

se obtiene

lim Mg (t) = H exp [ q; (Mg, (t) —1)]

k—o0 ’lf i=1
= exp[ D] qiMe,(t) — A
j=1
— exp[AMy (1) — 1)]
— Mse(t).

Puesto que la convergencia de funciones generadoras de momentos es equi-
valente a la convergencia en distribucién de las correspondientes variables
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aleatorias, se obtiene entonces que el modelo colectivo Poisson compuesto
asociado es el limite en distribucién del modelo individual cuando el niimero
de pdlizas crece y las probabilidades de reclamaciéon son cada vez mas
pequenas. Asi, el argumento presentado en esta seccién justifica el uso del
modelo Poisson compuesto en el caso cuando el portafolio es grande y las
probabilidades de reclamacion son pequenas. Para reforzar esta idea, el ar-
gumento informal que presentamos en el siguiente parrafo también favorece
al modelo Poisson compuesto bajo las condiciones limites mencionadas.

El modelo Poisson compuesto asociado como limite
del modelo individual: segunda argumentacién

Recordemos nuevamente que la funcién generadora de momentos del riesgo

St es .
Mgi(t) H +qj(Mc, (t) — 1)].
Observemos que el término g; (MCJ. (t)—1) es pequeno para valores pequenos

de t. Usando la férmula In(1+ ) = z — 22/2 + 23/3 + - - -, se puede escribir
la aproximacién In(1 + z) ~ z. De modo que

In(Mg:i(t)) D Infl + (Mg, () — 1)]

2
1=
&
5
=

|
=

en donde A = g1 + - - - + g,. Por lo tanto,

Mg:(t) ~ exp (A Z Mg, (t) = 11).

y‘u

Esta féormula corresponde a la funcién generadora de momentos del riesgo
con distribuciéon Poisson compuesta, en donde los montos de las reclama-
ciones tienen funcién generadora de momentos " 1A MC (t).
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Modelo Poisson compuesto con varios tipos de riesgos

Demostraremos ahora que la suma de riesgos independientes que siguen
el modelo Poisson compuesto también es Poisson compuesto. Esta es una
propiedad bastante ttil y generaliza el resultado de probabilidad que es-
tablece que la suma de dos variables aleatorias independientes con distribu-
cién Poisson tiene nuevamente distribucién Poisson.

Proposiciéon 1.9 Sean S1 y Sy dos riesgos independientes con distribucion
Poisson compuesta con pardmetros \i y s, y reclamaciones Y y Y2
con funcion de distribucion Gi(x) y Ga(x) respectivamente. Entonces el
riesgo S = S1 + So también sigue una distribucion Poisson compuesta con
pardmetro X = A\ + Ag, y las reclamaciones tienen funcion de distribucion

Gla) = % Gr(z) + % Go(z).

Demostracion. Por independencia tenemos que
Mg, +s, (t) = Mg, (t)MSQ (t)
exp[A1(My ) (t) — 1)] exp[Aa(My ) () — 1)]

= exp[)\(%MYu)(t) + %MW (t) — 1],

en donde A—/\lMYu) (t)+ %Myg) (t) es la funcién generadora de momentos de
la funcién de distribucién G(z) = 3LG1(x) + 2Ga(z). |

El resultado anterior puede extenderse facilmente al caso .S = S1+---+ Sy.
Véase el enunciado del ejercicio 40 en la pagina 41.

Modelo Poisson compuesto con reclamaciones clasificadas

Sea S un riesgo con distribucién Poisson compuesta de parametro A. Supon-
ga que los montos de las reclamaciones pueden ser clasificadas en m cate-
gorias excluyentes y exhaustivas denotadas por Ai,...,A,,. Tipicamente
estas categorias pueden ser intervalos de valores para las reclamaciones. Sea
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pr = P(Y € Ag) > 0 tal que p1 + -+ + p, = 1. Sea Ny el nimero de
reclamaciones del tipo k. Entonces N = Nj + - -- + N,,, y debido a la inde-

pendencia de los montos en las reclamaciones, el vector (Ny, ..., Np,) tiene
una distribucién condicional multinomial(py,...,pm;n) cuando N = n, es
decir, para enteros no negativos ni,...,n,, tales que ny +--- +n,, = n, la

distribuciéon multinomial establece que

P(Ny =n1,...,Np, =ny | N =n)

n n1 N
()

n! - o
B n1!---nm!p1 Pm
La distribucién no condicional del vector (Ny, ..., Ny,) es el contenido del
siguiente resultado.

Proposicién 1.10 Las variables aleatorias Ny, . .., Ny, son independientes
y cada variable Ny tiene distribucion Poisson(A\py).

Demostracion. Sean nq,...,n, enteros no negativos cualesquiera y sea
n la suma de todos estos ntmeros, es decir, ny + - - - + n,,, = n. Entonces

PNy =ni,...,Npy=np) = P(Ni=n1,...,Ny =0, N =n)
= PNy =n1,...,Np =1y | N =n)P(N =n)
- n! " . A"y
= ﬁ ()\pk)nk — APk
b !

Se desprende de esta igualdad que la variable N}, tiene distribucién marginal
Poisson(Apg). De esta identidad se verifica también la independencia. M

Observe que, condicionadas al evento (N = n), las variables Ny, ..., N, no
son independientes, mientras que sin tal condicién, lo son. Por otro lado,
como los montos de las reclamaciones son independientes de IV, el riesgo de
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tipo k estd dado por la variable
Ng
Sk =3, v,
j=1

en donde Yj(k) es una variable aleatoria con funcién de distribucién
P(Y; <z,Yje A)
Por lo anterior, el riesgo Sy tiene distribucién Poisson compuesta con para-

metros A\py y Gr(z). En particular, cuando Ay = (zx_1, k], con 0 < 29 <
1 < -+ < Ty, la funcién de distribucién Gg(z) tiene la siguiente forma:

Gi(r) = P(Y; < 2|Yj € Ay) =

0 six < xyp,
G(z) — G(zp—1)
G(:L'k) — G(:L'k_l)

1 si x> xg.

Gi(z) =

si 1 < x < g,

Modelo Poisson compuesto mixto

Cuando el nimero de reclamaciones N tiene una distribucién Poisson(A) y
el pardmetro A\ es a su vez una variable aleatoria, se dice que el riesgo S
tiene una distribucién Poisson compuesta mixta. Algunas caracteristicas de
este modelo se muestran a continuacién.
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Para obtener las identidades que aparecen en esta proposicion es suficiente
condicionar sobre el valor de A. Véase la seccién de ejercicios para los ter-
ceros momentos de este modelo.

Comentarios y referencias

Hemos presentado dos modelos de riesgo con caracteristicas distintas: el
modelo individual y el modelo colectivo. En ambos casos se trata de una
variable aleatoria a la cual le hemos llamado riesgo y que engloba el total de
reclamaciones de un conjunto de asegurados durante un intervalo de tiempo
arbitrario pero fijo. Con el objetivo de cuantificar y tener control de estos
riesgos, el problema central ha sido encontrar las caracteristicas numéricas
de estas variables aleatorias y mejor atn, la distribucién de probabilidad de
ellas. Asi, hemos encontrado varias expresiones para algunas caracteristicas
numéricas de estos dos modelos de riesgo. Hemos también encontrado que,
bajo ciertas condiciones, las formulas de De Pril pueden aplicarse para calcu-
lar la distribucién de probabilidad exacta de un riesgo que sigue un modelo
individual. Para completar estos primeros resultados, en el siguiente capitu-
lo veremos la formula de Panjer que nos permitirda aplicar un mecanismo
recursivo para calcular la distribucién de probabilidad exacta de un riesgo
que sigue el modelo colectivo. El lector puede encontrar otras exposiciones
sobre el modelo individual y colectivo en las siguientes referencias: Bowers et
al. [7], Gerber [15], Klugman et al. [23].

1.6. Ejercicios

Modelo individual

1. Considere el modelo individual para un portafolio de n pélizas de se-
guros. Bajo la notacién e hipétesis usuales, demuestre que el niimero
esperado de reclamaciones es g1 + -« + + @p.

2. Para un modelo individual de riesgo, encuentre la distribucién de
probabilidad del niimero total de reclamaciones en una cartera de n
asegurados cuando D; tiene distribucién Ber(q), es decir, g; = ¢ > 0
es constante.
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. Considere el modelo individual de riesgo en donde D tiene distribu-

cién Ber(q), es decir, gj = ¢ > 0 es constante. Suponga ademds que
cada reclamacién C; es constante ¢ > 0, es decir, se trata de una
misma suma asegurada para todos. Encuentre una expresién para
la esperanza y la varianza de S.

. Considere el modelo individual para un portafolio de n pdlizas de

seguros de vida. Suponga que el j-ésimo asegurado tiene una suma
asegurada constante c;. Demuestre que:

[ )

) Var(S

k}

S

. Demuestre que si fi(z),..., fn(z) son funciones diferenciables que

no se anulan, entonces
aif n o (@)
L@ =T LA@I 2 7

Use esta féormula y la expresién encontrada para Mg(t) en el modelo
individual de riesgo para encontrar nuevamente E(S) y Var(S).

. Para un riesgo S que sigue el modelo individual demuestre que:

a) E(S?) = Y. ¢;E(C}) + ), 4ig; E(C))E(C}).

=1 i£j
b) B(S%) = D ¢ E(C?) +3 . 4iq; E(C))E(C?)
j=1 i1#£]
+ Z 4 aE(Ci) E(C5) E(C).
distzntos

. Suponga que D y C son dos variables aleatorias independientes tales

que D tiene distribucién Ber(q) y C se distribuye exp(\). Calcule
y grafique la funcién de distribucion de la variable aleatoria mixta
DC.



1.6. EJERCICIOS 35

8.

10.

11.

Para el modelo individual, suponga que D tiene distribucién Ber(q),
es decir, ¢ = ¢ > 0 es constante. Encuentre la distribucién del
riesgo S cuando n = 3 y C; tiene la siguiente distribucién de pro-
babilidad:

P(C;=1) = 06,
P(C;=2) = 03,
P(C;=3) = 0.1.

Considere un portafolio de 21 pdlizas individuales de seguros de
vida validas por un aflo como se indica en la tabla que aparece
abajo. Usando el modelo individual calcule E(S) y Var(S).

Tasa de Suma asegurada
mortalidad ¢; | $2 [ $3 [ $4 [ $5
0.04 1 1 2 1
0.05 0|23 1]3
0.06 11 11] 2] 4

Sean ¢; 0, gj,1 Y ¢j,2 las probabilidades de que el j-ésimo asegurado
presente 0, 1 y 2 reclamaciones respectivamente durante el tiempo
de vigencia del seguro. Suponga que cada una de las posibles recla-
maciones de la pdliza j es constante z; y que g0 + gj1 + ¢j2 = 1.
Encuentre férmulas para E(S) y Var(S) en el modelo individual.

Una compaiiia aseguradora tiene una cartera con pélizas de seguros
de vida y diferentes sumas aseguradas como se muestra en la tabla
que aparece abajo. Calcule E(S) y Var(S) usando el modelo indi-
vidual.

Suma Numero Probabilidad de

asegurada | de pdlizas reclamacién
$10,000 50 0.0040
$20,000 75 0.0035

$30,000 100 0.0030
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12.

13.

14.

15.

Considere el modelo individual de riesgo para una cartera de n = 56
asegurados divididos en cinco subgrupos de la siguiente forma: 11
asegurados con probabilidad de reclamacién ¢ = 0.01, 7 asegurados
con ¢ = 0.015, 20 asegurados con ¢ = 0.02, 10 asegurados con ¢ =
0.025 y 8 asegurados con ¢ = 0.03. Todos ellos con suma asegurada
$100. Calcule el valor esperado del agregado de reclamaciones del
riesgo correspondiente a esta cartera de asegurados.

Para el modelo individual, suponga que D; tiene distribucién Ber(q),
es decir, ¢; = ¢ > 0 es constante, y que cada reclamaciéon C; tiene
distribucién exp(A). Encuentre la distribucién de probabilidad del
riesgo S.

Considere el modelo individual de riesgo S = Z?’:l D;Cj, en donde
Ci, Cs, ..., C, son constantes posiblemente distintas todas ellas, y
cada D; tiene distribucién Ber(¢;) para j = 1,2,...,n.

a) Demuestre que la funcién de probabilidad de la variable D;C;
es
1—gq; si =0,
Ip;c; () =1 ¢ si x=Cj
0 en otro caso.

b) Defina S; = Sj_1 + D;C;j para j = 2,3,...,ny S1 = DiCh.
Demuestre que la funcién de probabilidad de la variable S;
puede calcularse recursivamente de la siguiente forma: para
j=23,...,n,

fs;(@) = (1 —qj)fs; 1 (x) +q;fs; ,(z — Cj).

Considere el modelo individual de riesgo en donde todas las tasas
de muerte g; son una misma probabilidad ¢ y los montos de las
reclamaciones son iguales a 1. Verfique que las férmula generales de
la Proposicién 1.2 se reducen a las de la distribucién binomial(n, ¢),
es decir,
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

¢) Mp,c;(t) =1—q+ qe".
d) Ms(t) = (1 —q+ge")".

Foérmula de De Pril

Demuestre que la férmula recursiva de De Pril [ii] produce efecti-
vamente una funcién de probabilidad.

A partir de la férmula de De Pril [ii] y siguiendo la misma notacién
de dicho enunciado, demuestre que:

a) E(S)=nE(X).

b) Var(S) = nVar(X).
Sean X7, X9, X3, X4 variables aleatorias independientes con dis-

tribucién comin como aparece en la tabla de abajo. Encuentre la
distribucién de X7 + X9 + X3 + X4.

iTolT1]27]3
fi 01020304

Sean Xi,...,X, variables aleatorias independientes con distribu-
cién Ber(p). Mediante la férmula de De Pril [ii] compruebe que la
variable S = X + -+ + X, tiene distribucién bin(n, p).

Sean X; y Xo dos variables aleatorias independientes con idénti-
ca distribucién Poisson()\). Use la férmula de De Pril [ii] para de-
mostrar que X; + X tiene distribucién Poisson(2\).

Sean X7 y X, dos variables aleatorias independientes con idéntica
distribucién bin(n, p). Use la férmula de De Pril [ii] para demostrar
que X; + X tiene distribucién bin(2n, p).

Sugerencia: Z (n)( m ) = (n—i—m).

Variacion de la férmula de De Pril [ii]. Suponga que las variables
aleatorias X, ..., X, en la formula de De Pril [ii] son estrictamente
positivas y toman valores en el conjunto {1,2,...}, con f; = P(X =
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23.

24.

25.

1) # 0. Demuestre que la distribucién de S = X; + --- + X, ahora
es la siguiente:

a) gn = (f

)"
1 G jn+1)
b gz+n = JT Z [ 1] fj+1 9z4n—j, Paraxr = L.

Véase el siguiente ejercicio para una extensiéon de esta féormula.

Extension de la formula de De Pril [ii]. Suponga que las varia-
bles aleatorias Xi, ..., X, son independientes e idénticamente dis-
tribuidas pero ahora con valores en el conjunto {m,m + 1,...}
para algin entero m > 1. Sea nuevamente S = X; + --- + X,,,
fi = P(X = j) para j = m, con f,, # 0,y g, = P(S = z) para
x = nm. Demuestre que:

a) Gnm = (fm)n

r—nm
1

j(n+1
b) g = — Z [‘ﬂ_i)—l]fﬂmgx_j, para x = nm + 1.
o Lrz—nm

Sugerencia: las variables X; —m, para¢ = 1,...,n, ahora ya tienen
soporte en el conjunto {0, 1,...}, aplique entonces la férmula de De
Pril [ii] demostrada y un cambio de variable adecuado.

Modelo colectivo

Para el modelo colectivo de riesgo demuestre que

E(S*) = E(N)E(Y?)+3E[N(N -1)]E(Y)E(Y?)
+E[N(N —1)(N — 2)]|E3(Y).

Suponga que las variables Y7, Ya, . .. en el modelo colectivo de riesgo
son discretas con valores en el conjunto {1,2,...}. Sea f; = P(Y =
j) para j =1, g, = P(S = x) parax > 0, y p, = P(N = n) para
n = 0. Demuestre que:

a) go = Ppo-
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26.

27.

28.

29.

0
b) go= Y, fi"pn, paraz=1.
n=1

A partir de la férmula encontrada para Mg(t) en el modelo colectivo
de riesgo, encuentre nuevamente las expresiones para E(S), E(S?)
y Var(S).

Considere el modelo colectivo de riesgo S = Z;V:IY}, en donde
N tiene distribucién Poisson(\) y Y sigue una distribucién log
normal(m, 02). Demuestre que:

b) E(Y™) = exp(nm + n?c?/2), n=>1.

Var(Y) = (¢°" — 1) exp(c? + 2m).

E(S) = Aexp(0?/2 + m).

Var(S) = Aexp(20?2 + 2m).
_E[(S-E9)°] _ 1

ag = [Var(9) [ = \T/\exp(302/2).

Transformada de Laplace-Stieltjes. La transformada de Laplace-
Stieltjes de una variable aleatoria X o de su funcién de distribucién
se define como la funcién

Q0
Ix(t) = E(e %) = f e " dFx(x).
—a0
Sea Ppn(t) la funcién generadora de probabilidad de la variable N.

Demuestre que para el modelo colectivo de riesgo se cumple la iden-
tidad

ls(t) = PN(ly(t)).

Sea Px(t) = E(tX) la funcién generadora de probabilidad de una
variable aleatoria discreta X . Considere un modelo colectivo de ries-
go en donde las reclamaciones son discretas con valores en {0, 1,...}.
Suponiendo la existencia de las funciones involucradas, demuestre
que se cumple la identidad

Ps(t) = Pn(Px(t))-
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

Modelo binomial compuesto

Verifique la validez de las formulas para el modelo binomial com-
puesto que aparecen en la Proposicién 1.6 de la pagina 23.

Para el modelo binomial compuesto, demuestre las siguientes férmu-
las:

a) E(S%) = n(n — Dp*u((n — 2)pp® + 3ua) + npps.
b) E[(S — E(S))*] = np(ps — 3pupa + 2p°®).
E[(S — E(9))?
c) ag:= L( ())]>0
[Var(S)]3/2

Sean S7 y S dos riesgos independientes con distribucién binomial
compuesta con pardametros (ni,p; G) y (n2,p; G) respectivamente.
Demuestre que el riesgo S1 + So también sigue una distribucién
binomial compuesta con pardmetros (ny + na, p; G).

Modelo binomial negativo compuesto

Verifique la validez de las férmulas para el modelo binomial negativo
compuesto de la Proposicién 1.7 en la pagina 24.

Para el modelo binomial negativo compuesto, demuestre las siguien-
tes féormulas:

a) E(S%) = k(k+1)(k+2)(1/p—1)°4 + 3k(k + 1)(1/p — 1) 2
+k(1/p — 1)ps.

b) E[(S — B(8))°] = k(1/p — V)us + 3k(1/p — 1) upee
+2k(1/p — 1)313.

E[(S — B(5))]

V@2

c) ag =

Sea N con distribucién bin neg(k, p). Demuestre que:

_k—i—n
Cn+1

(1—-p)P(N =n), paran=0.
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

Modelo Poisson compuesto

Verifique la validez de las féormulas para el modelo Poisson com-
puesto que aparecen en la Proposicién 1.8 de la pagina 25.

Para el modelo Poisson compuesto, demuestre las siguientes férmu-
las:

a) E(S%) = Mg + 3N 2ugu + N3ud.
b) BI(S — B(S))*] = Mus.
o oo EUS—ESP] g

T T NVaSPE i

Demuestre las férmulas para el modelo Poisson compuesto asociado
de la pagina 26.

> 0.

Sean Fi(z) y Fa(z) dos funciones de distribucién con funciones ge-
neradoras de momentos M (t) y Ma(t) respectivamente. Demuestre
que para cualquier a € [0,1], la funcién aFi(z) + (1 — a)Fa(x) es
una funcién de distribucién cuya funcién generadora de momentos
asociada es aM;(t) + (1 — a)Ma(t). Este resultado fue utilizado
en el andlisis de la suma de dos riesgos con distribucién Poisson
compuesta.

Sean S1, ..., S, riesgos independientes con distribucién Poisson com-
puesta con pardmetros A, ..., \,, respectivamente. Suponga que
los montos de las reclamaciones de estos riesgos son Y1) ... V(™)
con funcién de distribucién Gi(z), ..., Gy (z), respectivamente. De-
muestre que el riesgo S = S1 + -+ + 5, también sigue una dis-
tribucién Poisson compuesta con pardmetro A = Ay +---+ A, vy la
funcion de distribucién de las reclamaciones es
A A

G(z) = TGI(:E) +oeet TnGn(x)

Sean S y So dos riesgos independientes, el primero con distribucién
Poisson comp(A, F1) con A\; = 50, y el segundo con distribucién

Poisson comp(Ag, F2) con Ay = 100, en donde Fij(x) = min{z, 1}
paraz = 0,y Fy(x) = 1—e * para z = 0. Encuentre la distribucién
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42.

43.

44.

de S = 51 4+ 52 y la funcién de distribucién de las reclamaciones
del riesgo S.

Sean S1 y So dos riesgos independientes con distribucién Poisson
compuesta, el primero Poisson comp(A, F1) con A\; = 10, y el se-
gundo Poisson comp(Ag, F») con A2 = 20. Suponga que las reclama-
ciones de ambos riesgos son de magnitud 50 o 100, y por lo tanto
tienen la siguiente funcién de distribucion:

0 siz <50,
F(z) =< p si50 <z <100,
1 six = 100.

Suponga que el parametro p es igual a 1/2 para el primer riesgo y es
1/3 para el segundo riesgo. Encuentre la distribucién de S = S1+ 5
y la funcién de distribucién de las reclamaciones del riesgo S.

Sea X1, Xo,... una sucesién de variables aleatorias independientes
cada una de ellas con distribucién Ber(p) y sea Xo = 0. Sea N otra
variable aleatoria con distribucién Poisson(A) independiente de las
anteriores. Defina la variable

N
X=Z&.
=0

Demuestre que X tiene distribucién Poisson(\p). Esta variable tiene
la siguiente interpretacion: si N representa el total de siniestros
ocurridos y cada siniestro es reportado con probabilidad p, entonces
X representa el total de siniestros ocurridos y reportados.

Sea Y una variable aleatoria con funcién de distribucién F(y), y
sean a < b dos numeros tales que F(a) < F(b). Demuestre que la
funcién de distribucién condicional de Y dado el evento (Y € (a, b])
es
0 siy < a,
F(y|Y € (a,b]) = 11::(1/)—1{3 sia<y<b,
1

siy>b.
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45.

46.

47.

Aplique este resultado al caso cuando Y tiene distribucién exp(«).
Encuentre y grafique ambas funciones de distribucién: la original y
la condicional.

Modelo Poisson compuesto mixto

Verifique la validez de las férmulas de la Proposicion 1.11 de la
péagina 32.

Para el modelo Poisson compuesto mixto, demuestre que:

a) E(S3) = E(A)us + 3E(A*)pap + E(A3) 3.

b) E[(S—E(S))’] = E[(A — E(A))*]’ + 3Var(A) pap + E(A)ps.
Esperanza condicional

Sea (X,Y’) un vector aleatorio discreto con la funcién de probabili-
dad

B (x+y)/36 siz,y=1,2,3,
fxy(x,y) = { 0 en otro caso.

a) Encuentre la distribucién de la variable aleatoria F(X |Y').

b) Compruebe que E(E(X |Y)) = E(X) = 78/36.






Capitulo 2

Formula de Panjer
y algunos métodos
de aproximacion

En este capitulo se presenta la famosa formula de Panjer. Este resultado
proporciona una expresién exacta, aunque recursiva, de la distribucién de
probabilidad de un riesgo en el modelo colectivo y es valida cuando la dis-
tribucién del nimero de reclamaciones y los montos cumplen ciertas condi-
ciones. Se presentan ademds algunos métodos de aproximacion con validez
general para estimar la distribucién de un riesgo. Estos métodos generales
de aproximacién pueden ser ttiles cuando no se cumplen las condiciones
requeridas para aplicar la férmula de Panjer.

2.1. Foérmula de Panjer

Primeramente se enuncia la condicién que debe satisfacer el ntmero de
reclamaciones para obtener la formula de Panjer.

45
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Proposicion 2.1 Sea N una variable aleatoria discreta con wvalores en
{0,1,...} y sea pp = P(N = k) para k = 0,1,... Sean a y b dos cons-
tante. Entonces la igualdad

b
Pk = (a 4F E)pk_l’ k=1, (2.1)
se cumple cuando

1. N es bin(n,p), con a = —p/(1 —p) y b= (n+1)p/(1—p).

2. N es Poisson(\), cona =0 yb=\.

3. N es bin neg(r,p), cona=1—pyb=(r—1)(1—p).

La demostraciéon de este resultado es inmediata después de realizar algunos
célculos algebraicos sencillos y se dejan como ejercicio al lector.

Toda distribucién de probabilidad con soporte en {0,1,...} que cumple la
identidad (2.1) se le llama distribucién de clase (a,b,0), los términos a y
b se refieren a las constantes del mismo nombre que aparecen en la férmu-
la (2.1) y el cero se refiere a que la probabilidad de inicio de la férmula
recursiva es aquella que tiene subindice cero, es decir, pg. Observe que la
identidad (2.1) es muy atractiva, pues permite generar la distribucién de
probabilidad de estas variables aleatorias discretas de una forma recursi-
va: se calcula primero pg, a partir de ella se obtiene pi, a partir de p; se
obtiene po, y asi sucesivamente. Supondremos entonces que la distribucién
del nimero de reclamaciones cumple con la condicién (2.1) y la proposicién
establece que tal condicién es véalida para las tres distribuciones senaladas.
En el ejercicio 48 en la pagina 61 se pide demostrar el resultado reciproco
de la proposiciéon anterior, es decir, que las tnicas distribuciones discretas
de probabilidad no degeneradas que cumplen (2.1) son las tres mencionadas.

Recordando la notacién e hipotesis del modelo colectivo de riesgo S =

ij:1 Y;, definido en el capitulo anterior, tenemos las siguientes hipdtesis

y notacién adicionales: supondremos que las reclamaciones Y; son tales que
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P(Y; € N) = 1, lo cual no es ningin problema pues puede considerarse
que las reclamaciones se efectiian en unidades monetarias, cualesquiera que
éstas sean. En los calculos que haremos a continuacién usaremos los siguien-

tes simbolos:

En particular, para 1< k+ 1<,
r—1
:(k+1) _ (f*k " f)’r _ 2 fi*kfrfi'
i=1
Ademas, go = P(S =0) = P(N =0) =pg y parar > 1,

G =P(S=r)= Y P(S=r|N=RPN =k = fp.
k=1 k=1
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Demostracion. Para el primer inciso, por idéntica distribucion,

?r'\b—‘

k k k
E(Vi| ) Yj=r1) = ZE(m Zszr)

ZY|ZY_r

1=1

?r\b—‘

e

Para el segundo inciso desarrollamos el lado derecho,

*(k 1) - bi ,
P = _ — ) P(Y- oo+ Y. =r — ) P(Y, =
pklZ‘H‘ fi Pk 1‘§_(a+r) Yo+ - +Y,=r—i)P(M1

T b
- pk*IZ(a‘F?Z)P(Yi=i,Y2+---+Yk:7-_Z')
i=1

r bi k

= pkllz:l(a—i- " )P(Y1 =i, ;

= Dk 1i(a+b1 = Zk] ‘_T)f*k

i1 " j=1 '

k

= pp1E(a Z

= Di- 1(G+Z)f*k

= pifF

Ahora estamos listos para enunciar y demostrar la féormula de Harry Pan-
jer [27], publicada en 1981.



2.1. FORMULA DE PANJER 49

Demostracion. Hemos observado antes que go = P(N = 0) = pg. Para
el caso r > 1,

18

gr = P(S=r|N=Fk)P(N =k)

x>
Il

1

[
Ms

kf

>
II

= p1frt Zpkf:k

k=2
oo r—1 .
= @rimht 3 S Dna s
k=2i=1
r— 1
= (a+b)po fr + fZZp,I sy

1

7

r—1

— (@+bpofi+ Y ( +%)figr_i
i=1

= Z (a’ + %) figr—i~

=1
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Observe que cuando las reclamaciones son constantes y unitarias, es decir,
fi =P =1) =1, entonces S = N y la férmula de Panjer se reduce
a la férmula recursiva (2.1) de las distribuciones (a,b,0). A continuacién
escribimos explicitamente los primeros términos de la férmula recursiva de
Panjer:

go = po = PN =0)

g = (a+ é)flgo

g = (a+ )flgl + (a + 2 )f290

g5 = (a+ b)flgz fla+ 2b)f291 +(at D)fsgo

Ejemplo 2.1 Consideremos el caso cuando N sigue una distribucion Poi-
sson de parametro A = 3.5 y el monto de las reclamaciones tiene la siguiente
funcion de densidad:

r [ 1] 21381 4] 5
frllorlo1]o02]03]03

Entonces la formula de Panjer produce la funcidn de probabilidad para S que
se muestra en la Figura 2.1. El cédigo en R correspondiente se encuentra
en el apéndice.

Aproximacion en el caso de reclamaciones continuas

Cuando los montos de las reclamaciones toman valores continuos, puede
usarse el siguiente método de discretizacién de estos montos para poder
aplicar la férmula de Panjer. Se toma cualquier unidad monetaria p > 0y
se definen las variables aleatorias enteras:

= inf{neN:Yj

?J np }7
y Y, = sup{neN:Y;

<
>np},

en donde también se define inf & = 0. Entonces,

pY; <Y <pY.
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9r

0.03 1

I

5 10

H | Hﬂﬂﬂﬂﬂﬂm ,

Figura 2.1

Por ejemplo, para la situacién que se muestra en la Figura 2.2 se tiene que
Yj=4yY, =3,y efectivamente se cumple que 3p < Y; < 4p.

0 P 20 3p 4p 5p --- mp

Figura 2.2

Se definen entonces los siguientes riesgos cuyas reclamaciones ahora son
enteras:

N N
§=2Y, vy 8=)Y;
j=1 j=1
Entonces se cumple que
pS < S <pS, (2:2)

de donde obtendremos el siguiente resultado.
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Proposicién 2.3 Para cualquier x > 0,

P(S < z/p) < P(S <z) < P(S <z/p).

Demostracion. Por (2.2) se cumple la contencién de eventos

(S <z) < (pS <)
entonces se tiene que P(S < x) < P(pS < z) y por lo tanto,

P(S <)< P(S<uz/p).
Para la segunda desigualdad, se observa la contencién de los eventos
(pS < z) = (S <uz),

y se procede de manera analoga. [ |

Esto provee de cotas superior e inferior, calculadas usando la férmula de
Panjer, para la funcién de distribucién del riesgo. Conforme mas pequena
sea la unidad monetaria p mejor es la aproximacion. Debe observarse, sin
embargo, que surge una dificultad técnica para aquellas reclamaciones Y
con valores en (0, p), pues estas reclamaciones llevan a la definicién Y, =0,
lo cual no es un caso contemplado en el esquema de la férmula de Panjer. En
una situacion real, el monto de las reclamaciones es grande comparado con el
valor del parametro p, de modo que la probabilidad de que una reclamacién
tome un valor entre 0 y p es realmente muy pequena. Existe también un
caso particular simple que es cuando p = 1, es decir, se aproximan las
reclamaciones mediante valores enteros.

Ejemplo 2.2 (Aproximacién con reclamaciones enteras) Para cada
valor de una reclamacion Y; existe un enteron =0 tal quen <Y; <n+1,
y por lo tanto,

Y. =n, Y ?j =n+1

Entonces se tienen nuevamente las relaciones S < S < S y en consecuencia
para cualquier x > 0,
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en donde S y S son riesgos con reclamaciones enteras para los cuales puede
aplicarse la formula de Panger y obtener su distribucion (exceptuando un
pequeno error obtenido por el caso Y ; = 0). En cualquier caso podemos ser
prudentes y tomar las reclamaciones de manera sobreestimada: para n = 0,

Yj=n+1 cuando Y € (n,n+1].

De esta forma cualquier valor continuo de una reclamacion en el intervalo
(n,n + 1] se considera como si fuera de magnitud n + 1. Por lo tanto,
los montos de las reclamaciones estan siendo ligeramente sobrevaluadas: st
G(z) denota la funcion de distribucidn de una reclamacion Y cualquiera,
entonces

PYj=n+1)=Gn+1)—G(n), n=0,12,...

En las siguientes secciones estudiaremos algunos métodos generales para
aproximar la distribucién de probabilidad de un riesgo en el modelo colec-
tivo. Estas aproximaciones son muy generales y no presuponen el cumpli-
miento de las hipétesis para la validez de la férmula de Panjer, es decir,
el nimero de reclamaciones no necesariamente tiene una distribucién en la
clase (a,b,0), ni el monto de las reclamaciones es necesariamente discreto.
Por otro lado, el problema de estimar el error en estas aproximaciones es
muy general y no nos ocuparemos de ello.

2.2. Aproximacion normal

Si la distribucién de probabilidad del nimero de reclamaciones N se concen-
tra mayormente en valores grandes, entonces el teorema central del limite
sugiere aproximar la distribucién del riesgo S mediante la distribucién nor-
mal. Suponga que la esperanza de S es m y la varianza es o2. Entonces,
para x > 0,

Derivando esta expresion se encuentra una férmula aproximada para la fun-

cién de densidad de S.
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Proposicién 2.4 (Aproximacién normal) Sea S es una riesgo con me-
dia m y varianza finita o®. Para cualquier x > 0,

r—1m

fs@) ~ = o=, (23)

g

Esta aproximacion hace uso uinicamente de la media y la varianza del riesgo,
y en general no es una buena aproximacién a menos que la densidad del
riesgo presente la forma de campana o bien el nimero de reclamaciones tenga
una distribucién tal que sea razonable aplicar el teorema central del limite,
esto es, cuando la distribucién de probabilidad se concentre en un conjunto
de valores grandes de la variable aleatoria. Por ejemplo, dada cualquier € > 0
suficientemente pequena, la aproximacién podria ser buena si los pardmetros
de la distribuciéon de N son tales que

P(N>30)>1—c

Se puede particularizar la aproximacién normal cuando la distribucién de
N es conocida, por ejemplo, cuando el nimero de reclamaciones N sigue
una distribucién Poisson con pardmetro A, la aproximacién (2.3) adquiere
la expresién

(LM
NOYCRRRVAVI N

Otro caso particular se obtiene cuando N es bin(n, p), entonces la expresién
(2.3) se reduce a la férmula siguiente

fs(x) ~

T — npp

/(s — p2p) )

En el caso cuando N es bin neg(r, p) se tiene que (2.3) es

P(S <) ~ &

. z—7r(1—p)p/p
P(S <2) (I)(\/r(l —p)lu2/p+ (L= p)/p?]"
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2.3. Aproximacion gama trasladada

En algunos casos el histograma creado a partir de las observaciones histéri-
cas de un riesgo puede presentar un aspecto semejante a la forma de la
distribuciéon gama. Esta semejanza sugiere aproximar la distribuciéon del
riesgo S por la distribucién de la variable aleatoria

k+ 2,

en donde k es una constante y Z es una variable aleatoria con distribucién
gama(vy, «). En los ejemplos concretos que hemos presentado en donde se
ha calculado la distribucién exacta del riesgo, usando la férmula de De Pril
o la férmula de Panjer, puede constatarse que la distribucién de algunos
riesgos tienen algin parecido con la distribuciéon gama. Es por ello que se
propone este método de aproximacién. Para llevar a cabo este procedimiento
se deben escoger adecuadamente valores para los tres parametros k,v y «,
que determinan la distribucion de k£ + Z. Supongamos entonces conocidas o
estimadas las siguientes cantidades:

a) E(S) =m.
b) Var(S) = o2

o FIS—EG)P] _
[Var()2 ™

La correspondiente media, varianza y coeficiente de asimetria (de Fisher)
de la variable aleatoria aproximante k + Z son:

a) BE(k+72)=k+ /.
b) Var(k + Z) = vy/a?.

El(k+Z—-E(k+2))*
) NaGrgpr VY

La idea es hacer que las distribuciones de S y k + Z coincidan en el sen-
tido de que las tres cantidades mencionadas sean las mismas para las dos
distribuciones. Haciendo coincidir estas cantidades se obtiene el sistema de
ecuaciones

2
k4 R
«

:/]’)”L7
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cuya solucién es

2
k:m_£7 Y=
a3

De esta forma se tiene la siguiente aproximacion.
Proposicién 2.5 (Aproximacién gama trasladada) La distribucion

del riesgo S en el modelo colectivo puede aproximarse mediante la dis-
tribucion de la variable aleatoria

2
m— =2 4 Z,
as
L 2
en donde Z se distribuye gama(—, —).
Q3 003

Pueden sustituirse las expresiones generales para la media, varianza y coefi-
ciente de asimetria de un riesgo que sigue el modelo colectivo para obtener
férmulas un poco mas particulares de esta aproximacién. Debe hacerse no-
tar que la aproximacién gama es en esencia la aplicacién del método de mo-
mentos para la estimaciéon de parametros y naturalmente el método puede
aplicarse a cualquiera otra distribucién de probabilidad conocida que tenga
alguna semejanza o parecido con la distribucion del riesgo en estudio.

2.4. Aproximaciéon de Edgeworth

Considere un cierto riesgo S modelado mediante una variable aleatoria con
esperanza m, varianza o2 y tal que su funcién generadora de momentos
existe. Defina la variable Z = (S —m)/o, cuya esperanza es cero y varianza
es 1. Sea Mz(r) la funcién generadora de momentos de Z. La serie de Taylor
de la funcién In Mz (r) alrededor de cero es

a a a
In Mz(r) =ao+ air + 224 B8 2

21 3l ot
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. k .
en donde los coeficientes son aj, = ka In Mz(r)] . Calculando las derivadas
r=0
y evaluando en cero se encuentra que los primeros cinco coeficientes son:

ap = 0,

ar = E(Z)=0,
ay = E(Z% =1,
az = E(Z°),

ag = E(Z%) -3,

La aproximacién de Edgeworth consiste en truncar la serie de Taylor de
la funcién In Mz(r) hasta algin término adecuado. Por ejemplo, la aproxi-
macién hasta la cuarta potencia de r es

Entonces

1 a a
Mz(r) =~ exp(—zlr2 + —3? r® 4+ —44‘1 )
as aq
exp(—6 s+ —247“4).

2
— ¢ /2

Ahora se usa la serie e = 1 + 2 + 22/2! + 23/3! + --- en el segundo factor
y se obtiene la aproximacion

2
Mz(r) =~ eTQ/Q(l—i-@T?’—i-%?A—i-%ﬁ)

6 o4 T2l
_ Jp+?ﬁﬁﬂ+$#fﬂ+§ﬁﬂp (2.4)

El siguiente paso es invertir cada término de esta ecuaciéon encontrando
una distribucién aproximada para Z. El resultado que utilizaremos es el
siguiente.
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Proposicién 2.6 Si ¢(x) es la funcidn de densidad de la distribucién nor-
mal estdndar, entonces para cualquier enteron = 0,

Q0
f em(—l)"qﬁ(”) (x)dx = rner?/?,

—Q0

Demostracion. Primeramente tenemos que para n = 0,

oo 2
j e () de = e /2,

—0

. 2 .y . . .2
es decir, € /2 es la funcién generadora de momentos de la distribucién nor-

mal estandar. Multiplicando por r tenemos que

r2/2 * T
re = re"¢(x) dx

—00

| oo o

0
- J e (z) dx.
—0
Es decir, re™/? es la transformada de Laplace de —¢(x). Procediendo de
manera analoga, multiplicando sucesivamente por r, se llega a la férmula
anunciada. ]
En particular, se ha demostrado que re’*/2 es la transformada de Laplace
de —¢/(z). En este caso usamos el término transformada de Laplace y no
funcién generadora de momentos, pues la funcién —¢'(z) no es una funcién
de densidad. Entonces el resultado anterior establece que la funcién rner/2
es la transformada de Laplace de (—1)"¢(™ (z). El siguiente paso es invertir
cada uno de los términos de la igualdad (2.4), aunque realmente que no se
estd calculando de manera formal la inversa de la funciéon generadora de
momentos (o transformada de Laplace) sino que se estd usando el hecho de
que si dos distribuciones de probabilidad tienen la misma funcién generadora
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de momentos, entonces las distribuciones coinciden. Asi, invirtiendo término
a término la igualdad (2.4), se obtiene

2

oW+ 2600, (25)

a4

J2(2) = 8(:) = F oV () + 3

6

Recordemos que hemos definido Z = (S —m)/o, por lo tanto la funcién de
densidad de S = m + 07 esta dada por

y de esta forma se llega al siguiente resultado:

Proposicién 2.7 (Aproximacién de Edgeworth) Sea S un riesgo con
media m, varianza o® y cuya funcién generadora de momentos existe. En-
tonces la funcion de densidad de S puede aproximarse de la siguiente forma:

r—m r—1m r—m

r—1m

1 a a a?
fs(@) ~ = [#(E=) -2 ¢OET 1 22 g (E"T) L 2 6 O(T 1)

g g

Derivando directamente la funcién de densidad ¢(x) de la distribucién nor-
mal estandar puede demostrarse que

(3z — 2%) ¢(x),
oW(z) = (3— 622+ 2 d(x),
$©)(z) = (—15+ 4522 — 152* + 2°) §(2).

<
©

—~

&
|

Estas expresiones pueden sustituirse en la aproximacién de Edgeworth para
obtener una expresién en términos de unicamente la funcién ¢(z). Observe
que el primer sumando en la aproximacién de Edgeworth corresponde a
la funcién de densidad normal con media m y varianza o2. No es dificil
verificar ademds que cuando el riesgo S sigue una distribuciéon normal, la
aproximacion de Edgeworth es exacta, pues produce como resultado la mis-
ma distribucién con los mismos parametros.
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La aproximaciéon de Edgeworth puede expresarse también en términos de la
funcién de distribucién de la siguiente forma: integrando (2.5) se obtiene

2
Fr(2) ~ ®(2) — 2aB)(z) + Lp@)(2) + %@(6)(2),

considerando la identidad Fg(z) = Fz((x—m)/o), se tiene que la aproxima-
cién de Edgeworth para un riesgo S en términos de la funcion de distribucién
es

TTMy BTy Mg Ty ‘qu)(G)(x —my

F ~ d
s(@) ( o 6 o 24 o 72 o

en donde derivando directamente la funcién ®(z) puede demostrarse que
eW(z) = (*-1)¢(2),

(—2° +32) 6(2),
3O (2) = (=2 4102 —152) ¢(2).

—~~
N
~

|

Comentarios y referencias

Hemos dedicado este pequeno capitulo a la presentacion de la férmula de
Panjer. Dentro de su ambito de aplicacién, esta importante férmula pro-
porciona un mecanismo recursivo para calcular de manera exacta la dis-
tribucién de probabilidad de un riesgo que sigue el modelo colectivo. Debe
tenerse cuidado en la implementacién en computadora de esta férmula, pues
podrian presentarse problemas numéricos por cuestiones de redondeo o ba-
ja precisién en los cdlculos. Cuando las hipétesis para aplicar la férmula de
Panjer no se cumplen, se cuenta con algunos métodos para aproximar la
distribucién del riesgo y hemos presentado sélo unos pocos de ellos, dejando
de lado el problema general de establecer condiciones bajo las cuales los
métodos de aproximacion mencionados son adecuados. El material de este
capitulo estd basado en las notas de Schmidli [34]. Otras referencias en el
tema son: Dickson [13] y Rolski et al. [32].
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2.5.

48.

Ejercicios

Distribuciones de la clase (a,b,0)

Las cuatro distribuciones de la clase (a,b,0). Sea {px : k = 0} una
distribucién de probabilidad en la clase (a,b,0), es decir, se trata
de una distribucién discreta con soporte el conjunto {0,1,...} y tal
que cumple la relacién py = (a + b/k) pp_1 para k = 1, en donde
a y b son dos constantes. Observe que tomando el caso particular
cuando k£ = 1, se llega a la conclusién de que las constantes deben
satisfacer la desigualdad a + b = 0.

a) Demuestre que en el caso a+b = 0, la distribucién se concentra
en cero, es decir, pg = 1.

b) Demuestre que si a+b > 0y a = 0 entonces {p; : k = 0} es la
distribucién Poisson(A) con A = b > 0.

¢) Demuestre que si a +b > 0y a > 0 entonces para cualquier
k=1,

P b b

b= Sl D=1 D)@ ) Dy (26

a
Defina r = 1 + b/a e incorpore este valor en (2.6). Concluya
que {px : k = 0} es la distribucién bin neg(r,p) con p =1 —a.

d) Observe que sia+b >0y a <0,y sila relacion iterativa es
valida para cualquier £ > 1 como hemos supuesto, entonces
necesariamente los valores de las constantes a y b deben ser
tales que exista un entero n > 1 tal que

b b
a -+ - >0 y a+ Nl 0
Y por lo tanto se debe tener que pr, = 0 para k = n+1,n+2,...
De la igualdad anterior obtenga n = —b/a — 1. Compruebe
la validez de la ecuacién (2.6) para 0 < k < n e incorpore
alli el valor de n. Concluya que {py : k = 0} es la distribucién
binomial(n, p) con p = a/(a — 1).
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49. Funcion generadora de probabilidad de una distribucion en la clase
(a,b,0). Sea N una variable aleatoria con distribucién de probabi-
lidad en la clase (a,b,0).

a) Demuestre que la correspondiente funcién generadora de pro-
babilidad Py (t) = E(t"V) satisface la ecuacién diferencial

(1 —at) Py(t) = (a + b) Px(t). (2.7)

b) Demuestre que la solucién a la ecuacién (2.7) con condicién
inicial Py(1) =1y para a ¢ {0,1} es

_ —(a+b)/a
Pa(t) = (1 at) '

1—a

c) En particular, demuestre que
i) P(N =0) = (1—a)@th/e para a # 0.
ii) lim P(N =0) = el
a—

50. Foérmula para la esperanza de una distribucion en la clase (a,b,0).
Sea N una variable aleatoria con distribuciéon de probabilidad en
la clase (a,b,0). A partir de la definicién elemental de esperanza, o
bien, usando la férmula (2.7) del ejercicio anterior, demuestre que
para a # 1,
E(N) - a+ b.

1—a

Férmula de Panjer

51. Compruebe que la férmula recursiva de Panjer efectivamente pro-
duce una funcién de probabilidad.

52. A partir de la férmula recursiva de Panjer compruebe nuevamente
que
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93.

o4.

95.

96.

Formula recursiva para los momentos de S. Use la férmula de Pan-
jer y la misma notacién e hipétesis de dicho resultado para de-
mostrar que para a # 1 y para n = 1,

B(S") = - i - nf [a (Z‘) + b(” B 1)] E(SY) (Y™,

=0

Formula recursiva para la funcion de distribucion de S en un caso
particular. En general es dificil encontrar una expresién recursiva
para la funcién de distribucién F(x) de un riesgo S en el modelo
colectivo. Sin embargo, para el siguiente caso particular es posi-
ble encontrar dicha relacién: usando la notacion e hipdtesis de la
formula de Panjer y en el caso cuando N tiene una funcién de pro-
babilidad geo(p), es decir, pr = P(N = k) = (1 —p)*p, para k > 0,
demuestre que para x > 1,

F(x)=p+(1-p) > fj Flz—j).
j=1

Suponga que un riesgo S sigue un modelo colectivo en donde N
tiene una distribuciéon Poisson de pardmetro A = 2 y el monto de
las reclamaciones tiene la funcién de probabilidad que aparece en la
tabla de abajo. Use la férmula de Panjer para encontrar la funcion
de probabilidad de S.

T 1 2
frll 1/2 1 1/2

Suponga que un riesgo S sigue un modelo colectivo en donde NV tiene
una distribucién geométrica de pardmetro p = 1/2, y el monto de
las reclamaciones tiene la funcién de probabilidad que aparece en la
tabla de abajo. Use la férmula de Panjer para encontrar la funciéon
de probabilidad de S.

1212
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o7.

98.

99.

60.

61.

Aproximacién normal

Sea S un riesgo con distribucién gama(n, A) en donde n es un entero.

a) Asigne valores a los parametros n y A y calcule la aproximacién
normal para S.

b) Para fines comparativos y con ayuda de algin paquete com-
putacional, grafique tanto la funcién de densidad gama como
la densidad normal aproximante.

c¢) Duplique el valor de n y grafique nuevamente las dos funciones.
.Mejoré la aproximacion?

Suponga que un cierto riesgo S tiene una distribucién Poisson com-
puesta con parametro A = 50, en donde los montos de las reclama-
ciones siguen una distribucién uniforme(0, 10). Use la aproximacién
normal para encontrar el valor de la prima p tal que:

Suponga que un riesgo S sigue una distribuciéon Poisson compuesta
con pardmetro A = 40 y los montos de las reclamaciones tienen
distribucién exp(a) con o = 10. Use la aproximacién normal para

estimar la probabilidad P(S > E(S)).

Suponga que un riesgo S sigue una distribuciéon Poisson compuesta
con pardametro A = 30 y los montos de las reclamaciones tienen dis-
tribucién Pareto(4, 3). Use la aproximacién normal para comprobar
que el valor de la prima p que cumple la condicién P(S > p) < 0.01
es p = 38.0194.

Suponga que un riesgo S sigue un modelo colectivo Poisson de
parametro A\ y las reclamaciones tiene la funcién de probabilidad
que aparece en la siguiente tabla:

r 1 2 3
frll1/311/3]1/3
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62.

63.

64.

65.

66.

a) Suponga A = 30. Use la féormula de Panjer para encontrar la
funcién de probabilidad de S.

b) Calcule la aproximacién normal para S.

c¢) Con ayuda de un paquete computacional grafique la funcién
de probabilidad de S y la densidad normal aproximante.

d) Suponga ahora A\ = 60 y repita los incisos anteriores. ; Mejoré la
aproximacién?

Aproximacion gama trasladada

Sea S un riesgo con distribucién gama(y, o). Demuestre que:

a) E[(S —v/a)’] =27/a’.

b) la aproximacién gama trasladada para S es exacta.

Compruebe que la aproximaciéon gama trasladada para un riesgo
con distribucién exponencial es exacta.

Durante la derivacién de la aproximacién gama trasladada se usa
el hecho de que la variable aleatoria k + Z, en donde Z tiene
una distribucién gama(+y, ), tiene media, varianza y coeficiente de
asimetria k + v/a, v/a® y 2/ /7 respectivamente. Demuestre estas
formulas.

Durante la derivacion de la aproximacion gama trasladada se llega
al sistema de ecuaciones k + v/ = m, y/a® = 0% y 2/\/7 = a3, en
donde k, v y « son las incognitas. Demuestre que la solucion a este
sistema es efectivamente k = m — 20/a3, v = 4/a3 y a = 2/oas.

Encuentre una expresion para la aproximacion gama trasladada
cuando el riesgo sigue una distribucién:

a) Poisson compuesta.

b) binomial compuesta.

¢) binomial negativa compuesta.
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67.

68.

69.

70.

Suponga que Z tiene una distribucién gama(vy, ). Demuestre que
si 2 es un nimero entero natural, entonces 2a.Z tiene una distribu-

cién x2(27).

Suponga que un riesgo S sigue un modelo colectivo Poisson de
parametro A = 10 y las reclamaciones tienes la funcién de pro-
babilidad que aparece en la siguiente tabla:

r 1 [ 23] 4]5
s 1/a1/a1/a]1/8

a) Use la férmula de Panjer para encontrar la funcién de proba-
bilidad exacta de S.

b) Calcule la aproximacién gama trasladada para S.

¢) Con ayuda de un paquete computacional grafique la funcién
de probabilidad exacta de S y la densidad aproximante.

Aproximacién de Edgeworth

Demuestre que la aproximacién de Edgeworth para un riesgo con
distribucién normal con media m y varianza o2 produce esta misma
distribucién con los mismos parametros. Recuerde que si Z tiene
una distribucién normal estandar, entonces los momentos impares
de esta variable aleatoria se anulan y para cualquie nimero natural
n?

BE(Z%) = (2?1”72:

Suponga que S tiene una distribucién Poisson compuesta de pard-
metro A > 0 y que se desea usar la aproximaciéon de Edgeworth
para S. Demuestre que

k

d
ap = WIHMZ(T) = )\,uk(A,uz)_km, para k = 2,3,4.
r=0
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En consecuencia,

T — Au) B Au3(/\l112)73/2q)(3)(90 — A
VA 6 VAz
Audkuﬂ’2¢mxw-—ku)
24 \/)\,ug
2,,2 —3
L X nE(An) @@ﬁ—kuy
72 \/)\/,LQ

P(S<z) ~ @ )

+

71. Suponga que S tiene una distribuciéon Poisson compuesta de para-
metro A > 0 y que se desea usar la aproximaciéon de Edgeworth
para S. Suponga adicionalmente que el monto de las reclamaciones
siguen una distribucién Pareto(4, 3). Demuestre que p4 = 00 y por
lo tanto la férmula del ejercicio anterior no puede aplicarse.

72. Sea S un riesgo con distribucién exp(A).

a) Calcule la aproximacién de Edgeworth de S.

b) Asigne un valor al pardmetro A y con ayuda de un paquete
computacional grafique tanto la funciéon densidad exponencial
como la funcién aproximante.

73. Suponga que un riesgo S sigue un modelo colectivo Poisson de
parametro A = 10 y las reclamaciones tienes la funcién de pro-
babilidad que aparece en la siguiente tabla:

T 1 2 3 4 5
o121/ 18] 1/16 | 1/16

a) Use la férmula de Panjer para encontrar la funcién de proba-
bilidad exacta de S.

b) Calcule la aproximacién de Edgeworth para S.

¢) Con ayuda de un paquete computacional grafique la funcién
de probabilidad exacta de S y la densidad aproximante.






Capitulo 3

Principios para el calculo
de primas

Hemos mencionado antes que una prima es un pago por adelantado que un
asegurado realiza a una compania aseguradora para obtener una cobertura
parcial o completa contra un riesgo determinado, en los términos y condi-
ciones que establece la péliza del seguro. En este capitulo vamos a estudiar
algunas reglas generales para calcular el valor de una prima tomando en
consideracién inicamente los aspectos matematicos del riesgo, es decir, no
consideraremos cuestiones administrativas o mercadoldgicas del negocio del
seguro, las cuales en situaciones practicas son indispensables de considerar.
Denotaremos por p, ps o p(S) a la prima para cubrir un riesgo S. De esta
manera, a la formula para calcular una prima se le puede considerar como
una funcién numérica de la variable aleatoria S o de su distribucién.

3.1. Propiedades

. Qué propiedades es razonable que cumpla una funcién p(S) para el célculo
de las primas? Vamos a enunciar a continuacién algunas propiedades gene-
rales que son deseables que posea cualquier método para calcular primas.

69
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Simplicidad

El célculo de la prima debe ser facil de calcular. La simplicidad en el calculo
de la prima es deseable que se cumpla por varias razones, entre ellas est4 el
aspecto practico del calculo mismo, asi como el de lograr una cabal com-
prension del cédlculo de la prima por parte del asegurado y del resto de las
personas involucradas en los procesos técnicos, administrativos y legales del
seguro.

Consistencia

Si un riesgo se incrementa en una constante, entonces la prima debe reflejar
ese cambio incrementandose en la misma cantidad, es decir, si ¢ > 0 es una
constante, entonces

p(S +¢) =p(S) +c.

Aditividad

La prima de un portafolio consistente en dos riesgos independientes debe
ser la suma de las primas individuales, es decir,

p(S1 + S2) = p(S1) + p(S2),

cuando S; y S5 son dos riesgos independientes. Es claro que cuando se
cumple esta propiedad, el intentar combinar o separar los riesgos no resulta
en ninguna ventaja o provecho ni para el asegurado ni para el asegurador.

Invarianza de escala
Si a > 0 es una constante, entonces
p(aS) = ap($),
es decir, si la cuantificacién del riesgo S cambia de escala y se considera

ahora el riesgo aS, la prima para este nuevo riesgo debe ser ap(S), esto
equivale a la prima original modificada con la misma escala.
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Cota inferior

La prima debe tener siempre como cota inferior la prima pura de riesgo, es
decir,
p = E(S).

Sin embargo, en algunas situaciones es necesario suponer que las primas
deben tener siempre un recargo positivo y se considera la condiciéon mas
restrictiva p > E(S). A menos que se establezca lo contrario, la propiedad
de cota inferior se entendera en el sentido p > E(S), la cual es més facil de
verificar en los métodos de calculos de primas que estudiaremos.

Cota superior

Si un riesgo estd acotado superiormente, entonces la prima para cubrir este
riesgo también debe tener la misma cota superior, es decir, si S < M para
alguna constante M > 0, entonces

p(S) < M.

3.2. Principios generales

Recordemos que la prima pura de riesgo estd dada por p = F(S). Esta es
la prima destinada a solventar exclusivamente la reclamacién del riesgo, sin
embargo veremos a continuacién la posible situacion catastréfica que podria
presentarse cuando se toma p = E(5). Considere un portafolio homogéneo
de n pdlizas de seguro de un mismo riesgo y vélidas por un tiempo deter-
minado. Suponga que se cobra una misma prima p por cada pdliza y que
S; representa el monto de las reclamaciones efectuadas por la pdliza j, las
cuales se presuponen independientes y con idéntica distribucién. Si u es el
capital inicial de la aseguradora, entonces el capital de la misma al término
de la vigencia de las polizas es

n
X, = u—l—np—z S
j=1

= u-+ i (p—Sj).
j=1
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Tenemos entonces las siguientes dos situaciones:

a)

Cuando p = E(95), al tomar esperanza en la ecuacién anterior se ob-
tiene E(X,,) = u+n (p—E(S)) = u. Es decir, en promedio la compania
aseguradora permanece con su capital inicial, sin embargo puede de-
mostrarse que cuando n — 00, casi seguramente,
limsup X,, = — liminf X, = c0.
n—00 n—0a0
Esto quiere decir que el capital X,, puede oscilar y tomar valores
grandes, tanto negativa como positivamente. Este resultado es parte

del Teorema 6.3.1 del texto de Rolski et al [32] y su demostracién hace
uso de algunos elementos de caminatas aleatorias.

Cuando p # E(S), por la ley de los grandes ntimeros,

n—ow n n—ow n

lim X, — Hm](u+§Kp—%n
j=1

n

= E@*S;
= p— E(S).

Asi, para que este limite sea el indicado la variable X, tiene que
diverger a infinito o menos infinito dependiendo del signo de p— E(S).
Por lo tanto X, tiene el siguiente comportamiento limite en el sentido
casi seguro,

lim X, =

n—a0

+00  sip> E(S),
—o  sip < E(S).

En vista de estos resultados, es natural y deseable suponer p > E(S5). Esta
condicién se conoce con el nombre de condicién de ganancia neta (net profit
condition) y debe prevalecer en cualquier método para calcular p.

En general no existe un mecanismo de célculo para la prima que sea el mejor
pues existen varias condiciones que afectan la forma de calcular primas, en-
tre ellas, las restricciones legales y financieras, las condiciones del asegurado,
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las condiciones de la propia aseguradora y de las otras aseguradoras, asi co-
mo las condiciones del mercado del seguro. Todos estos son factores que
determinan, directa o indirectamente, el valor de una prima para cubrir un
riesgo particular en una situacion real. Estudiaremos a continuacién algunas
formas particulares para el calculo de primas. A estos procedimientos se les
denomina con el término de prinicipios.

Principio del valor esperado

Este principio es uno de los mas sencillos y establece que la prima puede
calcularse de la siguiente forma:

p= (1 + Q)E(S)?

en donde 6 > 0 es una constante llamada factor de recargo (safety loading).
Es decir, se trata de la reclamacién promedio mas un porcentaje de ésta.
En el factor de recargo se encuentran inmersos los costos administrativos y
comerciales del seguro, asi como los margenes de utilidad de la aseguradora.
La forma simple en la se expresa este principio es una de sus caracteristi-
cas principales, sin embargo puede observarse que una desventaja de esta
férmula es que asigna la misma prima a dos riesgos con distinta distribu-
cién pero con media comun, y no toma en cuenta otro aspectos, por ejemplo,
si las varianzas de los riesgos fueran distintas, entonces las primas tal vez
deberian ser distintas.

Principio de la varianza

Este principio hace uso de la esperanza y la varianza del riesgo. En este
caso el factor de recargo 6 > 0 se aplica sobre el valor de la varianza de la
siguiente forma:

p = E(S) + 0 Var(S).

Principio de la desviacién estandar

Sea nuevamente § > 0 una constante. En este principio el factor de recargo
se aplica sobre la desviacién estandar del riesgo como indica la formula que
aparece abajo. A diferencia del principio de la varianza, en este caso las
unidades de medicién del riesgo y de la prima coinciden. Y es evidente que
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la prima calculada mediante este principio produce una prima menor o igual
a aquella calculada mediante el principio de la varianza.

p = E(S) + 0+/Var(S).

Principio de utilidad cero

Este principio hace uso de una funcién de utilidad, esto es, una funcién v(x)
definida sobre [0, 0) o un subconjunto de este intervalo y con valores en R,
que cumple las propiedades que se mencionan a continuacién, y cuya grafica
en términos generales se muestra en la Figura 3.1.

a) Es estrictamente creciente.

b) Es céncava.

Una funcién con estas caracteristicas puede usarse para modelar el valor o
utilidad que una persona o institucién asocia a un bien monetario o ma-
terial. En el apéndice el lector encontrara un exposicién breve sobre algu-
nas propiedades de este tipo de funciones. Suponiendo diferenciabilidad, la
primera condicién se escribe v'(x) > 0, y la segunda condicién significa que
v"(z) < 0. A veces se afiade la condicién v(0) = 0 pues toda funcién de
utilidad (definida en z = 0) puede modificarse de tal forma que cumpla esa
condicion sin afectar el resultado en los procesos de decisiéon que se llevan a
cabo usando estas funciones. La nueva funcién de utilidad seria v(z) —v(0).
Véase la seccién sobre este tema en el apéndice.

v(x)

Figura 3.1: Funcién céncava.

El principio de utilidad cero establece que la prima para cubrir un cierto
riesgo S es aquel nimero p que satisface la ecuacion

v(u) = Elv(u+p—29)], (3.1)
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en donde u es el capital inicial de la aseguradora. Es decir, la utilidad que
representa para la aseguradora el capital inicial u debe ser idéntica a la utili-
dad esperada al cubrir el riesgo. Asi, el cdlculo de p esta dado implicitamente
por la ecuacién (3.1) y para que la prima esté bien definida supondremos el
caso cuando esta ecuacién tiene una tnica soluciéon p. Debemos mencionar,
sin embargo, que no es sencillo resolver de manera exacta ecuaciones de la
forma (3.1), pero pueden usarse métodos numéricos para conocer p de ma-
nera aproximada. El siguiente ejemplo es un caso muy particular y atipico
en donde se puede calcular con facilidad la solucién p de (3.1).

ax

Ejemplo 3.1 Considere la funcion de utilidad u(x) = 1—e **, con a > 0.

La prima se calcula como aquel valor de p que es solucion de la ecuacion
| oo _ B[ — eolwipS)],
Después de algunos cdlculos sencillos, de la identidad anterior se obtiene la
expresion
p= élnMs(a). (3.2)
Se presentan a continuacién algunos ejemplos de funciones de utilidad.
a) Funcién de utilidad exponencial.
v(e)=1—e"*  a>0.
b) Funcién de utilidad cuadrética.
v(r) =2 —ar?, a>0, para0<z<1/(20).
¢) Funcién de utilidad logaritmica.
v(r) =alnz, o>0.
d) Funcién de utilidad de potencia fraccional.
v(z) =2% O0<a<l.

Demostraremos a continuacion que el principio de utilidad cero produce
primas que cumplen la condicién p > E(S). Por la desigualdad de Jensen
en el caso de funciones concavas,

v(u) = Elv(u+p—29)]
< v(Eu+p—29))
= v(u+p— E(9)).
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Como v es una funcién estrictamente creciente, es uno a uno, y por lo
~1 existe y también es estrictamente creciente. Al aplicar
entonces la inversa se preserva la desigualdad anterior y se obtiene p > E(S5).
La igualdad se logra, por ejemplo, cuando S es constante.

tanto su inversa v

Principio del valor medio

Este principio hace uso de una funcién de valor, esto es, una funcién v(x)
que cumple las propiedades que aparecen abajo y cuya grafica general se
muestra en la Figura 3.2.

a) v(0)=0.
b) Es estrictamente creciente.

c¢) Es estrictamente convexa.

v(z)

Figura 3.2: Funcién convexa.

El principio del valor medio establece que la prima p debe calcularse a partir
de la igualdad

v(p) = Ev(S)]- (3-3)
Esta identidad significa que la compania aseguradora asigna el mismo valor
a la prima que al promedio del valor de la reclamacién y por lo tanto es
indiferente a cualquiera de las dos situaciones. Como la funcién v(z) es
estrictamente creciente, es uno a uno, su inversa por lo tanto existe y es
también estrictamente creciente. De hecho, la inversa de cualquier funcién
de utilidad que se anula en cero es un ejemplo de una funcién de valor. Asi,
la prima mediante este principio se puede escribir de la siguiente forma:

p =" (B(u(S))).
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Por la desigualdad de Jensen para la funcién convexa v, E(v(S)) = v(E(S)),
o bien por la misma desigualdad para la funcién céncava v~ v (E(X)) >
E(v1(X)). Ambos caminos llevan a la desigualdad

p= E(9).

Ejemplo 3.2 Considere la funcion de valor v(z) = e** — 1, con a > 0.
Bajo este principio, la igualdad (3.3) se escribe e®? — 1 = E(e® — 1), lo
que lleva a la siguiente solucion, que es idéntica a (3.2),

b= éln M(a). (3.4)

Principio exponencial

Este es el principio de utilidad cero aplicado a la funcién de utilidad v(z) =
1—e %" con a > 0. Y coincide también con el principio del valor medio
aplicado a la funcién de valor v(z) = e** — 1, con a > 0. Hemos visto que
la prima calculada bajo estos principios es

1
p=—InMg(a).
a

Observe que en este caso la prima no depende del capital inicial u. Puede
verificarse directamente que p = E(S), lo cual hemos demostrado antes de
manera general.

Principio del porcentaje

Sea € > 0 una constante. El principio del porcentaje sugiere que la prima
p puede calcularse mediante la expresién que aparece abajo. El significado
geométrico de esta férmula se muestra en la Figura 3.3.

p=inf{z>0:P(S>uz)<e}.

De esta forma la probabilidad de que el riesgo exceda el monto de la pri-
ma debe ser pequenio o ajustable mediante el pardmetro €. A este princi-
pio también se le conoce también como principio de pérdida méaxima. Por
ejemplo, si S sigue una distribucién exponencial de pardmetro A, entonces
P(S>zx)= e .Y por lo tanto p es aquel valor numérico tal que e P = ¢,
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X
p
Figura 3.3
es decir, p = —% Ine. Asi, para este ejemplo particular, se cumple la condi-

cién p = E(S) si, y solo si, —%lne > %, es decir, € < e”!'. Esto muestra
que el principio del porcentaje no produce en general primas que cumplen
la condicién de ganancia neta.

Principio de Esscher

Antes de establecer este principio es necesario definir primero la transfor-
mada de Esscher de una distribucién de probabilidad para la cual existe la
funcién generadora de momentos.

Transformada de Esscher. Sea S un riesgo con funcién de densidad f(x),
funcién de distribucién F'(z) y para la cual existe la funcién generadora
de momentos Mg(h), para algunos valores de h > 0. La transformada de
Esscher con parametro h de f(x) es la funcién

z—g(x) = M f (). (3.5)

Ms(h)
Es inmediato comprobar que esta funcién es efectivamente de densidad.
Por ejemplo, puede demostrarse que la transformada de Esscher de la dis-
tribucion exponencial es nuevamente la distribucién exponencial pero con
pardmetro distinto (ejercicio 87). Cuando el pardmetro h es cero se obtiene
la funcién de densidad original. La definiciéon de transformada de Esscher
puede definirse de manera analoga para variables aleatorias discretas.
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El principio de Esscher establece que la prima para cubrir el riesgo S es la
esperanza de esta nueva funcion de densidad, es decir,

1 *© .
p = Ms(h)L z e f(z) dx

E(SeM)
E(ehS) '

Denotemos por p(h) a esta funcién. Es claro que p(0) = E(S) y puede
demostrarse que p(h) es una funcién creciente de h, véase el ejercicio 90. Por
lo tanto, p(h) = p(0) = E(S). Esto demuestra que se cumple la condicién de
ganancia neta y que mientras mayor es el parametro A mayor es la prima.
Habiendo definido la forma de calcular primas bajo este principio, vamos
a hacer algunas observaciones acerca de la funcién de densidad (3.5), la
cual es la funcién de densidad original ponderada por la funcién creciente
x> e /Mg (h). La correspondiente funcién de distribucién de (3.5) es

Gla) = 55 | e wan

A esta funcién también se le llama la transformada de Esscher de la funcién
de distribucién F(x). Sea S una variable aleatoria asociada a esta funcién de
distribucién. Algunos calculos sencillos muestran que la funcién generadora
de momentos de esta nueva variable aleatoria estd dada por

50 = i

Principio del riesgo ajustado

Este principio, asi como el de Esscher, esta basado en una transformacién
de la distribucién del riesgo. Para un riesgo S con funcién de distribucién
F(z) se define una nueva funcién de distribucién de la siguiente forma

G(z) = 1~ (1 - F(x))"”,

en donde p > 1 es un pardmetro conocido como el indice del riesgo. Puesto
que 1 — F(x) es un numero entre 0 y 1, y p = 1, se cumple que

1-G(@) = (1-F)"
> 1- F(a). (3.6)
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Esto significa que la cola de la distribucién del riesgo estd siendo sobre
estimada por la cola de la nueva distribucién. Esta sobre estimacion es
usada para definir la prima para cubrir S. En la Figura 3.4 se muestra el
orden que guardan las funciones G(z) y F(x).

Figura 3.4

Asi, la prima por el principio del riesgo ajustado para el riesgo S se define
como la esperanza de la nueva funcion de distribucién, es decir,

p= foou _ G(x))dz — fooa — F(a)e da

0 0

Se verifica entonces la condicién p > E(S), pues
a0

= ” — €T / €T — T €T = .
p—fou F(a)Vd >f0<1 F(x)) do = E(S)

Puesto que hemos revisado algunos métodos particulares para calcular pri-
mas y que contamos con una lista de propiedades deseables que deben
cumplir los métodos, surge el problema de determinar si se cumplen o no
se cumplen las propiedades para cada uno de los métodos enunciados. Tal
tarea es el contenido del ejercicio 94. Algunas de estas comprobaciones son
inmediatas, algunas otras requieren un poco mas de trabajo. En la tabla que
hemos colocado en este ejercicio se ha omitido la propiedad de simplicidad,
pues tal caracteristica es subjetiva.

3.3. Primas y funciones de utilidad

Hemos mencionado que el principio de utilidad cero establece que la prima
que una aseguradora estd dispuesta a cobrar a un asegurado para cubrir un
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cierto riesgo S es aquel nimero p que satisface la ecuacién
vi(ur) = Eflvi(ur +p— 5], (3.7)

en donde u; es el capital inicial de la aseguradora y vi(x) es una funcién
de utilidad . Denotemos por p~ a esta prima puesto que en realidad la ase-
guradora estaria contenta en cobrar una prima p que sea mayor o igual a
p~, es decir, desde el punto de vista de la aseguradora y bajo el criterio de
utilidad cero, la prima p~ es la minima prima a cobrar, y por lo tantop > p—.

En contraparte, un asegurado con capital inicial o riqueza us y con funcién
de utilidad ve(x), considera que puede aceptar contratar un seguro para
cubrirse contra el riesgo S cuando, de acuerdo al principio de utilidad cero,
la prima p esta dada por

va(ug — p) = Elva(ug — 5)]. (3.8)

El posible valor de p solucién de esta ecuacién representa el punto de balance
(misma utilidad) para el asegurado entre la decisién de contratar el seguro o
no contratarlo. Denotemos ahora por p™ a la solucién de (3.8). Nuevamente
ese valor es en realidad la prima méaxima que el asegurado esta dispuesto a
pagar para cubrirse contra .S, pues es claro que una prima menor o igual a
tal valor es conveniente para él. De esta manera el principio de utilidad cero
establece las condiciones de ambas partes para tomar un decisién respecto
a firmar o no firmar el contrato del seguro. Es claro que habra un acuerdo
entre ambas partes si existe un valor de p tal que

p <p<p".
En tal caso se dice que el riesgo es asegurable bajo el criterio y condiciones
mencionados. La situacion se ilustra en la Figura 3.5.

Ejemplo 3.3 Suponga que una compania asequradora con capital inicial
u1 > 0 decide asegurar un riesgo S y el cdlculo de la prima se determina de
acuerdo al principio de utilidad cero usando la funcion de utilidad vi(x) =
1—e % con ay > 0. De este modo, la prima minima que la aseguradora
estd dispuesta a cobrar es p~ dada por la solucion de la ecuacion

vi(u1) = Efvi(ur + p~ = S)].
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P Prima de la aseguradora

Prima del asegurado p*

Figura 3.5

Resolviendo esta ecuacion como se ha hecho antes se encuentra que p~ =
0%1 In Mg(ay). Por otro lado, un asegurado con capital inicial ug estd dis-
puesto a pagar una prima mdrima p* para asequrarse contra este riesgo,
determinada por la ecuacion vy(uz — p*) = Elva(uz — S)], en donde va(x)
es la funcion de utilidad particular va(x) = 1 —e *2*, con g > 0. La solu-
cién de esta ecuacion es p* = a% In Mg(ag). Asi, el riesgo mencionado es
asegurable bajo las condiciones mencionadas si, y solo si, las constantes a
y ao satisfacen la relacion

1 1
— In Mg(a1) < — In Mg(az).
a1 a9

Comentarios y referencias

Uno de los problemas fundamentales de las companias aseguradoras para
operar un seguro es determinar la forma de calcular la prima a cobrar para
asegurar un riesgo. En este capitulo hemos estudiado los primeros elemen-
tos para resolver este problema desde el punto de vista matemaéatico y con-
siderando exclusivamente la naturaleza estocéstica del riesgo. Asi, suponien-
do que hemos adoptado un modelo matemaético para representar un riesgo
proveniente de una cartera de asegurados y suponiendo que podemos calcu-
lar algunas de sus caracteristicas, en este capitulo hemos visto que no hay
una forma tnica de calcular la prima correspondiente, pues en efecto, hemos
mostrado varios métodos del célculo de primas.
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3.4.

74.

75.

76.

Ejercicios

Desigualdad de Jensen

Converidad y desigualdad de Jensen. Una funcién u : (a,b) - R
es convexa si para cualesquiera numeros z < y en (a,b), y para
cualquier ¢ € [0, 1] se cumple la desigualdad

u(te + (1 =1)y) < tu(z) + (1 = thu(y).

Geométricamente esta desigualdad significa que la recta que une
los puntos (z,u(x)) y (y,u(y)) se encuentra por arriba de la fun-
ci6én en el intervalo [z,y]. Cuando u es dos veces diferenciable, la
condicién de convexidad se escribe u”(z) > 0. La desigualdad de
Jensen establece que si v es una funciéon convexa y X es una va-
riable aleatoria tal que tanto X como u(X) tienen esperanza finita,

entonces
uw(E(X)) < E(u(X)).

Demuestre esta desigualdad en el caso cuando u es dos veces dife-
renciable siguiendo los siguientes pasos:

a) Escriba la serie de Taylor de la funcién u alrededor de un punto
x hasta la segunda derivada.

b) Use la condicién u”(x) > 0 para concluir que u(x) = u(zg) +
u'(zo)(x — x0).

¢) Sustituya x por X, x¢ por E(X) y después tome esperanza en
ambos lados.

Funciones de utilidad y el principio de utilidad cero

Sean a > 0 y a > 0 constantes. Demuestre que la funcién v(z) =
a(l — e~*") definida para = > 0, es una funcién de utilidad y que
usada bajo el principio de utilidad cero determina que la prima para
cubrir un riesgo S debe ser p = 1 In Mg(a).

Suponga que una persona con capital u tiene dos opciones de in-
versién, las cuales le reportan ganancias o pérdidas dadas por las
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77.

78.

variables aleatorias I; e Is. Es decir, al cabo de cada una de las
inversiones su capital serd u + I1 o u + I2. Suponga que la persona
decide tomar la inversion que le otorga una utilidad esperada ma-
yor, en donde su funcion de utilidad es exponencial. Demuestre que
su decision es independiente del capital inicial wu.

Funciones de valor y el principio del valor medio

Suponga que un riesgo S tiene distribucién exp(A). Use el principio
del valor medio para calcular la prima para cubrir este riesgo usando

la funcién de valor v(z) = z2.

Principio del valor esperado

Suponga que se tiene un portafolio de 350 pélizas de seguros contra
robo a casahabitacién con validez por un ano, como se muestra en
la siguiente tabla:

Probabilidad Reclamacion

de siniestro || unif(0, 10] | unif(10, 20]
0.01 100 60
0.02 150 40

Esto quiere decir, por ejemplo, que se tienen 100 asegurados cuya
probabilidad de reclamacién es 0.01 y cuyo monto de reclamacion se
distribuye unif(0, 10]. Suponga que nos interesa modelar el agregado
de reclamaciones mediante la variable S* usando modelo individual,
pero también con la variable S¢ usando el modelo colectivo Poisson.

a) Encuentre la media y la varianza de las variables S y S¢.

b) Suponga que para el calculo de las primas se usa el princi-
pio del valor esperado. Calcule el factor de recargo 6° y 6°,
correspondiente a cada modelo, de tal forma que con proba-
bilidad de 0.95 las primas sean suficientes para hacer frente a
las reclamaciones.
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79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

¢) Suponga que las probabilidades de reclamacién se duplican.
Encuentre nuevamente los factores de recargo 6 y §¢ para que
con probabilidad de 0.95 las primas sean suficientes para hacer
frente a las reclamaciones.

Principio de la varianza

Usando el principio de la varianza calcule la prima p para cubrir un
riesgo S con distribucién unif(0, 1), y encuentre el valor del factor
6 tal que P(S > p) =0.1.

Principio exponencial

Use la desigualdad de Jensen para demostrar directamente que la
prima calculada mediante el principio exponencial cumple la desi-
gualdad p > E(S).

Principio del porcentaje

Usando el principio del porcentaje, calcule la prima para cubrir un
riesgo S con distribucién exp(\).

Mediante el principio del porcentaje calcule la prima para cubrir
un riesgo con distribucién Pareto(a, b).

Mediante el principio del porcentaje calcule la prima para cubrir
un riesgo con distribuciéon Weibull(r, a).

Considere un riesgo S con funcién de densidad como aparece abajo.
Calcule la prima para cubrir S mediante el principio del porcentaje.

f(z) = @e*xQ/Z, x> 0.

AT
Transformada de Esscher

Calcule la transformada de Esscher de pardametro A > 0 de la dis-
tribucién:
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a) geo(p). c¢) unif(a,b).
b) Poisson(A). d) N(u,d?).

86. Doble transformada. Sea S un riesgo con funcién de densidad f(x)
y funcién generadora de momentos finita.

a) Demuestre que la doble transformada de Esscher con pardme-
tros hy y ho de la funcién f(x) es

1

g(l’) — m e(h1+h2)zf(x).

b) Compruebe que la funcién generadora de momentos de la doble
transformada es

Mg(t + h1 + hQ)
M(t) =
( ) Mg(hl + hQ)

Principio de Esscher

87. Sea S un riesgo con distribucién exp(\).
a) Demuestre que la transformada de Esscher de pardametro h es
la distribucién exp(A — h), para 0 < h < A.
b) Encuentre la prima mediante el principio de Esscher.
c¢) Verifique la condicién de ganancia neta.

88. Suponga que la reclamacién de un cierto riesgo S tiene distribucion
uniforme en el intervalo (0,1).

a) Calcule la transformada de Esscher de pardmetro h = 1 de esta
distribucién. Grafique y compare las dos funciones de densi-
dad.

b) Calcule la prima para cubrir este riesgo usando el principio de
Esscher de pardametro h = 1.

c¢) Calcule la probabilidad de que la prima sea suficiente para
cubrir una reclamacion del riesgo.
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89.

90.

91.

92.

93.

Sea S un riesgo con distribucién gama(y, A).

a) Demuestre que la transformada de Esscher de pardmetro h es

la distribucién gama(y, A — h), para 0 < h < A.

b) Encuentre la prima mediante el principio de Esscher.

c¢) Verifique la condicién de ganancia neta.
Condicion de ganancia neta. Sea p(h) = E(Se™)/E(e"¥) 1a prima
para cubrir un riesgo S calculada mediante el principio de Esscher.
Demuestre que la funcién diferenciable p(h) es creciente. En conse-
cuencia, p(h) = p(0) = E(S).
Sugerencia: la desigualdad de Cauchy-Schwarz establece que para

dos variables aleatorias con segundo momento finito se cumple que
E2(XY) < E(X?) E(Y?).

Principio del riesgo ajustado

Sea S un riesgo con distribucién exp(\).
a) Demuestre que la transformada del principio del riesgo ajus-
tado de pardmetro p es la distribucién exp(A/p).

b) Encuentre la prima mediante el principio de riesgo ajustado
para cubrir el riesgo S.

¢) Verifique la condicién de ganancia neta para p > 1.
Sea S un riesgo con distribucién Pareto(a, b).
a) Demuestre que la transformada del principio del riesgo ajus-

tado de pardmetro p es la distribucién Pareto(a/p, b).

b) Encuentre la prima mediante el principio de riesgo ajustado
para cubrir el riesgo S.

¢) Verifique la condicién de ganancia neta para p > 1.
Calcule la prima para cubrir un riesgo S con distribucién unif(0, 1)

usando el principio del riesgo ajustado con indice de riesgo p y
verifique la condicién de ganancia neta.



88 3. PRINCIPIOS PARA EL CALCULO DE PRIMAS
Propiedades

94. Complete la siguiente tabla determinando si cada uno de los princi-
pios mencionados para calcular primas cumple la propiedad corres-
pondiente. En cada caso demuestre su afirmacién o proporcione un
contraejemplo. Para simplificar las cosas considere que la propiedad
de cota inferior se refiere a la desigualdad no estricta p > E(S5).

Consis- | Aditi- | Inva- Cota Cota
tencia | vidad | rianza | inferior | superior

Valor esperado

Varianza

Desv. estandar

Utilidad cero

Valor medio

Exponencial

Porcentaje

Esscher

Riesgo ajustado

Primas y funciones de utilidad

95. Calcule la prima maxima que un asegurado esta dispuesto a pagar
para cubrirse contra un riesgo S que puede tomar los valores 0 y
100, con idéntica probabilidad 1/2. Suponga que como funcién de
utilidad se toma la funcién identidad.

96. Considere un riesgo S con distribucién Poisson(A) con A = 10.
Sea vi(r) = 1 — ae™®* con a = 1/2 la funcién de utilidad de la
aseguradora. Sea va(z) = z + 1 la funcién de utilidad del solicitante
del seguro. Determine si el riesgo S es asegurable. Observe que en
este caso no es necesario conocer el capital inicial del asegurado ni
del asegurador.

97. Sea v(x) una funcién de utilidad, y sean a y b dos constantes con
a > 0. Demuestre que av(z) + b es una funcién de utilidad.

98. Suponiendo diferenciabilidad, demuestre que la composicion de dos

funciones de utilidad es una funcién de utilidad.
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99.

100.

Awversion al riesgo. Suponga que una persona con capital inicial
u tiene la posibilidad de participar en un juego justo en el que
recibird una cantidad positiva x con probabilidad 1/2, o perderd di-
cha cantidad con probabilidad 1/2. En caso de no desear participar
en este juego, el capital de la persona no se modifica y permanece
con el valor u. Suponga que la persona toma la decision de par-
ticipar o no participar en el juego usando el criterio de la utilidad
esperada maxima, es decir, tomara aquella decision que le reditie
una utilidad promedio maxima. Demuestre que si la funcién de uti-
lidad usada es estrictamente céncava, es decir, v”(x) < 0, entonces
la decisién serd siempre no participar en el juego, a pesar de que
éste es justo. Esto ilustra la interpretacion de que las funciones de
utilidad estrictamente céncavas representan la utilidad de personas
con aversion al riesgo.

Coeficiente de aversion al riesgo. Se define el coeficiente de aver-
sién al riesgo de una funcién de utilidad v(x) como la funcién
—v"(x)/V'(z) = 0. Calcule este coeficiente en el caso de la funcién de
utilidad exponencial, cuadratica, logaritmica y potencia fraccional.






Capitulo 4

Reaseguro

En este capitulo estudiaremos algunas ideas simples y generales del rease-
guro. El reaseguro se presenta cuando una aseguradora firma un contrato
para cubrir ciertos riesgos con otra compania aseguradora llamada rease-
guradora. De esta manera ambas aseguradoras adquieren la obligacién de
solventar las posibles reclamaciones del riesgo en cuestién y nos encontramos
nuevamente en el esquema general de un asegurado y una aseguradora, en
donde debe existir un acuerdo entre ambas partes acerca de las condiciones
del contrato, las caracteristicas del riesgo, las condiciones para el pago de
la suma asegurada y, por supuesto, el cdlculo de la prima correspondiente.
Desde el punto de vista de la aseguradora, el reaseguro le ayuda a evitar posi-
bles fuertes montos en las reclamaciones, aunque naturalmente disminuyen
sus ingresos por primas pues tiene que compartir éstas con la reaseguradora.

Consideremos entonces un riesgo S y denotemos por S4 la parte del riesgo
asumido por el asegurador y sea S la parte asumida por el reasegurador.
Las letras A y R indican los términos Asegurador y Reasegurador, respec-
tivamente. Debe entonces cumplirse la igualdad

S =54+ 5%

Los distintos tipos de reaseguro corresponden a las distintas formas en las
que esta descomposicion puede llevarse a cabo y tales descomposiciones
pueden ser deterministas o aleatorias. El objetivo ahora es estudiar las
caracteristicas probabilisticas de las variables aleatorias S4 y ST, y si se

91
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cumplen las condiciones adecuadas, pueden aplicarse los resultados encon-
trados antes para lograr dicho objetivo. El reaseguro puede tomar por lo
menos dos perspectivas: actuar sobre las reclamaciones individuales o sobre

el total del riesgo.
eclamaciones
dividuales
k{easeguro
Total del
riesgo

Figura 4.1

En ambos esquemas de reaseguro se aplica una funcién continua A del in-
tervalo [0,00) en si mismo tal que:

a) h(0) = 0.
b) h(z) < z.

Las dos funciones de este tipo que consideraremos son h(z) = azx, para
a € (0,1),y h(x) = min{z, M}, para alguna constante M > 0. Graficamente
estas funciones se muestran a la Figura 4.2.

h(z) = ax h(z) = min{z, M}

Figura 4.2

Bajo el esquema de reaseguro, la aseguradora afronta tUnicamente el ries-
go resultante de aplicar la funcién h al riesgo original o a cada una de sus
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reclamaciones. Cuando se utiliza la primera de las funciones A mencionadas,
el reaseguro se llama proporcional y en el segundo caso se le llama no pro-
porcional. Estudiaremos a continuacién estos dos tipos de reaseguro aunque
debemos mencionar que a pesar de que los nombres de estos dos esquemas
de reaseguro podrian sugerir que son los tinicos, esto no es asi, pues existen
otras formas en las que los riesgos S4 y S pueden determinarse.

4.1. Reaseguro proporcional

Suponga que una compania aseguradora reasegura un riesgo de la forma
S = Zjvzl Y;. En el reaseguro proporcional se usa la funcién h(z) = az,
para algin valor de la constante a en el intervalo (0,1). Usando la lineali-
dad de esta funcién, es claro que es equivalente aplicar la funcién a cada
reclamacién por separado o al riesgo completo. Dada una reclamaciéon Y,
la aseguradora hace frente a una proporcion de ésta, aY, y la reasegurado-
ra cubre el porcentaje restante, (1 — a)Y. El riesgo total asumido por la

aseguradora es aS, y la reaseguradora cubre (1 — a)S, es decir,
N
S4 = a8 = Z aY;,
j=1

St=(1-a)S=) (1-a)Y;.

=

j=1

En este caso, las caracteristicas probabilisticas de S y de S* se encuentran
facilmente de las de S, pues no es dificil comprobar los siguientes resultados
para S con andlogos resultados para SF.

8) Fya(z) = Fs(x/a).
b) fea(x) = é fs(x/a), cuando S es absolutamente continua.
¢) Mga(r) = Ms(ar).

d) E(S4) =aE(S) < E(S).

e) Var(S4) = a? Var(S) < Var(S).
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Probabilidad de insolvencia

Comprobaremos a continuacién que el reaseguro proporcional es conveniente
para la aseguradora en el sentido de que la probabilidad de insolvencia bajo
este tipo de reaseguro es menor o igual a la probabilidad de insolvencia
cuando no hay reaseguro. Suponga que una compania aseguradora adquiere
un riesgo S durante un cierto periodo y por el cual cobra una prima p.
Suponga que esta aseguradora tiene un capital inicial u. La probabilidad de
que la compania aseguradora no pueda solventar el riesgo es

P(S>p+u).

Tal probabilidad se muestra graficamente en la Figura 4.3. Ahora supon-
ga que la compania decide reasegurarse mediante el esquema de reaseguro
proporcional. Suponga ademads que el asegurador retiene una parte de la
prima original p dada por ap, con 0 < a < 1, y el reasegurador obtiene la
cantidad (1 — a)p al aceptar reasegurar este riesgo. La probabilidad de que
la aseguradora no pueda solventar el nuevo riesgo bajo este esquema es

P(aS > ap +u) P(S>p+g)

< P(S>p+u).

p+u p+

Qe

Figura 4.3

De esta forma hemos comprobado que la probabilidad de insolvencia bajo
el esquema de reaseguro proporcional es menor o igual a la probabilidad del
mismo evento cuando no hay reaseguro. La ventaja para la aseguradora al
contratar el reaseguro es que la incertidumbre disminuye pero sus ganancias
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también disminuyen al ceder un porcentaje de sus ingresos por primas. Esta
propiedad de disminucién de insolvencia mediante el reaseguro es un tanto
mas dificil de verificar en otros tipos de reaseguro y dependerd, en general,
del célculo de la prima para el reaseguro.

4.2. Reaseguro no proporcional

En el reaseguro no proporcional se toma la funcién h(z) = min{z, M} para
alguna constante M > 0 llamada nivel de retencién. Distinguiremos dos
casos: cuando se aplica esta funcién a cada reclamacion y cuando se aplica
sobre el total del riesgo.

Reaseguro en el riesgo completo (stop loss)

En este caso se aplica la funcién h(z) = min{z, M} sobre la totalidad del
riesgo para obtener la parte que cubre la aseguradora y el riesgo excedente
lo cubre la reaseguradora. De esta manera cada una de las aseguradoras
cubren los riesgos:

SA
SR

min {S, M},
méx {0,S — M}.

Tras un andlisis puntual de estas funciones puede verificarse la identidad
S = S4 + 8B la cual no es evidente a primera vista. Asf, mediante este
mecanismo la aseguradora tiene la certidumbre de que cubrird un monto
méaximo de M para el riesgo S. Es por ello que a este tipo de reaseguro se
le llama reaseguro de pérdida méxima (stop loss).

Tanto la variable S4 como S¥ son, en general, variables aleatorias mixtas,
es decir, no son discretas ni continuas. Por ejemplo, la variable S tiene una
masa de probabilidad en el punto M de valor P(S > M), es decir, P(S* =
M) = P(S = M). Puede demostrarse que su funcién de distribucién toma

la expresién
_f Fs(x) siz< M,
FsA(x)_{1 siz> M,

la cual se muestra en la Figura 4.4 (a) en el caso cuando Fgs(x) es continua.
Debido a su condicién de variable aleatoria mixta, la funcién de densidad
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del riesgo S no puede expresarse como una funcién tradicional sino que
es necesario hacer uso de las funciones generalizadas si se desea escribir
tal funcién. En estos casos preferiremos trabajar inicamente con la funcién
de distribucién. Suponiendo que S es absolutamente continua, el n-ésimo
momento de S4 puede expresarse de la siguiente forma:

M
E[(54)"] = f 2" fs(z) dz + MPP(S > M).
0
Fga(x) Fgr ()
1 N P 1 _/’
I x - x
M
(a) (b)

Figura 4.4

Por su parte, la variable S¥ tiene una masa de probabilidad en el punto 0
de valor Fg(M), es decir, P(S® = 0) = Fg(M) y su funcién de distribucién

es:
0 six <0,

Fgn(w) = { Fs(M +z) six >0,

la cual se muestra en la Figura 4.4 (b) en el caso cuando Fs(x) es continua.
Nuevamente, no es posible escribir la funcién de densidad de S*t en términos
tradicionales y matemé&ticamente es preferible trabajar con la funcién de
distribucién. En el caso absolutamente continuo el n-ésimo momento de S*
adquiere la siguiente expresion:

oe}

E[(S®)"] = j 2" fs(M + z) dx.

0
Es interesante notar que la variable S® puede tomar el valor 0 con proba-
bilidad positiva y tal situacién corresponderia a una reclamacién nula para
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la reaseguradora. No es dificil comprobar que la funcién de distribucion de
ST condicionada a tomar valores positivos es, para z > 0,

FS(M + (IZ) — F5<M)
1—Fs(M)

For|grmg(z) = P(S® <z |SH > 0) =

En el caso absolutamente continuo, diferenciando la identidad anterior se
encuentra la funcién de densidad correspondiente.

_ fS(M + QC)

fSR|SR>0(fE) = W, para x > 0.

Seguros con deducible fijo

Algunos tipos de seguros, como el seguro contra accidentes de automéviles,
contemplan el pago de una cantidad llamada deducible cada vez que el
asegurado presenta una reclamacion ante la compania aseguradora. Supon-
gamos que dicho deducible es una cantidad fija de d unidades monetarias y
que una reclamacion se modela con la variable aleatoria Y. Si el monto de la
reclamacion es menor a d, el asegurado cubre la totalidad de la reclamacién,
es decir, no hay reclamacién para la aseguradora. En cambio, si el monto de
la reclamacién excede el valor de d, entonces el asegurado paga el deducible
d y la aseguradora cubre la cantidad restante, es decir, max{0,Y — d}. De
esta forma, los riesgos para este tipo de pdlizas de seguros se modelan con las
herramientas que hemos mencionado para el reaseguro de pérdida méxima
con nivel de retencién d.

Reaseguro en cada reclamacién (excess of loss)

Si se aplica la funcién h(x) = min{z, M} a cada reclamacién Y de un riesgo
que sigue el modelo colectivo, entonces el asegurador cubre

Y4 = min {Y, M}
y el reasegurador cubre el monto restante

YR — Y —min{Y, M}
max {0,Y — M}.
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Por lo tanto, cada una de las aseguradoras asume los siguientes riesgos:

SA = IIll,Il{ij,M}?

St = méx {0,Y; — M}.

N
2
j=1
N
2
j=1
Analizando sumando a sumando estas dos expresiones es inmediato com-

probar que

S =84+ Sk,

A este esquema de reaseguro se le conoce también con el nombre de rease-
guro por exceso de pérdida (excess of loss). Observe nuevamente que si se
supone una distribucién continua para la variable aleatoria Y; con soporte el
intervalo (0, 00), entonces las variables min{Y;, M} y max{0,Y; — M} serdn
mixtas. La primera de ellas tendrd una masa de probabilidad en el punto
M vy la segunda en el origen. Observe ademés que las expresiones para S
y ST corresponden exactamente a lo que hemos llamado modelo colectivo
de riesgo, es decir, se trata de sumas aleatorias de variables aleatorias no
negativas. En la parte inicial del texto hemos encontrado férmulas y pro-
cedimientos que pueden aplicarse para conocer las caracteristicas de estas
variables aleatorias.

Niumero de reclamaciones

Sea N4 el nimero de reclamaciones que un asegurador afronta bajo un
reaseguro por exceso de pérdida (excess of loss) con nivel de retenciéon M
sin recurrir a la reaseguradora, es decir,

N
N =), Lysenm:
j=1

Por otro lado, sea N el niimero de reclamaciones que el reasegurador
atiende para este tipo de reaseguro, es decir,

N

N = 1y my-
j=1
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Es claro que se cumple la identidad N = N4 + N®. Observamos ademés
que, condicionado al evento (N = n), cada una de estas variables aleatorias
tiene una distribuciéon binomial en donde n es el nimero de ensayos y las
probabilidades de éxito son p = P(Y; < M) en el primer casoy 1 —p =
P(Y; > M) en el segundo caso. La distribucién no condicional de estas
variables es el contenido del siguiente resultado en donde supondremos que
la distribucién de N es conocida y corresponde a uno de tres casos.

Proposicién 4.1 Sea a = P(Y; < M).

1. Si N tiene distribucion bin(n,p), entonces
a) N4 ~ bin(n,ap).
b) NE ~ bin(n, (1 — a)p).

2. Si N tiene distribucion Poisson(\), entonces
a) N4 ~ Poisson(\a).
b) NE ~ Poisson(\(1 — a)).

3. St N tiene distribucion bin neg(k,p), entonces

a) N4 ~ bin neg(k,p/(p + a(1 — p))).
b) N ~ bin neg(k,p/(p + (1 — a)(1 — p))).

Demostracion. Verificaremos tnicamente el primer resultado aplicando
la férmula general Mg(t) = My (In(My (t)) cuando el riesgo S es la variable
N4 y una reclamacién Y tiene la forma particular Liy;<n), lo cual es una
variable aleatoria con distribucién Bernoulli. Observemos primeramente que

My (t) = E(e) =1 —a+ ae'.

Entonces Mya(t) = Mpy(In(l — a + ae')). Cuando N tiene distribucién
bin(n, p) tenemos que My (t) = (1 — p + pe’)™. Por lo tanto,

Mua(t) = (1 —p+p(l—a+ae)) = (1 — ap + ape')™.

Es decir N4 tiene distribucién bin(n, ap). Anidlogamente puede verse que
NZ% tiene distribucién bin(n, (1—a)p). De la misma forma se demuestran los
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otros casos. Para ello debe recordarse que si N tiene distribucién Poisson(\),

entonces
M (t) = exp(A(e’ — 1)),

y si N es bin neg(k, p), entonces

My(t) = (p/(1 = (1 = p)e")".

A manera de resumen de los tipos de reaseguro mencionados se tiene el
diagrama de la Figura 4.5.

amaciones
viduales

€sgo
id

Figura 4.5

orcional

de pérdida
s of loss)

orcional

a maxima,
loss)

Comentarios y referencias

Mediante el reaseguro la compania aseguradora se permite ceder parte de
un riesgo a otra compania llamada reaseguradora. Ante tal situacién, el
esquema de asegurado y asegurador cobra vigencia y se replantean los pro-
blemas originales ahora para el nuevo asegurado y la nueva aseguradora.
En este capitulo hemos estudiado dos formas de llevar a cabo el reaseguro:
el reaseguro proporcional y el reaseguro no proporcional. A pesar de que
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los nombres reaseguro proporcional y reaseguro no proporcional podrian
parecer complementarios sugiriendo que son las dos tnicas formas de rease-
guro, tal afirmacion no es correcta, pues existen otros mecanismos mediante
los cuales el reaseguro puede efectuarse. Por ejemplo, en el texto de Rolski
et al. [32] se explica el reaseguro ECOMOR. Asi, desde el punto de vista
matematico el esquema de reaseguro genera dos nuevas variables aleatorias
susceptibles de estudiarse probabilisticamente: el riesgo que conserva la ase-
guradora y el riesgo cedido a la reaseguradora. Y por supuesto se renueva
el problema del calculo de la prima para asegurar el riesgo cedido. El tema
de reaseguro y varios de sus aspectos es tratado en mayor o menor medida
en los textos de teoria de riesgo que se mencionan en la bibliografia, en
particular Bowers et al. [7], Dickson [13] y Kaas et al. [22].

4.3. Ejercicios

Reaseguro proporcional

101. Para un reaseguro proporcional demuestre que:

a) BE(SY) = aE(S).
b) Var(S4) = a? Var(9).
E[(S" — E(SY)’] _ E[(S - E(S))°]

) T VaOPE C Va®)Pn

102. Considere un riesgo S bajo un esquema de reaseguro proporcional.
Es claro que, en general, las variables aleatorias S4 = aS y SF =
(1—a)S no son independientes, de hecho hay una dependencia lineal
entre ellas. Demuestre que:

a) Cov(S4, %) = a(1 — a)Var(S).
b) p(S4,S8%) = 1.
c) St = 177“ SA,
103. Suponga que un riesgo S sigue una distribucién Poisson compuesta

con parametros A = 100 y F(x) dada por la distribucién exponen-
cial de media 500. Bajo un esquema de reaseguro proporcional con
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104.

105.

106.

107.

108.

109.

a = 0.7, encuentre la distribucién y los parametros de los riesgos
S4 =aS,y S®=(1-a)S.

Suponga que un riesgo S sigue una distribucién binomial compuesta
con parametros n = 100, p = 2/3, y F(x) dada por

0 si x < 50,
F(z) =< 1/2 si50 <z < 100,
1 si x = 100.

Bajo un esquema de reaseguro proporcional con a = 0.9, encuentre
la esperanza y varianza de los riesgos S4 = aS, y S® = (1 —a)S.

Bajo el esquema de reaseguro proporcional de un cierto riesgo 5, el
riesgo asumido por el asegurador es S4 = aS, y la prima recibida es
ap. Suponga que el capital inicial de la aseguradora para afrontar
dicho riesgo es u. Demuestre que la probabilidad de insolvencia
P(aS > ap + u) es una funcién creciente de a € (0, 1).

Suponga que un riesgo S se modela mediante la distribucién exp(A).
Demuestre que bajo un reaseguro proporcional el riesgo asumido
por la aseguradora S4 = aS tiene distribucién exp(\/a). ;Cuél es
la distribucién de S%?

Suponga que un riesgo S se modela mediante la distribucion ga-
mma(y, A). Demuestre que bajo un reaseguro proporcional el ries-
go asumido por la aseguradora S4 = aS tiene distribucién ga-
ma(y, \/a). ;Cudl es la distribucién de S%?

Suponga que un riesgo S sigue una distribucién Poisson compues-
ta con pardmetros A = 100, y F(x) dada por la distribucién ga-
ma(vy, \g). Bajo un esquema de reaseguro proporcional con a = 0.9,
encuentre la distribucién y los pardmetros de los riesgos S = a.S,

y SB = (1-a)S.

Suponga que un riesgo S se modela mediante la distribucién log
normal (1, 02). Demuestre que bajo un reaseguro proporcional el
riesgo asumido por la aseguradora S4 = aS tiene distribucién
log normal(p + Ina, 0?). ;Cudl es la distribucién de S7?
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110.

111.

112.

113.

114.

Suponga que un riesgo S sigue una distribucién Poisson compuesta
con parametros A = 100, y F'(z) dada por la distribucién log nor-
mal(u, 0?). Bajo un esquema de reaseguro proporcional con a = 0.9,
encuentre la distribucién y los pardmetros de los riesgos S4 = aS,
y St =(1—a)s.

Reaseguro de pérdida maxima (stop loss)

Demuestre que bajo un reaseguro de pérdida méaxima con nivel de
retencién M, los riesgos S4 y S tienen las siguientes funciones de
distribucién:
Fs(z) stz <M
F = i ?
a) Fga(z) { 1 siz > M.

0 sixz <0,
b) FSR(x)_{ Fs(M—i-x) siz>0.

Para un reaseguro de pérdida maxima con nivel de retencion M
y utilizando los resultados del inciso anterior, demuestre que para
cualquier entero n = 0:

M
a) E[(Sh)"] = L 2" fs(x) dr + M"P(S > M).
b) E[(ST)"] = JOOO 2" fs(M + ) da.

El n-ésimo momento limitado. Sea S un riesgo con funcién de su-
pervivencia continua F'(z) = P(S > x). Sea M cualquier constante
positiva. Demuestre que para cualquier entero n > 1:

M
E(SAM" = f na""VF (z) dz.
0

Considere un reaseguro de pérdida méxima con nivel de retencién
M para un riesgo S que sigue una distribucién exp(A). Demuestre
que las funciones generadoras de momentos de los riesgos S4 y S%
estan dadas por las siguientes expresiones:
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115.

116.

117.

118.

119.

1
a) Mga(t) = +— (A= te=ADMY - para t < A

t
b) Mgr(t) =1+ " e M parat <\
Suponga que un riesgo S se modela mediante la distribucién exp(A).
Demuestre que bajo un reaseguro de pérdida méaxima con nivel de
retencion M, se tiene que:

a) B(S4) = % (1-e).

1
b) E(SR) = e,
A
Suponga que el riesgo S sigue una distribucién lognormal(u, o2).
Bajo un reaseguro de pérdida méxima con nivel de retencién M,
demuestre que

B[(SY"] = et 2o(InM — p—no?)/o)
+M™ (1 —®((In M — p)/o)).

Suponga que un riesgo S tiene la distribuciéon de probabilidad que
aparece en la tabla de abajo. Calcule la distribucién de probabi-
lidad de los pagos positivos que efectia una reaseguradora en un
reaseguro de pérdida maxima con nivel de retencion M = 350.

T 100 | 200 | 300 | 400 | 500
P(S=z) 0102030202

Suponga que se establece como funcién de probabilidad para un
riesgo S la que aparece en la tabla de abajo. Calcule la distribucion
de probabilidad de los pagos positivos que efectia una reasegu-
radora en un reaseguro de pérdida maxima con nivel de retencion
M = 30.

x 10 [ 20 [ 30 | 40 | 50
P(S=2)[02]03]01[01]03

Suponga que el riesgo S sigue una distribucién Pareto(a,b). Ba-
jo el reaseguro de pérdida maxima, demuestre que la distribuciéon
del riesgo ST condicionada al evento (ST > 0) es nuevamente
Pareto(a, b+ M).
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120.

121.

122.

123.

124.

Suponga que el riesgo S sigue una distribucién exp(A). Bajo un
reaseguro de pérdida maxima con nivel de retencién M, demuestre
que la distribucién del riesgo ST condicionado a ser positivo es
nuevamente exp(\).

Reaseguro en cada reclamacién (excess of loss)

Suponga que se establece como funcién de probabilidad para la va-
riable aleatoria Y la que aparece en la tabla de abajo. Esta variable
aleatoria representa el monto de una reclamacién en un seguro. Con-
sidere una reaseguro excess of loss para Y, con nivel de retencién
M = 100.

y 50 | 100 | 150 | 200
PY =y) |[02] 03] 0401

a) Calcule la funcién de probabilidad para las variables Y4 =
min{Y, M} y Y& = max{0,Y — M}.

b) Calcule las esperanzas de estas variables aleatorias y com-
pruebe que E(Y) = E(Y4) + BE(YF).

Suponga que el monto de una reclamacién Y se modela mediante
una variable aleatoria con distribucién exp(\). Para un valor de re-
tencion M > 0 fijo, calcule la funcién de distribucién y la esperanza
de las variables aleatorias min{Y, M} y max{0,Y — M}.

Demuestre que la funcién generadora de probabilidad de la variable
N (ntimero de reclamaciones que la reaseguradora afronta) en un
reaseguro por exceso de pérdida con nivel de retencion M es

Pyr(t) = Pn(1—p+ pt),

en donde p = P(Y; > M) y Pn(t) es la funcién generadora de
probabilidad del ntimero total de reclamaciones N.

Considere un reaseguro por exceso de pérdida y sean N4 y NT
el numero de reclamaciones afrontadas por el segurador y por el
reasegurador respectivamente. El total de reclamaciones es

N = N4+ Nf.
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125.

126.

127.

Suponga que N tiene distribucién Poisson(\).

a) Condicionando sobre el valor de N, demuestre que las variables
N4y N son independientes.

b) Compruebe que N4 y N no son independientes. Verifique, por
ejemplo, que P(N4 = 0, N = 0) # P(N4 = 0) P(N = 0).

Suponga ahora que N tiene distribucién bin(n,p). Evaluando la
probabilidad, por ejemplo, en el valor cero para ambas variables
aleatorias, demuestre que:

¢) N4y NE no son independientes.
d) N y N4 no son independientes.

Suponga que un cierto riesgo S se representa mediante un modelo
colectivo. Condicionando sobre los posibles valores de la variable
aleatoria N, demuestre que las variables N4 y N tienen la misma
distribucién que N pero con distintos parametros en los casos cuan-
do N es Poisson, binomial y binomial negativa. Este es un método
alternativo de la demostracion de la Proposicién 4.1 en donde se
usé la funcion generadora de momentos.

Considere un riesgo S con distribucion Poisson compuesta de pa-
rametro A. Suponga que cada reclamacién Y tiene distribucion
Pareto(a, b). Se adquiere un reaseguro por exceso de pérdida con
nivel de retencion M y por lo tanto la reclamacion afrontada por
la aseguradora es Y4 = min{Y, M}. Demuestre que:

a) EY4) = E(Y) — (HbM)a_ E(Y).

b) E(S4) — B(S) - (bf MY E(S).

Suponga se tiene un riesgo de la forma S = Zjvzl Y;, segtin el mo-
delo colectivo, en donde cada reclamacién se modela mediante una
variable aleatoria con distribucién exp(«). Bajo un reaseguro por
exceso de pérdida con nivel de retencién M, el monto a pagar por la
aseguradora por cada reclamacién es Y4 = min{Y, M}. Demuestre
que:
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b) E((YA)Q):E—Q —Te

c) Var(YA) = % _ % e~ oM _ ;2 o—2aM
d) E(Y4) < E(Y).

e) Var(Y4) < Var(Y)

Usando las féormulas generales encuentre ahora la esperanza y va-
. A N . v
rianza de $* = > .7 min{Y;, M}.






Capitulo 5

Teoria de la credibilidad

Considere un cierto riesgo proveniente de un conjunto de asegurados vigentes
por un periodo determinado. Si este grupo de asegurados es homogéneo en el
sentido de que todos sus miembros tienen las mismas condiciones estocasti-
cas de realizar una reclamacién, entonces es razonable aplicar una misma
prima a todos ellos. Sin embargo, cuando el grupo no es homogéneo, o bien,
surge con el paso del tiempo cierta heterogeneidad entre ellos, habrd subgru-
pos de bajo riesgo y otros de alto riesgo. Cobrar una misma prima a todos
seria injusto, y no seria bueno para la aseguradora, pues eventualmente los
asegurados de bajo riesgo buscarian un mejor trato con otra aseguradora.
La idea fundamental es aplicar primas menores a los asegurados de bajo
riesgo y primas mayores a los de alto riesgo, con base en el historial de
reclamaciones que cada uno de los asegurados o subgrupos hayan realizado
durante los periodos anteriores. En la teoria de la credibilidad se estudian
métodos para el cidlculo de primas a través de la combinaciéon de la ex-
periencia individual (historial de reclamaciones) y la experiencia de grupo
(comportamiento tedrico).

Este capitulo es breve y inicamente se exponen algunas ideas introductorias
a la credibilidad clasica y Bayesiana. Una exposicién mas completa de este
tema puede encontrarse en los textos [6], [9] ¥ [23].

109
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5.1. Credibilidad clasica

Esta perspectiva de la teoria de la credibilidad constituye el primer intento
de definir la credibilidad para un conjunto de observaciones de un riesgo.
Las ideas que presentaremos en esta primera seccion fueron propuestas ini-
cialmente por A. H. Mowbray en 1914 y desarrolladas después por varios
actuarios estadounidenses durante la primera mitad del siglo XX. Debido a
ello es que a la credibilidad clésica se le conoce también como credibilidad
americana.

Credibilidad completa

Suponga que S representa el riesgo para una aseguradora correspondiente a
un asegurado o un conjunto de asegurados con ciertas caracteristicas parti-
culares, y valido por un periodo fijo, por ejemplo, un afio. Sean Si,...,Sny
los montos de las reclamaciones efectuadas por este asegurado o grupo de
asegurados durante m periodos consecutivos, y sea S la media muestral o
promedio de reclamaciones, es decir,

_ 1
S = (Si+-+Sm).
m

Nos interesa estudiar el comportamiento de S a lo largo del tiempo para
un conjunto de asegurados en particular, pues deseamos determinar si la
prima que se les cobra a cada uno de ellos es la adecuada. Si se considera
que las variables Si, ..., .5, son independientes, idénticamente distribuidas
y con esperanza finita, entonces la ley de los grandes ntimeros garantiza que
la media muestral S converge a la constante desconocida E(S), conforme el
nimero de sumandos crece a infinito, véase la Figura 5.1.

Es decir, el comportamiento de S como funcién de m es posiblemente oscila-
torio alrededor de E(S) pero eventualmente va a estabilizarse en ese valor.
La pregunta es, ;qué tan grande debe ser m para que S esté razonablemente
cercano al valor desconocido E(S)? La intencién es usar S para calcular la
prima pura de riesgo de un asegurado o grupo de asegurados, siempre y
cuando se tenga suficiente historial para dar credibilidad a tal estadistica.
Fl siguiente criterio es una posible respuesta a la pregunta planteada.
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Figura 5.1

Definicion 5.1 Sea S, S, ..., S, una coleccion de v.a.i.i.d. con esperanza
finita. Sean k € (0,1) y p € (0,1) dos nimeros fijos. Se dice que la media
muestral S = (S1 + -+ + Sp)/m tiene credibilidad completa (k,p) si

P(|S— E(S)| <kE(S)) = p. (5.1)

La condicién anterior establece que S tiene credibilidad completa si dista de
E(S), en menos de kE(S) con probabilidad mayor o igual a p. Observe que
la definicién tiene sentido cuando E(S) es distinta de cero. Naturalmente se
toman valores de k cercanos a cero y valores de p cercanos a 1, tipicamente
k=0.05y p=0.9. El problema es entonces encontrar el valor del niimero
de periodos de observacién m para que se cumpla el criterio (5.1).

Credibilidad completa bajo hipotesis de normalidad

Encontraremos una condicién sobre el niimero de periodos de observacion m
para obtener credibilidad completa cuando S tiene una distribucién aproxi-

mada normal. Observe que E(S) = E(S), Var(S) = Var(S)/m y que estos
valores son desconocidos. Tenemos entonces que, por el teorema central del
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limite, la parte izquierda de (5.1) es

S —E(S)| _ _ kE(S) )

4/ Var(S)/m Var(S)/m

P(— EE(S) <7< EE(S) )
v/ Var(S)/m 4/ Var(S)/m

a( kEE(S) ) (— kKE(S) )
Var(S)/m 4/ Var(S)/m

sp(FVIES))

Var(S)

P(S - E(S)| <kE(S)) = P(

Como esta probabilidad debe ser mayor o igual a p segun el criterio (5.1),
se obtiene la desigualdad

ky/m E(S) - 1+p

2 Var(S))/ 2

Deseamos encontrar el valor de m més pequeno que cumpla esta desigual-
dad. Para ello consideraremos que se tiene la igualdad en esta ecuacion. Sea
uq €l g-cuantil de la distribucién normal, es decir ®(uq) = ¢. Entonces

ke/m B(S)

= U .
Var(S) (1+p)/2

Despejando el pardmetro m se obtiene el siguiente resultado.

Tomando k£ =0.05 y p = 0.9 tenemos que u(j4p)2 = ug 95 = 1.6449. Por lo
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tanto la desigualdad (5.2) se reduce a

Var(S)

> 1082 .
m 08 72(S)

El problema ain prevalece puesto que los términos E(S) y Var(S) no son
conocidos. En este punto se introduce otro factor de inexactitud en el andlisis
al sustituir E(S) y Var(S) por la media y varianza muestrales usando la
informacién que se tenga a disposicién al momento de hacer la estimacién:

ww)%]&Z@—ﬁ

Sustituyendo estos valores en la férmula se puede conocer una aproximacién
del niimero de periodos m de historial para que S tenga credibilidad comple-
ta. Observe que cuando p crece, es decir, cuando se desea tener una mayor
confianza en la estabilizacién de S, entonces el ntimero de periodos de ob-
servacién m también crece. Por otro lado, si el pardmetro k crece, es decir,
si se pide que la distancia entre S y F(S) tenga mayor amplitud, entonces m
decrece. Observemos finalmente que, después de algunos cédlculos sencillos,
la aproximacién para la credibilidad completa (5.2) puede expresarse de la
siguiente forma:

k2E2(9)

Wip) 2

Esto significa que la credibilidad completa se logra cuando la varianza o va-
riabilidad de S ha sido suficientemente reducida. En esta expresién el térmi-
no desconocido E(S) debe ser sustituido por la media muestral. En general
se necesitan muchos periodos de observaciéon de un riesgo para obtener la
credibilidad completa de la media muestral, y ello no es factible de tenerse
en muchos casos.

Var(S) < (5.3)

Ejemplo 5.1 Suponga que un riesgo para un grupo de asequrados sigue el

modelo colectivo N
S=>Y;,
j=1
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en donde N tiene distribucion Poisson(\) con A desconocido. Suponga adi-
cionalmente que cada reclamacion individual Y tiene distribucion exp(a).
De acuerdo con la notacion previa, el primer y sequndo momentos de'Y son
w1 = 1/a y us = 2/a?. Entonces

E(S) = A= MNa,
Var(S) Az = 20/a?.

Por lo tanto, tomando nuevamente k =0.05 y p =0.9, la aproximacion (5.2)

es / )
20\«
m = 1082 7)\2/052,
o bien,
Am = 2164.

Observe que Am representa el total de reclamaciones promedio durante m
periodos y tal cantidad es desconocida pues no conocemos A. Sin embargo,
aprozimando Am por el estimador N1+ No+---+ Ny, la condicion anterior
establece que después de 2164 reclamaciones se obtiene credibilidad completa
para S, suponiendo disponibles tales estadisticas. Asi, en este caso el crite-
rio de credibilidad completa para S ha quedado expresado en términos del
numero de reclamaciones promedio Am y no del numero de periodos m.

Credibilidad parcial

En lugar del estimador S para F(S) se propone la combinacién lineal con-
vexa

28+ (1 —2)E(S), (5.4)

en donde z € [0, 1] es llamado factor de credibilidad. Mediante una expresién
como la propuesta se le otorga credibilidad parcial a la media muestral
S. Sin embargo, es muy importante notar que la expresién (5.4) no es un
estimador de la media desconocida E(S) puesto que depende de ella misma.
A pesar de esto, aplicaremos la condicién de credibilidad completa (5.1) a
esta expresion y encontraremos una férmula para el factor de credibilidad
z. Asi, la condicién (5.1) aplicada a la expresién (5.4) se reduce a
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Observe que esta férmula hace referencia tinicamente al primer sumando
de (5.4). Reescribimos la expresién anterior de la forma siguiente:

Esta es la misma condicién para la credibilidad completa sélo que en lugar
del pardmetro k tenemos ahora k/z, es decir, la credibilidad completa (k, p)
para zS+ (1—2)E(S) es equivalente a la credibilidad completa (k/z, p) para
S.

Credibilidad parcial bajo hip6tesis de normalidad [i

Nuevamente bajo la hipétesis de normalidad para S, la credibilidad com-
pleta (k,p) para zS + (1 —2)E(S) se obtiene de manera aproximada cuando

2 udy ) Var(S)

S (5.5)

m =

Considerando igualdad se obtiene una expresion para el factor de credibili-
dad

z =

kEymE(S) (5.6)
u(1+p)/2 \/V&I‘(S)

Este valor de z excede el valor de 1 para valores suficientemente grandes de
m, por lo tanto se define el factor de credibilidad como

FymE(S) } (5.7)

U(1+p)/2 q/VaI‘(S)
La esperanza y varianza de S se aproximan mediante la media y varianza

muestrales calculados para un niimero determinado de periodos m. Para los
valores de k = 0.05 y p = 0.9 se tiene que

vm E(S) 1}
32.80 \/Var(S) I

z=m1’n{

zszn{
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Credibilidad parcial bajo hipétesis de normalidad [ii]

Otro mecanismo para obtener el factor de credibilidad (5.7) es proponiendo
como estimador de E(S) a la estadistica

28+ (1 - 2)p, (5.8)

en donde p es la prima que se le cobra al asegurado o grupo de asegurados
antes de tener alguna experiencia real de sus reclamaciones. A esta prima
se le llama “prima de manual”, pues es calculada antes de tomar en cuenta
el historial de reclamaciones. De acuerdo al criterio (5.3), el estimador (5.8)
tiene credibilidad completa cuando su varianza cumple
_ k2E2(9)
Var(zS + (1 — z)p) < P
(1+p)/2
Considerando igualdad y despejando z se encuentra nuevamente la expre-
sién (5.6).

Ejemplo 5.2 Considere nuevamente un riesgo S con distribucion Poisson
compuesta S = Z;V:1 Y;, en donde N tiene distribucion Poisson(\) y Y
tiene distribucion exp(a). Para los valores de k y p mencionados antes, la
condicion de credibilidad parcial (5.5) para zS + (1 — 2)E(S) se reduce a

Am > 216422,

Considerando igualdad y despejando z se obtiene z = M/46.52, en donde
Am se sustituye por el nimero de reclamaciones totales que se hayan pre-
sentado en m periodos, siempre y cuando v/ Am < 46.52. De esta manera la
prima pura de riesgo por credibilidad parcial es la combinacion lineal

Vam g 1 Vam

ma = _ VA B
prima = oo S+ (1= 4553) P9),

en donde E(S) = M« es el valor esperado tedrico supuesto para el riesgo
S y S es la experiencia observada. Es interesante notar que el factor de
credibilidad z = M/46.52 es creciente conforme la expresion Am crece,
dando asi paulatinamente mayor credibilidad a S y reduciendo el factor para
la media teorica E(S). Cuando Am alcanza el valor 2164 (cuya raiz cuadrada
es 46.52) la media muestral S alcanza credibilidad completa.
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5.2. Credibilidad Bayesiana

La credibilidad Bayesiana es otra forma de incorporar el historial de reclama-
ciones de un grupo de asegurados en el célculo de las primas. Explicaremos
a continuacién de manera breve la situacién general en esta perspectiva de
la estadistica y después aplicaremos estas ideas en dos casos particulares.

Estimaciéon Bayesiana

En la estadistica tradicional se considera el problema de estimacion de un
pardametro 6 de una distribucién de probabilidad dada f(x;#). Para ello se
considera una muestra aleatoria de esta distribucién y se estudian distintos
métodos para estimar 6, considerando siempre que este parametro tiene un
valor desconocido y fijo. Existe, sin embargo, un punto de vista distinto
llamado estimacion Bayesiana. Desde esta perspectiva se considera que 6
es una variable aleatoria para la cual se asume una distribucién de pro-
babilidad h(0) llamada a priori. Esta distribucién refleja cierta informacién
subjetiva o cuantitativa que el observador pueda tener sobre el parametro 6.
La distribucién conjunta de una muestra aleatoria de la distribucién f(z; )
y el parametro 6 es

F@r, o am,0) = fx1,.. . xm |0)h(O) = [ | f(xi]0) h(
=1

La distribucion marginal de la muestra es entonces

(@1, .. am) = L 11 fx; | 0) h(6) do

Conociendo estas funciones puede ahora calcularse la distribucién condi-
cional de # dada la muestra como sigue:

flz1,...,zm |0)h(0)
flxr, oo xm)

[] filo)n(
=1

Jﬁ f(zi|6)h(0)dO
=1

g0 |x1,...,xm) =

(5.9)
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De esta forma la distribucién a priori h(6) representa cierta informacién que
el observador conoce del parametro 6 antes de tomar la muestra, y la asi lla-
mada distribucién a posteriori g(0 | x1, ..., xy) es la distribucién modificada
a la luz de la muestra aleatoria. Teniendo ahora esta distribucién a posteri-
oripara 6, uno puede proponer varias formas de estimar este parametro, una
de ellas es simplemente tomar la esperanza de esta distribucion, es decir, un
estimador Bayesiano para 6 es

ézE(«9|x1,...,xm)=j99(9|3:1,...,:cm)d9.

En general, la expresion que pueda encontrarse para la distribucién a pos-
teriori para 6 usando la férmula (5.9) puede ser muy complicada y no ser
una distribucién con la cual estemos familiarizados. Ilustraremos estas ideas
con un ejemplo particular en donde el resultado final, sin embargo, es una
distribucién conocida. Aplicaremos después la estimacion Bayesiana al pro-
blema de calcular primas puras de riesgo tomando en cuenta el historial de
reclamaciones.

Ejemplo 5.3 Suponga que X1,..., X, es una muestra aleatoria de la dis-
tribucion Ber(p), y suponga ademds que el pardmetro p tiene una distribu-
cion beta(a,b), con a y b conocidos. Observe que el soporte de la distribu-
cion beta es el intervalo [0, 1], de modo que en este sentido tal distribucion
es factible para el pardmetro p. La densidad conjunta de la muestra y el
pardmetro es

flz1, ..., xm,p) = f(x1,...,2m|p)h(p)
1

_ mI 1— m—mZ a—1 1— b—1
p"*(1—-p) B’ (1-p)
1 a+mz—1 m—mI+b—1
- 1— .
B(a,b) " (1-p)

Integrando respecto a p se obtiene la densidad marginal de la muestra,

1 ! +mz—1 %
T _ at+tmz—1 (1 _ m—mT+b—1 d
f@roan) = g | 9 A=) p

B(a + mz,m —mz + b)
B(a,b)




5.2. CREDIBILIDAD BAYESIANA 119

Por lo tanto, la densidad a posteriori para p es

1

a+mz—1 m—mI+b—1
1- .
B(a + mz,m —mz + b) (1=p)

gplxi,...,xm) =

Esta es la densidad beta(a + mZ,m —mZ + b), y su esperanza puede usarse
como un estimador Bayestano para p, es decir,

L a+ mx
. m+4a+bd
m m a
= — T 1-— . 5.10
m+a+bx+( m—i—a—l—b)a—irb ( )

Esta dltima expresion para el estimador Bayesiano es interesante pues tiene
la misma forma que la que se habia propuesto en la credibilidad parcial. Ob-
serve que en la ecuacion (5.10) conforme el tamano de la muestra m crece,
el estimador Bayesiano para la media toma esa informacion y le asocia un
peso mayor a la media muestral T en detrimento de la media de la distribu-
cidn a priori a/(a + b).

Ahora aplicaremos estas ideas al problema del cdlculo de primas tomando
en cuenta la experiencia de un riesgo. Suponga que las variables S1,..., Sy
representan el historial de reclamaciones en m anos o periodos que se han
registrado de un riesgo dado. Suponga ademés que estas variables son in-
dependientes y todas ellas tienen una distribucién comin dependiente de
un parametro desconocido . Por lo tanto la esperanza del riesgo E(S) es
una funcién de este parametro 6. Bajo el enfoque Bayesiano se considera
que el parametro 6 es una variable aleatoria para la cual se asume una dis-
tribucién de probabilidad a priori. La esperanza a posteriori de 6, es decir,
=F (0]S1,...,Sm), representa una estimacién para 6 tomando en cuenta
el historial Sy, ..., Sy,. Asi, podemos incorporar este estimador Bayesiano
en el cdlculo de F(S) y encontrar la prima pura de riesgo. En los ejemplos
que consideraremos E(S) es directamente el pardmetro 6 y por lo tanto su
estimacion 6 es la prima pura de riesgo para S, es decir,

E(S)=0=EFE(0]|S1,...,5m).

A esta esperanza a posteriori se le llama prima de credibilidad Bayesiana.
Los casos que consideraremos para la distribucién de S son: la distribucién
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Poisson con media A, y la distribuciéon normal con media 6. Encontraremos
que en estos casos la prima pura de riesgo tiene la forma de la credibilidad
parcial mencionada antes.

Ejemplo 5.4 (Modelo Poisson-gama) Este modelo adquiere su nom-
bre a partir de las siguientes hipdtesis: se postula que cada una de las
variables aleatorias independientes Si,..., Sy tiene distribucion Poisson
con pardmetro X, el cual se considera aleatorio con distribucion a priori
gama(y,a), con v y « parametros conocidos. Observe que en este modelo
E(S) = X y se considera que los montos de las reclamaciones toman valores
enteros. La funcion de densidad a posteriori de A es, para x > 0,

F(S1,. .., Sm | A)h(N)
J F(S1,-y Sm [ A) h(X) dA
0

NS oaY o
1_[1<Sj!e )\) A7 16 A
J:

g()\|51,...,Sm)

I'(v)

oo m )\S,- 0
f [T(are™) s A7 e X an
0 j=1 S] F(’Y)

)\m5'+'yfl e~ (m—+a)X

J*oo )\m§+7—le—(m+o¢))\ d)\

0

(m+a
L'(mS + 1)
Es decir, la densidad a posteriori es gama(msS + v, m + «). Por lo tanto la

prima por credibilidad, esperanza de esta densidad, es

prima = E(S)

mS+ _
)" mS -1 —(m+a)r

~

A
= E(\|S1,...,Sn)
mg—i—’y
T m+a
- «
- m—l—aS—i_m—l—ag

= zg—l—(l—z)%,
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en donde z = m/(m + «) es el factor de credibilidad. Esta cantidad crece
mondtonamente a 1 cuando m crece a infinito, dando cada vez mds credibili-
dad a la media muestral S y favoreciendo cada vez menos a la media tedrica
v/a. Observe ademds que cuando m crece a infinito, la media de la distribu-
cton a posteriori converge a la media muestral limite dado por el historial de
reclamaciones, y que la varianza de X dada por Var(\) = (mS+~)/(m+a)?
converge a cero, lo cual indica que la distribucién a posteriori se concentra
cada vez mds alrededor de su media.

Ejemplo 5.5 (Modelo normal-normal) En este modelo se postula que
cada una de las reclamaciones Si,..., Sy, tiene distribucion N(0,0?), en
donde el pardmetro o® es conocido y la media 0 es una variable aleatoria con
distribucion N(u,n?), con u yn* conocidos. La primera hipdtesis puede ser
justificada en el caso cuando los montos anuales se componen de un gran
numero de reclamaciones individuales, para ello no es necesario suponer
que las reclamaciones individuales tienen la misma distribucion. La sequnda
hipdtesis podria ser razonable si es que los pardmetros p y 1> son tales que la
probabilidad asignada a la parte negativa del eje es muy pequena. Tenemos
nuevamente en este caso la situacion E(S) = 0 y nuestro objetivo es estimar
mediante estadistica Bayesiana este pardmetro desconocido. La funcion de
densidad a posteriori de 0 es

(S1,...,5m |0)h(0)

T p—
f f(S1,.. ., Sm |0)h(0)0do
1

O CE L R S Uy

V2mo? A/ 27?2
J T st L e gy

—o V27o? N/ 2mn?

Nos concentramos en analizar unicamente el exponente. Tenemos que

S-07 0= w1 S
A 202 2n2

j=1
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Completando el cuadrado en 0, esta erpresion se puede escribir como sigue

mS m 1 mS
mS Ly (mS  p

7[9_(02 7]2)/(?4_”2)]2 (02 +?)27 m iJQ 7“72
m 1 _1 + m 1 (Z 0‘2) 2772'
2(? 772) 2(? 772) J=1

Este exponente aparece tanto en el numerador como en el denominador, y
como los iltimos dos sumandos no dependen de 0 éstos desaparecen comple-
tamente al efectuar el cociente. Lo que resulta es nuevamente la distribucion
normal

mS  u.,.m 1
' 10— (23 + L)/ + )P
0)51,...,5m) = exp{— U 1
g( 1, y POm m 1 . P m 1 .

La media de esta distribucion es entonces la prima por credibilidad, es decir,

prima = FE(S)

= 40
= FE(0]|S1,...,5n)

mS  p.,m 1
= (? ?)/(EJF?)

2 2

- mn - o
B mn2+025+m772+02u
= 2S+(1—2)pu,

en donde z = mn?/(mn? + o) es el factor de credibilidad, el cual tiene

nuevamente comportamiento mondctono creciente a 1 conforme m crece a
infinito. Observe ademds que Var(0) = (73 + 77%)_1 y que esta cantidad
converge a cero cuando el tamano de muestra m crece a infinito, indican-
do nuevamente que la distribucion a posteriori se concentra cada vez mds
alrededor de su media.

En los ejemplos anteriores ha sucedido que la distribucién a posteriori
g(0|z1,...,xm) para el pardmetro de interés 6 pertenece a la misma familia
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de la distribucién a priori h(f). Cuando esta situacién ocurre, se dice que la
distribucién de la muestra y la distribucion a priori para el pardametro son
conjugadas, o que estas dos familias de distribuciones son conjugadas. En
nuestros ejemplos, la distribuciones Poisson y gama son conjugadas, asi co-
mo la distribuciéon normal es conjugada consigo misma. Mediante estos dos
ejemplos se ha mostrado que la propiedad de conjugacién para dos familias
de distribuciones tiene ventajas, pues al poder identificar la distribucién
a posteriori pueden calcularse sus caracteristicas numéricas mediante las
férmulas conocidas, en particular, su esperanza.

Comentarios y referencias

En este capitulo hemos planteado el problema de incorporar el historial de
reclamaciones de un asegurado o grupo de asegurados en el calculo de la
prima. Nuestra perspectiva ha sido introductoria y tnicamente los elemen-
tos iniciales de algunos modelos se han mencionado. Una exposicién maés
completa sobre la teoria de la credibilidad puede encontrarse en los tex-
tos de Klugman et al. [23] y Boland [6]. El libro de Biithlmann y Gisler [9]
estd dedicado completamente al desarrollo de este tema.

5.3. Ejercicios

Credibilidad completa

128. Lanzamiento de una moneda. Sean S1,...,S;, los resultados de m
lanzamientos sucesivos de una moneda con valores 0 y 1, depen-
diendo si se obtiene una cara de la moneda o la otra.

a) Suponiendo que la moneda estd equilibrada, use la aproxi-
maciéon normal para encontrar el valor de m para obtener
la credibilidad completa (k,p) para S = (S1 + --- + Sp)/m.
Suponga k= 0.1 y p=0.9.

b) Suponga ahora que no sabemos que la moneda estd equili-
brada pero la probabilidad # de obtener el valor 1 es tal que
1/4 < 0 < 3/4. Obtenga una aproximacién del valor de m
para la credibilidad completa de la media muestral. Suponga
nuevamente k = 0.1 y p = 0.9.
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129.

130.

131.

132.

Encuentre el valor de m para obtener la credibilidad completa (k, p)
para S = (S1+---+S,)/m de un riesgo S con distribucién N(5,1).
Suponga k = 0.15 y p = 0.9. Observe que en esta situacion conoce-
mos E(S) y simplemente se pide aplicar la condicién para la credi-
bilidad completa de la media muestral.

Suponga que el nimero de observaciones m de un riesgo es fijo
vy se desea que la media muestral de estas observaciones cumpla
la condicién (5.2) para la credibilidad completa (k,p) modificando
los valores de k y p. Demuestre que debe cumplirse alguna de las
siguientes dos condiciones:

U(14+p)/2Var(S)

a) 2\ )

mME%w)_

b) < 20( Var(9)

Credibilidad para el numero de reclamaciones. Sean Ny, ..., N, el
nimero de reclamaciones durante m periodos de un riesgo S con
distribucién Poisson compuesta, es decir,

N
S=>Y;,
j=1

en donde N tiene distribucién Poisson(\) con A desconocido. En-
cuentre un criterio para darle credibilidad completa (k,p) a

. 1
NZE(N1+N2+"'+Nm)

como el verdadero valor de A. Suponga £ =0.05y p=0.9.

Credibilidad parcial

Use la aproximacion normal para encontrar la prima por credibili-
dad parcial, a partir de una muestra Si, ..., Sy, de un riesgo S con
distribucién Pareto(4,3). Suponga k = 0.1 y p = 0.9.
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133.

134.

135.

Use la aproximacién normal para encontrar la prima por credibi-
lidad parcial con £ = 0.1 y p = 0.9 considerando el historial de
reclamaciones S, ..., .S, de un riesgo de la forma S = Zjvzl Y;, en
donde:

a) N se distribuye bin(n,p) con n = 100 y p = 1/2, y Y se
distribuye exp(«) con a = 1/10.

b) N se distribuye bin neg(a,p) con « = 10y p = 1/3, y Y} se
distribuye exp(«) con a = 1/10.

Estimacién Bayesiana

Suponga que el nimero de reclamaciones X de un cierto riesgo
sigue una distribucién Poisson de pardmetro A. Se considera que
el pardmetro A\ es desconocido y se le modela como una variable
aleatoria con distribucién exp(u). Demuestre que la distribucién a
posteriori o no condicional de X es la siguiente distribucion geomé-
trica:

1 z+1
P(Xza:)z,u(w> para x=0,1,2,...

Suponga que N tiene una distribucién Poisson()), y que condi-
cionada al valor de N la variable X tiene distribucién bin(N,p).
Demuestre que la distribucién no condicional de X es Poisson(\p).






Capitulo 6

Procesos estocasticos

En este capitulo se presenta una introduccién breve al tema de los procesos
estocdsticos. Se explican algunos conceptos y propiedades generales de este
tipo de modelos matematicos y se estudian brevemente algunos ejemplos
particulares de procesos estocdsticos. Este material serd usado en la ultima
parte del libro en donde consideraremos algunos modelos estocasticos de-
pendientes del tiempo aplicados a los seguros. Supondremos como elemento
base un espacio de probabilidad (€,.%, P).

6.1. Conceptos elementales

Definicion 6.1 Un proceso estocastico es una coleccion de variables aleato-
rias { Xy : t € T}, parametrizada por un conjunto T llamado espacio parame-
tral. A los valores de estas variables aleatorias los llamaremos estados del
proceso.

El conjunto T usualmente se interpreta como un conjunto de tiempos. Asi,
para cada tiempo t se tiene la variable aleatoria X, la cual representa el
estado o valor del sistema en estudio al tiempo ¢. Por ejemplo, en finan-
zas X; puede representar el precio de un bien o una accién al tiempo t;

127
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en el contexto de los seguros X; puede representar el balance al tiempo
t de una aseguradora respecto de una cartera de asegurados; en fisica X;
puede modelar la posicién o velocidad de una particula que se mueve de-
bido a los miultiples choques con otras particulas circundantes. Se dice que
un proceso es a tiempo discreto en caso de que el conjunto de pardametros
sea un conjunto discreto, por ejemplo, T' = {0,1,2,...}. Asi, el sistema se
observa o mide en tiempos discretos. En este caso el proceso consiste de una
sucesion infinita de variables aleatorias que se denota por {X, : n = 0} o
{X,:n=0,1,2,...} y consiste explicitamente de la sucesién

Xo, X1, Xo, ...

X, (w)
X5
X3 -
X, ,
L X X4
Xt o >
} } } } } n

Figura 6.1

Se dice en cambio que el proceso es a tiempo continuo cuando el conjunto
de pardmetros consiste de un subintervalo de R, por ejemplo, T' = [0, ®0), y
se considera entonces que el sistema se observa continuamente en el tiempo.
En este caso el proceso se puede escribir como sigue:

Asi, tomaremos como convencién que si el subindice es n, el proceso es
a tiempo discreto y si es t, el tiempo es continuo. Un proceso estocdstico
también puede considerarse como una funcién de dos variables:

X:TxQ—->R,
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tal que para cada t € T, la funcién w — X;(w) es una variable aleatoria,
mientras que para cada w en €2, la funcién t — X;(w) es una trayectoria o
realizacién del proceso. Con este modelo se pretende representar la evolucion
aleatoria de un sistema a lo largo del tiempo. En la Figura 6.1 se muestra
una trayectoria de un proceso a tiempo discreto y en la Figura 6.2 se ilustra
el caso cuando el tiempo es continuo.

Xi(w)
X,
X4,
X,
f f f t
t to ts
Figura 6.2

Una de las caracteristicas mdas importantes que distingue a los distintos
tipos de procesos estocasticos es el grado de dependencia probabilistica que
pudiera establecerse entre las variables aleatorias que conforman el proceso.
La especificacion de estas dependencias nos permitird definir mas adelante
algunos tipos de procesos estocasticos particulares. Veremos a continuacién
algunas propiedades generales que pueden cumplir los procesos estocdsticos.

Propiedad de Markov

Se dice que un proceso estocastico a tiempo discreto {X,, : n = 0} cumple la
propiedad de Markov si para cualesquiera estados o valores xg, x1,...,ZTni1
se cumple la identidad

P(Xn+1 = Tn+1 |X0 =20,...,Xp = xn) = P(XnJrl = Tn+1 ‘ X, = wn)

De esta forma la probabilidad del evento futuro (X,,+1 = z,+1) s6lo depende
del evento (X,, = x,), mientras que la informacién correspondiente al even-
to pasado (Xo = zo,...,Xpn—1 = xn—1) es irrelevante. Puede observarse
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que mediante esta propiedad se estd especificando un tipo de dependencia
entre las variables aleatorias del proceso. La propiedad de Markov puede
extenderse sin dificultad al caso cuando el proceso es a tiempo continuo y
daremos los detalles mas adelante.

Procesos con incrementos independientes

Se dice que un proceso estocédstico a tiempo continuo {X; : ¢ > 0} tiene
incrementos independientes si para cualesquiera tiempos 0 < t; < tg9 <
-« < t,, las variables aleatorias

Xy Xy — Xty Xy, — Xy,

son independientes. Esto quiere decir que los desplazamientos que tiene el
proceso en estos intervalos disjuntos de tiempo son independientes unos de
otros. Cuando el proceso es a tiempo discreto la definicién es completamente
analoga.

Procesos con incrementos estacionarios

Se dice que un proceso estocdstico a tiempo continuo {X; : t > 0} tiene in-
crementos estacionarios si para cualesquiera tiempos s < t, y para cualquier
h > 0, las variables aleatorias X; p — Xsin v Xt — X, tienen la misma dis-
tribucién de probabilidad. Es decir, el incremento que tiene el proceso entre
los tiempos s y t sblo depende de estos tiempos a través de la diferencia
t — s, y no de los valores especificos de s y t. Cuando el proceso es a tiempo
discreto la definicién es nuevamente andloga.

Las propiedades generales de los procesos estocasticos que hemos menciona-
do seran identificadas en los varios modelos estocdsticos que veremos mas
adelante.

6.2. Filtraciones y tiempos de paro

Definiremos en esta seccién el concepto de filtracién y en particular definire-
mos la filtracién generada por un proceso estocastico. Con estos elementos
definiremos el concepto de tiempo de paro. Estos conceptos serdan usados
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principalmente en los resultados que mencionaremos sobre martingalas, las
cuales constituyen un tipo de proceso estocdstico importante.

El concepto de filtracién puede definirse de manera anédloga también para
tiempos discretos. En ese caso se escribe (%), y naturalmente la condi-
cién de monotonia es %, € %, € % para 0 < n < m. El concepto de
adaptabilidad de un proceso estocdstico respecto de una filtracién que se
enuncia a continuaciéon también tiene su contraparte discreta.

Todo proceso estocastico {X; : ¢ = 0} determina una filtracién natural dada
por

Fr=0{Xs:0<s<t}, t=0.

No es dificil ver que todo proceso es adaptado a su filtracién natural. En
este caso a la o-dlgebra .%; se le interpreta como la historia del proceso al
tiempo t, pues en ella se encuentran todos los posibles eventos o sucesos que
el proceso haya tenido hasta ese momento.
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Definicién 6.4 Un tiempo de paro respecto de una filtracion (F)i=o es

una funcion 7 : Q — [0,00] tal que (T <t) € % para cada t = 0.

Esto es, un tiempo de paro es una variable aleatoria no negativa, con posible
valor infinito, tal que puede determinarse la ocurrencia o no ocurrencia del
evento (7 < t) sélo con la informacién o historia del proceso hasta el tiempo
t. Por ejemplo, y sin entrar en mayores detalles técnicos, el tiempo aleato-
rio que transcurre hasta la ocurrencia de un cierto evento es un tiempo de
paro, este tiempo aleatorio puede ser, por ejemplo, el tiempo que transcurre
hasta la llegada de la n-ésima reclamacién a una compania aseguradora.
Pueden definirse también tiempos de paro para filtraciones a tiempo discre-
to de manera completamente andloga a la definiciéon anterior. Finalmente
mencionaremos que un tiempo de paro 7 es finito si P(7 = o) = 0.

FEn las siguientes secciones estudiaremos muy brevemente algunos tipos de
procesos estocasticos que usaremos en la ultima parte del texto.

6.3. Caminatas aleatorias

Una caminata aleatoria simple sobre el conjunto de nimeros enteros Z es
un proceso estocastico a tiempo discreto {X,, : n = 0,1, ...} que evoluciona
de la siguiente forma: iniciando en el estado 0, al tiempo 1 el proceso puede
pasar al estado +1 con probabilidad p, o al estado —1 con probabilidad ¢,
en donde p + ¢ = 1. Se usa la misma regla para los siguientes tiempos, es
decir, estando en el estado k, al siguiente instante el proceso pasa al estado
k + 1 con probabilidad p, o al estado £ — 1 con probabilidad ¢. El valor de
X, es el estado donde se encuentra el proceso al tiempo n y puede escribirse
como
Xn=8&+8&+ - +&n,

en donde &1,&s,... es una sucesién de variables aleatorias independientes
con idéntica distribucién
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Figura 6.3

Una posible trayectoria de este proceso se muestra en la Figura 6.3 y es uno
de los mejores ejemplos para entender el caracter aleatorio en la dinamica de
un proceso estocdstico a lo largo del tiempo. La independencia de las varia-
bles aleatorias &1, &o, ... tiene como consecuencia que la caminata aleatoria
simple cumpla la propiedad de Markov y que sea un proceso estocastico
con incrementos independientes y estacionarios. En términos generales el
objetivo es estudiar el comportamiento de la v.a. X,, al paso del tiempo.
Uno de los elementos fundamentales para estudiar a las caminatas aleatorias
estd dado por las probabilidades de transicién. Para cualesquiera enteros 4
v 7, las probabilidades de transicién en un paso de la caminata aleatoria
simple son:

p sijg=1+1,
PXpi1=j|Xn=1) =< q sij=i-—1,
0 otro caso.

Como estas probabilidades no dependen de n, se dice que son homogéneas en
el tiempo, es decir, son las mismas para cualquier valor de n. Pueden consi-
derarse también caminatas aleatorias que inician en cualquier valor entero o
que permiten saltar de un estado en si mismo al siguiente instante (es decir,
no cambiar de estado), o bien, que los saltos no sean unitarios ni los tiempos
en los que efectian los saltos sean necesariamente tiempos enteros, e incluso
pueden definirse caminatas en dimensiones mayores, por ejemplo, en Z2. Las
caminatas aleatorias son procesos que pueden representar versiones discre-
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tas de procesos a tiempo continuo mas complejos. En el siguiente capitulo
estudiaremos algunas caracteristicas de un proceso a tiempo discreto muy
similar a una caminata aleatoria que representard el balance de una asegu-
radora. Para las caminatas aleatorias se pueden plantear diversos problemas
matematicos, por ejemplo, encontrar la distribucion de la variable X, para
cualquier valor de n, o encontrar la probabilidad de que en algin momento
la caminata regrese a su posiciéon de origen, o que nunca tome valores nega-
tivos, o alguna otra condicién interesante sobre sus trayectorias. En el texto
de Norris [26] o Resnick [29] se puede encontrar la solucién a algunos de estos
problemas, asi como un estudio més completo sobre caminatas aleatorias.

6.4. Cadenas de Markov

Este tipo de procesos es también de amplia aplicaciéon y se cuenta con una
teoria matematica bastante desarrollada.

Definicion 6.5 Una cadena de Markov es un proceso estocdstico a tiem-
po discreto {X,, : n = 0,1,...} con espacio de estados discreto y tal que
satisface la propiedad de Markov, esto es, para cualquier entero n = 0 y
cualesquiera estados xg,x1,...,Tnr1 Se cumple la identidad

P(Xn+1 = Tn+1 |Xn = :L'n,...,Xl = .271,X0 = .CE())
= P(Xn+1 = Tn+1 |Xn = xn)

A las probabilidades condicionales mencionadas en la definiciéon anterior se
les llama probabilidades de transicién del tiempo n al tiempo n + 1, y se
les denota por pg,, 4., (n,n + 1). Adicionalmente, se dice que la cadena es
estacionaria u homogénea en el tiempo si estas probabilidades no dependen
explicitamente de los tiempos particulares n y n+ 1, sino inicamente de los
estados involucrados. De esta forma, si de manera general se considera la
probabilidad de transicion del estado ¢ al estado j de una unidad de tiempo
cualquiera a la siguiente unidad de tiempo, la probabilidad de transicién del

primer estado al segundo se escribe como p;;, 0 p;;(1), o también como pgjl-),
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es decir, sin importar el valor del entero n:
pij = P(Xn =j| Xn1=1).

A estas probabilidades se les llama probabilidades de transicién en un paso.
En general se considera como espacio de estados para una cadena de Markov
el conjunto discreto {0,1,...} o algin subconjunto finito de él. Haciendo
variar los valores de los indices i y j en este espacio de estados se forma la
matriz de probabilidades de transicién en un paso:

Poo DPo1  Po2
pPio P11 P12
P =

P20 P21 P22

En la entrada (4, j) de esta matriz aparece la probabilidad p;;. Asi, todas las
entradas son niimeros no negativos y la suma de ellos en cada renglén es 1. A
tales matrices cuadradas se les llama matrices estocasticas. Reciprocamente,
a partir de una matriz con estas caracteristicas junto con una distribucién
inicial para X, se puede construir una cadena de Markov. Es por ello que
a una matriz estocastica también se le puede llamar cadena de Markov.
La cadena puede iniciar en un estado particular o en cualquiera de ellos
de manera aleatoria por medio de una distribucién de probabilidad inicial

(m0, 71y - - ).

Probabilidades de transicién en n pasos

Uno de los problemas que se pueden plantear para las cadenas de Markov es
el de encontrar las probabilidades de transicién de un estado a otro estado
cualquiera en n pasos sucesivos. Estas probabilidades se definen como sigue

pij(n) = P(Xm+n =] | X = 'L)
Por la estacionariedad de las probabilidades de transicion en un paso, el lado
derecho de esta identidad no depende realmente del subindice m. La solu-
cién al problema planteado se resuelve a través de la igualdad de Chapman-

Kolmogorov, la cual establece que para cualesquiera estados ¢ y j y cua-
lesquiera tiempos 0 < r < n,

pij(n) = ) pik(r) prj(n — 7).
k
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De este modo la probabilidad de pasar del estado ¢ al estado j en n pasos
se descompone en la probabilidad de las distintas trayectorias que inician
en ¢ y terminan en j, pero que al tiempo intermedio r visitan el estado k,
sumando estas probabilidades sobre todos los posibles estados intermedios
k. Cuando n = 0 se define

1 sii=j
p”(o):{o si i # .

Por lo tanto, aplicando la identidad de Chapman-Kolmogorov n — 1 veces
tomando siempre como tiempo intermedio r = 1,

pij(n) = (P - P---P)ij = (P")ij.

Es decir, la probabilidad buscada p;j(n) es la entrada (i,j) de la matriz
potencia P". Asi, el problema de encontrar las probabilidades de transicién
en n pasos se reduce al problema de calcular las potencias de la matriz de
probabilidades de transicién en un paso. Las cadenas de Markov son modelos
ampliamente conocidos y la propiedad de Markov hace que estos procesos
sean muy atractivos de estudiar, pues dicha propiedad hace que ciertas
probabilidades sean faciles de calcular, como por ejemplo las probabilidades
pij(n) que acabamos de mencionar. Las cadenas de Markov con frecuencia
aparecen dentro de otros modelos estocdsticos de interés tedrico y aplicado.
Por ejemplo, el proceso de riesgo a tiempo discreto que presentaremos en
el siguiente capitulo resulta ser una cadena de Markov. En los textos de
Karlin y Taylor [20] o Norris [26] el lector puede encontrar una exposicién
muy detallada de las cadenas de Markov.

Distribuciones discretas tipo fase

En esta seccién definiremos un tipo de distribucién de probabilidad discreta
que surge a través de una cadena de Markov. Para ello, la siguiente carac-
teristica sera de interés.
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Definicion 6.6 Se dice que el estado i de una cadena de Markov es ab-
sorbente si

pii = 1.

En caso contrario se dice que el estado es no absorbente.

Esto quiere decir que si en algiin momento la cadena visita un estado ab-
sorbente, el proceso permanece en dicho estado el resto del tiempo. Con-
sideremos entonces una cadena de Markov {X,, : n > 0} con espacio de
estados {0,1,2,...,k}, en donde el estado 0 es absorbente y los estados
1,2,...,k son no absorbentes. Esta cadena tiene una matriz de probabilida-
des de transicion en un paso compuesta por cuatro bloques de la siguiente

forma:
1 0
= ()
en donde 0 es el vector renglén (0,0,...,0) de dimensién k, b es el vector
rengén (b1, ba, ..., bk) con no todas sus entradas cero en donde el superindice

T indica transpuesta y B es una matriz cuadrada de k x k tal que la matriz
completa es estocastica. Esta ltima condicién se puede expresar mediante
la ecuacion

bT 4+ BeT =eT| (6.1)

en donde e representa el vector renglén (1,1,...,1) de dimensién k. La
idea es dejar que la cadena inicie en alguno de los estados no absorbentes
1,2,...,k o bien a través de una distribucién inicial 7 = (m,m,..., k)
sobre esos estados y observar el momento aleatorio 7 (posiblemente infinito)
en el que el proceso es atrapado en el estado absorbente 0. Esta variable
aleatoria resulta ser un tiempo de paro y a la distribucién de probabilidad
de este tiempo de espera hasta la absorcién se le llama distribucién tipo fase.
Mas generalmente, tomaremos como distribucién de probabilidad inicial al
vector

= (70, 71, .., M),

en donde 7y es la probabilidad de que la cadena inicie en el estado absorbente
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0 y el subvector

= (71, 72,...,Tk)

denota entonces el vector inicial cuyas entradas son las probabilidades ini-
ciales de los estados no absorbentes. Cuando wg = 0 el vector 7 es efec-
tivamente una distribucion de probabilidad. Cuando mg > 0, se tiene que
P(r = 0) = my > 0. Puesto que, partiendo de un estado no absorbente,
es posible hacer varias transiciones entre los estados no absorbentes antes
de la absorcion, en las formulas relacionadas con esta distribucion tipo fase
aparece el subvector 7 y no el vector completo 7’.

Definicion 6.7 A la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria T
definida por
T=min{n >0|X, =0}

se le llama distribucion tipo fase discreta con subdistribucion inicial ™ y
submatriz de transicion B. Esto se escribe

7 ~ PH(r, B).

La notacién PH para la distribucién del tiempo de absorcién proviene de
las primeras letras del término en inglés phase. En general no parece facil
encontrar la distribuciéon de probabilidad del tiempo de absorciéon 7, sin
embargo, como veremos mas adelante, existen formulas matriciales sorpren-
dentemente cortas para ciertas caracteristicas de 7 que facilitan el calculo
de probabilidades con este tipo de distribuciones. Antes de mencionar estas
férmulas veamos el ejemplo mas sencillo de distribucion discreta tipo fase.

Ejemplo 6.1 (Distribucién geométrica) Considere la cadena de Markov
{X,, : n = 0} con dos estados: un estado absorbente 0 y un estado no ab-
sorbente 1. La matriz de probabilidades de transicion en un paso es

1 0
P = .
(p 1—p)

Suponga que la cadena empieza en el estado 1. No es dificil comprobar que
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la distribucion del tiempo de absorcion T es geo(p), esto es,
Pir=n)=(1-p)"'p n=0,1,2,...

Si se postula como distribucion inicial a ™ = (mo,m) = (1 — 6,0) sobre la
totalidad de los estados {0,1} con 0 < 6 < 1, entonces la distribucion de T

es
1—-46 st n =0,
P(T_n)_{ 01 —p)»tp si n>1.

Concluimos esta seccion mencionando algunas férmulas generales sobre las
distribuciones tipo fase discretas. Mas adelante veremos este mismo tipo de
distribuciones en su version continua.

a) Usando la identidad (6.1) y el método de induccién, se puede de-
mostrar que la matriz de probabilidades de transicién en n > 1 pasos

(S}
1 0
Pn:(eT_BneT Bn)

b) Partiendo de un estado no absorbente i, la probabilidad de estar en
el estado no absorbente j después de n — 1 pasos y en el siguiente
paso llegar al estado absorbente es, por la ecuaciéon de Chapman-
Kolmogorov,

v (Bn_l)ij b]T

Sumando sobre los valores de los indices 7 y j se obtiene la funcién de
probabilidad del tiempo de absorcion 7:

) si n=20,
f(n) { B 10T & on>1.

c¢) La funcién de distribucién del tiempo de absorcién 7 es
F(n) =P(r<n)=1—P(t >n),

en donde P(7 > n) es la probabilidad de que al tiempo n la cadena no
se encuentre en el estado absorbente. La probabilidad de pasar del es-
tado no absorbente ¢ al estado no absorbente j en n pasos es m; (B");;.
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La suma sobre ¢ y sobre j no absorbentes de estas probabilidades se
puede escribir como 7 B" e, Por lo tanto,

) si n=0,
F(n)—{ 1—7B"el si n>1.

6.5. Proceso de Poisson

En esta seccién recordaremos la definicién y algunos aspectos elementales
de uno de los procesos estocasticos de mayor importancia: el proceso de
Poisson.

Definicién 6.8 Un proceso estocdstico de tiempo continuo {Ny : t = 0} con
espacio de estados el conjunto discreto {0,1,...} es un proceso de Poisson
de parametro o intensidad X > 0 si cumple las siguientes propiedades:

a) NO = 0.
b) Tiene incrementos independientes.

¢) La variable incremento Nyys— Ny tiene distribucion Poisson(At), para
cualesquiera s = 0, t > 0.

Observe que la tercera propiedad establece implicitamente que los incre-
mentos del proceso de Poisson son estacionarios, pues la distribucién de
Nirs — Ng no depende de s. El proceso de Poisson se utiliza para modelar
situaciones de conteo de ocurrencias de un evento particular en un intervalo
de tiempo dado. Por ejemplo, N; puede representar el niimero de llamadas
recibidas en un ntimero telefénico de emergencias, o el nimero de accidentes
ocurridos en un cierto lugar o el nimero de clientes que buscan un servicio
durante el intervalo de tiempo [0, ¢]. En particular, tomando s = 0 en la ter-
cera propiedad en la definicion, se tiene que la variable N; tiene distribucion
Poisson(At) para cualquier ¢ > 0. Esto es
(At)"

P(Ntzn)ze_ktil, n=0,1,2,...
n!
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Por lo tanto,

E(Ny)
y  Var(Ny)

A\,
.

Asi, para cada tiempo ¢ desconocemos el valor que toma [V;, pero sabemos
que NV tiene distribucién Poisson(At). En nuestro caso, usaremos el proceso
de Poisson para modelar el niimero de reclamaciones que llegan a una com-
pania aseguradora hasta un tiempo t cualquiera. Una posible trayectoria de
un proceso de Poisson se muestra en la Figura 6.4.

Ni(w)
3+ —
2+ -—O
t

Figura 6.4

Tiempos de estancia exponenciales

No resulta evidente a partir de la definicién que hemos dado del proceso de
Poisson, pero la dindamica de este proceso es la siguiente: el proceso empieza
en el estado cero y permanece en ese estado un tiempo aleatorio exponencial
de parametro A, brinca después al estado uno y nuevamente permanece
en ese nuevo estado otro tiempo exponencial con el mismo pardametro e
independiente del tiempo de estancia anterior, después brinca al estado dos
y asi sucesivamente. Es por ello que una posible trayectoria de este proceso
tiene las caracteristicas que se muestran en la Figura 6.4: saltos unitarios
hacia arriba y tiempos de estancia exponenciales. De este modo pueden
definirse las variables 17,75, ... como los tiempos que transcurren entre un
salto y el siguiente. A tales variables aleatorias se les llama también tiempos
de interarribo. En el siguiente resultado que enunciamos sin demostracién,
se muestra la relacién entre la propiedad de Markov del proceso de Poisson
v los tiempos de estancia exponenciales.
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Proposicién 6.1 La propiedad de Markov del proceso de Poisson impli-
ca que los tiempos de estancia 11,75, ... son independientes y cada uno
de ellos tiene distribucion exponencial. Reciprocamente, dada una sucesion
de v.a.s independientes T4, Th, ... con idéntica distribucion exponencial, el
proceso de conteo que puede construirse a partir de esta sucesion cumple la
propiedad de Markowv.

Pérdida de memoria y sus consecuencias

Una de las propiedades que caracterizan de manera tnica a la distribucién
exponencial dentro del conjunto de distribuciones absolutamente continuas
es que satisface la propiedad de pérdida de memoria, esto es, si T tiene
distribucién exp()), entonces para cualesquiera tiempos s,t > 0 se cumple
la igualdad

PT>t+s|T>s)=P(T>t).

En otras palabras, condicionada al evento (T > s), la variable T' — s sigue
teniendo distribucién exp(\). Esto significa que, para un valor de s > 0
fijo, todos los tiempos de interarribo a partir de s, incluyendo el primero,
siguen teniendo distribucién exp(A), y por lo tanto el proceso de conteo
de eventos a partir del tiempo s es nuevamente un proceso de Poisson. A
esta propiedad se le conoce como la propiedad de renovacion del proceso de
Poisson. La situacion se muestra graficamente en la Figura 6.5.

N, M,

3T 2 —

2+ 1 —

1+ — : t
} } } t




6.6. CADENAS DE MARKOV A TIEMPO CONTINUO 143

Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 6.2 Si {N; : t = 0} es un proceso de Poisson de pardmetro
A, entonces para cualquier s = 0, el proceso dado por My = Npis — Ng es
nuevamente un proceso de Poisson con el mismo pardmetro.

Observemos que la propiedad de renovacién se cumple también en los mo-
mentos en los que el proceso de Poisson tiene saltos, es decir, si empezamos
a estudiar al proceso a partir del momento en el que se observa un salto, ese
nuevo proceso es también un proceso de Poisson con el mismo parametro.
Desde el punto de vista matemético esta propiedad serd de mucha utili-
dad cuando estudiemos modelos en donde las reclamaciones que reciba una
aseguradora sigan un proceso de Poisson.

Otras definiciones equivalentes del proceso de Poisson y algunos otros re-
sultados sobre sus propiedades se pueden encontrar en [31].

6.6. Cadenas de Markov a tiempo continuo

Este tipo de procesos es una generalizacion del proceso de Poisson menciona-
do en la seccién anterior. Ahora los saltos del proceso no son necesariamente
unitarios hacia arriba sino que el proceso puede saltar a cualquier otro es-
tado distinto del estado desde donde salta. Una trayectoria de este tipo de
procesos se muestra en la Figura 6.6.

Vamos entonces a definir cadenas de Markov en donde el tiempo es continuo
y las variables toman valores enteros. Consideremos un proceso a tiempo
continuo {X; : ¢t = 0} que inicia en un estado ¢; al tiempo cero. El proceso
permanece en ese estado un tiempo aleatorio 73, , y después salta a un nuevo
estado iy distinto del anterior. El sistema permanece ahora en el estado 9
un tiempo aleatorio T;, al cabo del cual brinca a otro estado i3 distinto del
inmediato anterior, y asi sucesivamente. Los tiempos aleatorios 1" son los
tiempos en los que el proceso permanece constante en alguno de sus estados,
y se llaman tiempos de estancia (passage times). Los momentos en donde
el proceso tiene saltos son los tiempos W,, =T;, +--- + 1} , paran > 1. El
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Xi(w)
14
19
— *—) .
G : :
— : :
S T
1 —
} } } t
| T3, . Ti, I Tix \ T,
Figura 6.6

proceso puede entonces escribirse en la forma siguiente:

i1 osi 0<t< Wy,
o si Wh <7§<W2,
X = i3 si Wo <t < Ws,

A un proceso de estas caracteristicas se llama proceso de saltos, y resulta
ser una buena versién continua de las cadenas de Markov a tiempo discreto,
pero es necesario requerir de algunas otras condiciones. Supondremos que

lim W, = c.s.

n—00
y ello garantiza que para todo t = 0, el valor de X; es finito, c.s. Por otro
lado, sin pérdida de generalidad supondremos que el espacio de estados es
el conjunto S = {0,1,...} y que el tiempo de estancia asociado el estado
1 es la variable aleatoria T;, la cual supondremos positiva con funcién de
distribucién Fj(t). Como en el caso de cadenas a tiempo discreto, se deno-
tara por p;; a la probabilidad de que la cadena pase del estado i al estado
j al efectuar un salto. Adicionalmente impondremos la condicién p; = 0, y
con ello se imposibilita que la cadena salte al mismo estado de partida. Las
probabilidades de saltos deben entonces satisfacer las siguientes condiciones:

a) pij = 0.
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b) pii = 0.

C) Zpij = 1.
J

En forma de matriz, las probabilidades de saltos constituyen una matriz
estocastica de la siguiente forma:

0 po1 po2
pio 0 pi2
P = 0
P20 P21
Supondremos ademas que los tiempos de estancia 75,,T;,, ... son indepen-

dientes entre si, y también son independientes del mecanismo mediante el
cual se escoge el estado j al cual la cadena salta después de estar en cualquier
otro estado 7. Mds ain, supondremos que cada variable T; es finita con pro-
babilidad 1, o bien, es infinita con probabilidad 1. En el primer caso se dice
que el estado i es no absorbente, y en el segundo caso que es absorbente. El
hecho de que 7; = o0 se interpreta en el sentido de que el proceso deja de
saltar y permanece en el estado ¢ el resto del tiempo, es decir, el estado ¢
es absorbente. Por lo tanto, sélo hay dos tipos de estados: absorbentes o no
absorbentes. En otras palabras, con probabilidad uno el tiempo de estancia
es finito o con probabilidad uno es infinito. Por otra parte, un resultado no
trivial establece que un proceso de las caracteristicas arriba especificadas
satisface la propiedad de Markov si y sélo si, los tiempos de estancia en los
estados no absorbentes tienen distribucion exponencial. Este es un resultado
importante cuya demostracién omitiremos y que simplifica drasticamente
el modelo general planteado. Como deseamos estudiar procesos de saltos
que cumplan la propiedad de Markov, pues tal propiedad ayuda a calcular
probabilidades con cierta facilidad, tendremos que suponer entonces que el
tiempo de estancia en un estado no absorbente ¢ tiene distribucién exp(\;),
con \; > 0, es decir,

Fi(t)=1—e " parat> 0.

Observe que puede considerarse que A; = 0 en el caso cuando 7; = oo0.
La propiedad de Markov que consideraremos tiene la siguiente forma: para
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cualesquiera tiempos 0 < t) <ty < --- < t,,
(X, =@, [ Xoy = @4y, Xy = 20, ) = p( Xy, = 34, | Xy = 1),

Supondremos nuevamente que estas probabilidades de transicion son esta-
cionarias en el tiempo, esto significa que para cada s > 0y t > 0, se cumple
la identidad

P(Xi1s=j|Xs=1)=P(Xy =7| X0 =1),

es decir, no hay dependencia del valor de s. Esta probabilidad se escribe de
manera breve mediante la expresion p;;(t), para i y j enteros no negativos,
es decir,

pij(t) = P(Xi4s = j| Xs = i) = P(Xy = j| Xo = i).

En particular para t = 0 se define p;;(0) como la funcién delta de Kronecker,
es decir,
1 sii=yjy,
Pig(0) = 0ij = { 0 sii#j.
Haciendo variar los indices 7 y j en el espacio de estados se obtiene la matriz
de probabilidades de transicién al tiempo ¢, que denotaremos por P; y en
ocasiones se escribe también como P(t):

poo(t) po1(t)
Py = (pi(t)) = | Po(t) pu(t)

Puede demostrarse que cuando el espacio de estados es finito, esta matriz
es siempre estocastica, es decir, los elementos de cada renglén suman 1.

Definiciéon 6.9 A un proceso de saltos con las caracteristicas y postulados
arriba senalados se le llama cadena de Markov a tiempo continuo.

Observe que en un proceso de Markov a tiempo continuo las probabilidades
de saltos p;; y las probabilidades de transicion p;;(t) representan aspectos
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distintos del proceso. Las primeras son probabilidades de cambio al estado
j cuando el proceso se encuentra en el estado i y el proceso tiene un salto,
mientras que las segundas son probabilidades de encontrar al proceso en el
estado j, partiendo de ¢, al término de un intervalo de tiempo de longitud t.
Observe ademas que un proceso de Markov a tiempo continuo queda comple-
tamente especificado por los siguientes tres elementos: una distribucién de
probabilidad inicial en el espacio de estados, el conjunto de los parametros
no negativos A;, y las probabilidades de saltos p;;.

Ejemplo 6.2 (Proceso de Poisson) El proceso de Poisson es una cadena
de Markov a tiempo continuo que empieza en cero, es decir, la distribucion
de probabilidad inicial tiene el valor 1 en el estado cero. Los tiempos de
estancia son exponenciales de parametro A y las probabilidades de saltos de
un estado a otro son

[ osij=itl,
Pi=lo si j#i+l

Las probabilidades de transicion son

—at ()77 LS s
pis(t) = e Gy StI1 =t
0 otro caso.

Ejemplo 6.3 (Cadena de dos estados) Considere el proceso {X; : t = 0}
con espacio de estados {0,1} y definido por la siguiente dindmica: cuando
el proceso entra al estado 0 permanece en él un tiempo exp(\) y luego va
al estado 1, entonces permanece en el estado 1 un tiempo exp(p) y después
regresa a 0, y asi sucesivamente. Se postula ademds que los tiempos de
estancia en cada estado son variables aleatorias independientes. Para este
proceso pueden encontrarse explicitamente las probabilidades de transicion
pij(t). Puede demostrarse que para cualquier t > 0,

A
poo(t) = ﬁere (.
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En consecuencia, por complemento o simetria,
A A

) = —— 2 o~ (dmt
Po1(t) Mt )\Jrue

A 1% —(Au)t

t) = —— 4+ —— wE,
pu(?) A+ u )\+ue

o H H —(A+p)t

t) = — L .
pio(?) A+ p )\+,ue

En notacion matricial,
( poo(t)  por () ) _ 1 ( poA ) 4 1 ( A=A )e—(/\—i-u)t‘
pio(t) pui(t) A\ g A Ap\ —p

Probabilidades de transicién

Hemos mencionado antes que para una cadena de Markov a tiempo continuo
las probabilidades de transicién son los nimeros p;;(t) = P(X; = j | Xo = 1).
El problema que puede plantearse es el de encontrar una expresiéon para las
probabilidades de transicién p;;(t) para cada par de estados i y j, y para
cada tiempo ¢ > 0. Este es un problema demasiado general y sé6lo en algunos
pocos casos es posible encontrar explicitamente tales probabilidades. Los
anteriores dos ejemplos son casos muy sencillos en donde es posible encontrar
las probabilidades p;;(t).

El generador infinitesimal

A partir de los pardmetros A; y p;; de una cadena de Markov a tiempo
continuo se pueden definir las cantidades g;; de la siguiente forma:
=N sti=,

9ii Nipij Sii# ]
A estos nimeros se les conoce con el nombre de pardmetros infinitesimales
del proceso. Haciendo variar los indices ¢ y j, estos nuevos parametros con-
forman una matriz G llamada el generador infinitesimal del proceso de
Markov, es decir,

—Xo  Aopor  Aopo2

Atpio — A1 Aipi2
G=1 Xpao Aopar  —A
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Puede demostrarse que el generador infinitesimal caracteriza de manera
Unica a la cadena de Markov. Asi, a esta misma matriz se le llama a veces
cadena de Markov a tiempo continuo, y es el concepto equivalente a la matriz
de probabilidades de transicién en un paso para cadenas a tiempo discreto.
Se trata de una matriz con las siguientes propiedades:

a) gij =0, sii#j.
b) gii < 0.

C) Z 9i5 = 0.
J

Ejemplo 6.4 FEl generador infinitesimal para el proceso de Poisson de pa-
rametro A es

A A 0 0
0 A XA 0
G=1 0 0 -Xx A (6.2)

Ejemplo 6.5 FEl generador infinitesimal para la cadena de Markov de dos
estados del Ejemplo 6.3 es
G=(_A A ) (6.3)
T

Ecuaciones de Kolmogorov

Puede demostrarse que las probabilidades de transicién p;;(t) satisfacen el
sistema, de ecuaciones diferenciales dado por

pii(t) = gk prj(t), £ =0.
k

Observe que se tiene una ecuacion diferencial para cada par ordenado de
estados (7,7). En términos de matrices la igualdad anterior se escribe

P'(t) = G P(t).

A este sistema de ecuaciones diferenciales se le conoce como las ecuaciones
retrospectivas de Kolmogorov.
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Ejemplo 6.6 (Proceso de Poisson) FEl sistema de ecuaciones retrospec-
tivas de Kolmogorov para el proceso de Poisson de pardmetro A estd dado
por

() = —Apil(t)
pii(t) = =Apii(t) + Apir(t)  parai < j.
Y sabemos que la solucion es p;;(t) = e At (/\t)j*i/(j — i)l parai < j.

Ejemplo 6.7 (Cadena de dos estados) FEl sistema de ecuaciones retros-
pectivas de Kolmogorov para la cadena de Markov de dos estados definida
en el Ejemplo 6.3 estd dado por

poo(t) = —Apoo(t) + Apio(t),
por(t) = —Apor(t) + Apui(t),
Pro(t) = —ppio(t) + ppool(t),
) = —ppu(t) + ppoi(t).

Pueden resolverse estas ecuaciones y encontrar las expresiones que fueron
enunciadas anteriormente.

Al sistema de ecuaciones diferenciales dado por la igualdad P’'(t) = P(t) G se
le llama sistema de ecuaciones prospectivas de Kolmogorov. La diferencia
entre este sistema y el sistema retrospectivo mencionado antes es que el
orden de los factores en el lado derecho es distinto. Méas explicitamente, el
sistema prospectivo es el siguiente

pi(t) = Z Pik(t) grj-

k

En algunos casos los dos sistemas de ecuaciones son equivalentes y su solu-
cién produce las mismas probabilidades de transicién p;;(t). En general, el
sistema retrospectivo es el que siempre se satisface.

Los procesos de nacimiento y muerte son un tipo particular importante
de cadena de Markov a tiempo continuo. Este tema y una exposicién maés
detallada sobre este tipo de proceso estocédstico puede ser encontrada, por
ejemplo, en el texto de Hoel, Port y Stone [19], en Basu [3], en Karlin y
Taylor [20] o en Rolski et al. [32]. Concluimos esta seccién definiendo un tipo
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de distribucién de probabilidad que surge a partir de cadenas de Markov a
tiempo continuo con espacio de estados finito y que permiten encontrar una
férmula para la probabilidad de ruina en un modelo de riesgo cuando las
reclamaciones tienen este tipo de distribuciones. Estudiaremos esta férmula
en la ultima parte del texto.

Distribuciones continuas tipo fase

Definiremos ahora las distribuciones tipo fase, las cuales también se pueden
definir a partir de ciertas cadenas de Markov a tiempo continuo. Sea {X; :
t = 0} una cadena de Markov a tiempo continuo con espacio de estados
{0,1,2,...,k} en donde el estado 0 es absorbente y los estados 1,2,...,k
son no absorbentes. Suponga que el generador infinitesimal de esta cadena

es de la forma:
0 O
o= (4 5)

en donde nuevamente 0 es el vector renglén (0,0,...,0) de dimensién k, b
es el vector rengém (b1, bo,...,bx) con no todas sus entradas cero y B es
una matriz cuadrada de k x k tal que la matriz completa G es un genera-
dor infinitesimal. A la matriz B se le llama matriz de subintensidades. En
particular,

b" + BeT =07, (6.4)

en donde e es el vector renglén (1,1,...,1) de dimensién k. Supondremos
que la cadena inicia en cualquiera de sus estados, incluyendo el estado ab-
sorbente, a través de una distribucion de probabilidad inicial

7T/ = (7T0,7T1,.. . ,7Tk).

Y nuevamente denotaremos por 7 al subvector cuyas entradas corresponden
a la distribucién de probabilidad inicial para estados no absorbentes.

™= (71'1,71‘2,...,7%).

Cuando my = 0 el subvector 7 es efectivamente una distribucién de probabi-
lidad. Si la cadena inicia en alguno de sus estados no absorbentes, entonces
visitara estados absorbentes un tiempo aleatorio exponencial en cada de uno
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de ellos y después posiblemente quedara atrapado en el estado absorbente
0. La idea es la misma que fue expresada en el caso de cadenas de Markov
a tiempo discreto. La diferencia radica en que ahora el tiempo es continuo.
A la distribucién de probabilidad del tiempo de espera hasta la absorcién
se le llama nuevamente distribucion tipo fase.

Definiciéon 6.10 A la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria
T definida por
T=inf{t>0|X; =0}

se le llama distribucion continua tipo fase con subdistribucion inicial © y
matriz de subintensidades B. Esto se escribe

T ~ PH(m, B).

Hemos usado aqui la misma notacién para las distribuciones tipo fase dis-
cretas y continuas. El contexto o especificacién del modelo determinara sin
ambigiiedad si es de un tipo o del otro. Por otro lado, en algunos textos se
considera que la totalidad de estados es {1,2,...,k + 1} en donde el esta-
do k + 1 es absorbente y el resto de los estados es no absorbente. Ambos
modelos son equivalentes.

Ejemplo 6.8 (Distribucién Erlang) Sea A\ > 0 fijo. Considere la cadena
de Markov a tiempo continuo {X; : t = 0} con k + 1 estados: un estado
absorbente 0 y k estados no absorbentes 1,2, ..., k. Suponga que el generador
infinitesimal es de la forma:

0 0 0 0 0
0 =X XA 0 0
0 0 —X A\ 0
G=10 0 0 =x 0
A0 0 0 Y\

Suponga ademdas que Xg = 1. Asi, la cadena inicia en el estado 1 y per-
manece en dicho estado un tiempo exponencial de pardmetro A, al término
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de este tiempo la cadena salta al estado 1 y permanece alli otro tiempo
exponencial de pardmetro \ e independiente del primero, y asi sucesiva-
mente hasta llegar ol dltimo estado transitorio k. Después de estar en este
ultimo estado un tiempo exponencial, la cadena finalmente salta al estado
absorbente 0 y permanece alli el resto del tiempo. Es claro que el tiempo de
absorcion T tiene distribucion Erlang(k,\) pues es la suma de k variables
aleatorias independientes con distribucion exponencial de pardmetro \. Por
lo tanto la funcion de densidad de T es

En particular, cuando dnicamente hay un estado transitorio, es decir, k = 1,
se obtiene la distribucion exponencial.

Del mismo modo que lo hicimos en el caso discreto, mencionaremos ahora
algunas formulas que se conocen para las distribuciones tipo fase continuas.
Las demostraciones de estas propiedades y algunas otras pueden encontrarse
en Rolski et al. [32]. Recordemos que la funcién exponencial de una matriz
cuadrada A de dimensién finita se define mediante la serie de potencias de

Taylor:
[ee} 1
A . _ n
e’ = E —n!A.
n=0

a) Para cada t > 0,

P(r>t)=m+ 7 [exptB] el. (6.5)

b) Si mp = 0 y la matriz B es no singular, entonces 7 tiene funcién de
densidad
f(t)=m[exptB]bT, t>0.

¢) Sila matriz B es no singular, entonces para cada n > 1,
E(r") = (=1)"n!x (B Hmel.

Ejemplo 6.9 (Distribucién Erlang) Considere nuevamente la situacion
del Ejemplo 6.8 en donde el tiempo de absorcion tiene distribucion Erlang(k, \).
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El estado inicial es Xog = 1 y por lo tanto w9 = 0. Entonces la matriz de
subintensidades B es no singular y tiene la forma

0 =X A - 0
g=| 0 0 —=x - 0
0 0 0 - —A\

kxk

Las formulas arriba mencionadas se reducen a las expresiones conocidas
para la distribucion Erlang(k,\), es decir,

k-1 "
a) P(t>1t) = e~ O\nt') , t>0.
n=1 '
k—
b) f(t) = MAte—”, t>0.
(n+k—1)!

Estas expresiones se reducen ain mds en el caso exponencial cuando k = 1.

En la dltima parte de este texto usaremos las distribuciones tipo fase para
modelar los montos de las reclamaciones y aprovecharemos sus propiedades
computacionales para encontrar una férmula para la probabilidad de rui-
na en un modelo de riesgo a tiempo continuo. En particular haremos uso
de la férmula (6.5). Se puede encontrar mayor informacién sobre las dis-
tribuciones tipo fase, incluyendo las demostraciones de los resultados arriba
enunciados, en el texto de Rolski et al. [32]. En el articulo de Bladt [5] puede
también encontrarse una excelente exposicién sobre el uso y aplicacién de
las distribuciones tipo fase en la teoria del riesgo.

6.7. Martingalas

Las martingalas son un tipo de proceso estocdstico que aparece con frecuen-
cia tanto en la teoria general de procesos como en las aplicaciones. Algunos
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resultados desarrollados para martingalas nos seran de utilidad para pre-
sentar una forma de resolver ciertos problemas de la teoria de la ruina. La
siguiente es la definicion de martingala, la cual puede también enunciarse
para tiempos discretos.

Definicién 6.11 Un proceso a tiempo continuo {X; : t = 0} que es adap-
tado a una filtracion (F)i=0 y que es integrable, es decir, cada variable que
conforma el proceso tiene esperanza finita, se llama una martingala si para
0 < s <t secumple

E(X:| %) =X, c.s. (6.6)

La identidad (6.6) establece un tipo de dependencia probabilistica parti-
cular entre las variables aleatorias que conforman una martingala. Este es
entonces otro ejemplo de proceso estocastico. En el Apéndice se encuentra
una revision breve de la definicién y algunas propiedades de la esperanza
condicional como la que aparece en (6.6). Las martingalas son procesos que
estan relacionados con los juegos justos. Por ejemplo, si la variable X; re-
presenta la fortuna de un jugador al tiempo ¢, y quien supondremos apuesta
de manera continua, entonces la igualdad anterior se interpreta del siguiente
modo: en promedio la fortuna del jugador al tiempo ¢ dada toda la historia
del juego hasta el tiempo s anterior a t es la fortuna del jugador al tiem-
po s, es decir, el juego es justo pues el jugador en promedio no pierde ni
gana. Cuando en lugar de (6.6) se cumple E(X;|.%s) < X se dice que el
proceso es una supermartingala, se trata entonces de un juego desfavorable
al jugador pues en promedio su fortuna disminuye. En caso de la desigual-
dad contraria el proceso es una submartingala, juego favorable al jugador.
Cuando se toma esperanza en la ecuacién (6.6) se obtiene

E(X:) = E(X,),

para 0 < s < t. Esto quiere decir que todas las variables aleatorias que
conforman una martingala tienen la misma esperanza. En particular, si la
variable inicial Xy es cero o su esperanza es cero, entonces F(X;) = 0 para
cualquier ¢ > 0. Algunos ejemplos sencillos de martingalas aparecen en
la seccién de ejercicios. Finalmente enunciaremos un resultado de la teoria
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general de martingalas que serd usado en la ultima parte del curso. Recuerde
la notacién = A y = min{z, y}.

Teorema 6.1 (Teorema de paro de martingalas). Sea {X; : t = 0}
una martingala y sea T un tiempo de paro, ambos respecto de una filtracion
(Z1)i=0. Entonces {Xinr : t = 0} es también una martingala, es decir, para
cualesquiera 0 < s < t,

E(Xinr | Fs) = Xsar c.s.

La demostracién de este resultado puede encontrarse en [30] o [39]. En el
siguiente capitulo usaremos la teoria de martingalas para estimar la proba-
bilidad de ruina en el modelo clasico de Cramér-Lundberg.

Comentarios y referencias

Como preparacién para los modelos dindmicos de riesgo que estudiaremos en
los siguientes capitulos, hemos presentado aqui algunos conceptos elemen-
tales de los procesos estocasticos, asi como algunos ejemplos particulares
de este tipo de modelos matematicos. Para mayor informacién sobre estos
temas el lector puede consultar cualquiera de los textos sobre procesos es-
tocasticos que aparecen en la bibliografia, por ejemplo, Basu [3], Hoel et
al. [19], Karlin y Taylor [20], Resnick [29] y Stirzaker [37].

6.8. Ejercicios

Caminatas aleatorias

136. Para la caminata aleatoria simple {X,, : n = 0} sobre Z demuestre
que para n = 1:

a) E(Xn) =n(p—q).
b) Var(X,) = 4npq.
c) E(etXn) = (pel 4+ qe™t)".
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Cadenas de Markov

137. Considere una cadena de Markov {X, : n > 0} con espacio de
estados {0, 1,2} y con matriz de probabilidades de transicién

1/3 1/3 1/3
P=123 0 1/3
1/4 1/2 1/4

Suponga Xy = 0. Calcule:

a) P(XQ = 1).
b) P(X5=1|X5=2).

Ahora suponga que Xy tiene distribuciéon (1/5,1/2,3/10). Calcule:

¢) P(Xy=1]X; =0).
d) P(X3 =0).

138. Para la cadena de Markov {X, : n > 0} con espacio de estados
{0,1,2,3,4} con distribucién inicial 7 = (1/5,1/5,1/5,1/5,1/5) y
matriz de probabilidades de transicion

0 1/3 1/3 1/3 0
2/3 0 0 0 1/3
P=1| 0 1/4 1/2 1/4 0 |,
2/5 0 2/5 0 1/5
12 0 0 0 1/2

Xo=0,X1=1,X2=1,X3 =4, X; = 1),
Xi01 = 3| X100 = 3).
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139.

140.

141.

142.

Suponga que {X,, : n = 0} es una cadena de Markov con espacio de
estados {0, 1} y con matriz de probabilidades de transicién

p_ ( /2 1/2 )
1/10 9/10 )
El estado 0 representa no contar con un seguro de vida y el es-
tado 1 corresponde a tener algin seguro de vida. La dindmica de
contratar o no contratar un seguro de vida para cada persona en
periodos sucesivos de tiempo estd dada por la cadena de Markov.
Si inicialmente la mitad de la poblacion estd asegurada, calcule el

porcentaje de la poblacién que estard asegurada en los periodos 1,
2 y 3 por separado.

Proceso de Poisson

Suponga que las llegadas de reclamaciones a una compania asegu-
radora siguen un proceso de Poisson de intensidad A = 5, en donde
la unidad de tiempo es un dia, es decir, en promedio llegan 5 recla-
maciones por dia. Calcule la probabilidad de que:

a) No se reciba ninguna reclamacién en un dia cualquiera.
b) Se reciban mas de 10 reclamaciones en un dia cualquiera.

¢) Se reciba una sola reclamacién en los siguientes tres dias.

Los clientes ingresan a un establecimiento de acuerdo a un proceso
de Poisson a razén de 10 clientes por hora en promedio. Calcule la
probabilidad de que:

a) En una hora cualquiera no llegue ningun cliente.
b) No llegue ningun cliente en una jornada de 12 horas.

c¢) Se presente exactamente un cliente en todas y cada una de las
12 horas en las que esta abierto el establecimiento en un dia.

Superposicion. Demuestre que la suma de dos procesos de Poisson
independientes es nuevamente un proceso de Poisson con parametro
la suma de los pardametros. Nota: la operacion suma debe entenderse
en el sentido de superponer los dos procesos puntuales.
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143.

144.

145.

146.

Thinning. Sea {N; : t = 0} un proceso de Poisson de pardmetro
A > 0. Considere una sucesiéon de variables aleatorias Y7, Ys,...
independientes, con distribucién comin Ber(p) e independientes del
proceso de Poisson. Defina el proceso {X; : ¢t = 0} como aparece
abajo, definiendo ademas a X; como cero cuando IV; es cero.

Ny
Xi= Y Y,
k=1

Asi, el proceso {X; : t > 0} representa un subconteo del proceso de
Poisson inicial.

a) Demuestre que {X; : ¢ > 0} es un proceso de Poisson de
parametro Ap.

b) Sea t > 0 fijo. Demuestre que las variables aleatorias X; y
Ny — X; son independientes. En general se cumple que los
procesos estocasticos {X; : t = 0} y {Ny — X; : t = 0} son
independientes.

Suponga que los accidentes automovilisticos en una cierta ciudad
ocurren de acuerdo a un proceso de Poisson con un promedio de
cinco accidentes por semana. Suponga ademads que la probabilidad
de que en cada accidente haya personas lastimadas que requieran
atencién médica es 0.2. Calcule la probabilidad de que:

a) En un dia no se presente ningin accidente.
b) En una semana no se presente ningin accidente.
¢) En un mes no se presente ningin accidente con personas las-

timadas.

Sea {N; : t > 0} un proceso de Poisson con pardmetro A, y sea
a > 0 una constante. Demuestre que { Ny : ¢t = 0} es un proceso de
Poisson con pardmetro Aa.

Considere dos procesos de Poisson independientes de parametros A
v A2. Sea X el nimero de eventos que ocurren en el primer proceso
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147.

148.

149.

150.

151.

entre dos eventos sucesivos del segundo proceso. Demuestre que X
tiene la siguiente distribucién geométrica.

P(X =n) = Az ( a ), n = 0.

AL+ Ao\ + Ao

Cadenas de Markov a tiempo continuo

Escriba el sistema retrospectivo de ecuaciones diferenciales de Kol-
mogorov para las probabilidades pg,(t) = p,(t) del proceso de Poi-
sson y compruebe que su solucion es p,(t) = e~ (At)"/n!

Martingalas

Martingala del juego de apuestas. Sea &£1,&s,... una sucesién de
variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas y con
esperanza finita. Para cada entero n > 1 defina

Xn=8&+ - +&.

Demuestre que el proceso a tiempo discreto {X,, : n = 1} es una
martingala si y sélo si E(§) = 0.

Proceso de Poisson centrado. Sea {N; : t = 0} un proceso de Poi-
sson de parametro o intensidad A, junto con su filtracién natural.
Demuestre que el proceso centrado { Ny — At : t > 0} es una martin-
gala.

Procesos con incrementos independientes. Sea {X; : t = 0} un pro-
ceso estocastico a tiempo continuo tal que cada una de sus va-
riables aleatorias tiene esperanza finita. Suponga que el proceso
tiene incrementos independientes. Demuestre que el proceso cen-
trado {X; — E(X;) : t = 0} es una martingala.

Martingala de de Moivre. Sea £1,&s, ... una sucesion de variables
aleatorias independientes cada una de ellas con la misma distribu-
cién dada por
PE=+1) = p
y PE=-1) = ¢=1-p
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152.

153.

Para cada entero n > 1 defina la variable X,, = & + --- + &,.
Demuestre que el proceso estocéstico a tiempo discreto {Y,, : n > 1}
dado por Y, = (g¢/p)*" es una martingala.

Demuestre que el proceso {X; : t = 0} es una submartingala si y
sblo si {—X : t = 0} es una supermartingala.

Demuestre que un proceso es una martingala si y s6lo si es al mismo
tiempo una submartingala y una supermartingala.






Capitulo 7

Teoria de la ruina:
tiempo discreto

Este capitulo contiene una introduccién elemental a uno de los problemas
centrales de la teoria del riesgo: el problema de la ruina. Estudiaremos este
problema en una version discreta. Definiremos primero un proceso de riesgo
a tiempo discreto y encontraremos una férmula general recursiva para la
probabilidad de ruina con horizonte infinito. Presentaremos también una
férmula para la probabilidad de ruina con horizonte finito, asi como el con-
cepto de coeficiente de ajuste para este modelo y su aplicacién en la des-
igualdad de Lundberg. Estudiaremos también el problema de calcular la
distribuciéon de probabilidad de la severidad de ruina cuando ésta se pre-
senta. Todos estos resultados seran extendidos en el siguiente capitulo, en
donde se estudiara el modelo clasico de riesgo a tiempo continuo.

7.1. Un proceso de riesgo a tiempo discreto

Definiremos a continuacién un proceso estocdstico a tiempo discreto que
modela de manera simplificada la evolucion a lo largo del tiempo del ca-
pital de una compania aseguradora respecto de una cartera de asegurados.
Suponga que u € {0,1,2...} es el capital inicial de la aseguradora y que en
cada unidad de tiempo la compania aseguradora recibe una unidad mone-
taria por concepto de primas. Si Y7, Ys,... representan los montos de las
reclamaciones en los periodos sucesivos, entonces el capital de la compania

163
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aseguradora al tiempo n > 1 es la variable aleatoria C), definida a continua-
cion.

Definicién 7.1 El proceso de riesgo a tiempo discreto {C,, : n = 0}
estd dado por

n
Cn=u+n—ZYj, (7.1)
j=1
en donde u = 0 es un entero y Y1, Yo, ... son variables aleatorias indepen-

dientes e idénticamente distribuidas con valores en el conjunto {0,1,...} y
tales que E(Y') < 1.

Dada la hipotesis de independencia e idéntica distribucién de las varia-
bles aleatorias Y7, Y5, ..., puede comprobarse que el proceso {C,, : n = 0}
tiene incrementos independientes y estacionarios. Observamos ademas que
se puede escribir

Co=u+ ) (1-Y)),
j=1

y por lo tanto {C), : n > 0} es una caminata aleatoria sobre Z en donde los
saltos son de magnitud 1 —Y; con valores en el conjunto {...,—-2,—1,0,1}.
Por otro lado, hemos supuesto que las variables aleatorias Y7, Ya, . . . son tales
que E(Y) < 1, a esta condicién la llamaremos condicién de ganancia neta y
establece que por cada unidad de tiempo, la cantidad de dinero recibida por
concepto de primas, en este caso una unidad monetaria, es mayor al valor
promedio de las reclamaciones.

Condicién de ganancia neta E(Y) <1

Debe observarse que no es realista la hipdtesis de que las primas recibidas
en cada unidad de tiempo sean unitarias. Se puede considerar un modelo
mas aplicable al admitir que el ingreso por primas en cada periodo es un
entero cualquiera ¢ > 1. En ese caso, mediante un cambio adecuado en
la forma en la que se mide el tiempo, esa constante ¢ puede considerarse
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como una unidad monetaria. Sin embargo, tal cambio en el tiempo no se
puede aplicar de manera tan inmediata pues afecta también los montos de
las reclamaciones. Dado que nuestro objetivo en este capitulo es presentar
de manera simple algunos problemas de la teoria de la ruina en un modelo
discreto, mantendremos la hipotesis de primas unitarias pues las férmulas
y resultados adquieren expresiones mas sencillas que en el caso general.
En la presente seccién la variable Y representard a cualquiera de las variables
Y; que aparecen en la expresion (7.1), F(y) serd la funcién de distribucién
de Y y la correspondiente funcién de probabilidad se denotard por f(y). En
las férmulas que encontraremos mas adelante aparecerd con frecuencia el
término P(Y > y) = 1 — F(y) y para hacer las expresiones més cortas dicha
probabilidad serd denotada por F(y). En ocasiones a esta probabilidad se
le llama funcién de supervivencia.

Notacién F(y):=1—F(y)

Dado que la variable Y es discreta con valores en el conjunto {0, 1,...}, su
esperanza puede entonces escribirse de la siguiente forma:

E(Y)= )] F(y.

y=0

Por otro lado, dadas las caracteristicas que hemos solicitado para la defini-
cién del proceso {C,, : n = 0}, éste resulta ser una cadena de Markov
con espacio de estados o valores dado por el conjunto discreto Z. Y hemos
considerado valores enteros negativos, pues alguna reclamacion puede ser
demasiado grande y llevar al proceso a estados criticos para la aseguradora.
Justamente esta situacién es nuestro objeto de interés y es el contenido de
la siguiente definicién.
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Definicion 7.2 Se dice que la compania asequradora se encuentra en ruina
al tiempon =1 si
C, <0,

y se define el tiempo de ruina T como el primer momento en que la Tuina
se presenta, es decir,

T=min{n >1:C, <0}. (7.2)

En la expresién (7.2) se debe entender que cuando el conjunto indicado es
vacio se define 7 = 00, y equivale a la situacién cuando la ruina nunca se
presenta. El problema de la ruina consiste en encontrar la probabilidad de
que la ruina ocurra en algiin conjunto de tiempos especifico. Por ejemplo,
la probabilidad ruina con horizonte infinito es P(7 < o) y se denota usual-
mente por (u). Con esta notacién se hace énfasis en que tal probabilidad
depende, entre otros pardmetros del modelo, particularmente del capital
inicial w. Tenemos entonces que

Y(u) = P(r<w|Cyh=mu)
= P(re{l,2,...}|Co=u).

Observe que técnicamente no hay ruina al tiempo cero, aun cuando se con-
sidere al capital inicial u igual a cero, pues de acuerdo con la Definicion 7.2,
la ruina sélo puede ocurrir en los tiempos n > 1. Intuitivamente es claro que
la funcién u — 1 (u) es decreciente, es decir, a mayor capital inicial menor
probabilidad de ruina. Esta propiedad puede escribirse de la siguiente forma:
para cualquier u = 0,
P(u+1) < ¥(u).

En la Figura 7.1 se muestra una posible trayectoria del proceso {C), : n > 0},
en donde para fines de visualizaciéon se han unido los valores del proceso
mediante lineas punteadas indicando ademads los incrementos unitarios por
concepto de primas en cada intervalo. Se muestra ademés un posible mo-
mento 7 en donde se presenta la ruina. La propiedad de Markov del proceso
de riesgo nos permitirda encontrar una férmula recursiva para la probabili-
dad de ruina en este modelo discreto. En las expresiones que escribiremos
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Figura 7.1

a continuacion las sumas ZZ se definen como cero cuando los indices a y b
son tales que a > b. Usaremos ademas el hecho intuitivamente claro de que
la probabilidad de ruina es cero cuando el capital inicial es infinito. Maés
adelante daremos la demostracién de esta propiedad y la comprobaremos
de manera sencilla en el caso cuando podamos aplicar la desigualdad de
Lundberg. Asi, tenemos que

uU—00

7.2. Probabilidad de ruina con horizonte infinito

El siguiente resultado provee de un mecanismo recursivo para calcular la
probabilidad de ruina con horizonte infinito en el proceso de riesgo a tiempo
discreto.
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Proposicién 7.1 Para el proceso de riesgo a tiempo discreto {C), : n = 0}
con valor inicial u = 0,

u—1
1. ¢(u) = ¢0) + > vu—y)Fly) — ). Fly), u>1
y=0

Demostracion. Para cualquier capital inicial w > 0 y condicionando
sobre el valor de Y] tenemos los siguientes calculos, los cuales explicaremos
en el siguiente parrafo.

(w)

P(r<w|Y1 =y)P(Y1 =y)

18

y=0
M Pr<w|Yi=y)fly)+ Y Plr<o|Yi=y) fQy)
y=0 y=w+1
Divw+1-y) fy)+ D, fv)
y=0 y=w+1
w1 .
() f(w+1—y)+ F(w). (7.3)
y=1

Observe que en la segunda igualdad se han separado dos casos: la primera
suma se refiere al caso cuando el monto reclamado Y7 no produce ruina y la
segunda suma cuando se presenta la ruina. En el segundo caso la probabili-
dad condicional indicada es 1. En el primer caso la probabilidad condicional
se reduce a la probabilidad ¥ (w+ 1 —1y), pues siendo la primera reclamacién
de magnitud y y no habiendo ruina en esta primera reclamacion, la probabi-
lidad condicional original se reduce a la probabilidad de que no se presente
la ruina desde el momento de la primera reclamacién en adelante pero ahora
con capital inicial w + 1 — y. Por la propiedad de incrementos independien-
tes, esta probabilidad es ¢)(w + 1 — y). Despejando el tltimo término de la
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suma (7.3) y escribiendo u en lugar de w se obtiene
Y(u+1)f(0) = p(u) = D) D) flu+1—y) —F(u). (7.4)
y=1

Sumando ahora las ecuaciones de (7.3) para valores de w de cero a cualquier
u = 0, se tiene que

u u w1l u
Pw) = D> Y@ flw+l-y) + > F(w)
w=0 w=0 y=1 w=0
= D W) D, flw+l—y)+ ) Flw)
1 w=y—1 w=0

Para obtener la ultima identidad se separa el dltimo sumando de la primera
suma y se observa que F'(0) = f(0). Despejando este término se obtiene

Pu+1) £(0) = 9(0) + i Py) (1= Flu+1-y)) - Zu] F(y). (75
y=1 y=0

Igualando el lado derecho de esta ecuacién con el lado derecho de la ecuacién (7.4)

se obtiene

u—1
Yw) = $0)+ > YA —Flut+1—y)+ flu+1—y)— > F(y)
y=0

y=1
u u—1
= P(0)+ ) ¢y Flu—y)— >, Fy)
y=1 y=0
u—1 u—1
= Y0)+ ), b(u—y)Fly)— ), F(y) (7.6)
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Esto demuestra la primera parte de la proposicién. Resta entonces demostrar
que (0) = E(Y). Para ello tomaremos el limite cuando v — o en la
ecuacién (7.6). Tenemos entonces que

0= lim (u) = 1(0) + lim Zzpu— ) F(y i

u—00 u—00

Observamos que la segunda suma es E(Y), de modo que es suficiente de-
mostrar que el limite de la primera suma es cero. Como E(Y) < oo, para
cualquier € > 0 puede encontrarse un valor de n natural tal que

Entonces

u—1 [o's)
Divu—y)Fy) < Y pu—y) Fy)
y=0

y=0
< Ddlu—y)+ ), Fy)
y=0 y=n+1

u—1
Ii —y) F
Jim D1 w(u—y)Fly) <e
y=0
Siendo € arbitrario, el limite es efectivamente cero. |

En analogfa con la notacién F(y) = 1 — F(y), la expresién ¢(u) denotard la
probabilidad 1 —1(u), esto representa la probabilidad de que la ruina nunca
se presente.

Notacién Y(u) :=1—1(u)

Usando esta nomenclatura, la ecuacién recursiva para ¢ (u) también puede
ser escrita como sigue

P(u) iau— YF(y), u=>=1. (7.7)
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Por otro lado, recordando nuevamente que Y es una variable aleatoria con
valores enteros en el conjunto {0,1,...} y con esperanza finita, se puede
escribir

E(Y) =} Fly).
y=0
De modo que uniendo los dos resultados de la Proposicién 7.1 y después

de un cambio de variable se encuentra que la féormula recursiva para ¥ (u)
también puede ser escrita de la forma siguiente:

:2 (u—y)F(y i > 1. (7.8)

En el siguiente capitulo encontraremos una férmula similar a (7.8) para la
probabilidad de ruina considerando un modelo de riesgo a tiempo continuo.

Ejemplo 7.1 Suponga que las reclamaciones Y tienen distribucion dada
por la tabla que aparece abajo. Usando la formula recursiva de la Proposi-
cion 7.1, encontraremos (u) para los primeros valores de u.

y [0 1] 2
f) 050203

Primeramente tenemos que ¥(0) = E(Y) = 0.8 < 1. Para u =1 la férmula
recursiva establece que (1) = (1)F(0) + F(1). Sustituyendo las probabi-
lidades correspondientes se obtiene (1) = 0.6. Para u = 2 se tiene que
¥(2) = (1)F(1) + ¥(2)F(0), de donde se obtiene 1(2) = 0.36. Andloga-
mente se obtienen las probabilidades de ruina que se muestran en las si-
guientes tablas.

(o] o) | (] 9 |
0 0.8 ) 0.046656
1 0.6 7 0.0279936
2 0.36 8 0.01679616
3 0.216 9 || 0.010077696
4| 0.1296 10| 0.006046618
5 0.07776 11| 0.0036279708
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1.0 +

0.6 [+

“ Hﬂﬂl_h—h—'.— u

012345678910
Figura 7.2

En la Figura 7.2 se muestra una grafica de barras de los valores encontrados
de Y(u). Como era de esperarse, se observa un comportamiento decreciente
de la probabilidad de ruina conforme el capital inicial se incrementa.

Ejemplo 7.2 (Problema de la ruina del jugador) Considere el proceso
de riesgo a tiempo discreto {Cy, : n = 0} en donde las reclamaciones tienen
la siguiente distribucion de probabilidad:

PY =0) = p,
PY=2) = 1-p,

en donde 1/2 < p < 1. De esta forma al término de cada periodo el proceso
se incrementa en una unidad cuando Y = 0, o se reduce en una unidad
cuando Y = 2. La condicion que hemos mencionado para el valor de p
garantiza que se cumple la condicion de ganancia neta E(Y) = 2(1—p) < 1.
La variable C,, representa entonces el capital de un jugador A que apuesta
una unidad monetaria en cada unidad de tiempo, su capital inicial es u y
el jugador contrario B puede considerarse que tiene capital infinito. Encon-
traremos la probabilidad de que el jugador A (i.e. la compania asequradora)
eventualmente se arruine. Por los resultados de la Proposicion 7.1,

$(0) = E(Y)=2(1-p) <L
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Por otro lado, la funcién F(y) es:

Fly) = 0 paray=>2,

y entonces, para u = 1 se tiene que

¥(1) =¥ (0) + ¢ (1)F(0) — F(0).

De donde se obtiene

Para uw = 2 se obtiene la ecuacion

¥(2) = $(0) + Y (2)F(0) + (1) F(1) — F(0) — F(1),

que produce la solucion
1—p 2
b(2) = ( ) |
(2) )

Usando induccion sobre u, se puede demostrar que para cualquier capital

inscial u =1,
v - (122)
’ .
Esta es la probabilidad de ruina del jugador A (compania asequradora) cuan-
do su capital inicial es u y es una version particular de la solucion al pro-
blema de la ruina del jugador, véase por ejemplo [31]. Se observa que esta
probabilidad converge a cero cuando u tiende a infinito.

En general, dada una distribucién de probabilidad particular para las recla-
maciones, la férmula recursiva para la probabilidad de ruina de la Proposi-
cién 7.1 no produce expresiones compactas. El siguiente es uno de los pocos
ejemplos en los que la probabilidad de ruina tiene una férmula muy corta.

Ejemplo 7.3 (Reclamaciones geométricas) Considere el modelo de
riesgo a tiempo discreto en donde las reclamaciones tienen distribucion
geo(p), es decir, la funcion de probabilidad es

flyy=0Q—=p¥p, y=0,1,2,...
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A partir de las formulas que aparecen en la Proposicion 7.1 pueden en-
contrarse los valores de ¥ (u) de manera sucesiva para u = 0,1,2,.... Mds
formalmente, usando induccion sobre el parametro u puede demostrarse que
para cualquier capital inicial u = 0 y para cualquier p > 1/2,

(5"

Concluimos esta secciéon mostrando el comportamiento limite de la proba-
bilidad de ruina cuando el capital inicial crece a infinito. La demostracién
de este resultado se basa en el andlisis presentado antes para justificar la
hipétesis de ganancia neta en la seccién introductoria sobre los principios
para el célculo de primas.

Proposicion 7.2 Para el modelo de riesgo a tiempo discreto y bajo la
condicion de ganancia neta,

lim (u) = 0.

u—00

Demostracion. Por la ley fuerte de los grandes nimeros y la condicion
de ganancia neta tenemos que

, 1 , 1
Ji O = i Setn= 2, %))
Jj=
1 n
= 1 D2
j=1
= 1-EY)>0.

Asi, este comportamiento limite implica forzosamente la v.a. C, diverge
a infinito casi seguramente cuando n — 0. En consecuencia, la variable
inf,,>0 C), estd acotada por abajo casi seguramente. Por lo tanto, tomando
un capital inicial w suficientemente grande, la cota inferior de inf,>¢ C,
puede hacerse igual a cero, es decir,

inf C,, = 0.

n=0
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Esto quiere decir que ¥ (u) = 0 cuando u — 0. |

7.3. Probabilidad de ruina con horizonte finito

La probabilidad de ruina con horizonte finito n > 1 se define como
¥(u,n) P(r <n|Cy=u)
= P(re{l,2,...,n}|Co=u),

y corresponde a la probabilidad de que la ruina se presente en alguno de
los tiempos: 1,2,...,n. Puesto que siempre estaremos en el caso Cy = u,
se omitird esta condicién y la probabilidad de ruina con horizonte finito se
puede escribir simplemente como P(7 < n). Observe entonces que 1(u, n) es
la funcion de distribucién del tiempo de ruina 7 evaluada en el valor entero
n. Naturalmente estamos interesados en conocer esta funcién. A partir de
observar la contencion de los eventos correspondientes se puede verificar que

Y(u,1) <P(u,2) <--- < YP(u,n) < Y(u).

En particular cuando el capital tiende a infinito esta probabilidad de ruina
también se anula, es decir, para cualquier n > 1 fijo,

lim ¢(u,n) < lim ¥(u) = 0.

uU—00 u—00
Condicionando sobre el monto de la primera reclamacién tal como se hizo en
el caso de horizonte infinito, mostramos a continuacién una forma recursiva
de encontrar ¥ (u,n).

Proposicién 7.3 Para el proceso de riesgo a tiempo discreto {C), : n = 0}
con valor inicial u = 0, la probabilidad de ruina con horizonte finito 1 (u,n)
puede calcularse de la siguiente forma

1. p(u,1) = F(u).

2. ¥(u,n) = F(u) + 2 Yu+1l—yn—1)f(y), n

y=0

V
N
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Demostracion.
Paran =1,

Y(u,1)=P(r=1)=Plu+1-Y1<0)=P(Y1 > u+1) = F(u).
Para n > 2, condicionando sobre el valor de la primera reclamacion,
w(U,“) =

= Z P(r<n|Yi=y)P(Y1 =y)
y=0

T <n)

o

8

= S wutl-yn-0fp+ > f)
y=0 y=u+1

Y(u+1—yn—1)f(y) + F(u).

Il
=

<
Il
=}

Ejemplo 7.4 Consideremos nuevamente el caso cuando los montosY tienen
distribucion dada por la tabla que aparece abajo. Usando la formula recursiva
de la Proposicion 7.3 encontraremos 1(u,n), cuandou =0 yn = 1,2,3,4,5.

y 0] 1] 2
f) 050203

Para n = 1 tenemos que ¥(0,1) = F(0) = 0.5. Para n = 2, la férmula
recursiva lleva a la ecuacion ¥(0,2) = (0,1) + ¢(1,1)f(0), usando el he-
cho de que ¥(1,1) = 0.3 se obtiene ¥(0,2) = 0.65. Para n = 3, se tiene
que ¥(0,3) = (0,1) + ¢(1,2)f(0), en donde ¥(1,2) se calcula usando la
misma férmula recursiva. Al hacer los cdlculos se obtiene 1(0,3) = 0.68.
Andlogamente y utilizando repetidamente la formula recursiva se obtienen
las probabilidades de ruina restantes que se muestran en la siguiente tabla.

n 1] 2 3 4 5
»(0,n) || 0.5 0.65 | 0.68| 0.7085 | 0.7232
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El comportamiento creciente de n — ¢ (0,n) se muestra en la Figura 7.3 y
tales probabilidades son siempre menores o iguales a ¥ (0) = 0.8, es decir,

1.0 +
0.8 ovviiiiii w(o)
0.6
04 +

012345

Figura 7.3

7.4. Coeficiente de ajuste

Para el proceso de riesgo a tiempo discreto {C), : n = 0}, vamos a definir
ahora un numero llamado coeficiente de ajuste o exponente de Lundberg.
La definicién aparece a continuacién y por ahora se presenta sin motivacién
ni justificacién alguna. Las razones por las cuales tal niimero se define de
esa manera seran evidentes en la siguiente seccion en donde encontraremos
una cota superior para la probabilidad de ruina en el modelo de riesgo
mencionado y en donde aparece de manera natural el coeficiente de ajuste.
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Definicién 7.3 (Coeficiente de ajuste) Suponga que la funcion genera-
dora de momentos de las reclamaciones Y en el proceso de riesgo a tiempo
discreto {Cy, : n = 0} existe y que E(Y') < 1. El coeficiente de ajuste para
este proceso de riesgo se define como la unica solucion positiva r de la
eCcuUacion

E[erY D] = 1. (7.9)

A tal solucion positiva se le denota por R.

Explicitamente el coeficiente de ajuste es aquel nimero positivo r tal que
0
D f(y) = 1.
y=0

Para justificar que esta ecuacion tiene efectivamente una tnica solucién
positiva se define la funcion

0(r) = E[e"™ V]

y se comprueba que §(r) cumple las siguientes propiedades:

lim 6(r) = oo, cuando F'(1) < 1.

Asi, el comportamiento de 6(r) alrededor de cero es el siguiente: toma el
valor 1 en r = 0, la derivada por la derechaen r = 0 es ¢'(0) = E(Y —1), que
resulta ser negativa por la hipétesis de ganancia neta E(Y) < 1. La segunda
derivada en cero es 6”(0) = E[(Y — 1)?] > 0. Finalmente, si F(1) < 1
entonces 6(r) crece a infinito cuando r — 0. Esta afirmacion se verifica
mds abajo. Todas estas observaciones acerca de la funcién 6(r) demuestran
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0(r)

Figura 7.4

que existe un unico valor r tal que §(r) = 1 y ese valor es el coeficiente de
ajuste R. Una gréfica aproximada de 6(r) se muestra en la Figura 7.4.
Veamos mas detenidamente el comportamiento limite de la funcién 6(r)
Supongamos que la distribucién de las reclamaciones es tal que F(1) < 1
Entonces para cualquier r > 0,

0(r) =Y @) > > @D fy) > " D fly) = " (1 - F(1)).
y=0 y=2 y=2

Asi, cuando F'(1) < 1 el ultimo factor es positivo y la funcién 6(r) crece sin
limite cuando r — 0.

Ejemplo 7.5 (Reclamaciones Bernoulli) Consideremos el caso de recla-
maciones con distribucion Ber(p), con 0 < p < 1. En este caso, F(1) =1y
por lo tanto no se satisface la condicion F(1) < 1. La funcion 6(r) es

0(r)=(1—p)e " +p.

Es claro que esta funcion decrece exponencialmente cuando v — o0 y por lo
tanto no cruza su valor inicial 0(0) = 1. Por lo tanto no existe el coeficiente
de ajuste en este caso. Para este tipo de reclamaciones las probabilidades de
ruina son: Y(0) =p y ¥(u) = 0 para u = 1.

Observamos que de todas las distribuciones para las reclamaciones Y tales
que E(Y) < 1, la tdnica distribucién de probabilidad que no satisface las
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condicién F'(1) < 1 es la distribucién Ber(p) de pardmetro 0 < p < 1. En
conclusién, exceptuando esta distribucién, se puede garantizar la existencia
del coeficiente de ajuste para cualquier distribucién de probabilidad sobre
el conjunto {0,1,2,...} con funcién generadora de momentos finita y con
esperanza menor a 1.

En general no es sencillo resolver la ecuacién (7.9) para encontrar el coefi-
ciente de ajuste. En una situacién particular, a menudo es necesario usar
algin procedimiento numérico como el método de Newton-Raphson para
aproximar el valor de este coeficiente. En el apéndice el lector puede en-
contrar una breve descripcién del método de Newton-Raphson. El siguiente
ejemplo es atipico, pues se puede encontrar el coeficiente de ajuste con fa-
cilidad.

Ejemplo 7.6 (Problema de la ruina del jugador, continuacién) Con-
stdere nuevamente la distribucion de probabilidad para las reclamaciones
como en el Fjemplo 7.2 del problema de la ruina del jugador:

PY =0) = p,
PY=2) = 1-p,

en donde 1/2 < p < 1. El coeficiente de ajuste en este caso se calcula como
la solucion positiva r de la ecuacion

BV = pe™ + (1 —p)e” = 1.

Esto equivale a resolver una ecuacion cuadrdtica, cuyas soluciones son

r= { ?ﬁ(lfp).

Ast, el coeficiente de ajuste es R = In (72;).

7.5. Desigualdad de Lundberg

Demostraremos a continuacion que es posible encontrar una cota superior
para las probabilidades de ruina en el modelo de riesgo a tiempo discreto.
Tal cota superior estd dada en términos del coeficiente de ajuste.
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Demostracion. Primeramente observamos que el segundo resultado es
consecuencia del primero, pues

Y(u) = lim ¥(u,n) < lim e B = e B,
n—a0 n—aoo
Para demostrar el primer resultado usaremos el método de induccion sobre el
pardmetro n. Para n = 1 tenemos que, por la Proposicién 7.3 y la existencia
del coeficiente de ajuste R,

Il
=
=

P(u, 1)

N
°© |
3
<
=
|
<
=
N>

N
CB‘
=
IS
+
i
<
=
Y

En la pentltima igualdad la suma indicada vale 1, pues ésa es justamente la
definicién de coeficiente de ajuste. Supongamos ahora que 1 (u,n) < e~
para algun valor entero fijo n > 1. Entonces, nuevamente por la férmula
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general de la Proposicién 7.3,

Ylun+1) = P(u, 1)+ Y dlu+1—y,n) f(y)

y=0
0
< D )+ ) e ) f(y)
y=u+1 y=0
0
< Z efR(u+17y) f(y) + Z efR(u-ny) f(y)
y=u+1 y=0
0

En el caso cuando el coeficiente de ajuste existe, es una consecuencia in-
mediata de la desigualdad de Lundberg que las probabilidades de ruina se
anulan cuando el capital inicial tiende a infinito, es decir,

Jm Y(u) = lim ¥(u,n) = 0.

Con ayuda del siguiente resultado daremos una demostracién alternativa de
la desigualdad de Lundberg, esta vez usando la teoria de martingalas.

Proposicién 7.5 Sea {C,, : n = 0} el proceso de riesgo a tiempo discreto.
Suponga que el coeficiente de ajuste R existe. Entonces el proceso abajo
especificado es una martingala a tiempo discreto.

{eFO . n >0}

Demostracién. Sea (F,)n>o la filtracién natural del proceso {e~ 5 :

n = 0}. La existencia del coeficiente de ajuste garantiza que cada variable
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de este proceso tiene esperanza finita. En efecto, no es dificil comprobar que
E(e—RCn) — B_Ru.
Por otro lado, para cualquier n = 0,

E(e_RCn+1 |gzn) _ E(e—R(Cn+1—Yn+1)|yn)
o—HCn E(eR(Y—l))
eiRC”.

En la segunda igualdad hemos usado la hipétesis de independencia de las
reclamaciones y para la dltima igualdad se usé la definicion de coeficiente
de ajuste. |

Demostracion. (Desigualdad de Lundberg, sequnda demostracion). Sea T
el tiempo de paro definido como el momento de la ruina en el proceso de
riesgo a tiempo discreto. Como {C), : n > 0} es una martingala, también lo
es {Cpar : n = 0}. Recordemos que = A y = min{z,y}. Ambas martingalas
comienzan en el valor e %, Entonces para cualquier n > 1,
e—Ru _ G_RCO
_ E(e—RCn/\T)
— E(e B r<n)P(r<n
+E(e Br |7 > n) P(T > n)
E(e O |7 <n)P(r<n
E(e O |7 <n)P(r <

Haciendo n — 00 monétonamente puede demostrarse que el evento (7 < n)
converge crecientemente al evento (7 < o) y que la esperanza condicional
indicada converge a E(e f°7 |7 < o). Por lo tanto,

—Ru

e —RC;

(e |7 <) P(T < o0)
E(1|7 <o) P(1T <o)
(

P

\VAR\
=

T < 0)

(u).

I
<
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Las probabilidades de ruina con horizonte finito también tienen la misma
cota superior, pues para cualquier n > 1,

Y(u,n) < hlu) < e B

Ejemplo 7.7 (Problema de la ruina del jugador, continuacién) En
el Ejemplo 7.2 hemos calculado la probabilidad exacta de ruina para el mo-
delo de riesgo cuando las reclamaciones son tales que P(Y = 0) = p y
P(Y =2)=1—p, con 2(1 —p) < 1. Esta probabilidad es, para u > 1,

o= (5

Por otro lado, en el Ejemplo 7.6 hemos encontrado que el coeficiente de

ajuste en este caso es
p
R=In|——).
n<1p)

Podemos entonces comparar 1)(u) con la cota de Lundberg e~ Después de
algunos calculos sencillos puede comprobarse que estas cantidades coinciden,
es decir,

Yu)=e B ux1.

Esto demuestra que sin ninguna otra condicion adicional, la cota superior
de Lundberg es optima.

7.6. Severidad de la ruina

Consideremos nuevamente el proceso de riesgo a tiempo discreto {C), : n =
0} con capital inicial u = 0. Sea 7 el tiempo de ruina en este modelo y defina
la probabilidad

o(u,z) = P(1 < w0, -C; < 2),

parau =0,1,2,...y 2 =0,1,2,... Observe que para hacer la escritura mas
corta, hemos omitido escribir esta expresion como una probabilidad condi-
cional cuando Cy = u. Esta funcién representa la probabilidad conjunta de
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que la ruina ocurra en un tiempo finito y que el déficit de la aseguradora
al momento de la ruina sea menor o igual al valor z. A la variable aleatoria
—C se le llama severidad de la ruina o déficit al momento de la ruina. Se
muestra graficamente su significado en la Figura 7.5.

Figura 7.5

Demostraremos a continuacién una férmula recursiva para la probabilidad
©(u, z). Para ello usaremos el hecho de que dicha probabilidad se anula
cuando el capital inicial es infinito, es decir,

) Iy _
Jm p(u,z) < lim - p(u) = 0.

El método de la demostraciéon es muy similar al presentado para la pro-
babilidad de ruina con horizonte infinito ¥ (u). En la seccién de ejercicios
aparece una férmula recursiva para la severidad de la ruina con horizonte
finito.
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Demostracion. Condicionando sobre el monto de la primera reclamacién,

18

Qo(uvz) = P(T<OO,C7—>—Z|Y1=y)f(y)
=0
yu u+z+1
= Dlput+l-y2) f)+ >, f).
y=0 y=u+1

Cuando el monto y toma un valor entre cero y wu, no hay ruina, pues al
tiempo uno el capital de la aseguradora se ha incrementado a u + 1, por
la propiedad de incrementos independientes del proceso, la probabilidad
condicional se reduce a ¢(u + 1 — y,2). Si el monto y estd entre u + 1 y
u + z + 1, entonces hay ruina y se cumple la condicién —C; < z, por lo
tanto la probabilidad condicional es idénticamente uno. Finalmente, si y es
mayor a u + z + 1, hay ruina y la ruina es severa en el sentido de que no se
cumple la condicién —C; < z, en este caso la probabilidad condicional es
cero y es por ello que no aparece en la iltima igualdad. La dltima ecuacién
puede escribirse de la siguiente forma:

u+1
o(u,2) = > oy, 2) flu+ 1 —y) + Flu+z+1) = F(u). (7.10)
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Escribiendo k en lugar de u y sumando estas expresiones para valores k de
0 a u se obtiene

o

190( 2) f(k+1—y) +zu1 Fk+z+1)— F(k)]

]
|
M=

=0 k=0 y=1 k=0
u+1 u u
_ Doy 2) fk+1—y)+ Y [F(k+z+1) - F(k)]
y=1 k=y—1 k=0
u+1 u
= oy, 2) Flu+1—y)+ > [F(k+2z+1) — F(k)]
y=1 k=0
Despejando el término ¢(u + 1, 2),
plu+ 1L,2)F(0) = Y o(k2) = D) ¢(y.2) Flu+1-y)
k=0 y=1
— Y [Flk+z+1) - F(k)]
k=0
— 0(0,2)+ 3 e(y,2) (1 - Flu+1-y))
y=1
—Zul [F(k+2z+1)— F(k)] (7.11)
k=0

Por otro lado, de la ecuacién (7.10) se obtiene

plu+1,2)F(0) = p(u,2) = D p(y.2) flut1—y) — [Flu+z+1) — Flu)].
y=1

(7.12)
Igualando el lado derecho de las ecuaciones (7.11) y (7.12),

o(u, z) = ¢(0, 2) Zu] oy, 2) Flu—y 2 F(k+z+1)—F(k)].
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La segunda suma puede expresarse de la siguiente forma:

7
L

tvjm

DUIF(k+z+1)—F(k)] =

[F(k+y+1)—F(k+vy)]

o
g}
e «
L1

I\

= [Flk+y+1)—F(k+vy)]
0

[F(u+y) — F(y)].

<
I
o
e
|

Il
MN

<
I
o

Por lo tanto,

z

o(u, z) = (0, z) Z o(y,2) Flu—y Z (u+y)— F(y)]. (7.13)

Haciendo un cambio de variable en la primera suma se obtiene la primera
férmula de la proposicién. Para obtener la segunda férmula hacemos u ten-
der a infinito en la expresion recién encontrada (7.13). Asi, tenemos que

0 = lim ¢(u,z)
u—00
u

= Oz—i—h Z Z_}

Resta demostrar que el ultimo limite indicado es cero. Tenemos que

i
L

Z 2)F(u—y) = o(u —v,2)F(v)

y=1

<
Il
o

o(u—v,2)F(v)

/A
18

v=0

n ©
< ZQO(U—'U,Z)‘F Z F(U),

v=0 v=n+1

en donde n es cualquier entero tal que >.” | F(v) < €, para cualquier
¢ > 0. Ello es posible pues E(Y) = Y7 F(v) < co. Asi, al hacer u tender
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a infinito la primera suma se anula y la segunda suma, como hemos visto,
puede hacerse tan pequena como se desee. |

Es interesante observar que cuando z — o0, es decir, cuando no hay cota para
la severidad de la ruina, la probabilidad ¢(u, z) converge a la probabilidad de
ruina ¢ (u) y las ecuaciones de la Proposicién 7.6 se reducen a las estudiadas
antes en la Proposicién 7.1.

Por otro lado, incorporando la expresién de (0, z) en la férmula recursi-
va para ¢(u,z) y haciendo algunas simplificaciones, puede encontrarse la
siguiente expresion alternativa

=Y, elu—y,z2) ZFUHJ

Comparando esta expresién con la férmula para ¢ (u) dada por la ecua-
cién (7.8) de la pagina 171 podemos escribir la diferencia entre 1 (u) y
©(u, z) de la siguiente forma:

u—1 00
$(u) - p(u,z) = S [bu—y) —plu—y, )] Fp)+ > Fly).
y=0 y=u+z+1

Pero observemos que

Y(u) —p(u,z) = P(r<w)— Pt <w,-C; < z)
= P(r<w,—-C; > z).

Por lo tanto hemos demostrado que la funcién
@1(U,Z):= FKT‘< d%'—CL >-Z)

satisface la ecuacién recursiva

u—1 0
2= Y eiu—y,2)Fly)+ Y, Fly).
y=0 y=u+z+1

Ejemplo 7.8 (Reclamaciones geométricas) Considere el modelo de ries-
go a tiempo discreto en donde las reclamaciones tienen distribucion geo(p),
es decir, la correspondiente funcion de probabilidad es

flyy=0Q—=p¥p, y=0,1,2,...
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A partir de las formulas que aparecen en la Proposicion 7.6 y usando in-
duccion sobre el pardmetro u puede demostrarse que

plu,2) = [1— (1— py*1] (“p)

b

Al hacer z tender a infinito obtenemos las probabilidades de ruina con hori-
zonte infinito cuando las reclamaciones son geométricas. Estas probabilida-
des aparecen en el Ejemplo 7.3.

zZ—00

ltm (u,2) = (”’) — Y(u).

En el siguiente capitulo estudiaremos un modelo de riesgo a tiempo continuo
muy similar al que hemos estudiado hasta ahora. Algunos de los conceptos,
notacion, técnicas y definiciones que hemos utilizado seran extendidas al
caso cuando el tiempo se mide de manera continua.

Comentarios y referencias

En el presente capitulo hemos estudiado el problema de la ruina en el proce-
so de riesgo a tiempo discreto no trivial mas sencillo posible. El modelo que
hemos estudiado puede plantearse con caracteristicas mas generales, pero al
considerar el modelo elemental estudiado, nuestro objetivo ha sido mostrar
el tipo de problemas matemadticos que pueden plantearse y en algunos casos
mostrar las respuestas que se obtienen en casos particulares. En la respuesta
general a estos problemas hemos encontrado varias férmulas recursivas que
invitan a su implementacién en computadora. En algunos casos las probabi-
lidades involucradas pueden tomar valores muy cercanos a cero y ello podria
provocar problemas numeéricos. Debe entonces tenerse cuidado al programar
estas férmulas en una computadora. El material expuesto en este capitulo
estd basado en el capitulo introductorio a la teoria de la ruina del texto de
Dickson [13]. Otras referencias en el tema son [7] y [23]. El lector interesado
en el estudio mas profundo sobre los modelos de riesgo a tiempo discreto
puede consultar articulos de investigacién panoramicos como [24].
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7.7.

154.

155.

156.

157.

158.

Ejercicios

Proceso de riesgo a tiempo discreto

Encuentre la matriz de probabilidades de transicién en un paso de
la cadena de Markov dada por el proceso de riesgo a tiempo discreto
{Cp :n = 0}.

El total de montos por reclamaciones durante cada periodo uni-
tario en el proceso de riesgo a tiempo discreto se ha modelado me-
diante una variable aleatoria discreta Y con valores en el conjunto
{0,1,...} y se ha supuesto que la esperanza de esta variable es finita.
Demuestre que

E(Y) =Y F(y).
y=0

Para el proceso de riesgo a tiempo discreto {C), : n = 0}, use la
ley fuerte de los grandes niimeros para demostrar que, en el sentido
casi seguro,

lim C,, =

n—a0

w si B(Y) <1,
—~o si E(Y)>1.

Probabilidad de ruina con horizonte infinito

Calcule la probabilidad de ruina ¢(u) para u = 0,1,2,3,4,5 en el
modelo de riesgo a tiempo discreto cuando las reclamaciones tienen
la distribucion de probabilidad dada por la siguiente tabla.

Y 0 1 2
fly) | 3/4]1/8]1/8

Suponga que las reclamaciones en el modelo de riesgo a tiempo dis-
creto tienen la siguiente funcién de probabilidad: para algtin entero
k = 2 fijo,

£(0) 1—p,
flk) = »
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159.

160.

161.

Demuestre que:

u—1
a) @D(u):% (ku—i—z ¢(uy)> para 1 <u < k.
y=1

3

k-1
b) w(u) = ;2 D) Y(u ) parau >k
y=1

A partir de la férmula recursiva para la probabilidad de ruina 1 (u)
en el proceso de riesgo a tiempo discreto que aparece en el enunciado
de la Proposicién 7.1, demuestre que:

2) Y+ 1) < ¥(u).
b) JLHC}O P(u) = 0.

Hemos demostrado que la funcién u — 1(u) satisface la ecuacién
recursiva dada en la Proposicion 7.1. Demuestre que esta ecuacion
recursiva tiene una tnica solucién. Sugerencia: suponga que 11 (u) y
Y2 (u) son dos funciones que cumplen las propiedades que se enun-
cian en la Proposicién 7.1. Use induccion sobre u para demostrar
que 91 (u) — P2(u) =0, u = 0.

Probabilidad de ruina con horizonte finito

Calcule la probabilidad de ruina con horizonte finito 1(u,n) para
u=1yn=123,45 en el modelo de riesgo a tiempo discre-
to, cuando las reclamaciones tienen la distribucion de probabilidad
dada por la siguiente tabla.

f(y) [[4/10 [ 5/10 | 1/10
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162.

163.

164.

Coeficiente de ajuste

Calcule el coeficiente de ajuste para el modelo de riesgo a tiempo
discreto cuando las reclamaciones tienen la distribucion de proba-
bilidad dada por la siguiente tabla.

Y 0 1 2
fly) | 1/311/2]1/6

Considere el modelo de riesgo a tiempo discreto en donde las recla-
maciones tienen distribucién geo(p), es decir, la correspondiente
funcion de probabilidad es

fly) =1 =p)¥p, y=01,2,...

Recuerde que el valor esperado de esta distribucién es E(Y) = (1 —
p)/p. Para que se cumpla la condicién de ganancia neta E(Y) < 1
se necesita suponer p > 1/2. Demuestre que el coeficiente de ajuste

€es
P
R=In{-—"—).
n(l—p>

Suponga que las reclamaciones tienen la siguiente distribucién de
probabilidad

PY=0) = 1-—p,
3

Suponga ademds que p < 1/3, con esta restriccién se cumple la
condicién de ganancia neta E(Y) < 1 en el modelo de riesgo a
tiempo discreto. Demuestre que el coeficiente de ajuste es

R:Jn<p+xnﬁ+4mlm>.

2p




194

7. TEORIA DE LA RUINA: TIEMPO DISCRETO

165.

166.

167.

168.

Sea k > 2 un entero fijo. Considere el modelo de riesgo a tiempo
discreto en donde las reclamaciones tienen funcién de probabilidad

f(0) = 1-np,
flk) = »p

Suponga que p < 1/k. Con esta hipétesis se cumple la condicién
de ganancia neta E(Y') < 1. Demuestre que el coeficiente de ajuste
es R = Inx, en donde z es la tnica solucién mayor a uno de la

ecuacion

xkfl k—2

D +px" "+ +p—1=0.

Para el proceso de riesgo a tiempo discreto {C), : n = 0} con capital
inicial v > 0 y suponiendo que el coeficiente de ajuste R existe,
demuestre que para cualquier n > 0,

E(efRCn) — e*Ru'

Desigualdad de Lundberg

Considere los datos del modelo que aparece en el Ejemplo 7.1, en
donde se calcularon explicitamente las probabilidades 1 (u) para
u=0,1,...,11. Demuestre que el coeficiente de ajuste es

R =1n(10/6) = 0.5108256238 .

Para los valores de u indicados, verifique que efectivamente se cumple
la desigualdad de Lundberg v(u) < e~ #%. El uso de una hoja de
calculo podria ser util para realizar estas verificaciones.

Severidad de la ruina

Propiedades. A partir de la definicién de la funcién ¢(u,z) de-
muestre que:

a) u— p(u,z) es decreciente.

b) z+— ¢(u, z) es creciente.
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c) p(u, 2) < P(w).

d) Im o(u, 2) = ¢(u).
169. Severidad con horizonte finito. Para cada entero u = 0,1,2,... y
z =0,1,... se define la severidad de la ruina con horizonte finito

como la funcién
o(u,z;n) = P(t <n,—Cr < 2).
Demuestre que:
a) o(u,z;1) = Flu+ 2z +1) — F(u).

plutl—y,zin—1) f(y), n=2

M=

b) ©(u,z;n) = ¢(u,z;1) +
0

Y






Capitulo 8

Teoria de la ruina:
tiempo continuo

En este capitulo se presenta una version a tiempo continuo del proceso de
riesgo conocida como el modelo cldsico de Cramér-Lundberg. Encontraremos
que la probabilidad de ruina para este modelo satisface una ecuacién inte-
gral. Estudiaremos ademds algunos otros resultados relacionados al calculo
y estimacion de la probabilidad de ruina.

8.1. Modelo clasico de Cramér-Lundberg

El modelo de Cramér-Lundberg es una versién a tiempo continuo del modelo
a tiempo discreto que estudiamos en el capitulo anterior y tiene sus origenes
en la tesis doctoral de Filip Lundberg defendida en el ano de 1903. En este
trabajo, Lundberg analiza el reaseguro de riesgos colectivos y presenta el
proceso de Poisson compuesto. Lundberg utilizé términos un tanto distintos
a los actuales pues en aquellos afios atin no se habia formalizado la teoria de
los procesos estocésticos como la entendemos hoy en dia. En 1930 Harald
Cramér retoma las ideas originales de Lundberg y las pone en el contexto de
los procesos estocasticos, en ese entonces de reciente creacién. El modelo ha
sido estudiado en extenso, y varias formas de generalizarlo se han propuesto
y analizado.

197
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i ¥

Ernest Filip Oskar Lundberg Carl Harald Cramér
(Suecia, 1876-1965) (Suecia, 1893-1985)

La constante u representa el capital inicial de la compania aseguradora, ct
corresponde a la entrada por primas hasta el tiempo ¢, Y; es el monto de la
j-ésima reclamacién, y el proceso de Poisson {N; : ¢t = 0} modela la forma
en la que las reclamaciones son recibidas. Observe que para un proceso de
reclamaciones con distribucién Poisson compuesta como en la ecuacién (8.1),
la esperanza es justamente de la forma ct, y el principio del valor esperado
para el cédlculo de primas lleva a que el proceso de primas sea lineal como
el sugerido en el modelo. La variable C; representa el balance méas sencillo
de ingresos menos egresos a tiempo continuo de una compania aseguradora.
Al proceso {C; : t = 0} se le llama nuevamente proceso de riesgo (risk
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process), o proceso de superavit (surplus process), y tiene trayectorias como
se muestra en la Figura 8.1.

Ct (w)

Figura 8.1

Estas trayectorias comienzan siempre en el capital inicial u. Los intervalos
en donde estas trayectorias son continuas y crecientes corresponden a pe-
riodos en donde no hay reclamaciones. El crecimiento es de la forma ct. Las
discontinuidades son siempre saltos hacia abajo, y aparecen en el momento
en que se efectia una reclamacion, la cual supondremos que se paga de ma-
nera inmediata. El tamano de un salto es el tamafio de la reclamacién dada
por la variable Y. Hemos supuesto que los montos Y7, Ys, ... son variables
aleatorias independientes, positivas e idénticamente distribuidas, y en al-
gunas ocasiones supondremos que tienen funciéon generadora de momentos
My (r). Los momentos, cuando existan, se denotardn nuevamente por

un = EX"), n=1.

En particular p denotard el primer momento wui. No es dificil comprobar
que

E(Cy)
Var(C})

u+ (c— Ap)t,
/\,ug t.

Usando la independencia de las reclamaciones en el proceso de riesgo y
la estacionariedad de los incrementos en el proceso de Poisson, puede de-
mostrarse que el proceso de riesgo {C; : t > 0} tiene incrementos indepen-
dientes y estacionarios.
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La condicion de ganancia neta

Sean Ty, Ty, Ts, . .. los tiempos aleatorios (tiempos de paro) en donde la ase-
guradora recibe las reclamaciones. Supondremos Ty = 0. Para cada entero
k = 1 defina la variable aleatoria Xy = ¢ (T — Tx—1) — Y&, que puede ser in-
terpretada como el balance de la compania aseguradora entre dos siniestros
sucesivos. La esperanza de esta variable es

E(Xk) = CE(Tk—kal)—E(Yk)
1
()

Si denotamos por Cfy al proceso de riesgo al momento de la k-ésima recla-
macién, entonces tenemos que

k
C[k] =u-+ Z Xg.
j=1

De modo que por la ley de los grandes ntimeros,

k
, 1 , 1
fim, 5w = Jim 5 <“+ ZX)
= E(X)

De la misma forma que se argumenté en el capitulo sobre los principios
generales para el calculo de primas, se puede demostrar que la ruina ocurre
casi seguramente si y sélo si, E(X}) < 0. Como deseamos que esta situacién
no ocurra supondremos que E(X}y) > 0, es decir, tenemos la hipdtesis:

Condicién de ganancia neta ¢ > Ap

Esta condicién ya la habiamos mencionado antes en otros modelos. Ahora
la interpretamos para el proceso de riesgo a tiempo continuo de la siguiente
forma: la entrada por primas por unidad de tiempo, ¢, es mayor que el total
de reclamaciones promedio por unidad de tiempo, Apu.
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Ruina

La trayectoria promedio de este proceso de riesgo es la linea recta que inicia
en u > 0 y tiene pendiente ¢ — A, la cual es positiva por la condicién o
hipotesis de ganancia neta. Véase la Figura 8.1. Por razones naturales y
legales es importante que C; permanezca por arriba de cierto nivel minimo.
Supongamos que tal nivel minimo es a, con 0 < a < u. Ajustando el capital
inicial u, esto es, suponiendo un nuevo capital inicial de magnitud v — a, se
puede suponer, sin pérdida de generalidad, que este nivel minimo es cero, y
asi lo haremos en nuestro analisis. De esta forma cuando C; < 0 para algin
t > 0 se dice que hay ruina.

Definicion 8.2 Se dice que el proceso de riesgo se encuentra en ruina al
tiempo t > 0 st
Cy < 0,

y se define el tiempo de ruina T como el primer momento en que la Tuina
se presenta, es decir,

T=inf{t>0:C; <0}. (8.2)

Nuevamente definiremos 7 = 00 cuando el conjunto indicado en la expre-
sién (8.2) es vacio y corresponde a la situacién cuando la ruina nunca se
presenta. Observe que hemos definido ruina en el modelo a tiempo continuo
cuando ocurre el evento (Cy < 0), a diferencia del evento (C,, < 0) para
el modelo discreto estudiado en el capitulo anterior. La ruina casi nunca
sucede en la practica, es solamente un término técnico que produce alguna
toma de decision. Por ejemplo, si el capital de una compania aseguradora
asignado a una cartera decrece en forma significativa, automaticamente la
aseguradora puede tomar ciertas medidas para subsanar esta situacién y no
se trata de un evento insalvable. Por otro lado, es natural suponer que la
compania aseguradora posea varios portafolios de modo que ruina en uno
de ellos no significa necesariamente bancarrota que el término ruina podria
sugerir.

En las siguientes secciones nos interesara calcular o estimar probabilidades
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de ruina en el modelo de Cramér-Lundberg. De manera andloga al modelo
de riesgo a tiempo discreto presentado en el capitulo anterior, denotaremos
a la probabilidad de ruina con horizonte infinito en el modelo de Cramér-
Lundberg como v (u), es decir,

Y(u) = P(t < o0|Ch = u).

Y no habra ambigiiedad en su definicién pues el modelo o contexto en el que
se estudia determinara el caso correspondiente. Nuevamente escribiremos a
esta probabilidad como funcién del capital inicial u, aunque en realidad
depende de todos los parametros del modelo. Y observamos ademés, sin
proveer una demostracion, la monotonia decreciente de esta funcién, es decir,
si u1 < ug, entonces

Y(u1) = p(uz).

Para deducir una ecuacién para la probabilidad de ruina 1 (u) tomaremos
como preliminarme cierto el hecho de que cuando el capital inicial es infinito
la probabilidad de ruina es cero, es decir,

P(o0) = lim ¢ (u) = 0.
u—00
Mis adelante daremos una demostracion de este resultado y corroboraremos
su validez usando la desigualdad de Lundberg en el caso cuando el coefi-
ciente de ajuste existe. Como en el capitulo anterior, usaremos la siguiente
nomenclatura.

Notacién Y(u) :=1—1(u)

8.2. Probabilidad de ruina con horizonte infinito

Presentaremos a continuacién tres resultados generales sobre la probabilidad
de ruina con horizonte infinito. A diferencia del primer capitulo, y para hacer
la notacién mas apegada a la literatura existente en el tema, recordemos que
estamos denotando por F'(y) a la funcién de distribucién de una reclamacién
Y cualquiera. La funcién de densidad serd f(y), cuando ésta exista.
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Demostracion. Usaremos andlisis del primer paso condicionando sobre
el monto de la primera reclamaciéon Y; y el momento 77 en el que esta
reclamacion ocurre. Usaremos ademaés el hecho de que 77 tiene distribucién
exp(A).

P(u) = P(“No ruina en (0,0)" | Cy = u)
o0 a0

f f P(“No ruina en (0,00)” | Y] =y, Th = t)dF(y) fr,(t)dt
0 JO

0 rutct
J f P(“No ruina en (0,00)” | Y1 =y, T = t)dF(y) fr,(t)dt
0 JO

o0 u+ct
J )\e”f P( “No ruina en (t,00)” | Y1 = y,Th =t)dF(y)dt
0 0

00 u+ct
f Ae”f Y(u + ct —y) dF (y) dt.
0 0

En el andlisis anterior hemos separado dos casos para el monto de la primera
reclamacion:
(0,u + ct) U (u+ ct, ).

Cuando el monto de esta primera reclamacién excede el capital u + ct,
hay ruina y por lo tanto la probabilidad que no ruina es cero. Cuando
la reclamacién es menor o igual a u + ct, no hay ruina y por lo tanto la
probabilidad de no ruina en (0, ) se reduce a la probabilidad de no ruina
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desde el tiempo ¢ en adelante pero con capital inicial u + ¢t — y, esto es
¥(u + ct — y). Haciendo el cambio de variable s(t) = u + ¢t en la tultima
ecuaciéon se obtiene

B =2 Au/cf —As/cj B(s — y) dF (y) ds.

Cc

A partir de esta férmula se puede verificar que la funcién u — v(u) es dife-
renciable. Asi, derivando esta expresién se encuentra el resultado del primer
inciso. Demostraremos a continuacién el segundo resultado. Integrando la
ecuacién diferencial del primer inciso entre 0 y u se obtiene

B -0 = 2 ([ B [ [ G- are) i)
_ % (Lu¢(x)dx—LuLuw(x—y)dwdF(y))
_ % (fzp(x)dx—f Luyw(:c) dxdF(y))
_ 2( :¢@ym_Jjﬁfﬂ¢uoﬂwwdx>
_ % qu/)(x)F(ux)dI

Haciendo el cambio de variable y = u — x se obtiene

¥(u) —9(0) w u—y) F(y)dy (8.3)

E ) E(u—y)F () 10,41 (v) dy.

El siguiente paso es hacer u tender a infinito. En tal caso, ¥(u) tiende a
uno. Ademsds el integrando que aparece en el lado derecho es una funcién
mondétona creciente en u y cuyo limite es la funcién integrable F(z). En-
tonces por el teorema de convergencia monétona se obtiene

00 =2 [y =2
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Por lo tanto,

b(0) = 1 - (0) = (3.4)

c

De esta forma se obtiene el segundo resultado. Finalmente de (8.3) y (8.4)

se sigue que
V) = ( -y )

Q> o>

Observe que la ultima expresién corresponde a una ecuacién integro diferen-
cial para la probabilidad de ruina. En general no es facil resolver este tipo de
ecuaciones, sin embargo, cuando las reclamaciones tienen distribucién expo-
nencial la ecuacion es soluble como se muestra en un ejemplo mas adelante.
Para resolver la ecuacién observamos primero que mediante un cambio de
variable en la integral de la primera férmula de la Proposicion 8.1 se obtiene

di@( )= ( f D) flu—vy) dy). (8.5)

En el texto de Rolski et al. [32] se pueden encontrar los detalles de la de-
mostracién de la diferenciabilidad de la funcién u ~ (u), por simplicidad
hemos supuesto tal propiedad en nuestros argumentos. Por otro lado, en
el texto de Embrechts et al [14] puede encontrarse una argumentacién mas
formal sobre la propiedad de renovacién del proceso de riesgo en los tiempos
aleatorios en los que ocurre una reclamacién. Esta propiedad fue utilizada
en la demostracion anterior y nos ayudo a encontrar una ecuacion integro
diferencial para la probabilidad de ruina.

Ejemplo 8.1 (Reclamaciones exponenciales) Encontraremos la proba-
bilidad de ruina cuando las reclamaciones son exponenciales. Este es uno
de los pocos modelos para los cuales tal probabilidad puede encontrarse de
manera explicita. Consideremos entonces el modelo de Cramér-Lundberg
en donde las reclamaciones tienen distribucion exp(a) y cuya esperanza es
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= 1/a. Por la ecuacion (8.5),

ww=A(ww—ewfwww%@)

C

Derivando esta expresion y sustituyéndola nuevamente en la ecuacion en-
contrada se obtiene

A _

7w = (2 a) T,

cuya solucion es P(u) = a + be (=N en donde a y b son constantes.
Usando las condiciones ¥ (0) = A/(ac) y () = 0 se encuentra que a = 1
y b= —\/(ac). Por lo tanto,

() = X e
ac
La grdfica de esta funcion se encuentra en la Figura 8.2. Observe que debido
a la condicion de ganancia neta, el exponente —(av— \/c) es negativo, y por
lo tanto la probabilidad de ruina decae a cero exponencialmente cuando el
capital inicial u crece a infinito.

P(u)

Figura 8.2

Demostraremos a continuacion que la probabilidad de ruina se anula cuando
el capital inicial es infinito. La técnica de la demostracién es similar a la
presentada en el modelo de riesgo a tiempo discreto.
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Proposicion 8.2 Para el modelo de de Cramér-Lundberg y bajo la condi-

cton de ganancia neta,
lim ¢ (u) = 0.

u—00

Demostracion. Por la ley fuerte de los grandes nimeros y la condicion
de ganancia neta tenemos que

1 1 Ny
i o = tin Huea- 3
1 J
= el

Para el primer limite hemos usado uno de los resultados que establece la
velocidad de crecimiento del proceso de Poisson, esto es, que N/t converge
casi seguramente al parametro A cuando ¢ — oo. Para el segundo limite
hemos usado una extension del teorema central del limite. De esta forma
concluimos nuevamente que la v.a. Cy diverge a infinito casi seguramente
cuando t — o0. En consecuencia, la variable inf;>¢ C} esta acotada por abajo
casi seguramente. Por lo tanto, tomando un capital inicial u suficientemente
grande, la cota inferior de inf;>¢ C; puede hacerse igual a cero, es decir,

fIlf Ct = O

t=0

Esto quiere decir que ¢ (u) = 0 cuando u — 0. [ |
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8.3. Probabilidad de ruina con horizonte finito

Dado un valor x > 0 fijo, la probabilidad de ruina en el intervalo (0,z] o
también llamada probabilidad de ruina con horizonte finito es

Y(u,x) = P(t < x|Ch = u),

y corresponde a la funcién de distribucion del tiempo de ruina. Es claro que
cuando 0 < x; < x2, se cumplen las desigualdades

Y(u, 1) < P(u,z2) < Y(u).

Ademas, cuando el horizonte = crece a infinito, en el limite la probabilidad
con horizonte finito converge a la probabilidad con horizonte infinito, es
decir,

Y(u) = lm o(u,z).

Tr—00

Mientras que cuando el capital inicial es infinito y como consecuencia del
resultado lim, . ¥(u) = 0, la probabilidad de ruina con horizonte finito
también es cero, es decir, para cualquier z > 0,

lim ¢(u,z) < lim ¢ (u) = 0.

u—00 u—00

Nuevamente, usaremos la siguiente nomenclatura.

Notacién Y(u,x) :=1—=1(u,x)

Encontraremos a continuacién una ecuacién integral para la probabilidad
de ruina con horizonte finito. El andlisis es mas elaborado que en el caso
con horizonte infinito. A la férmula explicita para 1(0,z) que aparece en
la siguiente proposicién y a la ecuacién integral para v(u,z) se les conoce
como férmulas de Seal.
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Demostracion. La primera identidad se obtiene condicionando sobre el
nimero de reclamaciones: para cualquier x = 0,

_ i P(S(t) < x| N, = n) P(N; = n)
=0

3

T

= e My Z e M %J [ " (y) dy.

n=1 0
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Para la segunda identidad, suponiendo que el capital inicial u es cero, tene-
mos que

¥(0,2) = P(r>u1)

Puede demostrarse que
1
P([)(S(t) < et)|S(x) = y) = — (cx —y)+.
t<z

Recordemos la notaciéon

x six =0,
Ty = .
+ 0 siz<0.

Por lo tanto,

_ 1 (@
P0,2) = — | (cx—y)t fs@)(y)dy
cr Jo
1
= —F —
. Blex = S5(@))+
1 o0
= a 0 Yy chxfs(z) (y) dy
1 cx
= a 0 decxfs(m) (y) dy.

Aplicando integracién por partes,

@(O,CIJ) = (chx S(a: _JO chfS(:E)(y) dy>
= cl(cx—J P(S d)

1
= xf Fs(a)(v)
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Esto demuestra la segunda identidad. Para la tercera identidad usaremos
analisis del primer paso condicionando sobre el monto de la primera recla-
macién Y] y el momento T en el que esta reclamacién ocurre. Usaremos
ademads el hecho de que T} tiene distribucién exp(\).

Y(u,x) = P(“No ruinaen (0,z]” | Cy = u)

Q0 o0
J J P(“No ruina en (0,z]" | Y1 =y, T1 =t)dF(y) fr, () dt
o Jo

T 0
f J P(“No ruina en (0,z]"|Y1 =y, T1 = t)dF(y) fr, (t)dt
0 Jo
0 o0
+f J P(“No ruina en (0,z]" | Y1 = y,T1 = t) dF (y) fr, (t) dt.
z JO

Observe que hemos separado dos casos: uno cuando la primera reclamacién
ocurre al tiempo ¢ dentro del intervalo (0, z] y el otro cuando ocurre después
de z. En el primer caso la probabilidad del evento de interés es distinta de
cero cuando la reclamacién es menor o igual a u + ct. En el segundo caso la
probabilidad del evento es uno. Por lo tanto,

T rutct
Y(u,x) = f f P(“No ruina en (0,z]” | Y1 = y,T1 = t) dF (y) fr, (t) dt
0 Jo

[ arw o a

X u+ct
f Ae f Glu+ct =y, —t)dF(y) dt + P(T > x).
0 0

Haciendo el cambio de variable s(t) = u + ct se obtiene

Uu+c

o) |

u

)\e)‘s/cf (s —y,x — (s —u)/c)dF(y) % ds + e 7,
0

Derivando esta expresion respecto de u y respecto de x puede verificarse el
cumplimiento de la ecuacién integro diferencial

) =2 () - [ - pn)dre) + 5 20w ). 650

C
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Para encontrar la cuarta identidad reescribiremos esta ecuacion en térmi-
nos de la transformada de Laplace. Recordemos que la expresion LE(S’ x)

denotaré la transformada de Laplace de la funcién u — v (u, z), es decir,
w J—
Li(s,x) = f e Y(u, x) du.

0

Asi, calculando la transformada de Laplace término a término de la ecuacion
diferencial (8.6) se obtiene

_ A 10
s Lp(s,z) —1(0,2) = - (Lw(s, x) — Ly(s, @) Ly (s) + N L¢(s,w)) .
O bien,

0 _
£ Ils,0) = Ls,) (054 A(Ly(s) = 1) = (0, 2).
De esta forma la derivada respecto de la variable u en la ecuacion diferencial
parcial (8.6) ha sido absorbida por la transformada de Laplace y hemos
obtenido una ecuacién diferencial ordinaria en la variable x. La solucién
general de esta ecuacién diferencial es

LE(S,I) _ (a J;) a(ovy) ce—(cs-ﬁ-)\(Lf(s)—l))y dy) 6(cs-f—)\(llf(s)—l))ar:7 (87)

en donde a es una constante. Evaluando en x = 0 se obtiene que esta
constante es

a= LE(S,O) = J

0

o0 Q0

— 1
e *“P(u,0)du = f e du=-.
0 S

Asi, la ecuacién (8.7) adquiere la forma

LE(S’ $) _ le(cs—i-)\(Lf(s)fl))x o JI E(O’ y) Ce(cs—i—)\(Lf(s)fl))(xfy) dy. (88)
§ 0

Demostraremos que los dos términos del lado derecho son también una trans-
formada de Laplace. Después de algunos calculos pueden comprobarse los
siguientes resultados:



8.4. SEVERIDAD DE LA RUINA 213

1 e
a) L|Fya)(u)](s) = — *Fs70r,

S

1 - x
b) L[Fg()(u+ cx)|(s) = g elestA(Ly(s)=1))z

¢) L[fsw(u+ cx)](s) = el A Es)=D),

Asi, el inciso (b) muestra que el primer sumando de (8.8) es la transformada
de Laplace de u — Fg(,)(u + cx), y por el inciso (c) el segundo sumando es

~ [B0we([ e Fow o+ eto—w)au) dy

0

- JOO e e fr (0,7 — 2) fg(z) (u + cz) dz du.
0

0

Por lo tanto, cada término de la ecuacién (8.8) es una transformada de
Laplace. Por la propiedad de unicidad, las funciones originales deben coin-
cidir, y asi es como se obtiene la tltima ecuacion de la proposicién. |

Observe que la funcién x — v(u, ) es monétona decreciente y tiene como
limite la probabilidad 1) (u) cuando x — oo. Asi, suponiendo vélido el inter-
cambio de este limite con la derivada respecto de x, la ecuacion diferencial
encontrada para v (u, z) se reduce a la ecuaciéon para 1 (u).

8.4. Severidad de la ruina

Consideremos nuevamente el proceso de riesgo {Cy : t > 0} con capital
inicial u. En esta seccién nos convendra escribir la variable Cy como C(t).
Supongamos que estamos en la situacién cuando el tiempo de ruina 7 es
finito. En este caso podemos considerar las siguientes variables aleatorias

X = C(r—-),
Z = =C(7).
Estas cantidades representan, respectivamente, el valor del proceso de riesgo

un instante antes de la ruina y el valor del proceso justo en el momento de
la ruina. Las variables X y Z se muestran graficamente en la Figura 8.3.
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Figura 8.3

Como antes, a la variable Z le llamaremos severidad de la ruina. El problema
que se plantea ahora es el de encontrar la probabilidad conjunta

o(u,z,2) = P(t < 0, X > 2,7 > 2),

para cualesquiera x > 0, z = 0. Es claro que esta probabilidad es una
versién més elaborada que la probabilidad de ruina i (u) = P(1 < o) y que
se cumplen las siguientes relaciones:

o(u,z,2) < ¢(u,0,z),
p(u,z,2) < ¢(u,z,0),
p(u,z,2) < P(u),
¢(u,0,0) = Y(u).

Como es de esperarse, no se cuenta con una férmula explicita para ¢(u, z, 2),
pero encontraremos una ecuacion integral para esta probabilidad. La de-
mostracién de la ecuacién integral para ¢(u,z,z) sigue la misma técnica
que la que se presentd para el caso de la probabilidad de ruina, es decir,
condicionaremos sobre el monto y el momento de la primera reclamacién.
Observemos que la probabilidad ¢(u, x, z) se anula cuando el capital inicial
crece a infinito, es decir
lim p(u,z,z) < lim ¢¥(u) = 0.

u—00 u—00
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Demostracion. Usaremos nuevamente andlisis del primer paso condicio-
nando sobre el monto y momento de la primera reclamacion. Dado un valor
t para el momento de la primera reclamacién, separaremos tres conjuntos
para el monto de dicha reclamacién:

(0,u+ct) U (u+ct,u+ect+2)u(u+ct+ z,0).

En el primer caso no hay ruina y la probabilidad buscada se reduce a la
probabilidad del mismo evento pero ahora con capital inicial u + ¢t —y. En
el segundo caso hay ruina pero no es severa en el sentido de que no se cumple
que Z > z y por lo tanto la probabilidad ¢(u, z, z) es cero. En el tercer caso
hay ruina y se cumple la condicién Z > z, asi es que la probabilidad buscada
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se reduce a 1(y4.cr>z)- Asi, tenemos que

o0 Q0
o) = [ [ PO <oX 2025 2T = 1Y) = ) dF () dFn ()
0 0

0 u+ct
= f Ae M J o(u+ct —y,z,z)dF (y) dt
0 0

0 0
+ f Ae™M J 1(u+ct>x) dF(y) dt.
0 utct+z

Por lo tanto,

0 u+ct
olu,z,2) = f Ae M f o(u+ct —y,z,2)dF(y) dt
0 0

a0
+ J e M Luset>a) F(u+ ct + 2)dt.
0

Efectuando el cambio de variable s(t) = u + ct se obtiene

1 0 S
etwa) = 1 ([ A ol - o) ar ) as

e}
+ J de As—w)/e Lissa) F(s + 2) ds) .

(7

Derivando esta expresién respecto de u se encuentra el resultado del primer
inciso. Escribiendo w por u en la ecuacion diferencial encontrada e integran-
do entre 0 y u se obtiene

f o(w,z, z) dw

_OJOU Lw o(w —y, z, 2) dF (y) dw

So(uax7y)_90(07xay) = 2(

— J;) 1(w>$)F(w + Z) dw) ,
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en donde la integral doble puede escribirse de la siguiente forma

Jou Lw o(w —y,x,2)dF(y) dw Ju fu Pl 2 dwdi )

Jj o(v,x, z) dvdF(y)
ff (v, 2, 2) dF(y) dv

L o(v,z,2)F(u —v) dv.

Observe ademas que

JO 1(w>x)F(w + Z) dw = 1(u>x) J;c F(w + Z) dw.

(

_ A(
= 2 (LUW(“—y’fE,Z)F(y)dy
~Luza) J: F(y) dy) . (8.9)

Haciendo u tender a infinito, ¢(u,x,z) — 0 y no es dificil demostrar que la
primera integral se anula. Por lo tanto se obtiene la identidad

Por lo tanto,

o(u,x,z) — ¢(0,z, z)

Q>

Ju o(v,z,2)(1 — F(u—wv))dv

0

_1(u>z) J F(w + Z) dw)

xT

Ju o0, 2, 2) Flu — v) du

0
U+Zi
P f F(y) dy)

r+z

o

| >

0(0,z,2) = % foo F(y)dy. (8.10)

T+z

Este el segundo inciso del enunciado. Sustituyendo (8.10) en la ecuacién (8.9)
y simplificando se obtiene el tercer inciso del enunciado. |
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Observe que tomando z = 0 y z = 0, la ecuacién integral para ¢(u,z, z)
se reduce a la ecuacién integral para la probabilidad de ruina con horizonte
infinito ¥ (u), es decir,

A 0 U .
000 = 0.0.0) = 2 ([ Fdy+ [ etu=9.0.0 F)dy ).
u
Esta es la tercera ecuacién de la Proposicién 8.1. Ademads suponiendo cada
caso por separado, x = 0 o y = 0, se obtienen férmulas integrales para las
probabilidades marginales de X y de Z, considerando siempre tiempo de
ruina finito. Es decir, para la variable Z tenemos que

w02 =2 (|7 Fwar+ [ etw-p0.Fway ).

Para la variable X,

oln,0) =2

C

LOO F(y)dy + Lu o(u—y,2,0) Fy) dy + 1<) Lu F(y) dy) ,

8.5. El coeficiente de ajuste

Como hemos visto en el modelo de riesgo a tiempo discreto en el capitulo
anterior, este coeficiente es un nimero que aparece en el problema de cal-
cular o estimar probabilidades de ruina. En esta seccién vamos a definir y
estudiar este coeficiente para el caso del modelo de riesgo a tiempo continuo.
Existen varias maneras de definirlo, una de ellas, un tanto artificial pero que
después justificaremos, es la siguiente: se define primero la funciéon

0(r) = A(My (r) —1) —cr,

en donde My (7) es la funcién generadora de Y. Naturalmente esta funcién
estd bien definida para valores de r en donde My (r) existe. En tal caso, 6(r)
es diferenciable y se tiene que sus primeras dos derivadas son:

0 (r) = AMy(r)—c,
0"(r) = AMy(r) = AE(YZ™Y) > 0.

Por lo tanto, §(r) es una funcién estrictamente convexa tal que 6(0) =0, y
por la condicién de ganancia neta, 8'(0) = Ay — ¢ < 0. Entonces es posible
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Figura 8.4

que exista un valor r > 0 tal que 0(r) = 0. Una gréfica de la funcién 6(r)
presentando esta situacién se muestra en la Figura 8.4.

Definicién 8.3 A la posible solucion r > 0 de la siguiente ecuacion se le
llama coeficiente de ajuste o exponente de Lundberg.

O(r) = A(My(r) —1) —er = 0.

A tal solucion positiva se le denota por R.

Observe que la existencia del coeficiente de ajuste depende de la distribucién
de las reclamaciones y los pardametros del modelo. Aquellas distribuciones
para las cuales el coeficiente de ajuste existe se les llama distribuciones
con cola ligera, y la razén de ello es que la funciéon de densidad decae a
cero exponencialmente rapido, asignando probabilidades pequenas a recla-
maciones grandes. Mas adelante daremos condiciones para la existencia del
coeficiente de ajuste y formalizaremos la interpretacién de cola ligera para la
distribuciéon de las reclamaciones. Veremos a continuacion algunos ejemplos.
Demostraremos en particular que en el caso de reclamaciones exponenciales,
el coeficiente de ajuste existe y es facil calcularlo.

Ejemplo 8.2 (Reclamaciones exponenciales) Suponga que las recla-
maciones siguen una distribucion exp(«), es decir, la funcién generadora de
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momentos es My (r) = a/(a —r), para r < a. Entonces

O(r) = XN(My(r)—1)—cr

a
= A 1) —
(oz—r J—er
r
Y —
(a—r) -
A
= (a_r—c)r.

De modo que 0(r) es cero cuando r = 0, o bien cuando \/(ac —r) —c = 0.
Despejando r de la seqgunda condicion y escribiendo ahora R como la variable
se obtiene R = o — N/c. Mds aun, por lo encontrado antes en el caso de
reclamaciones exponenciales, la probabilidad de ruina puede ahora escribirse
de la forma siguiente:

=—ce€ <e ,
ac ac

) = X @ N Z A R

en donde la desigualdad es consecuencia de la condicion de ganancia neta.
Este tipo de cota superior para la probabilidad de ruina, llamada desigualdad
de Lundberg, serd demostrada mds adelante para cualquier distribucion de
las reclamaciones para la cual el coeficiente de ajuste exista.

Ejemplo 8.3 (Reclamaciones gama) Suponga que las reclamaciones si-
guen una distribucion gama(y,a) con v = 2. La funcidn generadora de
momentos es My (r) = (a/(a —1))7, para v < «. Por lo tanto la funcion
O(r) correspondiente es

f(r) = A Koﬁrfl] e

La condicion 6(r) = 0 produce la ecuacion cuadrdtica

cr? 4+ r(\ = 2ac) + (ca® — 2a)) =0,

cuyas raices son

_ 2ac— A+ VA2 + dac)

2c

T
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El caso con raiz cuadrada positiva es invdlido pues resulta v > «a, en efecto,
usando la condicion de ganancia neta, ¢ > A\(2/a), se obtiene

(2ac— A+ VA2 +4ac))/2¢c = (2ac— X+ VA2 +8)2)/2¢
= a+M\ec
> .

Por lo tanto la raiz con el signo negativo es el coeficiente de ajuste.

Ejemplo 8.4 Aplicaremos el método de Newton-Raphson para encontrar
de manera aproximada el coeficiente de ajuste cuando las reclamaciones
siguen una distribucion gama(y,a) con v = 3. Véase el Apéndice para una
explicacion breve sobre este método numérico. La condicién 6(r) = 0 produce
la siguiente ecuacion que puede reducirse a una ecuacion cubica en r,

g(r) = )\(a3 —(a— 7")3) —cr(a— 7“)3 =0.

La raiz buscada r es tal que por restricciones de la funcion generadora de
momentos debe satisfacer 0 < r < a. Tomaremos a =3, A=1, yc=2. Se
han escogido estos valores de los parametros por simplicidad pero al mismo
tiempo cuidando que se verifique la condicion de ganancia neta ¢ > A\(3/a).
El esquema general de Newton-Raphson es

g(rn) ‘
g (rn)

Tn+1l = Tn —

Mads adelante demostraremos que si el coeficiente de ajuste existe, entonces
éste se encuentra siempre dentro del intervalo (0,2(c — Ap)/(Au2)). Véase
el enunciado de la Proposicion 8.9. Con base en este resultado, tomaremos
como condicion inicial ro = 2(c — A\w)/(Ap2) = 3/2. Usando estos datos, la
iteracion de Newton-Raphson arroja la siguiente sucesion de valores:

|

L
1.5
0.8333333
0.8405056
0.8404738
0.8404738

W N =OS
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Por lo tanto, el coeficiente de ajuste se encuentra muy cercano al valor
R =0.8404758.

El siguiente resultado proporciona una forma equivalente de definir el coe-
ficiente de ajuste y permite comprobar su existencia a través de la determi-
nacién de la finitud de una integral.

Demostraciéon. Tenemos que

0 = 6(r)
= AMy(r)—1)—cr

_ A(J e dF(y de _er
- )\f e —1)dF(y) —cr
_ —)\L (" — 1) dF(y) — cr.

Para la tltima igualdad hemos usado el hecho de que dF(x) = —dF(x).
Integrando ahora por partes tenemos que

0= —) ((ew ~)F)| - LOO rerV F(y) dy) e

Usando la hipdtesis de existencia de la funcién generadora de momentos de
la distribucién F'(y), puede demostrarse que las evaluaciones indicadas en



8.5. EL COEFICIENTE DE AJUSTE 223

el primer término del lado derecho se anulan. Por lo tanto,

0
0= )\T’J " F(y)dy — er.
0

Despejando la integral se obtiene el resultado enunciado. |

Este resultado permite ademds dar una interpretacion de aquellas distribu-
ciones de probabilidad para las cuales el coeficiente de ajuste existe: para
que la integral de la proposicién anterior sea finita, la cola de la distribucién,
es decir, F(y), debe decaer a cero lo suficientemente rapido para anular el
comportamiento creciente de la expresién e dentro de la integral. Esto
ha originado el término de cola ligera para aquellas distribuciones para las
cuales exista el coeficiente de ajuste.

Definicién 8.4 (Distribuciéon con cola ligera/pesada) A una dis-
tribucion de probabilidad con soporte en el intervalo (0,0) y para la cual

a) existe el coeficiente de ajuste se le llama distribucién con cola ligera.

b) no existe el coeficiente de ajuste se le llama distribucion con cola
pesada.

Ejemplo 8.5 Usaremos el criterio de la Proposicion 8.5 para demostrar
que para la distribucion Burr(c, o) no existe el coeficiente de ajuste. En este
caso la cola de la distribucion estd dada por

= (1ij)&'

Entonces para cualquier valor de r > 0,

Q0 . Q0 1 [ Q0
eV F(y)dy = f e ( ) dy ~ J eV y™“dy = o0.
L 0 L+y° 0

Por lo tanto la distribucion Burr es una distribucion con cola pesada. Segin
el criterio de la Proposicion 8.5, para que exista el coeficiente de ajuste, la
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cola de la distribucion debe decaer a cero lo suficientemente rdpido para
anular el comportamiento creciente del término €™V dentro de la integral.
En este ejemplo la cola de la distribucion Burr decae a cero en la forma
Yy~ que es insuficiente para hacer que la integral sea finita.

Una distribucién con cola ligera asigna probabilidades muy pequenas a los
valores grandes de la variable aleatoria. Esto puede no ser muy conveniente
para modelar algunos riesgos, pues de esa manera se estd subestimando la
posibilidad de registrar grandes montos en las reclamaciones. A continuacién
mencionamos algunos ejemplos de distribuciones con cola ligera y pesada.

Ejemplo 8.6 (Distribuciones con cola ligera) Las siguientes distribu-
ciones tienen como soporte el intervalo (0,00) y tienen funcidn generadora
de momentos.

a) Distribucion exp(«), pardmetro o > 0.
Fly)=e, y>0.
b) Distribucion gama(y, ), pardmetros v > 0, a > 0.

ay)r1
fly) = taw )" Fy(),y)

¢) Distribucion Weibull(r,«), pardmetros o> 0, r > 1.

F(y)=e ™" y>o0.

ae ™, y>0.

d) Distribucion normal truncada (valor absoluto de N(0,1) ).
Fy) = 2(1 = 2(y)), y=>0.

Ejemplo 8.7 (Distribuciones con cola pesada) Las siguientes distribu-
ciones tienen como soporte el intervalo (0,00) y no poseen funcion genera-
dora de momentos.

a) Distribucion lognormal(u, 0?), pardmetros u € R, o > 0.
_ lnwy —
Fo)=1-0 (M8 o
o

b) Distribucion Pareto(a,b), pardmetros a > 0, b > 0.

F(y) = (biy)a y > 0.
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¢) Distribucion Burr(c,«), pardmetros ¢ > 0, a > 0.

_ 1 @
F(y) = , 0.
(y) (1 +yc) y >

d) Distribucion Weibull(r, o), pardmetros >0, 0 <r < 1.

Fy)=e " y>o.

e) Distribucion loggama(y, ), pardmetros v > 0, a > 0.

1
fly) = %ay_(aﬂ)f y > 0.

El siguiente resultado establece condiciones suficientes bajo las cuales el
coeficiente de ajuste existe.

Demostracion. Dadas las propiedades que se observaron que posee la
funcién 6(r) alrededor de r = 0, es suficiente demostrar que

lim 6(r) = 0.
i, 6(r) = 0

Se tienen dos casos. Supongamos primero que r* < 0. Entonces la afirma-
cién se obtiene de la segunda hipdtesis, pues como A > 0,

rl}lil* 0(r) = rl}ril* A My (r)—1) —cr = .
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Supongamos ahora que r* = 0. Sea y* tal que Fy (y*) < 1. Entonces

o0

My(r) = JO eV dF ()

Yy 0
= J eV dF(y) + f eV dF(y)
0 y*

Por lo tanto,

rll»IgJ O(r) = }Lrgj A My (r)—1)—cr
lim A" F(y*) —1) —cr

7—00

\%

No es necesario suponer la existencia del coeficiente de ajuste para observar
el comportamiento de cola ligera en una distribucién. Demostraremos a con-
tinuacion que la existencia de la funciéon generadora de momentos garantiza
tal comportamiento.
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Demostracion. Por la desigualdad de Markov, véase el Apéndice,

F(y) = P(Y >y)
= P(ery > e'Y)
TY)

&

e
e’y
r)e Y.

I
=

8.6. Desigualdad de Lundberg

Vamos a demostrar ahora que para aquellas distribuciones de probabilidad
que se supongan como distribuciones de las reclamaciones en el modelo
de Cramér-Lundberg y para las cuales el coeficiente de ajuste R existe, se
cumple la desigualdad

P(u) < e B

Existen varias formas de demostrar este resultado. El método que pre-
sentaremos hace uso de la teorfa de martingalas.

Proposicién 8.8 Sea {C; : t = 0} el proceso de riesgo de Cramér-Lundberg
en donde la distribucion de las reclamaciones tienen a My (t) como funcion
generadora de momentos. Sea 0(r) = N(My (r) — 1) — cr. Entonces el si-
guiente proceso es una martingala:

{e—rCt—O(r)t t>0 }

Demostracion. La adaptabilidad del proceso es evidente pues implicita-
mente estamos usando la filtracién natural. Acerca de la integrabilidad te-
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nemos los siguientes calculos
E(efrthG(r)t) _ efO(T)tE(efr(u-%cth;V:tl Y]))

_ efe(r)tfr(u—kct)E(er Z;V:tl Y])

_ efe(r)tfr(u-‘r-ct)e)\t(My(7”)71)

< 00.

Finalmente tenemos la propiedad de martingala. Para 0 < s < t y por
la propiedad de incrementos independientes y estacionarios del proceso de
riesgo,

E(e O 00| Z) = e POE(eTC | 7,)
e O (e (O C 1O | )
~O=1C: (o7 (Ce=Cu))

efG(T)tfrCSE(e—r(c(t—s)—Z};v:th_H Y]))

Ni_s i
efG(T)tfrCSch(tfs) E(er 2]’:1 Y; )

efé(r)tfrCS —rc(t—s) JA(t—s)(My (r)—1)

€
e*T‘Cs —0(r)s '

En particular, si el coeficiente de ajuste existe, es decir, si §(R) = 0, entonces
el proceso {e*RCt : t = 0} es una martingala. Este es el resultado clave para
demostrar la cota superior para la probabilidad de ruina.

Teorema 8.1 (Desigualdad de Lundberg) Suponga que el coeficiente
de ajuste R existe para la distribucion de las reclamaciones en el modelo de
riesgo de Cramér-Lundberg. Entonces

Y(u) < T

Demostracion. Sea 7 el tiempo de paro correspondiente al tiempo de
ruina. Como el proceso {e*RCt : t = 0} es una martingala, se tiene que
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el proceso detenido {e*RC“T :t = 0} también es una martingala. Ambos

procesos inician en el valor e, Por lo tanto,

Haciendo t — o0 mondtonamente, el evento (7 < t) converge crecientemente
al evento (7 < ). Usando el teorema de convergencia monétona puede
demostrarse que

—Ru e B |7 < 0) P(1 < )

(
E(1|7 <o) P(r <)
= P(1r < o)

®
VoWV
&

I
<=

Con ayuda de la desigualdad de Lundberg confirmamos que la probabilidad
de ruina se anula cuando el capital inicial crece a infinito, al menos en
situaciones cuando tal desigualdad es valida.

Como hemos visto, el coeficiente de ajuste no siempre existe, y aun cuando
conozcamos su existencia no siempre es facil calcularlo. El siguiente resul-
tado proporciona algunas cotas para el valor de este coeficiente, suponiendo
su existencia.
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—Ru

Figura 8.5: Cota superior para la probabilidad de ruina.

Demostracion. Demostraremos primero la cota superior. Consideremos
nuevamente la funcién 0(r) = A\(My (r) — 1) — cr, para r = 0. Sabemos que
0(0) = 0. Derivando esta funcién dos veces se obtiene

0'(r) = AMy(r)—c,
0"(r) = AE(Y?e™)
> AE(Y?)
= )\,LLQ.

En donde ¢'(0) = A — ¢. Por el teorema fundamental del célculo,

O(r) = 6(0)+ fT 0" (s)ds

0
> (A —c) + Auar.
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Por lo tanto,

1
> (A—or+ iAugrz.
Evaluando la iltima desigualdad en R se obtiene

1
0 > (Au—c)R+ §Au2R2

= [(Au—c)+ %)\,LLQR] R.

Como R > 0, la expresion en el paréntesis debe ser negativa. Despejando de
alli R se obtiene la cota superior anunciada. Demostraremos ahora la cota
inferior. Supongamos que Y < M c.s. y defina la funcion

h(z) = %(eRM — 1) — (efr —1).
Entonces h"(r) = —R2ef™ < 0. Por lo tanto h(z) es una funcién céncava

con h(0) = h(M) = 0. Esto quiere decir que h(z) > 0 para 0 < z < M, es
decir,
x

M(eRM— 1) — (e —1) >0,

o bien,

(efi® —1) < = (M —1). (8.11)

T
M
Sea g(z) = ze® — e® + 1. Entonces ¢'(z) = xze” > 0. Por lo tanto g(z) es una
funcién creciente para x > 0, es decir, g(z) > ¢g(0) = 0, para > 0. Por lo

tanto, xze® —e® + 1 > 0, para = > 0. En particular, evaluando en x = RM
se obtiene RMefM — BM 4 1 > (. Entonces

eRM -1 RM
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Por otro lado, usando (8.11),

M
My(R) —1 - L (F* — 1) dF ()

M X
< L i (M —1)dF(z)
L Ru

M
= —1)J0 2 dF(z)

7]
= M(eRM —1). (8.13)

Asi, usando (8.13) y luego (8.12),

0 = AMMy(R)—1)—cR
< %(eRM ~1) —cR
< AuRe™ — ¢R
= (Ape™ — )R,

Por lo tanto Auef®™ — ¢ > 0. Despejando finalmente R de esta desigualdad
se obtiene la cota inferior buscada. |

Ejemplo 8.8 (Reclamaciones exponenciales) Consideremos nuevamen-
te el caso cuando las reclamaciones son exponenciales de pardmetro «. Sabe-
mos que en este caso el coeficiente de ajuste existe y estd dado por

A

R=a—--.

c
Usando la condicion de ganancia neta puede verificarse que efectivamente se
cumple la cota superior para R demostrada en la Proposicion 8.9, es decir,

R:a_i<72(c—/\,u).
c Abig

Es interesante notar que la cota superior para el coeficiente de ajuste que
aparece en la Proposicién 8.9 no involucra hipétesis adicionales, de modo
que cuando el coeficiente de ajuste R existe, éste se encuentra siempre dentro



8.7. APROXIMACION DE DE VYLDER 233

del intervalo (0, 2(c — Aw)/Au2). Este resultado fue usado en el Ejemplo 8.4.
Observe ademds que cuando las reclamaciones estan acotadas superiormente
por una constante positiva M, podemos usar la cota inferior para R para
encontrar una cota superior para la probabilidad de ruina sin conocer el
valor exacto del coeficiente de ajuste, pues

efRu

ot In(e/An)
(/)M

(c) |
Esta cota superior converge a 1 cuando M — o0 y por lo tanto se vuelve no

informativa. Cuando hacemos u — o0, se corrobora que la probabilidad de
ruina se anula cuando el capital inicial es infinito.

(u)

AR/AY

8.7. Aproximacion de De Vylder

Consideremos nuevamente el modelo de riesgo de Cramér-Lundberg en donde
las reclamaciones tienen distribucién arbitraria. De Vylder propone aproxi-
mar la probabilidad de ruina de este modelo mediante la probabilidad de
ruina de un modelo con reclamaciones exponenciales. Se define entonces el
proceso

N
Ci=u+ét— )Y, (8.14)
j=1

en donde ¢ es una nueva tasa de ingreso por primas, {Nt : t = 0} es un proce-
so de Poisson de pardmetro \, y )N/J son variables aleatorias con distribucién
exp(@). Para lograr que los modelos tengan algin parecido se igualan los
tres primeros momentos de los dos procesos y se encuentran los valores de los
parametros ¢, A y @ en términos de los parametros del riesgo original. Asi, la
probabilidad de ruina en el modelo original se aproxima por la probabilidad
de ruina en el modelo con reclamaciones exponenciales.
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Demostracion. El método consiste en igualar los tres primeros momentos
de las variables Cy y C;. Primeramente veamos la igualacién de las esperan-
zas. La condicién E(C;) = E(C) produce la ecuacién

<1
utct—Apt=u+ét—A(=)t.
&

De donde se obtiene

A
6=c—)\,u,+5. (8.15)
El siguiente paso es igualar las varianzas. De los resultados generales del
primer capitulo, recordemos que la varianza de un riesgo S que sigue un
modelo colectivo Poisson(A) estd dada por Var(S) = Aug. Por lo tanto, de
la condicién Var(C;) = Var(Cy) se obtiene

A
Aty =2 ok (8.16)
Hemos usado el hecho de que si X tiene distribucién exp(«), entonces
E(X?) = 2/a®. Finalmente, recordemos que el tercer momento central
de un riesgo S que sigue un modelo colectivo Poisson(\) estd dado por
E(S — E(S))? = Aus. Por lo tanto, la tercera condiciéon E(Cy — E(Cy))? =
E(Cy — E(Cy))? produce la ecuacién

A
Mg =6 2. (8.17)
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Hemos usado la formula E(X?) = 6/a?, vélida cuando X tiene distribucién
exp(a). Despejando A de (8.16) y (8.17) e igualando,

1 1
5)\/1/26[2 = 6}\#36[3

Por lo tanto,

a=3%12 (8.18)
H3
Sustituyendo en (8.16),
- 93
PR Y (8.19)
2 pi3
Sustituyendo (8.18) y (8.19) en (8.15),
~ 3 13
c=c— A+ -—=A\ 8.20
D (8.20)

De esta forma hemos encontrado los parametros ¢, A y & en términos de los
parametros del riesgo original ¢, A y los momentos de Y. |

No se espera que la aproximacién de De Vylder sea muy precisa pero es muy
interesante la idea de poder utilizar lo conocido para aproximar la solucién
desconocida de un problema general. El lector puede identificar el método
de momentos para la estimacién de parametros en la aproximacién de De
Vylder. No es dificil comprobar que la aproximacion de De Vylder es exacta
cuando las reclamaciones son exponenciales.

8.8. Foérmula de Pollaczek-Khinchin

La férmula de Pollaczek-Khinchin es una expresién general que permite
escribir a la probabilidad de ruina en términos de una serie infinita de con-
voluciones. La demostracién que presentaremos hace uso de la transformada
de Laplace de la cual se recuerda su definicién y algunas propiedades en el
Apéndice. Para obtener la férmula de Pollaczek-Khinchin se necesita cono-
cer primero la transformada de Laplace de una distribuciéon geométrica com-
puesta. Sea entonces X una variable aleatoria con distribuciéon geométrica
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compuesta, es decir, una variable aleatoria de la forma

X =>U, (8.21)

N
j=1

en donde N tiene distribucién geo(1 — p), es decir, paran =0,1,2,...
P(N =n) =p"(1-p),

y las variables Uy, Us, ... son independientes, no negativas, idénticamente
distribuidas, y con funcién de distribucién H(x) definida de la siguiente
forma particular

H) - fo " Fy)dy.

en donde F'(y) es una funcién de distribucién de una variable aleatoria no
negativa con media finita u. Puede comprobarse que H(x) es efectivamente
una funcién de distribucién. Siguiendo la misma notacién que en el mode-
lo de Cramér-Lundberg, F(y) representard la funcién de distribucién del
monto de una reclamacion.

Proposicién 8.11 Sea G(x) la funcion de distribucion de la v.a. X con
distribucion geométrica compuesta dada por (8.21) junto con la notacion e
hipotesis arriba enunciados. Para valores de s suficientemente pequenos, la
transformada de Laplace de G(z) = 1 — G(z) es

Jooe—“@(x)dng(1—(1—p)LF—(S)).

0 = p Lz (s)

Demostraciéon. Primeramente tenemos que

G(a) = ) H™(2)(1— p)p".
n=0
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Entonces
Gx) = 1—(1—=p) ), p"H"(x)
n=0
= p—(1-p) ) p"H"(2)

JOO e Gz)dr = L (1-p) f " (i P H*(2)) da

0 § 0 n=1
p = 0
= ~—(1-p) p" e ** H*"(z) dx
s 0

§ n=1
= 2 QDS et o)
n=1
p pLu(s)
s (1=p) 1—psLy(s)

En la dltima igualdad hemos supuesto que s es suficientemente pequeno
de tal forma que psLpg(s) < 1. A partir de la definicién de H(x) puede
demostrarse que
1
Ly(s) = —L#(s).
#(s) = = L(s)
Por lo tanto,

Ooe—sar*:n r = E_(l_p) po(S)
Jo G(z)d s s  p—pLyp(s)

Con la notacién e hipétesis utilizadas en el modelo de Cramér-Lundberg, te-
nemos el siguiente resultado importante: la probabilidad de ruina estd dada
por la cola de la funcién de distribucion de la variable aleatoria geométrica
compuesta dada por (8.21), es decir, ¥(u) = G(z).
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Demostracion. Sabemos que la probabilidad de ruina satisface la ecuacién

integral

([ Fway+ [ vtw—wFwa)
(u— Luﬁ(y) dy + (@D*F)(U)) :

Tomando la transformada de Laplace de esta funcién tenemos que

(2L + Lues)).

P(u) =

Ql> alx>

Ly(s) =

de donde se obtiene

Fele) = 5 Ly(s)
_ (u (p+ (1 —p)Ly(s))
12 Ly(s)

Definiendo p = A\u/e, se puede escribir

Plu—(+ (1 —p))Lg(s)]
p— p Lz(s)

(1—(1—1’)#&—?—1(3;)(*9))‘

Ly(s) =

VS
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De esta forma hemos encontrado que la transformada de Laplace de la pro-
babilidad de ruina coincide con la transformada de Laplace de la funcién
G(z) = 1 — G(x), en donde G(z) es la funcién de distribucién geométrica
compuesta dada por (8.21) con las caracteristicas descritas en la Proposi-
cion 8.11. Por la unicidad de la transformada de Laplace tenemos que ambas
funciones deben ser iguales, es decir,

Yu) = G(u)
= p—(1—p) ) p"H*(u)
n=1
= p—(1—p) >, p" (1 — H*(u))

1

= (1-p) > p"H"(u).
n=1

S
Il

En general no es inmediato calcular las convoluciones de la funcién de dis-
tribucién H(u) ni tampoco llevar a cabo la suma infinita que aparece en
la férmula de Pollaczek-Khinchin, pero sin duda es una férmula bastante
atractiva desde el punto de vista matemédtico pues, como hemos visto, esta
expresion corresponde a la cola de la distribucién de la variable aleatoria
geométrica compuesta dada por (8.21). Pueden llevarse a cabo simulaciones
de esta variable aleatoria, calcular la magnitud de las colas y conocer de ma-
nera aproximada la probabilidad de ruina cuando las reclamaciones tienen
distribucién continua arbitraria. A continuacién reduciremos la férmula de
Pollaczek-Khinchin a la solucién conocida para ¢ (u) en el caso cuando las
reclamaciones son exponenciales.

Ejemplo 8.9 (Reclamaciones exponenciales) Suponga que las recla-
mactones tienen distribucion exponencial de pardmetro o. Entonces puede
comprobarse facilmente que H(u) es nuevamente la funcidn de distribucion
exp(a). Por lo tanto, H*"(u) es la funcién de distribucion gama(n,a) y

tiene la expresion
H*n( ) J —Qu (au)k
u) = E e .

!
= k!
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FEntonces

Por lo tanto,

De donde se confirma nuevamente que la probabilidad de ruina en el mo-
delo de Cramér-Lundberg cuando las reclamaciones son exponenciales de
pardmetro o es

Pu) = (1—p) Y p" H"(u)

En la siguiente secciéon veremos otro caso particular para la distribucion de
las reclamaciones en el modelo de Cramér-Lundberg en donde la férmula de
Pollaczek-Khinchin permite encontrar una forma de expresar la probabilidad
de ruina.

8.9. Probabilidad de ruina
con reclamaciones tipo fase

Como tltimo resultado presentamos una expresion para la probabilidad de
ruina en el modelo de Cramér-Lundberg cuando las reclamaciones son con-
tinuas tipo fase. Para un recordatorio sobre este tipo de distribuciones con-
tinuas y algunas férmulas elementales, véase la seccion sobre el tema en el
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capitulo de procesos estocésticos. Para llegar a nuestro objetivo con mayor
rapidez, utilizaremos los siguientes dos lemas técnicos cuyas demostraciones
pueden encontrarse en el texto de Rolski et al. [32].

Lema 8.1 Sea F(y) la funcion de distribucion continua PH(m, B) con B no
singular, mg = 0 y con media p finita. Entonces la funcion de distribucion

1 (=
@) = | F)dy
K Jo
es nuevamente PH(fi 7 B!, B).
Lema 8.2 Sean Ui, Us,... v.a.s independientes con idéntica distribucion

continua PH(m, B), en donde B es no singular y mo = 0. Sea N otra v.a. in-
dependiente de las anteriores y con distribucion geo(p). Entonces la variable

aleatoria
N
X=>U
j=1

correspondiente a un modelo geométrico compuesto tiene distribucion
PH(pr, B + pb ).

Observe que el vector inicial pm de la nueva distribucién tipo fase no es
de probabilidad pues la suma de sus entradas es p. La entrada cero de este
vector es 1 —p y corresponde a la probabilidad de que la variable geométrica
tome el valor cero, es decir, la probabilidad de que no haya sumandos.

Teorema 8.3 (Probabilidad de ruina con reclamaciones PH)
Suponga que las reclamaciones en el modelo de Cramér-Lundberg tienen
distribucion continua PH(mw,B) con my = 0, en donde la matriz de subin-
tensidades B es no singular y se cumple la condicion de ganancia neta
p= AT“ < 1. Entonces para cualquier capital inicial u = 0,

Y(u) = p(—— 7 B™) | exp w(B —i—pr(—% WB_l))] el (8.22)
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Demostracion. La férmula de Pollaczek-Khinchin establece que

o0
P(u) = p) > prH"(u
n=1
e}
= Z P(X1+ -4 X, > u),
en donde X7, Xo,... son v.a.s independientes con idéntica funcién de dis-

tribucion L

1) =+ [ Faa,
con F(y) la funcién de distribucién PH(7, B). La idea es identificar los
sumandos como probabilidades condicionales de la siguiente forma:

N

Yu) = > P(N=n)P() Xy >u|N =n)

n=1 k=1
N
= P()) Xy > u),
k=1

en donde N es una v.a. con distribucién geo(1 — p), es decir,
P(N=n)=p"(1-p), n=0,1,...

Asi, puesto que conocemos la férmula (6.5) de la pagina 153 para la cola
de una distribucién tipo fase y los Lemas 8.1 y 8.2 nos proporcionan los
parametros de dicha distribucién, podemos deducir que H(z) es

1
PH(-~ 7B~ B),
7!

y por lo tanto la variable aleatoria geométrica es

1 1
PH(p(——7B™"), B+ pb" (—=7B™")).
[ [
Substituyendo estos parametros en el formula (6.5) se obtiene el resultado

enunciado:

P(u) = p(—;ﬂ'B_l) exp u(B +pr(—;7TB_1)):| el
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Ejemplo 8.10 (Reclamaciones exponenciales) Consideremos nueva-
mente el modelo de Cramér-Lundberg cuando las reclamaciones son expo-
nenciales de pardmetro «. Esta vez consideraremos a la distribucion expo-
nencial como una distribucion tipo fase continua. El correspondientes gene-
rador infinitesimal de la cadena de Markov a tiempo continuo que produce
el tiempo de espera hasta la absorcion exponencial de pardmetro a es

Gz(g _Oa).

La matriz B = —« y el vector b = « son unidimensionales, i = 1/a y
p = N (ac). Substituyendo estos términos en la formula (8.22) se obtiene
nuevamente la expresion

Comentarios y referencias

En este capitulo final hemos estudiado algunos aspectos del modelo cldsico
de riesgo a tiempo continuo llamado modelo de Cramér-Lundberg. Hemos
encontrado expresiones para algunas probabilidades de ruina en este mo-
delo en términos de ecuaciones diferenciales, integrales o ambas, y también
en algunos casos en términos de sumas infinitas. Muchos otros problemas
matematicos pueden estudiarse para este modelo o para sus generalizacio-
nes. El lector interesado en profundizar en el tema puede consultar tex-
tos mas avanzados como Asmussen [2] o Rolski et al. [32]. En el texto de
Schmidli [35] puede encontrarse una exposicion sobre la interesante relacién
entre algunos problemas de riesgo y la teoria del control estocastico.

8.10. Ejercicios

Modelo de Cramér-Lundberg

170. Considere el proceso de Cramér-Lundberg {C; : ¢t = 0} con la no-
tacion e hipétesis usuales. Demuestre que:
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171.

172.

173.

174.

175.

a) E(Cy) =u+ (c— Ap)t.
b) Var(Cy) = Atus.
c) Mc,(r) = exp[r(u+ ct) + X(My(=r) = 1) ].

Probabilidades de ruina

Suponga que las reclamaciones en el modelo de Cramér-Lundberg
siguen una distribucién exponencial de pardmetro o = 1. Suponga
ademds que A = 1/2 y ¢ = 2. Observe que se cumple la condicién
de ganancia neta ¢ > Au. {Cudl debe ser el capital inicial u para
que la probabilidad de ruina sea menor o igual a 0.017

Coeficiente de ajuste

Demuestre que si las reclamaciones son variables aleatorias aco-
tadas, entonces el coeficiente de ajuste existe.

Se ha demostrado que cuando las reclamaciones tienen distribucién
exp(a) el coeficiente de ajuste es R = a — A/c. Usando la condi-
cién de ganancia neta compruebe que este valor de R efectivamente
cumple la desigualdad

Desigualdad de Lundberg

Demuestre que efectivamente el evento (7 < t) converge monétona-
mente al evento (7 < 00) cuando ¢ tiende a infinito monétonamente.
Este resultado fue usado en la demostracién de la desigualdad de
Lundberg.

Aproximaciéon de De Vylder

Demuestre que la aproximacién de De Vylder coincide con la pro-
babilidad de ruina en el caso cuando las reclamaciones tienen dis-
tribucién exp(a).



Apéndice: Formulario y
resultados varios

Formula de De Pril en R

pr i S s S e e e e f i R e s
# F\’ormula de De Pril en R v1.1 #
HHHHHHF R R
I <- 5 # Montos de reclamaciones

J <= 3 # \’Indice m\’aximo para tasas de mortalidad
R <- 20 # Valor m\’aximo para r en g(r)
#

n <- array(1:15, dim=c(5,3))
n[1,1]<-1

n[2,1]<-3

n[3,1]1<-5

nl[4,1]1<-2

n[5,1]1<-2

n[1,2]<-3

n[2,2]<-5

n[3,2]<-3

nl[4,2]<-2

n[5,2]1<-3

n[1,3]<-1

n[2,3]<-4

n[3,3]1<-4

n[4,3]<-6

n[5,3]1<-4

#

q <- array(1:3, dim=c(3))

245
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q[11<-0.03
q[21<-0.04
q[31<-0.05

h <- function(i,k) {

aux <- 0

for (j in 1:J) {

aux <- aux+nl[i,jl*(ql[jl/(1-q[j1))"k

}

aux <- i*x((-1)"(k-1))*aux
return(aux)

}
N
# C\’alculo de la densidad de S
I
gc <- array(1:R, dim=c(R))

gc0 <- g(0)

#

g <- function(r) {

if (r==0) {

aux <- 1

for (i in 1:I) {
for (j in 1:J) {
aux <- aux*((1-q[jl)"nli,jil)
}
}
return(aux)
}
else
{
aux <- 0
for (i in 1:min(r,I)) {
for (k in 1:floor(r/i)) {
if (r-ixk==0) { aux <- aux + gcOxh(i,k) }
else {aux <- aux + gclr-i*k]*h(i,k)}
}
}
aux <- aux/r
gclr] <- aux
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return(aux)

for (i in 1:R) {

gclil <- g(i)

}

# Nota: Se omite en la gr\’afica el valor de la densidad en cero "gcO".
barplot(gc,main="Funci?n de densidad de S",xlab="r", ylab="g(xr)")
HARHHBHHHBR SRR B H B R R GHR B H R R H R R

# Fin de c\’odigo
B L s s T

Foérmula de Panjer en R
(Caso Poisson)

HASHHEHHHHR SRR H RS R BB H RS HR AR
# F\’ormula de Panjer en R v1.0 #

# [Caso Poisson] #
HERHHHHHHH R R

#

R <- 20 # Valor m\’aximo para r en g(r)
#

B e

# c\’alculo de p_k=P(N=k) (Caso Poisson)
2

a<-0

b <- 3.5 #lambda

po0 <- 2.7172°{-b}

p <- array(1:R, dim=c(R))
pl1] <= (a+b)*p0

for (k in 2:R) {

plkl <- (a+b/k)*pl[k-1]
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f <- array(1:R, dim=c(R))
f[1] <- 0.1

f[2] <- 0.1

f[3] <- 0.2

f[4] <- 0.3

f[5] <- 0.3

for (i in 5:R) { f£[i] <- 0 }

g0 <- p0

g <- array(1:R, dim=c(R))

gl1] <= (a+b)*f[1]*g0

for (r in 2: R) {

aux <- 0

for (i in 1:{r-1}) {

aux <- aux + (a+bxi/r)*f[i]l*glr-i]

}

aux <- aux + (a+b)*f[r]*g0

glr] <- aux

# Nota: Se omite en la gr\’afica el valor de la densidad en cero "gO".
barplot(g,main="Funcin de densidad de S",xlab="r", ylab="g(r)")

#

HASHHBHHHHR SRR H B R RS R B H RS R RS H R R

# Fin de c\’odigo

B HE
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Alfabeto griego

A« alpha I iota P p,0 rho
B beta K x kappa ¥ 0,6 sigma
'~y gamma A A lambda Tr tau
Ad delta M p mu To upsilon
Ee e  epsilon Nv nu ® ¢, phi
ZC zeta = xi X x chi
Hn eta O o omikron U psi

© 6,9 theta IIr pi Quw omega

Funcion indicadora

La funcién indicadora de un conjunto A € Q es la funcién 14 : @ — {0, 1}
definida por

1 si weA,
1"‘(“):{ 0 si we A

De este modo la funcién 14 toma el valor uno dentro del conjunto A y cero
fuera de él, y cumple las siguientes propiedades:

a) laop = méax{la, 1} =14+ 15 —1415.

b) 1anp =min{ly, 1} =1415.

c) lge=1—14.

d) 1y_p=14—141p.

e) lapp=|1la— 1B/ =1a+1—-21a1p = (14— 1p)%
f) ACB=1,<l1p.

Funcion generadora de probabilidad

La funcién generadora de probabilidad de una variable aleatoria X es la
funcién dada por

G(t) = E(tY) = ) " P(X = x),
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definida para valores reales de t tal que la suma indicada sea absolutamente
convergente. Esta funcion se utiliza principalmente para variables aleatorias
discretas y sin pérdida de generalidad se postula que la variable toma los
valores 0, 1, ... y por lo tanto esta funcién existe por lo menos para valores de
t en el conjunto [—1, 1]. Para hacer énfasis en la variable aleatoria particular
X para la que se utiliza se escribe a veces como Gx (t). Esta funcién cumple
las siguientes propiedades:

a) La funcién generadora de probabilidad adquiere su nombre a partir
del siguiente resultado: para cada entero n = 0,

b) La funcién generadora de probabilidad determina de manera tnica a
la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria, es decir, si X y
Y tienen la misma distribuciéon de probabilidad, entonces claramente
tienen la misma funcion generadora de probabilidad. Inversamente, si
X y Y son tales que sus funciones generadoras de probabilidad Gx ()
y Gy (t) coinciden en un intervalo no trivial alrededor del cero, entonces
X y Y tienen la misma distribucién de probabilidad.

c¢) Si el n-ésimo momento factorial de X existe, entonces

lm —— Gy (t) = E[X(X —1)--- (X —n + 1)].

d) Si X y Y son independientes, entonces
Gx4+v(t) = Gx(t) Gy (t).
Para un estudio méas detallado de la funcién generadora de probabilidad, el
lector puede consultar el libro de Gut [17].
Funcién gama

Para valores de a donde la integral es convergente se define

Q0
INa) = j e % da,
0

y se cumplen las siguientes propiedades:
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a) M'a+1) =al(a).

b) I'(aw+ 1) = a! cuando « es entero positivo.

d) T'(1/2) = +/~.
Pueden consultars algunas otras propiedades de la funcién gama en [36].

Funciones de utilidad

Una funcién de utilidad es una funcién v(z) que representa el valor o uti-
lidad que un individuo o institucion asocia a cada cantidad de un bien.
Matematicamente a una funcién de utilidad se le define a través de las
siguientes dos propiedades:

a) Es estrictamente creciente.
b) Es céncava.

Suponiendo diferenciabilidad, estas propiedades se escriben como v'(z) > 0
y v"(x) < 0, respectivamente. La primera propiedad representa el hecho evi-
dente de que una cantidad mayor de dinero siempre tiene un valor o utilidad
mayor. Para interpretar la segunda propiedad consideremos la situacion en
la que tanto una persona pobre como una persona rica incrementan ambos
su capital por una misma cantidad. Entonces este incremento representa
para una persona con poco dinero un gran incremento en su utilidad, mien-
tras que el mismo incremento representa un menor incremento en la utilidad
para una persona con mayor cantidad de dinero. En otras palabras, cuan-
do hay un incremento de capital fijo, el valor o utilidad crece mas réapido
cuando uno tiene poco dinero y mas lento cuando uno tiene mucho dinero.
Dos funciones de utilidad u(z) y v(z) son equivalentes si existen constantes
ay b, con a> 0, tales que v(x) = au(x) + b. La razén que subyace en esta
definicién de equivalencia radica en el hecho de que si un persona con capital
x, funcién de utilidad u(z), y usando el principio de la utilidad esperada,
prefiere la inversién I; sobre la inversién Is si

Elu(x + )] > Elu(x + I2)],
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y tal decisién no cambia si en lugar de usar la funcién de utilidad wu(x)
utiliza ahora v(z) = au(z) + b, pues la desigualdad anterior es equivalente a

Elau(x + I) + b] > Elau(z + I2) + b].

Del conjunto de funciones de utilidad equivalentes a una funcién de utilidad
dada u(x), uno puede escoger aquella funcién de utilidad v(z) tal que v(0) =
0y v(1) = 1. Tal funcién de utilidad v(z) estd dada por

suponiendo que los valores z = 0 y « = 1 pertenecen al dominio de definicién
de la funcién u(z). Es por ello que a una funcién de utilidad u(z) se le puede
pedir la condicién u(0) = 0, sin perder generalidad ni provocar cambios en
la toma de decisiones bajo el criterio de utilidad esperada. El lector puede
encontrar exposiciones breves sobre la teoria de utilidad y los seguros en el
primer capitulo de los textos [7] y [22].

Coeficiente de asimetria de Fisher
Para una variable aleatoria X con tercer momento finito se define el coefi-
ciente de asimetria de Fisher ag como el niimero

E[(X — BE(X))*]
[Var(X)]%/2

a3 =

Esta cantidad es una medida de la asimetria de la distribucién alrededor
de su media. Cuando a3 = 0 la distribucién es completamente simétrica
alrededor de su media, como es el caso, por ejemplo, de la distribucién
normal. Cuando ag > 0 se dice que la distribucién es asimétrica positiva
0 que tiene mayor sesgo hacia la derecha (es decir, la cola a la derecha
de la media es més larga que la de la izquierda, o bien, que hay valores
mas separados de la media a la derecha). Cuando ag < 0, se dice que la
distribucién es asimétrica negativa o que tiene mayor sesgo a la izquierda
(es decir, la cola a la izquierda de la media es més larga que la de la derecha,
o bien, que hay valores mds separados de la media a la izquierda).
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az >0 az <0

Desigualdad de Jensen
Sea u una funcién convexa y sea X una variable aleatoria tal que tanto X
como u(X) tienen esperanza finita. Entonces

u(E(X)) < E(u(X)).
En el caso cuando u es concava, el resultado es
u(E(X)) = E(u(X)).

Una demostracién de la desigualdad de Jensen puede encontrarse por ejem-
plo en [17].

Desigualdad de Markov
Sea X una variable aleaotoria positiva con esperanza finita. Entonces para
cualquier € > 0,

E(X)

P(X>¢) <
€

La demostracién de este resultado es un buen ejercicio para el lector.

Esperanza condicional

Sean (§2,.%#, P) un espacio de probabilidad, X una variable aleatoria con
esperanza finita y ¢ una sub-o-dlgebra de .%. La esperanza condicional de
X dado ¥ es una variable aleatoria denotada por E(X |¥) que cumple las
siguientes tres propiedades:

1. Es ¢-medible.
2. Tiene esperanza finita.

3. Para cualquier evento Gen ¥, E[E(X|¥9)lc]|=E[X1g].
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Puede demostrarse que esta variable aleatoria existe y es unica casi se-
guramente, esto significa que si existe otra variable aleatoria con las tres
propiedades anteriores, entonces con probabilidad uno coincide con E(X |¥).
Cuando ¢ = o(Y) para alguna variable aleatoria Y, se escribe E(X |Y) en
lugar de E(X | o(Y)). En particular, el término P(A|Y') significa E(14|Y).
Se enuncian a continuacién algunas propiedades de esta esperanza.

EX[{2,Q}) = E(X).

E(1a[{@,Q}) = P(A).

E(1a[{@, B, B, Q} ) = P(A|B)1p + P(A|B°)1pe.

E(E(X |9)) = E(X). En particular, E(P(A|Y)) = E(14) = P(A).

Si X es ¥-medible, entonces E(X |¥) = X. En particular, si ¢ es una
constante, entonces E(c|¥) = c.

E@X+Y|¥9)=aE(X|9)+ E(Y|9).
Si X > 0, entonces E(X |¥) = 0.

Teorema de convergencia mondtona.
Si0< X, /X, entonces E(X,|¥Y) /" E(X|¥) cs.

Teorema de convergencia dominada.
Si | X, <Y, EY| <xoyX, —> X cs., entonces E(X,|¥9) —
E(X|¥9) cs.

Desigualdad de Jensen.
Si ¢ es convexa, entonces p(E(X |94)) < E(p(X)|9).

Si . es unasub o-algebra de ¢4, entonces E(E(X |9) | ) = E(X | ).
Si Z es ¥-medible y acotada, entonces E(Z X |¥4) = Z E(X |¥9).

Si X es independiente de ¢, entonces F(X |¥) = E(X).

Un estudio més detallado de la esperanza condicional puede ser encontrado
en libros dedicados a probabilidad como [21] o [40].
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Integral de Riemann-Stieltjes

La integral de Riemann-Stieltjes generaliza a la integral usual de Riemann.
Se trata de la integral de una funcién h(z) respecto de otra funcién F'(x).
Su definicién es andloga al caso de la integral de Riemann: si a = zg <
x1 < -+» < x, = b es una particién del intervalo [a, b], entonces definimos
de manera informal

b n
J h(z)dF(z) == lm > h(z;)(F(zi) — F(2i1)),
a Az—0 bt
en donde Az es el méximo de las distancias z; — x;_1, y las funciones h(z) y
F(x) deben cumplir ciertas condiciones para que la integral tenga sentido y
esté bien definida. En particular, a la funcién integradora F'(x) se le pide que
sea continua por la derecha, monétona no decreciente y tal que F'(b)—F'(a) <
M, para algin nimero M > 0. Observe que F'(z) debe cumplir propiedades
semejantes a las de una funcién de distribucién, justamente usaremos a
las funciones de distribucién como funciones integradoras. En particular,
cuando F(z) = x sobre el intervalo [a,b| se tiene que

fb h(z)dF(z) = Jb h(z) dz,

a a

suponiendo la existencia de tal integral. Igualmente, bajo la hipdtesis de
existencia de todas las integrales que aparecen a continuacion, la integral
de Riemann-Stieltjes cumple las siguientes propiedades:

a) Es lineal en el integrando, es decir,

b b

hi(x)dF(z) + J ho(x) dF(z).

a

r(am(w) + ha(z))dF(z) = « J

a a

b) Es también lineal en el integrador, es decir,

b b

a

| ’ h(w) d(aFy (2) + F(a) = o

¢) Cuando h(z) tiene primera derivada continua se cumple la siguiente
férmula de integracién por partes:

b

b
J h(z) dF(z) = h(b)F(b) — h(a)F(a) — J Fla)l (x) da.

a
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d) De especial interés en la teoria de la probabilidad es el caso cuando
F(x) es diferenciable. Bajo tal hipdtesis se tiene la igualdad

b b
f h(z) dF(z) — f h(z)F'(z) da.
a a

En particular, tomando h(z) = = y si X es una v.a. absolutamente
continua con esperanza finita, con funcién de distribucién F(z) y fun-
cién de densidad f(z), entonces

E(X) = JOO xdF(z) = JOO zf(z)d.

—00 —00

e) Otro caso interesante para la teoria de la probabilidad ocurre cuando
h(z) es continua y F'(z) es constante excepto en los puntos xg, x1, .. .,
en donde la funcién tiene saltos positivos de tamano p(xg), p(x1),. ..
respectivamente. En este caso y suponiendo convergencia,

b [o's)
J h(z)dF(z) = . h(x;) ().
i=0

a

Esto significa que integrar respecto de la funcién de distribuciéon de una
variable aleatoria discreta se reduce a efectuar una suma. Nuevamente
tomando h(x) = x y si X es una v.a. discreta con esperanza finita y
con funcioén de distribuciéon como se menciond antes, entonces

o0 o0

E(X) = J xdF(z) = Z xip(x;).
—© i=0

En el caso cuando X es una v.a. mixta con esperanza finita, en el

céalculo de la esperanza se separa la parte continua de la parte discreta

de la siguiente forma

B(X) - foo v dF(z) JOO ef(@)dz+ 3 i p(a).

- —© i=0

Un tratamiento mas riguroso y completo de la integral de Riemann-Stieltjes
puede encontrarse en el texto de probabilidad de Harris [18], o en libros de
andlisis matemético como el de Apostol [1].
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Variables aleatorias mixtas
Una variable aleatoria mixta X es aquella que no es ni continua ni es dis-
creta. Su funcion de distribucion puede escribirse de la siguiente forma

f f(u du+2 (x:),

Ti<T

en donde f(u) es una funcién no negativa y p(x;) = P(X = z;) > 0 para
ciertos valores xg,x1,... Si g es una funcién tal que g(X) es una variable
aleatoria integrable, entonces su esperanza se calcula de la siguiente forma

B60) = [ g@ar@ = [ g@rw) e+ Y glepie.
=0

—0 —00

En el libro de Gut [17] puede encontrarse un tratamiento completo sobre
variables aleatorias mixtas.

Varianza condicional

Sea X una variable aleatoria con segundo momento finito, y sea ¢ una sub-
o-algebra de .#. La varianza condicional de X dado ¢ se define como la
variable aleatoria dada por

Var(X |9) = E[ (X — E(X|9))* |9].

Nuevamente, cuando la sub-o-algebra ¢ es o(Y') para alguna variable aleato-
ria Y, entonces Var(X |¥) se escribe Var(X|Y), y puede tomarse como
definicién la igualdad

Var(X |Y) = E[ (X —E(X|Y))? |Y].
Se enuncian a continuacién algunas propiedades de esta variable aleatoria.
a) Var(X [{,Q}) = Var(X).
ar(1a [ {d,}) = P(A)(1 — P(A)).
ar(X |9) = E(X?|9) - E*(X |¥9).

b

C

)
)V
)V
)

d) Var(X) = E[Var(X |9)] + Var[E(X |9)].
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Siendo la varianza condicional parte del concepto general de esperanza
condicional, en los textos de Karr [21] y Williams [40] se puede encontrar
mayor informacién sobre estas variables aleatorias.

Ley de los grandes numeros
Sea X1, Xo,... una sucesién de variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas con media p. Entonces

1 n
E; Xi — p.

Cuando la convergencia es en probabilidad este resultado se conoce como la
ley débil. Y cuando la convergencia es casi segura se llama ley fuerte. Las
demostraciones de estos resultados pueden encontrarse en [17].

Teorema central del limite
Sea X1, Xo,... una sucesion de variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas con media p y varianza o?. Entonces

(i 2imy Xi) —

24 N,1).
a?/n

La demostracién de este importante resultado asi como de los siguientes dos
teoremas de convergencia pueden encontrarse en [17].

Teorema de convergencia dominada
Sea X7 < Xo < --- una sucesién de variables aleatorias para la cual existe
otra variable aleatoria Y con esperanza finita y tal que |X,| < Y, para
n = 1. Si X,, converge casi seguramente a una variable X, entonces tanto
X como X, tienen esperanza finita y

lim F(X,)=E(X).

n—00

Teorema de convergencia monétona
Sea 0 < X7 < X9 < --- una sucesion monétona de variables aleatorias
convergente casi seguramente a una variable X. Entonces

Iim E(X,) = E(X).

n—00
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Férmulas recursivas para calcular convoluciones

Sean X7, Xo,... variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas. Nos interesa encontrar la distribucién de S,, = X7 + -+ + X,,.
Cuando las variables {X;} tienen funcién de distribucién F, a la funcién de
distribucion de S, se le llama la n-ésima convoluciéon de F', y se le denota
por F*" es decir, F*"(z) = P(S, < x). Cuando las variables {X;} tienen
funcién de probabilidad o de densidad f, a la funcién de probabilidad o de
densidad de S, se le llama la n-ésima convolucién de f, y se le denota por
f*™ es decir, en el caso discreto, f*"(z) = P(S, = x).

1. Cuando las variables {X;} son discretas con valores en el conjunto
{0,1,2,...}, se cumplen las siguientes férmulas recursivas.

a) P(Sp,=x) = Zx: P(S,—1=2—j)P(X,, =j).
b) P(S, <z)= Zx: P(Sy,-1 <z —j)P(X, =7j).

2. Cuando las variables {X;} son continuas con soporte en el intervalo
(0,00), con funcién de distribucién F, y con funcién de densidad f, se
cumplen las siguientes formulas recursivas.

) Fo f £ — ) £(y) dy.

Transformada de Laplace
Para una funcién ¥ (u) : [0,00) — R, la transformada de Laplace es

00

5 Ly(s) = f e~ 4h(ur) du

0
para valores reales de s donde tal integral exista. Hemos usado la notacién
para la probabilidad de ruina ¥ (u) como funcién objeto en la transformada
de Lapace pues a este tipo de funciones se le aplicara con mayor frecuencia
esta transformacion. Cuando sea conveniente denotaremos la transformada
de Laplace también como L[1(u)](s). Revisaremos a continuacién algunas
propiedades que cumple esta transformacién.
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c
a) La transformada de una constante c es L.(s) = —.
s

b) Linealidad: si a1 y ae son constantes, entonces
Leonyy oz (8) = a1 Ly, (s) + a2 Ly, (s)-
c¢) La transformada de Laplace de la derivada de una funcién es

d) La transformada de Laplace de la integral H(u) = j Y(x)dz es
0

Lus) =+ Lu(s)

e) La transformada de Laplace de la convolucién de dos funciones es

prwz (S) = Li/u (3> Llllz (3)7

en donde () * o) (u) = f ¥1(u — x)he(x)dx. Observe sin embargo

0
la siguiente situacién particular: si G(x) es la convolucién de dos fun-
ciones de distribucién continuas F(z) y Fa(z) de variables aleatorias
no negativas, es decir,

G(z) = fo " Fi(x — y)dFy(y) = L Fi(e — y) faly)dy = (Fi » f2)(@),

en donde fa(y) es la funcién de densidad de Fy(y), entonces
La(s) = Lry(s) Ly (s) = sLr (s)Lp,(s).

f) Existencia: se dice que una funcién ¢ (u) definida para u = 0 es de
orden exponencial cuando u tiende a infinito si existe una constante
ug tal que para todo u = uy,

()] < me,

en donde m y ¢ son constantes. Puede demostrarse que cuando esta
condiciéon se cumple la transformada de Laplace Ly(s) existe para
s =c.
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g) Unicidad: sean 1 (u) y 12(u) dos funciones continuas definidas para
u > 0, ambas de orden exponencial, si existe una constante sg tal que
Ly, (s) = Ly,(s) para todo s > sg, entonces ¢ (u) = ¥2(u) para todo
u = 0.

Un tratamiento mas completo sobre la transformada de Laplace y sus apli-
caciones puede encontrarse en [33].

Método de Newton-Raphson

Sea g(z) una funcién diferenciable que tiene una raiz cerca de x = xy. Véase
la Figura 6. El método de Newton-Raphson permite conocer el valor de esta
raiz mediante aproximaciones sucesivas.

g9(z)

1 Xo
Figura 6

La primera aproximacion de la raiz es el valor inicial . La ecuacién de la
recta tangente que pasa por el punto (xg, g(xo)) es

y — 9(wo) = g'(x0) (z — o).
Esta linea recta cruza el eje horizontal cuando el valor de = es igual a

g(o)
g'(z0)

Ir1 =Xy —

Se toma a z; como nueva raiz aproximada y se repite el procedimiento.
De este modo se encuentra una sucesién de valores xg, x1, T2, ..., que bajo
ciertas condiciones converge a la raiz de la funcién g(x). La férmula general
es entonces

9(zn)

9'(xn)

Tntl = Tp —
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En el presente texto se ha mencionado este mecanismo para encontrar de
manera aproximada el coeficiente de ajuste en los modelos de riesgo estudia-
dos. El lector puede consultar, por ejemplo, el texto de Burden y Faires [10]
para profundizar sobre el método de Newton-Raphson.
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Distribuciones de probabilidad

En esta seccién se presentan en orden alfabético algunas distribuciones de
probabilidad utilizadas en el texto. La funcién generadora de probabilidad
se denota por G(t), y la funcién generadora de la momentos por M(t).

Distribucion Bernoulli

X ~ Ber(p) conpe (0,1). @)
f(x) =p*(1 —p)™* paraz=0,1.

E(X) =p.

Var(X) = p(1 —p).

G(t)=1—p+ pt.

M(t) = (1 —p) + pe". : x

Distribucién beta

X ~ beta(a,b) con a>0,b> 0. ()
f(z) = 2711 — 2)*"1/B(a,b) para = €
(0,1).

en donde B(a,b) = I'(a)I'(b)/T'(a + b),

con I'(a) = § te~ et dt.
E(X)=a/(a+D). -
Var(X) = ab/[(a + b+ 1)(a + b)?].

Cuando a = b = 1 se obtiene la dist. unif(0, 1).
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Distribucion binomial

X ~ bin(n,p) conn € {1,2,...} y p e
(0,1).

f(x) = (Z p*(1—p)"~* parax = 0,1,...,n.

E(X) = np. H |_|_I_I - .
Var(X) = np(1 - p). |

G(t) = (1—p+ pt)".

M(t) = [(1 = p) + pe']™

Distribucion binomial negativa

ﬁ; ??Iwg“”m conpe01)yke fe) (k=3 =1/2)
flz) = (k+i_1)pk(l—p)‘” para T =

0.1,... HH

E(X) = k(1—p)/p. | |_||—||_| )

Var(X) = k(1 —p)/p*.

G(t) = [p/(1— (1 —pt)]".
M(t) = [p/(1—(1—p)e')]* parat < —In(1—

p)-
Cuando r = 1 se obtiene la distribucion

geo(p).

Distribuciéon Cauchy

X ~ Cauchy(a,b) conaeRyb> 0.

, para x € R.

1) = i (@ =057
F(z)=1/2+ (1/7)arctan((z — a)/b).

La esperanza y varianza no existen.

La funcién generadora de momentos no exis-
te. a
Cuando @ = 0 y b = 1 se obtiene la dis-

tribucién Cauchy estdandar, Cauchy(0, 1).
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Distribucién exponencial

X ~exp(A) con A > 0.

f(z) = Ae™** para z > 0.
F(z) =1 e parax > 0.
E(X)=1/\

Var(X) = 1/)\2.

M(t) = A/ (A—1t) parat < A

Distribucion gama

X ~ gama(y,a) cony >0y a>0.
(oz)7

f(x) =

(@) T !
F(z) = e Z]-;é (ax)? /4! para x>0
y 7y entero.
E(X) =~/
Var(X) = v/a?.
E(X") = T{y + n)/(T(x)a").
M(t) = [a/(a = t)]7 parat < a.
Cuando v = 1 se obtiene la distribucién
exp(a). Cuando 7y es entero se conoce tam-
bién con el nombre de distribucién Erlang.

ae” " para x > 0.

Distribuciéon geométrica

X ~ geo(p) conpe (0,1).

f(z) =p(l—p)* paraz =0,1,...
E(X) = (1—-p)/p.
Var(X) = (1-p)/p*.

G(t) =p/(1— (1 —p)t).
M(t) = p/(1—(1-p)e') parat < —In(1-p).

f(x) (p=1/5)

|HHHHHHH N
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Distribucion ji-cuadrada
X ~x2(n) conn > 0.
( ) (1/2)n/2 xn/?—le—z/Q
I'(n/2)
E(X) =n.
Var(X) =
t) = (

para xz > 0.

M

) "2 parat < 1/2.

Distribucién log normal
X ~ lognormal(u,c?) con p e Ry o?
0.

f(x) =

= f(z)

1 2 /6 2
O xmexp[ (Inx—p)°/207], >
F(z) = ®((Ine — )/o).
E(X) = exp(u+ 0%/2). ] ‘
E(X™) =exp(nu+n 02/2)
Var(X) = exp(2u + 202%) — exp(2u + 02).
Si X ~ N(u,0?), entonces eX ~ lognormal(u, 02).

Distribucién normal

X ~N(u,0?) conpeRy o?>0. F(x)
flz) = 1 e~ (z—p)?/20%

V2mwo?
E(X) = p.

Var(X o2

M(t) = exp (ut + o%t2/2). :
o(t) = exp (z,ut a%t?/2). 7
Cuando p = 0 y 02 = 1 se obtiene la dis-

tribucién normal estdndar, N(0,1).
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Distribucién Pareto
X ~ Pareto(a,b) con a,b> 0.

ab?
f(z) = W
F(x) =1—[b/(b+ 2)]* para x> 0.

E(X)=b/(a—1) paraa> 1.

para x > 0.

Var(X) = ab?/[(a — 1)%(a — 2)], a > 2.

Distribucion Poisson

X ~ Poisson(A) con A > 0.

f(z) = e*)‘)\—f parax =0,1,...
E(X) =\ "

Var(X) = \.

G(t) = e A1),

M(t) = exp[A(e! — 1)].

Distribucion t

X ~t(n) conn>0.

T(n+1/2) fﬁ —n—1/2
fla) = VAT T2 A+
E(X) -

Var(X) = n/(n —2) paran > 2.
M (t) no existe para t # 0.

¢(t) = exp([t]).

a/b -
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Distribucion Weibull

X ~ Weibull(r, ) con r,a > 0.

f(z) = e @ ra 2™ para z > 0.
F(z) =1—e(@®" paraz > 0.
EX)=T1+1/r)/a.

Var(X) = [[(1+2/r) = T2(1 + 1/r)]/a?.
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Tabla de la distribucion normal estandar
xr
1 z 2 2
—t
O(x) = — f e 2at
V 2T —00

[ x 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 [ 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8399
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
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E | presente texto contiene material bdsico para un curso introductorio
a diertos temas de la teoria del riesgo aplicada a seguros. Estd ba-
sado en el curso semestral de Teoria del Riesgo que el autor ha impartido
a estudiantes de Gltimo semestre de la carrera de Actuaria en la Facultad
de Ciencias de la UNAM. La intencion es que este libro sea otil para los
numerosos alumnos de las distintas escuelas de actuaria y matematicas
orlicodus de paises de habla hispana y que también contribuya a apoyar
el trabajo docente de sus profesores en esta importante drea de las ma-
temdticas aplicadas.
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