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CONSTRUYENDO LA INTEGRAL ESTOCASTICA DE ITO

LUIS RINCON

RESUMEN. Se presenta de una forma sencilla y breve el concepto de integral
estocéstica de Ito respecto del movimiento Browniano. Con ello se ilustra ademaés
la nocién de ecuacién diferencial estocastica mediante algunos ejemplos.

Es cada vez mds comun hablar de modelos basados en ecuaciones diferenciales
estocasticas en los tdltimos cursos de algunas carreras de ciencias. Nuestro objetivo
en este trabajo es presentar de una forma sencilla y compacta el concepto de integral
de It6 respecto del movimiento Browniano y con ello ilustrar el concepto de ecuacion
estocéastica.

El plan de trabajo es el siguiente. Empezaremos recordando algunas ideas basicas
de probabilidad y procesos estocasticos, particularmente mencionaremos algunas pro-
piedades del movimiento Browniano. Definiremos después la integral de 1t6 respecto
de este proceso en una serie de extensiones sucesivas, y finalmente mostraremos el
concepto de ecuacién estocastica.

1. PROBABILIDAD Y PROCESOS ESTOCASTICOS

El modelo matematico béasico de la teoria de la probabilidad es el espacio de pro-
babilidad, que consta de una terna ordenada (2, F, P) en donde Q es un conjunto
arbitrario que convenientemente puede ser interpretado como el conjunto de todos los
posibles resultados de un experimento aleatorio. Al conjunto 2 se le llama espacio
muestral, y a un elemento tipico de {2 se le denota por w. El segundo elemento es
una coleccién no vacia F de subconjuntos de €2, llamada o-dlgebra, que es cerrada
bajo las operaciones de tomar complementos y uniones numerables. A los elementos
de F, subconjuntos de 2, se les llama eventos o conjuntos medibles. Finalmente el
tercer elemento es una funcién P : F — [0, 1], llamada medida de probabilidad, que
cumple los siguientes axiomas (Kolmogorov, 1933): P(2) = 1 y es o-aditiva, es decir,
si Ay, A, ... es una sucesion de eventos, disjuntos dos a dos, entonces

P({J 4n) =>_ P(An).
n=1 n=1
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FIGURA 1. Andrey Nikolaevich Kolmogorov (Rusia, 1903-1987).
Fuente: Archivo MacTutor, St. Andrews.

Las leyes del azar estdn representadas por las distintas medidas de probabilidad exis-
tentes. El nimero P(A) es una medida de la frecuencia con la que se observa el evento
A cuando se realiza el experimento aleatorio. Todo lo que se mencione en el resto de
este trabajo tiene como estructura base un espacio de probabilidad (2, F, P). A la
pareja (Q, F) se le llama espacio medible. En particular, si B(R) denota la o-dlgebra
més pequena que contiene a todos los intervalos abiertos de R, entonces se tiene el es-
pacio medible (R, B(R)). A los elementos de la o-dlgebra B(R) se les llama Borelianos
o conjuntos Borel medibles.

Ahora podemos recordar el concepto ubicuo de variable aleatoria. Una v.a. es una
funciéon X : Q — R que transforma a los elementos de {2 en nimeros reales y es tal
que para cualquier B € B(R), el conjunto

X 'B={weQ:X(w)ecB}

es un elemento de F. En este caso también se dice que X es una funcion medible entre
los espacios medibles (©2, F) y (R, B(R)), o simplemente que es F-medible. Mediante
una de estas funciones uno puede pensar que el azar no escoge elementos de €2 como
resultados del experimento aleatorio, sino niimeros reales. Las operaciones bésicas de
suma, diferencia, producto y cociente (cuando existe) de v.a.s producen v.a.s. Procesos
limite de v.a.s (cuando existen) resultan también ser v.a.s.

El espacio medible (R, B(R)) puede convertirse en un espacio de probabilidad con
la ayuda de una variable aleatoria X de la siguiente manera. Para cada B € B(R) se
define Px(B) = P(X~!B). La funcién Px resulta ser una medida de probabilidad
sobre B(R). Se le llama la distribucion de X, y encierra en ella toda la informacién
probabilistica de X. Equivalentemente se estudia la funcién F(z) : R — [0, 1] dada
por F(z) = P(X < z) y llamada funcidn de distribucién. Por ejemplo, la variable X
tiene una distribucién normal o gausiana con pardmetros p y o2 > 0 si su funcién de
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distribucion es
e~ (u=p)?/20% 4

* 1
F(z) /_oo V2ro?
En este caso se dice que X tiene distribucién N(u, 0?). De particular importancia es el
concepto de esperanza de una variable aleatoria o més generalmente de una funcion de
una variable aleatoria. Si g es una funcién real de variable real tal que la composicién
g(X) es una variable aleatoria, entonces se define la esperanza de g(X) como sigue

B(o(x) - | " g(@)dF (),

—0o0

en donde F(z) es la funcién de distribucién de X y la integral involucrada es una
integral de Riemann-Stieltjes sobre la cual se asume su existencia. En particular,
cuando g(z) = z se obtiene la esperanza de X denotada por E(X) y cuando g(z) =
(r — E(X))? entonces se obtiene la varianza de X denotada por Var(X). Para la
distribucién normal mencionada antes puede demostrarse que E(X) = py Var(X) =
o2

Maés generalmente, la esperanza condicional de una variable aleatoria integrable X,
dada una sub-o-algebra G C F, es una variable aleatoria, denotada usualmente por
E(X]G), que es integrable, G-medible y satisface la igualdad

/GE(X|g)dP:/GXdP,

para cualquier G € G. Estas tres propiedades caracterizan de manera unica (en el
sentido casi seguro) a la esperanza condicional. Particularmente haremos uso de las
siguientes propiedades. Si X es G-medible entonces X mismo cumple con la definicién
de esperanza condicional y por lo tanto E(X|G) = X. Por otro lado también usaremos
el hecho de que si X es independiente de G entonces la esperanza condicional E(X|G)
es la constante F(X).

El siguiente concepto de nuestro interés es el de proceso estocastico. Un proceso
estocdstico es una coleccién de variables aleatorias {X; : t € T} parametrizada por
un conjunto T, usualmente interpretado como un conjunto de tiempos y llamado
naturalmente espacio parametral. Se dice que el proceso es a tiempo discreto en caso
de que el conjunto de indices T sea un conjunto discreto, por ejemplo T = {0,1,2,...}.
En este caso el proceso consiste de una sucesién de variables aleatorias. En cambio
se dice que el proceso es a tiempo continuo cuando T consiste de un subintervalo
de R, por ejemplo T = (a,b). En lo sucesivo consideraremos procesos en donde las
v.a.s toman valores en R y el espacio parametral T es el intervalo [0, 00). Un proceso
estocastico es entonces una funcién de dos variables

X :[0,00) x 2 =R

tal que para cada t > 0, la funcién w — X;(w) es una variable aleatoria, mientras que
para cada w en €, la funcién t — X;(w) es una trayectoria del proceso. En principio
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no hay ninguna condicién sobre estas trayectorias, pueden ser continuas o no serlo,
aunque una hipdtesis comin es suponer trayectorias cadlag, es decir, continuas por la
derecha con limite por la izquierda. Por simplicidad denotaremos un proceso por X;
anteponiendo tal adjetivo para evitar confusiones. Revisamos a continuacién algunos
conceptos técnicos generales relativos a procesos estocdsticos.

Una familia (F3)¢>0 de o-dlgebras es una filtracion si para 0 < s < ¢, se cumple
Fs CFy C F. Alespacio (2, F, P, (Ft)t>0) se le llama espacio de probabilidad filtrado.
Cuando X; es Fi-medible para cada t > 0 entonces se dice que el proceso es adaptado
a la filtracién. Todo proceso estocédstico X; determina una filtracion natural dada por
Fi = o{X; : 0 < s <t}. Claramente todo proceso es adaptado a su filtracién natural.
En este caso a la o-algebra F; se le interpreta como la “historia” del proceso al tiempo
t, pues en ella se encuentran todos los posibles eventos o sucesos que el proceso haya
tenido hasta ese momento. Adicionalmente se dice que una filtracién es continua por
la derecha cuando Fyy = ﬂs>t F, coincide con Fy.

Es de utilidad también conocer alguna nocién de igualdad entre procesos estocasti-
cos. Dos procesos X; y Y; son equivalentes, o también se dice que uno es una version
(o modificacion) del otro, si para cada t > 0 se cumple P(X; = Y;) = 1. Un tipo de
igualdad més fuerte establece que los procesos son indistinguibles si

P(X: =Y; paracadat > 0) = 1.

Esto significa que con probabilidad uno las trayectorias de los dos procesos son idénti-
cas. Claramente la indistinguibilidad es mas fuerte que la equivalencia. Sin embargo,
cuando los procesos son continuos, es decir, cuando sus trayectorias son funciones
continuas del parametro, ambas nociones de igualdad coinciden.

Una caracteristica importante que cumplen algunos procesos es la de tener incre-
mentos independientes. Esta propiedad, que usaremos més adelante, puede escribirse
de la siguiente forma. Para cualesquiera tiempos ty < t; < --- < t,, las variables
incremento X;, — Xi,,..., X, — X, , son independientes, es decir, la funcién de
distribucién conjunta de todas ellas coincide con el producto de las funciones de dis-
tribucion individuales. Finalmente, para concluir esta breve seccién mencionaremos a
continuacién dos tipos de procesos de conocida relevancia.

Un proceso estocastico X; es de Markov (Markov, 1906) si para cada 0 < s <ty
A € B(R), con probabilidad uno se cumple

P(X; € A|F,) = P(X, € AX,).

Esta igualdad establece que el estado del proceso al tiempo futuro ¢ > s es indepen-
diente del pasado (tiempos antes de s) dado el estado del proceso al tiempo presente
s > 0. Esta propiedad es equivalente a la que exhiben los sistemas dindmicos deter-
ministas, cuya evoluciéon queda perfectamente determinada una vez que se establece la
ley de movimiento y un estado inicial del sistema, no influyendo lo sucedido antes del
estado inicial. Un proceso de Markov determina por tanto una funcién de probabilidad
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de transicién dada por
p(s,z,t, A) = P(X; € Al X = ),

endonde 0 < s <t,z€RyAe B(R).Esta funcién de cuatro variables proporciona la
probabilidad de que el proceso se encuentre en A al tiempo ¢ dado que se encontré en
el estado x en un tiempo anterior s. Inversamente, dada una funcién de transicién de
esta forma (junto con algunas hipétesis adicionales) y una distribucién de probabilidad
inicial, es posible construir un proceso de Markov cuya funcién de transicién es la dada.

Otro ejemplo de proceso estocdstico de interés es aquel conocido con el nombre de
martingala. Un proceso X; es una martingala (Lévy) si es adaptado, integrable y para
0 < s <t, con probabilidad uno se cumple

(1) E(X:|Fs) = Xs.

Las martingalas son procesos que estan relacionados con los juegos justos. Si X; re-
presenta la fortuna de un jugador que apuesta continuamente entonces la igualdad
anterior se interpreta del siguiente modo. En promedio la fortuna del jugador al tiem-
po t dada toda la historia del juego hasta el tiempo s < t es la fortuna del jugador al
tiempo s, es decir, el juego es justo pues el jugador en promedio no pierde ni gana.
Cuando en lugar de (1) se cumple E(X;|F,) < X, se dice el proceso es una super-
martingala (juego desfavorable al jugador pues en promedio su fortuna disminuye).
En caso de la desigualdad contraria el proceso es una submartingala (juego favorable
al jugador).

El clasico libro de Karlin y Taylor [8] constituye una excelente referencia general
sobre el tema de los procesos estocésticos. En la siguiente secciéon estudiaremos muy
brevemente el proceso estocastico de trayectorias continuas que posiblemente pueda
considerarse de mayor importancia.

2. MOVIMIENTO BROWNIANO

El fenémeno natural conocido ahora como movimiento Browniano tiene una larga
e interesante historia. El primer registro, aunque no asi la primera observacion del
fenémeno, data de 1828 (véase [1]) cuando el botdnico Robert Brown reporté en una
revista cientifica que granos de polen suspendidos en una cierta substancia y vistos
a través de un microscopio, realizaban un movimiento irregular e inexplicable. Este
extrano movimiento fue objeto de muchas discusiones, y muy diversas hipétesis fueron
formuladas en ese entonces con la intencién de dar una explicacién al fenémeno obser-
vado. Hoy en dia este movimiento es entendido y explicado a través de las multiples
colisiones aleatorias de las moléculas del liquido con los granos de polen. Llegar a
tal aseveraciéon tomé muchos anos pues debié aceptarse la teoria cinético molecular
de la materia, y el seminal trabajo de Einstein de 1905 sobre el movimiento Brow-
niano [4] contribuyé decididamente a tal tarea. Las observaciones reales y directas
del movimiento de los granos de polen u otras particulas sugieren que el fenémeno
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satisface las siguientes propiedades: (a) El movimiento es continuo. (b) Parece te-
ner desplazamientos independientes en intervalos de tiempo disjuntos. (¢) Debido al
gran nimero de colisiones del grano de polen con las moléculas circundantes en lon-
gitudes de tiempo no pequenos, y teniendo en cuenta el teorema del limite central,
los incrementos pueden modelarse como variables aleatorias gausianas.

La estructura matemadtica de un proceso estocdstico, es decir una coleccion de
variables aleatorias {B; : t > 0}, ha resultado exitosa para modelar este tipo de
fenémenos. La variable B; puede entonces interpretarse como la posicion de una
particula Browniana al tiempo t. La definicién matematica, en el caso unidimensional,
es la siguiente.

Definicién 2.1. Un movimiento Browniano estandar unidimensional es un proceso
estocdstico {B; : t > 0} tal que

1. By = 0 casi seguramente.

2. Las trayectorias t — By son continuas.

3. El proceso tiene incrementos independientes.

4. La variable By — By tiene distribucién N(0,¢ — s) para 0 < s < t.

Las condiciones que aparecen en esta definiciéon son consecuencia directa de las
observaciones del fenémeno fisico, pero ello no garantiza que tal objeto matematico
exista. En 1923 el matemédtico norteamericano Norbert Wiener demostro la existencia
de un proceso con tales condiciones. Es por esta razén que a menudo a este proceso
también se le llama proceso de Wiener y se le denota también por {W; : t > 0}.
En sentido estricto el movimiento Browniano es el fenémeno fisico mientras que su
modelo matematico es el proceso de Wiener, aunque es comtn llamar a ambas cosas
por el mismo nombre: movimiento Browniano.

FIGURA 2. Norbert Wiener (Estados Unidos, 1894-1964). Fuente:
Archivo MacTutor, St. Andrews.
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Se tiene entonces que cada variable aleatoria B; tiene distribucién N(0,¢) y por lo

tanto F(B;) = 0 y Var(B;) = E(B?) = t. En particular para 0 < s < t se cumple
E|B; — Bs|* =t - s.

& Bt

FicurA 3. Una trayectoria Browniana.

El movimiento Browniano fisico se presenta en tres dimensiones y es completamente
erratico. En la Figura 3 puede apreciarse una posible trayectoria Browniana cuando
ésta se proyecta sobre una de sus coordenadas. Este movimiento tiene muchas pro-
piedades y conexiones con otras ramas de las matematicas, por ejemplo es un proceso
de Markov y es también una martingala continua. Es interesante también mencionar
que casi todas sus trayectorias son no diferenciables en ningtin punto, las trayectorias
Brownianas son entonces ejemplos de funciones, otrora consideradas extranas, que son
continuas pero no diferenciables en ningin punto. También puede demostrarse que
sobre un intervalo de tiempo finito [a, b], casi todas las trayectorias tienen variacién
no acotada. Esto es,

n—1
sup E |Bt,,., — B, | = o0,
A o

en donde A es una particién a = top < t; < --- < t, = b del intervalo [a,b]. Es-
ta propiedad es particularmente importante en el presente trabajo pues tiene como
consecuencia el hecho de que no se pueden usar las trayectorias Brownianas como
integradores en el sentido de Riemann-Stieltjes. Por otro lado puede demostrarse que
la variacién cuadratica sobre [a, b] es
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Z=b-a.

n—1
sup E |Bti+1 - Bti
A i=1

Otro de los muchos resultados interesantes del movimiento Browniano es el teorema
de caracterizacién de Paul Lévy que establece que un proceso cualquiera {X; : t > 0}
es un movimiento Browniano si y sélo si tiene trayectorias continuas, empieza en
cero, y tanto {X; : t > 0} como {X? —t : t > 0} son martingalas. A través de
este resultado o directamente de la definicién, puede demostrarse que los siguientes
procesos son versiones del movimiento Browniano: a) X; = %Bczt con ¢ > 0 constante,
b) Xy =tX,, parat >0, con Xog=0,c) Xy =By, — B con s >0 fijo.

El lector interesado puede encontrar una muy interesante y motivadora exposicién
histérica sobre el descubrimiento del movimiento Browniano en el excelente libro de
Edward Nelson [12], ahora disponible en la red en formato electrénico en la pagina
web del autor. Para una primera introduccién a algunos aspectos matematicos del
movimiento Browniano puede consultarse por ejemplo [8].

3. INTEGRACION ESTOCASTICA

Esta seccién es la parte central de nuestro trabajo y la intencién es definir la
integral de It6 de un proceso estocéstico {X; : 0 < ¢ < T'} respecto del movimiento
Browniano, es decir, una integral de la forma

(2) /0 ' XdB;.

Llevar a cabo tal tarea nos conducird a enunciar sin demostracién algunos resultados
técnicos pero los esfuerzos tendréan su recompensa hacia el final del trabajo en donde
haremos necesariamente uso de este tipo de integrales. Igualmente la justificacién para
desear definir integrales de la forma (2) se volvera evidente mas adelante. Se define (2)
en varios pasos. Primero para procesos simples y después, por aproximacién, para
procesos mas generales. Consideraremos entonces como elementos iniciales un espacio
de probabilidad (€2, F, P) y un movimiento Browniano estdndar unidimensional { B :
t > 0} junto con su filtracién natural (F3)¢>0. Asumiremos que el proceso {X; : 0 <
t < T} visto como funcién X : Q x [0,T] — R es Fr ® B[0, T]-medible, y es ademas
adaptado, es decir, para cada ¢ en [0, 7], la funcién X; :  — R es Fy-medible.

Denotaremos por L2(P) al espacio vectorial de variables aleatorias X que son
cuadrado integrables, es decir, que cumplen la condicién

1X] 22y = (BIX[*)Y? < co.
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La funcién X + |[|X||r2(p) define una norma' en L?(P) y este espacio es completo
respecto de esta norma, es decir, es una espacio de Banach. Esto quiere decir que toda
sucesién de Cauchy en este espacio tiene limite en él.

En lo que resta del trabajo consideraremos procesos con espacio parametral el
intervalo [0,7] con T' > 0 fijo. También denotaremos por L?*(P x dt) al espacio de
Banach de procesos {X; : 0 < ¢ < T} que cumplen la condicién

T
X L2 = (E / 1X,2d8) V2 < oo,
0

Paso 1: Integral para procesos simples. Sea 0 =ty <t; < - - <t,_1 <t, =
T una particién finita del intervalo [0, 7). Un proceso estocdstico simple es un proceso
de la forma

n—1
Xt = ZXk : 1[tk,tk+1)(t)7
k=0

en donde X% es una variable aleatoria Fi-medible y cuadrado integrable. La ex-
presién 1, 3)(t) corresponde a la funcién indicadora del intervalo [a, b). Un proceso
simple es entonces un proceso “constante” por pedazos con trayectorias cadlag, y
las condiciones solicitadas garantizan que el proceso es adaptado y tiene trayectorias
cuadrado integrables. Denotaremos por H3 al espacio vectorial de todos los procesos
estocasticos simples. La integral estocastica de It6 de un proceso simple X respecto
del movimiento Browniano, denotada por I(X), se define entonces naturalmente como
la variable aleatoria

n—1

T
I(X):ZXk(BtkH_Btk):/o X, dBs.
k=0

Observe que esta integral es una variable aleatoria integrable pues es evidente que

su esperanza es cero. Ademads es cuadrado integrable y cumple la siguiente igualdad
fundamental llamada isometria de Ito,

3) (X)) 2Py = I X L2(Pxat)-

1Una norma es una funcién real denotada regularmente por ||-|| y definida sobre un espacio lineal
que cumple: |[z][ > 0, |[z]] = 0 &z =0, ||z +y[| <|lz[| + [|yl| v [laz|| = [||]]]-
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En efecto, si ABy denota la diferencia By, ., — By, , y Aty = tp41 — tx entonces

n—1
X2y = B X*(Biiy — Bi)l?)
k=0

n—1
= E()_ X'X*AB;AB)
4,k=0
n—1
= EQ_(XM*(AB?)
k=0
n—1
= Y E(X*)?At,
k=0

T
- B / X, i)

- ||X||%2(P><dt)'

Hemos usado el hecho de que X}, es F;, -medible y teniendo el movimiento Browniano
incrementos independientes, las variables X y A By, resultan ser independientes. Esta
igualdad juega un papel primordial en la definicién de integral estocastica como se
vera mas adelante. La integral estocédstica asigna entonces a cada elemento del espacio
H2 una variable aleatoria dentro del espacio L?(P). De esta forma se tiene el mapeo
lineal I : HZ — L?(P), que resulta ser continuo por la isometria de Ito.

Paso 2: Extension por aproximacién. Ahora extendemos la integral estocédstica
a procesos un poco mas generales. Sea H? el espacio de todos los procesos {X; : 0 <
t < T} medibles y adaptados tales que

T
E(/ | X¢|%dt) < oo.
0

El espacio ‘H? resulta ser un subespacio lineal cerrado de L?(P x dt). Observe que la
tnica diferencia entre estos dos espacios es que a los elementos de H? se les pide que
sean medibles y adaptados. Claramente todo proceso simple es un elemento de H?2.
Tenemos entonces la contencién de espacios H3 C H2 C L*(P x dt), en donde puede
probarse que H3 es denso en H? respecto de la norma en L?(P x dt). Esto significa
que para cualquier proceso X en H? existe un sucesién de procesos X* en HZ tales
que

(4) lm || X — X*||2(pxar) = 0.
k—o0
Este procedimiento de aproximacién puede llevarse a cabo de la siguiente forma.

Mediante la técnica de truncacién todo proceso en H? puede ser aproximado por un
proceso acotado. A su vez todo proceso en H? que es acotado se puede aproximar por
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procesos acotados y continuos. Y éstos a su vez se aproximan por procesos simples de
la forma

Z th . l[tj7ttj+1 ) (t)7
j=0

en donde 0 = ¢y < t1 < -+ < tp_1 < t, = T una particién finita de [0,7]. Los
detalles completos de esta sucesién de aproximaciones pueden encontrarse en [13].
Por la isometria de Itd, la sucesiéon I(X*) es una sucesién de Cauchy en el espacio
L?(P) pues

I1(X*) = (X L2(p)

IT(X* = XD)|L2(p)
= |IX* = X[ L2(pxan)
1X = XM L2pwary + [1X — X L2(pxar)-

N

Debido a (4) la dltima expresién puede hacerse tan pequeiia como se desee tomando
indices k y [ suficientemente grandes. Entonces de manera natural se define, para cada
X en H?,
I(X) = lim I(X%),
k—o0

en donde el limite debe entenderse dentro del espacio L2(P). Esto significa que la
variable aleatoria I(X) es un elemento de L2(P) y es tal que lim, .. |[I(X) —
I(X")||r2(py = 0. No es dificil verificar que tal definicién es correcta en el sentido
de que el limite no depende de la sucesién aproximante. La isometria de Ito y la
propiedad de esperanza nula se cumplen también para procesos en H?2. De esta forma
tenemos ahora el mapeo lineal y continuo I : H2 — L?(P).

Paso 3: La integral como un proceso. Hagamos ahora una pequena extension.
Para cada t en [0,T] y para X en H? se define

T t
It(X):/ Xs-l[o,t](s)dBS:/ X.dB,.
0 0

Esto permite ver a la integral estocédstica no como una variable aleatoria sino como
un proceso. Es claro que tal proceso no es necesariamente continuo sin embargo puede
demostrarse que existe una versién continua de él, y que esa versién es una martingala
respecto de la filtracién natural del movimiento Browniano. Denotaremos por el mismo
simbolo a tal martingala continua.

Paso 4: Extension por localizacién. Mediante un procedimiento llamado de
localizacién es posible extender la definicién de integral de It6 a procesos medibles y
adaptados que cumplen la condicién mas relajada

T
P(/ | X |?dt < 00) = 1.
0

2

e €l espacio de todos estos procesos. Este procedimiento de lo-

calizacién hace uso de tiempos de paro. Los tiempos de paro relativos a una filtracién

Denotaremos por £
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(Fi)i>0 son variables aleatorias 7 : Q — [0, 00] tales que para cada ¢ > 0, el evento
(7 <t) pertenece a F;. Cuando la filtracién es continua por la derecha, la condicién
anterior es equivalente a (7 > t) € F;. El nuevo espacio El?oc contiene a H? y es tal
que para cada proceso X en ‘Cl200 existe una sucesién creciente de tiempos de paro
{mn :n > 1} tal que X; - Lr>0) € H? en donde 7, /T cuando n crece a infinito. Se
define entonces la integral estocéastica

n—oo

T
/ X dB = lim X [07,5](8) . I(THZt)(W)st-

Nuevamente es posible demostrar que tal limite existe, que existe una versién continua
de tal limite, y que es independiente de la sucesion de tiempos de paro localizante.
En este caso la integral ya no es una martingala sino una martingala local, es decir, el
proceso Iiar, (X) es una martingala para cada natural n. En particular, para cualquier
funcién continua f el proceso {f(B:) : 0 < t < T} tiene trayectorias continuas y
acotadas, por lo tanto es un elemento de £, y tiene sentido la expresién

/0 ' f(B.)dB.

Finalmente mencionaremos que es posible demostrar la integral anterior puede ser
calculada mediante el siguiente limite cuya convergencia es valida en probabilidad

t n—1
(5) | 1BydB. = Y 3 505, - B,
=0

Con esto concluimos la serie de ideas generales bajo las cuales puede construirse la in-
tegral de It6. Las demostraciones de algunos detalles técnicos que hemos simplemente
mencionado se pueden encontrar en [14]. El esquema simplificado del procedimiento
seguido para definir la integral estocdstica se ilustra en la Figura 4.

1
M3 L*(P)
Aproximacién :
v
1
H? L*(P)
Localizacion
A\
1
Lf,e L*(P)

FiGURA 4. Diagrama para la definicién de la integral estocéstica.
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Ejemplo. Con la ayuda de (5) calcularemos la integral estocdstica

t
/ BsdB;.
0

Sea 0 =ty <ty <---<t, =tuna particién uniforme de [0, t], es decir t;11 —t; = 1/n.
Usando la identidad

alb—a) = %(b2 —a?) — %(a—b)2

se obtiene

n—1

t
/ BB, = lim » By (B, —B,)
0 n—0o0 =0
n—1 1 1
- nh_{go 2[5(31521+1 - BtQj) o §(Btj+1 - Btj)Q]
j=0
1 1
= -B?__t.
27t 2

Observe que el primer término del lado derecho corresponde a las reglas de integracién
usual. El término adicional se conoce como la correccion de Ité.

Ahora veamos el cambio en la solucién cuando modificamos ligeramente la forma
de calcular la integral, al hacer la evalucion del integrando en el extremo derecho de
cada subintervalo. Observe que en este caso el proceso a integrar ya no es adaptado
y por lo tanto queda fuera de la teoria desarrollada antes. Usando la identidad

b(b—a) = %(zﬁ —a%) + %(a—b)z

se obtiene

n—1

t
/ BB, = lim » By, (B, — By)
0 n—o0 iz
n—1 1 1
- nh_{go Z[i(BtQjJrl o BtQj) + §(Btj+1 - Btj)Q]
j=0
1 1
= -Bl+ -t
370t 13

El signo del segundo término cambié de negativo a positivo. Esto muestra que, a
diferencia de la integral de Riemann, la integral estocastica es sensible al punto donde
se evalua el integrando. Al considerar en cambio el promedio de las evaluaciones en
los extremos se obtiene la asi llamada integral de Stratonovich, denotada de la forma
siguiente

K 1
/ By odBs = - B}
0 2
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Observe que el término adicional de la integral de Itd ha desaparecido. La integral de
Stratonovich tiene algunas ventajas operacionales pues sigue algunas reglas usuales
del célculo integral, pero vista como proceso deja de ser una martingala.

Ficura 5. Kiyosi It6 (Japén, 1915-). Fuente: Archivo MacTutor, St. Andrews.

Propiedades de la integral. La integral estocastica de It6 cumple varias propie-
dades aunque sélo mencionaremos algunas de ellas aqui a manera de resumen de las
caracteristicas mencionadas antes. Primeramente debemos mencionar que la integral
I : £2 . — L%(P) es lineal, su esperanza es cero y se cumple la isometria de Ito

loc
t t
E |/ Xsst|2:E/ | X |%ds.
0 0

En particular, para X € H? la integral I;(X) vista como un proceso es una martingala,
es decir, es integrable, adaptado y para 0 < s < ¢, se cumple E(I;(X)|F;) = I(X).
Ademas existe una versién continua de tal proceso. En general para X € E%Oc, la
integral I;(X) ya no es una martingala sino una martingala local.

4. ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS

Una ecuacién diferencial estocastica es una ecuacion de la forma,
(6) dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt

definida para ¢ en [0,7] y con condicién inicial la variable aleatoria X que se asume
Fo-medible e independiente del movimiento Browniano. La incégnita de esta ecuacion
es el proceso X; y los coeficientes b(t, x) y o(t, ) son funciones de [0,7] x Ren R y se
conocen como los coeficientes de tendencia (drift en inglés o deriva en espaiiol) y de
difusidn respectivamente. La ecuacién diferencial (6) se interpreta como la ecuacién
integral

t t
(7) Xt:X0+/ b(s,Xs)ds+/ o (s, X.)dB,
0 0
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en donde la primera es una integral de Riemann mientras que la segunda es una
integral estocéstica de It6. Este proceso puede interpretarse como un sistema deter-
minista gobernado por la parte no aleatoria de la ecuaciéon pero perturbado por un
ruido aditivo dado por la integral estocdstica. A un proceso estocdstico de la forma (7)
se le llama proceso de Ité y para que esta ecuacién tenga alguna solucién se deben
imponer condiciones en los coeficientes. De manera anéloga al caso determinista, los
teoremas basicos de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales estocésticas
establecen que bajo ciertas condiciones de regularidad para los coeficientes b y o, la
ecuacion (6) tiene una solucién dnica, por ejemplo, si b y o satisfacen la condicién de
Lipschitz en la variable x,

|b(t, x) - b(t7 y)|2 + |J(t, x) - O—(tvy)‘Q < le - y|27
y la condicién de crecimiento en x,
[b(t, 2)|* + [o(t,2)* < K(1+ |zf?),

para alguna constante K > 0, entonces existe un proceso estocdstico X solucién de (6)
que es adaptado, continuo, uniformemente acotado en L?(P), es decir, supg«<; < E(X?)
< 00, y es ademds Unico en el sentido de indistinguibilidad. En este caso a tal solu-
cion se le llama solucion fuerte de la ecuacién. Estos teoremas basicos no establecen
la forma de encontrar la solucién a una ecuacion estocastica dada. La famosa férmula
de Ito es el resultado clave para realizar algunos de estos cdlculos. Este importante
resultado establece que si X; un proceso de Ité dado por (6) y f(t,x) es un funcién
de clase C! en t y de clase C? en x, entonces el proceso Y; = f(t, X;) es también un
proceso de Ito y satisface la ecuacion

(8) dYy = fi(t, Xe)dt + fo(t, Xi)d X + %frm(tvxt)(dXt)Qa

en donde los subindices indican derivada y (6) se substituye en (8) usando la siguiente
tabla de multiplicacion de McKean,

| x [ dt]dB |
dt 1o o
dB: || 0 | at

Observe que como las derivadas involucradas son funciones continuas las integrales
estocdsticas resultantes estdn bien definidas. Por ejemplo, si se toma f(¢,z) = %x2 y
el proceso X; = B; entonces la férmula de It6 establece que

t
1 1
B,dB, = =B? — ~t.
/0 27t 2
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Este mismo resultado habia sido obtenido antes mediante un procedimiento limite.
Veamos otro ejemplo sencillo. Para la funcién f(t,z) = %xz)’ y Xt = B; se obtiene

t 1 t
B2dB, = B} — [ Bdt.
s 3 t
0 0

t t
/ sdBs =tB; — / Bdt.
0 0

Para verificar esta formula puede tomarse el proceso X; = B; y la funcién f(¢,z) = tx.
Entonces

Un ejemplo mas,

d(f(t,B:)) = fi(t,B)dt + fo(t, By)dB; + %fzz(ta By)(dBy)?
d(tB)) = Budt +tdB,.

Integrando se obtiene la féormula enunciada.

5. DoOS MODELOS SIMPLES

Estudiamos ahora dos ejemplos importantes de ecuaciones diferenciales estocasti-
cas. El primero de ellos con aplicacién en finanzas y el otro en fisica. Estos modelos
son sencillos y podremos encontrarles soluciéon explicita.

Movimiento Browniano geométrico. Suponga que el proceso X; sigue una ley
de movimiento dada por la ecuacién estocéstica

(9) dXt = ‘UXt dt + O'Xt dBt

con condicién inicial Xg = z¢g > 0, en donde p y ¢ > 0 son constantes. Este ecuacion
es de amplio uso en finanzas para modelar el precio de algunos bienes que fluctian
siguiendo los vaivenes de los mercados financieros.

La ecuacién (9) puede interpretarse de la siguiente forma. En ausencia del término
estocdstico la ecuacién se reduce a dX; = pXidt con solucién X; = xgett. Esta
solucién representa el comportamiento de un capital inicial ¢ > 0 que crece de
manera continua y determinista a una tasa efectiva del 100 - % suponiendo p > 0 2.

Por otro lado la parte estocastica corresponde a la volatilidad de una inversion
con riesgo sujeta a las fluctuaciones de los mercados financieros. El modelo asume
que dicha variabilidad es proporcional al valor de la inversién. A mayor valor de la
inversién mayor variacion en el precio. En la Figura 6 puede apreciarse una trayectoria
de este proceso con una inversién inicial g de una unidad monetaria y con parametros
u =1y o0?=1/2. La curva creciente corresponde al crecimiento determinista de la
inversién cuando no hay aleatoriedad, es decir cuando 02 = 0. Realmente se efectuaron

2Esto es equivalente a una tasa continua o nominal del 100 - In(1 + u) %. Por ejemplo si p =0.1
entonces al final de una unidad de tiempo, el capital inicial o crecerd a xg-e”+ = xg- 1.10517092=
zo - (140.10517092) unidades monetarias.
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varias simulaciones resultando trayectorias a veces por arriba y a veces por abajo
de la curva determinista y eventualmente algtin cruce, pero se decidié mostrar la
presente pues en ella se observa que efectivamente la trayectoria estocastica sigue la
curva determinista y oscila alrededor de ella. El lector interesado en la simulacién de
ecuaciones estocasticas puede consultar el clasico y muy completo libro de Kloeden y
Platen [9].

Observe que los coeficientes de esta ecuacién satisfacen las condiciones para la
existencia y unicidad de la solucién. Es posible resolver la ecuacién (9) usando el
método de igualacion de coeficientes. Para ello se necesita encontrar una funcién
f(t,x) tal que al aplicar la férmula de It6 al proceso X; = f(t,B;) se obtenga la
ecuacién (9). Comparando entonces los coeficientes de

1
dX; = fu(t, X3)dt + fo(t, X¢)dBy + §fm(t,Xt)dt

con los de (9) se obtienen las igualdades

[Lf(t,ﬂ]‘) = ft(tvx)+%fff(t7x)7
of(t,x) = fu(t, ).

De la segunda ecuacién se obtiene que f(t,x) = exp[oz + g(t)] para alguna funcién
g(t). Substituyendo en la primera ecuacién se obtiene ¢’(t) = p — 302 cuya solucién
es g(t) = (u— 20?)t. Por lo tanto la solucién de (9) es

1
X: = xoexp|(p — 502)t + 0By

A este proceso se le llama movimiento Browniano geométrico y también se le conoce
como movimiento Browniano exponencial.
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FIGURA 6. Simulacién del movimiento Browniano geométrico.
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Proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Considere ahora la ecuacién estocéstica
(10) dX; = —aX;dt + o dB;

en donde v y o son constantes positivas. Esta ecuacién fue propuesta por Ornstein
y Uhlenbeck para modelar la variacién de la velocidad en el movimiento difuso de
una particula para tiempos pequenos. La variable X; se interpreta entonces como la
velocidad de la particula al tiempo t. La parte determinista —aX; corresponde a la
fuerza de friccién y el sumando o dB; es una perturbacién aleatoria. Encontraremos
la solucién de (10) suponiendo la condicién inicial Xg = xg. Considere una solucién
de la forma

(11) X, = a(t)zo + /O b(s)dB,],

en donde a y b son funciones diferenciables. Derivando (11) y usando la férmula de
It6 se obtiene

iX, = () + /Otb(s)st]dt+a(t)b(t)dBt

I
- Z((;) X,dt + a(t)b(t)dB,.
Comparando con (10) las funciones a y b deben entonces cumplir
a'(t)
a(t)
Suponiendo a(0) = 1 se obtiene a(t) = exp(—at) y b(t) = o exp(at). Por lo tanto el
proceso solucién de (10), llamado proceso de Ornstein-Uhlenbeck, es

= —q, a(t)b(t) = o.

t
X; = xpe” ™ + o/ e *t=9)4B,.
0

Otros modelos de ecuaciones estocdsticas y una gran variedad de aplicaciones
pueden encontrarse en el libro de Kloeden y Platen [9]. Para un estudio sistemé&tico
y detallado de estos temas pueden consultarse [3],[5],[7],[13], o [14].
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