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Resumen

Se presenta una introduccion breve y simple de la teoriawcemes diferenciales es-
tocasticas. Las ecuaciones diferenciales que se estuthanmdinarias y el término estocasti-
CO que se usa es la integral de It6 respecto del movimientwiBamo. Se presentan ademas
varios ejemplos y modelos particulares que ayudan a ddéisateointuicién y comprension
del comportamiento de la solucién a una ecuacion estoaastic

Este trabajo constituye una exposicidén elemental al tema de ecuacionéstsisa tiempo
continuo en su version mas simple. La intencién es la de proporcionar arepaaintroductorio
al tema sin buscar el contexto general o las condiciones minimas para gesulbados enunci-
ados permanezcan validos. En consecuencia la mayoria de las demoesagmmiten o bien
no se presentan con detalle. La integral estocéstica que se utiliza es lecidégbor 1t6 y se usa
ésta Unicamente respecto del movimiento Browniano.

El trabajo consta de las siguientes partes. Se inicia recordando algeasabitsicas de proba-
bilidad y procesos estocasticos. Particularmente se define el movimientaiBnowy se mencio-
nan algunas de sus propiedades. Se construye después la intdtFakdpecto de este proceso
en una serie de extensiones sucesivas. Finalmente y mediante algunds®jempdelos par-
ticulares se muestran algunos aspectos de la teoria de ecuacionegieatocas

Probabilidad, procesos estocasticos
y movimiento Browniano

En esta seccidn se revisan brevemente algunos conceptos basicobatglislad y de pro-
cesos estocasticos. En particular se estudia el movimiento Brownianajaledecrecuerda su
definicién y se enuncian sélo algunas de sus propiedades.
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Probabilidad

El modelo matematico basico de la teoria de la probabilidad es el asi llaesadoio de
probabilidad que consta de una terna orden&@a’, P) en dond&? es un conjunto arbitrario
no vacio que convenientemente puede ser interpretado como el conjutatdoddos posibles
resultados de un experimento aleatorio. Al conjufitee le llamaespacio muestraly a un el-
emento tipico de él se le denota por El segundo elemento es una coleccién no véacide
subconjuntos dé), llamadac-algebra que es cerrada bajo las operaciones de tomar comple-
mentos y uniones numerables. A los elementogdsubconjuntos d&, se les llamavento
conjuntos mediblesrinalmente el tercer elemento es una fundidnF — [0, 1], llamadamedi-
da de probabilidadque cumple los siguientes axiomas establecidos en 1933 por A. Kolmogorov:
P(Q) =1, P(A) > 0 para cualquietd en F, y P esc-aditiva, es decir, si;, Ag, ... €s una
sucesion de eventos, disjuntos dos a dos, entonces

P(|J An) =D P(4y).
n=1 n=1

Las leyes del azar estan representadas por las distintas medidas deiljptat existentes. El
numeroP(A) es una medida de feecuenciacon la que se observa el evept@uando se realiza
el experimento aleatorio. Todo lo que se mencione en este trabajo tiene donetuea base un
espacio de probabilidad?, F, P). A la pareja(2, F) se le llamaespacio medibleEn particular,
si B(R) denota las-algebra méas pequefia que contiene a todos los intervalos abieri®s de
entonces se tiene el espacio medifdke 5(R)). A los elementos de la-algebraB(R) se les
llamaBorelianoso conjuntos Borel medibles

Podemos ahora recordar el concepto ubicuo/aigable aleatoria Una variable aleatoria
(v.a.) es una funciéX : Q2 — R que transforma a los elementos@&n nimeros reales y es tal
que para cualquier conjunto Boreliafibse cumple queX ~!(B) es un elemento d&. En este
caso también se dice qué es undguncion medibl€Q2, ) — (R, B(R)), o simplemente que es
F-medible. Mediante una de estas funciones uno puede pensar que @b &&oge elementos
de) como resultados del experimento aleatorio, sino nimeros reales. Lasiopes basicas de
suma, diferencia, producto y cociente (cuando existe) de v.a.s produacs. Procesos limite de
variables aleatorias (cuando existen) resultan también ser v.a.s.

El espacio medibl¢R, B(R)) puede convertirse en un espacio de probabilidad con la ayuda
de una variable aleatorid de la siguiente manera. Para cada conjunto Boreliarse define
la funcion Px (B) = P(X~!B), que resulta ser una medida de probabilidad s#iie). Se le
llama ladistribuciénde X, y encierra en ella toda la informacion probabilisticaXdeDe manera
equivalente puede estudiarseflacion de distribuciérde X definida porF'(z) = P(X < x)
para cualquier numero real Por ejemplo, la variabl& tiene una distribuciénormalo gausiana
con parametrog € (—oo, 00) y o2 € (0, 00) si su funcién de distribucion es

z 1
F(z) = / w207 gy,
0o V2mo?
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En este caso se dice gietiene distribucion Ny, o2). De particular importancia es el concepto
deesperanzale una variable aleatoria 0 mas generalmente el de esperanza de uda denena
variable aleatoria. Sy es una funcién real de variable real tal que la composig{df) es una
variable aleatoria, entonces se define la esperangéXecomo sigue

E(g(X)) = / " g@)dF (),

—00

en dondeF'(z) es la funcion de distribucion d& y la integral indicada es una integral de
Riemann-Stieltjes, sobre la cual se asume su existencia. Véase por ejehpam[8na exposi-
cion de este tipo de integrales en el contexto de la teoria de la probabilidpdrtiemilar, cuando
g(z) = =, se obtiene la esperanza #edenotada poE (X ), cuandog(z) = (x — E(X))?, se
obtiene la varianza d& denotada por V&X'). Para la distribucion normal mencionada antes
puede demostrarse qi& X ) = u 'y Var(X) = o2.

Mas generalmente, lasperanza condicionale una variable aleatoria integrable dada
una subs-algebrag C F, es una variable aleatoria, denotada usualmentépdar|G), que es
integrable G-medible y satisface la igualdad

/GE(X|g)dP:/GXdP,

para cualquiel? enG. Estas tres propiedades caracterizan de manera Unica, en el sestido ca
seguro, a la esperanza condicional. En particular cuando la integesioarse realiza sobre la
totalidads? se obtiene la igualdad

E(E(X]9)) = E(X).

CuandoX esG-medible sucede qu& mismo cumple con la definicion de esperanza condicional
y por la unicidad se tiene qug(X|G) = X. Por otro lado también usaremos el hecho de que si
X es independiente dgentonces la esperanza condiciohdlX |G) es la constant&(X).

Procesos estocasticos

El siguiente concepto de nuestro interés es el de proceso estocasticeste modelo se
pretende representar la evolucion aleatoria de un sistema a lo largo del.tidmpmceso es-
tocasticoes una coleccién de variables aleatofias : ¢t € T} parametrizada por un conjuriiy
usualmente interpretado como un conjunto de tiempos y llamado naturalmentie gspame-
tral. Se dice que el proceso agiempo discret@n caso de que el conjunto de parametros sea
un conjunto discreto, por ejempl® = {0,1,2,...}. En este caso el proceso consiste de una
sucesion de variables aleatorias. Se dice en cambio que el procasie®po continu@uando
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el conjunto de parametros consiste de un subinterval®, g@r ejemplol’ = (a,b). En lo suce-
sivo consideraremos procesos en donde las variables aleatorias talmas veales y el espacio
parametral es el interval0, o). Un proceso estocastico es entonces una funcién de dos variables

X :[0,00) x Q — R,

tal que para cada > 0, la funcibnw — X;(w) es una variable aleatoria, mientras que para
cadaw en(, la funciont — X, (w) es unarayectoriadel proceso. En principio no hay ninguna
condicién sobre estas trayectorias, pueden ser continuas o no saedagauna hipétesis comuan
es suponer trayectoriaadlag', es decir, continuas por la derecha con limite por la izquierda. Por
simplicidad denotaremos un proceso pgr anteponiendo tal adjetivo para evitar confusiones.
Revisamos a continuacion algunos conceptos técnicos generales sagtiaresos estocasticos.
Una familia des-algebrag 7;):>o es undiltracion si para0 < s < ¢, se cumpleF, C F; C
F. Al espacio(2, F, P, (Fi)+>0) se le llamaespacio de probabilidad filtraddCuandaX; esF;-
medible para cada> 0 entonces se dice que el proces@adaptadoa la filtracion. Todo proceso
estocésticaX; determina undiltracion naturaldada porF; = o{X;, : 0 < s < t}. Claramente
todo proceso es adaptado a su filtracién natural. En este caso-@dabraF; se le interpreta
como la “historia” del proceso al tiempppues en ella se encuentran todos los posibles eventos o
sucesos que el proceso haya tenido hasta ese momento. Adicionalmeateggeedina filtracion
es continua por la derecha cuanBig. = (., F, coincide conf;.
Es de utilidad también conocer alguna nocién de igualdad entre procésusstisos. Se dice
gue dos procesao¥; y Y; sonequivalenteso también que uno es uwnarsion(o modificacion
del otro, si para cada> 0 se cumpleP(X; = Y;) = 1. En tal caso se dice que la variabte
es igual a; casi seguramentg se escribeX; = Y; c.s.Un tipo de igualdad mas fuerte establece
gue los procesos sondistinguiblessi

P(X; =Y, paracada > 0) = 1.

Esto significa que con probabilidad uno las trayectorias de los dos psoses idénticas. Clara-
mente la indistinguibilidad es mas fuerte que la equivalencia. Sin embargalcclosnprocesos
son continuos, es decir, cuando sus trayectorias son funcionesuamntiel parametro, ambas
nociones de igualdad coinciden.

Una caracteristica importante que cumplen algunos procesos es la dantegeentos in-
dependientesEsta propiedad, que usaremos mas adelante, puede escribirse déelatesifu-
ma: Para cualesquiera tiempos= tp < t; < --- < t,, las variables increment&; , X;, —
Xtos - -, Xt,, — Xt,,_, son independientes, es decir, la funcion de distribucion conjunta de to-
das ellas coincide con el producto de las funciones de distribucién indies. Finalmente, para

!Del francéscontinuex droite, limitea gauche.
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concluir esta breve seccién mencionaremos a continuacion dos tiposcdsgsale reconocida
importancia.

Un proceso estocastice; esde Markov(Markov, 1906) si para cada< s <ty A € B(R),
con probabilidad uno se cumple

P(X, € A|F,) = P(X; € A| X,).

Esta igualdad establece que el estado del proceso al tiempo futtire es independiente del
pasado (tiempos antes decuando el estado del proceso al tiempo preseeconocido. Esta
propiedad es equivalente a la que exhiben los sistemas dinamicos determiniggasvolucion

gueda perfectamente determinada una vez que se establece la ley de mowmientdstado

inicial del sistema, no influyendo lo sucedido antes del estado inicial. Ustepoode Markov

determina por tanto una funcion de probabilidad de transicién dada por

p(s,z,t,A) = P(X; € A| X5 = x),

endonded) < s < t,z € Ry A € B(R). Esta funcion de cuatro variables proporciona la
probabilidad de que el proceso se encuentre en el conjuatdiempot dado que se encontré en

el estador en un tiempo anterios. Inversamente, dada una funcién de transicion de esta forma
(junto con algunas hipoétesis adicionales) y una distribucion de probabihiadl, es posible
construir un proceso de Markov cuya funcion de transicion es la dada.

Otro ejemplo de proceso estocastico de interés es aquel conocido camktalende martin-
gala. Un procesd; es unamartingala(Lévy) si es adaptado, integrable y pa@ra s < ¢, con
probabilidad uno se cumple

E(Xt|~7:s) = X;. (1)

Las martingalas son procesos que estan relacionados con los jueges $ugfp representa la
fortuna de un jugador que apuesta continuamente entonces la igualdador aaténterpreta del
siguiente modo. En promedio la fortuna del jugador al tiethgada toda la historia del juego
hasta el tiempa < ¢ es la fortuna del jugador al tiempo es decir, el juego es justo pues el
jugador en promedio no pierde ni gana. Cuando en lugar de (1) se cflgF;) < X,

se dice que el proceso es us@permartingalase trata entonces de un juego desfavorable al
jugador pues en promedio su fortuna disminuye. En caso de la desigealtadria el proceso

es unasubmartingalajuego favorable al jugador. Cuando se toma esperanza en la ec(Bcion
se obtieneF)(X;) = E(X;). Esto quiere decir que todas las variables aleatorias que conforman
una martingala tienen la misma esperanza. En particular, si la variable al@stoalaX es cero
entonces”(X;) = 0 para cualquiet > 0. Estas observaciones sencillas sobre martingalas seran
usadas mas adelante.

El clasico libro de Karlin y Taylor [11] constituye una excelente refei@general e intro-
ductoria sobre el tema de los procesos estocasticos. En la siguientensstcidiaremos muy
brevemente el proceso estocastico de trayectorias continuas querpesitdgpueda considerarse
de mayor importancia.
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Movimiento Browniano

El fendmeno natural conocido ahora como movimiento Browniano tiene ugea deintere-
sante historia. El primer registro, aunque no asi la primera observagidardmeno, data de
1828 (vease [1]) cuando el botanico Robert Brown reporto en ewmiata cientifica que granos
de polen suspendidos en una cierta substancia y vistos a través de uscopdoprealizaban un
movimiento irregular e inexplicable. Este extrafio movimiento fue objeto de mudwsibnes,
y muy diversas hipétesis fueron formuladas en ese entonces con ladntetlecdar una expli-
cacion al fenémeno observado. Hoy en dia este movimiento es entendighcpda a través de
las multiples colisiones aleatorias de las moléculas del liquido con los granotede ldegar a
tal aseveracién tomé muchos afios pues debid aceptarse la teoria cinéticalanale la materia,
y el seminal trabajo de Einstein de 1905 sobre el movimiento Browniano fiiboyo decidi-
damente a tal tarea. Las observaciones reales y directas del movimiensoggarios de polen u
otras particulas sugieren que el fenémeno satisface las siguientesipdgsie(a) EI movimiento
es continuo. (b) Parece tener desplazamientos independientes erlastderdiempo disjuntos.
(c) Debido al gran nimero de colisiones del grano de polen con las madéirdandantes en
longitudes de tiempo no pequefios, y teniendo en cuenta el teorema del linigd, d@s incre-
mentos pueden modelarse como variables aleatorias gausianas.

La estructura matematica de un proceso estocastico, es decir una coldeciamiables
aleatorias{B; : t > 0}, ha resultado exitosa para modelar este tipo de fendmenos. La vari-
able B; puede entonces interpretarse como la posicién de una particula Browahigerapot.

La definicibn matemética, en el caso unidimensional, es la siguiente.

4 N

Definicion 1 Un movimiento Browniano estandar unidimensional es un proceso es-
tocastico{ B; : t > 0} tal que

a) By = 0 casi seguramente.
b) Las trayectoriag — B; son continuas.
c) El proceso tiene incrementos independientes.

d) LavariableB; — B; tiene distribucionV(0,¢ — s) para0 < s < t.

. /

Las condiciones que aparecen en esta definicion son consecuercia die las observa-
ciones del fenémeno fisico, pero ello no garantiza que tal objeto matemaitita. &n 1923 el
matematico norteamericano Norbert Wiener demostro la existencia de us@ooretales condi-
ciones. Es por esta razén que a menudo a este proceso también se fedeasa de Wienerse
le denota también pdiV; : t > 0}. En sentido estricto el movimiento Browniano es el fenédmeno
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fisico mientras que su modelo matematico es el proceso de Wiener, aunquraleslamar a
ambas cosas por el mismo nombre: movimiento Browniano. Se tiene entonaesdqueariable
aleatoriaB, tiene distribucionN (0,t) y por lo tantoE(B;) = 0y Var(B;) = E(B?) = t. En
particular pard < s < t se cumpleF| B; — Bs|? = t — s. También haremos uso de la identidad
E|B; — Bg|* = 3(t — 5)? para0 < s < t.

El movimiento Browniano fisico se presenta en tres dimensiones y es completamatico.
En la siguiente figura puede apreciarse una posible trayectoria Branaiando ésta se proyecta
sobre una de sus coordenadas.

Bf(bd)

Una trayectoria del movimiento Browniano unidimensional.

Este movimiento tiene muchas propiedades y conexiones con otras ramasriddasiti-
cas, por ejemplo es un proceso de Markov y es también una martingala eolfinteresante
también mencionar que casi todas sus trayectorias son no diferenciabié@syén punto, las
trayectorias Brownianas son entonces ejemplos de funciones, otris@e@das extrafas, que
son continuas pero no diferenciables en ningun punto. También puetisiarse que sobre un
intervalo de tiempo finitda, b], casi todas las trayectorias tienen variacién no acotada, esto es,

n—1
sup g |Bt,., — By, | = o0,
=

en dondeA es una particidm = to < t; < --- < t, = b del intervalo[a, b]. Esta propiedad
es particularmente importante en el presente trabajo pues tiene como emtsg@l hecho de
gue no se pueden usar las trayectorias Brownianas como integradaeseatido de Riemann-
Stieltjes. Por otro lado puede demostrarse quetécion cuadraticasobrefa, b] es finita, y de
hecho resulta ser la longitud del intervalo en cuestion, es decir,

n—1
2
supz:\Btk+1 — By, | =b—a.
A k=1
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Tal convergencia en media cuadratica puede comprobarse como dighig. &nota el in-
crementaty 1 —tp Y ABy esBy, ., — By, entonces

1) (AB)? = (b= a)l* = E[Q_(ABy)* — (b —a))’]
k

k
= E[> (AB)*(AB;)’] - 2(b— a)E[Y _(ABR)*] + (b—a)?
k,j k
=Y E[(ABY)' ]+ ) E[(AB)?E[(AB;)?]
k k#j
—2(b—a) Y (Aty) + (b—a)’

k

= 33(At)2 + S(AL)(AL) — (b - a)?
k

k#j
=) 2(At)?
k
< 2(b—a)- max Aty — 0.
0<k<n

Otro de los muchos resultados interesantes del movimiento Brownianteessgha de carac-
terizacionde Paul Lévy que establece que un proceso cualg{i’éra ¢ > 0} es un movimiento
Browniano si y solo si tiene trayectorias continuas, empieza en ceroty {&ah : ¢ > 0}
como{X}? —t: ¢ > 0} son martingalas. A través de este resultado o directamente de la defini-
cion, puede demostrarse que los siguientes procesos son versibnes/iheiento Browniano:
a) X, = %Bczt conc > 0 constante.  b)X; = tX;,, parat > 0,conX, = 0. ¢)
X = By s — Bs cons > 0 fijo.

El lector interesado puede encontrar una muy interesante y motivadmyai@dn historica
sobre el descubrimiento del movimiento Browniano en el excelente librowarf@dNelson [17],
ahora disponible en la red en formato electronico en la pagina web delE&lltbro de Mazo [16]
es también una excelente fuente para algunos aspectos fisicos de ess® pRara una primera
introduccién a algunos aspectos matematicos puede consultarse por ejetplo [

Integracion estocéastica
Esta seccion es un tanto técnica y esta basada en [19] y principalmen@.ds fibjetivo es

definir la integral de 1t6 de un proce$&; : 0 < t < T'} respecto del movimiento Browniano, es
decir, una integral de la forma

T
/D X;dBs. ()
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Llevar a cabo tal tarea nos conducira a enunciar sin demostracion algesidtados técnicos
pero los esfuerzos tendran su recompensa hacia el final del trabraje tiaremos uso de este
tipo de integrales. Igualmente la justificacion para desear definir estasaietege volvera ev-
idente mas adelante. Definiremos la integral estocastica en varios paswyoRyara procesos
simples y después, por aproximacién, para procesos mas generategleCaremos entonces
como elementos iniciales un espacio de probabilidadF, P) y un movimiento Browniano es-
tandar unidimensiondlB; : ¢ > 0} junto con su filtracion naturdlF;).>o. Asumiremos que el
proceso{ X; : 0 < ¢t < T}, visto como funcionX : 2 x [0,7] — R, esFr ® B[0, T]-medible.
El término 7 ® B[0,T] corresponde a la minima-algebra generada por el espacio produc-
to Fr x B[0,T]. Supondremos ademas que el proceso es adaptado, es decir,dzar@ical
intervalo[0, T, la variable aleatori&; esF;-medible.

Denotaremos poL?(P) al espacio vectorial de variables aleatoriésque son cuadrado
integrables, es decir, que cumplen la condicion

X1 20p) = (BIXP)? < oc.

La funcion X — |[|X||z2(p) define una nornfaen L?(P), y este espacio es completo respecto
de esta norma, es decir, esespacio de Banacltsto quiere decir que toda sucesion de Cauchy
en este espacio tiene limite en él. A la convergencia usando esta norma se leoitme@encia
enL?(P), o tambiérconvergencia en media cuadratid@or ejemplo, la variable aleatoriz del
movimiento Browniano pertenece/&(P), pues

|1Byl|12(p) = (E|Bi*)Y? = vt < 0.
En lo que resta del trabajo consideraremos procesos con espaciepala! intervaldo, 77,

conT > 0 fijo. También denotaremos p@F? (P x dt) al espacio de Banach de proce$o§ :
0 <t < T}, que cumplen la condicion

T
X |2y = (E /0 1X,[2d0) 2 < oc.

Por ejemplo el movimiento BrownianB = {B, : 0 < ¢t < T'} pertenece a este espacio pues

T T T
1
1Bllaocag = (B [ 1BPat) = ([ BBty = ([ tae)? = 21 < oc.
0 0 0 \/5

2Unanormaes una funcion real denotada regularmente|pof, y definida sobre un espacio lineal que cumple:
lzl] = 0, [|z|l = 0 = = =0, [l +y|| < [[=[| + [yl y [laz|| = [alf|z]].
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Integral para procesos simples

Seal =ty < t1 < --- < t, = T una particion finita del interval§0, 7']. Un proceso
estocésticaimplees un proceso de la forma

n—1
Xy = Zth Lyt ()
k=0

en dondeX ‘* es una variable aleatori, -medible y cuadrado integrable. La expreslqpy, (t)
corresponde a fauncion indicadoralel intervalofa, b). Un proceso simple es entonces un proceso
“constante” por pedazos con trayectorias cadlag, y las condiciotieisegtas garantizan que el
proceso es adaptado y tiene trayectorias cuadrado integrables. Bemmggport{2 al espacio
vectorial de todos los procesos simples. La integral estocastica de |td pieeso simpleX
respecto del movimiento Browniano, denotada poX ), se define entonces naturalmente como
la variable aleatoria

T n—1
I(X) = /O X,dBs =Y _ X"(By,,, — By,).
k=0

Observe que esta integral es una variable aleatoria integrable puadeg®gue su esperanza
es cero. Ademas es cuadrado integrable y cumple la siguiente igualdairfemial llamada
isometria de Itd

(X)) 2Py = I X |2 (Pxar)- 3)

En efecto, recordando queB;, denota la diferenci®;, ., — By, , y Aty = tr41 — tg, Se tiene
que

n—1
1T(X)F2py = B X*(Biyyy — Bi)”)
k=0
n—1
= E()_ X/X"AB;ABy)
7,k=0
n—1
= E(Q_(X")*(AB)?)
k=0
n—1
=) E(XM2At,
k=0

T
— B /0 X, 2dr)

2
= HXHLQ(Pth)'
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Hemos usado el hecho de gifg es F;, -medible, y teniendo el movimiento Browniano incre-
mentos independientes, las variahlesy A By, resultan ser independientes. Esta igualdad juega
un papel primordial en la definicion de integral estocastica como se veradabsite. La inte-
gral estocastica asigna entonces a cada elemento del effasia variable aleatoria dentro del
espacial?(P). De esta forma se tiene el mapeo lingal3 — L?(P), que resulta ser continuo
por la isometria de It6.

Observe que se puede tomar como ejemplo de proceso simple el movimientoidrown
discretizado, es decir, tomandd* = B,,, y de esta forma tener la integral estocastica discreta

n—1
Z Btk (Btk+1 - Btk)'
k=0

Extension por aproximacion

Ahora extendemos la integral estocéastica a procesos un poco maderrged(> el espacio
de todos los procesds¥; : 0 < ¢t < T'} medibles y adaptados, tales que

T
E(/ | X¢|?dt) < oo.
0

El espacio}? resulta ser un subespacio lineal cerradoldéP x dt). Observe que la Gnica
diferencia entre estos dos espacios es que a los elemenitos skeles pide que sean medibles
y adaptados. Claramente todo proceso simple es un elemeftd.d&nemos entonces la con-
tencion de espacidd3 C H? c L?(P x dt), en donde puede probarse q4g es denso ef(?
respecto de la norma di? (P x dt). Esto significa que para cualquier procesaen > existe
un sucesion de procesad’ en?2 tales que

Jim [~ X\l z2(pxary = 0- 4)
— 00

Este procedimiento de aproximacion puede llevarse a cabo de la siguienge fdediante la
técnica de truncacion todo proceso®h puede ser aproximado por un proceso acotado. A su
vez todo proceso eH? que es acotado se puede aproximar por procesos acotados y cantinuos
éstos a su vez se aproximan por procesos simples de la forma

n
Z th, : 1[tk,ttk+1)(t)a
k=0

endonde) =ty < t1 < -+ < t,—1 < t, = T es una particion finita d@, 7']. Los detalles
completos de esta sucesion de aproximaciones pueden encontrar8¢ &ls@hdo la isometria
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de It6 es sencillo comprobar que la sucesi¢i*) es una sucesion de Cauchy en el espacio
L?(P). En efecto,

IT(X?) = (XY p2py = (XY = XY p2(p)
= [|1X* — X" r2(pwar)
< |IX = XM\ r2(pxary + 11X = X' | 2(pxary-

Debido a (4) la dltima expresion puede hacerse tan pequefia como setdesaelo indices y
[ suficientemente grandes. Entonces de manera natural se definegqeakaen 2,

I(X) = lim I(X%),
k—o0
en donde el limite debe entenderse dentro del esga¢iB). Esto significa que la variable aleato-
ria I(X) es un elemento d&?(P) y es tal quéim,, . ||1(X) — I(X’f)||L2(p) = 0. No es dificil
verificar que tal definicién es correcta en el sentido de que el limite nondepie la sucesion
aproximante. De manera grafica se tiene el siguiente diagrama:

L2(P)

\_ L?(P x dt)j

Una primera extension por aproximacion de la integral éstoza.

La isometria de Itd se cumple también para procesdg’ecomo se muestra a continuacion.
SeaX enH?y seaX,, enH3 tal que|| X — X, |z2(Pxary — 0. Esta convergenciay la desigualdad
[lall = 1[Il < [la — bl implican que(|Xy|[r2(pxar) — ||X||L2(pxar)- Analogamente, como
[ 1(X) — I(Xy)||r2(py — O se tiene que|l(Xy,)||r2(py — [[I(X)|[z2(p). El resultado buscado
se obtiene entonces al tomar el limite en la isometria de It6 como se muestra eriegitsigu
diagrama

(X )l[L2(py = [ XnllL2(Pxar)
! !
(X)) |z2py = X | L2(Pxar)-
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La propiedad de esperanza nula se cumple también para proce3s@a esta forma ten-
emos ahora el mapeo lineal y continio4? — L?(P).

Observe nuevamente que el movimiento Brownidh : 0 < ¢t < T'} es un ejemplo de
un proceso en el espach’, y es posible demostrar que tal proceso puede ser aproximado en el
sentido de la norma del espadié(P x dt), por el proceso simple

n—1
X = ZBtk ) 1[tk7tk+1)(t)’
k=0

endondd® =ty < t; < --- < t, = T es una particion d@, T'|. Se tiene entonces la siguiente
integral estocastica particular, y su aproximaciéon como limite en media cuadratica

n—1

T
/ BydB, = lim » By, - (By,, — By,),
0 k=0

n—oo

en donde el limite debe entenderse en el sentido de que la distancia maximdosnpuntos
sucesivos de la particion tiende a cero. Mas adelante calcularemos ggtal i@s¢ocastica de dos
maneras, primero usando esta representacién como limite en el esp@eipy después usando
la férmula de Ité.

La integral como un proceso

Hagamos ahora una pequefia extension. Parateada, 7] y paraX enH? se define

T t
It(X):/O Xs-l[oﬂ(s)st:/o X,dB,.

Este artificio permite ver a la integral estocastica no como una variable alesitmriaomo un
proceso. Es claro que tal proceso no es necesariamente continuo sigembede demostrarse
gue existe una versién continua de él, y que esa version es una martexgedato de la filtracion
natural del movimiento Browniano. Denotaremos por el mismo simbolo a tal mdatcaainua.

Extension por localizacion

Mediante un procedimiento llamado de localizacién es posible extender la defidecinte-
gral de 1t6 a procesos medibles y adaptados que cumplen la condicién restrimsiva

T
p(/ X, 2t < 00) = 1.
0
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Denotaremos poL? . el espacio de todos estos procesos. Este procedimiento de localizacion
hace uso de tiempos de paro y explicaremos a continuacién en qué coastsenUntiempo

de parorelativo a una filtracion(F;),>o es una variable aleatoriacon valores en el intervalo
cerrado|0, oo] tal que para cada> 0, el evento(r < t) pertenece &;. Cuando la filtracion es
continua por la derecha, la condicién anterior es equivaleteza ¢) € F;. El nuevo espacio

L% contiene aH? y es tal que para cada proceXoen L} . existe una sucesion creciente de
tiempos de pard7, : n > 1} tal queX; - 1(;,>) € H? en donder,, / T cuandon crece a
infinito. Se define entonces la integral estocastica como el siguiente limite gyael@.?(P):

n—oo

T
/ X dB = lim X (TnZt)(w) . 1[07,5](8) dBS

Nuevamente es posible demostrar que tal limite existe, que existe una versidmaale él, y

gue es independiente de la sucesion de tiempos de paro localizante. Easesk® iotegral ya

no es una martingala sino unaartingala local es decir, el procesfi,-, (X ) es una martingala

para cada natural. En general, la isometria de It6 ya no se cumple cuando la integral estocastica
tiene como dominio el conjunts? ..

Observe que para cualquier funcién continfyeel proceso{f(B;) : 0 < t < T} tiene
trayectorias continuas y acotadas, por lo tanto es un elememlkcdg tiene sentido la expresién

/Otf(B

Mencionaremos finalmente que es posible demostrar que la integral antexite ger calculada
mediante el siguiente limite en el espaéit( P), aunque también se verifica la convergencia en
probabilidad:

n—1

t
/0 f(BS nh_)ngo Z f Btk Btk+1 Btk)v (5)

endonde) =ty < t; < ... < t, = t es una particién d@, ], y nuevamente el limite debe
entenderse en el sentido de que la distancia maxima entre dos puntogasudedia particion
tiende a cero. Con esto concluimos la serie de ideas generales bajo laspuueae construirse
la integral de It6. Las demostraciones de algunos detalles técnicos que siemptemente men-
cionado se pueden encontrar en [20]. El esquema simplificado deddintiento seguido para
definir la integral estocastica se ilustra en el siguiente diagrama.
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definicié
'H% ernicion L2(P)

aproximacion J

H2
—

localizacion

z

\ oc /

Extensiones sucesivas de la integral estocastica.

Ejemplo 1 Con la ayuda de (5) calcularemos la integral estocastica

t
/ BdB;.
0

Seal = tp < t; < --- < t, = t una particion uniforme dé0, t|, es decirt;;; — t; = 1/n.
Usando la identidad

a(b—a) = %(b2 —a?) — %(a —b)?

se obtiene

n—1

t
/ BSdBS = 11/120 E Btk(Bthrl *Btk)
0 n—oo s
j=0

Los limites indicados son validos en el sentido de media cuadratica. @bgeevel primer tér-
mino del lado derecho corresponde a las reglas de integracion usliaéridino adicional se
conoce como laorreccion de 1td

Ahora veamos el cambio en la solucién cuando modificamos ligeramefotena de calcular
la integral, al hacer la evalucion del integrando en el extremo dereagh@ata subintervalo.
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Observe que en este caso el proceso a integrar ya no es adaptaddoytpoto queda fuera de
la teoria desarrollada antes. Usando la identidad

1 1
b(b—a) = =(b* —a®) + =(a — b)?
2 2
se obtiene, nuevamente en el sentido de media cuadrética,

n—1

t
/ BB, = lim Y By, (B, — By)
0

n—oo

7=0

1
2 2
- nh—>nolo Z tk+1 Btk) + §(Btk+1 - Btk) ]

1 1
= B2+t
2"t T3
El signo del segundo término cambid de negativo a positivo. Esto muestragliferencia de la
integral de Riemann, la integral estocastica es sensible al punto dorel@ke el integrando. Al
considerar en cambio el promedio de las evaluaciones en los extrermaitiene la asi llamada

integral de Stratonovigldenotada de la forma siguiente
t 1

/ B, odB, = ~B2.
0 2

Observe que el término adicional de la integral de 1td ha desapareti@integral de Stratono-
vich tiene algunas ventajas operacionales pues sigue algunas reglalesisiel calculo integral,
pero vista como proceso deja de ser una martingala.

Ejemplo 2 Como un ejemplo de uso de la isometria de 1td vamos a calcular la espeyanza
varianza de la variable aleatoria .
/ BsdBs.
0

Naturalmente la esperanza es cero pues la integral estocastica en estesana martingala.
Entonces

Var(/BdB /BdB /Bst /EB2 ds-/sds—

Alternativamente, comgﬁot B,dB, = %Bf — %t, las cantidades anteriores pueden calcularse
usando el lado derecho de esta igualdad. ClaramérteB? — 1t) = 0. Ademas

1 1 1 1 1
Var(iBtQ—ﬁt):ZVar(Bf):Z[E(Bf) E*(B?)] = [3t2 2] = §t2.
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Ejemplo 3 SeanX; yY; dos procesos el>. Entonces

t t t
E(/ Xsst-/ YSdBS):/ E(X,-Y,)ds
0 0 0

Esta férmula es facil de comprobar usando la isometria de It y la igualdad

1
—(a® +b%).

1
ab= ~(a+b)? — 5

2

t t 1 t
B([ X.ab.- [ YiaB) = BG| [ (X.+ ) dB.P)
0 0 0

1 t t
5| [ X.aBP v B [ ViaBp)
2 0 0

En efecto,

1 t
_ / E|X, + Y, |* ds
2 Jo

1 t t
—(/ E|X5]2ds+/ E|Ys|*ds)
2 0 0
t
—/ E(Xs-Ys)ds
0

Propiedades de la integral

La integral estocastica de Itd cumple varias propiedades aunque sélmmermos algunas
de ellas aqui, a manera de resumen de las caracteristicas sefialad&®siamtegmente debemos
mencionar que la integrd} : Lloc — L?(P) es lineal y su esperanza es cero, es decir, para
constante y cualesquiera processy Y, enL?

loc?

t
./(cX +Y,)dB, —c/XdB +/Yst, c.s.

/ X dBsy) C.S.

Cuando la integral estocéstica se restringe al esfiétientonces se cumple también la isometria
de It6:

t t
C. Ey/ XSdBSP:E/ | Xs|2ds.
0 0
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Y vista como un proceso, la integral es una martingala, es decir, es iftegadbptada y para
0 < s <t,secumple

t s
d. E(/ XudBuJ-"s):/ X, dB,.
0 0

Existe ademas una version continua de tal proceso. En generalXpard? , la integral ya no
€s una martingala sino una martingala local.

Formula de It

En pocos casos una integral de Riemann se calcula usando directamefitedad, en lugar
de ello existen fdrmulas bien conocidas para calcular integrales. La mismaditsa presenta
para integrales estocasticas: en muy raros casos se calculan ést&s aléraw definicion. La
famosa férmula de 1t es la herramienta fundamental para este tipo de irge@alenuncia
a continuacion este resultado en una versién simple y se ejemplifica su us@adeglante se
presenta una version un poco mas general.

En lo sucesivo haremos referencia a las siguientes espacios de ggdira funcion real de
variable real es delaseC", cuando es diferenciable y su derivada es continua. Analogamente,
una funcién es delaseC?, si es dos veces diferenciable y su segunda derivada es unarfuncié
continua.

Teorema 1 (Férmula de 1t6) Si f es un funcion de clagé? entonces

df (By) = f'(B)dB; + %f”(Bt)dt.

Esta formula corresponde a la regla de la cadena del calculo difereag&llen su version
estocastica. Mencionaremos a continuacion algunas ideas generalesteniediauales esta im-
portante férmula puede obtenerse, haciendo uso de la expansionlde Paya una funciorf
suficientemente suave,

f(@) = f(wo) + f'(xo)(z — z0) + R(t),
en donde el residuf(¢) puede escribirse como sigue

Rty = [ f(0) 1yt

zo

1
= /0 (1—0)f" (w0 + 0(x — x0))(x — 20)* db.
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La segunda linea se obtiene después de un sencillo cambio de varialwdoBatkrior, se tiene
que si0 =ty < t; < --- < t, = t es una particion dg, t] entonces

n

F(Bi) = f(Bo) = Y _[f(By) = f(By_,)]

k=1

> I:f/(Bti—l)(ABk) + /01(1 —0)f"(Biy_, + 0ABL)(ABy)® de}

1

Il
3

ol

Sl

do

1 n
f'(Br,_,)(ABy) +/O (1-90) !Z f"(Bi,_, + 0ABL)(ABy)?

k=1

bl

=1

Puede comprobarse que al tomar el limite cuande oo las sumas convergen casi seguramente
y entonces se obtiene la igualdad

£(By) — f(Bo) /f dB+/11— f” 5) ds df

/f dB+/f” ) ds.

Esta es la formulacion en términos de integrales de la formula de It6, equévalda forma
diferencial enunciada antes. llustraremos su uso mediante algunos ejemplo

Ejemplo 4 Sif(z) = %xQ entonces la formula de I1td establece que

1, 1, t 1/t
§Bt_§B0: OBSdBS+§ o 1d$,

t 1 1
/ BydBs = —B? — ~t.
0

es decir,

2 2

Este resultado habia sido encontrado antes, ahora lo hemos obtenidarsirarinmediata de la
formula de 1t6. De manera anéloga, para la funciftr) = %x3 se obtiene

t 1 t
/ B2dBs = - B} —/ Bgds.
0 3 0

1

1
e 2" *1 de la formula de It0 se sigue que

Mas generalmente, parf(z) =

t 1 1 t
/ B"dB, = —— B! — / nB" 1ds.
0 n-|— 1 2 0
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[ df (By) = f'(By)dB: + 5 f"(By)dt ]

It6 Kiyosi (Japén, 1915-) y una version de su férmula.
Foto: MacTutor Archive, St. Andrews.

Ejemplo 5 Se usa a continuacion la férmula de It6 para encontrar una expresiondairacida
de los momentos pares de una distribucion normal centrada. Demestos que

(2n)!
E(B™) = SRR

Los momentos impares de dicha distribucion se anulan pues en tal cagegeando corre-
spondiente resulta ser una funcién impar. Consideremos entonces larfyfie) = %ﬁ" para
cualquier entero naturak. De la férmula de It se sigue que

1

1 ! 1t
2n 2n _ 2n—1 - . 2n—2
5 B = 5B /0 B* 4B, + 2/0 (2n — 1)B¥"2ds.

Tomando esperanza y resolviendo de manera iterada se obtiene

2n(2n—1) [
By = 2=l 3 )/0 E(B2"?)ds

_ 2n(2721 —1)(2n - 2)2(% —3) /0 /0 | E(B ) dsdty

. m)! t rt1 tn—1
2nJo Jo 0
2 1t3

No es dificil verificar que los resultados sucesivos de estas integrales,san 5itn_os 3itn_3
- %t". De esta forma se obtiene la férmula enunciada.

g
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Ecuaciones diferenciales estocasticas
Una ecuacion diferencial estocastica es una ecuacion de la forma
dXt = b(t, Xt)dt+ O'(t,Xt)dBt, (6)

definida para valores deen un intervalo0, 7], y con condicion inicial la variable aleatoria
X que se asumé&j,-medible e independiente del movimiento Browniano. La incégnita de esta
ecuacion es el proces®,. Los coeficiente$(t, x) y o(t, x) son funciones reales definidas sobre
[0,7] x R, y se conocen como los coeficientesteledencigdrift en inglés o tambiéderivaen
espafol) y delifusiénrespectivamente. La ecuacion diferencial (6) se interpreta como leiéoua
integral

t t
X = X —l—/ b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dBs, @)
0 0

en donde la primera es una integral de Riemann mientras que la segundaegial estocas-
tica de It6. El proceso solucion puede interpretarse como el estadosilstema que evoluciona

de manera determinista gobernado por la parte no aleatoria de la ecuacigreparbado por

un ruido aditivo dado por la integral estocastica. A un proceso de la fofjree le llamapro-

ceso de Itdy para que esta ecuacién tenga alguna solucién se deben imponer auesliero

los coeficientes. De manera analoga al caso determinista, existen teoémicas be existencia

y unicidad para ecuaciones diferenciales estocasticas que estalbadaiones de regularidad
para los coeficientelsy o, bajo las cuales la ecuacion (6) tiene solucién Unica. El siguiente es
uno de tales resultados.

4 N

Teorema 2 (Existencia y unicidad)Si los coeficientesb(t,z) y o(t,z) de la
ecuacion (6) satisfacen la condicién de Lipschitz en la variable

b(t, ) = b(t,y)|* + |o(t,z) — o(t,y)]* < K|z —y?,
y la condicion de crecimiento er
b(t, z)]* + |o(t, 2)[* < K(1+ |z]*),

para alguna constantds > 0, entonces existe proceso estocastip solucion
de (6) que es adaptado, continuo, uniformemente acotadd ®®), es decir,
supg<;<7 E(X}) < 00, y es ademas Uinico en el sentido de indistinguibilidad.

- J

En este caso a tal solucién se le llas@ucién fuertede la ecuacion. La demostracién de
este resultado es semejante al caso determinista, y hace uso del métodacamierde Picard.
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Mediante este método se define la sucesion de procesos

X = x,,

¢ ¢
Xt("H) = X0+/0 b(s,Xﬁ"Uds—i—/o o(s, X{") dB.

No repetiremos la demostracién, simplemente comentaremos algunos aspéasogudeconsta
la prueba completa. Naturalmente para que las iteraciones de Picard tengda es necesario
verificar que los integrandos involucrados son efectivamente sudespdié ser integrados re-
specto de la diferencial respectiva. Para comprobar que tal sudksignocesos es convergente
se demuestra que, con probabilidad uno, esta sucesion constituyeces@sude Cauchy en el
espacio de funciones continu@$0, 7'}, respecto de la norma uniformieX || = supg<;<7 | X¢|.

Dado lo anterior, existe entonces un proceso contiiydal que con probabilidad und{t(”)
converge aX; de manera uniforme en el intervdlp 7']. Adicionalmente puede demostrarse que
el proceso limite eg2-acotado en0, 7], y que la convergenci.Xt(”) — X, también es valida en
L?(P). También debe demostrarse que el proceso limite es efectivamente sokitad@cdacion
estocastica. Para ello se toma el limite en la ecuacién que define las iteragisaagrifica la
convergencia uniforme ej), 7] con probabilidad uno, término a término. Los detalles de esta
demostracién pueden encontrarse por ejemplo en [20].

Cuando algunas de las condiciones que requiere el teorema de existemitédad no se
cumplen, la solucion de ecuacién estocastica puede no existir, como seanarestrsiguiente
ejemplo.

Ejemplo 6 Considere la ecuacion diferencial deterministX; = X?dt con condicion inicial
Xo = 1. Esto corresponde a tomar los coeficientés z) = 22 y o(t,) = 0 en la ecuacion
estocastica general. Es sencillo verificar que la solucién de esta ecues®n= 1/(1—t) para
valores de en el intervald0, 1). Es decir la solucion no esta definida para- 1. En tal tiempo
se dice que la solucioexplotapues crece hacia infinito. El Teorema 2 de existencia y unicidad no
se aplica en este caso pues la condicion de crecimientod®i coeficienté(¢, ) no se cumple.

O

Estos teoremas basicos no establecen la forma de encontrar la solucidreeuacion es-
tocastica dada. La siguiente version d®lanula de Itées el resultado clave para realizar algunos
de estos calculos, y generaliza la versién anteriormente enunciada.
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( N

Teorema 3 (Férmula de 1t6) Si X; es un proceso de Itdé dado por (6)fyt, x) es un
funcion de clase! ent y de claseC? en x, entonces el procest, = f(t, X;) es
también un proceso de It6 y satisface la ecuacion

dY; = fi(t, Xy)dt + fo(t, X;)dX; + %fxz(ta Xi)(dXy)?. 8)

N J

Los subindices indican derivada y (6) se substituye en (8) usandalarsigtabla de multi-
plicacion de McKean

< [@[dB]
dt 0 0
dB; || 0 dt

Observe que como las derivadas involucradas son funciones cantimsiantegrales estocas-
ticas resultantes estan bien definidas. La demostracion de este resultediasimismas lineas
gue la versién mas simple. llustraremos a continuacién el uso de esta féonulartos ejemp-
los.

t t
Ejemplo 7 / sdBgs = tB; — / B;dt.
0

0
Para verificar esta formula puede tomarse el procé§o= B, y la funcionf(t,z) = tx.
Entonces

d(f(t,By)) = fi(t, By)dt + fo(t, By)dB; + %fm(ty By)(dBy)?
d(tBy,) = Bydt + tdB;.

Integrando se obtiene la férmula enunciada.

Ejemplo 8 Considere la funciorf (xz) = e*. Por la férmula de It6,
t 1 t
eBr — eBo _/ ePsdBs + / ePsds,
0 2 Jo
es decir, el proces&; = eP* satisface la ecuacion diferencial

1
dX; = X;dBy + 5 Xdt,

con condicién inicialX, = 1. A este proceso se le llama movimiento Browniano geométrico.
Més adelante estudiaremos con mas detalle este proceso.
O
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Ejemplo 9 Demostraremos que el procedg = B, /(1 + t) es solucion de la ecuacion estocés-
tica X
t 1
- dt dB
e T

con condicion inicialXy = 0. Seaf(t,z) = z/(1 + t). El procesoX; = f(t, B;) cumple la
condicion inicial y por la formula de 1td satisface la ecuacion

dX; =

1
dX; = fi(t, By)dt + fx(t, By) dBy + §fm(7f, By)dt

B 1
=t a4 dB;

(141¢)? 1+t
X, 1

= — dt dB;.
TR T

Ejemplo 10 Usando el método de igualacion de coeficientes resolveremos la ecuacio
dXt = —Xt dt + eit dBt,

cuando la condicion inicial eX, = 0. Se busca un funciofi(t, z) tal que el proceso solucion
pueda escribirse com&, = f(¢, B;). Igualando los coeficientes de esta ecuacion con los de la
férmula de It6

1
dX; = fi(t, By)dt + fx(t, By) dBy + ifm(t’ By)dt,

se obtiene el sistema de ecuaciones

f:v =e !

ft+%fxa: = _f'

De la primera ecuacion se obtierfét, z) = e~z +c(t). Substituyendo en la segunda ecuaciony
simplificando se obtien&(t) = —c(t), cuya solucién eg(t) = ce~! en donde: es una constante.
Por lo tanto f(¢,z) = e !(x + ¢). Para que el procesX; = f(t,B;) = e *(B; + ¢) cumpla

la condicién inicial Xy = 0 forzosamente la constantalebe ser cero. De esta forma la funciéon
buscada eg (¢, z) = e 'z. En tal caso la férmula de 1t6 asegura que efectivamente

dX; = —e_tBt dt + et dBy
= —Xt dt + €_t dBt
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Modelos y simulacion

El modelo de ecuacion estocastica ha resultado muy Gtil para represstanras que estan
fuertemente afectados por ruido o perturbaciones aleatorias. Aplieacttntales modelos se
estudian en ingenieria, finanzas y fisica entre muchas otras areaso Rdhid@nposibilidad de
encontrar soluciones explicitas a ciertas ecuaciones de interés, los metouérscos del caso
determinista se han extendido al caso estocastico. En esta seccién sereafgunos modelos
particulares de ecuaciones estocasticas, y se explica un mecanismiopdaa las trayectorias
del proceso solucion.

Simulacion
Una trayectoria del proces®; que sigue la ley de movimiento de una ecuacion de la forma

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt,
Xo = o,

puede obtenerse mediante el método de discretizacion de Euler-Marigragasie procedimiento
se divide el intervaldo, ] de manera uniforme ensubintervalos de idéntica longituslt = ¢/n,

y se definet; = jAt paraj = 0,1,2,...,N. Suponiendo qué&’; es un valor al azar de la
distribucion normal estandar, se definen los valores sucesivos deydgttrda solucion de la
ecuacion estocastica como sigue

Xo = o,
Xt = Xt]. +b(t],XtJ)At ‘I‘O'(tj7th) \% At Y]

Jj+1

Mas adelante se presentara una implementacién de este procedimiento eABRIpdia simu-
lar trayectorias de soluciones de ecuaciones particulares. En [93 pmedntrarse una primera
lectura de algunos métodos para simular ecuaciones estocasticas.

Movimiento Browniano geométrico
Considere la ecuacién estocastica

dXy = puXidt + 0 X dBy, (9)

con condicion inicialXy = z¢p > 0, en dondex y ¢ > 0 son constantes. Este ecuacion es
de amplio uso en finanzas para modelar el precio de algunos bienes afuarflsiguiendo los
vaivenes de los mercados financieros, y puede interpretarse dei¢agigorma. En ausencia del
término estocastico, la ecuacion se redudeXa = pX,dt, cuya solucion es(; = xzgett. Esta
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funcion representa el comportamiento en el tiempo de un capital inicial mositigue crece de
manera continua y determinista a una tasa efettiedl 00 - 1« % suponiendq: > 0.

Por otro lado la parte estocastica corresponde a la volatilidad de unaénveos riesgo su-
jeta a las fluctuaciones de los mercados financieros. El modelo asume haeaiabilidad es
proporcional al valor de la inversién. Observe que los coeficientestdeecuacion satisfacen las
condiciones para la existencia y unicidad de la solucién. Es posible reob@iacion (9) usan-
do el método dégualacion de coeficientePara ello se necesita encontrar una fungifnzx) tal
que al aplicar la formula de 1t6 al procedg = f(t, B;) se obtenga la ecuacion (9). Comparando
entonces los coeficientes de la férmula general

1
dX: = fi(t, Xy)dt + fo(t, X¢)dB: + §fm(t, Xy)dt

con los de (9), se obtienen las igualdades

De la segunda ecuacion se obtiene ¢ile ) = expl[ox + ¢(t)] para alguna funciom(t).
Substituyendo en la primera ecuacion se obtigiie®) = u — %02 cuya solucion eg(t) =
(1 — 0?)t. Por lo tanto la solucion de (9) es

1
X =xoexpl(p — ioz)t + o By].

A este proceso se le llanmaovimiento Browniano geométricptambién se le conoce con el nom-
bre demovimiento Browniano exponenci&ln la siguiente figura puede apreciarse una trayectoria
de este proceso con una inversion iniaiglde una unidad monetaria, y con paramejtos 1y

o = 1/3. La curva creciente corresponde al crecimiento determinista de la invexgido no
hay aleatoriedad, es decir, cuando el coeficiente de difusion es cero.

®Esto es equivalente a una tasa continua o nominal@e! In(1 + ) %. Por ejemplo sjx =0.1 entonces al final

de una unidad de tiempo, el capital inicial crecera ac - 01 Zo- 1.10517092 z, - (140.10517092 unidades
monetarias.
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Xi(w)
E(Xt)
Tro = 1
p=1
o=1/3
1
f f t
1 2

Simulacién del movimiento Browniano geométrico.

En el siguiente programa de computadora se muestra una manera de sirgatdotias de
este proceso. El cédigo es una traducciéon a MATLAB de la discretizaeda ecuacion estocas-
tica, y es una adaptacion del codigo que aparece en [9]. Este progteade ser encontrado en
la pagina web de Desmond J. Higham, junto con la implementacion de otros modaies y
técnicas de discretizacion. La funcibandn produce un valor al azar de la distribucién normal
estandar.

randn(’ state’, 100)
T=2; N=300; dt=T/N, xcero=1; nu=1l; sigma=1/3;
dWezeros(1,N); MBG=zeros(1, N);
dW 1) =sqrt (dt)=*randn;
MBGE( 1) =xcer o+mu*dt +si gnma*xcer oxdW 1) ;
for j=2:N

dWj)=sqrt(dt)=*randn

MBGE(j ) =MBG(j - 1) +mux MBG(j - 1) *dt +si gmax MBE(j - 1) »dW(j )
end
plot([0:dt:T],[xcero, MBE, r-")

Cdédigo MATLAB para simular el movimiento Browniano geoniébr

Recordando que la funcion generadora de momentos de la distribugioaN es M (s) =
exp(us + 10%s%), es sencillo comprobar qué(X;) = zget, en efecto,

B(X)) = Blaoexpl(n— 50°)t +0BY)
= myexpl( — 50°)1] E(exploB))

1 1
= zgexp|(p — 502)75] exp[itaz]

= xoeM.
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Similarmente es facil verificar que V@) = 222 ("t — 1), pues

Var(X;) = Var(xgexp[(n — %0’2)75 +o0By))

= x2 exp[2(u — %02)25] Var(exp|o By))
1
= x2exp[2(u — 502)75] (E(exp[20B;]) — E*(exploBy)))
1 1 1
= afexp[2( — 50°)t] (expl5t(20)%] — expl2(5t0%)])
= :5(2)62“t(e”2t —1).
Proceso de Ornstein-Uhlenbeck
Considere ahora la ecuacion estocastica
dX, = —aX,dt + o dB, (10)

en dondex y o son constantes positivas. Esta ecuacion fue propuesta por Ornstilanbeck
para modelar la variacion de la velocidad en el movimiento difuso de una pap#na tiempos
pequefios. La variabl&; se interpreta entonces como la velocidad de la particula al tiempo
La parte determinista-aX; corresponde a la fuerza de friccion y el sumandiB; es un ruido
aleatorio. Encontraremos la solucién de (10) suponiendo que el protgeis enzy. Considere
una solucion de la forma

X = a(t)[xo —i—/o b(s)dBs], (11)

en dondez y b son funciones diferenciables. Derivando (11) y usando la formultdd@) se
obtiene

dX; = ' (t)[wo + / b(s)dB.dt + a(t)b(t)dB,
0
LG
= g Kot + aldb(0) B

Comparando con (10) las funcioney b deben entonces cumplir

a/(t) = -« a =0

Suponiendaz(0) = 1 se obtieneu(t) = exp(—at) y b(t) = oexp(at). Por lo tanto el proceso
solucién de (10), llamado proceso @enstein-Uhlenbecles

t
X, = zpe 4+ a/ e~ t=9)gqp. .
0
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En la siguiente figura se muestra una simulacion de este proceso y se coopanaX,).
Naturalmente el proceso muestra un decaimiento conforme el tiempo avdnida ada friccion
gue sufre el movimiento de la particula.

Xt((U)

E(Xt)

t

2

Simulacion del proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

Por ser la integral estocastica una martingala se tien&¢ifg) = xoe~ . Se puede calcular
también la varianza d&; como una aplicacién de la isometria de It6:

t
Var(X;) = a2Var(/ e =94 By)
0
t
_ O'QE(/ efa(tfs)st)2
0

t
_ 0_2(/ ef2a(tfs)ds)
0

22" |,
2
g —2at
= —(1 .

2a( e ")

Puente Browniano
Considere la ecuacién estocastica
X
dX; = = _ttdt + dB,

parat € [0,1) y con condicional inicialX, = 0. Esta ecuacion puede resolverse proponiendo
nuevamente una solucién de la forma

X =a(t)[Xo+ /Ot b(s)dBs),
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en donde: y b son funciones diferenciables. Derivando se obtiene nuevamente

dX; = d(t)[zo + /0 t b(s)dB)dt + a(t)b(t)dB,

_d()
alt)

Igualando coeficientes se obtienen las ecuacian@$/a(t) = —1/(1 —t) y a(t)b(t) = 1.
Suponienda(0) = 1 se obtienew(t) =1 -ty b(t) = 1/(1 — t). Por lo tanto para € [0, 1),

|
X =(1- Bs.
0= 7j)/ol—sal

Este proceso cumple la condicion de tomar el valor cero en los tietnpdsy ¢ = 1, y por ello

se le llamgpuente Brownianen el intervald0, 1]. No es muy dificil probar que, efectivamente,
con probabilidad uno, estas trayectorias se anulan cuatieltde a uno. Una trayectoria de este
proceso se muestra en siguiente figura.

Xi(w)

ay

A

P

H-{>
o~

Una trayectoria del puente Browniano [@n1].

Es sencillo calcular la esperanza, varianza y covarianza de esta@r&cienero observe que
E(X;) = 0. Usando este resultado y la isometria de It6 calcularemos la covarianz&Xegmytrg,
para0 < s <t:

Cov(X,, Xi) = E(X,X,)
_ (1—5)(1—t)E(/081iudBu/0 —dB.).

La segunda integral puede descomponerse en la suma de dos intagralespre el intervalo
[0, s] y otra sobre s, t]. Dada la propiedad de incrementos independientes del movimiento Brow-
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niano, el segundo sumando desaparece. De modo que
Cov( X, X;) = (1 —s)(1 — t)E(/ b dB,)?
o 1—u
_ Ry
— =90 -0 [ ()P
1 S
—-a-0| ]

1—u 0

=s(1—1t).

En particular, VafX;) = t(1 — t). El puente Browniano efi), 1] también puede representarse de
las siguientes formas equivalentes

X, = B, —tB; parat € [0,1],

X, = X4
Mas generalmente puede definirse el puente browniano a través dadioecu
b Xy
STt
parat € [0,7) y con condicional inicialX, = a. Esta ecuacion determina un proceso que inicia
ena y termina erb. La media y covarianza son

dX; dt + dBy,

t bt

EXy) =a(l— =)+ =

( t) CL( T) + T?

t

Cov(Xs, X¢) = min{s,t} — %

Una trayectoria de este proceso se muestra a continuacion:

Xit(w)

i
T
Una trayectoria del puente Browniano [@nT] dea ab.
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Comentarios finales.Espero este trabajo haya logrado el objetivo de dar una introduccién
simple a las ecuaciones estocasticas, y que los varios ejemplos presdragalodrecho mas
transparente el concepto de integral estocastica. Tal vez no seamnecrencionar que la teoria
matematica de estos temas se ha desarrollado de manera mucho mas gelreepabgeatada en
estas notas, y muchos temas de aplicacion y relacion con otras ramas de faétioagchan sido
dejados de lado. Se requiere por supuesto de una lectura mas extensargecer con mayor
detalle los varios aspectos del calculo estocastico. En este sentidorséeregdan a continuacion
algunos textos. Una introduccion elemental sobre simulacion de ecuaeistoesisticas puede
encontrarse en [9]. Otros modelos de ecuaciones estocasticas yaanagedad de aplicaciones
pueden encontrarse en el libro de Kloeden y Platen [13]. Para urieestsigmatico y detallado
de estos temas pueden consultarse por ejemplo los textos [4], [6],12D][18] o [20].
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