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PrefaioLos Temas Seletos de Estruturas de Datos introduen en forma simpley senilla a algunos temas relevantes de Estruturas de Datos. No tienela inteni�on de substituir a los diversos libros y publiaiones formales enel �area, ni ubrir por ompleto los ursos relaionados, sino m�as bien, suobjetivo es exponer brevemente y guiar al estudiante a trav�es de los temasque por su relevania se onsideran eseniales para el onoimiento b�asiode esta �area, desde una perspetiva del estudio de la Computai�on.Los temas prinipales que se inluyen en estas notas son: �Arboles deB�usqueda, Ordenamiento Seuenial, Almaenamiento por Hashing, Com-presi�on de Texto, B�usqueda de Cadenas y Bases de Datos Relaionales.Estos temas se exponen haiendo �enfasis en los elementos que el estudiante(partiularmente el estudiante de Computai�on) debe aprender en las asig-naturas que se imparten omo parte de la Lieniatura en Cienias de laComputai�on, Faultad de Cienias, UNAM. Jorge L. Ortega ArjonaFebrero 2004
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Cap��tulo 1�Arboles de B�usquedaReorrido y MantenimientoUn �arbol es una de las estruturas de datos m�as �utiles que se han on-ebido en programai�on de sistemas. Consiste en un onjunto de nodos or-ganizados que almaenan alg�un tipo de dato. Ciertamente, existen muhosalgoritmos para la b�usqueda y manipulai�on de los datos almaenados en�arboles. Este ap��tulo desribe �omo se onstruyen los �arboles, un algoritmode b�usqueda de datos en el �arbol, algunos esquemas de reorrer el �arbol, yuna t�enia de mantener (a~nadiendo o borrando) los datos del �arbol.El uso de nodos y apuntadores es fundamental para la onstrui�on de�arboles de b�usqueda. Un nodo no es mas que una olei�on de loalidadesde memoria asoiadas en onjunto por un programa. Cada nodo tiene unnombre que, ya sea direta o indiretamente, se re�ere a la direi�on de unade sus loalidades de memoria. Esta �ultima normalmente tiene un ontenido,que es el elemento a ser almaenado en el nodo. Adem�as, inluye ero, unoo dos (y a vees mas) apuntadores o ligas. Estos apuntadores no son masque los nombres de otros nodos en el �arbol. Los programas que usan �arbolesde b�usqueda tienen la opi�on de pasar de un nodo a otro seguiendo talesapuntadores.Coneptualmente, un �arbol de b�usqueda se representa por ajas y ehas(�gura 1.1). Cada aja representa un nodo, y ada eha representa unapuntador. Cada nodo en el diagrama onsiste de ampos (espaios dondepuede almaenarse un dato o apuntador), que en este aso, son un ampode datos y dos ampos de apuntadores.7
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Figura 1.1: Un �arbol de b�usqueda on nueve nodosUn �arbol puede diretamente implementarse en memoria prinipal me-diante un programa a nivel ensamblador, o puede implementarse en formade arreglo en un programa de alto nivel. La �gura 1.2 ilustra ambas posibil-idades para el �arbol anterior.
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No resulta dif��il trazar en ambos diagramas los datos y apuntadoresde un nodo a otro; meramente, se iniia en el nodo indiado on la ehaen ambos asos. En el primer aso, los tres ampos se almaenan en unasola palabra en la direi�on de memoria 105. El ampo de datos ontieneel valor 37, y los ampos de apuntador indian respetivamente los nodos\hijos" izquierdo y dereho de ese nodo. En este aso, el nodo hijo izquierdose enuentra en la direi�on 102, y el nodo hijo dereho en la direi�on 110.En la segunda representai�on, los ampos de datos y apuntadores se enuen-tran almaenados en tres arreglos separados llamados Elemento, izquierday dereha, respetivamente. En este aso, los ampos son utilizados de lamisma manera que en el aso anterior. Los ampos de apuntador que noapuntan a nada ontienen un valor \nil". Esto meramente signi�a que seusa un s��mbolo distinguible de valores (direiones) v�alidos para los apun-tadores. Los espaios en ambas representaiones se muestran para haerevidente que los �arboles son onstruidos en formas que el programador nosiempre puede ontrolar.Cuando los datos se almaenan en un �arbol, freuentemente es on elprop�osito de aeder a elementos partiulares r�apidamente. Por ejemplo, silos elementos que se almaenan tienen un orden en partiular, omo puedeser < (menor que), entones la b�usqueda por elementos puede haerse enforma espeialmente r�apida si los nodos se ordenan de auerdo a la siguienteregla:\En ada nodo, todos los elementos almaenados en su sub�arbol izquierdotienen un valor menor que el elemento almaenado en ese nodo; y todos loselementos almaenados en el sub�arbol dereho tienen un valor mayor que elelementos almaenado en ese nodo" (�gura 1.3)Un �arbol de datos que satisfae tal ondii�on se le onoe omo �arbol deb�usqueda binario. La �gura 1.4 muestra un ejemplo en el que puede versequ�e tan r�apido puede haerse una b�usqueda en �arboles. En este aso, loselementos son nombres, y el ordenamiento simplemente es alfab�etio.Para busar en este �arbol, se puede usar un algoritmo muy simple, quetoma omo entrada el \nombre", y su salida es s�� o no dependiendo si talnombre fue hallado en el �arbol. Las notaiones item(node), left(node) yright(node) se re�eren, respetivamente, al elemento, al apuntador izquierdoy al apuntador dereho de un nodo dado. El algoritmo omienza en el nodom�as alto del �arbol: 9
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proedure SEARCH1. found false2. node top3. repeata) if item(node) = namethen print si; node nil; found true;b) if item(node) > namethennode right(node);) if item(node) < namethennode left(node);4. untilnode = nil;5. if not foundthen print no;El proedimiento SEARCH desiende nodo a nodo: si el nombre que sebusa es \menor que" el nombre almaenado en tal nodo, el algoritmo tomala rama izquierda; si el nombre que se busa es \mayor que" el nombre alma-enado en el nodo atual, el algoritmo toma la rama dereha. Finalmente,si el nombre es enontrado en un nodo, el algoritmo imprime s��.El ilo termina tan pronto omo node = nil. Esto suede no s�olo uandoel nombre busado se enuentra, sino tambi�en uando el algoritmo trata dedesender a trav�es de un apuntador nulo, es deir, ha llegado al fondo del�arbol. N�otese el uso de la variable l�ogia found, que at�ua omo se~nal parala prueba, al �nal del algoritmo. Esta variable se iniializa on un valor defalse, y s�olo ambia si la b�usqueda es exitosa.Es notorio que el n�umero de iteraiones en el ilo prinipal de SEARCHno es nuna mayor que el n�umero de niveles en el �arbol. Ya que la antidad detrabajo heho dentro del ilo se limita a un n�umero onstante de pasos, esposbile esribir la omplejidad en el tiempo de b�usqueda limitado por O(l),donde l es el n�umero de niveles en el �arbol. Sin embargo, en un �arbol deb�usqueda binario on n nodos, y todos los nodos exepto los m�as profundosteniendo dos hijos, el n�umero de niveles l est�a dado por:l = dlog2 ne11



Esto permite esribir la omplejidad en el tiempo de SEARCH omo O(log n)en el aso general, al menos uando el �arbol se enuentra \lleno" en el sentidodado previamente.Este tiempo de b�usqueda es exesivamente r�apido. Si en lugar de 15de los m�as famosos personajes en omputai�on se oloan mil millones denombres de quienes trabajan en omputai�on1 el tiempo de b�usqueda seinrementar��a apenas de 4 pasos a s�olo 30.Ahora bien, puede darse el aso de que se requiera listar todos los datosalmaenados en un �arbol de b�usqueda. Un algoritmo que produe tal listapuede reorrer el �arbol, es deir, visitar ada nodo en alguno de varios orde-namientos, el m�as om�un de los uales es el orden de \primero profundidad"(depth-�rst order) o preorden. Este modo de reorrido o visita se progra-ma f�ailmente utilizando la reursi�on. El algoritmo se mueve haia arribay abajo dentro del �arbol siguiendo los apuntadores. La regla senilla quede�ne su progreso requiere, por ejemplo, que ning�un nodo a la dereha deun nodo dado sea visitado hasta que todos los nodos a la izquierda hayansido visitados.proedure DEPTH(x)1. usex2. if left(x) 6= nilthenDEPTH(left(x))3. if right(x) 6= nilthenDEPTH(right(x))program DEPTH(root)El paso \use x" signi�a aqu�� imprimir x o proesarlo de alguna manera.Si el proedimiento no ha alanzado el fondo del �arbol donde los apunta-dores son nulos, entones se llama a s�� mismo primero desendiendo por laizquierda del nodo atual, y luego por la dereha. Obviamente, la llamada aDEPTH on el nodo izquierdo omo argumento podr��a resultar inmediata-mente en otra llamada igual, y as�� hasta llegar al fondo del �arbol. De estaforma, el algoritmo onsiste en una sola llamada a DEPTH on argumentoen el nodo ra��z (root) del �arbol, lo que resulta en un barrido sistem�atio deizquierda a dereha atrav�es de todos los nodos del �arbol.1Lo ual ser��a su�iente para onsiderar a todos quienes trabajamos en omputai�on12



En muhas apliaiones, los �arboles de b�usqueda binarios no se enuen-tran �jos de prinipio a �n, sino que pueden reer o empeque~neerse omoualquier arhivo de datos. Para insertar un nuevo elemento en un �arbol deb�usqueda (�gura 1.5), es tan solo neesario modi�ar levemente el algoritmode b�usqueda: tan pronto omo la b�usqueda por el elemento falla, obt�engaseuna direi�on nueva (no usada), y reempl�aese el apuntador a nulo enontra-do on tal direi�on. En seguida se oloa el nuevo elemento en la direi�on,y se rean dos apuntadores nulos, para formar entre los tres los ampos deun nuevo nodo.
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nil nil42Figura 1.5: A~nadiendo un nodoBorrar un nodo resulta algo m�as ompliado. De nuevo, el algoritmo deb�usqueda puede ser utilizado para loalizar un elemento, pero la direi�ondel nodo que apunta haia �el debe preservarse por el algoritmo de borrado.En la segunda parte de la �gura 1.6 un algoritmo de borrado se muestra enoperai�on.Inspeionando la �gura 1.6, es notorio que el nodo onteniendo el valor42 se remueve del �arbol onjuntamente on sus dos apuntadores. Conse-uentemente, otros dos apuntadores (marados on un asteriso) deben serre-arreglados. Esenialmente, todo el sub�arbol dereho dependiente del nodoonteniendo el valor 42 se mueve haia arriba un nivel, mientras que todoel sub�arbol izquierdo se ha deslizado haia abajo dos niveles hasta el primernodo disponible en la posii�on m�as a la izquierda del primer sub�arbol. Lapalabra \disponible" aqu�� se re�ere a que el apuntador izquierdo del nodoes nulo y es posible oloar el segundo sub�arbol ah��.
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Cap��tulo 2Ordenamiento SeuenialUn L��mite Inferior de VeloidadOrdenar es una tarea omputaional on enormes impliaiones en elomerio y la industria. Muhas de las omputadoras de uso omerial eindustrial pasan una frai�on signi�ativa de su tiempo ordenando listas.De este modo, resulta muy pr�atio preguntarse: >Dada una lista de n el-ementos, u�al es la m��nima antidad de tiempo que puede llevarle a unaomputadora ordenarla?Un algoritmo onoido omo mezla-ordenamiento (merge-sort) puedelograr esta tarea en un tiempo O(n logn). Partiendo de esto, y onsiderandouna n lo su�ientemente grande, es posible proponer una onstante  posi-tiva tal que el n�umero de pasos que requiere este algoritmo para ordenar nelementos nuna es mayor que n log n. Esta antidad tiene tambi�en el ordende magnitud orreto para ser un l��mite inferior de el n�umero de pasos re-querido, al menos uando la pregunta anterior se reformula adeuadamente.Si la palabra \ordenarla" se restringe a signi�ar que la omputadoras�olo ompara dos elementos de la lista de n elementos en un momento dado,entones este l��mite inferior no es dif��il de demostrar. Sea la lista a serordenada representada omo:L = x1; x2; :::; xn
15



Consid�erese que la omputadora omienza omparando una xi on unaxj , y hae una de dos osas omo resultado de la omparai�on (�gura 2.1).
x < x

i j i j

L

L L0 1

x > x

Figura 2.1: Deisi�on iniial de un algoritmo de ordenamientoLo que se onsidera hae la omputadora es alterar la lista L para on-vertirla en L0 o L1, dependiendo de la omparai�on. Por ejemplo, a partirde L la omputadora puede interambiar xi y xj para rear L0, o dejar xi yxj en su posii�on original para rear L1. De modo similar, la omputadorapuede ontinuar trabajando sobre L0 o L1, apliando preisamente la mis-ma observai�on. Continuando on este proeso, resulta un �arbol uyos nodosm�as bajos orresponden todos a una versi�on ordenada de la lista iniial.Por ejemplo si L tiene s�olo tres elementos, la �gura 2.2 muestra omo el\�arbol de deisi�on" podr��a ser.Para entender la signi�ania de los nodos terminales, es �util imaginarsequ�e hae el algoritmo de ordenamiento on todas las n! posibles versiones delistas de un onjunto de n elementos. Dadas dos de tales listas, sup�ongaseque el algoritmo toma la misma rama para ambas listas en ada nivel del�arbol, de tal modo que se llega al mismo nodo terminal en ada aso. Cadavez que el algoritmo de ordenamiento toma una deisi�on omo resultadode una omparai�on, se realiza una permutai�on � de la versi�on atual dela lista de entrada L. M�as aun, se realiza esta permutai�on en ualquierlista que se tenga atualmente. Por lo tanto, si dos versiones distintas de lalista de un mismo onjunto terminan en el mismo nodo terminal, entonesambas listas han permutado de forma id�entia. Pero esto signi�a que a lomas, una de esta listas ha sido ordenada orretamente. La �unia onlusi�onque surge de todo esto es que si el algoritmo de ordenamiento se realizaorretamente, el �arbol de deisi�on orrespondiente debe tener al menos n!nodos terminales. 16
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L 000 L 001 L 010 011LFigura 2.2: Un �arbol de deisi�on para una lista de tres elementosAhora bien, un �arbol binario on m nodos terminales debe tener unaprofundidad de al menos dlogme, y la profundidad (D) del �arbol de deisi�ondebe satisfaer que: D = dlogme= log n(n� 1)(n� 2):::(n=2)> log(n2 )n=2= n2 log n2= O(n log n)Esto es tan solo otra forma de deir que ualquier omparai�on para or-denamiento que tome una lista de n elementos omo entrada debe realizaral menos O(n logn) omparaiones en el peor de los asos. Cualquier algo-ritmo que se realie substanialmente mejor que esto, en total, debe haersu deisi�on para ordenamiento en base a otro riterio, o debe ser apaz dehaer las omparaiones en paralelo.17
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Cap��tulo 3Almaenamiento porHashingLa Clave est�a en la Direi�onHay prinipalmente tres t�enias de almaenar y reobrar registros enarhivos grandes. La m�as simple involura una b�usqueda seuenial a trav�esde los n registros, y requiere O(n) pasos para reobrar un registro partiular.Si los n registros est�an espeialmente ordenados o almaenados en un �arbol,entones un registro puede reobrarse en O(log n) pasos (v�esae el ap��tulo1). Finalmente, si ierta informai�on de ada registro se utiliza para generaruna direi�on de memoria, entones un registro puede reobrarse promedioen O(1) pasos. Esta �ultima t�enia, que es el tema de este ap��tulo, se leonoe omo hashing.Consid�erese un registro \t��pio" en un arhivo, onsistente de una llavey un dato, omo se muestra en el siguiente ejemplo:3782-A:670-15 DURALL RADIAL, 87.50, STOCK 24Aqu��, la llave es 3782-A, y el dato onsiste de un tama~no y mara dellanta seguido por su preio por unidad y n�umero de elementos en almae-namiento. Respeto a almaenar, busar y reobrar registros de arhivos, essu�iente espei�ar �omo manipular la llave; el dato se \a~nade" dada laprogramai�on apropiada.Transformar una llave (o hashing), en un sentido, es ortarla y usar s�oloparte de ella. La parte usada diretamente genera una direi�on de memoria,19
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Figura 3.1: Transformai�on de llaves en d��gitosomo se muestra en la �gura 3.1, la ual usa palabras de dos letras en ingl�esomo llaves.Los dos �ultimos d��gitos del �odigo ASCII para ada llave k se utilizan o-mo direi�on h(k), en la ual ada palabra puede ser almaenada. De auer-do on esto, en la parte dereha de la �gura 3.1 se muestra una pori�onde memoria en forma esquem�atia. Adem�as de ada loalidad de memo-ria, se muestra la llave que ha sido transformada a tal direi�on. Algunasloalidades de memoria no tienen llaves, y otras tienen m�as de una.Esto �ultimo se onoe omo olisi�on, y para haer que el hashing tra-baje orretamente, las olisiones deben resolverse. Uno podr��a pensar quelas olisiones son relativamente raras. Ciertamente, el gran n�umero de ol-isiones en el ejemplo previo se debe al heho de que varias de las palabrasde dos letras usadas omo llaves terminan en la misma letra. De heho,omo lo apunta Knuth, las olisiones son asi la regla, aun on llaves dis-tribuidas aleatoriamente, muho antes de que el espaio de memoria reser-vado para el almaenamiento sea totalmente utilizado. Knuth ilustra estepunto on la famosa paradoja del umplea~nos: >Cu�al es la probabilidad deque al menos dos personas en una habitai�on on 23 personas tengan elmismo umplea~nos? 20



La respuesta es m�as que 0.5. Si se onsidera a los 365 posibles umplea~nosomo loalidades de memoria, a los nombres de las 23 personas omo datos,y sus umplea~nos omo llaves, entones este simple ejemplo muestra qu�e tanposibles son las olisiones: la probabilidad de que al menos sueda una ol-isi�on es mayor que 0.5 aun antes de que el 10 por iento de las loalidadesde memoria sean utilizadas.Existen prinipalmente dos m�etodos para resolver las olisiones, llama-dos enadenamiento (haining) y �area de desbordamiento (open addresing).Sin embargo, antes de desribirlos, se observa qu�e puede lograrse mediantemantener las olisones a un m��nimo.El medio de almaenamiento se onsidera omo un onjunto de dire-iones enteras de 0 a M ; �estas pueden ser ��ndies de un arreglo o direionesverdaderas de memoria, dependiendo del nivel del lenguaje usado. Una llavek es generalmente una adena alfanum�eria, pero siempre podemos onvertirk en su equivalente entero ASCII. Suponiendo que k es ya un entero, >�omogenerar una direi�on de memoria en un rango de 0 a M a �n de minimizarla probabilidad de olisiones? Una forma es utilizar la operai�on m�odulo deM : h(k) = kmodMLa �unia forma en que se puede ontrolar la funi�on h es seleionandoM ; no es una uesti�on de qu�e tan grande o peque~na haer M . Es soloneesario que M sea el tipo orreto de n�umero. Se ha observado que siM es un n�umero primo, entones h genera direiones de memoria biendistribuidas, siempre y uando M no tenga la forma rk + a, donde r es lara��z del onjunto de arateres (r = 128 para los arateres ASCII), y a esun entero peque~no. Si se toma este onsejo para el ejemplo anterior, entoneses notorio que M = 23 est�a iertamente muy lejos de la forma 128k.Con este mismo valor de M se obtienen muy diferentes resultados paralas mismas 13 palabras de dos letras. Las direiones de memoria en la �gura3.2 se expresan en notai�on deimal. Con la primera funi�on hash se sufr��anuatro olisiones (ontando TO, DO y GO omo dos olisiones), pero on lanueva funi�on hash este n�umero baja a tan solo dos.
21
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GOFigura 3.2: Utilizando la funi�on modulo on primos genera una mejoraAdem�as del m�etodo de la divisi�on, hay otro m�etodo �util el ual usa lamultipliai�on. Se basa en la observai�on general de que si uno toma unn�umero irraional x, y forma n de sus m�ultiplos:x; 2x; 3x; :::; nxy tomando sus partes fraionales hasta n:x1; x2; x3; :::; xnlos n�umero resultantes son todos diferentes y dividen al intervalo unitarioen n+ 1 subintervalos. Cada uno de estos subintervalos tiene al menos unode tres posibles longitudes, y si se a~nade un nuevo punto xn+1, �este aeen un subintervalo del tipo m�as grande. Suede que si x se esoge a ser la\media �aurea" (on el valor aproximadamente de 0.61803399), entones lastres longitudes sufren la menor variai�on, y todas est�an m�as eranas quelas produidas por ualquier otro n�umero irraional. Estas observaionessugieren una funi�on hash h produida de auerdo al siguiente algoritmo.22



Sea g la raz�on �aurea, tan erana omo el tama~no de una palabra puedaaproximarla.1. h k � g2. h parte fraional de h3. h h �M4. h parte entera de hEste �alulo forma el produto k �g, toma su parte fraionaria, lo esalaa M y toma el entero m�as erano (menor que) el resultado.Apliando este m�etodo al ejemplo de las llaves para palabras de dosletras, solo se obtiene una olisi�on, lo ual es el mejor desempe~no que sepudiera esperar bajo las irunstanias atuales.Ahora bien, habiendo disutido algunos tipos de funiones hash, se re-toman las t�enias para manejo de olisiones. La primera involura la on-strui�on de una adena de apuntadores desde ada direi�on en la ualourra una olisi�on, y la segunda se re�ere a ambiarse a una nueva dire-i�on de memoria dentro de la tabla hash en la pori�on de memoria dediadaal almaenamiento de llaves.El enadenamiento se ilustra en la �gura 3.3 para la funi�on hash delejemplo.
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Figura 3.3: Enadenamiento (haining)Las llaves TO, DO y GO se asoian todas on la direi�on 17, en eseorden. Las llaves AS e IS se asoian on la direi�on 23. Si una pori�on23



de ada loalidad de memoria en la tabla se reserva para un apuntador,entones uando una llave omo DO se asoia on la misma direi�on queTO, una nueva loalidad se a~nade de un espaio de memoria auxiliar. Lallave DO se oloa en esta loalidad, y su direi�on se inserta en el espaiopara apuntador asoiado on la primera palabra TO. Similarmente, uandodespu�es llega GO a la misma direi�on, se le a~nade a la adena tras DOmediante un segundo apuntador.La otra t�enia para resolver olisiones, llamada �area de desbordamiento,onsiste en insertar una llave k, y desubrir que h(k) se enuentra ya oupadapor otra llave; entones, se \prueba" la tabla hash, examinando direiones auna distania �ja p(k) adelante de la direi�on que se onsidera atualmente.Si h(k) est�a oupada, se examina h(k)�p(k), y si �esta se enuentra oupada,se examina h(k)� 2p(k), y as�� suesivamente.Si p(k) = 1, la t�enia lineal resulta en un largos \raimos" (lusters)onforme se llena la tabla. Al haer p(k) = , donde  es un entero \relati-vamente primo" (i.e. on poos divisores) respeto a M , hay una tendeniamenor a formarse raimos.Quiz�a la mejor t�enia de todas es ombinar esta prueba seuenial onuna tabla hash ordenada: si las llaves k se han insertado en la tabla en ordendereiente de k, entones el siguiente algoritmo inserta una nueva llave enla tabla, siempre y uando haya espaio para ella.1. i h(k)2. if ontenido(i) = 0 then ontenido(i) k; exit3. if ontenido(i) < k then interambia valores de ontenido(i) y k4. i i� p mod M5. goto 2Es interesante notar que si esta pol��tia de inseri�on se sigue desde eliniio de la onstrui�on de la tabla, produir��a la misma tabla que se hasupuesto. Es deir, este algoritmo tanto introdue omo mantiene la mismatabla que se obtuvo al insertar primero la llave m�as grande, despu�es lasiguiente m�as grande, y as�� suesivamente.Claramente, se hae m�as on una tabla hash que meramente haer in-seriones. M�as freuentemente, se busa en la tabla para ver si una llave seenuentra ah��. Oasionalmente, tambi�en se borran elementos de la tabla.24



En la mayor��a de los asos, busar en una tabla hash es muy similara insertar una nueva llave: se alula el valor hash h(k), y se veri�a ladirei�on para ver si k se enuentra en la tabla. Dependiendo si se tratade enadenamiento o de �area de desbordamiento, se sigue una adena deapuntadores o se prueba una seuenia dentro de la tabla.Sim direiones de lasM direiones en una tabla ontienen llaves , y lasadenas de tal tabla ontienen adem�as n llaves, entones el n�umero de pasosrequeridos para busar en una tabla on enadenamiento es n=m. Si la fun-i�on hash lleva a una distribui�on relativamente uniforme de llaves, entonesm es mayor que n, y el tiempo de b�usqueda es esenialmente onstante (ypeque~no).La raz�on m=M se onoe omo \fator de arga" (load fator) de unatabla hash. Bajo la t�enia de �area de desbordamiento, una seuenia depruebas requiere de O� MM �m�pasos para loalizar una llave dentro de la tabla. Aun uando este resultadopuede ser derivado te�oriamente, hasta ahora solo hay evidenia emp��riaque el orden de una tabla hash requiere deO�Mm log MM �m�pasos para una b�usqueda exitosa. Este l��mite de omplejidad promedio es,sin embargo, una onjetura. N�otese que la omplejidad de una prueba lin-eal ree muho m�as r�apidamente que el orden supuesto de la omplejidadonforme m se aproxima a M .Resulta �util omparar varias t�enias de almaenamiento y reuperai�onpara deidir u�al es la mejor para una apliai�on dada. Por ejemplo, esposible omparar las tablas hash on los m�etodos de �arboles binarios (v�easeel ap��tulo 1), y onluir que aun uando el tiempo de aeso es muho menoren las tablas hash, esto se debe a que generalmente se utiliza una tabla detama~no �jo M . Esta inexibilidad puede ser una desventaja si el arhivoque se mantiene no tiene un l��mite espe���o de reimiento. Sin embargo,las tablas hash son m�as f�ailes de programar que algunos esquemas basadosen �arboles. 25



26



Cap��tulo 4Compresi�on de TextoCodi�ai�on Hu�manLas dos apliaiones m�as importantes de las t�enias de odi�ai�on sonla protei�on y ompresi�on. Cuando un mensaje es odi�ado omo una a-dena de eros y unos, existen t�enias que, mediante la inseri�on de algunosbits extra en la adena a trasmitir, permiten al reeptor del mensaje des-ubrir u�ales eros o unos (si los hay) son err�oneos. Adem�as, hay m�etodosde aortamiento de la adena, de tal modo que no se requieren transmitirmuhos bits.Las dos grandes �areas de apliai�on de la teor��a de odi�ai�on son tiempoy espaio. Las apliaiones de tiempo son aquellas de omuniai�on tradi-ional en que un mensaje se transmite eletr�oniamente a trav�es del tiempo,y la mayor preoupai�on es proteger el mensaje de errores. Las apliaionesde espaio involuran la protei�on o ompresi�on de datos durante el almae-namiento en alg�un medio eletr�onio, omo la memoria de una omputadorao los disos magn�etios.Si una gran antidad de texto debe almaenarse, o si el espaio de al-maenamiento es importante, onviene omprimir el texto de alguna formaantes de almaenarlo. La odi�ai�on Hu�man hae esto mediante explotarla redundania en el texto fuente.En esenia, la idea es muy simple. Sup�ongase que se tiene una adena detexto que usa un alfabeto on s��mbolos s1, s2, ..., sn, y que la probabilidad deque el i-�esimo s��mbolo que aparee en un punto aleatoriamente seleionadode la adena es pi. Cada s��mbolo si se substituye por una adena binaria de27



longitud li, de tal modo que la longitud promedio que representa un s��mboloest�a dado por L = nXi=1 piliSuponiendo que p1 > p2 > ::: > pn, se nota que L se minimiza s�olo si l1 <l2::: < ln. Esta observai�on forma la base para una t�enia que seleionalas adenas binarias reales que odi�an los varios s��mbolos. Sup�ongase, porejemplo, que los s��mbolos A, B, C, D, E, F y G apareen on las probabil-idades 0.25, 0.21, 0.18, 0.14, 0.09, 0.07 y 0.06 respetivamente. N�otese quela suma de todas las probabilidades suma 1.0.Un �arbol de Hu�man para estos s��mbolos y sus probabilidades es una rep-resentai�on visual onveniente de la selei�on, en la ual las adenas binariasrepresentan los s��mbolos (�gura 4.1). Cada nodo del �arbol est�a etiquetadoon la suma de las probabilidades asignadas a los nodos que tiene debajo.
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enuentran al reorrer el �arbol desde la ra��z a un nodo en partiular. Laodi�ai�on Hu�man para el sistema que se ha desrito es por lo tanto:A 00B 10C 010D 011E 111F 1100G 1101La longitud promedio del �odigo L es 2.67 bits, y �este es un m��nimo.El algoritmo que asigna estos �odigos onstruye un �arbol de Hu�manexpl��ito de abajo haia arriba. Un arreglo llamado \sub�arboles" ontienelos ��ndies de las ra��es de todos los sub�arboles de los que se onstruye el�arbol de Hu�man. Iniialmente, sub�arboles no ontiene m�as que sub�arbolesde un solo nodo, uno por ada uno de los n s��mbolos si del alfabeto quese odi�a. Hay, por lo tanto, un arreglo orrespondiente de probabilidades\prob", que por ada nodo ra��z en ada sub�arbol en onstrui�on, ontienela probabilidad asoiada on ese nodo. Dos arreglos de apuntadores \lig-aizquierda" y \ligadereha" ontienen la estrutura del �arbol de Hu�man, yuando el algoritmo se termina, debe haber 2n � 1 nodos, de los uales nson nodos y el resto apuntadores.A la i-�esima iterai�on del algoritmo, los primeros n�i+1 sub�arboles se re-ordenan, de tal modo que sus probabilidades asoiadas formen una seueniadereiente. Los d��gitos binarios apropiados se a~naden a los nodos terminalesde los �ultimos dos sub�arboles en seuenia reordenada, y �estos se mezlanpara formar un nuevo sub�arbol que se oloa en el arreglo sub�arboles.for i 1 to n� 11. reordena sub�arboles desde 1 a n� i+ 12. a~nade 0 a la terminal del sub�arbol n� i3. a~nade 1 a la terminal del sub�arbol n� i+ 14. prob(n + i)  prob(sub�arboles(n � i)) + prob(sub�arboles(n � i+ 1))5. ligadereha(n + i)  n� i+ 16. ligaizquierda(n + i)  n� i 29



7. sub�arboles(n � i)  n+ iEl proeso que se india por el paso \a~nade 0 a la terminal del sub�arboln� i" simplemente quiere deir reorrer el (n� i)-�esimo sub�arbol y a~nadirun 0 a ada palabra almaenada omo sus nodos terminales. No se haereferenia expl��ita de estas palabras en el algoritmo, pero son f�ailmentemanejadas uando el algoritmo se onvierte en un programa. El paso \ a~nade1 a la terminal del sub�arbol n� i+ 1" tiene un signi�ado similar.Despu�es de que los apuntadores se modi�an para asoiarse on el nuevonodo n+ i (siendo los nodos anteriores 1; 2; :::; n; n+1; :::; n+ i� 1), el algo-ritmo �nalmente reemplaza las dos �ultimas entradas en el arreglo sub�arbolespor la ra��z del nuevo sub�arbol onstruido. Cuando i llega a ser n � 1, hayun solo sub�arbol en todo el arreglo, y �este es el �arbol de Hu�man.Los primeros pasos de la operai�on del algoritmo pueden ilustrarse porel ejemplo ya presentado. Iniialmente hay n � i + 1 = 7 sub�arboles queonsisten de un nodo ada uno. Esto se rearreglan en orden dereienterespeto a su probabilidad (�gura 4.2).
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Figura 4.2: Siete sub�arboles de un solo nodoDespu�es de que un 0 y un 1 se a~naden a las terminales de los sub�arboles6 y 7, se rea un nuevo sub�arbol on ��ndie n + i = 8. �Este se liga a ladereha on el sub�arbol 7 y a la izquierda on el sub�arbol 6. A la siguienteiterai�on del algoritmo, los sub�arboles se rearreglan en orden dereiente deprobabilidad (�gura 4.3).A la siguiente iterai�on, un nuevo sub�arbol se forma de los dos anteriores,y el n�umero de sub�arboles se redue a 5 (�gura 4.4).Despu�es de n = 7 iteraiones, s�olo queda un sub�arbol, el ual es el �arbolde Hu�man. A ada paso, se asignan 0 o 1 omo d��gitos del �odigo a laliga izquierda y dereha respetivamente, en forma suesiva a los sub�arboleson probabilidades menores. Esto asegura que las palabras m�as largas de laodi�ai�on tiendan a ser menos freuentemente utilizadas.30
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Para almaenar una pieza dada de texto utilizando la odi�ai�on Hu�-man, se rea una tabla en la ual se uenta el n�umero de vees ni que eli-�esimo s��mbolo ourre. La probabilidad pi de la pieza de texto es simple-mente ni=l, donde l es la longitud de la pieza de texto. Apliar el algoritmoresulta en la asignai�on de un �odigo a ada s��mbolo, as�� omo en la on-strui�on del �arbol de Hu�man. El texto se reorre, y en una sola pasada, seonvierte en una larga adena binaria de �odigos onatenados. En seguida,esta adena se divide en bloques de longitud m, que se re�ere al tama~no depalabra de la omputadora partiular para la que el algoritmo se implemen-ta. Cada bloque, entones, se onvierte en un solo entero, y se almaena enla memoria de esta forma. El �arbol de Hu�man, por su parte, se almaenaen otro sitio de la memoria.Para reuperar el texto que ha sido as�� almaenado, se invoa el pro-edimiento inverso, y el �arbol de Hu�man se utiliza en el �ultimo paso delproesamiento para los s��mbolos de la adena binaria. Cada s��mbolo orre-sponde a una sola sub-adena, determinada por una sola b�usqueda desde lara��z hasta el nodo terminal pertinente del �arbol.Para evitar onstruir un �arbol ada vez que alg�un texto se almaena,es posible onstruir un �arbol m�as general de una vez por todas, que reejelas probabilidades de ada s��mbolo en forma m�as gen�eria. Por ejemplo, laorai�on promedio en Ingl�es (ignorando la puntuai�on) ontiene los s��mbolosde A a Z y un espaio en blano (�) en una loalidad aleatoria on lassiguientes probabilidadesA 0.065 B 0.013 C 0.022D 0.032 E 0.104 F 0.021G 0.015 H 0.047 I 0.058J 0.001 K 0.005 L 0.032M 0.032 N 0.058 O 0.064P 0.015 Q 0.001 R 0.049S 0.056 T 0.081 U 0.023V 0.008 W 0.018 X 0.001Y 0.017 Z 0.001 � 0.172
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Cap��tulo 5B�usqueda de CadenasEl Algoritmo Boyer-MooreExisten algunas sutilezas en lo que paree ser el asunto senillo de busarun patr�on partiular dentro de una adena de arateres, espeialmente sidesea haerse r�apidamente. Por lo tanto, la pregunta >Qu�e tan r�apido sepuede busar un patr�on dado dentro de una adena de n arateres? tieneuna ierta di�ultad pr�atia.Por ejemplo, omo todo minero sabe, hay muhas formas de busar OROen LAS MINAS. Una antidad razonable de m�etodos ditan que se busque laadena en un orden de�nido, por ejemplo, de izquierda a dereha. Se intentahaer oinidir el patr�on on la parte m�as a la izquierda de la adena, y si laoinidenia falla, se ontin�ua reorriendo la adena haia la dereha hastaque se enuentra una oinidenia o se aaba la adena. Realmente, pareerazonable omparar los primeros arateres en el patr�on y la adena en talorden:
ORO
LAS MINAS Ya que O y L no oiniden, no es neesario en ontinuar las ompara-iones, por lo que se reorre el patr�on en una unidad a la dereha, y seintenta de nuevo:
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ORO
LAS MINAS 

De nuevo, los arateres omparados, A y O, no oiniden. Reorriendode esta forma, eventualmente la adena se aaba, y se onluye que no hayORO en LAS MINAS. Varios editores de texto haen b�usquedas de adenasde esta forma.Un algoritmo desubierto por R.S. Boyer y J.S. Moore en 1977 mejoraneste m�etodo mediante veri�ar la oinidenia de los arateres de derehaa izquierda en lugar de izquierda a dereha. Si la sei�on de la adena nooinide on el patr�on, se puede reorrer el patr�on por toda su longitud. Deeste modo, se puede ir de:
ORO
LAS MINAS inmediatamente a:
LAS MINAS 

OROA primera vista, paree ser un dram�atio inremento en la e�ienia, es-peialmente si en el siguiente paso el patr�on puede saltar otros tres araterespor la misma raz�on. Desafortunadamente, este inremento en la e�ieniaes meramente ilusorio, ya que para veri�ar si A no est�a en ORO requieretantas omparaiones omo el reorrer ORO haia adelante un espaio adavez despu�es de una omparai�on de la primera O on ada uno de los tresarateres en la adena.Sin embargo, si se onstruye una tabla (llamada tabla 1) la ual por adaletra del alfabeto ontiene su posii�on m�as a la dereha en el patr�on ORO,entones s�olo es neesario busar A en la tabla (lo que se puede haer muyr�apidamente) y notar que su entrada orrespondiente es nula (no existe Aen ORO, lo que se simboliza por ;). Uno puede entones reorrer el patr�ona la dereha por tantos arateres omo los haya en �el.34



Adem�as de la t�enia de reorrer basado en tabla 1, el algoritmo Boyer-Moore usa otra buena idea: sup�ongase que en el proeso de haer oinidirlos arateres del patr�on on los arateres de la adena, los primeros marateres (de dereha a izquierda) se enuentra que oiniden:
TRASTRA

TRESTRISTESTIGRESTRAGABANTRIGO   

En tal aso, la pori�on que onide hasta ahora al �nal del patr�on podr��abien ourrir en ualquier otro lado del patr�on. Ser��a entones inteligentereorrer el patr�on a la dereha s�olo la distania entre las dos poriones:
TRESTRISTESTIGRESTRAGABANTRIGO   

TRASTRAEn el ejemplo anterior, el algoritmo Boyer-Moore podr��a desubrir r�api-damente que B no est�a en TRASTRA, y omo resultado, reorrere el patr�onpor otros siete arateres.El algoritmo Boyer-Moore es orto y direto. Adem�as de tabla 1, utilizaotra tabla, tabla 2, que por ada pori�on terminal del patr�on india su reur-renia m�as a la dereha y no terminal. Esta tabla puede aederse tambi�enr�apidamente.STRING1. i largo2. while haya adenaa) j  anhob) if j = 0 then imprime `Coinidenia en' i+ 1) if string(i) = pattern(j) then j  j � 1, i i� 1, goto 2.b35



d) i i+max(table1(string(i)); table2(j))donde anho es la longitud del patr�on, largo es la longitud de la adena,i es la posii�on atual en la adena de arateres, j es la posii�on atualen el patr�on, string(i) es el i-�esimo arater en la adena, y pattern(j) es elj-�esimo arater en el patr�on.Como ejemplo del algoritmo anterior en operai�on, sup�ongase que elpatr�on TRASTRA se ha oloado en seguida de ...GRESTRA... en la adena.Comenzando en el paso 2., se nota que i = 20 y j = 7. Ya que string(26) =pattern(7), ambos i y j se derementan. Retornando al paso 2.b on i = 19 yj = 6 se enuentra otra oinidenia, volviendo i = 18 y j = 5. Finalmente,una nueva onidenia suede, lo que deja i = 17 y j = 4. Sin embargo, losarateres en las siguientes posiiones no oiniden, y la ejeui�on proedeon string(17) = E. Por otro lado, la entrada en tabla 1 aparee omo sigue:C 2D 2E 5F 6G 6Por tanto, tabla1(E) = 5 signi�a que el apuntador i debe reorrerse almenos 5 arateres a la dereha antes de que un nuevo intento de oinideniatenga ualquier esperanza de �exito. Esto es equivalente a reorrer el patr�onuatro arateres a la dereha, en donde las T oiniden de nuevo.Sin embargo, tabla 2 se podr��a ver omo sigue:1 112 103 94 55 45 1De nuevo, el apuntador i debe reorrerse al menos 5 arateres a ladereha antes de que sea razonable reomenzar el proeso de oinidenia.Como suede en este ejemplo, tabla1(E) = tabla2(4), lo que implia queel apuntador i debe reorrerse 5 arateres en ualquier aso. Sin embargo,36



tratando otros patrones es posible notar m�as laramente la utilidad queprovee la independenia de las dos tablas.El algoritmo Boyer-Moore ha sido exhaustivamente probado y rigurosa-mente analizado. El resultado de las pruebas muestra que en promedio, estealgoritmo es \sublineal". Esto es, para enontrar un patr�on en la i-�esimaposii�on de una adena requiere de menos de i + anho pasos uando elalgoritmo est�a adeuadamente odi�ado. En t�erminos del omportamientoen el peor aso, el algoritmo a�un se ejeuta en el orden de i+ anho.En uanto a la utilidad de tabla 1 y tabla 2, es interesante que onalfabetos grandes y patrones peque~nos, tabla 1 resulta m�as �util. Sin embargo,esta situai�on se hae inversa para peque~nos alfabetos y grandes patrones.
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Cap��tulo 6Bases de Datos RelaionalesConsultas \H�agalo Usted Mismo"En muhas apliaiones que involuran el almaenamiento de informa-i�on en arhivos de omputadora, normalmente se dan algunas onsultas queun usuario del arhivo desea haer. Por ejemplo, el arhivo podr��a ser un di-retorio telef�onio. Para enontrar el n�umero telef�onio de alguien, el usuariodel sistema meramente esribe el nombre de la persona en el telado, y mo-mentos m�as tarde el orrespondiente n�umero telef�onio aparee en pantalla.La omputadora, usando el nombre omo lave o llave, ha busado a trav�esdel arhivo por el nombre, reobrado el n�umero telef�onio almaenado, y lodespliega en pantalla.Sin embargo, algunas formas de almaenar datos son m�as omplejas queotras. Involuran muhas lases de informai�on on relaiones espeiales en-tre ellas. Consid�erese, por ejemplo, los datos asoiados on una liga de fut-bol. Existen varias relaiones entre jugadores y equipos, entre jugadores yn�umeros telef�onios, entre equipos y entrenadores, et. (Figura 6.1).Para asos omo la liga de futbol, se utilizan bases de datos relaionales,mediante las uales es posible produir informai�on que no est�a almaenadaen forma inmediatamente aesible. Puede haber, por ejemplo, una lista dejugadores, sus equipos, y hasta de sus n�umeros telef�onios, pero no haberuna lista de n�umeros telef�onios de todos los jugadores de un equipo enpartiular 1.1Lo ual ser��a de muha utilidad para avisarles si uno de sus juegos resulta anelado39



Jugador Edad

Entrenador Numero

Equipo

telefonico

Figura 6.1: Relaiones de datos en una liga de futbolEn una base de datos relaional, es posible rear una \onsulta" (query)que produza tal lista (y muha m�as informai�on). Para espei�ar los rangosde onsultas posibles en una base de datos relaional, sup�ongase que lainformai�on de la liga de futbol se alamaena en tres tablas separadas:Tabla de EntrenadoresEquipo Entrenador Tel�efonoLeones M. Cervantes 5535 6798Demonios G. Gonz�alez 5671 2033... ... ...Tabla de JugadoresJugador Edad Tel�efono EquipoA. Johns 22 5432 6592 LeonesL. Eheverr��a 33 5574 6378 �AngelesK. Or� 25 5522 1362 Leones... ... ... ...Tabla de EnuentrosLoal Visitante D��a Hora LugarDemonios �Angeles 22 Otubre 12:00 hrs. Estadio \Juli�an Gar��a"Leones Tornados 12 Noviembre 16:00 hrs. Estadio Naional... ... ... ... ...
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Cada tabla representa una relai�on que ser�a usada por la base de datos.M�as a�un, ada relai�on es realmente un onjunto de tuplas; por ejemplo, laprimera relai�on onsiste en tr��os de datos on la forma:Entrenadores:(equipo,entrenador,tel�efono)Las otras relaiones onsisten en tuplas de 4 y 5 elementos, respetiva-mente: Jugadores:(jugador,edad,tel�efono,equipo)Juegos:(loal,visitante,d��a,hora,lugar)Cada olumna en una tabla (relai�on) representa un atributo. Algunosatributos funionan omo llaves uando se busa en las tablas. En las trestablas anteriores, algunos atributos llave podr��an ser equipo, jugador, loal yvisitante.Hablando matem�atiamente, una relai�on es un onjunto de n-tuplas(x1; x2; :::; xn) donde ada elemento xi se obtiene de un onjuntoXi, y ningu-na tupla se repite. Las tablas en una base de datos relaional satisfaen estade�nii�on. Como resultado, la teor��a matem�atia se puede apliar; en par-tiular, una teor��a llamada �algebra relaional de�ne operaiones sobre lastablas.Dos operaiones del �algebra relaional son selei�on y proyei�on. Laoperai�on de selei�on espei�a un subonjunto de renglones en una tablamediante una expresi�on booleana que involura atributos. La operai�on deproyei�on espei�a un onjunto de olumnas en una tabla, mediante listarlos atributos involurados. Tambi�en elimina las dupliaiones que se tengande los renglones resultantes.Para obtener una lista de tel�efonos de los Leones, estas dos operaionesson su�ientes. La selei�on se denota por �, y la proyei�on por �:�jugadorytelefono(�equipo=Leones(Jugadores))Analizando de adentro haia afuera, la operai�on de selei�on � espei�atodos los renglones de la tabla de jugadores en el ual el nombre del equipoes Leones. En seguida, de entre estos, la proyei�on � espei�a los atributos41



\jugador" y \tel�efono", desartando todos los otros atributos de la tupla noespei�ados por �. Por tanto, la siguiente lista aparee:A. Johns 5432 6592K. Or� 5522 1362... ...Otra relai�on importante es llamada la \uni�on natural" (natural join),y se denota on el s��mbolo ./. Opera sobre dos tablas que tienen uno o m�asatributos omunes. Para ada par de tuplas (una de la primera tabla y unade la segunda), produe una nueva tupla si los atributos omunes tienenvalores id�entios para tal par. Sup�ongase por ejemplo que se le pide a labase de datos relaional la uni�on de las tablas Entrenadores y Jugadores:Entrenadores ./ JugadoresLas dos tablas tienen a equipo omo un atributo om�un. Un registrodentro de la nueva tabla (es deir, una relai�on) que resulta de la operai�onde uni�on podr��a ser:Leones, M. Cervantes, 5535 6798, A. Johns, 22, 5432 65 92El atributo equipo, que tiene un valor om�un de Leones para un rengl�onde Entrenadores y un rengl�on de Jugadores, resulta en un rengl�on nuevo enuna nueva tabla.La operai�on uni�on funiona de forma ombinada on otras operaionespara produir onsultas de datos m�as vers�atiles. Sup�ongase que un usuariode la base de datos quisiera una lista telef�onia del equipo entrenado por M.Cervantes. La siguiente seuenia de operaiones produir��a esa lista:�jugadorytelefono(�entrenador=M:Cervantes(Entrenadores ./ Jugadores))Dada la tabla Entrenadorer ./ Jugadores, la selei�on de M. Cervantesomo entrenador produir��a tuplas de 6 elementos onteniendo el atributoentrenador on valor de M. Cervantes. Es laro, el valor de Leones ser��aredundante en este aso. Ya que se requieren solo los nombres y n�umerostelef�onios de los jugadores entrenados por M. Cervantes, la proyei�on serealiza onsiderando solo estos datos.42



N�otese que la misma informai�on es reuperable en muhas formas dife-rentes de una base de datos relaional. Adem�as, no siempre se obtienen losdatos a la misma veloidad. Por ejemplo, la operai�on uni�on que se invoaen la onsulta anterior es inherentemente ine�iente, ya que se aplia a dostablas relativamente grandes. Una forma equivalente, pero m�as e�iente,ser��a la siguiente:�jugadorytelefono(Jugadores ./ (�entrenador=M:Cervantes(Entrenadores)))La selei�on on entrenador = M. Cervantes, uando se aplia a Entre-nadores, produe una sola tupla de tres elementos:Leones, M. Cervantes, 5535 6798La uni�on on Jugadores de esta tupla, entones, espei�a todos los ju-gadores del equipo de Leones. Una proyei�on �nal elimina todos los valoresde los atributos exepto nombre y tel�efono de las tuplas resultantes.Este ejemplo ilustra una arater��stia importante de la lase de lengua-jes de onsulta de alto nivel que se usan en bases de datos relaionales, yse basa en el �algebra relaional. Tales lenguajes, uando son ompletamenteimplementados, haen posible a los usuarios optimizar sus onsultas. Y da-do que hay m�as de una manera de produir onsultas, tambi�en es posibleseleionar aqu�ella que lo hae m�as r�apidamente.>C�omo se implementan las bases de datos relaionales? Ya que s�olo semantienen tablas en la memoria de la omputadora, todas las operaionesrelaionales deben reduirse a operaiones sobre las tablas. El operador se-lei�on es f�ailmente implementado: simplemente revisa la tabla rengl�on porrengl�on, probando una expresi�on booleana que de�ne los renglones a ser se-leionados a partir de los valores de los atributos de los propios renglones.La proyei�on tambi�en es bastante simple de programar, mediante ordenarlos renglones resultantes y eliminar los dupliados.La operai�on uni�on se puede ejeutar m�as r�apidamente en tablas relati-vamente grandes si las tablas primero se ordenan a partir de los valores delatributo om�un. Cuando las tablas se ordenan, pueden mezlarse medianteel atributo om�un, valor por valor.Hay muhas variaiones para el operador uni�on. En lugar de igualdad,puede pedirse que los atributos omunes satisfagan otras formas de om-43



parai�on, omo por ejemplo, desigualdades. Por otro lado, existen otros op-eradores adem�as de la selei�on, proyei�on y uni�on, disponibles para lasonsultas. En la mayor��a de los sistemas de bases de datos relaionales, lasonsultas pueden formarse a partir de operaiones artesianas de produto,uni�on, intersei�on, y substrai�on de onjuntos.Hasta la d�eada de los 1970s, se introdujeron tres formas de sistemas debases de datos: jer�arquia, distribuida y relaional. Ahora se reonoe quelas bases de datos relaionales son las que tienen la m�as �amplia variedad deapliaiones y utilidad. Conseuentemente, s�olo se menionan aqu�� tal tipode bases de datos.Los lenguajes en que las onsultas para bases de datos relaionales seexpresan se han desarrollado durante varias generaiones de lenguajes, quehan ido so�sti�andose y re�n�andose. Las onsultas que se han ilustrado hastaahora tienen una forma algebraia y proedural. Un lenguaje desarrolladopara expresar partiularmente onsultas, llamado SQL, ha sido dise~nadopara ser usado en forma natural por el humano, y es no-proedural.La onsulta b�asia en SQL tiene la siguiente forma general:SELECT A1; A2; :::; AnFROM R1; R2; :::RmWHERE Expresi�on BooleanaTal onsulta implia no s�olo la operai�on selei�on, sino tambi�en laproyei�on, produto artesiano, y uni�on natural. Los argumentos Ai es-pei�an u�ales atributos son parte de la onsulta, y los argumentos Rj sonrelaiones. Los usuarios espei�an u�ales relaiones son requeridas para pro-duir una respuesta a una onsulta. Ciertamente, la lista R1; :::; Rm de�neun produto artesiano de todas las relaiones (tablas) existentes. La expre-si�on booleana que aparee en la pori�on \WHERE" de la onsulta inluyeuna variedad de operadores, omo por ejemplo, seleiones y uniones.Ahora es posible mostrar �omo algunas de las onsultas anteriores, ex-presadas usando �algebra relaional, pueden re-expresarse usando SQL. Paraproduir la lista de los jugadores de los Leones y sus n�umeros de tel�efono,es posible esribir:SELECT jugador; telefonoFROM JugadoresWHERE equipo = Leones 44



Para el ejemplo donde se involuran una lista de jugadores y sus n�umerostelef�onios on el equipo entrenado por M. Cervantes, se podr��a obtener laonsulta de la siguiente forma:SELECT jugador; telefonoFROM Jugadores;EntrenadoresWHERE Entrenadores:entrenador =M:Cervantes andEntrenadores:equipo = Jugadores:equipoPara aquellos programadores que onsideran a SQL (o el �algebra rela-ional) reduido a estruturas relativamente simples, se ofree el siguienteejemplo on una onsulta anidada:SELECT jugador; telefonoFROM JugadoresWHERE equipo In(SELECT equipoFROM EntrenadoresWHERE entrenador =M:Cervantes )Atualmente, SQL se ha onvertido en el lenguaje de onsultas est�andarpara los sistemas de bases de datos relaionales de grandes omputadoras.
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