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PrefaioLas Breves Notas sobre An�alisis de Algoritmos introduen en forma sim-ple y senilla a algunos de los temas relevantes en el �area de An�alisis deAlgoritmos. No tiene la inteni�on de substituir a los diversos libros y publi-aiones formales en el �area, ni ubrir por ompleto los ursos relaionados,sino m�as bien, su objetivo es exponer brevemente y guiar al estudiante atrav�es de los temas que por su relevania se onsideran eseniales para elonoimiento b�asio de esta �area, desde una perspetiva del estudio de laComputai�on.Los temas prinipales que se inluyen en estas notas son: Algoritmos, Co-rrei�on de Programas, Arboles de Cobertura M��nima, Multipliai�on R�api-da, el Problema de Repartii�on, Montones y Mezlas, Detetando Primosy Computai�on en Paralelo. Estos temas se exponen haiendo �enfasis enlos elementos que el estudiante (partiularmente el estudiante de Compu-tai�on) debe aprender en las asignaturas que se imparten omo parte de laLieniatura en Cienias de la Computai�on, Faultad de Cienias, UNAM.Jorge L. Ortega ArjonaMarzo, 2005
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Cap��tulo 1AlgoritmosCoinando ProgramasEn la sintaxis exata de un lenguaje de programai�on, un programaes la espei�ai�on de un proeso que se espera realie una omputadora.La sintaxis es preisa y rigurosa. El m�as ligero error en la esritura delprograma puede ausar que el proeso sea err�oneo o se detenga. La raz�onde esta situai�on paree parad�ojia en la super�ie: es relativamente senillodise~nar un programa que onvierta la r��gida sintaxis en un proeso; es muhom�as dif��il dise~nar un programa que tolere errores o aepte un rango m�asamplio de desripiones de programas.Un algoritmo puede espei�ar esenialmente el mismo proeso que unprograma espe���o esrito en un lenguaje dado omo Pasal o C. Aun as��,el prop�osito de un algoritmo es omuniar el proeso no a las omputadoras,sino a los seres humanos. Nuestras vidas (ya sea que trabajemos on ompu-tadoras o no) est�an llenas de algoritmos. Una reeta de oina, por ejemplo,es un algoritmo para preparar alimentos (suponiendo, por el momento, quese piensa en oinar omo una forma de proeso).El prop�osito de este ap��tulo no es solo dar a onoer al letor la idea deun algoritmo, sino tambi�en introduirlo en alguna forma que puede utilizarsepara presentar algoritmos. En la forma senilla de una reeta se presentanalgunas onveniones om�unmente utilizadas por muhos estilos de desrip-i�on de algoritmos. La reeta a ontinuai�on es simplemente para prepararenhiladas. 7



ENCHILADAS1. Prealentar el horno a 350 grados2. En una aerolaa) Calentar dos uharadas de aeite de olivab) Freir media ebolla piada y un diente de ajo hasta dorar) A~nadir una uharada de polvo de hile, una taza de pur�e detomate y media taza de aldo de pollod) Sasonar on sal y pimienta, y una uharada de omino3. Extender la salsa sobre tortillas4. Llenar los entros on antidades iguales de ebolla ruda piada yqueso piado5. Enrollar las tortillas6. Coloarlas en un plato para horno7. Vertir m�as salsa enima de las tortillas8. Cubrir on trozos de queso9. Calentar uniformemente en el horno por 15 minutosCom�unmente, el nombre del algoritmo se presenta al iniio, on letrasmay�usulas: ENCHILADAS. Los pasos individuales o enuniados son usual-mente (aunque no siempre) numerados. A este respeto, se hae notoria unaarater��stia peuliar de ENCHILADAS: algunos n�umeros se enuentranindentados, y usan numeraiones aparte. Por ejemplo, despu�es del primerenuniado etiquetado on 2, hay uatro enuniados etiquetados a, b,  y d,todos ompartiendo la misma indentai�on. El prop�osito de la indentai�on eshaer visualmente m�as f�ail reonoer que los siguientes uatro pasos tomanlugar en la aerola que se espei�a en el paso 2. Si se desea referirse a al-guno de estos uatro pasos, se usa la letra del paso preedida por el n�umerodel paso no indentado anterior. Por tanto, se espera que se a~nada ebollapiada y un diente de ajo en el paso 2.a. Tan pronto omo las operaionesen la aerola se han realizado al �nal del paso 2.d, las etiquetas de los pa-sos regresan a ser n�umeros no indentados. Este esquema de enumerai�on deenuniados resulta muy onveniente, ya que el prop�osito prinipal es haer8



posible su referenia. Es m�as f�ail llamar la ateni�on del letor en la l��nea2. en lugar de menionar \el paso donde se a~nade polvo de hile, pur�e detomate y aldo de pollo".Las indentaiones usadas en la reeta responden a una expliai�on m�as�amplia que las indentaiones hehas en la mayor��a de los algoritmos o pro-gramas. Pero el enuniado 2.b es t��pio: hay una operai�on ontinua (freir)que se repite hasta que ierta ondii�on se logra, es deir, uando la ebolla yel diente de ajo se han \dorado". Tal tipo de enuniado se onoe omo ilo.Todos los enuniados que forman parte de un ilo tambi�en se indentan.Una arater��stia importante que omparten ENCHILADAS on to-dos los algoritmos es la laxitud de su desripi�on. Revisando el algoritmo,es posible notar varias operaiones que no se menionan expl��itamente.>Qu�e tan grande debe ser la aerola? >Cu�ando se onsidera un olor \dora-do"? >Cu�anta sal y pimienta debe usarse en el paso 2.d? Estas son osas quepodr��an preoupar a un oinero inexperto. Sin embargo, no preoupar��an aoineros expertos. Su juiio y sentido om�un llenan los posibles \hoyos" enla reeta. Un oinero experto, por ejemplo, sabe lo su�iente para saar lasenhiladas del horno al �nal del paso 9, aun uando el algoritmo no inluyeexpl��itamente tal instrui�on.Cualesquiera que sean los paralelismos entre oina y omputai�on, losalgoritmos perteneen m�as bien al segundo que al primero. Esto no quieredeir que los algoritmos sean inapaes de produir el equivalente omputa-ional de una buena enhilada. Consid�erese, por ejemplo, el siguiente algo-ritmo gr�a�o, que se usa para produir una serie de dibujos en la pantallade la omputadora:PATRON1. input a, b2. input lado3. for i 1 to 100a) for j  1 to 1001) x a+ i � lado=1002) y  b+ j � lado=1003)  int(x2 + y2)4) if  es impar then plot(i; j)9



Cuando se tradue este algoritmo a un programa para una omputadoraon alguna lase de dispositivo de salida gr�a�o (omo es una simple panta-lla) permite explorar una in�nidad de patrones de deorai�on. Cada sei�onuadrada del plano tiene un patr�on �unio. Si el usuario da omo entradas lasoordenadas de la esquina inferior izquierda (a; b) de un uadrado, seguidade la longitud de sus lados, el algoritmo dibuja una �gura de deorai�on aso-iada a ese uadrado. Sorprendentemente, si se esoge un uadrado peque~noon las mismas oordenadas, emerge un nuevo patr�on diferente, que no esuna magni�ai�on ni ninguna otra transformai�on del original.Todo eso desribe qu�e hae el algoritmo. Pero >�omo trabaja? Es notorioque hay dos ilos for en el algoritmo. El ilo m�as exterior en el paso 3uenta en forma ontinua de 1 a 100, usando la variable i para llevar el valoratual de la uenta. Por ada uno de tales valores, el ilo m�as interno uentade 1 a 100 a trav�es de la variable j del paso 3.a. M�as aun, para ada valor dej se repiten los uatro pasos etiquetados de 3.a.1 a 3.a.4. Por ada repetii�onexisten un nuevo par de valores i y j on los uales se trabaja. Ahora bien,la variable x se alula omo una oordenada que es un ent�esimo del anhode un uadro, y se ontrola mediante la variable i. Similarmente, la variabley representa un ent�esimo de la altura de ada uadrado, y se ontrola onla variable j. El punto resultante (x; y) se enuentra por lo tanto siempredentro del uadrado. Conforme j va de valor en valor, se puede pensar queel punto va asendiendo en el uadrado. Cuando llega a la parte superior(j = 100), el ilo interior se ha ejeutado por ompleto. En este punto, iambia a su siguiente valor, y todo el ilo interior omienza una vez m�ason j = 1.El punto ulmen del algoritmo onsiste en alular x2 + y2, una funi�onirular, y luego tomar la parte entera (int) del resultado. Si el entero espar, un punto (digamos, blano) se dibuja en la pantalla. Si el entero esimpar, sin embargo, no se dibuja ning�un punto para la oordenada (x; y),por lo que la pantalla permanee obsura (laro, si el fondo de la pantallaes originalmente obsuro).El algoritmo PATRON muestra varias pr�atias omunes para expresaralgoritmos:Los enuniados se indentan dentro del entorno de ilos y enuniadosondiionales del tipo if...then...else.Las asignaiones de un valor alulado a una variable se indian me-diante ehas apuntando a la izquierda.10



El �alulo indiado en la parte dereha de una asignai�on puede serualquier f�ormula aritm�etia.M�as aun, los enuniados del algoritmo PATRON son muy generales. Porejemplo, se puede re-esribir el algoritmo omo sigue:PATRON1. Entrada: par�ametros del uadrado2. Por ada: punto del uadradoa) Calular su funi�on b) Si  es par, dibujarloAlgoritmos en esta forma \omprimida" pueden servir para varios prop�o-sitos. Pueden representar un paso en el dise~no de un programa m�as elabo-rado, en el ual el programador omienza on una desripi�on muy generaly �amplia del proeso a realizar. Despu�es, el programador re-esribe el al-goritmo varias vees, re�n�andolo en ada paso. En alg�un punto, uando elprograma ha llegado a un nivel razonable de detalle, entones puede tradu-irse en forma m�as o menos direta a un programa en ualquier lenguaje deprogramai�on, omo Pasal o C.Una segunda raz�on para esribir algoritmos \omprimidos" reae en elnivel de omuniai�on entre seres humanos. Por ejemplo, el esritor de unalgoritmo normalmente omparte un ierto entendimiento on las dem�aspersonas aera de la inteni�on tras ada enuniado. Deir, por ejemplo, \Porada punto del uadrado" implia dos ilos. Del mismo modo, la funi�on puede bien signi�ar los pasos 3.a.1 a 3.a.d en el primer algoritmo PATRON.El tipo de lenguaje algor��tmio utiliza libremente onstruiones disponi-bles en muhos lenguajes de programai�on. Por ejemplo, los siguientes tiposde ilos son om�unmente utilizados:for ... torepeat ... untilwhile ...for eah ... 11



Adem�as, existen enuniados de entrada (input) y de salida (output),y ondiionales omo if ... then e if ... then ... else. Ciertamente, sepuede extender el lenguaje algor��tmio para inluir ualquier onstrui�ondel lenguaje que pareza razonable. Las variables pueden ser n�umeros rea-les, valores l�ogios (booleanos), enteros, o virtualmente ualquier entidadmatem�atia on valor �unio. Se pueden tener arreglos de ualquier tipo odimensi�on, listas, olas, pilas, et. Aqu�ellos poo familiarizados on estasnoiones pueden desubrir su signi�ado en el ontexto del algoritmo quelos utilie.La tradui�on de un algoritmo a un programa es generalmente direto,al menos uando el algoritmo se enuentra razonablemente detallado. Porejemplo, el algoritmo PATRON puede traduirse al siguiente programa enPasal:program PATRON (input, output);var a, b, lado, x, y, :realvar i, j:integer;beginread(a,b);read(lado);graph mode;for i:=1 to 100beginfor j:=1 to 100beginx:= a + i * lado/100;y:= b + j * lado/100;:= trun(x*x + y*y);if mod2 = 0 then plot(i,j,1);endendtextmode;endMuhos algoritmos inorporan preguntas sutiles e interesantes, omo: >qu�e pro-blemas pueden (o no) ser resueltos mediante algoritmos?, >u�ando es un algoritmoorreto?, >u�anto tarda en proesarse?
12



Cap��tulo 2Correi�on de ProgramasDepurai�on De�nitivaEl proeso de depurar (debug) un programa paree a vees eterno. Esto es es-peialmente ierto para algunos programas que no fueron analizados antes de seresritos, o no fueron bien estruturados uando se les esribi�o. Justamente uandoun programa paree estar ejeut�andose orretamente, un nuevo onjunto de en-tradas da omo resultado respuestas inorretas. La orrei�on de programas es unauesti�on de importania reiente en un mundo que ada vez depende m�as de laomputadora. Para algunos programas de apliai�on no es su�iente \suponer" deque se ejeutan orretamente; es neesario estar seguro.La orrei�on de programas es una disiplina que ha evoluionado a partir deltrabajo pionero de C.A.R. Hoare en la Universidad de Oxford. Se basa en haeriertas a�rmaiones (assertions) aera de lo que programa debe haber umplido envarias etapas de su operai�on. Las a�rmaiones se prueban mediante razonamientosindutivos, a vees apoyados mediante an�alisis matem�atio. Si se prueba que unprograma es orreto, se puede tener on�anza en su operai�on, siempre y uandola prueba sea orreta. Si la prueba falla, puede deberse a un error l�ogio (logialbug) en el programa, el ual la misma prueba ayuda a haer notorio. En ualquieraso, el entendimiento del programa es muhas vees mejorado mediante intentaruna prueba de su orrei�on.En este ap��tulo se ilustra una prueba de orrei�on de un algoritmo eulideanoen la forma de un programa. Este algoritmo enuentra el m�aximo om�un divisor(md) de dos enteros positivos. La �gura 2.1 muestra dos enteros, 9 y 15, que serepresentan mediante barras horizontales divididas en unidades uadradas.El md de 15 y 9 es 3. En otras palabras, 3 es un divisor om�un de 15 y 9; es ala vez el m�aximo divisor. La barra etiquetada on 3, que se usa omo si fuera unaregla, muestra que es una medida entera de ambas, tanto de la barra 15 omo de la13
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Figura 2.1: Dos enteros y su m�aximo om�un divisorbarra 9. Es tambi�en la regla m�as larga que tiene tal propiedad. Hae m�as de 2000a~nos, Eulides pudo haber usado una representai�on similar a �esta para desubrirel algoritmo que ahora lleva su nombre. Consid�erese, por ejemplo, otro onjunto debarras omo el que se muestra en la �gura 2.2. La barra 16 ajusta s�olo una vez enla barra 22, y se tiene una barra 6 omo restante. Ahora bien, omparando la barra16 on la barra 6, es posible aomodar dos vees la barra 6 en la barra 16, y elrestante es una barra de 4. El proeso se repite, ahora entre las barras 6 y 4. S�oloqueda una barra 2, que al ompararse de nuevo on la barra 4, no queda ning�unrestante. De esta forma, se obtiene que 2 es el md de 22 y 16.
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2Figura 2.2: Otros dos enteros, 22 y 16Este ejemplo senillo ilustra el algoritmo eulideano. En ada paso, se toma elmayor n�umero el ual se divide entre el menor n�umero, y se alula su residuo enterohasta que �este vale ero. En la forma de un algoritmo, se puede esribir omo:
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EUCLIDES1. input M;N2. while M > 0a) L = N modNb) N =M) M = L3. print NUna prueba de que este algoritmo produe el md de dos enteros positivosualesquiera es m�as f�ail de ilustrarse si se presenta el algoritmo en forma de undiagrama de ujo (�gura 2.3).

L = N mod M

M>0? Print N

Input M,N

N=M

M=L

M,N enteros >= 0, M<N

No

Si

Figura 2.3: Diagrama de ujo para EUCLIDESEl diagrama de ujo ha sido etiquetado on una a�rmai�on aera de los valoresde M y N que se introduen al programa: ambos valores son enteros positivos, yM < N . El algoritmo ontiene un ilo, y debido a que los valores de L, M y N15



ambian on ada iterai�on, es posible distinguir los ambios en los valores onformese realiza el proeso, mediante utilizar sub��ndies para las variables: den�otese por Li,Mi y Ni los valores de estas variables obtenidas en la i-�esima iterai�on, y sup�ongaseque hay un total de k iteraiones. De este modo, es posible etiquetar el diagramade ujo on otras a�rmaiones, una aera de lo que el algoritmo obtiene uandosale del ilo y otra aera de los valores de las tres variables del algoritmo dentrodel ilo (�gura 2.4).

L = N mod M

M>0? Print N

Input M,N

N=M

M=L

M,N enteros >= 0, M<N

No

Si N  es el mcd de M y N

N  =  M
M  =  L

k

i

ii

i i−1

L  = N      mod Mi−1 i−1

Figura 2.4: Diagrama de ujo para EUCLIDES on m�as a�rmaionesClaramente, se supone para empezar que M > 0, y que M0 y N0 representanlos valores de entrada de M y N antes de omenzar on la primera iterai�on. Lasetiquetas en el diagrama de ujo a�rman no s�olo que Nk es el �ultimo valor obtenidopara N que es el md de M y N , sino que ourren tambi�en iertas relaiones que semantienen entre los valores intermedios de L,M yN . Estas �ultimas a�rmaiones sonobviamente iertas, ya que son re-enuniaiones de lo que signi�an las asignaionesdentro del ontexto del ilo. La primera a�rmai�on es la que se busa probar.En el aso uando k (el n�umero total de iteraiones) es 1, el algoritmo produeN1, que resulta ser igual a M0 de auerdo on la etiqueta del ilo. Pero M1 debe16



ser 0 para no entrar de nuevo al ilo. A partir de las a�rmaiones en el ilo, sesigue que: L1 =M1 = 0y por lo tanto N0modM0 = 0En otras palabras, N es un m�ultiplo de M , y el md de M y N debe ser Mmismo, que es el valor de N1.Si k > 1, entones el ilo debe tener al menos dos iteraiones suesivas, y esposible haer uso del siguiente resultado, desrito en la forma de un \lema". Aqu��,se onsidera que a j b signi�a \a divide a b sin residuo".Lema: Dadas dos iteraiones suesivas i e i + 1 del ilo, un entero positivo psatisfae que p jMi y p j Ni si y solo si p satisfae que p jMi+1 y p j Ni+1.Demostrai�on: De auerdo on las a�rmaiones en el ilo, Mi+1 = Li+1 =NimodMi. De esto se sigue que hay un entero positivo q tal que:Ni = qMi +Mi+1Si p j (MiyNi), entones p j Mi+1 de auerdo on esta igualdad. Tambi�enNi+1 = Mi para obtener p j Mi. Sin embargo, es laro que a partir de la igualdadque p j Ni, y el lema queda omprobado.La prinipal impliai�on de este lema es que:md(Mi; Ni) j md(Mi+1; Ni+1)y vieversa. As��, tenemos que:md(Mi; Ni) = md(Mi+1; Ni+1)Ahora bien, de auerdo a las a�rmaiones en el ilo,Nk =Mk�1 = Nk�2modMk�2.M�as aun, para terminar el ilo, debe darse que Mk = 0, por lo que Lk = 0 yNk�1modMk�1 = 0. Esto signi�a que Mk�1 j Nk�1. Pero Lk�1 = Mk�1, y Lk�1es obviamente el md de Mk�1 y Nk�1.Sea L el md de M y N . Como el paso iniial de una demostrai�on indutivasimple, es notorio que: L = md(M1; N1)Sup�ongase que para la i-�esima iterai�on, se tiene que:L = md(Mi; Ni)17



Entones, por la onlusi�on obtenida del lema, se tiene que:L = md(Mi+1; Ni+1) i < k:El resultado se mantiene orreto hasta i = k � 1, pero en este aso ya se haobtenido que Lk�1 = md(Mk�1; Nk�1), y laramente L = Lk�1. Reu�erdese queel valor de salida, Nk, es igual a Lk�1, por lo que se obtiene el resultado deseado.Normalmente, al demostrar la orrei�on, es neesario probar tambi�en que elalgoritmo termina su ejeui�on para todos las entradas de inter�es. En el aso delalgoritmo EUCLIDES, se podr��a probar la terminai�on mediante notar, en efeto,queM deree on ada iterai�on, y dado queM es iniialmente un entero positivo,eventualmente debe llegar al valor de ero. Es aqu�� donde se toma en uenta la no-negatividad de M y N .Para los algoritmos on m�as de un ilo, y espeialmente uando los ilos sonanidados, es neesaria una estrategia de omprobai�on m�as ompleta. En gene-ral, adem�as de las a�rmaiones sobre los valores de entrada y de salida, al menosuna a�rmai�on debe apareer por ada ilo del algoritmo. Es entones neesarioomprobar para ada ruta entre dos a�rmaiones adyaentes A y A0 que si A esverdadera uando el algoritmo alane ese punto, entones A0 ser�a verdadera uandola ejeui�on llegue ahi. Este requerimiento se umple de manera obvia en el aso dela omprobai�on del algoritmo EUCLIDES, que ontiene tan solo un ilo.
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Cap��tulo 3Arboles de CoberturaM��nimaUn Algoritmo VelozEl �area onoida omo Teor��a de Grafos es una rama de las matem�atias quetiene una relai�on espeial on la omputai�on, tanto en aspetos te�orios omopr�atios: el lenguaje, las t�enias y los teoremas que onforman la Teor��a de Gra-fos, as�� omo el heho de que la Teor��a de Grafos es en s�� misma es una fuente riade problemas que representan un reto para resolverlas utilizando una omputado-ra. Ciertamente, no muhos de los problemas de esta teor��a pareen tener alg�unalgoritmo que los resuelva en tiempo polinomial. De heho, muhos de los prime-ros problemas en demostrarse ser NP-ompletos fueron problemas de la Teor��a deGrafos.De entre los problemas bien onoidos y ya resueltos, se enuentra la b�usquedade un �arbol de obertura m��nima para una grafo. Espe���amente, dado una grafoG, on aristas de varias longitudes, el problema es enontrar un �arbol T en G talque: T \ubra" G, es deir, todos los v�erties de G se enuentren en T .T tiene la longitud m��nima total, sujeto a la ondii�on anterior.El �arbol (que se muestra en l��neas m�as gruesas) de la �gura 3.1 ubre al grafoque se muestra, pero no se trata de un �arbol de obertura m��nima. Por ejemplo,si uno de las aristas inidentes on un v�ertie marado on un ��rulo se remuevedel �arbol, y la arista que une los dos v�erties marados on un ��rulo se le a~nade,entones el �arbol resultante a�un ubre al grafo, y tiene una longitud menor al �arboloriginal. Las preguntas que surgen son entones: >�omo se enuentra el �arbol deobertura m��nima de un grafo?, >existe m�as de uno?19
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Figura 3.1: Un grafo y un �arbol de oberturaEl algoritmo onoido m�as e�iente para hallar el �arbol de obertura m��nimaresulta ser un algoritmo \voraz". Tal tipo de algoritmos resuelven problemas deoptimizai�on mediante optimizar ada paso, del mismo modo que una persona vorazuando se le presenta un plato de galletas: ada vez que se le permite a la personaseleionar una galleta, �esta siempre seleiona la m�as grande.El algoritmo para enontrar el �arbol de obertura m��nima que se presenta aontinuai�on fue desarrollado por primera vez en 1956 por George Krusal, un ma-tem�atio estadounidense. Proede mediante \haer reer" un �arbol de oberturauna arista ada vez. Debido a que el �arbol debe tener una longitud m��nima, el al-goritmo siempre seleiona la arista disponible m�as orta para a~nadir al �arbol. Eneste sentido, el algoritmo es \voraz".El algoritmo, llamado MINSPAN, usa un lista L de aristas que unen v�ertiesdel �arbol bajo onstrui�on on aquellas aristas que no han sido a�un ubiertas. El�arbol en s�� mismo se denota por T , y por ada v�ertie v, Ev representa el onjuntode todas las aristas inidentes en v.MINSPAN1. Seleionar un v�ertie arbitrario u en el grafo.2. T  fug3. L Eu4. L ordena(L)5. while T no ubra G 20



a) Seleiona la primer arista fv; tg en Lb) T  T SfvgSfv; tg) L0  Ev � Ld) L L�EvTLe) L0  ordena(L0)f ) L mezla(L;L0)Iniialmente, T onsiste de un solo v�ertie u, seleionado arbitrariamente. Lalista L en prinipio ontiene todas las aristas oinidentes en u. Estas aristas seordenan de auerdo a su longitud. El algoritmo proede entones iterativamente aa~nadir la arista disponible m�as orta al �arbol, una a la vez. La arista m�as ortafv; tg es f�ail de alular, ya que siempre es el primer miembro de L; une un v�ertiet en T al v�ertie v que no se enuentra en T . En los pasos 5.b, 5. y 5.d, el v�ertie vy la arista fv; tg se a~naden a T , se genera la lista L0 de nuevas aristas para a~nadirsea L, y entones L misma se redue a todas las aristas que unen v a alg�un otrov�ertie en T . Se rea una nueva lista ordenada L en el paso 5.f, uando la listaordenada anterior se mezla on la lista ordenada L0 de nuevas aristas.Es interesante examinar el �arbol de obertura generado porMINSPAN en asosespe���os. Por ejemplo, MINSPAN produe el �arbol que se muestra en la �gura3.2, para el grafo de la �gura 3.1. Se irula el v�ertie iniial u.
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Figura 3.2: Un �arbol de obertura m��nima hallado por MINSPANEn el an�alisis de algoritmos, generalmente se involuran dos pasos. Primero,debe probarse que el algoritmo es orreto. Segundo, la omplejidad del algoritmo21



debe estableerse tan preisamente omo sea posible, dentro de un orden de mag-nitud. Cuando se omprueba la orrei�on de un algoritmo, el argumento puedeser relativamente informal. Al probar la orrei�on de programas, sin embargo, lapreisi�on de un lenguaje de programai�on espe���o produe pruebas m�as riguro-sas en lo posible. El mismo tipo de meni�on puede haerse aera de estableer laomplejidad en tiempo de un algoritmo. Cuando un algoritmo se desribe en mayordetalle, puede ser analizado en mayor profundidad, algunas de las vees resultandoen una antidad de omplejidad diferente en orden de magnitud.>C�omo se sabe que MINSPAN realmente obtiene un �arbol de obertura m��nimapara un grafo G? Se puede probar por indui�on que MINSPAN trabaja orreta-mente. Primero, si G tiene un solo v�ertie, entones MINSPAN termina on ese�unio v�ertie omo el �arbol de obertura m��nima. Segundo, se supone que MINS-PAN siempre enuentra un �arbol de obertura m��nima para grafos on n�1 v�erties,suponiendo que G tiene n v�erties y examinando la operai�on de MINSPAN justoantes de que el �ultimo v�ertie w de G se a~nada a T . Se de�ne a H omo el subgrafode G obtenido al borrar del grafo G el v�ertie w junto on todas sus aristas ini-dentes. Se hae operar MINSPAN sobre el subgrafo H , preisamente omo se haheho on G, ya que la remoi�on de w no aorta ninguna de las aristas que quedan.Se sigue entones de este heho y de la hip�otesis de indui�on que T es un �arbolm��nimo para H . En su �ultima iterai�on sobre G, MINSPAN a~nade la arista �nalque une w on T , y esta arista es la m�as orta de todas las aristas disponibles.Ahora bien, si el �arbol resultante T 0 no es m��nimo en G, entones hay un �arbol deobertura muho menor T 00 para G. Sea fw; vg la arista de T 00 que ontiene a w,y v�ease que T 00 � w debe ser un �arbol de obertura para H que debe ser a�un m�asorto que T . Esta ontradii�on establee el resultado.Habiendo produido un argumento indutivo razonablemente ongruente de queMINSPAN siempre enuentra un �arbol de obertura m��nima para un grafo dado,se establee ahora una antidad en orden de magnitud de la omplejidad en tiempode MINSPAN.Hasta ahora, no se ha sido muy preiso en uanto a qu�e tipo de estruturas dedatos usa MINSPAN. Resulta ser m�as e�iente almaenar tanto G omo a T enforma de listas de aristas de auerdo on el siguiente formato:vi : vi1; i1; vi2; i2; :::En otras palabras, usando un arreglo o una lista ligada, se almaena el v�ertievi junto on los v�erties vij , en donde fvi; vijg es una arista de G y ij es la longitudde tal arista. El an�alisis de la omplejidad en tiempo proede ahora paso por paso:El paso 1, seleionar un v�ertie arbitrario de G, tiene un osto de 1 unidadde tiempo.Los pasos 2 y 3, a~nadir u a la lista (iniialmente va��a) que de�ne a T , tieneun osto de 1 unidad de tiempo, y leer Eu de la lista tiene un osto du, donde22



du es el n�umero de aristas inidentes on u.El paso 4, ordenar la lista L mediante alg�un m�etodo razonablemente e�ienteomo mergesort tiene un osto de dv log dv unidades de tiempo.En el ilo del paso 5, omprobar si T ubre a G tiene un osto de 1 unidadde tiempo.En el paso 5.a, ya que L se ordena en forma asendente, la primer arista deL es fv; tg, y tiene un osto de 1 unidad de tiempo para obtenerse.En el paso 5.b, la lista que de�ne T no tiene un orden espeial, y los nuevosv�ertie y arista pueden a~nadirse en 1 unidad de tiempo.En el paso 5., el algoritmo MINSPAN debe examinar ada arista en Ev, ydeidir si est�a el L. Ya que las aristas en L est�an ordenadas, tiene un ostode log j L j unidades de tiempo para ada deisi�on. Esto arroja un total dedv log j L j unidades de tiempo.En el paso 5.d, para eliminar las aristas Ev TL de L se requiere de nuevollevar a abo dv b�usquedas en L para hallar los miembros de Ev que seenuentran en L. Cada b�usqueda tiene un osto de log j L j unidades, y adaeliminai�on uenta 1 unidad de tiempo. Por lo tanto, este paso tiene un ostode dv log j L j +1 unidades de tiempo.En el paso 5.e, el ordenamiento de L0 tiene un osto no mayor que dv log dvunidades de tiempo.En el paso 5.f, la antidad de tiempo requerido para mezlar las listas L0y L involura al menos dv b�usquedas e inseriones en L, dando un total dedv log j L j +1 unidades de tiempo.Esto ompleta un an�alisis detallado del algoritmo. Es neesario ahora sumarlas antidades en forma determinada. Para esto, se etiqueta a los v�erties de G enel orden en que apareen en T , es deir, v1; v2; v3; ::: Coherentemente, sus ostos seindian d1; d2; d3; :::, y en la i-�esima iterai�on de MINSPAN, L no puede ser mayora d1 + d2 + d3 + ::: + di�1, en tanto que j Ev j= di. Esto produe las siguientesexpresiones:Para los pasos 1 a 4:2 + d1 + d1 logd1Para los pasos 5 y de 5.a a 5.d:4 + 2di log (d1 + d2 + d3 + :::+ di�1) + diPara los pasos 5.e y 5.f:di log di + di log(d1 + d2 + d3 + :::+ di�1) + diLa expresi�on �nal se obtiene de sumar la primera expresi�on on la suma iteradade las expresiones que quedan: 23



2 + d1(log d1 + 1) + nXi=2 4 + 3di log (d1 + d2 + d3 + :::+ di�1) + 2di + di log diSimpli�ando un poo, se puede probar que esta expresi�on se limita superior-mente por una expresi�on m�as simple omo:mlog 2m+ 4ndonde m es el n�umero de aristas en G y n es el n�umero de v�erties. Suponiendoque G es un grafo onexo, se tiene que m � n, por onsiguiente, el l��mite superiorm��nimo es O(mlogm). Esto da la omplejidad en tiempo de MINSPAN en funi�ondel n�umero de aristas en G.Con esto, se termina el an�alisis de MINSPAN. Adem�as de ser un algoritmoorreto y bastante e�iente, muestra la simpliidad b�asia y elegania de algunos delos problemas mejor resueltos en Teor��a de Grafos. La idea esenial es simplementehaer \reer" un �arbol de obertura mediante a~nadir la arista m�as orta a la vez.Es interesante que virtualmente el mismo algoritmo puede ser utilizado paraenontrar el �arbol de obertura m�axima. Se neesita s�olo alterar la instrui�on5.a, diiendo \Seleiona la �ultima arista fv; tg en L". Sin embargo, en el aso deotro problema eranamente relaionado, el de enontrar la ruta m�as orta entredos v�erties, la situai�on es totalmente diferente. No hay forma, aparentemente, dealterar el algoritmo de la ruta m�as orta para enontrar la ruta m�as larga.Hay otro problema on �arboles m��nimos eranamente relaionado al que seexpone aqu��. Sup�ongase un grafo dado G, y un subonjunto espe���o S de losv�erties de G. >Cu�al es el sub-�arbol de longitud m��nima en G que ubre todos losv�erties en S? Tal �arbol podr��a iertamente querer utilizar algunos de los v�ertiesen G que no se enuentran en S, pero no se require, en general, ubrir todos losv�erties en G. Ese �arbol m��nimo en G se onoe omo un �arbol de Steiner, y elproblema de enontrarlo e�ientemente resulta muho m�as dif��il de resolver que elproblema de los �arboles de obertura m��nima.
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Cap��tulo 4Multipliai�on R�apidaDivide y ConquistaSer��a interesante estimar el n�umero de multipliaiones que se realizan diaria-mente por omputadoras alrededor del mundo. Tal n�umero se enuentra probable-mente entre 1015 y 1020 en la atualidad, onsiderando la poblai�on mundial deomputadoras. En la mayor��a de estas m�aquinas, la multipliai�on absorbe tan solounos uantos mirosegundos. Los iruitos eletr�onios que realizan la multiplia-i�on se han optimizado para produir el produto de, digamos n�umeros de 32 bits,en el menor tiempo posible. Sin embargo, la disponibilidad de soluiones r�apidasen el hardware al problema de multipliar n�umeros de 32 bits tiende a obsureeruna pregunta muy general que podr��a tener m�as que una importania meramentete�oria: >Qu�e tan r�apido se pueden multipliar dos n�umeros de n bits? En lugarde intentar utilizar un esquema de hardware generalizado para la multipliai�onr�apida, se supone que todas las operaiones se realizan a nivel de bit, y entones,meramente se intenta determinar el menor n�umero de operaiones de bit neesariaspara formar los produtos.El ontexto a nivel de bit de este problema puede ilustrarse mediante onsiderarpor el momento la adii�on binaria:
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Al sumar los dos n�umeros 1001 y 1101, las operaiones sobre los bits individualesse representan en las olumnas. Comenzando por el extremo a la dereha, se suman 1m�as 1 para obtener 0, y propagar un aarreo a la siguiente olumna. N�otese que ada25



una de estas operaiones se onsideran exlusivamente sobre bits individuales. Eslaro que, sin importar qu�e tan largos sean los n�umeros a sumar, estas operaionespueden onsiderarse omo fundamentales, y absorben, digamos, 1 unidad de tiempo.Igualmente laro es que para sumar dos n�umeros de n d��gitos binarios se requierenn de tales operaiones.En el aso de la multipliai�on, sin embargo, la situai�on es muy diferente. Pri-mero, adaptando las reglas ordinarias para la multipliai�on que se aprenden en laesuela primaria, no es dif��il notar que dos n�umeros de n bits pueden multipliarseen n2 + 2n� 1 unidades de tiempo.
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Se requieren n2 pasos para formar los n produtos intermedios, y otros 2n� 1pasos para sumarlos. En la pr�atia, se ignoran los 2n � 1 pasos, onentr�andoseen s�olo en los n2 pasos, mediante expresar que esta lase de multipliai�on requiere\en order de" n2 unidades de tiempo, o simplemente:O(n2) pasosSer��a lo m�as inmediato intentar reduir la potenia de n de esta expresi�on.>Podr��a, por ejemplo, reduirse a O(n1)?Como un intento iniial para aelerar la multipliai�on a nivel bit, se toma unaaproximai�on onoida omo \divide y onquista": sup�onganse dos n�umeros de nbits x y y, que se multipliar�an, y que ada uno de ellos se divide en dos partes deigual longitud, onsiderando lo siguiente:x = a� 2n=2 + by = � 2n=2 + dEl proeso de partii�on se realiza mediante revisar la mitad de ada n�umero ymeramente dividirlo en dos partes (en aso de no enontrarse la \mitad", se puedesimplemente a~nadir un 0 omo bit m�as signi�ativo). Por ejemplo:1001 = 10� 22 + 011101 = 11� 22 + 0126



Habiendo dividido x y y en dos partes ada uno, es posible esribir la multipli-ai�on de tales n�umeros omo un produto de uatro partes:x� y = (a� )� 2n + (b� )� 2n=2 + (a� d)� 2n=2 + (b� d)A primera vista, paree que se requiere resolver uatro multipliaiones den�umeros on n=2 bits, y que ser�an neesarias 4(n=2)2 = n2 multipliaiones. Estono paree ser un buen omienzo.Sin embargo, si (a � ) y (b � d) estuvieran aluladas de antemano, entonesno ser��a neesario realizar dos de las multipliaiones para obtener los produtos(b� ) y (a� d). De heho:(b� ) + (a� d) = (a+ b)� (+ d)� (a� )� (b� d)>Cu�antas operaiones a nivel bit se requieren para realizar los proesos impl��i-tos en estas observaiones? Para obtener a y b a partir de x se requieren n=2operaiones a nivel bit en ada aso, y se supone que, por el momento al menos,los produtos (a� ) y (b� d) se obtienen por el \m�etodo de la esuela primaria",as�� que requieren ada uno (n=2)2+2(n=2)�1 operaiones a nivel bit. Las adiiones(a+b) y (+d) requieren ada una n=2 operaiones, ya que ada una se realiza sobren�umeros de n=2 bits; el produto de estas dos antidades requiere (n=2+1)2+n+1de tales pasos. En resumen, la tabla siguiente muestra toda esta informai�on:Operai�on N�umero N�umero de bitsde pasos del resultadoa y b n=2 ada uno n=2 ada unoa�  y b� d (n=2)2 + 2(n=2)� 1 ada uno n ada unoa+ b y + d n=2 ada uno n=2 + 1 ada uno(a+ b)� (+ d) (n=2 + 1)2 + 2(n=2 + 1)� 1 n+ 2(a+ b)� (+ d) 2n n+ 2�a� � b� dEn el �ultimo rengl�on de la tabla, el produto (a + b) � ( + d) se enuentradisponible omo un n�umero de n+2 bits, mientras que a� y b�d est�an disponiblesen su forma de n bits. De tal forma, sumar los t�erminos (negativos) segundo yterero al primer t�ermino requiere de un total de 2n operaiones, sin ontar lapropagai�on de aarreos. Sumando el n�umero de pasos total en la forma de unresultado �nal, se tienen 3(n=2)2 + 15(n=2) operaiones a nivel bit.Esta antidad llega a ser erana a 3n2=4, pero, y a menos que se tenga la ideareativa de usar la misma t�enia de nuevo para el �omputo de a� , b� d y (a+b)� (+ d), �uniamente se lograr��a una mejora en t�erminos de un fator onstante.Ciertamente, en �este omo en muhos otros problemas, es neesario dividir una yotra vez antes de llegar a \onquistarlo".27



Ahora bien, sea T (n) que denota el n�umero de operaiones de bit que se puedenlograr de esta forma en la multipliai�on de dos n�umeros de n bits. Mediante sim-plemente insertar T (n=2) y T (n=2+ 1) en los sitios adeuados de la tabla anterior,se obtienen las siguientes expresiones reursivas:T (n) = 2T (n=2) + T (n=2 + 1) + 8(n=2)= 3T (n=2) + ndonde  es una onstante apropiadamente esogida.Es entones m�as senillo mostrar por el m�etodo de indui�on que:T (n) � 3nlog3 � 2nEsta ota superior de la veloidad on la que dos n�umeros de n bits se mul-tiplian puede re-esribirse omo O(n1;59). Este valor a�un no llega a O(n1), perorepresenta una verdadera mejora sobre O(n2).La t�enia de multipliai�on r�apida que se ha desrito hasta ahora fue original-mente desrita por A. Karatsuba y Y. Ofman en 1962. Fue el mejor resultado de sutipo hasta que fue mejorada en 1971 por una t�enia desubierta por A. Sh�onhagey V. Strassen, quienes desarrollaron un algoritmo de divide y onquista que requieretan solo O(n log nlog log n) operaiones a nivel bit, representando una mejora muyerana al objetivo (que tal vez no sea lograble) de O(n1).Consid�erese ahora el problema de multipliar dos matries de n�n. En el an�alisissiguiente ya no se examinan operaiones a nivel de bit, ya que n no representa eln�umero de bits, sino mas bien, el tama~no de la matriz. Al adoptar tal suposii�on,es neesario suponer tambi�en una omputadora que realiza multipliaiones tanr�apido omo realiza adiiones. De ualquier modo, esto no es del todo irreal, ya que(a) la mayor��a de las omputadoras tienen un iruito paralelo de alta veloidadpara la multipliai�on; (b) los valores de la matriz se suponen tales que quepan enuna palabra de ualquier omputadora que se est�e utilizando; y () no importa quefator onstante separe el tiempo de una multipliai�on del tiempo de una adii�on,se obtendr�a el mismo valor en orden-de-magnitud omo una funi�on de n.El m�etodo b�asio de multipliar dos matries X y Y es utlizar diretamente lade�nii�on: el ij-�esimo elemento del produto se obtiene por:nXk=1 xikykjdonde laramente se requieren O(n3) operaiones, entre adiiones y multipliaio-nes, y de las uales se requieren tan solo O(n) operaiones para generar ada unode los n2 produtos. 28



Al mismo tiempo, ya que el produto Z = X � Y tiene n2 produtos, es deesperar que no se pueda realizar la operai�on on un n�umero menor de operaionesque O(n2). Para lo que sigue, y por failidad, se onsidera que n es potenia de 2.Si no lo fuera, de ualquier modo es posible \rellenar" las matries on eros, de talmodo que lo fuera. A pesar de esto, el produto Z de ambas matries permaneeinalterable dentro del produto de las matries aumentadas.Como un primer paso, onsid�erese que X , Y y Z se parten en matries den=2� n=2 de la siguiente forma:� Z11 Z12Z21 Z22 � = � X11 X12X21 X22 ��� Y11 Y12Y21 Y22 �Una manipulai�on algebraia permite formar las matries intermedias:W1 = (X11 +X22)� (Y11 + Y22)W2 = (X21 +X22)� (Y11)W3 = (X11)� (Y12 + Y22)W4 = (X22)� (Y11 + Y21)W5 = (X11 +X12)� (Y22)W6 = (X21 �X11)� (Y11 + Y12)W7 = (X12 �X22)� (Y21 + Y22)de modo que las uatro submatries de Z pueden obtenerse mediante las siguientesadiiones: Z11 = W1 +W4 �W5 +W7Z12 = W3 +W5Z21 = W2 +W4Z22 = W1 +W3 �W2 +W6De haber alulado las submatries Zij diretamente omo produtos matri-iales de Xij y Yij , se requerir��a de oho multipliaiones de matries. El m�etodoanterior requiere �uniamente de siete. Partiendo de esto, sea T (n) el n�umero to-tal de operaiones requeridas de una estrategia divide-y-onquista. La expresi�onresultante de T (n) se vuelve:T (n) = 7T (n=2) + 18(n=2)229



Utilizando indui�on y el heho de que T (1) = 1, se puede resolver que estareurrenia tiene el siguiente n�umero de operaiones:T (n) = 7log n + 18n2 blog nXk=0 (7=4)k:= 19nlog 7= O(n2;81)En el aso de la multipliai�on de matries, es notorio que no ha habido unamejora dram�atia omo ourre en el aso de la multipliai�on de enteros. La t�eniaque obtiene O(n2;81) desrita anteriormente fue desarrollada por V. Strassen en1969. Dos mejoras le han seguido, ambas durante 1979. En la primera, A. Sh�onhageobtuvo un m�etodo que requiere O(n2;73), mientras que la segunda, por V. Pan,propone un m�etodo on O(n2;61). >Ser�a este �ultimo orden-de-magnitud el mejorposible?
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Cap��tulo 5El Problema de Repartii�onUn Algoritmo PseudovelozOasionalmente, alguien que trabaja on un problema NP-ompleto imaginahaber desubierto un algoritmo exato y que se ejeuta en tiempo polinomial pa-ra tal problema. Hasta ahora, om�unmente tal persona se enuentra errada. Sinembargo, esto hae notar no s�olo la neesidad de un an�alisis uidadoso de nue-vos algoritmos, sino tambi�en el heho de que la propiedad de un algoritmo de serNP-ompleto puede ser realmente sutil.Tal es el aso del problema de la repartii�on: Dados n enteros x1; x2; : : : ; xn, serequiere enontrar una repartii�on de estos enteros en dos onjuntos I y J , talesque: Xi2I xi =Xj2J xjEn otras palabras, ambos subonjuntos de enteros deben sumar la misma antidad.Una analog��a simple para este problema puede haerse mediante bloques de variasalturas (�gura 5.1). >Es posible onstruir dos olumnas de bloques on la mismaaltura?El problema de la repartii�on puede simpli�arse en algo antes de intentar darleuna solui�on algor��tmia. En forma razonable, se puede sumar las alturas de todoslos bloques y tratar de onstruir una sola olumna uya altura fuera de la mitadde la suma. Sin embargo, a�un al intentar esta simple tarea, es neesario probarsistem�atiamente on todos y ada uno de los subonjuntos posibles del onjunto debloques. Tal proedimiento onsumir��a una gran antidad de tiempo. Ciertamente,dado un onjunto de bloques, no hay garant��a alguna de que la solui�on al problemaplanteado exista, omo podr��a ser el aso, por ejemplo, de que la suma de las alturasfuera un n�umero impar. 31
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Figura 5.1: Un ejemplo del problema de la repartii�onExiste un algoritmo, sin embargo, el ual a primera vista paree resolver el pro-blema de la repartii�on en forma r�apida. Se trata de llenar una tabla de verdad: laentrada (i; j)-�esima es igual a 1 (verdadero) si hay un subonjunto fx1; x2; : : : ; xiguya suma es j. El algoritmo revisa la tabla, rengl�on por rengl�on. Para alular elvalor en la (i; j)-�esima posii�on, se examinan los valores en las posiiones (i�1; j) e(i�1; j�xi). Obviamente, si la posii�on (i�1; j) en la tabla es 1, entones el subon-junto fx1; x2; : : : ; xi�1g uya suma es j debe ser un subonjunto de fx1; x2; : : : ; xig.Si, sin embargo, hay un subonjunto de fx1; x2; : : : ; xi�1g el ual suma j � xi, en-tones el mismo subonjunto sumado on xi debe sumar j.Una tabla para los bloques de la �gura 5.1 se muestra parialmente a onti-nuai�on, onsiderando tomar los bloques en el orden 3, 4, 3, 2, 3, 2, 3, 2, 1. Estosn�umeros suman un total de 22, de tal modo que se busa un subonjunto que sume11. i j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11x1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0x2 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0x3 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0x4 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 1... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...32



El primer rengl�on de la tabla ontiene un solo 1, ya que el �unio subonjuntono va��o de fx1g es el mismo onjunto, donde x1 = 3. El siguiente rengl�on ontienetres 1s orrespondientes a los subonjuntos fx1g, fx2g y fx1; x2g. Estos suman 3,4, y 7 respetivamente. Para uando se alanza el uarto rengl�on, se desubre quex1 + x2 + x3 + x4 = 11, que es el valor que se busa originalmente.De la misma manera en que se desribe esta tabla, el siguiente algoritmo va ge-ner�andola, rengl�on por rengl�on. Sin embargo, se presenta una veris�on del algoritmoen el ual las posiiones en la tabla no se llenan on 0 �o 1, sino on 0 �o X , dondeX es un subonjunto de fx1; x2; : : : ; xng que puede ser diferente de una posii�on enla tabla a la siguiente. De heho, X en la posii�on ij-�esima es un subonjunto (siexiste) fx1; x2; : : : ; xig uya suma es j.REPARTICION1. Iniializa todas las posiiones en la tabla a 02. for j  1 to sum/2a) if j = x1 then tabla(1; j) fx1g3. for i 2 to na) for j  1 to sum/21) if tabla(i� 1; j) 6= 0 then tabla(i; j) tabla(i� 1; j)2) if xi � j and tabla(i� 1; j � xi) 6= 0then tabla(i; j) tabla(i� 1; j � xi)Sfx1g4. if tabla(n; sum=2) 6= 0then output tabla(n; sum=2)else output \No hay solui�on"No paree ser dif��il omprobar que este algoritmo es exato: Siempre enuentrauna solui�on (o reporta que \No hay solui�on") para ualquier partii�on que se lesoliite. Pero, >u�anto tarda en haer esto?Contando ada if ... then, asignai�on, y salida output omo 1 unidad detiempo, se llega al siguiente �alulo:L��nea Unidades de tiempo1 n� (sum=2 + 1)2 sum=2 + 13 n4 2(n� 1)� (sum=2 + 1)5 1Total 3n(sum=2) + 4n� sum=2 + 133



Para alular la omplejidad de este algoritmo, se eliminan onstantes y t�ermi-nos aditivos dominados por el primer t�ermino. Por tanto, se die que el algoritmoREPARTICION tiene una omplejidad de O(n sum). A primera vista, paree omosi este algoritmo fuera polinomial respeto al tama~no de su entrada, por lo queresulta �util preguntarse en este punto, >de qu�e tama~no es la entrada del algoritmo?Originalmente, se dan n enteros x1; x2; : : : ; xn. Si se es desuidado, es posibledeir que ada entero xi tiene tama~no xi, por lo que se puede onluir que la longitudtotal del onjunto es sum. Ya que n < sum, entones el algoritmo se ejeuta en eltiempo aotado por O(sum2), lo ual es iertamente polinomial debido a la medidade la longitud.De heho, un requerimiento del problema es que las representaiones sean \on-isas", lo que deseha la posibilidad de medir la longitud de esta forma: en general,se requiere que un entero se represente por un esquema uya longitud sea al me-nos una funi�on polinomial uya representai�on tenga una m��nima longitud. Estoresulta ser falso para la medida heha anteriormente. De heho, el tama~no s de losenteros x1; x2; : : : ; xn uando se les esribe en forma binaria ser��a de:s = log2x1 + log2x2 + � � �+ log2xnAhora bien, si n sum fuera aotado por una funi�on polinomial de s, se podr��aesribir: n sum < skpara alg�un n�umero �jo k y para todos los valores de s mayores que otro valor �jom. Si xj resulta ser el miembro m�as grande del onjunto fx1; x2; : : : ; xng, entones:sk � (n log2 xj)ky xj � n sumSe sigue a partir de la primera desigualdad que:xj < nk(log2 xj)kpara toda n � m.Ya que xj y n son valores independientes, es posible esoger el valor de xj tangrande omo se desee en relai�on on n, hasta el punto en que se fore que n seamayor que m. De ualquier modo, hasta ahora es todav��a f�ail seleionar xj losu�ientemente grande para que viole la �ultima desigualdad. Por lo tanto, n sumno est�a aotada por ninguna funi�on polinomial de s, y iertamente el algoritmo noes polinomial en el tiempo. 34



En ontraste on esta onlusi�on, es posible preguntarse si la antidad sum de-ber��a d�arsele alguna lase de ota prede�nida, aordando restringirse a s�olo aquellosvalores que satisfaen tal ota. Por ejemplo, si se requiere que:sum < s2entones se halla un gran n�umero de problemas de inter�es \pr�atio". M�as preisa-mente, hay algoritmos pseudoveloes para problemas de plani�ai�on de aionesen los uales los valores a tratar no resultan muy grandes (no tiene aso plani�araiones uya ejeui�on requiera un tiempo asi in�nito).En ualquier aso, y on valores que satisfaen la desigualdad, se tiene unalgoritmo que se ejeuta en tiempos no peores que O(s3), ya que:n sum < ns2 < s3Previamente se ha utilizado el t�ermino pseudoveloz en lugar del t�ermino est�andartiempo pseudopolinomial. Se die que un algoritmo se ejeuta en tiempo pseudopo-linomial si su omplejidad en ada intania I est�a superiormente aotada por unpolinomio tanto en longitud de I , omo en max I , que se re�ere tan solo al tama~nodel n�umero m�as grande en I .El algoritmo REPARTICION es de tiempo pseudopolinomial para resolver elproblema de la partii�on, ya que:n sum < n(nx)< n2 x< s2 xdonde x = maxfx1; x2; : : : ; xng y s es la funi�on de longitud.Finalmente, se hae meni�on a otro problema m�as general que el problema dela repartii�on. El algoritmo para enontrar una repartii�on tambi�en se utiliza pararesolver el problema de la \suma del subonjunto" en un tiempo pseudopolinomial:dados los enteros x1; x2; : : : ; xm y otros entero B, se debe enontrar un subonjuntode m enteros que sume el valor de B. Este problema tiene relevania en los sistemasde enripi�on de llaves p�ublias.
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Cap��tulo 6Mont��ulos y MezlasLos Ordenamientos M�as R�apidosSer��a injusto para el letor menionar en un prinipio que ning�un algoritmopuede ordenar n n�umeros en menos que n log n pasos, sin mostrar al menos unoo dos algoritmos que pueden haerlo lo su�ientemente r�apido. Los ejemplos m�asdram�atios de tales algoritmos son las t�enias onoidas omo \ordenamiento pormont��ulos" (heapsort) y \ordenamiento por mezla" (mergesort). Estos algoritmosdemuestran la e�ienia que algunas vees resulta de una aproximai�on del tipodivide-y-onquista a un problema dado.El ordenamiento por mont��ulo depende del onepto de \mont��ulo" (heap) queno es mas que una estrutura espeial de datos. Un ejemplo natural de un mont��ulopodr��a ser el organigrama de una orporai�on, en el ual ada empleado tiene unaposii�on numerable dentro de la organizai�on. Lejos de pareer un mont��ulo en elsentido ordinario de la palabra, tal estrutura paree m�as bien un �arbol (�gura 6.1)En una organizai�on estable, la posii�on de un empleado se reeja por su n�umerodentro del organigrama: es mayor que aquellos a los que se supervisa, y menor quequien lo supervisa. Tal �arbol es en realidad un mont��ulo.El algoritmo de ordenamiento por mont��ulo depende de la habilidad de on-vertir un �arbol de n�umeros en un mont��ulo. M�as a�un, mientras m�as r�apido se logreesto, m�as r�apido ser�a el algoritmo. Sup�ongase, entones, que se presenta la jerarqu��ade una organizai�on en la que un n�umero de empleados mereen una promoi�on.Una forma de resolver esto es seleionar al azar un empleado que tenga un n�umeromayor que su jefe inmediato, y promoverlo, lo que signi�a que tal empleado seinterambia on su jefe dentro de la jerarqu��a. Eventualmente, surge un mont��ulo,pero >qu�e tan eventualmente? Para algunos ejemplos que involuran un n�umero da-do de empleados, se ha observado que es posible realizar muhas m�as promoiones37
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11 5 8 4

5 1 7 6 3 2Figura 6.1: Un organigramaque empleados.El proedimiento m�as e�iente para onvertir un �arbol arbitrario en un mont��u-lo se desribe simplemente en t�erminos algor��tmios omo sigue (�gura 6.2):for eah nodoX1. W  max(Y; Z)2. if X < W then interambia X on el mayor de entre Y y Z
X

Y ZFigura 6.2: Convirtiendo un �arbol en mont��uloEl algoritmo no est�a del todo ompleto: no se india en qu�e orden debe proe-sarse los n nodos del �arbol. Sin embargo, el orden es ruial. Si el algoritmo trabajade abajo haia arriba, �uniamente se realizan 2n promoiones en el peor de losasos. N�otese que en la parte baja del �arbol se enuentra un n�umero de peque~nossub-�arboles de tres nodos ada uno. Se aplia el proedimiento de promoi�on a adauno de �estos. En el siguiente nivel haia arriba, los sub-�arboles tienen siete nodosada uno. Se aplia entones el proedimiento de promoi�on a los tres nodos m�asaltos de estos sub-�arboles. En general, la promoi�on se va apliando de la formaomo se muestra en la �gura 6.3 38
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Figura 6.3: >Ser�an Ty y Tz mont��ulos despu�es de un interambio de X?Si X es ya mayor que Y y Z, no hay promoi�on. Ya que los sub-�arboles Ty y Tzson mont��ulos, tambi�en lo es el sub-�arbol X . Si se interambia X on Y , entonesTz ontin�ua siendo un mont��ulo. Pero el nuevo sub-�arbol Tx (que se obtiene dereemplazar Y por X) puede no ser un mont��ulo: X podr��a ser menor que algunode sus desendientes. En tal aso, el algoritmo b�asio se invoa de nuevo para X , yse ontinua hasta que X enuentra una posii�on �nal.Pareer��a que el algoritmo desrito visita varios nodos del �arbol m�as de una vez.>C�omo se sabe que no se requieren del orden de n2 ambios para rear �nalmenteun mont��ulo? Hay una omprobai�on simple de que a lo m�as n promoiones sonsu�ientes. Un diagrama hae que la idea entral de la omprobai�on quede lara:sup�ongase que ada vez que ourre una promoi�on, el n�umero reemplazado se llevapor una suesi�on de promoiones hasta la parte baja del �arbol. Para ontar eln�umero total de promoiones visualmente, no hay problema al onsiderar que adaadena de promoiones sigue un amino diferente a trav�es del �arbol (�gura 6.4).El heho de que tal arreglo sea siempre posible signi�a que el n�umero total depromoiones no es mayor que el n�umero de aristas del �arbol. Tal n�umero es, porsupuesto, n� 1.

Figura 6.4: Cadenas de promoiones en un mont��ulo39



Teniendo un proedimiento para onvertir un �arbol en un mont��ulo, es notorioque el ordenamiento por mont��ulo es direto. Primero, se arreglan los n n�umerosarbitrariamente en forma de un �arbol binario ompleto (o al menos asi ompleto).En seguida, se onvierte el �arbol en un mont��ulo mediante el algoritmo desritopreviamente. El ordenamiento se realiza al remover el n�umero en el nodo ra��z,reemplaz�andolo por un n�umero que a su vez ha sido removido de la parte m�asbaja del mont��ulo. Cada vez que esta operai�on se realiza, el n�umero ra��z sale yel n�umero que lo reemplaza se proesa por el esquema de promoi�on hasta queenuentra su posii�on apropiada dentro del �arbol.Los n�umeros que van resultando por esta versi�on del ordenamiento por mont��u-lo se enuentran en orden dereiente. El orden opuesto resulta si se utiliza la de�-nii�on opuesta de mont��ulo: ada n�umero es menor que sus desendientes.Toma O(n) pasos el onvertir un �arbol iniial a un mont��ulo. A partir de eso,por ada n�umero que se saa por el nodo ra��z, son su�iente O(log n) promoionespara restaurar el mont��ulo. El n�umero de pasos requeridos, por tanto, es O(n log n).La noi�on de divide-y-onquista se onsidera en la t�enia de mont��ulo en elpropio algoritmo de promoi�on: el n�umero en el nodo ra��z de ada sub-�arbol seinterambia on al menos uno de sus desendientes. En otras palabras,el impa-to de ada promoi�on se on�na en ada paso a tan solo la mitad de los nodosdesendientes de un nodo en partiular.La t�enia de ordenamiento por mezla (mergesort) tambi�en depende fuerte-mente de una estrategia divide-y-onquista. Si se desea ordenar una seuenia A den n�umeros en orden dereiente, sup�ongase que los n�umeros ya han sido ordenadosen dos sub-seuenias del mismo tama~no B y C. Si estas dos sub-seuenias seenuentran ya ordenadas de la manera requerida, >qu�e tan r�apido se puede ordenarla seuenia original A? La respuesta es tan r�apido omo tome mezlar las dos se-uenias en una sola. N�otese que el algoritmo de mezla debe tomar en uenta lostama~nos relativos de las seuenias:1. j  1; k  12. for i = 1 to na) if B(j) > C(k)then A(i) B(j)j  j + 1else A(i) C(k)k  k + 1El algoritmo llena las n posiiones de el arreglo A mediante examinar los ta-ma~nos relativos de los siguientes n�umeros a ser oletados de los arreglos B y C. Si40



el n�umero en B es mayor, se le seleiona. De otra manera, se seleiona el n�umeroen C. Obviamente, el algoritmo requiere O(n) pasos: para ser exatos, 6n+ 2.Mezlar dos seuenias previamente ordenadas es, sin embargo, todav��a unalabor lejana a ordenar una seuenia ompletamente desordenada. >Cu�al es el objetode mezlar? Se puede ontestar esta pregunta mediante impl��itamente invoar elonepto de divide-y-onquista, al realizar otra pregunta: >�omo es que las sub-seuenias ordenadas llegaron a estar ordenadas? La respuesta surge de inmediato:omo el resultado de mezlar dos sub-sub-seuenias, de la mitad de la longitud dela sub-seuenia.Este razonamiento se puede ontinuar hasta el �nal, resultando solo dlog neetapas. En la primera etapa, dos seuenias de longitud n=2 se mezlan en pares.Ciertamente, en ada etapa n n�umeros partiipan (ada uno, una vez) en la ope-rai�on de mezla. Es laro que el n�umero total de pasos b�asios tomados por elalgoritmo impl��itamente es O(n log n).El algoritmo se llama ordenamiento por mezla por obvias razones. Se prestaespeialmente para una formulai�on reursiva:MEZCLAordena(i; j): if i = j1. then regresa2. else k  (i+ j)=2ordena(i; k)ordena(k + 1; j)mezla(A(i; k); A(k + 1; j))ordena(1; n)Este algoritmo supone la existenia de una rutina de mezla omo la desritaanteriormente. Tal rutina se enarga de mezlar los elementos de A entre la i-�esimay la k-�esima posiiones on aqu�ellas entre la (k+1)-�esima y la j-�esima posiiones. Lareursi�on entra uando el proedimiento ordena se de�ne en t�erminos de s�� mismo:\Para ordenar los n�umeros en las posiiones i-�esima y j-�esima, enu�entrese unaaproximai�on razonable k del ��ndie a la mitad entre i y j. Entones ordene losn�umeros de las posiiones i-�esima a la k-�esima, y de la (k + 1)-�esima a la j-�esima,y mezle las dos seuenias (o arreglos) que se han formado."La instrui�on �nal es una llamada simple, ordena(1; n), que invoa al proe-dimiento dando omo datos i = 1 y j = n. Esto dispara una asada de llamadasdentro de este proedimiento ada vez que se auto-invoa, dos vees por llamada.En t�erminos esquem�atios, por ejemplo, la seuenia 2, 8, 5, 3, 9, 1, 6 se ordenaomo se muestra en la �gura 6.5. 41
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8, 5, 2 9, 6, 3, 1
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9, 8, 6 , 5, 3, 2, 1

Divide

Conquista

Figura 6.5: Ordenamiento por mezlaEn la fase de \divide" del ordenamiento por mezla, el arreglo de entrada Ase parte y sub-parte hasta dejar elementos individuales del arreglo. En la fase de\onquista", el proedimiento omienza una larga seuenia de retornos a las lla-madas anteriormente realizadas a s�� mismo. En otras palabras, los ordenamientosm�as internos se han ompletado, y los elementos omienzan un proeso de mezla,al prinipio de dos en dos, luego de uatro en uatro, y as�� hasta terminar on todoslos elementos del arreglo.Ni la estrutura de mont��ulo ni la operai�on de mezla pareen a primera vistaser elementos lave para un algoritmo de ordenamiento, y sin embargo, lo son. Enambos asos, la aproximai�on divide-y-onquista lleva a un fator logar��tmio parael tiempo de ordenamiento. Esto simplemente no puede ser mejorado utilizandoomputadoras seueniales.
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Cap��tulo 7Detetando PrimosUn Algoritmo que Casi SiempreFunionaNadie hasta ahora ha desarrollado un algoritmo para deidir en tiempo polino-mial si un n�umero es primo. >Existe un polinomio p y un algoritmo A tales que, paraualquier entero positivo n, A pueda desubrir si n es primo en tan solo p(dlog ne)pasos? Aqu��, se utiliza dlog ne omo una medida de la longitud de la entrada, yaque se supone que n se representa en notai�on binaria.Como muhos problemas abiertos, tan pronto omo el tama~no de la entradase hae moderadamente grande, los algoritmos onoidos en la atualidad pararesolverlos simplemente requieren de muho tiempo. Por ejemplo, nadie tiene lapaienia de esperar mientras un algoritmo trata de deidir si un n�umero en elveindario de 2400 es primo. Pareer��a que para algunos problemas, al menos, estees el preio que hay que pagar por una erteza absoluta en la respuesta, siempre yuando �esta llegue.Imag��nese, entones, un algoritmo que, en el lapso de unos uantos minutos,deide que 2400 � 593 es primo on la probabilidad de:0.9999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999Un algoritmo omo este, espeialmente si es f�ail de entender y de programar,tendr��a un atrativo tanto pr�atio omo est�etio.43



De heho, tal algoritmo s�� existe. Fue desubierto por Mihael O. Rabin, ydepende de la noi�on de que los enteros sean \testigos" de la \omposabilidad" deun n�umero n. Si un solo testigo puede hallarse, n queda omo un n�umero ompuesto;pero si durante un tiempo razonable se busa por un testigo y no se enuentraninguno, entones se die que n tiene el estatus de \primalidad", y efetivamentelo mantiene mientras no se enuentre un testigo.Rabin de�ne un testigo de la omposabilidad de n a ualquier entero w quesatisfae las siguientes ondiiones:wn�1 = 1modnPara alg�un entero k, 1 < md(w(n�1)=2k )� 1; n) < nResulta f�ail notar que la existenia de un testigo signi�a que n es ompuestoporque, en la segunda ondii�on, el m�aximo om�un divisor (md) de n (y de ual-quier otro n�umero) es iertamente un fator de n. Es tambi�en f�ail de desarrollarun algoritmo que heque en tiempo polinomial si un entero dado es un testigo dela omposabilidad de n.Ya que puede determinarse r�apidamente si un n�umero es un testigo, solo quedapreguntar qu�e tan omunes son los testigos. Ciertamente, si los testigos son pooomunes, se podr��a dif��ilmente usar nuestra inhabilidad para enontrar un testigoomo una base para onsiderar que n es primo. Es aqu�� donde un teorema de Rabinse hae muy �util:Teorema: Si n es un n�umero ompuesto, entones m�as de la mitad delos n�umeros en el onjunto f2; 3; : : : ; n�1g son testigos de la omposa-bilidad de n.Resulta f�ail ahora esquematizar un algoritmo para probar si un n�umero n esprimo:PRIMO1. Input n2. Seleiona m enteros w1; w2; : : : ; wm al azar del onjunto f2; 3; : : : ; n� 1g3. for i 1 to mprobar si wi es un testigo4. if m es testigothen output \SI"else output \NO" 44



Ya que m�as de la mitad de los enteros en el onjunto f2; 3; : : : ; n�1g son testigosde la omposabilidad de n, en el aso de que n no sea primo la probabilidad deque ning�un testigo sea seleionado al azar es de (1=2)m. En otras palabras, elalgoritmo tiene tan solo una peque~na posibilidad de fallar en la detei�on de laomposabilidad de n, espe���amente si se esoge un valor grande para m. Por lotanto, si el algoritmo arroja un \SI", la probabilidad a priori de que n sea primoes laramente de al menos 1� (1=2)m.En el ejemplo utilizado al iniio de esta nota, se utiliza un valor de m = 400.Cuando el n�umero de testigos seleionados para una prueba tiene era del mismoorden de magnitud del tama~no del problema, por ejemplo dlog ne, el algoritmo puedearrojar un \SI" o un \NO" en un tiempo razonablemente orto. Un experimentointeresante llevado a abo por Rabin involur�o una prueba de todos los n�umerosde la forma 2p � 1, para p = 1; 2; : : : ; 500, on solo 10 testigos en ada aso. Laprobabilidad de error fue de apenas menos que 1=1000, y en el lapso de algunosminutos, el algoritmo fue ejeutado; los \SI" arrojados omo resultado oinidieronexatamente on la tabla de primos de Mersenne, que son primos de la forma 2p�1.Por supuesto, siempre hay un sentimiento de intranquilidad y duda tras haberejeutado el algoritmo de Rabin para un n�umero n, y desubrir que tal n�umeroes primo: >realmente lo es? Se estar��a tentado a inrementar k al punto en que eltiempo que se requiere para on�rmar que n es primo llega a varias horas en lugar deminutos. Se propone entones una regla para terminar la ejeui�on: valores bastantemoderados de k son su�ientes para garantizar que el hardware de la omputadoratiene mayor probabilidad de fallar antes de que falle el propio algoritmo.Tan interesante y atrativo omo pudiera pareer la aproximai�on de Rabinpara problemas abiertos, es neesario haer una advertenia: uno puede f�ailmenteinventar testigos para la mayor��a de las lases de problemas. Sin embargo, puedenser poo omunes, y a�un si son relativamente omunes, resulta muy dif��il probarque lo sean.
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Cap��tulo 8Computai�on en ParaleloProesadores on ConexionesImag��nese n omputadoras simples (llamadas om�unmente nodos o proesado-res), organizados omo alg�un tipo de arreglo de tal manera que ada proesador seaapaz de interambiar informai�on s�olo on sus nodos veinos. El aso m�as simpleresulta ser el onetarlos en l��nea, donde ada proesador s�olo tiene dos veinos:uno a la dereha y otro a la izquierda; los proesadores a los extremos, puedenservir omo elementos de entrada y salida. Tal tipo de \omputadora" onstituyeel ejemplo m�as simple de lo que se onoe omo una m�aquina sist�olia (�gura 8.1).En general, puede resolver varios problemas de forma m�as r�apida que una m�aquinaon un solo proesador. Uno de estos problemas es el famoso \problema de los nuerpos" (n-body simulation): alular el reorrido de ada uno de n uerpos quese mueven a trav�es del espaio bajo la inuenia de sus atraiones gravitaionalesmutuas y ombinadas.
P1 P2 Pi Pn−1 PnFigura 8.1: Un arreglo sist�olioUna omputadora seuenial (on un solo proesador) puede llevar a abo el�alulo de todas las (n2 � n)=2 atraiones en O(n2) pasos b�asios. Una m�aquinasist�olia, sin embargo, puede lograr el mismo resultado en O(n) pasos b�asios, loque signi�a una mejora en veloidad en un fator de n. Funiona omo se desribea ontinuai�on. 47



El ilo b�asio del �omputo del problema de los n uerpos involura alularpara ada uno de los uerpos la suma de las atraiones de los otros n� 1 uerpos.Es razonable suponer, para una m�aquina sist�olia, que ada proesador uenta onun programa para alular la f�ormula de Newton:Fij = kmimj=dij2donde mi y mj son las masas del i-�esimo y j-�esimo uerpos, respetivamente, kes la onstante gravitaional, y dij es la distania entre ellos. A ada etapa del�omputo, ada proesador alula la distania entre dos uerpos mediante la f�ormulaeulideana est�andar dadas las oordenadas de los dos uerpos, y alula la fuerzaentre ellos mediante la f�ormula anterior.El �omputo omienza uando las oordenadas y la masa del n-�esimo uerpoBn se introduen al proesador P1. En seguida, tales datos se pasan al segundoproesador P2, en tanto que se introduen las oordenadas y masa del (n�1)-�esimouerpo Bn�1 al proesador P1. Esto ontin�ua hasta que ada proesador tiene lasoordenadas y la masa de un uerpo �unio del problema gravitaional. En general,se puede deir que Pi mantiene las oordenadas y masa del uerpo Bi. Obviamente,este proeso absorbe n ilos de transmisiones.La segunda fase del �alulo en una m�aquina sist�olia involura exatamente lamisma seuenia de entrada, solo que ahora ada proesador ya tiene \argada" lainformai�on de su uerpo asignado. Conforme la informai�on de ada nuevo uerpoBj llega por la izquierda, el proesador Pi ejeuta el siguiente algoritmo:1. Calular dij .2. Calular la fuerza Fij .3. Sumar Fij a la fuerza previamente alulada.Esto simpli�a en muho el modelo, onsiderando tan solo una suma de om-ponentes de fuerza por ada uerpo. Sin embargo, es laro y notorio tambi�en quesolo una antidad onstante de tiempo se absorbe antes de que ada proesadorest�e listo para la siguiente ronda de datos.Despu�es de 2n pasos, ada proesador ha onsiderado n � 1 fuerzas, y unanueva parte del programa hae reorrer los valores obtenidos para su salida en elotro extremo del arreglo de proesadores. Este reorrido absorbe otros n pasos.Si se uentan omo que ada orrimiento de informai�on absorbe 1 unidad detiempo, y se uenta que la ejeui�on del algoritmo desrito toma tambi�en 1 unidadde tiempo, entones todo el proeso de �omputo toma en total solo 4n pasos, querepresenta una gran mejora respeto a una omputadora seuenial.Las m�aquinas sist�olias pueden ser muho m�as so�stiadas que el arreglo deproesadores utilizado para el problema de los n uerpos. Por ejemplo, una geo-metr��a de proesadores om�unmente utilizada y disutida forma una malla uadrada48



o retangular. De forma similar, en el ontexto del proesamiento paralelo, lasm�aquinas sist�olias son apenas una lase dentro de un vasto rango de tipos deomputadoras paralelas que se han onstruido o que se enuentran en desarrollo. Unejemplo representativo de esquemas m�as generales y poderosos es la omputadorahiper�ubia.Un hiperubo d-dimensional forma la base para las onexiones entre n proe-sadores. Cada proesador oupa un v�ertie del ubo o hiperubo. El n�umero totalde n proesadores es por lo tanto 2d. Por supuesto, este arreglo se re�ere �unia-mente a la topolog��a de onexiones entre los proesadores, y no a la geometr��areal. Para enfatizar este punto (que por ierto, se aplia de la misma forma a lasm�aquinas sist�olias) es posible arreglar todos los n proesadores en un uadradobidimensional, omo se muestra en la �gura 8.2.

Figura 8.2: Dos formas para un hiperuboA ontinuai�on, se disute la solui�on de un problema pr�atio que se ha men-ionado anteriomente, pero utilizando una omputadora onetada en hiperubo:la multipliai�on entre matries. Dadas dos matries X y Y de n � n, >qu�e tanr�apido se pueden formar los n2 elementos de la matriz produto Z? En el ap��tulo4 se llega a la onlusi�on de que tal produto puede realizarse entre O(n2) y O(n3).Para la solui�on paralela, el tiempo se redue a O(log n) pasos.Hasta ierto punto, es onveniente a~nadir proesadores para iertos problemas.Para llevar a abo la multipliai�on entre matries, se requiere de n3 proesadores.De nuevo, no hay ning�un problema en onsiderar que n3 es una potenia de 2.En ualquier aso, antes de revisar el algoritmo de multipliai�on de matries enparalelo, vale la pena observar que se puede requerir hasta d onexiones separadase independientes, de tal modo que los proesadores puedan omuniarse entre s�� yen forma simult�anea. 49



Para el aso de n3 proesadores onviviendo en un ubo de dimensi�on d, se debeumplir que: d = log n3 = 3 log nEn otras palabras, la mera omuniai�on entre proesadores requiere de O(log n)pasos en el tiempo.Ahora bien, se sabe que el ij-�esimo elemento de la matriz produto Z tiene laforma: zij = nXk=1 xiykjPor oinidenia, el �omputo paralelo de este ejemplo proede en tres fases, aligual que el ejemplo de la m�aquina sist�olia. La primer fase distribuye los elemen-tos de los arreglos X y Y entre los n3 proesadores. La segunda fase realiza losprodutos. Finalmente, la terera fase lleva a abo las sumatorias.Es onveniente identi�ar a ada proesador mediante un��ndie de tres n�umeros(k; i; j). Cada��ndie puede tener n valores binarios onseutivos. De este modo, adaproesador P (k; i; j) se oneta �uniamente a los proesadores que di�eran exa-tamente en un bit de sus valores de ��ndie. Por ejemplo, el proesador P (101; i; j)debe estar onetado on el proesador P (001; i; j).Iniialmente, los elementos xij y yij se depositan en el proesador P (0; i; j). Laprimera fase, entones, se enarga de distribuir estos datos por los proesadores delhiperubo, de modo que en general el proesador P (k; i; j) ontiene a xik y a ykj .El proedimiento desrito aqu�� solo onsidera el aso de xik , pero el aso de ykj essimilar.Primero, el ontenido xik de P (0; i; k) se transmite a P (k; i; k) por una ruta atrav�es de otros proesadores menor a log n. El mensaje mismo onsiste en el valorxik y el ��ndie del proesador objetivo (k; i; k). A ada paso del viaje del mensaje, elsiguiente proesador al que visita es aqu�el que tiene un ��ndie on 1 bit m�as eranoa k. Por ejemplo, si k = 5 = 101, entones la seuenia que se sigue podr��a ser:P (000; i; k)! P (100; i; k)! P (101; i; k)En seguida, uando el proesador P (0; i; k) ha enviado su mensaje a un pro-esador P (k; i; k) (en paralelo), �este re-env��a el mismo mensaje a todos los dem�asproesadores P (k; i; 1); P (k; i; 2); : : : ; P (k; i; n). Esto se logra mediante un tipo deemisi�on (broadasting). El mensaje se env��a simult�aneamente a trav�es de las one-xiones de omuniai�on en los uales uno de los bits relevantes di�ere del bit atual.Por ejemplo, si k = 101, omo se dijo anteriormente, el mensaje podr��a ser enviadodependiendo del patr�on paralelo que se muestra en la �gura 8.3. Aqu��, de nuevo, eltiempo requerido para la transmisi�on es menor que O(log n) pasos.50



P(101,i,k)

P(001,i,k) P(111,i,k) P(100,i,k)

P(000,i,k) P(110,i,k) P(010,i,k)P(011,i,k)Figura 8.3: Distribuyendo elementos de las matriesCon los elementos de las matries xik y ykj en ada proesador P (k; i; j), lasegunda fase del �omputo paralelo toma lugar: el produto xik � ykj se realiza y sealmaena en el mismo proesador.La terera fase, omo la primera, es algo ompliada. Esenialmente, los pro-dutos son llevados de todos los proesadores P (1; i; j); P (2; i; j); : : : ; P (n; i; j) alproesador P (0; i; j) por un \sumidero" de sumas aumuladas. De nuevo, un men-saje se transmite de un proesador a otro, pero siempre en la direi�on en que seambia 1 bit del primer ��ndie original al ��ndie 0. Cuando dos de tales sumas lle-gan al mismo proesador, se suman al produto loal y se retransmiten. Sup�ongase,por ejemplo, que n = 4 y que los produtos 8, 7, 5, 3, 9, 12, y 6 han sido apenasalulados en P (1; i; j) a trav�es de P (7; i; j), respetivamente. La �gura 8.4 mues-tra un onjunto de las rutas posibles de la suma hasta alanzar P (0; i; j). En estafase del �omputo, toda transmisi�on y suma se realiza en paralelo, on el n�umero depasos aotado meramente por la distania m�axima entre dos proesadores, es deir,log n. De esta forma, el produto de dos matries de n� n se ompleta en tan soloO(log n) pasos.La prospetiva del proesamiento paralelo ha generado nuevos desarrollos enel ampo del an�alisis de algoritmos. Los algoritmos paralelos existen ahora paraasi ualquier problema l�asio de programai�on. Un maro razonable en el ualestudiar algoritmos paralelos involura determinar para ada problema si perteneea un onjunto llamado \lase de Nik" (Nik's lass1). Para ali�ar omo miembro,un problema debe poder resolverse en tiempo polylog (el polinomio de un logaritmo)por un n�umero polinomial de proesadores.1\Nik" se re�ere a Niholas Pippenger, un ient���o de la omputai�on de los labora-torios de IBM en San Jos�e, California. 51
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Figura 8.4: Sumando los resultadosEspe���amente, esto implia las siguientes reglas: dado un ierto problema P ,debe haber dos polinimios p y q tales que para una instania x de P on tama~no n,existe un algoritmo que, al ejeutarse en p(n) proesadores, resuelve x en tiempoq(log n). Se ha presentado aqu�� un ejemplo de tales problemas: la multipliai�on dematries realizada en n3 proesadores, que requiere de O(log n) pasos para resol-verse. En este aso, p es un polinomio �ubio, y q es un polinomio lineal.

52



Bibliograf��a[1℄ A.V. Aho, J.E. Hoproft, and J.D. Ullman. The Design and Analysis of Com-puter Algorithms. Addison-Wesley, 1974.[2℄ R.B. Anderson. Proving Programs Corret. Wiley, 1979.[3℄ N. Christo�des. Graph Theory: An Algorithmi Approah. Aademi Press,1975.[4℄ M.R. Garey and D.S. Johnson. Computers and Intratability: A Guide to theTheory of NP-Completeness. Freeman, 1979.[5℄ D. Harel. Algorithmis: The Spirit of Computing. Addison-Wesley, 1987.[6℄ K. Hwang. Superomputers: Design and Appliations. IEEE Computer SoietyPress, 1984.[7℄ D.E. Knuth. The Art of Computer Programming, vol. II, Seminumerial Al-gorithms. Addison-Wesley, 1967.[8℄ D.E. Knuth. The Art of Computer Programming, vol. III, Sorting and Sear-hing. Addison-Wesley, 1967.[9℄ G.J. Lipovski and M. Malek. Parallel Computing: Theory and Comparisons.Wiley, 1987.[10℄ M.O. Rabin. Probabilisti Algorithms. Algorithms and Complexity, New Di-retions and Reent Trends (J.F. Taub, editor) Aademi, 1976.[11℄ E.M.Reingold, J. Nievergelt, and N. Deo. Combinatorial Algorithms: Theoryand Pratie. Prentie-Hall, 1977.[12℄ J.E. Savage. The Complexity of Computing. Wiley-Intersiene, 1976.[13℄ T.A. Standish. Data Struture Tehniques. Addison-Wesley, 1980.
53


