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Ejercicios

INDICACIONES. Los ejercicios con asterisco son opcionales.

1. Halla la matriz fundamental ®(¢) con ®(0) = I para los sistemas de ecuaciones sigu-
ientes:

a) Itlz xr1 + 4.7)2 b) il +2JI1 - 3132 =0
jfgz 25(71 — T .C.E'Q —8372 — 35[’2 + ]_01’1 =0

éjl: 371 + 25 + a3 1= 611 — 3z
c) To= 2w + 223 d) { il— 2; Y 2
Ltgz 4.1’1 + 21’2 + 333'3 = ! 2

2. Resuelve los porblemas de Cauchy siguientes:

a) T1= 1 + X9, 71(0) =2
fL‘gZ 4331 + 29, 932(0) =3
1’1: 3.’171—{—272—1’3, .Tl(O) =1
b) 1’2: 1+ 3372 — I3, 1’2(0) = -2
i‘gz 3I1 + 31’2 — I3, 173(0) =—1

3. Aplicando el método de variacién de pardmetros resuelve el problema de Cauchy

.jl'lz 3.73'1 —25E2—|—t, .731(0) =2
i’QZ 2$1 - 21}2 + 3€t, .CIZ'Q(O) =1

4. Halla una matriz fundamental del sistema = A x, en donde

(21 3 40 0]
02 1 31
4—]i0 2 10
2.0 0

031

0 0 3

5. Si ®(t) es una matriz fundamental del sistema z= Az, A € R™", con ®(0) = I,

demuestra que W (t) = ®(t —1() es una matrix fundamental de este sistema con ¥(ty) =
1.

6. Si ®(f) es una matriz fundamental del sistema z= Az, A € R™*" con ®(0) = I,
demuestra que ®(t) - (s) = ®(t + s). Esto suguiere que

O(t) = eM
Y con ello que la solucién del problema de Cauchy

= Az, x(to) =10



10.

11.

12.

viene dada por
z(t) = ey

Nota como se parece esto al caso escalar.
Sugerencia: Muestra que ®(t) - ®(s) como ®(t + s) resuelven el sistema matricial
X = A- X, con valor matricial inicial X (s) = ®(s).

*Si®: R — R™™ es continua y satisface ¢(t + s) = ®(¢)P(s), para todo t,s € R, y
ademas ®(0) = I, demuestra que ®(¢) es solucién del problema de Cauchy matricial:

X = AX,
X(0) I

. * Si los autovalores \; de A € R™*" satisfacen que Re()\;) < 0, demuestra que existen

M y « positivas tales que ||e?|| < M et

. *Si AR — R™™ es continua y

B(t) = / LA de

satisface que A(t)B(t) = B(t)A(t), demuestra que e®® es una matriz fundamental de
sistema z= Ax.

Cierta sustancia A se descompone en dos sustancias P y Q. La velocidad de reaccién de
formacién de cada una de estas sustancias es proporcional a la cantidad de sustancia
no descompuesta. Sean x(t) e y(t) las cantidades de sustancia P y Q, respectivamente,
al tiempo t. Establece la ley que gobierna el cambio sabiendo que inicialmente z(0) =
0, y(0) = 0; y que después de una hora r = %c yy = %c. Aqui, c es la cantidad original
de sustancia A.

Un gramo de cierta sustancia A se transforma poco a poco en una sustancia intermedia
I, la que a su vez se transforma en otra que designaremos por B. Sabiendo que la
velocidad con la que se transforma la sustancia A, en todo instante t, es proporcional
a la cantidad de sustancia I que queda en ese instante, y sabiendo también que la

velocidad de formacion de I es igual a la diferencia de las velocidades de transformacion
de B.

Halla la cantidad de sustancia B al transcurrir el tiempo.

Algo de algebra matricial

* Contesta las preguntas siguientes:
(a) ,Qué es un autovalor de una matriz A € R"*"?
(b) ;Qué es la multiplicidad algebraica de un autovalor?

(c) {Qué es la multiplicidad geomética de un autovalor?



13. * Si X es un autovalor de A € R™ ", prueba que N(A — A1) C R" es un subespacio
invariante bajo A

14. * Sea A € R™" demuestra que

N(A) C N(A?*) C --- C N(A*) c N(A*Y) c R™

(23]

no es diagonalizable. En general, la matriz

15. Demuestra que la matriz

2 0 0
0 2 1
A= 0
o201
0 ... 0 2]

no es diagonalizable.



