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Ejercicios

INDICACIONES. Los ejercicios con asterisco son opcionales.

1.

Sea f: D C R? — R tal que 9, f existe y es localmente acotada en D.
a) Demuestra que f es localmente Lipschitz (1-Lips).

b) Muestra que la funcién f(z,y) = 22 |y| es de Lipschitz (respt. ay) en D : |z|, |y| <
1; y que 9, f no existe en todo Q2.

. Muestra que las hipétesis: (a) f(z,y) continua, y (b) f(z,y) de Lipschitz (con respecto

a y), en el teorema de existencia y unicidad de Cauchy-Lipschitz son independientes.
Para ello, considera a la funcién f(z,y) = [x] + y, sobre el rectangulo |z| < a, |y| < b.
Da un ejemplo en donde f(x,y) sea continua y no de Lipschitz.

. a) Muestra con detalle que el problema de Cauchy:

Y =3y"°, y(0) =0

tiene una infinidad de soluciones. Dibuja 3 de ellas.

b) Demuestra que esta ecuacién no satisface la condicién de Lipschitz en R x [, donde
Is : ly] <6, con § > 0 cualesquiera dada.

Halla el intervalo maximo de definicion de la solucién del problema
L @1/, 21) =32,

 Cuél es el intervalo maximo de definicion de la solucién ¢(z) del problema de Cauchy:

dy _

7 = 1—y? con y(0) =0,

en donde ella es la tnica solucién?

. * Lo mismo del ejercicio anterior, pero para el problema

dy
pi |1 — 22| con y(0) =0.

* Demuestra que la solucién del problema

dy 4 2
2o 0) =
de? +z +y 3 y() Yo,

no se puede extender a toda la recta real.
Sugerencia: Analiza primero el problema

dy _ >

o =Y y(0) = vo.-
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10.

Considera la ecuacion
Y =9y), a<y<b (1)

Ya antes se ha visto que si ¢ (x) es una solucién de (1), entonces ¢ () = ¢ (z + ¢)
es también una solucién de (1) (Pruebalo!). Ahora, bajo el supuesto que g(y) es de
Lipschitz, prueba que si ¢ (x) y ¥ () son dos soluciones de (1) que tienen el mismo
rango de valores, entonces existe ¢ € R tal que ¢ () = ¢ (x + ¢).

Considera la ecuacion

Y +a(t)y = b(t), (2)
en donde a(t) y b(t) son funciones continuas y periddicas de periodo p > 0.
. Por qué las soluciones de (2) existen sobre todo R?
a) Sea ¢(t) una solucién no-idénticamente nula de (2). Prueba que ¢(t) es periddica
ssi p(0) = ¢(p).

Sugerencia: Muestra primero que ¥(t) =45 ¢(t + ¢) es solucién de (2). Luego para
concluir, aplica el tma. de Existencia y Unicidad.

b) Usando la expresién de la solucién general de (2), prueba que si

1 4
A =gef —/ a(s)ds # 0
P Jo

entonces (2) tiene una unica solucién periédica de periodo p > 0.

¢) Demuestra que si @ = 0 entonces (2) tiene soluciones periodicas de periodo p > 0
581
p t
/ AOp(t)dt =0, donde A(t) :/ a(s)ds

d) Para cada una de las ecuaciones siguientes, halla -si las hay- sus soluciones de
periodo 2m:

d
i) d_?; +3y = cost
i7) Y + (cos’t)y = cost

d
i11) d—‘z—l— (cost)y = sen2t.

* Sea f continua y de Lipschitz en D : —oo <t < 00,a < x < b. Suponiendo que f es
periodica en ¢ con periodo T' > 0, que f(t,a) > 0y que f(¢,b) < 0. Demuestra que la
ecuacién & = f(t, ) tiene una solucién periodica de periodo T'. Esto es, si ¢(t;0,x0)
es la solucion del problema de Cauchy

T = f(t, ), z(0) = o, (a <xp<Db) (3)
entonces existe una zo* € (a,b) tal que

o(t;0,20%) = ot +T,0,20%), paratoda t€R (4)
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Para ello, desarrolla los incisos siguientes:

a) Explica por qué el problema (3) tiene una tinica solucién x = ¢(t; 0, zq) definida en
todo R (en particular en [0,77), tomando valores entre a y b.

b) Ahora considera a la funcién g : [a, b] — [a, b] dada por

g(z0) = (1750, 70) (5)

La cudl claramente estd bien definida (;Por qué?). Explica por qué se tiene que g(a) > a
y g(b) <.

¢) Qué teorema nos asegura que la funcién g dada por 5) es continua?

d) Prueba que existe xo* € (a,b) tal que zo* = g(x¢*); i.e., tal que
zo" = ¢(T;0,3") (6)

Sugerencia: Para tal efecto, puede ser 1til demostrar primero el siguiente

Lema. Si g : [a,b] — [a,b] es continua entonces existe xq € [a, b] tal que

o = g(xo)
e) Demostrando que la funcién ¥ (t) = ¢(t + T;0,20") es solucién del problema (3),
concluye (4).

* Para demostrar el siguiente
Tma. Sif: [a,b] xR" — R" es continua, locamente de Lipchitz respecto a y y acotada
(i.e., para toda (t,y) € [a,b] x R", se tiene que || f(t,y) ||< M, para alguna M > 0),

entonces la solucion del problema

:.y: Jj(tv y)

) (7)

y(to) =yo, a<to<b

tiene una tnica solucién ¢(t) definida sobre todo [a, b].

desarolla los incisos siguientes:

a) Demuestra que si ¢(t) es solucién de (7) definida en el intervalo (c,d) C [a,?b]

entonces ¢(t) es acotada en (¢, d).

b) Sea t, € (¢,d), con t, — d, cuando n — oo, demuestra que existe z € R” tal que

o(t,) — z (i.e., el lim;_,4- p(t) existe). Andlogamente, lim; .+ p(t) también existe.

Sugerencia: Basta con mostrar que |[@(t,1r) — @(tn)|| < M |tk — tn | ((Por qué?)
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¢) Muestra aplicando el tma. de Picard-Lindel6f al problema de Cauchy auxiliar

ily: .[(t7 :g)

y(d)=2z a<ty<b

es posible extender la solucién ¢(t) de manera tinica hacia la derecha de d en un tramo

n >0 (i.e., del intervalo (¢, d) al intervalo (¢,d + 7)), a menos que ¢ = d.

Concluye.

Con respecto al modelo clasico de Lotka-Volterra

i = w(8—by)
§ = ylex—p) )

con solucién de equilibrio no trivial E, = (x.,¥.), donde x, = p/cy y. = /b. Si
T, es el periodo de oscilacién de la solucion (x(t),v(t)) del sistema de L-V (8) con
condiciones iniciales z(0) = a, y(0) = y., con 0 < a, demuestra que el periodo de
oscilacion T, — oo, cuando a — 0F.

NOTA. Observa que la solucén (y.e #,0), parte del punto (0,7,.) tiende a la solucién
de equilibrio trivial Ey = (0,0), cuando ¢ — oc.

Comentario: Recuerda que no exite una expresion analitica explicita para el periodo
de oscilacién T, como la que hay para el péndulo. Y que éste ya lo hemos calcu-
lado numéricamente, observando su crecimiento como la amplitud de oscilacion de las
soluciones de este sistema (8) crecen.



