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Resumen

Se estudia la evolucion del crecimiento de una poblacién bajo distintos supuestos de
modelacion, lo que nos lleva a tres modelos que ocurren con frecuencia en las aplicacio-
nes, determinando para cada uno de ellos los tiempos de vida media y media esperada,
obien de crecimiento medio vy medio esperado.

1. Introduccion

Considérese a una poblacién de seres vivos que se desenvuelve en un cierto medio fisico
natural, 6 bien, acondicionado por el hombre. Denotemos por P(t) el tamafio de dicha po-
blacién (i.e., el nimero de individuos) y supongamos que P(t) en una funcién continua y
continuamente diferenciable. Claramente, éste es un supuesto de trabajo para poder modelar
la evolucién de la poblacién recurriendo a las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs).

La ley fundamental bésica escrita en términos de EDOs y basada en el Principio de
Continuidad, es la siguiente:

1dP
—— = fB(t,P) — pu(t, P 1
24 Bt P) — u(t, P) 1)
con dominio de definicién D = R x [0, 00) con sentido bioldgico, y en donde
1dP . .
a) T es la tasa per capita de ”crecimiento“ neto.

b) B(t, P) es la tasa per capita de crecimiento 6 natalidad de la poblacién.
c) u(t, P) es la tasa per capita de muerte de la poblacién.

En lo que sigue se hacen supuestos diversos que nos permiten hacer distintas propuesta para
B(t, P) y ult, P).

2. Modelo de Malthus

Si se supone que el medio en el que se desarrolla la poblacién bajo estudio es infinito y
con recursos ilimitados, entonces es razonable proponer que 5(t, P) y u(t, P) son funciones
constante. Esto es, que 5(t, P) = 8 y p(t, P) = u. Luego, la ecuacién (1), toma la forma

1dP

F% = )\, donde A= 6 — U (2)



6 bien de la forma
P=A\P (3)

Este es el bien conocido modelo de Malthus.
Es inmediato ver que P(t) = 0 es una solucién trivial de esta ecuacién.

Por considerar tres casos:
A >0, A=0 yv A<0

En el primer caso la tasa per capita de crecimiento es mayor a la de muerte. En el segundo,
son iguales. Y en el tercero, la tasa per capita de muerte es mayor que la de crecimiento.

a) Si A >0y P(t) > 0, entonces P(t) es creciente con respecto al tiempo ¢. Ahora, como
P = )\2 P, se tiene que P(t) es creciente y de grafica convexa. Y dado que la solucién de (3)
con condicién inicial P(0) = Py, Py > 0 esta dada por

P(t) =Py

se concluye que las soluciones de (3) tienen un crecimiento exponencial.

Py

Figura 1:

b) Si A = 0, entonces la ecuacién (3) se reduce a P= 0. En cuyo caso las soluciones son

Figura 2:

¢) Si A < 0, es conveniente -por claridad- sustituir A por —\ con A ahora positiva. Asi, la
ecuacién (3) se reescribe como

P=—AP (4)

Luego, por analogia al primer caso, sus soluciones son decrecientes y con grafica convexa

(figura (3)).



Ejercicio 2.1.

Para demostrar que la poblacién P(t) se desvanece hasta extinguirse, sea 0 < o = inf{P(¢) ||t >
0}, donde P(t) es solucién de (4) con P(0) = Py > 0. Claramente, « existe bajo el supuesto
que P(t) > 0 para toda t > 0. Demuestra que necesariamente a = 0.

Queda abierta la pregunta ;Se extingue la poblacion en tiempo finito?

Ejercicio 2.2.

Demuestra, sin resolver la ecuacién (4), que la poblacién no puede extinguirse en tiempo
finito.

Sugerencia: Usa el teorema de existencia y unicidad.

Y como la solucién de (4) con condicién inicial P(0) = Py, Py > 0 esta dada por
P(t) = eAtP()

se concluye que las soluciones de (4) tienen un desvanecimiento exponencial hasta desaparecer
en tiempo infinito.

Figura 3:

2.1. Vida media y vida media esperada

La vida media de una poblacién P(t) en extinsion, segin el modelo de Malthus:
P=—-\AP con P0)=P >0 (5)

se define como el tiempo ¢ = t; /5 para el cual el tamato de la poblacién inicial se ha reducido
a la mitad; i.e.,

P(ty) = 3P )

Asi, dado que la solucién de (5) estd dada por

P(t) = Pye ™ (7)
de (6) y (7) se sigue que
In2
b =—- (8)



Ahora, tomando y(t) = P(t)/ Py, se tiene que

Y como

se obtiene que la funcion
fen=ut)/ [ utar
0
=Ae M

define una funcién de densidad de probabilidad para ¢ sobre el intervalo [0, 00), que es preci-
samente la la funcién de densidad de la distribucién exponencial, la cual tiene media = 1/\
y desviacién estandar o = 1/\ también, como el lector bien puede verificar.

Luego, se tiene que el tiempo de la vida media esperada ¢,/ = E[t] para una poblacién
malthussiana con respecto a la distribucion exponencial, esta dado por

_ 1
t1/2 — X (9)

Asi, la relacién entre t; /2y t12 estd dada por
t1/2 :1n2'£1/2 (10)
De donde se tiene que 15 > ty.

Noétese que en términos probabilisticos se puede reescribir a P(t) como
Fy

donde f(t,\) = Xe=*t ;Cual es la interpretacién de este hecho?

3. Crecimiento con saturacion. Caso I:
Por inhibicion del crecimiento.
Si la poblacién bajo estudio se desenvuelve en un medio fisco finito y con recursos limitados,

entonces aparecen factores que inhiben la tasa per capita de “crecimiento” neto. Uno de
ellos corresponde a la inhibicion de la tasa per capita de natalidad 6 de crecimiento. Lo cual
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se observa, por ejemplo, en la mayoria de los paises mas desarrollados de Europa, donde los
matrimonios dificilmente tienen mas de 2 hijos, incluso, no siendo raro observar a matrimonios
sin hijos.

En tales casos es razonable suponer que la tasa per capita de natalidad o de crecimiento
sea inversamente proporcional al tamafo de la poblacién misms P(t). Esto es, que

B(t, P) o %
6 bien que
5, P) = 2 (1)

en donde 8 > 0 es la constante de proporcionalidad, llamada tasa de crecimiento. Y que la
tasa per capita de muerte es constante. Esto es, que

ult, P) = (12)

Luego, la ley fundamental bdsica de ” crecimiento“ neto de una poblacién (1) bajo los su-
puestos anteriores derivados por desenvolverse la poblacién en un medio finito y con recursos
limitados, toma la forma

1 . B
PP~
6 bien la forma P
pos(i- ) ”
en donde
= B (14)
1

es conocida como poblacion de saturacion 6 capacidad de carga que soporta un medio finito
con recursos limitados.

Es directo verificar que P(t) = K es la unica solucién de equilibrio de la ecuacién (13).
Y que

P> 0, siP<K

: (15)
P<0, siP>K
Ahora, tomando la segunda derivada a lo largo de las soluciones de (13), se tiene que
.. d -
p = =
dt P
d P
— e ]_ _ —
i {(-%))
_ B
= P
_ B (_r
N K K
0 sea que
2
po_ P (_F
K K



De donde se sigue que
P <0 i P< K
S (16)
P >0, si P< K

Luego, de (15) y (16) se concluye que las soluciones de (13) son crecientes y con grafica
céncava, si estan por debajo de la solucién de equilibrio P = K. Y que son decrecientes y
grafica convexa, si estan por arriba de P = K.

Para establecer que las soluciones de la ecuacién (13) bajo estudio tienden asintéticamente
a la solucién de equilibrio P = K, basta con verificar que la integral impropia

K=*
dP
| 5 nrx (7)
P
0 11— —
K

es divergente. Dejamos al lector mostrar que

1-Py/K du .
/Ki AP . /OvJr 7, si Py < K
P Po/K=1 g
Py 1__ Uu .
—, si Py > K
S o

de donde se sigue que la integral impropia (17) es efectivamente divergente.

Resumiendo, la conducta cualitativa de la evolucién de la poblacién P(t) es como la que
se ilustra en la Figura 4.

Figura 4:

Por otro lado, es directo verificar que la solucién de la ecuacién (13) con condicién inicial
P(0) = Py > 0 esta dada por

P@p:K{L—(L—%Qef@] (18)

de donde es directo corroborar que P(t) — K, cuando t — 0.

3.1. Vida media t;.

Por la vida media t, » de la poblacién P(t) gobernada por la ecuacién (13) y con condicién
inicial P(0) = Py > 0 se entenderd, por analogia al modelo de Malthus, el tiempo ¢ = 1/,
para el cual,

Plty) = (P + K) (19)
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P=K
1(Py+ K) ///f
Po
t1/2 ¢
Figura 5:
De las ecuaciones (18) y (19) se obtiene que
1 _By
§(P0—K) = (PQ—K>€ K'1/2
6 bien que
In2 = Etl/g
K
6 sea que
In 2
ti)g = DT, donde A= g (20)

Que es el resultado esencialmente obtenido para el modelo de Malthus.

3.2. Vida media esperada t,.

Si se toma a y(t) = P(t)/K, donde P(t) es solucién de la ecuacién (13) con condicién
inicial P(0) = P, con 0 < Py < K, entonces se tiene que

t)y=1—(1—ye™ A=
y(t) = 1= (1—go)e ™, ©

Claramente, se tiene que y(t) > 0, es creciente, y y(t) — 1, cuando ¢ — oco. Por tanto, y(t)
es una funcién de distribucién de probabilidad definida sobre el intervalo [0, 00). Luego su
correspondiente funcién de densidad viene dada, salvo por una posible normalizacién, por

o(t; N, y0) =V (t)

6 sea por
o(t; A yo) = (1 — yo)A e (21)

y como
/ ¢(t§ )\:?Jo)dt =1-—1yo
0

se obtiene la funcién de densidad asociada a la distribucién de probabilidad y(¢) viene dada
por

) = A %)
(3 = T
0 sea por
ftN) = Ae ™™ (22)
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i,e., la distribucién exponencial con parametro

B
A= (23)

Luego, se sigue que -como ya se vié antes- que la vida media esperada t; , viene dada por

que es el esencialmente el mismo resultado obtenido para el modelo de Mlathius. Y que en
el caso presente toma la forma especifica siguiente

_ K
t12 = 3

lo que dice que la vida media esperada de la poblacién P(t) es inversamente proporcional a
[ con constante de proporcionalidad la poblacién de saturacion K.

Y consecuentemente, se tiene que
tl/g = 11127?1/2

tal y como ocurre con el modelo de Malthus.

Se deja como ejercicio, obtener estos mismos resultado para el caso Py > K.

4. Crecimiento con saturacion. Caso II:
Por competencia intra-especie.

Como ya se dijo en la seccion anterior, si la poblacion bajo andlisis se desenvuelve en un
medio fisco finito y con recursos limitados, entonces aparecen factores que inhiben la tasa
per capita de “crecimiento” neto. Uno de ellos corresponde a la inhibicién de la tasa per
capita de natalidad 6 de crecimiento, el cudl ya se discutio en la seccién anterior.

El otro factor corresponde a la competencia intra-especie, que bien se puede modelar
razonablemente suponiendo que la tasa de muerte per capita es proporcional al tamano de
la poblacién P(t), 6 como dice un dicho popular “mientras menos burros més olotes”. Esto
es que

p(t, P) o< P

0 sea que
u(t,P)=pP (25)

donde p es la constante de proporcionalidad llamada tasa de muerte. Y por otro lado, que la
tasa per capita de natalidad o ”crecimiento“ es constante. Esto es, que

p(t, P)=p (26)

Luego, de la ley fundamental bésica de ”crecimiento“ neto de una poblacién (1) bajo los
supuestos anteriores derivados por competencia intra-especie debido al desenvolvimiento de
la poblacién en un medio finito y con recursos limitados, toma la forma

1 .
— p=B—uP
PPﬁu



6 bien la forma

. P
— BP(1 — — 27
p=pP(1- ) (27)
ecuacion que es conocida como ecuacion légistica 6 de Verhulst y en donde
K = g (28)
1

es conocida como poblacién de saturacion 6 capacidad de carga que soporta un medio finito
con recursos limitados.

Es directo verificar que P(t) = 0y P(t) = K son las soluciones de equilibrio de la ecuacion

(27). Y que
P > 0, Si0<P< K (20
P < 0, siP>K

Luego, tomando la segunda derivada a lo largo de las soluciones de (27), se tiene que

. d .
P = —
pralids
: P P
= 1— — pl-L
op(1-3)vor (%
. P
= 1—-2—
6P< K)
6 sea . .
P=pP(1-=)(1-2=
(k) (%)
De donde se sigue que
P < 0, siK/2<P<K
P > 0, siP>K6P<K/2

Y consecuentemente que (i) La evolucién de la poblacidn, si tiene un punto de inflexién, lo
tiene cuando cruza la recta P = K/2; (ii) que la grafica de la solucién es convexa, si P > K
60 < P < K/2;y (iii) que la grafica de la solucién es concava, si K/2 < P < K.

Ahora, para probar que las soluciones de la ecuacién logistica (27), tiende asintéticamente
a la solucién de equilibrio P = K, basta con mostrar que la integral impropia

K* dP
/PO P(1— P/K) (30)

es divergente.

Ejercicio 4.1.
Prueba que la integral impropia (30) es divergente.

Asi, se tiene que las soluciones de la ecuacion logistica tienen una conducta cualitativa
como la que se ilustra en la Figura 6.



Figura 6:

Ejercicio 4.2.
Halla la solucién del problema de Cauchy

P(O) = K

y constata que P(t) — K, cuando t — o0.

4.1. Vida media logistica

En este caso la vida media ¢/, de la poblacién P(t) se define como el tiempo donde se
alcanza la méxima tasa de crecimiento. Esto es, cuando P(t) = 0, lo que tiene lugar cuando

P(t) = K/2 (figura 7).

t1/2

Figura 7:

Y como la solucién (véase el ejercicio 4.2, arriba) de la ecuacién logistica (27), con con-
dicién inicial P(t) = Py viene dada por

K P,

PO = g wm =Ry 7

(31)

El tiempo de vida media ¢/, se obtiene resolviendo la ecuacion

K K Fy

= P(t =
2 (ty2) Py + (K — Py)e Pt

6 bien la ecuacion

1 Py

2 P+ (K — Py e Pt

0 sea que
Py + (K — Py)e Ptz = 2P,
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6 bien que
(K~ Py = By

wm:<§_g (32)

0

luego que

por tanto, finalmente se obtiene que

1 K

Ahora, reescribiendo (31) como

y usando la ecuacién (32) se tiene que

1
1+€—B(t—t1/2) = F<t?t1/276)
donde .
F(t;,u,a) = m (34>

es la conocida distribucién de probabilidad logistica con media p y desviacién estandard o
definida sobre toda la recta real. Resumiendo, se tiene que

P(t) = KF(t s, )

Y Consecuentemente, que
tl/g = E[t] = t1/2 (35)

en donde E[t] es calculada con respecto a la distribucién logistica para ¢ en todo R.
Para ver que (35) es vélida si se considera a la distribucién logistica restringida al intervalo
[0, 00), considérese a la funcién de densidad asociada a F' (t; t1/2, 6), la cual esta dada por

geblet)
[1 + eiﬁ(t*tm)] ’

[ (tty2, B) = F' (t;t1)2,8) =

Ahora, como

P
F (0:t1/2a5) = ?0
P P Py (K
se tiene que P{t < 0} = ?0, y que P{t >0} = (1 - ?0) = ?0 (F - 1). Por tanto
0

i.ﬂuw@ﬁ:%<ﬁ_o
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1
/0 J (€10, B) d

la funcién de densidad de la distribucién logistica para el intervalo [0, c0). Luego se tiene que

K
i —B (t—t1/2)
1 P (PO) c

f* (t;tl/Q;ﬂ): K ’ (i 2
(5-1) [

[ (tty2, 8) = f(tt1y2,B)

que usando (32), se puede reescribir también como

(5)
f (t;h/mﬁ) - [1 4 e—ﬁ(t—t1/2)]2

Finalmente, se deja al lector calcular la vida media esperada t; /o de la poblacién logistica
P(t) con respecto a la funcién de densidad f* (t; t1/2, 6), ahora definida sobre el intervalo
[0, 00):

tip = E[t]
= [ tps)a
0

= 11?77
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