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En este notas se estudian los elementos basicos de la teoria de existencia y unicidad
de la solucion del problema de Cauchy o de valores iniciales para Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias (EDO’s). Por razones de exposicion, pero sin pérdida de generalidad, se cosidera
el caso escalar y' = f(z,y), dejando al lector la tarea de rescribir la discusion para sistemas
de n ecuaciones de primer orden con n variables de estado § = f(t, ).

1 Introducciéon

Los primeros teoremas de existencia unicidad de la soluciéon para el problema de valores
iniciales

y = flz,y)
y(zo) = o (1.2)

se deben a A. Cauchy. De hecho, él fue el primero en definir el problema de valores iniciales
(2.2), también llamado de Cauchy.

El primero de estos teoremas, historicamente el primer teorema de existencia y unicidad
con f(z,y) de forma general, dice que si en la ecuacion ¢y = f(x,y), se tiene que f(z,y) es
analitica en una vecindad de (x¢,yo) entonces el problema de Cauchy (2.2) tiene localmente
(i.e., definida en [,(z¢) = [r9 — o, z9 + @], para alguna o > 0) una tnica solucion p(z))
analitica. Cuya demostracion obtiene aplicando técnicas de mayoracion (Véase Petrovsky
|[Ptv], pag. 50).

El segundo de estos teoremas dice que si f(z,y) en continua y tiene J,f(x,y) continua
en una vecindad de (zg, yo) entonces el problema de Cauchy (2.2) tiene localmente una tnica
solucion. La segunda de estas condiciones resulta, desde el punto de vista préctico, algo
excesiva. Después de un trabajo arduo en el cuél participarén varios autores, finalmente se
lleg6 al teorema siguiente que serd re-formulado después de manera mas elaborada:

Teorema 1.1. [Cauchy-Lipschitz] Si f(x,y) es continua y de Lipschitz (con respecto a y)
en una vecindad de (xo,%o), entonces el problema de Cauchy (2.2) tiene una inica solucion
local.

Definiciéon 1.1. Se dice que f(x,y) es (globalmente) de Lipschitz (g-Lips) respecto a vy, si
existe L > 0 tal que

|f(117,y1) - f(x,y2)| < L|y1 - y2|
para todo (x,11), (x,y2) en el dominio de definicion de f(x,y).

Ejercicio 1.1. Si f : Q C R? — R tiene d,f acotada en 2, demuestra que f es g-Lips con
respecto a .

Definicion 1.2. Se dice que f: Q C R? = R es (localmente) de Lipschitz (I-Lips) respecto
ay, si dado (z.,y.) € Q existe L >0 y 6 > 0 tales que

|f(117,y1) - f(x,y2)| < L|y1 - y2|

para todo (z,y1), (x,y2) € Is(x,) X Is(y.) C Q (en el entendido de que I5(z) = [z — 0,z +6]).
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Ejercicio 1.2. Si f : Q C R? — R tiene 9,f € C(Q), demuestra que f es I-Lips con respecto
ay.

Ejemplo 1.1. Sia,b: I CR — R, I = [a,b] son continuas entonces f(x,y) = a(x)y + b(z)
es g-Lips en I X R.
En efecto, viendo que

[f (2, 91) = (2, 42)| = [a(@)] [y1 — o

y considerando, por ser a(x) continua, que existe L > 0 tal que |a(x)| < L, se sigue que

|f(117,y1) - f(x,y2)| =L |y1 - y2|
para todo (x,y1), (x,y2) € [ x R.

Ejemplo 1.2. Considera a la funcion f(z,y) = y* definida en D =R x R jes g-Lips?

La respuesta es negativa. Para verlo, supongase que es g-Lips, i.e., que existe L > 0 tal
que [yi — 3| < Llys —ya|. Luego, se sigue que [ys+yo| < L, para todo (x,y1), (,y2) € D con
Y1 # yo. Lo que es, claramente, un absurdo. Pues tomado, por ejemplo, yy = L y yo = 2L,
se obtiene que 3L < L, osea que 3 <1 /I!!

No obstante, como d,f(x,y) = 2y es continua, f(z,y) =y* es I-Lips.

Ejercicio 1.3. Sean a > 0 y b > 0 cualesquiera dados ;Es la funcion f(z,y) = \/|y| de
Lips en [—a,a] x [—b,0]?

Ejercicio 1.4. Se sabe, o si lo prefieres demuestra, que si g : (a,b) — R es continua,
g(c) =0, c€ (a,b), gly) #£0, siy # c, y la integral impropia

ct

d

/ Y~ oo (1.3)
w 9W)

(i.e., es divergente), entonces el problema de Cauchy

/

Yy = gy (1.4)
y(ro) = w0, w0 €R, yo€(a,b)

tiene una 'unica solucion dada por

c , S Y=c

plr) =
D(x—x9) , si yoFc

en donde I'(y) es la funcion inversa de la primitiva G(y) de 1/g(y) con G(yy) = 0.
En lo que sigue se dan condiciones que implican la condicion (1.3) en el teorema anterior.

1. Demuestra que si g es diferenciable en ¢ entonces la condicion (1.3) tiene lugar.
2. Prueba que si g es l-Lips entonces se la condicion (1.8) se cumple.

Claramente, estas condiciones son mucho mds comodas de verificar que la condicion

(1.3).



2 Teorema de Cauchy-Lipschitz

Para la demostracion del teorema 1.1, es conveniente probar antes un caso especial. Para lo
cual se hardn antes unas puntualizaciones.
Si f:1,(x0) X Iy(yo) — R es una funciéon continua, entonces existe M > 0 tal que

|f(z,y)] < M, para todo (x,y) € 1,(zo) X Iy(yo) (2.1)

Teorema 2.1. [Cauchy-Lipschitz] Si f(x,y) es continua y de Lipschitz (con respecto a y)
en el rectangulo R = 1,(x) x I,(yo), entonces el problema de Cauchy

y = f(z,y) (2.2)
y(zo) = Yo

tiene una unica solucion local p(x), para x € I,(x), donde o < min{a,b/M}.

—Insertar figural

Antes de bosquejar la demostracion de este teorema, aclaremos la eleccion del parametro
a. Por (2.1), se tiene que la grafica de la solucion ¢(z) del problema de Cauchy (2.2)
vive entre las rectas y — yo = £M(x — ). Si estas rectas cortan los lados verticales del
rectangulo, entonces v = a. Con lo que se garantiza que la grafica de la solucion ¢(z) vive en
el rectdngulo R. Y si estas rectas cortan por los lados horizontales del rectangulo R, digamos
en ro — 'y xo + « entonces se tiene que M = b/, de donde se obtiene que v = b/M. Y
consecuentemente, que o < min{a,b/M}, en cualquier caso.

El bosquejo de demostracion que se va a presentar a continuacion sigue, en esencia, la
linea trazada por Cauchy.

Los pasos centrales de la demostracion son los siguientes:

1. Un primer

Lema 2.1. Resolver el problema de Cauchy (2.2) es equivalente a resolver la ecuacidn

integral
vw) =m+ [ 1€ vl (2.4
)
en el sentido que si p(x) es solucion de uno de ellos, entonces es solucion también del
otro.

La demostracion de este lema se sigue directamente de los dos teoremas fundamentales
del Céalculo, y se deja como ejercicio al lector.

Ejercicio 2.1. Demuestra que si o(x) es solucion del problema de Cauchy (2.2) en-
tonces o(x) es uniformemente continua.

Sugerencia: Usa el lema anterior y la acotacion (2.1).

2. Dos definiciones técnicas y un lema. Pero antes véamos la puntualizacion siguiente:
Dada h = a/n, n € N, n > 1, considérese la malla x; = x¢ £+ jh, j = 0,1,...,n del
intervalo [z — a, xo + aj



Definicion 2.1. A la funcion ¢y, : I,(xg) — R dada por
en(@) = yj+ flajy)(@—w;), s @€ [z x545),
donde
Yi = Y+ flrj-1,y-1)h
se le conoce por una quebrada de Euler de paso h.

Claramente, una quebrada de Euler es una funcién continua con derivada continua
salvo -posiblemente- en los puntos de malla x;*.

Definicion 2.2. [e-solicion aprozimada] Dada € > 0, una funcion . : I,(xg) — R se
dice que es una e-solucion aproximada del problema de Cauchy
y = flz,y)
y(ro) = wo

)

i) es continua en I,(xo),
ii) tiene derivada continua en todo I,(xg), salvo un nimero finito de puntos, y

iii) satisface que

@e(T0) = Yo (2.5)
|0 (x) — f(x,0(x))] < € paratoda x € I,(x)

Ahora, una puntualizacién conveniente, que juega un papel importante en la de-
mostracion del lema que se enuncia a continuacion. Como f : [,(xg) X Iy(yo) — R
es continua y el rectangulo R = I,(x) X I,(yo) es un conjunto acotado y cerrado del
plano, f es unoformemente continua en R;i.e., dada € > 0 existe 6 > 0 tal que

|f(@1,91) = f(mo,y2)| <€, si|zy —aaf, [yh — 4ol <9 (2.7)

Lema 2.2. Dada € > 0, existe una h = h(e) tal que la quebrada de Euler p.(x) es una
e-solucion aproximada del problema de Cauchy (2.2).

Para la demostracion, dada € > 0, considérese la relacion € — § en (2.7) debida a la
continuidad uniforme de f(z,y). Tomando 0 < h < mind,d/M con M > 0 como en
(2.1), para = € [z;,2j41), j > 0, se tiene que

i —en(@)|l = y; = (y; + f25,95)(x — 25))]
=[Syl v — ]
< Mh

?Pues, en general, ¢'(z}) = f(z;-1,y;-1) es diferente de ¢'(z}) = f(z;, y;)
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Luego como 0 < h < mind, /M se sigue que

|z — 2|, |y; — enlz)] <6 (2.8)

Y consecuentemente que

|on(x) = flz, on(@))] = 1f (25, 5) — f(2, on(z))] <€

De donde se sigue que |} (x) — f(z, on(z))| < €, para toda x € [xg,x¢ + a]. Para el
caso x € [zg— a, %y, la argumentacion es completamente similar. En conclusion, ¢, (z)
es una e-solucion aproximada del problema de Cauchy (2.2), como se queria probar.

. El siguiente paso es central para la construccion de la solucion ¢(z) del problema de
Cauchy bajo discusion. Para ello, veamos antes laa puntualizacion siguiente: Clara-
mente, si ¢.(z) es una e-solucion aproximada del problema de Cauchy (2.2) entonces

Pe(x) = [z, 0:(x)) + we(2)

donde |w.(x)| < e. Y consecuentemente, que

pelx) = yo + / {6 pul©) + we(€)}de (2.9)

Lema 2.3. [de preparacion| Si ¢, (x) y e, (x) son dos e-soluciones del problema de
Cauchy, entonces

90() = 0ale)) < [ {LI90(O) = pale)] + e (2.10)

donde € = €1 + €.

La demostracion es directa de (2.9) y se deja de ejercicio al lector.

Ahora un lema técnico muy util:

Lema 2.4. [Desigualdad de Gronwall| Si z(x) en una funcion continua en [xq, xo + q]
tal que
0<se) Sat [ (LAY +DE  (abyL>0)
xo

entonces b
0<z(x) < ael@=r0) 4 ~

7 (eFtr=mo)) (2.11)

La demostracion que se bosqueja a continuacion esta tomada de Sotomayor [Sot]. Para
ello, sea w(z) = a + f;; {L z(&) + b}d¢. Claramente, se ve que

a) 0 <z(z) <wx),

b) UJ(ZL’()) =a,y

¢) w'(x) = Lz(x)+b. Luego, por a), w'(z) < Lw(x) +b
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En consecuencia, se tiene que w'(z) — Lw(z) < b. O sea que - (e L*w(z)) < be™t*.

Luego, integrando se obtiene que

b
< L(z—x0) Y (,L(z—=x0)
w(z) < ae + 7 (e )

de donde se sigue la desiguldad de Gronwall (2.11).

Lema 2.5. Si ¢, (x) y ¢, (x) son dos e-soluciones del problema de Cauchy, entonces
€ (03
[par(2) =9 (2)] < 7 (" = 1) (2.12)
donde € = €1 + €.
La demostracion se obtiene de la desigualdad de Gronwall y el lema 2.3.

4. En este paso se da la construccion de la solucion ¢(x) de la solucion del problema de
Cauchy bajo estudio.

Pero antes, una puntualizacion oportuna: Recuérdese que una sucesion de funciones
{¢n(x),x € I}, I C R un intervalo converge uniformemente a o(x), si dada € > 0
existe V € N tales que

lon(z) — p(x)| <€, paratoda x €l
sin> N.
Ejercicio 2.2. Considérese a la sucecion de los polinomios monicos {p,(x) = a™}:

(a) definidos sobre el intervalo [0,1] y sea p(z) dada por

(z) 0 , st <1
€Tr) =
4 1, stx=1

¢ Converge @, (x) — @(x) uniformemente cuando n — oo ?

(b) definidos sobre el intervalo [0,a],0 < a < 1 y sea p(z) = 0. Demuestra que
on(x) = w(x) uniformemente cuando n — oo.

Lema 2.6. Sea {¢, > 0} es una sucesion que converge a cero cuando n — oo dada. Si
{@e.(x)} es la correspondiente sucesion de e-soluciones del problema de Cauchy (2.2),
entonces {p.,(x)} es de Cauchy, en el sentido de la convergencia uniforme.

La demostracion de este lema se sigue directamente del lema 2.5, y se dejan los detalles
por hacer al lector.

Y como el espacio de las funciones continuas C(/,(zo)) con respecto a la convergencia
uniforme® es un espacio completo, existe ¢(z) en C(I,(z)) tal que ¢, (z) = ()
uniformemente, cuando n — oo.

3i.e., con respecto a la norma de Tchebyshev:

s = max T
ol = _max fo(a)



Ahora, para probar que la funcion ¢(x) antes construida es solucion del problema de
Cauchy (2.2), tomemos en cuenta que

en(Z) = o + / CLF(E 9o (©)) + e, ()}

con |w,, (z)| < €,, para toda x € I,(xo).

O bien que i
[en () = 90 — / F(E, e (©))de] < ena

Luego, tomando el limite cuando n — oo, se obtiene que

0 < [p(z) — o — / " feple)de] < 0

O bien que i
o) =+ [ FE ol

Con lo que se concluye la demostracion de la existencia de la soluciéon del problema de
Cauchy (2.2).

En la argumentacion anterior se hecho mano de los siguientes resultados que dejamos
como ejercicio:

Ejercicio 2.3. Demuestra que si {¢,(x)} son funciones continuas que convergen uni-
formente a p(x) sobre un intervalo cerrado y acotado I C R entonces

i) o(x) es continua.

1) fgz) f(& on(§))dE — f;; f(& p(&)dE, cuando n — 0o

. Unicidad de la solucion: Sean ¢(x) y ¢(x) dos soluciones del problema de Cauchy
(2.2). Luego se tiene que

o@) = yot / F(Esp(€))de
$(&) = o+ / " A, (©)de

O bien que i
(@) — () = / (6 0(€)) — FIE(E)) de

o

Asi, tomando valores absolutos, para x > x, se sigue que

o(z) — ()] < / " LIple)) — i6)|de
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Luego, aplicando la desigualdad de Gronwall para z(z) = |¢(x) — ¢(z)| se tiene que
0 < fp(@) —¥()[ <0

O sea que p(x) = ¥(x) para * > xy. Y en como de manera analoga de prueba que
p(r) = Y(x) para z < xo. Se tiene que p(x) = (), en todo I,(zg). Con esto se
concluye la demostracion del teorema de Cauchy- Lipschitz basico siguiendo las ideas
trazadas por Cauchy.

3 Extenciones del teorema de Cauchy-Lipschitz

Para poder enunciar el teorema de Cauchy-Lipschitz para sistemas de primer orden en n
variables de estado, es necesario hacer antes algunas puntualizaciones:

Empecemos, por considerar a R™ equipado alguna norma, por ejemplo, con la norma de
Tchebyshev:

Iylloo = max{y;[},

que por By(yo) se entenderd la bola (cerrada) con centro en yo y radio b > 0%, y que

f:DCRxR"—>R"

es un campo vectorial continuo.
Luego, por ser el campo vectorial f continuo sobre el rectangulo (conjunto cerrado y

acotado) R = I,(to) X By(yo) C D, existe M > 0 tal que
[t y)ll <M, paratodo (t,y) € R (3.1)
Diremos el campo vectorial Jf es de g-Lips si existe L > 0 tal que
£ y) = FEy)ll < Ly — el
Dejando al lector como ejercicio escribir la definicion de un campo vectorial [(t, g~/) l-Lips.

Teorema 3.1. [Cauchy-Lipschitz] Si f(t,y) es un campo vectorial continuo y I-Lips (con

respecto a g) en el rectingulo R = I,(to) X By(yo), entonces el problema de Cauchy

gty = f(ty) (3:2)
y(to) = o (3.3)

tiene una tinica solucion local (1), t € Io(ty), donde o < min{a,b/M}.

Yee.,

By(yo) = {y € R" | |ly — yol| < b}



El teorema siguiente es una consecuencia directa del teorema de Cauchy-Lipschitz, de-
jando los detalles de la demostracion al lector interesado.

Teorema 3.2. [Cauchy-Lipschitz] Si f(t,y) es un campo vectorial continuo y de Lipschitz

(con respecto a y) definido sobre un dominio D C R x R™, entonces el problema de Cauchy

y(t) = I(tay) (34)
y(to) = o (3.5)

tiene una unica solucion local p(t), t € 1,(ty), para alguna o > 0.

Ahora pasemos a ver algunas consecuencias de este tltimo teorema.
Definiciéon 3.1. Se dice que ¢ : (a,w) C R — R"™ en donde bien puede ser a« = —o0 y
w = 00, es una solucion mazximal del problema de Cauchy (3.1), si dada cualquier otra de
sus soluciones ¥ : J C R — R™ se tiene que J C (a,w).

Para ver que el problema de (3.1) tiene una tnica solucion maximal, considérese al
conjunto

o = {go : I, = R", solucién del problema de Cauchy (3.1)} (3.6)

en donde I, C R es un intervalo abierto.

Las afirmaciones siguientes son consecuencia directa del teorema 3.2:
Afirmacioén 3.1. Este conjunto Phi definido en (3.6) es no vacio.

Afirmacion 3.2. Si 1, ps € © entonces v1(t) = ¢o(t) para toda t € 1, N 1,,.

Teorema 3.3. Si f(t,y) es un campo vectorial continuo y I-Lips (con respecto ay) sobre un

dominio D C R x R"™, entonces el problema de Cauchy
yit) = ft.y) (3.7)
y(to) = wo. (to,yo) €D (3.8)

tiene una unica solucion mazimal ¢(t), t € (o, w). Mds ain, (t,$(t)) — 0D, cuandot — a7,
o bien cuando t — w™.
Para su demostracion considérese a la funcion
¢ Upeal, — R™

dada por
o(t) = p(t), tel,

Por la afirmacion 3.2 ?(t) estd bien definida. Aplicando el teorema 3.2, se deja al lector
establecer que ¢ es la solicion maximal del problema de Cauchy (3.1) y que (¢, ¢(t)) — 9D,

cuando t — o™, o bien cuando t — w™.



4 Teoremas de existencia y unicidad global

En esta seccion regresamos al caso escalar por simplicida de la notacion.
Se acaba de ver que si f : D C R? — R es continua y localmente de Lipschitz entonces
el problema de Cauchy

y(0) = 1o ; (w0,90) € D (4.1)

{ y = f(x,y)

tiene una tnica solucion ¢(z), € (a,w) C R, siendo (a,w) su intervalo maximo de defini-
cion. Mas atn, que (z,¢(z) — 0D cuando z — o™ 6 w™.

Ahora, ;Qué se puede decir para el caso D = (a,b) x R en donde —oo < ay b < 007,
;Basta que f sea l-Lips para que el problema (4.1) tenga una tnica solucion definida en todo

(a,b)?

Antes de responder a estas preguntas, considérense los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.1. Se tiene que la solucion del problema

{ v'=-y (4.2)

estd dada por

p(x) = .
1+ yo(z — x0)

para x € (o, 00), con a = 9 — Yy ", si Yo > 0; 0 bien para x € (—oo,w), con w = ¢ — Yy ',
siyo < 0; 6 p(x) =0, para todo v € R, siyy = 0. Ndtese que f(x,y) = —y? es continua y
I-Lips en todo el plano, y que la inica solucion de (4.2) que estd definida para toda v € R
es la solucion trivial p(z) = 0.

Ejemplo 4.2. . Sabemos que la solucion del problema

Yy =-y
{ y(z0) = o 43)

estd dada por p(x) = yoe~ @20 2 € R. Nétese que f(x,y) = —y es globalmente de Lipschitz
en todo el plano.

Lo anterior sugiere poder demostrar el siguiente

Teorema 4.1. [De Ezistencia y Unicidad Global] Si f(x,y) es continua y g-Lips en (a,b) x R
entonces el problema de Cauchy

y = f(z,y)

- (zo,v0) € (a,b) xR (4.4)
y (7o) = o

tiene una unica solucion definida en todo el intervalo (a,b).
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La idea es probar que si ¢(x) es una solucion del problema (4.1) definida en cualquier
intervalo [5,7] C (a,b), entonces p(z) es finita y bien definida para z = fy  =~. Y por
tanto, se puede extender, tanto a la izquierda de (3, como a la derecha de ~, al menos que
8 = ay v = b Para ello, probaremos primero que la funcién

w(x) = [p(z) — 3|, = € [5,7]

esta acotada.
En efecto, por ser p(z) solucion de (4.1), se tiene que

(@) — g0 = / " 1e, pl6))de

0 sea que
o) — yo = / (£ () — F(Evyo)} dE + / F (6,y0) de

de donde, al tomar el valor absoluto, se obtiene que

lp(2) = wol <

/ CIFE(©) — F(Ew) d&' T

/ :If(f,yo)ldé“'

Pero como f es globalmente de Lipschitz, se sigue que

|o(x) = ol <

L:L|¢<s> —yoldﬁ' n

/ :|f<5,yo>|d§'

Y como f(&,yo) es una funcién continua sobre [3,7] (esto por ser f continua en (a,b) x R,
por hipotesis), existe M,, > 0 tal que |f(&,yo)| < M, , & € [3,7]. Luego, entonces se obtiene
que

|o(x) = ol <

[ Lo - wlde 4yl —al @

Lema 4.1. [Gronwall extendido] Sean w y A funciones no negativas, x € [xg,7) y a(x) >
a>0,a(rg) =a>0. 5

u(z) < a(z) + / AN ule)de, e [ro,7)

zo

entonces

0< ule) < afw) +e | T ONE)a(€)dE € [r0,7) (4.6)

o

en donde

En particular, si a(z) =0 entonces u(x) = 0.
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Demostracion. Tomando
w@) = a@)+ [ MOu(e)ds (47
es inmediato ver que:
(1) 0 < u(r) < wlz)
(i) w(zo) = a(xg) =a >0
Asi, derivando en (4.7) y tomando en cuenta (i), se tiene que
w'(x) = d(z) + Mz) u(z) < o' (x) + AMz) w(z)
0 sea que
a
dz

Luego integrando, se obtiene que

(e w(z)) < e @/ (z), ((z)= /x A(&)dE

e Dw(z) —a=e " Ww(z) — e 0w () < / e "0a/(¢€) de

zo

O sea que

o bien que

U
Como corolario se tiene el siguiente
Lema 4.2 (Gronwall). Sean u(z) y A(z) funciones no negativas, x € [zg,7), a > 0. Si
u(z) <« +/ AEu(§)dE,  x € [xg,7)
o
entonces
0<u(e) <ac @, o) = [ MO, @€ L) (45)
)

En particular, si « =0 entonces u(x) = 0.
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Regresemos a la demostracion del teorema 4.1, aplicando la desigualdad extendida de
Gronwall (Lema 4.1) a la relacion (4.5), obtenemos que

0 S |S0(I) - y0| S Myo(x - IO) + eL(x—:co) / e—L(f—xo)LMyO(g - $0)d€> S [x077)

zo

desigualdad que podemos re-escribir como

oswu»—mtzM@@—xw+f““m[%?/mf”“”Wuf—m»uua

o bien como
M L(z—x0)
0 < lple) — ol < Myl = o) + St [ ke, ¢ = (g - )
0

Y ya que
L(z—=x0)
/ e S6dé =1 — e LEm20) _ [(g — gq)elle=20) 5
0

finalmente se obtiene que

M
I;UO - Myo

M,
0 < lp(@) = ol < My — ) + —2eHems) (e = 20)

0 sea que

M,
0 < le(x) =yl < % (6L(x_x°) —-1), z € [20,7)

Por otro lado, (4.5) para « € (8, 2o, toma la forma

|ww—yas—/"LW@»—mws—/’M@%

X

O sea que
xo o
|wm—ms/‘mwo—m&+/.%wf
o bien que

W@%ﬂdSMM%—@+/wLW@—mM€

Asi, al aplicar la desigualdad extendida de Gronwall, se llega a que

M,
0 S |S0($) - y0| S % [6L(x0_x) - 1} , & € (ﬁaxO]

L(zx—x _
Jo o et

e ) (e

_¢|L(z—=x _¢|L(x—2x
—&e 5‘0( Ve 5’0( v
1 — e Ll@—mz0) _ L((E _ xo)eL(w—mo)
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En conclusion se tiene que

M,
0 < lp(e) — yol < 2 [l —1], 2 € (5,9)

Esto es, la funcion w(x) = |p(z) —yo| , © € (5,7) es acotada. Luego, la demostracion
del teorema 4.1 quedara completa si demostramos que los limites

lim o(z) y lim ¢(z)

r— B Ty~
existen.

Lema 4.3. Sea f: D C R* - R, D = (a,b) x R, continua y globalmente de Lipschitz. Si
o(x), z € (B,7), con [B,7] C (a,b), es una solucion del problema

y = f(x,y)

) ($an0) € D
y(wo) = Yo

(PVI) {

entonces p(x) es uniformemente continua, y en particular los limites lirgl+ p(z) y lim @(x)
T— Ty~

existen.

Demostracion. Por el lema 4.1 (desigualdad de Gronwall extendida) sabemos que la grafica
de ¢(x) esta contenida en el conjunto cerrado y acotado

o= |o< -l < Y ferrmi ) w50

Y como f es continua, existe M > 0 tal que |f(z,y)| < M, para toda (z,y) € C. Ahora,
por ser ¢(z) solucion de (4.4):

¢W%=m+/mﬂ&wﬂw€

Consecuentemente, para x,z’ € (f,7), se tiene que

o) — @) = [ 16 ole))de

de donde se sigue que

[ st eteplae

o sea que: |o(x) — (@) < M|z —2'|, x,2’" € (8,7). Lo que prueba que ¢(z) es uniforme-
mente continua en (3, 7).
Para demostrar que lirgl+ () existe, partamos suponiendo lo contrario. Esto es, que
T—

|o(x) — ()] <

existen sucesiones {x,},{z,} C (5,7) que convergen a (3, y que
o(xn) — 41, play) = b2 (1 # £3)
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Luego, se tiene que
0 < [ly — b = lim |p(x,) —p(a))] < lim M|z, — x| =0 !
n—o00 n—00

De manera andloga se prueba que lim ¢(z) existe. Esto completa la demostracion del
Ty

lema. O

Ejercicio 4.1. Sean a(z) y b(x), funciones continuas en |a,b]. Demuestra que las soluciones
de la ecuacion

v +a(x)y = b(x) x € [a,b]
estdn definidas en todo |a,b|.

Ejercicio 4.2. Sean a(z) y b(x), x € R, funciones continuas. Demuestra que la solucion
del problema

Y + a(z)y = b(z) zeR
y(z0) = 20 (z0, yo) € R?

tiene una unica solucion ¢(x) definida en toda la recta real.

Ejercicio 4.3. Para demostrar el siguiente
Tma. Si f:|a,b] x R" — R" es continua, locamente de Lipchitz respecto a y y acotada

(i.e., para toda (t,y) € |a,b] xR"™, se tiene que || f(t,y) ||< M, para alguna M > 0), entonces
la solucion del problema

y=1(ty)

4.9
y(to) = '3{0, a<ty< b ( )

tiene una unica solucion ¢(t) definida sobre todo [a,b].

desarolla los incisos siguientes
a) Demuestra que si ¢(t) es solucion de (4.1) definida en el intervalo (c,d) C [a,b]

entonces ¢(t) es acotada en (c, d).

b) Sea t, € (c,d), con t, — d, cuando n — oo, demuestra que eziste z € R™ tal que
p(tn) — z (i.e., el limy - @(t) existe). Andlogamente, limy .+ (t) también eriste.
Sugerencia: Basta con mostrar que || o(tnsr) — o(tn) | < M [ tor, — Ly | (6Por qué?)

¢) Muestra aplicando el tma. de Cauchy-Lipschitz al problema de Cauchy auziliar

y=1ty)

4.10
yld)y=2 a<ty<b (4.10

15



es posible extender la solucion p(t) de manera unica hacia la derecha de d en un tramon > 0

(i.e., del intervalo (c,d) al intervalo (¢,d + 1)), a menos que ¢ = d.
Concluye.

Nustracién El problema

Y+ Yy = arctan x

y(0)=1

1
V14 a3
tiene una tnica solucion ¢(z) definida en todo R.

5 Continuidad respecto a Condiciones Iniciales
y parametros.

Como ya se ha visto la solucion del problema de Cauchy

Y= ay

5.1
y(to) = Yo (&-1)

viene dada por

y(t, Lo, Yo, CL) =Y ea(t—to)

la cual es claramente una funcion continua con respecto a todos sus argumentos.
A continuacion se prueba, primeramente, que la solucion del problema de Cauchy depende
continuamente de las condiciones iniciales.

Teorema 5.1. Si el campo vectorial f(t,y) es continuo y L-Lips en el “rectingulo“ R =
L, x By(yo) entonces la solucion ¢(t;to,yo) del problema de Cauchy

?.J: .[(t> :i/)

y(to) = 50 52)

es continua respecto a todos sus argumentos. En particular, uniforme con respecto a to y yo.

Demostracion. Sean . (t;t5, yo*) v ©(t;to, yo) las soluciones de la ecuacion y= f(t,y) con
condiciones iniciales de y(t§) = yo™ v y(to) = vo, respectivamente.

Luego se tiene que

t
%@%mﬂz%+/[@@@%@ﬂ%
5
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¥ que t
(t;to, Yo) = Yo +/t F(& (&0, 90)) d§

De donde se sigue restando miembro a miembro y tomando normas que

to
t*

[ (t: 15, y0™) — @t to, yo) | < llyo™ — woll +

f@%@%@mw#

+ ,%0 Lo« (& 15, y0") — (& to, yo) [ d€

O bien que,

a5 85, 90") — @(t;to, y0) || < <|ly~o* — yoll + M |t — t0|)

L ) — o€t o) | de

*
0

donde M es cota de || f(t,y)|| en el rectangulo R = Iy, x By(yo). Luego aplicando la desigual-

dad de Gronwall, se obtiene que
ot tpm) = eCitos o)l < (" = vl + M 165 ] )
De donde se sigue que gg(t; to, ?/P) es continua con respecto a ty y Yo, uniformente en ¢. ]
Ahora, como consecuencia de este teorema veamos la continuidad de la solucion del

problema de Cauchy con respecto a parametros. En efecto, observando que el problema de
Cauchy

y=f(t,y,5)
(5.3)
y(to) = yo
se puede, claramente, reformular como
2= E(tv %)
5.4
Z(to) = 20 ( )
en donde
y(t) Yo
2() = | 2 =
0(t) ) p
y
pe | 109
t,z) =
o 0
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Es directo verificar que si f(¢,y, 3) es de L-Lips con respecto a y y 5. Esto es, que

156638, = £, 01 < 2 (U=l + 152 = 1) |

en el "cubo® K = I,(tg) x By(yo), B:(8) C R x R™ x R entonces F'(t, z) es también L-Lips °
en el cubo K. Luego, por el teorema anterior, se sigue que la solucion g~0(t;to,y~o,@) del

problema de Cauchy (5.3) es continua en todos sus argumentos, siendo esta dependencia
uniformemente continua con respectos a sus ultimos 3 argumentos.

5En efecto, se verifica que
£t 22) = f(t,z0)[| < L |22 — 21|

en el cubo K con respecto a la norma vectorial ||z|| = ||y|| + ||0]|-
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