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En este notas se estudían los elementos bási
os de la teoría de existen
ia y uni
idad

de la solu
ión del problema de Cau
hy o de valores ini
iales para E
ua
iones Diferen
iales

Ordinarias (EDO's). Por razones de exposi
ión, pero sin pérdida de generalidad, se 
osiderá

el 
aso es
alar y′ = f(x, y), dejando al le
tor la tarea de res
ribir la dis
usión para sistemas

de n e
ua
iones de primer orden 
on n variables de estado ẏ
˜

= f
˜

(t, y
˜

).

1 Introdu

ión

Los primeros teoremas de existen
ia uni
idad de la solu
ión para el problema de valores

ini
iales

y′ = f(x, y) (1.1)

y(x0) = y0 (1.2)

se deben a A. Cau
hy. De he
ho, él fue el primero en de�nir el problema de valores ini
iales

(2.2), también llamado de Cau
hy.

El primero de estos teoremas, históri
amente el primer teorema de existen
ia y uni
idad


on f(x, y) de forma general, di
e que si en la e
ua
ión y′ = f(x, y), se tiene que f(x, y) es
análiti
a en una ve
indad de (x0, y0) enton
es el problema de Cau
hy (2.2) tiene lo
almente

(i.e., de�nida en Iα(x0) ≡ [x0 − α, x0 + α], para alguna α > 0) una úni
a solu
ión ϕ(x))
análiti
a. Cuya demostra
ión obtiene apli
ando té
ni
as de mayora
ión (Véase Petrovsky

[Ptv℄, pág. 50).

El segundo de estos teoremas di
e que si f(x, y) en 
ontinua y tiene ∂yf(x, y) 
ontinua
en una ve
indad de (x0, y0) enton
es el problema de Cau
hy (2.2) tiene lo
almente una úni
a

solu
ión. La segunda de estas 
ondi
iones resulta, desde el punto de vista prá
ti
o, algo

ex
esiva. Después de un trabajo arduo en el 
uál parti
iparón varios autores, �nalmente se

llegó al teorema siguiente que será re-formulado después de manera más elaborada:

Teorema 1.1. [Cau
hy-Lips
hitz℄ Si f(x, y) es 
ontinua y de Lips
hitz (
on respe
to a y)
en una ve
indad de (x0, y0), enton
es el problema de Cau
hy (2.2) tiene una úni
a solu
ión

lo
al.

De�ni
ión 1.1. Se di
e que f(x, y) es (globalmente) de Lips
hitz (g-Lips) respe
to a y, si
existe L > 0 tal que

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2|
para todo (x, y1), (x, y2) en el dominio de de�ni
ión de f(x, y).

Ejer
i
io 1.1. Si f : Ω ⊂ R
2 → R tiene ∂yf a
otada en Ω, demuestra que f es g-Lips 
on

respe
to a y.

De�ni
ión 1.2. Se di
e que f : Ω ⊂ R
2 → R es (lo
almente) de Lips
hitz (l-Lips) respe
to

a y, si dado (x∗, y∗) ∈ Ω existe L > 0 y δ > 0 tales que

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2|

para todo (x, y1), (x, y2) ∈ Iδ(x∗)× Iδ(y∗) ⊂ Ω (en el entendido de que Iδ(z) = [z− δ, z+ δ]).
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Ejer
i
io 1.2. Si f : Ω ⊂ R
2 → R tiene ∂yf ∈ C(Ω), demuestra que f es l-Lips 
on respe
to

a y.

Ejemplo 1.1. Si a, b : I ⊂ R → R, I = [a, b] son 
ontinuas enton
es f(x, y) = a(x)y + b(x)
es g-Lips en I × R.

En efe
to, viendo que

|f(x, y1)− f(x, y2)| = |a(x)| |y1 − y2|

y 
onsiderando, por ser a(x) 
ontinua, que existe L > 0 tal que |a(x)| ≤ L, se sigue que

|f(x, y1)− f(x, y2)| = L |y1 − y2|

para todo (x, y1), (x, y2) ∈ I × R.

Ejemplo 1.2. Considera a la fun
ión f(x, y) = y2 de�nida en D = R× R ¾es g-Lips?

La respuesta es negativa. Para verlo, supóngase que es g-Lips, i.e., que existe L > 0 tal

que |y21−y22 | ≤ L|y1−y2|. Luego, se sigue que |y1+y2| ≤ L, para todo (x, y1), (x, y2) ∈ D 
on

y1 6= y2. Lo que es, 
laramente, un absurdo. Pues tomado, por ejemplo, y1 = L y y2 = 2L,
se obtiene que 3L ≤ L, osea que 3 ≤ 1 !!!!

No obstante, 
omo ∂yf(x, y) = 2y es 
ontinua, f(x, y) = y2 es l-Lips.

Ejer
i
io 1.3. Sean a > 0 y b > 0 
ualesquiera dados ¾Es la fun
ión f(x, y) ≡
√

|y| de
Lips en [−a, a]× [−b, b]?
Ejer
i
io 1.4. Se sabe, o si lo pre�eres demuestra, que si g : (a, b) → R es 
ontinua,

g(c) = 0, c ∈ (a, b), g(y) 6= 0, si y 6= c, y la integral impropia

∫ c±

y0

dy

g(y)
= ±∞ (1.3)

(i.e., es divergente), enton
es el problema de Cau
hy

y′ = g(y)

y(x0) = y0, x0 ∈ R, y0 ∈ (a, b)
(1.4)

tiene una 'uni
a solu
ión dada por

ϕ(x) =







c , si y0 = c

Γ(x− x0) , si y0 6= c

en donde Γ(y) es la fun
ión inversa de la primitiva G(y) de 1/g(y) 
on G(y0) = 0.
En lo que sigue se dan 
ondi
iones que impli
an la 
ondi
ión (1.3) en el teorema anterior.

1. Demuestra que si g es diferen
iable en c enton
es la 
ondi
ión (1.3) tiene lugar.

2. Prueba que si g es l-Lips enton
es se la 
ondi
ión (1.3) se 
umple.

Claramente, estas 
ondi
iones son mu
ho más 
ómodas de veri�
ar que la 
ondi
ión

(1.3).
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2 Teorema de Cau
hy-Lips
hitz

Para la demostra
ión del teorema 1.1, es 
onveniente probar antes un 
aso espe
ial. Para lo


uál se harán antes unas puntualiza
iones.

Si f : Ia(x0)× Ib(y0) → R es una fun
ión 
ontinua, enton
es existe M > 0 tal que

|f(x, y)| ≤ M, para todo (x, y) ∈ Ia(x0)× Ib(y0) (2.1)

Teorema 2.1. [Cau
hy-Lips
hitz℄ Si f(x, y) es 
ontinua y de Lips
hitz (
on respe
to a y)
en el re
tángulo R = Ia(x0)× Ib(y0), enton
es el problema de Cau
hy

y′ = f(x, y) (2.2)

y(x0) = y0 (2.3)

tiene una úni
a solu
ión lo
al ϕ(x), para x ∈ Iα(x0), donde α ≤ min{a, b/M}.
��Insertar �gura1

Antes de bosquejar la demostra
ión de este teorema, a
laremos la ele

ión del parámetro

α. Por (2.1), se tiene que la grá�
a de la solu
ión ϕ(x) del problema de Cau
hy (2.2)

vive entre las re
tas y − y0 = ±M(x − x0). Si estas re
tas 
ortan los lados verti
ales del

re
tángulo, enton
es α = a. Con lo que se garantiza que la grá�
a de la solu
ión ϕ(x) vive en
el re
tángulo R. Y si estas re
tas 
ortan por los lados horizontales del re
tángulo R, digamos

en x0 − α y x0 + α enton
es se tiene que M = b/α, de donde se obtiene que α = b/M . Y


onse
uentemente, que α ≤ min{a, b/M}, en 
ualquier 
aso.

El bosquejo de demostra
ión que se va a presentar a 
ontinua
ión sigue, en esen
ia, la

línea trazada por Cau
hy.

Los pasos 
entrales de la demostra
ión son los siguientes:

1. Un primer

Lema 2.1. Resolver el problema de Cau
hy (2.2) es equivalente a resolver la e
ua
ión

integral

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(ξ, y(ξ))dξ (2.4)

en el sentido que si ϕ(x) es solu
ión de uno de ellos, enton
es es solu
ión también del

otro.

La demostra
ión de este lema se sigue dire
tamente de los dos teoremas fundamentales

del Cál
ulo, y se deja 
omo ejer
i
io al le
tor.

Ejer
i
io 2.1. Demuestra que si ϕ(x) es solu
ión del problema de Cau
hy (2.2) en-

ton
es ϕ(x) es uniformemente 
ontinua.

Sugeren
ia: Usa el lema anterior y la a
ota
ión (2.1).

2. Dos de�ni
iones té
ni
as y un lema. Pero antes véamos la puntualiza
ión siguiente:

Dada h = a/n, n ∈ N, n > 1, 
onsidérese la malla xj = x0 ± jh, j = 0, 1, . . . , n del

intervalo [x0 − a, x0 + a]

3



De�ni
ión 2.1. A la fun
ión ϕh : Ia(x0) → R dada por

ϕh(x) = yj + f(xj, yj)(x− xj), si x ∈ [xj , xj+1),

donde

yj = yj−1 + f(xj−1, yj−1) h

se le 
ono
e por una quebrada de Euler de paso h.

Claramente, una quebrada de Euler es una fun
ión 
ontinua 
on derivada 
ontinua

salvo -posiblemente- en los puntos de malla xj
2

.

De�ni
ión 2.2. [ǫ-soli
ión aproximada℄ Dada ǫ > 0, una fun
ión ϕǫ : Ia(x0) → R se

di
e que es una ǫ-solu
ión aproximada del problema de Cau
hy

y′ = f(x, y)

y(x0) = y0

si

i) es 
ontinua en Ia(x0),

ii) tiene derivada 
ontinua en todo Ia(x0), salvo un número �nito de puntos, y

iii) satisfa
e que

ϕǫ(x0) = y0 (2.5)

|ϕ′
ǫ(x)− f(x, ϕǫ(x))| ≤ ǫ para toda x ∈ Ia(x0) (2.6)

Ahora, una puntualiza
ión 
onveniente, que juega un papel importante en la de-

mostra
ión del lema que se enun
ia a 
ontinua
ión. Como f : Ia(x0) × Ib(y0) → R

es 
ontinua y el re
tángulo R = Ia(x0) × Ib(y0) es un 
onjunto a
otado y 
errado del

plano, f es unoformemente 
ontinua en R; i.e., dada ǫ > 0 existe δ > 0 tal que

|f(x1, y1)− f(x2, y2)| < ǫ, si |x1 − x2|, |y1 − y2| < δ (2.7)

Lema 2.2. Dada ǫ > 0, existe una h = h(ǫ) tal que la quebrada de Euler ϕǫ(x) es una
ǫ-solu
ión aproximada del problema de Cau
hy (2.2).

Para la demostra
ión, dada ǫ > 0, 
onsidérese la rela
ión ǫ − δ en (2.7) debida a la


ontinuidad uniforme de f(x, y). Tomando 0 < h < min δ, δ/M 
on M > 0 
omo en

(2.1), para x ∈ [xj , xj+1), j > 0, se tiene que

|yj − ϕh(x)| = |yj − (yj + f(xj , yj)(x− xj))|
= |f(xj , yj)| |x− xj|
≤ Mh

2

Pues, en general, ϕ′(x−

j ) = f(xj−1, yj−1) es diferente de ϕ′(x+
j ) = f(xj , yj)
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Luego 
omo 0 < h < min δ, δ/M se sigue que

|xj − x|, |yj − ϕh(x)| < δ (2.8)

Y 
onse
uentemente que

|ϕ′
h(x)− f(x, ϕh(x))| = |f(xj , yj)− f(x, ϕh(x))| < ǫ

De donde se sigue que |ϕ′
h(x) − f(x, ϕh(x))| < ǫ, para toda x ∈ [x0, x0 + a]. Para el


aso x ∈ [x0−a, x0], la argumenta
ión es 
ompletamente similar. En 
on
lusión, ϕh(x)
es una ǫ-solu
ión aproximada del problema de Cau
hy (2.2), 
omo se quería probar.

3. El siguiente paso es 
entral para la 
onstru

ión de la solu
ión ϕ(x) del problema de

Cau
hy bajo dis
usión. Para ello, veamos antes laa puntualiza
ión siguiente: Clara-

mente, si ϕǫ(x) es una ǫ-solu
ión aproximada del problema de Cau
hy (2.2) enton
es

ϕ′
ǫ(x) = f(x, ϕǫ(x)) + wǫ(x)

donde |wǫ(x)| ≤ ǫ. Y 
onse
uentemente, que

ϕǫ(x) = y0 +

∫ x

x0

{f(ξ, ϕǫ(ξ)) + wǫ(ξ)}dξ (2.9)

Lema 2.3. [de prepara
ión℄ Si ϕǫ1(x) y ϕǫ2(x) son dos ǫ-solu
iones del problema de

Cau
hy, enton
es

|ϕǫ1(x)− ϕǫ2(x)| ≤
∫ x

x0

{L|ϕǫ1(ξ)− ϕǫ2(ξ)|+ ǫ}dξ (2.10)

donde ǫ = ǫ1 + ǫ2.

La demostra
ión es dire
ta de (2.9) y se deja de ejer
i
io al le
tor.

Ahora un lema té
ni
o muy útil:

Lema 2.4. [Desigualdad de Gronwall℄ Si z(x) en una fun
ión 
ontinua en [x0, x0 +α]
tal que

0 ≤ z(x) ≤ a +

∫ x

x0

{Lz(ξ) + b}dξ, (a, b y L > 0)

enton
es

0 ≤ z(x) ≤ aeL(x−x0) +
b

L

(

eL(x−x0)
)

(2.11)

La demostra
ión que se bosqueja a 
ontinua
ión está tomada de Sotomayor [Sot℄. Para

ello, sea w(x) ≡ a+
∫ x

x0
{Lz(ξ) + b}dξ. Claramente, se ve que

a) 0 ≤ z(x) ≤ w(x),

b) w(x0) = a, y


) w′(x) = Lz(x) + b. Luego, por a), w′(x) ≤ Lw(x) + b
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En 
onse
uen
ia, se tiene que w′(x) − Lw(x) ≤ b. O sea que

d
dx

(

e−Lxw(x)
)

≤ be−Lx
.

Luego, integrando se obtiene que

w(x) ≤ aeL(x−x0) +
b

L

(

eL(x−x0)
)

de donde se sigue la desiguldad de Gronwall (2.11).

Lema 2.5. Si ϕǫ1(x) y ϕǫ2(x) son dos ǫ-solu
iones del problema de Cau
hy, enton
es

|ϕǫ1(x)− ϕǫ2(x)| ≤
ǫ

L

(

eLα − 1
)

(2.12)

donde ǫ = ǫ1 + ǫ2.

La demostra
ión se obtiene de la desigualdad de Gronwall y el lema 2.3.

4. En este paso se da la 
onstru

ión de la solu
ión ϕ(x) de la solu
ión del problema de

Cau
hy bajo estudio.

Pero antes, una puntualiza
ión oportuna: Re
uérdese que una su
esión de fun
iones

{ϕn(x), x ∈ I}, I ⊂ R un intervalo 
onverge uniformemente a ϕ(x), si dada ǫ > 0
existe N ∈ N tales que

|ϕn(x)− ϕ(x)| < ǫ, para toda x ∈ I

si n ≥ N .

Ejer
i
io 2.2. Considérese a la su
e
ión de los polinomios móni
os {ϕn(x) = xn}:

(a) de�nidos sobre el intervalo [0, 1] y sea ϕ(x) dada por

ϕ(x) =

{

0 , si x < 1

1 , si x = 1

¾Converge ϕn(x) → ϕ(x) uniformemente 
uando n→ ∞?

(b) de�nidos sobre el intervalo [0, a], 0 < a < 1 y sea ϕ(x) ≡ 0. Demuestra que

ϕn(x) → ϕ(x) uniformemente 
uando n→ ∞.

Lema 2.6. Sea {ǫn > 0} es una su
esión que 
onverge a 
ero 
uando n→ ∞ dada. Si

{ϕǫn(x)} es la 
orrespondiente su
esión de ǫ-solu
iones del problema de Cau
hy (2.2),

enton
es {ϕǫn(x)} es de Cau
hy, en el sentido de la 
onvergen
ia uniforme.

La demostra
ión de este lema se sigue dire
tamente del lema 2.5, y se dejan los detalles

por ha
er al le
tor.

Y 
omo el espa
io de las fun
iones 
ontinuas C(Iα(x0)) 
on respe
to a la 
onvergen
ia

uniforme

3

es un espa
io 
ompleto, existe ϕ(x) en C(Iα(x0)) tal que ϕǫn(x) → ϕ(x)
uniformemente, 
uando n→ ∞.

3

i.e., 
on respe
to a la norma de T
hebyshev:

‖ϕ‖∞ ≡ max
x∈Iα(x0)

|ϕ(x)|

.

6



Ahora, para probar que la fun
ión ϕ(x) antes 
onstruida es solu
ión del problema de

Cau
hy (2.2), tomemos en 
uenta que

ϕǫn(x) = y0 +

∫ x

x0

{f(ξ, ϕǫn(ξ)) + wǫn(ξ)}dξ


on |wǫn(x)| ≤ ǫn, para toda x ∈ Iα(x0).

O bien que

|ϕǫn(x)− y0 −
∫ x

x0

f(ξ, ϕǫn(ξ))dξ| ≤ ǫn α

Luego, tomando el límite 
uando n→ ∞, se obtiene que

0 ≤ |ϕ(x)− y0 −
∫ x

x0

f(ξ, ϕ(ξ))dξ| ≤ 0

O bien que

ϕ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(ξ, ϕ(ξ))dξ

Con lo que se 
on
luye la demostra
ión de la existen
ia de la solu
ión del problema de

Cau
hy (2.2).

En la argumenta
ión anterior se he
ho mano de los siguientes resultados que dejamos


omo ejer
i
io:

Ejer
i
io 2.3. Demuestra que si {ϕn(x)} son fun
iones 
ontinuas que 
onvergen uni-

formente a ϕ(x) sobre un intervalo 
errado y a
otado I ⊂ R enton
es

i) ϕ(x) es 
ontinua.

ii)

∫ x

x0
f(ξ, ϕn(ξ))dξ →

∫ x

x0
f(ξ, ϕ(ξ))dξ, 
uando n→ ∞

5. Uni
idad de la solu
ión: Sean ϕ(x) y ψ(x) dos solu
iones del problema de Cau
hy

(2.2). Luego se tiene que

ϕ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(ξ, ϕ(ξ))dξ

ψ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(ξ, ψ(ξ))dξ

O bien que

ϕ(x)− ψ(x) =

∫ x

x0

[f(ξ, ϕ(ξ))− f(ξ, ψ(ξ))]dξ

Así, tomando valores absolutos, para x ≥ x0, se sigue que

|ϕ(x)− ψ(x)| ≤
∫ x

x0

L |ϕ(ξ))− ψ(ξ)|dξ

7



Luego, apli
ando la desigualdad de Gronwall para z(x) ≡ |ϕ(x)− ψ(x)| se tiene que

0 ≤ |ϕ(x)− ψ(x)| ≤ 0

O sea que ϕ(x) ≡ ψ(x) para x ≥ x0. Y en 
omo de manera análoga de prueba que

ϕ(x) ≡ ψ(x) para x ≤ x0. Se tiene que ϕ(x) ≡ ψ(x), en todo Iα(x0). Con esto se


on
luye la demostra
ión del teorema de Cau
hy- Lips
hitz bási
o siguiendo las ideas

trazadas por Cau
hy.

3 Exten
iones del teorema de Cau
hy-Lips
hitz

Para poder enun
iar el teorema de Cau
hy-Lips
hitz para sistemas de primer orden en n
variables de estado, es ne
esario ha
er antes algunas puntualiza
iones:

Empe
emos, por 
onsiderar a R
n
equipado alguna norma, por ejemplo, 
on la norma de

T
hebyshev:

‖y
˜

‖∞ ≡ max
j

{|yj|},

que por Bb(y0
˜

) se entenderá la bola (
errada) 
on 
entro en y0
˜

y radio b > 0 4

, y que

f
˜

: D ⊂ R× R
n → R

n

es un 
ampo ve
torial 
ontinuo.

Luego, por ser el 
ampo ve
torial f
˜


ontinuo sobre el re
tángulo (
onjunto 
errado y

a
otado) R = Ia(t0)× Bb(y0
˜

) ⊂ D, existe M > 0 tal que

‖f
˜

(t, y
˜

)‖ ≤M, para todo (t, y
˜

) ∈ R (3.1)

Diremos el 
ampo ve
torial f
˜

es de g-Lips si existe L > 0 tal que

‖f
˜

(t, y1
˜

)− f
˜

(t, y2
˜

)‖ ≤ L ‖y1
˜

− y2
˜

‖

Dejando al le
tor 
omo ejer
i
io es
ribir la de�ni
ión de un 
ampo ve
torial f
˜

(t, y
˜

) l-Lips.

Teorema 3.1. [Cau
hy-Lips
hitz℄ Si f
˜

(t, y
˜

) es un 
ampo ve
torial 
ontinuo y l-Lips (
on

respe
to a y
˜

) en el re
tángulo R = Ia(t0)× Bb(y0
˜

), enton
es el problema de Cau
hy

ẏ
˜

(t) = f
˜

(t, y
˜

) (3.2)

y
˜

(t0) = y0
˜

(3.3)

tiene una úni
a solu
ión lo
al ϕ
˜

(t), t ∈ Iα(t0), donde α ≤ min{a, b/M}.

4

i.e.,

Bb(y0
˜

) = {y
˜

∈ R
n | ‖y

˜

− y0
˜

‖ ≤ b}
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El teorema siguiente es una 
onse
uen
ia dire
ta del teorema de Cau
hy-Lips
hitz, de-

jando los detalles de la demostra
ión al le
tor interesado.

Teorema 3.2. [Cau
hy-Lips
hitz℄ Si f
˜

(t, y
˜

) es un 
ampo ve
torial 
ontinuo y de Lips
hitz

(
on respe
to a y
˜

) de�nido sobre un dominio D ⊂ R× R
n
, enton
es el problema de Cau
hy

ẏ
˜

(t) = f
˜

(t, y
˜

) (3.4)

y
˜

(t0) = y0
˜

(3.5)

tiene una úni
a solu
ión lo
al ϕ
˜

(t), t ∈ Iα(t0), para alguna α > 0.

Ahora pasemos a ver algunas 
onse
uen
ias de este último teorema.

De�ni
ión 3.1. Se di
e que φ
˜

: (α, ω) ⊂ R → R
n
en donde bien puede ser α = −∞ y

ω = ∞, es una solu
ión maximal del problema de Cau
hy (3.1), si dada 
ualquier otra de

sus solu
iones ψ
˜

: J ⊂ R → R
n
se tiene que J ⊂ (α, ω).

Para ver que el problema de (3.1) tiene una úni
a solu
ión maximal, 
onsidérese al


onjunto

Φ =

{

ϕ
˜

: Iϕ → R
n, solu
ión del problema de Cau
hy (3.1)

}

(3.6)

en donde Iϕ ⊂ R es un intervalo abierto.

Las a�rma
iones siguientes son 
onse
uen
ia dire
ta del teorema 3.2:

A�rma
ión 3.1. Este 
onjunto Phi de�nido en (3.6) es no va
io.

A�rma
ión 3.2. Si ϕ1
˜

, ϕ2
˜

∈ Φ enton
es ϕ1
˜

(t) ≡ ϕ2
˜

(t) para toda t ∈ Iϕ1
∩ Iϕ2

.

Teorema 3.3. Si f
˜

(t, y
˜

) es un 
ampo ve
torial 
ontinuo y l-Lips (
on respe
to a y
˜

) sobre un

dominio D ⊂ R× R
n
, enton
es el problema de Cau
hy

ẏ
˜

(t) = f
˜

(t, y
˜

) (3.7)

y
˜

(t0) = y0
˜

, (t0, y0
˜

) ∈ D (3.8)

tiene una úni
a solu
ión maximal φ
˜

(t), t ∈ (α, ω). Más aún, (t, φ
˜

(t)) → ∂D, 
uando t→ α+
,

o bien 
uando t→ ω−
.

Para su demostra
ión 
onsidérese a la fun
ión

φ
˜

: ∪ϕ∈ΦIϕ → R
n

dada por

φ
˜

(t) = ϕ
˜

(t), t ∈ Iϕ

Por la a�rma
ión 3.2 φ
˜

(t) está bien de�nida. Apli
ando el teorema 3.2, se deja al le
tor

estable
er que φ
˜

es la soli
ión maximal del problema de Cau
hy (3.1) y que (t, φ
˜

(t)) → ∂D,


uando t→ α+
, o bien 
uando t→ ω−

.
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4 Teoremas de existen
ia y uni
idad global

En esta se

ión regresamos al 
aso es
alar por simpli
ida de la nota
ión.

Se a
aba de ver que si f : D ⊂ R
2 → R es 
ontinua y lo
almente de Lips
hitz enton
es

el problema de Cau
hy

{

y′ = f(x, y)

y(x0) = y0
, (x0, y0) ∈ D (4.1)

tiene una úni
a solu
ión ϕ(x), x ∈ (α, ω) ⊂ R, siendo (α, ω) su intervalo máximo de de�ni-


ión. Más aún, que (x, ϕ(x) → ∂D 
uando x→ α+
ó ω−

.

Ahora, ¾Qué se puede de
ir para el 
aso D = (a, b) × R en donde −∞ ≤ a y b ≤ ∞?,

¾Basta que f sea l-Lips para que el problema (4.1) tenga una úni
a solu
ión de�nida en todo

(a, b)?
Antes de responder a estas preguntas, 
onsidérense los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.1. Se tiene que la solu
ión del problema

{

y′ = −y2

y(x0) = y0
(4.2)

está dada por

ϕ(x) =
y0

1 + y0(x− x0)
,

para x ∈ (α,∞), 
on α = x0 − y−1
0 , si y0 > 0; o bien para x ∈ (−∞, ω), 
on ω = x0 − y−1

0 ,

si y0 < 0; ó ϕ(x) ≡ 0, para todo x ∈ R, si y0 = 0. Nótese que f(x, y) ≡ −y2 es 
ontinua y

l-Lips en todo el plano, y que la úni
a solu
ión de (4.2) que está de�nida para toda x ∈ R

es la solu
ión trivial ϕ(x) ≡ 0.

Ejemplo 4.2. . Sabemos que la solu
ión del problema

{

y′ = −y
y(x0) = y0

(4.3)

está dada por ϕ(x) = y0e
−(x−x0) , x ∈ R. Nótese que f(x, y) ≡ −y es globalmente de Lips
hitz

en todo el plano.

Lo anterior sugiere poder demostrar el siguiente

Teorema 4.1. [De Existen
ia y Uni
idad Global℄ Si f(x, y) es 
ontinua y g-Lips en (a, b)×R

enton
es el problema de Cau
hy

y′ = f (x, y)

y (x0) = y0
(x0, y0) ∈ (a, b)× R (4.4)

tiene una úni
a solu
ión de�nida en todo el intervalo (a, b).
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La idea es probar que si ϕ(x) es una solu
ión del problema (4.1) de�nida en 
ualquier

intervalo [β, γ] ⊂ (a, b), enton
es ϕ(x) es �nita y bien de�nida para x = β y x = γ. Y por

tanto, se puede extender, tanto a la izquierda de β, 
omo a la dere
ha de γ, al menos que

β = a y γ = b Para ello, probaremos primero que la fun
ión

w(x) = |ϕ(x)− y0| , x ∈ [β, γ]

está a
otada.

En efe
to, por ser ϕ(x) solu
ión de (4.1), se tiene que

ϕ(x)− y0 =

∫ x

x0

f(ξ, ϕ(ξ))dξ

ó sea que

ϕ(x)− y0 =

∫ x

x0

{f(ξ, ϕ(ξ))− f(ξ, y0)} dξ +
∫ x

x0

f (ξ, y0) dξ

de donde, al tomar el valor absoluto, se obtiene que

|ϕ(x)− y0| ≤
∣

∣

∣

∣

∫ x

x0

|f(ξ, ϕ(ξ))− f(ξ, y0)| dξ
∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫ x

x0

|f(ξ, y0)| dξ
∣

∣

∣

∣

Pero 
omo f es globalmente de Lips
hitz, se sigue que

|ϕ(x)− y0| ≤
∣

∣

∣

∣

∫ x

x0

L |ϕ(ξ)− y0| dξ
∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫ x

x0

|f(ξ, y0)| dξ
∣

∣

∣

∣

Y 
omo f(ξ, y0) es una fun
ión 
ontinua sobre [β, γ] (esto por ser f 
ontinua en (a, b)× R,

por hipótesis), existeMy0 ≥ 0 tal que |f(ξ, y0)| ≤ My0 , ξ ∈ [β, γ]. Luego, enton
es se obtiene
que

|ϕ(x)− y0| ≤
∣

∣

∣

∣

∫ x

x0

L |ϕ(ξ)− y0| dξ
∣

∣

∣

∣

+My0 |x− x0| (4.5)

Lema 4.1. [Gronwall extendido℄ Sean u y λ fun
iones no negativas, x ∈ [x0, γ) y α(x) ≥
α ≥ 0 , α(x0) = α ≥ 0. Si

u(x) ≤ α(x) +

∫ x

x0

λ(ξ) u(ξ) dξ, x ∈ [x0, γ)

enton
es

0 ≤ u(x) ≤ α(x) + ev(x)
∫ x

x0

e−v(ξ)λ(ξ)α(ξ) dξ x ∈ [x0, γ) (4.6)

en donde

v(x) =

∫ x

x0

λ(ξ) dξ

En parti
ular, si α(x) ≡ 0 enton
es u(x) ≡ 0.
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Demostra
ión. Tomando

w(x) = α(x) +

∫ x

x0

λ(ξ) u(ξ) dξ (4.7)

es inmediato ver que:

(i) 0 ≤ u(x) ≤ w(x)

(ii) w(x0) = α(x0) = α ≥ 0

Así, derivando en (4.7) y tomando en 
uenta (i), se tiene que

w′(x) = α′(x) + λ(x) u(x) ≤ α′(x) + λ(x)w(x)

o sea que

d

dx

(

e−ℓ(x)w(x)
)

≤ e−ℓ(x)α′(x), ℓ(x) =

∫ x

x0

λ(ξ)dξ

Luego integrando, se obtiene que

e−ℓ(x)w(x)− α = e−ℓ(x)w(x)− e−ℓ(x0)w(x0) ≤
∫ x

x0

e−ℓ(ξ)α′(ξ) dξ

o sea que

w(x) ≤ e−ℓ(x)

[

α + e−ℓ(ξ)α(ξ)
∣

∣

x

x0
−

∫ x

x0

e−ℓ(ξ) (−λ(ξ))α(ξ) dξ
]

o bien que

0 ≤ u(x) ≤ w(x) ≤ α(x) + eℓ(x)
∫ x

x0

e−ℓ(ξ)λ(ξ)α(ξ) dξ

Como 
orolario se tiene el siguiente

Lema 4.2 (Gronwall). Sean u(x) y λ(x) fun
iones no negativas, x ∈ [x0, γ) , α ≥ 0. Si

u(x) ≤ α +

∫ x

x0

λ(ξ)u(ξ) dξ , x ∈ [x0, γ)

enton
es

0 ≤ u(x) ≤ αe−ℓ(x), ℓ(x) =

∫ x

x0

λ(ξ) dξ , x ∈ [x0, γ) (4.8)

En parti
ular, si α = 0 enton
es u(x) ≡ 0.
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Regresemos a la demostra
ión del teorema 4.1, apli
ando la desigualdad extendida de

Gronwall (Lema 4.1) a la rela
ión (4.5), obtenemos que

0 ≤ |ϕ(x)− y0| ≤ My0(x− x0) + eL(x−x0)

∫ x

x0

e−L(ξ−x0)LMy0(ξ − x0)dξ , x ∈ [x0, γ)

desigualdad que podemos re-es
ribir 
omo

0 ≤ |ϕ(x)− y0| ≤ My0(x− x0) + eL(x−x0)

[

My0

L

∫ x

x0

e−L(ξ−x0) (L(ξ − x0)) (Ldξ)

]

o bien 
omo

0 ≤ |ϕ(x)− y0| ≤My0(x− x0) +
My0

L
eL(x−x0)

∫ L(x−x0)

0

e−ξξ dξ, ξ = L(ξ − x0)

Y ya que

∫ L(x−x0)

0

e−ξξ dξ = 1− e−L(x−x0) − L(x− x0)e
L(x−x0) 5

�nalmente se obtiene que

0 ≤ |ϕ(x)− y0| ≤My0(x− x0) +
My0

L
eL(x−x0) − My0

L
−My0(x− x0)

o sea que

0 ≤ |ϕ(x)− y0| ≤
My0

L

(

eL(x−x0) − 1
)

, x ∈ [x0, γ)

Por otro lado, (4.5) para x ∈ (β, x0], toma la forma

|ϕ(x)− y0| ≤ −
∫ x

x0

L |ϕ(ξ)− y0| dξ −
∫ x

x0

My0 dξ

o sea que

|ϕ(x)− y0| ≤
∫ x0

x

L |ϕ(ξ)− y0| dξ +
∫ x0

x

My0 dξ

o bien que

|ϕ(x)− y0| ≤ My0(x0 − x) +

∫ x0

x

L |ϕ(ξ)− y0| dξ

Así, al apli
ar la desigualdad extendida de Gronwall, se llega a que

0 ≤ |ϕ(x)− y0| ≤
My0

L

[

eL(x0−x) − 1
]

, x ∈ (β, x0]

5

∫ L(x−x0)

0 e−ξξ dξ = −e−ξξ
∣

∣

L(x−x0)

0
−
∫ L(x−x0)

0

(

−e−ξ
)

dξ

= −ξe−ξ
∣

∣

L(x−x0)

0
− e−ξ

∣

∣

L(x−x0)

0

= 1− e−L(x−x0) − L(x− x0)e
L(x−x0)
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En 
on
lusión se tiene que

0 ≤ |ϕ(x)− y0| ≤
My0

L

[

eL|x−x0| − 1
]

, x ∈ (β, γ)

Esto es, la fun
ión w(x) ≡ |ϕ(x)− y0| , x ∈ (β, γ) es a
otada. Luego, la demostra
ión

del teorema 4.1 quedará 
ompleta si demostramos que los limites

lim
x→β+

ϕ(x) y lim
x→γ−

ϕ(x)

existen.

Lema 4.3. Sea f : D ⊂ R
2 → R , D = (a, b) × R, 
ontinua y globalmente de Lips
hitz. Si

ϕ(x) , x ∈ (β, γ), 
on [β, γ] ⊂ (a, b), es una solu
ión del problema

(PVI)

{

y′ = f(x, y)

y(x0) = y0
, (x0, y0) ∈ D

enton
es ϕ(x) es uniformemente 
ontinua, y en parti
ular los limites lim
x→β+

ϕ(x) y lim
x→γ−

ϕ(x)

existen.

Demostra
ión. Por el lema 4.1 (desigualdad de Gronwall extendida) sabemos que la grá�
a

de ϕ(x) está 
ontenida en el 
onjunto 
errado y a
otado

C =

{

(x, y)

∣

∣

∣

∣

0 ≤ |y − y0| ≤
My0

L

[

eL|x−x0| − 1
]

, x ∈ [β, γ]

}

Y 
omo f es 
ontinua, existe M > 0 tal que |f(x, y)| ≤ M , para toda (x, y) ∈ C. Ahora,

por ser ϕ(x) solu
ión de (4.4):

ϕ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(ξ, ϕ(ξ))dξ

Conse
uentemente, para x, x′ ∈ (β, γ), se tiene que

ϕ(x)− ϕ(x′) =

∫ x

x′

f(ξ, ϕ(ξ))dξ

de donde se sigue que

|ϕ(x)− ϕ(x′)| ≤
∣

∣

∣

∣

∫ x

x′

|f(ξ, ϕ(ξ))| dξ
∣

∣

∣

∣

o sea que: |ϕ(x)− ϕ(x′)| ≤M |x− x′| , x, x′ ∈ (β, γ). Lo que prueba que ϕ(x) es uniforme-

mente 
ontinua en (β, γ).
Para demostrar que lim

x→β+
ϕ(x) existe, partamos suponiendo lo 
ontrario. Esto es, que

existen su
esiones {xn} , {x′n} ⊂ (β, γ) que 
onvergen a β, y que

ϕ(xn) → ℓ1, ϕ(x′n) → ℓ2 (ℓ1 6= ℓ2)
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Luego, se tiene que

0 < |ℓ1 − ℓ2| = lim
n→∞

|ϕ(xn)− ϕ(x′n)| ≤ lim
n→∞

M |xn − x′n| = 0 !

De manera análoga se prueba que lim
x→γ−

ϕ(x) existe. Esto 
ompleta la demostra
ión del

lema.

Ejer
i
io 4.1. Sean a(x) y b(x), fun
iones 
ontinuas en [a, b]. Demuestra que las solu
iones

de la e
ua
ión

y′ + a(x)y = b(x) x ∈ [a, b]

están de�nidas en todo [a, b].

Ejer
i
io 4.2. Sean a(x) y b(x) , x ∈ R, fun
iones 
ontinuas. Demuestra que la solu
ión

del problema

y′ + a(x)y = b(x) x ∈ R

y(x0) = x0 (x0, y0) ∈ R
2

tiene una úni
a solu
ión ϕ(x) de�nida en toda la re
ta real.

Ejer
i
io 4.3. Para demostrar el siguiente

Tma. Si f
˜

: [a, b]× R
n → R

n
es 
ontinua, lo
amente de Lip
hitz respe
to a y

˜

y a
otada

(i.e., para toda (t, y
˜

) ∈ [a, b]×R
n
, se tiene que ‖ f

˜

(t, y
˜

) ‖≤M , para algunaM > 0), enton
es

la solu
ión del problema

�

y
˜

= f
˜

(t, y
˜

)

y
˜

(t0) = y0
˜

, a < t0 < b
(4.9)

tiene una úni
a solu
ión ϕ
˜

(t) de�nida sobre todo [a, b].

desarolla los in
isos siguientes

a) Demuestra que si ϕ
˜

(t) es solu
ión de (4.1) de�nida en el intervalo (c, d) ⊂ [a, b]

enton
es ϕ
˜

(t) es a
otada en (c, d).

b) Sea tn ∈ (c, d), 
on tn → d, 
uando n → ∞, demuestra que existe z
˜

∈ R
n
tal que

ϕ
˜

(tn) → z
˜

(i.e., el limt→d− ϕ
˜

(t) existe). Análogamente, limt→c+ ϕ
˜

(t) también existe.

Sugeren
ia: Basta 
on mostrar que ‖ ϕ
˜

(tn+k)− ϕ
˜

(tn) ‖≤M | tn+k − tn |. (¾Por qué?)


) Muestra apli
ando el tma. de Cau
hy-Lips
hitz al problema de Cau
hy auxiliar

�

y
˜

= f
˜

(t, y
˜

)

y
˜

(d) = z
˜

a < t0 < b
(4.10)
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es posible extender la solu
ión ϕ
˜

(t) de manera úni
a ha
ia la dere
ha de d en un tramo η > 0

(i.e., del intervalo (c, d) al intervalo (c, d+ η)), a menos que c = d.
Con
luye.

Ilustra
ión El problema

y′ +
1√

1 + x3
y = arctanx

y (0) = 1

tiene una úni
a solu
ión ϕ(x) de�nida en todo R.

5 Continuidad respe
to a Condi
iones Ini
iales

y parámetros.

Como ya se ha visto la solu
ión del problema de Cau
hy

�

y= ay

y(t0) = y0
(5.1)

viene dada por

y(t, t0, y0, a) = y0 e
a(t−t0)

la 
ual es 
laramente una fun
ión 
ontinua 
on respe
to a todos sus argumentos.

A 
ontinua
ión se prueba, primeramente, que la solu
ión del problema de Cau
hy depende


ontinuamente de las 
ondi
iones ini
iales.

Teorema 5.1. Si el 
ampo ve
torial f
˜

(t, y
˜

) es 
ontinuo y L-Lips en el �re
tángulo� R =

It0 × Bb(y0)
˜

enton
es la solu
ión ϕ
˜

(t; t0, y0
˜

) del problema de Cau
hy

�

y
˜

= f
˜

(t, y
˜

)

y
˜

(t0) = y0
˜

(5.2)

es 
ontinua respe
to a todos sus argumentos. En parti
ular, uniforme 
on respe
to a t0 y y0
˜

.

Demostra
ión. Sean ϕ∗
˜

(t; t∗0, y0
˜

∗) y ϕ
˜

(t; t0, y0
˜

) las solu
iones de la e
ua
ión

�

y
˜

= f
˜

(t, y
˜

) 
on


ondi
iones ini
iales de y
˜

(t∗0) = y0
˜

∗
y y

˜

(t0) = y0
˜

, respe
tivamente.

Luego se tiene que

ϕ∗
˜

(t; t∗0, y0
˜

∗) = y0
˜

∗ +

∫ t

t∗
0

f
˜

(ξ, ϕ∗
˜

(ξ; t∗0, y0
˜

∗) dξ
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y que

ϕ
˜

(t; t0, y0
˜

) = y0
˜

+

∫ t

t0

f
˜

(ξ, ϕ
˜

(ξ; t0, y0
˜

)) dξ

De donde se sigue restando miembro a miembro y tomando normas que

‖ϕ∗
˜

(t; t∗0, y0
˜

∗)− ϕ
˜

(t; t0, y0
˜

)‖ ≤ ‖y0
˜

∗ − y0
˜

‖+
∣

∣

∣

∣

∫ t0

t∗
0

‖f
˜

(ξ, ϕ∗
˜

(ξ; t∗0, y0
˜

∗)‖ dξ
∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫ t0

t∗
0

L ‖ϕ∗
˜

(ξ; t∗0, y0
˜

∗)− ϕ
˜

(ξ; t0, y0
˜

)‖ dξ
∣

∣

∣

∣

O bien que,

‖ϕ∗
˜

(t; t∗0, y0
˜

∗)− ϕ
˜

(t; t0, y0
˜

) ‖ ≤
(

‖y0
˜

∗ − y0
˜

‖+M |t∗0 − t0|
)

+

∣

∣

∣

∣

∫ t0

t∗
0

L ‖ϕ∗
˜

(ξ; t∗0, y0
˜

∗)− ϕ
˜

(ξ; t0, y0
˜

)‖ dξ
∣

∣

∣

∣

dondeM es 
ota de ‖f
˜

(t, y
˜

)‖ en el re
tángulo R = It0 ×Bb(y0)
˜

. Luego apli
ando la desigual-

dad de Gronwall, se obtiene que

‖ϕ∗
˜

(t; t∗0, y0
˜

∗)− ϕ
˜

(t; t0, y0
˜

)‖ ≤
(

‖y0
˜

∗ − y0
˜

‖+M |t∗0 − t0|
)

ea

De donde se sigue que ϕ
˜

(t; t0, y0
˜

) es 
ontinua 
on respe
to a t0 y y0
˜

, uniformente en t.

Ahora, 
omo 
onse
uen
ia de este teorema veamos la 
ontinuidad de la solu
ión del

problema de Cau
hy 
on respe
to a parámetros. En efe
to, observando que el problema de

Cau
hy

�

y
˜

= f
˜

(t, y
˜

, β
˜

)

y
˜

(t0) = y0
˜

(5.3)

se puede, 
laramente, reformular 
omo

�

z
˜

= F
˜

(t, z
˜

)

z
˜

(t0) = z0
˜

(5.4)

en donde

z
˜

(t) =





y
˜

(t)

θ
˜

(t)



 z0
˜

=







y0
˜

β
˜







y

F
˜

(t, z
˜

) =





f
˜

(t, z
˜

)

0
˜




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Es dire
to veri�
ar que si f
˜

(t, y
˜

, β
˜

) es de L-Lips 
on respe
to a y
˜

y β
˜

. Esto es, que

‖f
˜

(t, y2
˜

, β2
˜

)− f
˜

(t, y1
˜

, β1
˜

)‖ ≤ L

(

‖y2
˜

− y1
˜

‖+ ‖β2
˜

− β1
˜

‖
)

‖

en el �
ubo� K = Ia(t0)×Bb(y0
˜

), Bc(β
˜

) ⊂ R×R
n ×R

p
enton
es F

˜

(t, z
˜

) es también L-Lips

6

en el 
ubo K. Luego, por el teorema anterior, se sigue que la solu
ión ϕ
˜

(t; t0, y0
˜

, β
˜

) del

problema de Cau
hy (5.3) es 
ontinua en todos sus argumentos, siendo esta dependen
ia

uniformemente 
ontinua 
on respe
tos a sus últimos 3 argumentos.

6

En efe
to, se veri�
a que

‖f
˜

(t, z2
˜

)− f
˜

(t, z1
˜

)‖ ≤ L ‖z2
˜

− z1
˜

‖

en el 
ubo K 
on respe
to a la norma ve
torial ‖z
˜

‖ ≡ ‖y
˜

‖+ ‖θ
˜

‖.
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