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Abstrat

Con exepión del bien onoido libro de Ford [Frd℄, la demostraión que usualmente

aparee en los libros de texto de Euaiones Difereniales Ordinarias (EDO's) del teo-

rema de lasi�aión de las soluiones de equilibrio de un sistema de primer orden de

EDO's on oe�ientes onstantes en el plano, hae uso de onoimientos básios del

Algebra Lineal. Y si bien estos requisitos (autovalores y autovetores de una matriz)

no se pueden onsiderar exigentes, resulta de interés presentar una demostraión de

este teorema sin auxilio de tales requerimientos. El objetivo de este trabajo es dar una

demostraión del teorema en uestión usando noiones básias sobre los métodos de

resoluión de la de la euaión diferenial homogénea y′ = h(y/x) (i.e., reduiendo a tal

euaión a una de variables separadas vía el ambio de variable de Leibnitz z = y/x, o
bien mediante el ambio de oordenadas de artesianas a polares) y de noiones también

básias de las propiedades geométrias de sus soluiones.

1 Introduión

La demostraión que usualmente -on exepión del libro de texto de Ford [Frd℄- aparee en

los libros de EDO's del teorema de lasi�aión general de los sistemas lineales de EDO's de

primer orden on oe�ientes onstantes en el plano de fases (véase la Fig.1 abajo, para una

desripión grá�a de este teorema), hae uso de onoimientos básios del Algebra Lineal.

Y aún uando estos requisitos no se pueden onsiderar exigentes, es de gran interés poder

presentar, en un primer urso, una demostraión lo más elemental posible de este teorema

entral, reurriendo a onoimientos previamente vistos en el mismo primer urso de EDO's.

El objetivo de este trabajo es dar una demostraión del teorema antes referido ehando mano

de sólo de onoimientos previos sobre: (1) la resoluión y propiedades geométrias de las

soluiones de la euaión homogénea y′ = h(y/x), y (2) el omportamiento geométrio de

las soluiones de la euaión r′ = a(θ)r on a(θ) una funión 2π periódia.

En �n, el propósito de este trabajo es presentar una demostraión alternativa y elemental

del siguiente:

∗Departamento de Matemáticas, Facultad de Ciencias, UNAM, Cd. Universitaria, 04510 México D.F.,
MEXICO; e-mail: jele@lya.fciencias.unam.mx
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Figura 1: Tma. de Clasi�aión Gral. de sistemas lineales de EDO's de primer orden en el plano.

Aquí, τ ≡ Tr(A), δ ≡ Det(A) y ∆ ≡ ∆(A) = τ2 − 4δ, donde A ∈ R
2×2

es la matriz dada en (1.1))

asoiada al sistema lineal de EDO's (1.2), que apareen enseguida.
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Teorema. Para el sistema lineal

�

x = a11x+ a12y
�

y = a21x+ a22y

se tiene que:

(a) Si δ < 0 entones su soluión de equilibrio es un punto silla.

(b) Si δ > 0 y ∆ < 0 entones su soluión de equilibrio es un foo; estable si τ < 0 e

inestable si τ > 0.

() Si δ > 0 y ∆ ≥ 0 entones su soluión de equilibrio es un nodo; estable si τ < 0 e

inestable si τ > 0.

(d) Si δ > 0 y τ = 0 entones su soluión de equilibrio es un entro.

A ontinuaión se desribe el ontenido del presente trabajo. En la seión 2, on el

propósito de haer este trabajo autoontenido, se revisan los requerimientos sobre las propie-

dades geométrias de las soluiones de la euaión homogénea y′ = h(y/x). En partiular, se

ve que la euaión homogénea y′ = h(y/x) tiene urvas integrales de la forma y = mx, x 6= 0,
ssim es un punto �jo de h(z), y que las soluiones de la euaión lineal homogénea r′ = a(θ)r
on a(θ) una funión 2π periódia, tienden a 0 uando θ → ∞ si ā > 0, que tienden a ∞ si

ā < 0, y que son 2π periódias si ā = 0, donde

ā =
1

2π

∫ 2π

0

a(θ)dθ

En la seión 3, se dan las ondiiones neesarias y su�ientes para que la euaión homogénea

y′ =
a21x+ a22y

a11 + a12y

la uál se obtiene del sistema de EDO's de primer orden

�

x = a11x+ a12y
�

y = a21x+ a22y
(1.1)

al eliminar la variable independiente t, tenga urvas integrales de la forma y = mx, x 6= 0 1

:

qA(z) = a12z
2 + (a11 − a22)z − a21

1Bajo el supuesto que a12 y a21 son ambas no nulas, pues en caso contrario el sistema (1.1) se reduce a
un sistema desacoplado

dx

dt
= a11x,

dy

dt
= a22y

y su estudio es directo dejandolo al lector.
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La seión 4 es la más extensa, ahí se disute el aso ∆(A) > 0, donde apareen los puntos

silla para Dt(A) < 0 y los nodos impropios si Dt(A) > 0, en donde Dt(A) ≡ a11a22 − a12a21
denota al determinate de la matriz

A =

[
a11 a12

a21 a22

]
(1.2)

asoiada al sistema de primer orden de EDO's (1.1).

En la seión 5, se estudia el aso ∆(A) = 0, donde también apareen los nodos impropios

no genérios. En la seión 6, se analiza el aso ∆(A) < 0, aso en el ual tienen lugar los

foos si Tr(A) 6= 0 y los entros si Tr(A) = 0, donde Tr(A) ≡ a11 + a22 denota a la traza de

la matriz A dada en (1.2). En la seión 7, se disute la reduión del sistema (1.1), para el

aso ∆(A) < 0 a uno diagonal en el sistema de oordenadas ξ, η. Mientras que en la seión

8, se trata la reduión del mismo sistema (1.2) al sistema

�

x = λx + η
�

η = + λ η

Y por último, en la seión 9, para el aso ∆(A) < 0, se ve la reduión del sistema (1.1) al

sistema de la forma

�

u = au− bv
�

v = bu+ av

Ejeriio 1.1. Con el sólo álulo de δ = Dt(A), τ = Tr(A) y ∆ = τ 2 − 4δ (disriminante

de A), determina el tipo de la soluión de equilibrio (punto silla, nodo, foo ó entro) del

sistema

.
x= Ax, donde

(a) A =

[
1 2

3 4

]
(b) A =

[
3 1

1 3

]
() A =

[
−2 1

−1 −2

]

(d) A =

[
1 −1

2 3

]
(e) A =

[
0 −1

2 0

]
(f) A =

[
2 −9

1 8

]

(g) A =

[
3 8

−1 −3

]
(h) A =

[
−4 −4

1 0

]
(i) A =

[
0 1

−2 −1

]

Desribe su estabilidad. ¾Cuáles de ellos son genérios?

Ejeriio 1.2. * El modelo matemátio del sistema meánio onsistente de un objeto de

masa m atado a un resorte on onstante de Hooke k y on resistenia del medio proporional

a su veloidad (on onstante de proporionalidad ν), el uál se mueve sobre una línea reta

horizontal está dado por la euaión diferenial

m
��

x +ν
�

x +kx = 0

4



a) Muestra que esta euaión se transforma en el siguiente sistema de euaiones lineales de

primer orden en el plano. ¾De qué tipo es su soluión de equilibrio?

Sugerenia: Introdue la variable y =
�

x
.

b) En ualquier aso, muestra que la soluión de equilibrio de este sistema es siempre (asin-

tótiamente) estable. Interpreta físiamente.

2 Anteedentes

En esta seión se repasan algunos prerrequisitos a era del sistema de primer orden de

EDO's en el plano on relaión a la euaión homogénea y′ = h(y/x).
2.1. Si la matriz

A =

[
a11 a12

a21 a22

]

es no-singular (i.e., Dt(A) 6= 0) entones (x, y) = (0, 0) es la únia soluión (aislada) de

equilibrio del sistema de euaiones difereniales

�

x = a11x+ a12y
�

y = a21x+ a22y
(2.1)

La pregunta es ¾Cuál es el omportamiento geométrio de las soluiones del sistema (2.1)

alrededor de su soluión de equilibrio? A la respuesta de esta pregunta esta dediado el

presente trabajo y para poder responderla, se haen antes algunas onsideraiones.

Para empezar, es onveniente observar que el sistema (2.1), por ser lineal y de oe�-

ientes onstantes, es globalmente Lipshitz. Conseuentemente sus trayetorias soluión

están de�nidas para toda t ∈ R. Y que al eliminar la variable independiente (i.e., la variable

t) en el sistema (2.1) se da lugar a la euaión homogénea

dy

dx
=
a21x+ a22y

a11x+ a12y
(2.2)

o sea, a la euaión de la forma

dy

dx
= h(

y

x
) (2.3)

on

h(z) =
a21 + a22z

a11 + a12z
(2.4)

donde el punto de equilibrio (0, 0) del sistema (2.1) es ahora un punto singular de la euaión

homogénea (2.3).

Luego, reordando que la euaión (2.3), mediante el ambio de variable z(x) = y(x)/x
de Leibnitz, se transforma en la euaión de variables separadas

x
dz

dx
= h(z)− z (2.5)

es direto ver que:
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(1) Si f(z) ≡ z entones la euaión (2.2) se redue a la euaión

dy

dx
=
y

x

uya urva integral general está dada por y = kx, x 6= 0 y x = 0, y 6= 0. Lo que orresponde,
on relaión al sistema (2.1), al aso a11 = a22 = λ, a12 = a21 = 0; o sea, al aso que (2.1) se

redue al sistema desaoplado

dx

dt
= λx,

dy

dt
= λy

uyo punto de equilibrio (0, 0) es un nodo estable o inestable, dependiendo si λ es negativa

o positiva.

y

x

nodo atrator

λ < 0

y

x

nodo repulsor

λ > 0

Figura 2: Nodos estables e inestables

(2) Si h(z) no es idéntiamente z entones es direto veri�ar que z = m es una soluión

onstante de la euaión (2.5) ssi m es un punto �jo de h(z), en uyo aso y = mx, x 6= 0 es

urva integral de la euaión (2.3).

2.2. Bajo iertas irunstanias para el análisis del sistema (2.1), es onveniente pensar

a la euaión homogénea

dy

dx
= h(

y

x
) en oordenadas polares. Es de interés observar que esta

euaión en oordenadas polares toma la forma

dr

dθ
= a(θ)r (2.6)

donde

a(θ) =
cos θ + sen θ h(tgθ)

cos θ h(tgθ)− sen θ

= −a11cos
2θ + (a12 + a21)cos θ sen θ + a22sen

2θ

a12cos2θ + (a11 − a22)cos θ sen θ − a21sen2θ

(2.7)

al onsiderar que h(z) está dada por (2.4), es laramente una funión 2π periódia.
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Ahora, reordando que el valor promedio ā de una funión periódia de periodo T > 0
se de�ne omo

ā =
1

T

∫ T

0

a(θ)dθ

se tiene el siguiente

Lema 2.1. Sea a(θ) una funión periódia de periodo T > 0:

(a) Si ā < 0 entones las soluiones (no triviales) de la euaión

dr

dθ
= a(θ)r tienden a ero

uando θ → ∞,

(b) Si ā > 0 entones las soluiones (no triviales) de la euaión

dr

dθ
= a(θ)r tienden a ∞

uando θ → ∞, y

() Si ā = 0 entones las soluiones (no triviales) de la euaión

dr

dθ
= a(θ)r son periódias

de periodo T .

ā < 0 ā > 0

ā = 0

Figura 3: Representaión Grá�a del Lema 2.1

Demostraión. Obsérvese que:

(1) Si ϕ(θ) es una soluión de la euaión

dr

dθ
= a(θ)r y ϕ(θ∗) = 0 entones, por el

teorema de existenia y uniidad, ϕ(θ) ≡ 0.

(2) Si ϕ(θ) es una soluión de la euaión

dr

dθ
= a(θ)r entones, debido a la periodiidad

de a(θ), se tiene que ψ(θ) ≡ ϕ(θ + T ) es también una soluión de la euaión

dr

dθ
= a(θ)r.

(3) Si ϕ(θ) y ψ(θ) son soluiones de la euaión

dr

dθ
= a(θ)r, ϕ(θ) no trivial, entones

existe c ∈ R tal que ψ(θ) = cϕ(θ). En efeto, basta on veri�ar que

d

dθ

(
ψ(θ)

ϕ(θ)

)
≡ 0.

(4) Conseuentemente, por (2) y (3), existe c ∈ R tal que ϕ(θ + T ) = cϕ(θ).

7



(5) Así, ϕ(θ) es una soluión periodia de periodo T de la euaión

dr

dθ
= a(θ)r ssi c = 1.

(6) Si | c |> 1 entones | ϕ(θ) |→ ∞, uando θ → ∞. Y si 0 <| c |< 1 entones ϕ(θ) → 0,
uando θ → ∞.

En efeto, dada ualquier suesión θn, θn → ∞, para ada θn existe kn ∈ N y ϑn ∈ [0, T ) tal
que θn = knT + ϑn. Luego entones se tiene que

ϕ(θn) = cknϕ(ϑn)

Ahora omo ϕ(θ) es una funión ontinua en [0, T ], existen µ y M tales que

0 < µ ≤| ϕ(θ) |≤M, para toda θ ∈ [0, T ]

Conseuentemente se tiene que

µ | c |kn ≤| ϕ(θn) |≤M | c |kn

De donde se sigue (6).

(7) Finalmente, veamos que c = eT ā
.

En efeto, reordando que soluión analítia ϕ(θ) de la euaión

dr

dθ
= a(θ)r está dada por

ϕ(θ) = r0 exp
(∫ θ

0
a(θ)dθ

)
, es direto ver, por (4), que c =

ϕ(θ + T )

ϕ(θ)
= exp

(∫ θ+T

θ
a(θ)dθ

)
.

Esto es, que c = eT ā
.

De (5), (6) y (7) se ompleta la demostraión del lema.

Regresando a nuestro sistema de euaiones (2.1), por el lema anterior, tendremos que su

estado de equilibrio (0, 0), será un foo estable o inestable, dependiendo de que ā sea menor

o mayor que ero, o bien un entro si ā = 0. En la seión 6 se probará que ā = Tr(A)/2.

Ejeriio 2.1. Si ϕ(x) es una soluión de la euaión y′ = h(y/x), demuestra que ψ(x̃) =def

k ϕ(x̃/k), (k 6= 0) es también soluión. Esto es, la transformaión x̃ = kx, ỹ = ky manda

soluiones en soluiones de la euaión y′ = h(y/x).

Ejeriio 2.2. * [Sot℄ Sea h : R → R de lase C1
y m ∈ R tq h(m) = m. Demuestra que

a). Si h′(m) < 1 entones ninguna soluión de la euaión

dy

dx
= h(

y

x
) (2.8)

es tangente en (0, 0) a la soluión y = mx.
b). Si h′(m) > 1 entones existe una in�nidad de soluiones de (2.8) tangentes en el

origen a la soluión y = mx.
NOTA. Dos funiones ϕ y ψ de�nidas para x > 0, se die que son tangentes en el origen

si

lim
x→0

ψ(x)− ϕ(x)

x
= 0
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Ejeriio 2.3. * En la búsqueda de ondiiones neesarias y su�ientes para que las urvas

integrales de la euaión

dy

dx
= h(

y

x
) (2.9)

representen urvas erradas alrededor del origen, desarrolla los inisos siguientes:

a). Muestra que la euaión (2.9), en oordenadas polares, se transforma en la euaión

en variables separadas (lineal)

dr

dθ
= a(θ) r , (2.10)

en donde

a(θ) =
cos θ + senθ h(tan θ)

cos θ h(tan θ)− senθ
. (2.11)

Sugerenia: Deriva, on respeto a θ, a la identidad r2 = x2 + y2.
b). Resribiendo (2.11) omo

a(θ) =
1 + tan θ h(tan θ)

h(tan θ)− tan θ
,

Demuestra que si h(tan θ0) = tan θ0, para algún θ0, entones y = kx, x 6= 0 on k =
tan θ0, es una urva integral de la euaión original (2.9). Esto es, si el denominador de a(θ)
se anula para algún valor de θ entones la euaión (2.9) no puede tener urvas integrales

erradas alrededor del origen.

). Demuestra que si a(θ) ≡ 0 entones r = cte. es la urva integral general de la euaión

(2.10), y on ello, de (2.9). Más aún, que la euaión (2.9) se redue a la euaión

dy

dx
= −x

y
.

d). Del iniso (a) se sigue que la euaión (2.9) tiene urvas integrales erradas ssi la

euaión (2.10) tiene soluiones periódias. Conluye.

Sugerenia: Usa el lema 2.1.

e). Más aún, bajo el supuesto que f(z) 6= z, pt z, sea

a =
1

2π

∫ 2π

0

a(θ) dθ .

Prueba que si a < 0 entones las soluiones de (2.9) tienden a 0 uando θ → ∞, y que

si a > 0 entones tales soluiones tienden a ∞ uando θ → ∞.

3 La euaión disriminante

En esta seión se estudian las ondiiones bajo las uáles la euaión homogénea

dy

dx
=
a21x+ a22y

a11x+ a12y
(3.1)

9



admite soluiones de la forma y = mx, x 6= 0. Lo que equivale a dar las ondiiones bajo las

uáles la funión (véase el punto (2) en el apartado 2.1 en la seión anterior)

h(z) =
a21 + a22z

a11 + a12z
(3.2)

respeto a la euaión en variables separadas

x
dz

dx
= h(z)− z (3.3)

tiene a m ∈ R omo punto �jo.

Y omo m ∈ R es un punto �jo de h(z) sí y solo si m es un ero real de la euaión

h(z)− z = 0, se sigue -para h(z) dada por (3.2)- que m debe ser una raíz real del polinomio

uadrátio

qA(z) = a12z
2 + (a11 − a22)z − a21 (3.4)

el uál se obtiene diretamente al sustituir (3.2) en h(z) − z = 0, y que de aquí en adelante

llamaremos polinomio disriminante asoiado al sistema (2.1).

2

Luego, el polinomio disriminante qA(z) tendrá dos, una o ninguna raíz real, dependiendo
del valor de su disriminante

∆q ≡ (a11 − a22)
2 + 4a12a21

Esto es, dependiendo de si ∆q es positivo, ero o negativo. El letor puede veri�ar direta-

mente que ∆q = ∆(A), donde

∆(A) ≡ [Tr(A)]2 − 4Dt(A) (3.7)

es el disriminante para la matriz

A =

[
a11 a12

a21 a22

]

asoiada al sistema (2.1), y en donde Tr(A) = a11 + a22 y Dt(A) = a11a22 − a12a21 son la

traza y el determinante de la misma matriz A.
Como resumen de esta disusión, se tiene el siguiente

2Esto presupone que ambos a12 y a21 no son simultáneamente igual a cero. Si no es el caso, entonces el
sistema (2.1) se reduce al sistema desacoplado

�

x= a11x,
�

y= a22y (3.5)

Y consecuentemente, la ecuación homogénea (3.1) se reduce a
dy

dx
= k

y

x
, con k =

a22
a11

, cuyas curvas integrales

están dadas por
y = c | x |k (3.6)

De (3.5) y (3.6) es directo describir la conducta geométrica de las soluciones del sistema (3.5) alrededor de
su punto de equilibrio (0, 0), en el plano de fases. Por otro lado, en lo que sigue se supondrá, sin pérdida
de generalidad, que a12 es distinto de cero. Si a12 = 0 entonces tomando el cambio de variable de Leibnitz

z(y) = x(y)/y, se obtiene la ecuación homogénea
dx

dy
= h(x/y) con h(z) =

a11z + a12
a21z + a22

. Así, hallar los puntos

fijos de h(z) significa hallar las raíces reales del polinomio cuadrático q∗(z) = a21z
2 + (a22 − a11)z − a12.
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Lema 3.1. La euaión homogénea

dy

dx
=
a21x+ a22y

a11x+ a12y

(a) tiene dos urvas integrales distintas de la forma y = mx, x 6= 0 ssi ∆(A) > 0.
(b) tiene una sola urva integral de la forma y = mx, x 6= 0 ssi ∆(A) = 0. Y,

() no tiene urvas integrales de la forma y = mx, x 6= 0 ssi ∆(A) < 0.

En la Fig. 4 que sigue se da una ilustraión geométriamente de este lema.

δ

τ

∆ = 0

Figura 4: Representaión grá�a del Lema Disriminante: δ ≡ Dt(A), τ ≡ Tr(A) y ∆ ≡ ∆(A);
∆ < 0 arriba de la parábola (∆ = 0), y ∆ > 0 abajo de ella.

Ejeriio 3.1. El el sistema de euaiones

dx

dt
= a11x+ a12y

dy

dt
= a21x+ a22y





(3.8)

al eliminar la variable �tiempo� t, se da lugar a la euaión homogénea

dx

dy
=

a11x+ a12y

a21x+ a122y
, (3.9)

la que a su vez, mediante el ambio de variable y z(y) = x(y), se puede reesribir omo

y
dz

dy
= f(z)− z, donde f(z) =

a11z + a12
a21z + a22

(3.10)

a) Si f(z) ≡ z , explia porque la soluión general de la euaión (3.9) está dada por

z = k, para y 6= 0. O equivalentemente, la soluión general de la euaión (3.8) está dada

por x = ky, para y 6= 0.
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b) Muestra que m ∈ R es una soluión de la euaión f(z)− z = 0 ssi m es soluión de

la euaión uadrátia

q(z) = 0, donde q(z) = a21z
2 + (a22 − a11)z − a12 (3.11)

y que el disriminante ∆q de esta euaión uadrátia qA(z) = 0, se puede reesribir omo

sigue

∆q = [Tr(A)]2 − 4Dt(A)

donde

A =

[
a11 a12

a21 a22

]
.

). Muestra que si ∆q > 0, entones las retas x = m1y y x = m2y, y 6= 0, donde m1 y

m2 son raíes reales de la euaión uadrátia (3.11), son urvas integrales de la euaión

(3.8), .

d) Muestra que si ∆q = 0, entones la euaión (3.8) admite sólo una urva integral de

la forma x = my ¾qué es m?.

e) Muestra que si ∆ < 0, entones la euaión homogénea (3.8) no admite urva integral

alguna de la forma x = my.

Ejeriio 3.2. Considera la euaión diferenial

y′ =
a21x+ a22y

a11x+ a12y
(3.12)

bajo el supuesto que el determinante Dt(A) de la matriz

A =

[
a11 a12

a21 a22

]
(3.13)

es diferente de ero.

a) Muestra que las isolinas de la euaión (3.12) son líneas retas por el origen.

b) Muestra que la isolina y = mx (m ∈ R) es soluión de la euaión (3.12) ssi m es

raíz real de la euaión disriminante qA(z) asoiada a (3.12), donde

qA(z) = a12z
2 + (a11 − a22)z − a21

) Muestra que la euaión (3.12) tiene isolinas que son soluión ssi

∆(A) ≡ [Tr(A)]2 − 4Dt(A) ≥ 0

d) Muestra que

h′(z) =
Dt(A)

(a11 + a12z)2
(3.14)

e) Demuestra la siguiente

Afm 1. Si Dt(A) > 0 y Tr(A)(≡ a11 + a22) < 0 entones las urvas integrales de la

euaión (3.12) son tangentes en el origen a la urva integral y = m2x, x 6= 0, donde

m1 < m2 son las raíes de la euaión disriminante qA(z) = 0.
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Sugerenia: (i) Muestra que ∆q = ∆(A); (ii) Muestra que λ1 = a11 + a12m1 y que

λ2 = a11+a12m2, donde λ1 y λ2, λ1 < λ2 son las raíes del polinomio araterístio pA(λ) =
λ2 − Tr(a)λ+Dt(A) asoiado a la matriz (3.13).

f) Demuestra la siguiente

Afm 2. Si Dt(A) > 0 y Tr(A) > 0 entones las urvas integrales de la euaión (3.12)

son tangentes en el origen a la urva integral y = m1x, x 6= 0.
g) Demuestra la siguiente

Afm 3. Si Dt(A) < 0 entones no hay urva integral de la euaión (3.12) que sea

tangente en el origen a las soluiones y = m1x, y = m2x, x 6= 0.

Ejeriio 3.3. Para ada una de las euaiones siguientes:

a) Dí si tiene isolinas que sean urva integral

y′ =
x− y

y − 3x
, y′ =

x+ 3y

x− 2y
,

dy

dx
=

x+ 8y

2x− 9y

b) Halla las isolinas que sean urva integral para ada una de las euaiones del iniso

anterior.

) Finalmente, después de dibujar algunas isolinas para ada una de las euaiones en

el iniso (a), desribe la onduta geométria de sus urvas integrales.

4 Análisis del aso ∆(A) > 0

Si ∆(A) > 0 entones el polinomio disriminante

qA(z) = a12z
2 + (a11 − a22)z − a21 (4.1)

tiene dos raíes reales m1 < m2. Y por ello, la euaión homogénea

dy

dx
=
a21x+ a22y

a11x+ a12y
(4.2)

tiene a las semi-retas y = m1x, x 6= 0 y y = m2x, x 6= 0 omo urvas integrales.

Ahora, observando que la euaión en variables separadas

x
dz

dx
=
a21 + a22z

a11 + a12z
− z

se puede reesribir omo

x
dz

dx
= − qA(z)

a11 + a12z

o bien omo

a12z + a11
a12(z −m1)(z −m2)

dz = −dx
x

al onsiderar que qA(z) = a12(z −m1)(z −m2). Y por lo tanto, omo

z + b

(z −m1)(z −m2)
dz = −dx

x
, con b =

a11
a12

(4.3)
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Ahora, efetuando la desomposiión en fraiones pariales del lado izquierdo de (4.3), se

tiene que

z + b

(z −m1)(z −m2)
=

A

z −m1
+

B

z −m2
(4.4)

donde

A =
a12m1 + a11
a12(m1 −m2)

B =
a12m2 + a11
a12(m1 −m2)





Pero ehando mano de las expresiones explíitas para m1 y m2; i.e., de

m1 =
−(a11 − a22)− δ∗

2a12

m2 =
−(a11 − a22) + δ∗

2a12

(δ∗ =
√

∆(A))





es direto veri�ar que

A = −λ1
δ∗
, y B =

λ2
δ∗

(4.5)

donde

λ1 =
Tr(A)− δ∗

2
, y λ2 =

Tr(A) + δ∗
2

(4.6)

son las raíes del polinomio araterístio

pA(λ) = λ2 − Tr(A)λ+Dt(A)

de la matriz

A =

[
a11 a12

a21 a22

]

asoiada al sistema de euaiones

�

x = a11x+ a12y
�

y = a21x+ a22y

Así, usando (4.5) en (4.4), se tiene que (4.3) se puede reesribir omo

(−λ1/δ∗
z −m1

+
λ2/δ∗
z −m2

)
dz = −dx

x

o bien omo

−λ1 dz
z −m1

+
λ2 dz

z −m2
= −δ∗

dx

x

De donde al integrar se obtiene que

| z −m1 |−λ1 | z −m2 |λ2 = c | x |−δ∗
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y onseuentemente, al sustituir z = y/x y al onsiderar que δ∗ = −λ1 + λ2 (lo uál se sigue

diretamente de (4.6)), se tiene que las urvas integrales de la euaión homogénea (4.2)

están dadas por

(y −m1x)
−λ1(y −m2x)

λ2 = c (4.7)

Luego, on el propósito de desribir geométriamente a estas urvas integrales, introdúzanse

las oordenadas

ξ = y −m2x y η = y −m1x (4.8)

en términos de las uáles la euaión (4.7) de las urvas integrales de la euaión homogénea

(4.2), toman la forma

η−λ1 ξλ2 = c (4.9)

Pasemos ahora onsiderar dos subasos, los uales a su vez se subdividen en varias posibili-

dades.

4.1 Subaso Dt(A) < 0

Veamos tres posibilidades:

4.1.1 Dt(A) < 0 y Tr(A) < 0.

Como Dt(A) = λ1 · λ2 y Tr(A) = λ1 + λ2, se tiene Dt(A) < 0 y Tr(A) < 0 signi�a

que λ1 < 0 < λ2 , on | λ1 |>| λ2 |. Luego entones, (4.9) se transforma en η−λ1/λ2 ξ =
k, on k = c1/λ2

, o bien en

ξ = kη−p, con p = −λ1
λ2

> 1 (4.10)

Por lo que las urvas integrales son urvas pareidas a hipérbolas que se pegan más rápida-

mente al eje de las η's.

4.1.2 Dt(A) < 0 y Tr(A) = 0.

Como la Tr(A) = 0, se tiene que λ1 = −λ2. Por lo que (4.9) se redue a

ξ η = k, con k = c−1/λ2
(4.11)

Por lo que las urvas integrales son hipérbolas equiláteras.

4.1.3 Dt(A) < 0 y Tr(A) > 0.

Que Dt(A) < 0 y Tr(A) > 0 signi�a que λ1 < 0 < λ2 , on | λ1 |<| λ2 |. Luego la euaión

(4.9) se puede reformular omo η ξ−λ2/λ1 = k, con k = c−1/λ1
, o sea omo

η = kξ−p, con p = −λ2/λ1 > 1 (4.12)

Euaión que desribe urvas pareidas a hipérbolas que se pegan más rápidamente al eje

de las η's.
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4.2 Subaso Dt(A) > 0

Por estudiar dos posibilidades:

4.2.1 Dt(A) > 0 y Tr(A) < 0.

Aquí Dt(A) > 0 y Tr(A) < 0 signi�a que λ1 < λ2 < 0, por lo que la euaión (4.9) se puede

replantear omo η−λ1/λ2 ξ = k, con k = c1/λ2
, o sea omo

ξ = kηp, con p = λ1/λ2 > 1 (4.13)

Euaión que desribe a urvas similares a parábolas on eje de simetría a lo largo del eje

de las ξ's.

4.2.2 Dt(A) > 0 y Tr(A) > 0.

Que Dt(A) > 0 y Tr(A) > 0 signi�a que 0 < λ1 < λ2. Luego la euaión (4.9) se puede

reformular omo η ξ−λ2/λ1 = k, con k = c−1/λ1
, o sea omo

η = kξp, con p = λ2/λ1 > 1 (4.14)

Euaión que desribe urvas pareidas a parábolas on eje de simetría a lo largo del eje de

las η's.

ξ = kηp

ξ

η

ξ = kη−p

ξ

η

ξη = k

ξ

η = kξ−p

ξ

η

η = kξp

ξ

η

δ

τ

∆ = 0

nodos impropiosnodos impropios

puntos silla

Figura 5: Reapitulaión grá�a del Tma. Gral. de Clasi�aión de los sistemas lineales de primer

orden en el plano: Caso ∆(A) > 0.
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5 Análisis del aso ∆(A) = 0

Si ∆(A) = 0 entones el polinomio disriminante

qA(z) = a12z
2 + (a11 − a22)z − a21 (5.1)

tiene una sola raíz real m. Y por ello, la euaión homogénea

dy

dx
=
a21x+ a22y

a11x+ a12y
(5.2)

tiene solo a la semi-reta y = mx, x 6= 0 omo urva integral.

Ahora, omo m ∈ R es una raíz de multipliidad 2 del polinomio disriminante (5.1), se

tiene que tal polinomio se puede reesribir omo q∗(z) = a12(z−m)2. Conseuentemente, la

euaión on variables separadas

a12z + a11
qA(z)

dz = −dx
x

que resulta de apliar el ambio de variable de Leibnitz z = y/x a la euaión homogénea

(5.2), se puede reformular omo

z + b

z2 − 2mz +m2
dz = −dx

x
, con b =

a11
a12

o sea omo

1

2

2z − 2m

z2 − 2mz +m2
+ (b+m)

du

u2
= − dx

x
, donde u = z −m

Así, integrando de obtiene que

ln | z −m | −p−1(z −m) = − ln(c | x |), donde p−1 = b+m =
λ∗
a12

3

o sea que

ln | z −m | + ln c | x |= p−1

z −m

o bien que

1

λ∗
ln c (y −mx) =

a−1
12 x

y −mx

De donde, al introduir las oordenadas ξ = a−1
12 x, η = y−mx, se onluye que las urvas

integrales de la euaión homogénea (5.2) están dadas por la euaión

ξ = η ln k ηq, donde q =
1

λ∗
(5.3)

3Aquí, λ∗ es la raíz doble del polinomio característico pA(λ) = λ2 − Tr(A)λ+Dt(A).
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y k = cq. Ahora, tomando en uenta que

dξ

dη
= ln k ηq + q

se sigue que

dξ

dη
= 0 ssi ln k ηq + q = 0. Esto es, ssi η(ln k ηq + q) = 0, con η 6= 0. O sea,

dξ

dη
= 0 ssi ξ + q η = 0.

Lo que die que las urvas integrales (5.3) ortan a la reta ξ + q η = 0 paralelamente al eje

de las η's. En la Fig. 6 que sigue se ilustra el omportamiento geométrio de estas urvas

en el sistema de oordenadas ξ = a−1
12 x, η = y −mx.

η

x(x, 0)

(ξ, 0)

(ξ, η)

(0, η)
ξ

y = mx+ η

ξ + qη = 0

ξ = η ln kηq

Figura 6: Representaión Grá�a de Nodos impropios, aso ∆(A) = 0.
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Y en la Fig. 7 que viene a ontinuaión se resume la disusión de las dos últimas seiones.

ξ = kηp

ξ

η

ξ = kη−p

ξ

η

ξη = k

ξ

η = kξ−p

ξ

η

η = kξp

ξ

η

ξ = η ln k ηp

ξ ξ

δ

τ

∆ = 0

nodos impropios

nodos impropios

puntos silla

nodonodo

Figura 7: Reapitulaión grá�a del Tma. Gral. de Clasi�aión de los sistemas lineales de primer

orden en el plano: Caso ∆(A) ≤ 0.

Ejemplo 5.1. Considérese el sistema de euaiones:

�

x = 2 x+ y
�

y = −3y
(5.4)

Para el ual se tiene que τ = −1, δ = −6 y ∆ = 23; luego su soluión de equilibrio (0, 0) es
un punto silla.

Después de eliminar la variable independiente en este sistema se obtiene la euaión ho-

mogénea:

dy

dx
=

−3y

2x+ y
(5.5)

que bajo el ambio de variable z = y/x se transforma en la euaión de variables separadas:

x
dz

dx
=

−3z

2 + z
− z

uyo polinomio disriminante es q(z) = z(z+5). Por lo que tiene a y = 0, y+5x = 0, x 6= 0
omo urvas integrales.
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Ahora, resribiendo a esta euaión omo:

z + 2

z(z + 5)
dz = −dx

x

hallando la desomposiión en fraiones pariales de la funión

z+2
z(z+5)

, se tiene esta euaión

se puede resribir omo:

(
2/5

z
+

3/5

z + 5
)dz = −dx

x

de donde integrando se obtiene que

2
5
ln |z|+ 3

5
ln |z+5| = ln c1/5|x|−1

, o bien que |z|2 |z+5|3 =
c|x|−5

. De donde se sigue las urvas integrales de la euaión (5.5) están dadas por

y2(y + 5x)3 = c

Expresión que en términos de las nuevas variables ξ = y + 5x y η = y, toma la forma:

η = cξ−3/2

6 Análisis del aso ∆(A) < 0

Ahora omo ∆(A) < 0, el polinomio disriminante qA(z) = a12z
2 + (a11 − a22)z − a21 no

admite raíes reales. Y por ello, la euaión homogénea

dy

dx
=
a21x+ a22y

a11x+ a12y
(6.1)

no admite urvas integrales de la forma y = mx, con x 6= 0. Lo que sugiere reonsiderar al

sistema bajo estudio

�

x = a11x+ a12y
�

y = a21x+ a22y
(6.2)

en oordenadas polares.

Es direto, aúnque un poo tedioso, veri�ar que el sistema (6.2) en oordenadas polares

toma la forma

�

r = p(θ)r, con p(θ) ≡ p(cos θ, sen θ)
�

θ = q(θ), con q(θ) ≡ q(cos θ, sen θ)
(6.3)

donde

p(u, v) = a11u
2 + (a12 + a21)uv + a22v

2

q(u, v) = a12u
2 + (a22 − a11)uv − a12v

2
(6.4)

Lema 6.1. Si ∆(A) < 0 entones

(a) q(u, v) es positiva de�nida (i.e., q(u, v) > 0, para toda (u, v) 6= (0, 0), si a12 > 0). Y,
(b) q(u, v) es negativa de�nida (i.e., q(u, v) < 0, para toda (u, v) 6= (0, 0), si a12 < 0).
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Demostraión. Si a12 > 0 entones, ompletando uadrados, se tiene que

q(u, v) =

(
√
a21 u+

a22 − a11
2
√
a21

v

)2

−
(
a12 +

(a22 − a11)
2

4a21

)
v2

=

(
√
a21 u+

a22 − a11
2
√
a21

v

)2

−
(
(a11 + a22)

2 − 4(a11a22 − a12a21)

4a21

)
v2

O sea que

q(u, v) =

(√
a21 u+

a22 − a11
2
√
a21

v

)2

+ γ v2, γ = −∆(A)

4a21
> 0

Luego entones se sigue que q(u, v) > 0, para toda (u, v) 6= (0, 0). Por otro lado, si q(u, v) = 0
entones √

a21 u+
a22 − a11
2
√
a21

v = 0

v = 0

lo que implia que u = 0 y v = 0. Por lo que, q(u, v) = 0 ssi (u, v) = (0, 0).
Para el aso que a21 < 0, basta tomar q̃(u, v) ≡ −q(u, v). Pues así, ã21 = −a21 > 0.

Conseuentemente, por lo anterior, q̃(u, v) es positiva de�nida. De donde se onluye que

q(u, v) es negativa de�nida.

Ahora, eliminando la variable independiente t en el sistema (6.3), se obtiene la euaión

lineal homogénea

dr

dθ
= a(θ)r, con a(θ) ≡ p(θ)

q(θ)
.

Corollario 6.1. Si ∆(A) < 0 entones la funión a(θ) ≡ p(θ)

q(θ)
es una funión ontinua y

periódia de periodo 2π.

Se sigue del heho que p(θ) y q(θ) son funiones uadrátias en cos θ y sen θ, y que (por

el lema 6.1), q(θ) es siempre positivo, o siempre negativo.

El letor puede estableer sin di�ultad las siguientes dos identidades:

2p(θ) = Tr(A) + (a11 − a22)cos 2θ + (a12 + a21)sen 2θ

2q(θ) = (a21 − a12) + (a21 + a12)cos 2θ + (a22 − a11)sen 2θ

}
(6.5)

Reordando que

ā =
1

2π

∫ 2π

0

a(θ)dθ

se tiene la siguiente

Proposiión 6.1. Para la funión 2π-periódia a(θ) ≡ p(θ)

q(θ)
, se umple que

ā =
Tr(A)

2
(6.6)
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Demostraión. Tomando Q(θ) = 2q(θ), de las identidades (6.5) se sigue que

a(θ) =
Tr(A)

Q(θ)
+

(a11 − a22)cos 2θ + (a12 + a21)sen 2θ

Q(θ)

o sea que

a(θ) =
Tr(A)

2

1

q(θ)
− 1

2

d

dθ
Q(θ)

Q(θ)

o bien que

a(θ) =
Tr(A)

2

1

q(θ)
− 1

2

d

dθ
lnQ(θ)

De donde se sigue que

ā =
1

2π

∫ 2π

0

a(θ) dθ

=
1

2π

Tr(A)

2

∫ 2π

0

dθ

q(θ)
− 1

4π
ln

Q(2π)

Q(0)

Ahora, omo Q(θ) es 2π-periódia, el último término de la última igualdad es igual a ero.

Por lo tanto, se tiene que

ā =
1

2π

Tr(A)

2

∫ 2π

0

dθ

q(θ)

Y omo de la segunda euaión del sistema (6.3) se obtiene que dt =
dθ

q(θ)
, se tiene que

ā =
1

2π

Tr(A)

2

∫ 2π

0

dt =
Tr(A)

2

Como resumen de la disusión de esta seión, se tiene el siguiente

Teorema 6.1. Bajo la ondiión que ∆(A) < 0:
(a) Si Tr(A) < 0 entones las urvas integrales de la euaión homogénea (6.1), tienden al

origen en forma de espiral.

(b) Si Tr(A) = 0 entones las urvas integrales de la euaión homogénea (6.1) son urvas

erradas alrededor del origen.

() Si Tr(A) > 0 entones las urvas integrales de la euaión homogénea (6.1), se alejan

del origen en forma de espiral.

Cuya demostraión se sigue diretamente de la proposiión anterior y del lema 2.1. En

la �gura 8, se resume toda la disusión heha hasta aquí.
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ξ = kηp

ξ

η

ξ = kη−p

ξ

η

ξη = k

ξ

η = kξ−p

ξ

η

η = kξp

ξ

η

ξ = η ln k ηp

ξ ξ

δ

τ

∆ = 0

nodos impropios

nodos impropios

puntos silla

nodonodo

entro

foo atrator foo fuente

Figura 8: Reapitulaión grá�a de las urvas integrales en el Teorema de Clasi�aión General de

los sistemas lineales de primer orden en el plano.
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Ejeriio 6.1. Considera a la euaión homogénea

dy

dx
=
bx+ ay

ax− by
(6.7)

on b > 0, se obtiene de eliminar la variable independiente t en el sistema

.
x = ax− by
.
y = bx+ ay

(6.8)

¾Cuánto vale su disriminante? ¾Admite la euaión (6.7) urvas integrales de la forma

y = mx, x 6= 0?
a). Muestra que la euaión (6.7) en oordenadas polares toma la forma

r = ceγθ, c = k−1
(6.9)

¾De que tipo es la soluión de equilibrio del sistema (6.8)? Considera todos los asos posibles.

Sugerenia: Observa que Tr[A] = 2a.

). Muestra que en oordenadas polares, la euaión (6.8) toma la forma

dr

dθ
= γ r uya

soluión general está dada, preisamente, por la euaión (6.9).

7 Trayetorias soluión para el aso ∆(A) > 0

Hasta ahora se ha visto que al eliminar la variable independiente en el sistema

�

x = a11x+ a12y
�

y = a21x+ a22y
(7.1)

se obtiene la euaión homogénea

dy

dx
=
a21x+ a22y

a11x+ a12y
(7.2)

la uál, si ∆(A) > 0, admite dos urvas integrales de la forma y = m1x, y y = m2x, x 6= 0,
donde m1 < m2 son las raíes reales del polinomio disriminante qA(z) = a12z

2 + (a11 −
a22)z − a21. Más aún, en el sistema de oordenadas η = y −m1x, ξ = y −m2x, las urvas
integrales de la euaión homogénea (7.2), están dadas por

η−λ1 ξλ2 = c

El propósito de la presente seión en mostrar que el sistema (7.1) en el sistema de oorde-

nadas ξ, η se redue al sistema desaoplado

dξ

dt
= λ1ξ,

dη

dt
= λ2η (7.3)
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donde λ1 = a12m1 + a11 y λ2 = a12m2 + a11, si a12 > 0, 4

son las raíes reales del polinomio

arater±tio pA(λ) = λ2 − Tr(A)λ+Dt(A).
En efeto, véase que

�

ξ =
�

y −m2
�

x

= (a21x+ a22y)−m2(a11x+ a12y)

= (a21 −m2a11)x+ (a22 −m2a12)y

y omo y = ξ +m2x, se sigue que

�

ξ = (a21 −m2a11)x+ (a22 −m2a12)(ξ +m2x)

= [(a21 −m2a11) + (a22 −m2a12)m2]x+ (a22 −m2a12)ξ

= −(a12m
2
2 + (a11 − a22)m2 − a21)x+ (a22 −m2a12)ξ

o sea que

�

ξ= −qA(m2) + (a22 −m2a12)ξ

o bien, omo qA(m1) = 0, que
�

ξ= (a22 −m2a12)ξ

Por otro lado, se veri�a que

a22 −m2a12 = a22 − (
−(a11 − a22) + δ∗

2a12
) a12

= a22 +
(a11 − a22)− δ∗

2

=
(a11 + a22)− δ∗

2
= λ1

En onlusión, se tiene que

�

ξ= λ1 ξ

omo se quería mostrar.

De manera ompletamente análoga, se muestra que

�

η= λ2 η

Ahora bien, omo la soluión general del sistema (7.3) está dada por

ξ = c1e
λ1t , η = c2e

λ2t

para Dt(A) < 0 (lo que signi�a que λ1 < 0 < λ2), se tiene que

ξ → 0 y | η |→ ∞, uando t→ ∞.

4En otro caso, λ1 = a12m2 + a11 y λ2 = a12m1 + a11
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Mientras que para Dt(A) > 0 y Tr(A) < 0 (lo que signi�a que λ1 < λ2 < 0), se tiene

que

ξ, η → 0, uando t→ ∞.

Y que para Dt(A) > 0 y Tr(A) > 0 (lo que signi�a que 0 < λ1 < λ2), se tiene que

| ξ |, | η |→ ∞ uando t→ ∞.

8 Trayetorias soluión para el aso ∆(A) = 0

Para el estudio de las trayetorias soluión del sistema lineal

�

x = a11x+ a12y
�

y = a21x+ a22y

uando ∆(A) = 0 (i.e., uando el polinomio disriminante q∗(z) tiene una sóla raíz real m
de multipliidad dos), veamos que en las oordenadas x, η, este sistema se transforma en

�

ξ = λ∗ξ + η
�

η = λ∗ η
(8.1)

donde λ∗ es la raíz doble del orrespondiente polinomio araterístio pA(λ).
En efeto, proediendo de manera similar al aso anterior, derivando a η = y −mx, on

respeto a t, se obtiene que

�

η= −q∗(m)x+ (a22 −ma12)η (8.2)

Ahora, dado que la raíz doble m de q∗(z) está dada por m = −a11 − a22
2a12

, es inmediato ver

que

a22 −ma12 = a22 − a12

(
−a11 − a22

2a12

)
=
a11 + a22

2
= λ∗

Conseuentemente, (8.2) se redue a la euaión

�

η= λ∗ η (8.3)

que el preisamente la segunda euaión el sistema reduido (8.1).

Por otro lado, omo y = mx+ η, se tiene que

�

x = a11x+ a12y

= (a11 + a12m)x+ a12η

o bien que

�

x= λ∗ x+ a12η (8.4)

26



pues es direto ver que

a11 + a12m = a11 + a12

(
−a11 − a22

2a12

)
=
a11 + a22

2
= λ∗

Así, si se introdue la variable ξ = a−1
12 x entones (8.4) se redue a

�

ξ= λ∗ ξ + η

que es preisamente la primera euaión del sistema reduido (8.1).

Por último, omo la soluión general del sistema reduido (8.1) orrespondiente al aso

∆(A) = 0, está dada por

ξ = (c1 + c2t)e
λ∗ t, η = c2e

λ∗ t

se sigue que

1. Si Tr(A) < 0 (i.e., λ∗[= Tr(A)/2] < 0) entones

ξ(t), η(t) → 0 , t→ ∞

2. Si Tr(A) > 0 (i.e., λ∗[= Tr(A)/2] > 0) entones

| ξ(t) |, | η(t) |→ 0 , t→ ∞

Con esto, queda ompleta la demostraión del teorema de lasi�aión de los puntos de

equilibrio de los sistemas lineales EDO's on oe�ientes onstantes en el plano.

9 Forma normal de los sistemas lineales de primer orden

en el plano de fases para el aso ∆(A) < 0.

En las últimas dos seiones se ha visto que el sistema de euaiones difereniales de primer

orden

�

x = a11x+ a12y
�

y = a21x+ a22y
(9.1)

se redue, en el sistema de oordenadas η vs. ξ a una de las siguientes formas anónias:

a) Para ∆(A) > 0:
�

ξ= λ1ξ
�

η= λ1η

b) Para ∆(A) = 0:
�

ξ= λ∗ξ + η
�

η= λ∗ η

En esta última seión, se presenta un estudio omplementario a la disusión heha en la

seión 6, para este aso ∆(A) < 0. Espeí�amente se halla la forma anónia del sistema

(9.1), a partir de la uál se da la desripión analítia de sus trayetorias soluión.
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x = η ln k ηp

ξ = kηp

ξ = kη−p ξη = k η = kξ−p

η = kξp

δ

τ

∆ = 0

nodos i. fuentenodos i. atractores

puntos silla

nodo fuentenodo atractor

centro

foco atractor foco fuente

Figura 9: Representaión grá�a del Teorema de Clasi�aión General de los sistemas lineales de

EDO's de primer orden en el plano de fases.
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Como para el aso ∆(A) < 0, las raíes del polinomio disriminante qA(z) son omplejo

onjugadas. Esto es, si m2 = α+ i β entones m1 = α− i β, luego se tiene que el ambio de

oordenadas

ξ = y −m2x , η = y −m2x

toma valores en los números omplejos. Pero, al separar las partes real e imaginaria, es

direto ver que se pueden reesribir omo ξ = u+ iv, η = u− iv, donde

u = y − αx

v = βx
(9.2)

Claramente, estas nuevas oordenadas u y v toman valores reales, para valores reales de x y

y.
En lo que sigue se verá que en las oordenadas u − v dadas en (9.2), el sistema de

euaiones difereniales (9.1) se transforma en

�

u = au− bv
�

v = bu+ av
(9.3)

en donde a y b son la parte real e imaginaria de las raíes omplejas λ∗ = a ± ib, b > 0 del

polinomio araterístio pA(λ) = λ2 − Tr(A)λ+Dt(A). Esto es,

a =
Tr(A)

2

b =

√
−∆(A)

2





(9.4)

Proediendo de manera análoga a las seiones 7 y 8, se ve que derivando u = y − αx
respeto a t, se tiene que

�

u =
�

y −α �

x

= (a21 − αa11)x+ (a22 − αa12)y

luego, omo y = αx+ u, se sigue que

�

u = (a21 − αa11)x+ (a22 − αa12)(αx+ u)

= −qA(α)x+ (a22 − αa12)u

o bien, omo x = v/β, que
�

u= −qA(α)
β

v + (a22 − αa12)u (9.5)

Ahora, reordando que si m2 = α + iβ, es raíz de qA(z) entones

α =
a22 − a11
2a12

β =

√
−∆(A)

2a12





(9.6)
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y tomando en uenta a (9.4), se tiene que

a22 − αa12 = a

Conseuentemente, se tiene que (9.5) se redue a

�

u= au− qA(α)

β
v (9.7)

Mientras, onsiderando que 0 = qA(m2) = qA(α + iβ), y que

qA(α + iβ) = a12(α + iβ)2 + (a11 − a22)(α + iβ)− a21

= (qA(α)− a12β
2) + i(2α + (a11 − a22))β

se sigue, que qA(α) = a12β
2
. Luego, por (9.4) y (9.6), se obtiene que

qA(α)

β
= a12β =

√
−∆(A)

2
= b (9.8)

Por lo que, (9.7) toma �nalmente la forma

�

u= au− bv (9.9)

Por otro lado, derivando v = βx respeto a t, se tiene que

�

v = β
�

x

= a11βx+ a12β(αx+ u)

= (a11 + αa12)βx+ βa12u

o bien, por (9.8), que

�

v= bu+ (a11 + αa12)v (9.10)

Y omo

a11 + αa12 = a11 +

(
a22 − a11
2a12

)
a12 =

a11 + a22
2

=
Tr(A)

2
= a

Se sigue que (9.10) se redue �nalmente a

�

v= bu+ av (9.11)

En onlusión, si ∆q = ∆(A) < 0 entones el sistema (9.1), en las oordenadas u y v
dadas por (9.2), se redue al sistema formado por las euaiones (9.9) y (9.11), o sea al

sistema (9.3), omo se quería probar.

Ejeriio 9.1. Demuestra que la euaión homogénea

dv

du
=
bu+ av

au− bv
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que se obtiene del sistema (9.3) al eliminar la variable independiente t, en oordenadas

polares, se redue a la euaión lineal homogénea

dr

dθ
= γr, γ = a/b

uya soluión general está dada por

r = c eγ θ

De donde onluye que el estado de equilibrio del sistema (9.1) es un foo estable o inestable,

dependiendo de si Tr(A) (= 2a) es negativa o positiva, o bien un entro si Tr(A) = 0. Lo

que orrobora el análisis heho en la seión 6.

Referenes

[Frd℄ Lester R. FORD, Di�erential Equations, MGraw-Hill, New York, Toronto, London,

1955.

[Sot℄ Sotomayor J., Lições de equações difereniais ordinárias, IMPA, 1979.

[Rxn℄ Roxin E.O., Ordinary Di�erential Equations, Wadsworth Publishing Co., Belmomt,

California, 1972.

31


