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Abstract

Con excepcion del bien conocido libro de Ford |Frd|, la demostracion que usualmente
aparece en los libros de texto de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO’s) del teo-
rema de clasificaciéon de las soluciones de equilibrio de un sistema de primer orden de
EDO’s con coeficientes constantes en el plano, hace uso de conocimientos basicos del
Algebra Lineal. Y si bien estos requisitos (autovalores y autovectores de una matriz)
no se pueden considerar exigentes, resulta de interés presentar una demostracion de
este teorema sin auxilio de tales requerimientos. El objetivo de este trabajo es dar una
demostracion del teorema en cuestion usando nociones bésicas sobre los métodos de
resolucion de la de la ecuacion diferencial homogénea y' = h(y/x) (i.e., reduciendo a tal
ecuacion a una de variables separadas via el cambio de variable de Leibnitz z = y/z, o
bien mediante el cambio de coordenadas de cartesianas a polares) y de nociones también
bésicas de las propiedades geométricas de sus soluciones.

1 Introducciéon

La demostracion que usualmente -con excepcion del libro de texto de Ford |Frd|- aparece en
los libros de EDO’s del teorema de clasificacion general de los sistemas lineales de EDO’s de
primer orden con coeficientes constantes en el plano de fases (véase la Fig.1 abajo, para una
descripcion grafica de este teorema), hace uso de conocimientos basicos del Algebra Lineal.
Y atn cuando estos requisitos no se pueden considerar exigentes, es de gran interés poder
presentar, en un primer curso, una demostracion lo mas elemental posible de este teorema
central, recurriendo a conocimientos previamente vistos en el mismo primer curso de EDO’s.
El objetivo de este trabajo es dar una demostracion del teorema antes referido echando mano
de solo de conocimientos previos sobre: (1) la resolucion y propiedades geométricas de las
soluciones de la ecuacion homogénea y' = h(y/z), y (2) el comportamiento geométrico de
las soluciones de la ecuacion ' = a(@)r con a(f) una funcion 27 periodica.

En fin, el proposito de este trabajo es presentar una demostracion alternativa y elemental
del siguiente:
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Figura 1: Tma. de Clasificacion Gral. de sistemas lineales de EDO’s de primer orden en el plano.
Aqui, 7 = Tr(A), § = Det(A)y A = A(A) = 72 — 46, donde A € R?**2 es la matriz dada en (1.1))
asociada al sistema lineal de EDO’s (1.2), que aparecen enseguida.




Teorema. Para el sistema lineal

r = allx—l—algy

U = anr+any
se tiene que:
(a) Sid <0 entonces su solucion de equilibrio es un punto silla.

(b) Si 0 >0y A <0 entonces su solucion de equilibrio es un foco; estable si T < 0 e
inestable st T > 0.

() Si0 >0y A >0 entonces su solucion de equilibrio es un nodo; estable si T < 0 e
inestable st T > 0.

(d) Si0>0yT7=0 entonces su solucion de equilibrio es un centro.

A continuacion se describe el contenido del presente trabajo. En la seccion 2, con el
proposito de hacer este trabajo autocontenido, se revisan los requerimientos sobre las propie-
dades geométricas de las soluciones de la ecuacion homogénea y' = h(y/x). En particular, se
ve que la ecuacion homogénea y' = h(y/x) tiene curvas integrales de la forma y = max, x # 0,
ssim es un punto fijo de h(z), y que las soluciones de la ecuacion lineal homogénea ' = a(0)r
con a(f) una funcion 27 periodica, tienden a 0 cuando § — oo si @ > 0, que tienden a oo si
a < 0, y que son 27 periddicas si a = 0, donde

1 [

a(0)do

a=—
2T 0

En la seccion 3, se dan las condiciones necesarias y suficientes para que la ecuacion homogénea,

,_ G+ amy
ay + a2y

la cudl se obtiene del sistema de EDO’s de primer orden

i’ = a11x + a2y (1 1)

U = anw+any
al eliminar la variable independiente ¢, tenga curvas integrales de la forma y = max,  # 0 L

qa(z) = arp?® + (11 — ag2)z — ag

!Bajo el supuesto que aj2 y as; son ambas no nulas, pues en caso contrario el sistema (1.1) se reduce a

un sistema desacoplado
dx

_ Yy _
— — @117, —, = a22Yy

dt dt
y su estudio es directo dejandolo al lector.



La seccion 4 es la méas extensa, ahi se discute el caso A(A) > 0, donde aparecen los puntos
silla para Dt(A) < 0y los nodos impropios si Dt(A) > 0, en donde Dt(A) = aqy1a92 — ajoa
denota al determinate de la matriz

A=

a1l Gi12 ] (1.2)

G21  A22

asociada al sistema de primer orden de EDO’s (1.1).

En la seccion 5, se estudia el caso A(A) = 0, donde también aparecen los nodos impropios
no genéricos. En la seccion 6, se analiza el caso A(A) < 0, caso en el cual tienen lugar los
focos si Tr(A) # 0y los centros si Tr(A) = 0, donde Tr(A) = a1 + aze denota a la traza de
la matriz A dada en (1.2). En la seccion 7, se discute la reduccion del sistema (1.1), para el
caso A(A) < 0 a uno diagonal en el sistema de coordenadas &, . Mientras que en la seccion
8, se trata la reduccion del mismo sistema (1.2) al sistema

r = Xx + 7
n = + An
Y por ultimo, en la seccion 9, para el caso A(A) < 0, se ve la reduccion del sistema (1.1) al

sistema de la forma
U = au—bv

v = bu+av

Ejercicio 1.1. Con el sdlo cdilculo de 6 = Dt(A), 7 =Tr(A) y A =72 — 45 (discriminante
de A), determina el tipo de la solucion de equilibrio (punto silla, nodo, foco ¢ centro) del
sistema r= Az, donde

1 2 (31 9
(@ A:_3 4] (t) A:_l 3] (¢) A:_—1 —2]
(d) A= ;‘;] © A=|, | @ a- i‘i]
3 g 44 01
w a=| ] _3] ma=|"1 0 oas| ] _1]

Describe su estabilidad. ;Cudles de ellos son genéricos?

Ejercicio 1.2. * El modelo matemdtico del sistema mecdnico consistente de un objeto de
masa m atado a un resorte con constante de Hooke k y con resistencia del medio proporcional
a su velocidad (con constante de proporcionalidad v), el cudl se mueve sobre una linea recta
horizontal estd dado por la ecuacion diferencial

max+va+kr=0



a) Muestra que esta ecuacion se transforma en el siguiente sistema de ecuaciones lineales de
primer orden en el plano. ;De qué tipo es su solucion de equilibrio?

Sugerencia: Introduce la variable y =.
b) En cualquier caso, muestra que la solucion de equilibrio de este sistema es siempre (asin-
toticamente) estable. Interpreta fisicamente.

2 Antecedentes

En esta seccion se repasan algunos prerrequisitos a cerca del sistema de primer orden de
EDQO’s en el plano con relacion a la ecuacion homogénea y' = h(y/x).

2.1. Si la matriz
@11 A12
Q21 A22

es no-singular (i.e., Dt(A) # 0) entonces (x,y) = (0,0) es la Gnica solucion (aislada) de
equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales

A:

i = a11x + a2y (2 1)

Z'/ = agllﬁ‘l'aggy

La pregunta es ;Cudl es el comportamiento geométrico de las soluciones del sistema (2.1)
alrededor de su solucion de equilibrio? A la respuesta de esta pregunta esta dedicado el
presente trabajo y para poder responderla, se hacen antes algunas consideraciones.

Para empezar, es conveniente observar que el sistema (2.1), por ser lineal y de coefi-
cientes constantes, es globalmente Lipschitz. Consecuentemente sus trayectorias solucion
estan definidas para toda ¢t € R. Y que al eliminar la variable independiente (i.e., la variable
t) en el sistema (2.1) se da lugar a la ecuacion homogénea

dy — anx + axny

= 2.2
dx a1T + a2y ( )
o sea, a la ecuacion de la forma
dy Y
— = h(= 2.3
Y2y (23)
con Qo1 + G922
hz) = 2% (2.4)
ai + a2z

donde el punto de equilibrio (0, 0) del sistema (2.1) es ahora un punto singular de la ecuacion
homogénea (2.3).

Luego, recordando que la ecuacion (2.3), mediante el cambio de variable z(x) = y(x)/z
de Leibnitz, se transforma en la ecuacion de variables separadas

dz
T = h(z) — =z (2.5)

es directo ver que:



(1) Si f(z) = z entonces la ecuacion (2.2) se reduce a la ecuacion

dy _y
de «x

cuya curva integral general estd dada pory = kx, v # 0y 2 = 0, y # 0. Lo que corresponde,

con relacion al sistema (2.1), al caso a1; = ag = A, a12 = as; = 0; 0 sea, al caso que (2.1) se

reduce al sistema desacoplado

d d
T dy

a " w

cuyo punto de equilibrio (0,0) es un nodo estable o inestable, dependiendo si A es negativa
0 positiva.

Ay

Y Y

nodo atractor nodo repulsor
A<0 A>0

Figura 2: Nodos estables e inestables

(2) Si h(2) no es idénticamente z entonces es directo verificar que z = m es una solucion
constante de la ecuacion (2.5) ssi m es un punto fijo de h(z), en cuyo caso y = mx, x # 0 es
curva integral de la ecuacion (2.3).

2.2. Bajo ciertas circunstancias para el anéalisis del sistema (2.1), es conveniente pensar

: d :
a la ecuacion homogénea Y _ h(g) en coordenadas polares. Es de interés observar que esta

ecuacion en coordenadas polares toma la forma

dr
i a(0)r (2.6)

donde
cos 0 + sen 0 h(tgh)

cos 0 h(tgl) — sen @
B a11c08%0 + (a3 + az )cos 0 sen O + asysen®d

a(f)

(2.7)

a12€08%0 + (a11 — agg)cos O sen O — agysen6

al considerar que h(z) estd dada por (2.4), es claramente una funcion 27 periddica.
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Ahora, recordando que el valor promedio @ de una funcién peridédica de periodo T" > 0

se define como
1 T
a= T/o a(0)do

se tiene el siguiente

Lema 2.1. Sea a(f) una funcion periddica de periodo T > 0:

dr
(a) Sia <0 entonces las soluciones (no triviales) de la ecuacion i a(0)r tienden a cero

cuando 0 — oo,

dr
(b) Si a > 0 entonces las soluciones (no triviales) de la ecuacion — = a(0)r tienden a co
cuando 0 — oo, y
dr
(¢) Sia =0 entonces las soluciones (no triviales) de la ecuacion i a(0)r son periddicas
de periodo T'.
[ J ( J
a<0 a>0

Figura 3: Representacion Grafica del Lema 2.1

Demostracion. Obsérvese que:
d
(1) Si ¢(#) es una solucion de la ecuacion d_g = a(f)r y ¢(0*) = 0 entonces, por el
teorema de existencia y unicidad, ¢(#) = 0.

d
(2) Si (#) es una solucion de la ecuacion d—g = a(0)r entonces, debido a la periodicidad

de a(0), se tiene que ¥ (6) = ¢(0 + T') es también una soluciéon de la ecuacion o a(0)r.

dé
d
(3) Si p(#) y () son soluciones de la ecuacion d_g = a(0)r, ¢(f) no trivial, entonces
d 0
existe ¢ € R tal que (6) = cp(f). En efecto, basta con verificar que 7 (%) =0

(4) Consecuentemente, por (2) y (3), existe ¢ € R tal que (0 +T') = cp(6).

7



(5) Asi, ¢(0) es una soluciéon periodica de periodo T' de la ecuacion o a(@)r ssic = 1.

(6) Si| ¢ |> 1 entonces | ¢(f) | = 0o, cuando § — co. Y si 0 <| ¢ |< 1 entonces ¢(6) — 0,
cuando 0 — oo.
En efecto, dada cualquier sucesion 6, 6,, — oo, para cada 6, existe k,, € Ny 9Jn € [0,7T) tal
que 0, = k, T+ 9,. Luego entonces se tiene que

p(0) = p(0,)
Ahora como ¢(f) es una funcion continua en [0, 77, existen u y M tales que
0 < pu<|ed)|< M, para toda 6 € [0,T]
Consecuentemente se tiene que
plel <o) [<M|cl™

De donde se sigue (6).

(7) Finalmente, veamos que ¢ = e
d
En efecto, recordando que solucion analitica ¢(6) de la ecuacion d_g = a(0)r esta dada por
0+T
0(0) = roexp (foe a(ﬁ)d@), es directo ver, por (4), que ¢ = % = exp <f(f+T a(ﬁ)d@).
¥
Esto es, que ¢ = ',
De (5), (6) y (7) se completa la demostracion del lema. O

Regresando a nuestro sistema de ecuaciones (2.1), por el lema anterior, tendremos que su
estado de equilibrio (0,0), sera un foco estable o inestable, dependiendo de que a sea menor
0 mayor que cero, o bien un centro si a = 0. En la seccion 6 se probara que a = Tr(A)/2.

Ejercicio 2.1. Si p(x) es una solucion de la ecuacion y' = h(y/x), demuestra que Y(T) =4ef
ko(Z/k), (k # 0) es también solucion. Esto es, la transformacion T = kx, y = ky manda
soluciones en soluciones de la ecuacion y' = h(y/x).

Ejercicio 2.2. * [Sot/ Sea h: R — R de clase C' y m € R tq h(m) = m. Demuestra que
a). Si h'(m) <1 entonces ninguna solucion de la ecuacion

dy y
— = h(= 2.8
Y= w2 2.9
es tangente en (0,0) a la solucion y = mx.
b). Si h'(m) > 1 entonces existe una infinidad de soluciones de (2.8) tangentes en el
origen a la solucion y = mx.
NOTA. Dos funciones ¢ y 1 definidas para x > 0, se dice que son tangentes en el origen

St
1o B(2) = ()
z—0 €x

=0



Ejercicio 2.3. * En la bisqueda de condiciones necesarias y suficientes para que las curvas
integrales de la ecuacion p
— = h(%) (2.9)
representen curvas cerradas alrededor del origen, desarrolla los incisos siquientes:
a). Muestra que la ecuacion (2.9), en coordenadas polares, se transforma en la ecuacion

en variables separadas (lineal)

dr
i a(@)r, (2.10)
en donde

cosf + send h(tan @)

cos h(tan6) — senf

a(6) = (2.11)

Sugerencia: Deriva, con respecto a 0, a la identidad r* = x + 2.
b). Rescribiendo (2.11) como

a(6) = 1+ tan 6 h(tan )
~ h(tanf) — tanf ’

Demuestra que si h(tanfy) = tanby, para algin 6y, entonces y = kx, x # 0 con k =
tan 6y, es una curva integral de la ecuacion original (2.9). Esto es, si el denominador de a(0)
se anula para algin valor de 6 entonces la ecuacion (2.9) no puede tener curvas integrales
cerradas alrededor del origen.

c¢). Demuestra que sia(f) = 0 entonces r = cte. es la curva integral general de la ecuacion
(2.10), y con ello, de (2.9). Mds ain, que la ecuacion (2.9) se reduce a la ecuacion

dx Y

@_w

d). Del inciso (a) se sigue que la ecuacion (2.9) tiene curvas integrales cerradas ssi la
ecuacidn (2.10) tiene soluciones periddicas. Concluye.

Sugerencia: Usa el lema 2.1.

e). Mas ain, bajo el supuesto que f(z) # z, pt z, sea

B 1 2w
a =

a()db .

27 Jo

Prueba que sia < 0 entonces las soluciones de (2.9) tienden a 0 cuando 0 — oo, y que
sia > 0 entonces tales soluciones tienden a oo cuando 0 — oc.

3 La ecuacion discriminante

En esta seccion se estudian las condiciones bajo las cuales la ecuacion homogénea

dy — anx + any

= 3.1
dx a;lxr + a2y ( )



admite soluciones de la forma y = mx, © # 0. Lo que equivale a dar las condiciones bajo las
cudles la funcion (véase el punto (2) en el apartado 2.1 en la seccion anterior)

h(z) = 21 F G222 (3.2)
a1 + apgz
respecto a la ecuacion en variables separadas
dz
— =h(z) — 3.3
v = h() -2 (33)

tiene a m € R como punto fijo.

Y como m € R es un punto fijo de h(z) si y solo si m es un cero real de la ecuacion
h(z) — z = 0, se sigue -para h(z) dada por (3.2)- que m debe ser una raiz real del polinomio
cuadratico

qa(z) = a1p2” + (a1 — axw)z — an (3.4)
el cudl se obtiene directamente al sustituir (3.2) en h(z) —z = 0, y que de aqui en adelante
llamaremos polinomio discriminante asociado al sistema (2.1). 2

Luego, el polinomio discriminante g4 (z) tendra dos, una o ninguna raiz real, dependiendo

del valor de su discriminante

A, = (an — a22)2 + 4ajpan

Esto es, dependiendo de si A, es positivo, cero o negativo. El lector puede verificar directa-
mente que A, = A(A), donde

A(A) = [Tr(A))> — 4Dt(A) (3.7)
es el discriminante para la matriz

@11 Aa12

A=
G221  A22

asociada al sistema (2.1), y en donde Tr(A) = ay; + as y Dt(A) = ajjass — ajpag son la
traza y el determinante de la misma matriz A.
Como resumen de esta discusion, se tiene el siguiente

2Esto presupone que ambos a1 ¥ as1 no son simultdneamente igual a cero. Si no es el caso, entonces el
sistema (2.1) se reduce al sistema desacoplado

T=apx, Y= asy (3.5)
. i dy .y a2 .
Y consecuentemente, la ecuacion homogénea (3.1) se reduce a i k=, con k = —=, cuyas curvas integrales
i xZ a1
estan dadas por
y=clz|* (3.6)

De (3.5) v (3.6) es directo describir la conducta geométrica de las soluciones del sistema (3.5) alrededor de
su punto de equilibrio (0,0), en el plano de fases. Por otro lado, en lo que sigue se supondra, sin pérdida
de generalidad, que a2 es distinto de cero. Si a;2 = 0 entonces tomando el cambio de variable de Leibnitz
a1z + a2
a1z + a2
fijos de h(z) significa hallar las raices reales del polinomio cuadratico ¢*(2) = ag122 + (a2 — a11)z — aia.

d
z(y) = z(y)/y, se obtiene la ecuacion homogénea d_:v = h(x/y) con h(z) = . Asi, hallar los puntos
Y
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Lema 3.1. La ecuacion homogénea

dy _ 0%+ axny
dx axr + a2y

(a) tiene dos curvas integrales distintas de la forma y = mz, x # 0 ssi A(A) > 0.
(b) tiene una sola curva integral de la forma y = mx, x # 0 ssi A(A) =0. Y,
(¢) no tiene curvas integrales de la forma y = mzx, x # 0 ssi A(A) < 0.

En la Fig. 4 que sigue se da una ilustraciéon geométricamente de este lema.

o A=0

e
o

Figura 4: Representacion grafica del Lema Discriminante: § = Dt(A), 7 = Tr(A) y A = A(A);
A < 0 arriba de la pardbola (A =0), y A > 0 abajo de ella.

Ejercicio 3.1. FEl el sistema de ecuaciones

dx .
— = an + apy
gt (3.8)

Y
— =anr +a
i 21 22Y

al eliminar la variable “tiempo” t, se da lugar a la ecuacion homogénea

dx o ajxr + a2y

dr _ , 3.9
dy  anx + aijny (3.9)

la que a su vez, mediante el cambio de variable y z(y) = x(y), se puede reescribir como

dz 112 + a2
— = f(2) — 2, donde z)=—— 3.10
Vo = 1) ) = (310)
a) Si f(z) = =z, explica porque la solucion general de la ecuacion (3.9) estd dada por
z =k, para y # 0. O equivalentemente, la solucion general de la ecuacion (3.8) estd dada

por x = ky, para y # 0.
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b) Muestra que m € R es una solucion de la ecuacion f(z) —z =0 ssi m es solucion de
la ecuacion cuadrdtica

q(z) =0, donde q(2) = ag2® + (a2 — a11)z — as (3.11)

y que el discriminante A, de esta ecuacion cuadrdtica qa(z) = 0, se puede reescribir como
stgue
A, = [Tr(A)] — 4Dt(A)

ai; a2
Qg1  A22

¢). Muestra que si A, > 0, entonces las rectas © = myy y © = may, y # 0, donde my y
mo son raices reales de la ecuacion cuadrdtica (3.11), son curvas integrales de la ecuacion
(3.8), .

d) Muestra que si A, = 0, entonces la ecuacion (3.8) admite sélo una curva integral de
la forma x = my squé es m?.

e) Muestra que si A < 0, entonces la ecuacion homogénea (3.8) no admite curva integral
alguna de la forma x = my.

donde
A:

Ejercicio 3.2. Considera la ecuacion diferencial

) _ 0T+ any

(3.12)
a;1x + a2y
bajo el supuesto que el determinante Dt(A) de la matriz
a1 a
A= |1 78 (3.13)
Q21 Q22

es diferente de cero.

a) Muestra que las isoclinas de la ecuacion (3.12) son lineas rectas por el origen.

b) Muestra que la isoclina y = max (m € R) es solucion de la ecuacion (3.12) ssi m es
raiz real de la ecuacion discriminante qa(z) asociada a (3.12), donde

qa(2) = a122° + (a1 — a)z — an
¢) Muestra que la ecuacion (3.12) tiene isoclinas que son solucidn ssi
A(A) = [Tr(A))> —4Dt(A) >0
d) Muestra que
Dt(A)

n(z) = ————
( ) (CL11 + a122)2

(3.14)
e) Demuestra la siguiente
Afm 1. Si Dt(A) > 0 y Tr(A)(= a1 + an) < 0 entonces las curvas integrales de la
ecuacion (3.12) son tangentes en el origen a la curva integral y = mox, = # 0, donde
my < mg son las raices de la ecuacion discriminante qa(z) = 0.
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Sugerencia: (i) Muestra que A, = A(A); (ii) Muestra que \y = ay + ajomy y que
Ao = a1+ ajams, donde Ay y Ny, A1 < Ay son las raices del polinomio caracteristico pa(\) =
A2 — Tr(a)\ + Dt(A) asociado a la matriz (3.13).

f) Demuestra la siguiente

Afm 2. Si Dt(A) > 0 y Tr(A) > 0 entonces las curvas integrales de la ecuacion (3.12)
son tangentes en el origen a la curva integral y = myx, x # 0.

g) Demuestra la siguiente

Afm 3. Si Dt(A) < 0 entonces no hay curva integral de la ecuacion (3.12) que sea
tangente en el origen a las soluciones y = myx,y = mox, x # 0.

Ejercicio 3.3. Para cada una de las ecuaciones siguientes:
a) Di si tiene isoclinas que sean curva integral

, =y , T+ 3y @_m+8y

y_y—B:B’ 4 x— 2y’ dr 2z —9y

b) Halla las isoclinas que sean curva integral para cada una de las ecuaciones del inciso
anterior.

¢) Finalmente, después de dibujar algunas isoclinas para cada una de las ecuaciones en
el inciso (a), describe la conducta geométrica de sus curvas integrales.

4 Analisis del caso A(A) >0

Si A(A) > 0 entonces el polinomio discriminante
qa(2) = a2 + (a1 — ag)z — ag (4.1)
tiene dos raices reales m; < mo. Y por ello, la ecuacion homogénea

dy _ anx + axny

= 4.2
dx axr + a2y ( )
tiene a las semi-rectas y = myz, x # 0y y = mox, x # 0 como curvas integrales.
Ahora, observando que la ecuacion en variables separadas
dz Q91 + Q2%
rT—=—" —
dx ai + a2z
se puede reescribir como
L3 aal®)
dx ai; + a2z
o bien como
122 + an dx
dz = ——
aj2(z —my)(z — moy) x
al considerar que ga(z) = a12(z — my)(z — mz). Y por lo tanto, como
z+0b dx a
dz=——, con b=—= (4.3)
(z —mi)(z — mo) z a2
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Ahora, efectuando la descomposicion en fracciones parciales del lado izquierdo de (4.3), se
tiene que

z+b A B
= + (4.4)
(z—my)(z—mg) 2z—my 2z—my
donde
A— a12 M1 + aqq
alz(ml - m2)
B Q12 Mg + 11

a12 (ml - mz)

Pero echando mano de las expresiones explicitas para my y mo; i.e., de

- —(a11 — ag) — 0, )
my =
2a12
_ —(a11 — ag) + 9.
moy =
2&12
(6. = VA@A) |
es directo verificar que
A1 Ao
A=— B=-— 4.5
5, s (45)
donde Tr(A) -6 Tr(A) + 6
r — Ux r ‘l’ *
AL = 9 y A=——F7—— (4.6)

son las raices del polinomio caracteristico
pa(N) = A2 = Tr(A)X + Dt(A)

de la matriz

@11 A12
A=
Q21 A22
asociada al sistema de ecuaciones
r = anr + a2y
Yy = a9 + a2y

Asi, usando (4.5) en (4.4), se tiene que (4.3) se puede reescribir como

<—A1/5*+ Ma/8, )dz:_di

Z — My Z — My T

o bien como

-\ dz . Ao dz dx

Z — My Z — Mo X

De donde al integrar se obtiene que

emma [ =y = e[
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y consecuentemente, al sustituir z = y/x y al considerar que 0, = —\; + Ay (lo cuél se sigue
directamente de (4.6)), se tiene que las curvas integrales de la ecuacion homogénea (4.2)
estan dadas por

(y —myx) ™M (y — mox)™ = ¢ (4.7)

Luego, con el proposito de describir geométricamente a estas curvas integrales, introdizcanse
las coordenadas

E=y—mex y nN=y—mx (4.8)

en términos de las cudles la ecuacion (4.7) de las curvas integrales de la ecuacion homogénea
(4.2), toman la forma
e = (49)

Pasemos ahora considerar dos subcasos, los cuales a su vez se subdividen en varias posibili-
dades.

4.1 Subcaso Dt(A) <0

Veamos tres posibilidades:
4.1.1 Dt(A) <0y Tr(A) <O.

Como Dt(A) = A\ - Ay Tr(A) = A\ + Ay, se tiene Dt(A) < 0y Tr(A) < 0 significa
que A\; < 0 < Ay, con | Ay [>| A\g |. Luego entonces, (4.9) se transforma en n=*/*2¢ =
k, con k= c'*2 o bien en

E=kn?, con p= —% > 1 (4.10)
2

Por lo que las curvas integrales son curvas parecidas a hipérbolas que se pegan méas rapida-
mente al eje de las n’s.

4.1.2 Dt(A) <0y Tr(A) =0.
Como la Tr(A) = 0, se tiene que Ay = —Ao. Por lo que (4.9) se reduce a

En==Fk, con k=c '/ (4.11)

Por lo que las curvas integrales son hipérbolas equilateras.
4.1.3 Dt(A) < 0y Tr(A) > 0.

Que Dt(A) < 0y Tr(A) > 0 significa que Ay <0 < Ay, con | Ay |<| A2 |. Luego la ecuacion
(4.9) se puede reformular como 122/ =k, conk = ¢~/* | o sea como

n=kE{P, con p=—A/A > 1 (4.12)

Ecuacion que describe curvas parecidas a hipérbolas que se pegan mas rapidamente al eje
de las n’s.
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4.2 Subcaso Dt(A) >0
Por estudiar dos posibilidades:

4.2.1 Dt(A) > 0y Tr(A) < 0.
Aqui Dt(A) > 0y Tr(A) < 0 significa que Ay < Ay < 0, por lo que la ecuacion (4.9) se puede
replantear como 1 M/*2 ¢ =k, conk = ¢'/*2, 0 sea como

E=kn’, con p=XA/l>1 (4.13)

Ecuacion que describe a curvas similares a parabolas con eje de simetria a lo largo del eje
de las &’s.

4.2.2 Dt(A) >0y Tr(A) > 0.
Que Dt(A) > 0y Tr(A) > 0 significa que 0 < A\; < Xg. Luego la ecuacion (4.9) se puede
reformular como 17 &2/* =k, conk = ¢~ /M, 0 sea como

n==ke, con p=2A/A>1 (4.14)

Ecuacion que describe curvas parecidas a parabolas con eje de simetria a lo largo del eje de
las n’s.

) A=0
nodos impropios nodos 1mpropios
Ui Ui
| %
£ =knP n = k&P
5 kn™® &nl= n =kEP

Figura 5: Recapitulacion grafica del Tma. Gral. de Clasificaciéon de los sistemas lineales de primer
orden en el plano: Caso A(A) > 0.
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5 Analisis del caso A(A) =0

Si A(A) = 0 entonces el polinomio discriminante
qa(2) = a12® + (a1 — ag)z — ag (5.1)
tiene una sola raiz real m. Y por ello, la ecuacion homogénea

dy  anz + axny

A 5.2
dx a11T + a2y ( )

tiene solo a la semi-recta y = mx, x # 0 como curva integral.

Ahora, como m € R es una raiz de multiplicidad 2 del polinomio discriminante (5.1), se
tiene que tal polinomio se puede reescribir como q,(z) = a12(z —m)? Consecuentemente, la
ecuacion con variables separadas

a122 + a dx

dz = ——
qa(z) x

que resulta de aplicar el cambio de variable de Leibnitz z = y/x a la ecuaciéon homogénea
(5.2), se puede reformular como

z+b dx a
dz = —
22 — 2mz + m? x a9

O Sea Ccomo

1 2z —2m . du dx
2 22 —2mz 4+ m?

Asi, integrando de obtiene que

A
In|z—m|—p'(z—m)=—In(c|z]|), donde p~'=b4+m="3
a12
0 sea que
pl
In|z—m|+Inc|z|=
z—m
o bien que
—1
. lnc(y—ma:):ya_l#mivle

De donde, al introducir las coordenadas &€ = apyx, = y—ma, se concluye que las curvas
integrales de la ecuacion homogénea (5.2) estan dadas por la ecuacion

1
E=nlnkn? donde ¢= = (5.3)

*

3Aqui, A\, es la raiz doble del polinomio caracteristico pa(\) = A2 — Tr(A)\ + Dt(A).
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y k = 4. Ahora, tomando en cuenta que

g:111 kn?+q
dn

d
se sigue que d_g =0ssiln kn?+q=0. Esto es, ssi n(ln kn?+q) =0, conn # 0. O sea,
U

d .
—§:O ssi £+qn=0.

dn
Lo que dice que las curvas integrales (5.3) cortan a la recta £ + ¢n = 0 paralelamente al eje
de las n’s. En la Fig. 6 que sigue se ilustra el comportamiento geométrico de estas curvas
en el sistema de coordenadas £ = a1_21x, n =1y —max.

77/\

Yy =mx +n

I s

§+aqn=0

Figura 6: Representacion Grafica de Nodos impropios, caso A(A4) = 0.
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Y en la Fig. 7 que viene a continuacion se resume la discusion de las dos tltimas secciones.

A=0

E=nlnkn? N

nodos impropios nodos impropios

n

n = kv

Sy

puntos silla n

=N
\5{ 5(1%”

Figura 7: Recapitulacion grafica del Tma. Gral. de Clasificacion de los sistemas lineales de primer
orden en el plano: Caso A(A) < 0.

Ejemplo 5.1. Considérese el sistema de ecuaciones:

r = 2x+
. ! (5.4)
y = —3y

Para el cual se tiene que T = —1, 0 = —6 y A = 23; luego su solucion de equilibrio (0,0) es

un punto silla.
Después de eliminar la variable independiente en este sistema se obtiene la ecuacion ho-
mogénea:
dy 3y
dr 2z +vy

(5.5)
que bajo el cambio de variable z = y/x se transforma en la ecuacion de variables separadas:

dz —3z

ZE@_Q%—Z

cuyo polinomio discriminante es q(z) = z(z+5). Porlo que tiene ay =0, y+5x =0, x #0
como curvas integrales.
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Ahora, rescribiendo a esta ecuacion como:

z+2 dx
—dz=——
z(z +5) x
hallando la descomposicion en fracciones parciales de la funcion Z(Z;'i), se tiene esta ecuacion

se puede rescribir como:
2 d
(ﬁ + 3/5 Ydz = _
z z+5 x

de donde integrando se obtiene que 21n |z|+2In|z+5] = Inc'/|z|7!, o bien que |2|? |z +5]* =
clz|™5. De donde se sigue las curvas mtegmles de la ecuacion (5.5) estdin dadas por

vy +52)° =

Expresion que en términos de las nuevas variables € =y + 5x y n =y, toma la forma:

n=cg?

6 Analisis del caso A(A) <0

Ahora como A(A) < 0, el polinomio discriminante q4(z) = a122* + (a11 — a22)z — @z NO
admite raices reales. Y por ello, la ecuaciéon homogénea

dy a4+ axny

= 6.1
dx a;lxr + a2y ( )

no admite curvas integrales de la forma y = mx, conz # 0. Lo que sugiere reconsiderar al
sistema bajo estudio

ZIIZ' = anxr+ a2y (6 2)

Yy = Q21X + A22Y

en coordenadas polares.
Es directo, atinque un poco tedioso, verificar que el sistema (6.2) en coordenadas polares

toma la forma
r = p@r, con p(f)=p(cosh, send)

. (6.3)
0 = q(), con q(f) = q(cos b, senb)
donde
p(u, U) = a11u2 + (CL12 + agl)uv + CLQQ’U2 (6 4)
q(u,v) = apu®+ (ag — a;)uv — ayv? '

Lema 6.1. Si A(A) < 0 entonces
(a) q(u,v) es positiva definida (i.e., q(u,v) > 0, para toda (u,v) # (0,0), si ajs >0). Y,
(b) q(u,v) es negativa definida (i.e., q(u,v) < 0, para toda (u,v) # (0,0), si a2 < 0).
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Demostracion. Si apo > 0 entonces, completando cuadrados, se tiene que

2 2
Qg2 — (11 (a22 - all) 9

, U = a — U — a9 + ———
q(u,v) (\/ 21 U+ W ) ( 12 . ) v

- 2 2 —4A(aj1a99 — aj0a
_ (@u—i— Q22 — Q11 v) _ ((CL11+CL22) (CL11 22 12 21))@2

2«/&21 4a21
O sea que
2
Q22 — G131 2 A(A)
= e = — >0
q(u,v) <\/a21 u+ NG v) +yv5, v Jay,

Luego entonces se sigue que q(u, v) > 0, para toda (u,v) # (0,0). Por otro lado, si ¢(u,v) =0
entonces

Q22 — A11
Vazr u+ SN v 0
v = 0
lo que implica que w =0y v = 0. Por lo que, ¢(u,v) = 0 ssi (u,v) = (0,0).
Para el caso que ay; < 0, basta tomar q(u,v) = —q(u,v). Pues asi, as; = —ag; > 0.
Consecuentemente, por lo anterior, g(u,v) es positiva definida. De donde se concluye que
q(u,v) es negativa definida. O

Ahora, eliminando la variable independiente ¢ en el sistema (6.3), se obtiene la ecuacion
lineal homogénea

dr p(9)
— =a(f)r, con a(f)=—=.
o =) 0="5
0
Corollario 6.1. Si A(A) < 0 entonces la funcion a(0) = % es una funcion continua y

periodica de periodo 2.

Se sigue del hecho que p(0) y ¢(0) son funciones cuadraticas en cos @ y sen 6, y que (por
el lema 6.1), ¢(#) es siempre positivo, o siempre negativo.
El lector puede establecer sin dificultad las siguientes dos identidades:

2p(0) = Tr(A)+ (a1 — ag2)cos 20 + (a2 + as)sen 20 (6.5)
2q(9) = (CL21 — alg) + (a21 + alg)COS 20 + (CLQQ — au)sen 20 .
Recordando que
1 2w
a=— 0)do
=5 | (6)
se tiene la siguiente
. g . _ p(0)
Proposicién 6.1. Para la funcion 27-periddica a(0) = m, se cumple que
q
Tr(A
i= Té ) (6.6)
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Demostracion. Tomando Q(0) = 2¢(0), de las identidades (6.5) se sigue que

Tr(A)  (a;1 — ag)cos 20 + (a12 + az)sen 20
0) —
“O=5w Q)
0 sea que ;
aoy - T 1 13690
2 q0) 2 Q)
o bien que A
Tr 1 1d
a(f) = 2 q0) 5@17169(9)

De donde se sigue que

- 1 2

a = 5 i a(0) db

1. Tr(A) /2” o 1, Q(27)

o7 2 g6)  ar " Q)

Ahora, como Q(0) es 2m-periodica, el ltimo término de la dltima igualdad es igual a cero.

Por lo tanto, se tiene que
1 Tr(A) /2” do
2m 2 o q(0)

. . . do .
Y como de la segunda ecuacion del sistema (6.3) se obtiene que dt = ——, se tiene que

q(0)

a =

a =

1. Tr(A) /2” dt_Tr(A)
or 2 J, 2

Como resumen de la discusion de esta seccion, se tiene el siguiente

Teorema 6.1. Bajo la condicion que A(A) < 0:

(a) Si Tr(A) <0 entonces las curvas integrales de la ecuacion homogénea (6.1), tienden al
ortgen en forma de espiral.

(b) Si Tr(A) =0 entonces las curvas integrales de la ecuacion homogénea (6.1) son curvas
cerradas alrededor del origen.

(¢c) Si Tr(A) > 0 entonces las curvas integrales de la ecuacion homogénea (6.1), se alejan
del origen en forma de espiral.

Cuya demostracion se sigue directamente de la proposicion anterior y del lema 2.1. En
la figura 8, se resume toda la discusion hecha hasta aqui.
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foco fuente

Figura 8: Recapitulacion grafica de las curvas integrales en el Teorema de Clasificaciéon General de
los sistemas lineales de primer orden en el plano.
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Ejercicio 6.1. Considera a la ecuacion homogénea

dy bxr+ay

=t 6.7

de  ax —by (6:7)
con b > 0, se obtiene de eliminar la variable independiente t en el sistema

e — b

oo (6.8)

Yy =br+ay

¢ Cudnto vale su discriminante? ;Admite la ecuacion (6.7) curvas integrales de la forma
y=mx, x#07?
a). Muestra que la ecuacion (6.7) en coordenadas polares toma la forma

r=ce’, c=k" (6.9)

¢De que tipo es la solucion de equilibrio del sistema (6.8)? Considera todos los casos posibles.

Sugerencia: Observa que Tr[A] = 2a.

dr
¢). Muestra que en coordenadas polares, la ecuacion (6.8) toma la forma — =y r cuya

do

solucion general estd dada, precisamente, por la ecuacion (6.9).

7 Trayectorias solucion para el caso A(A) >0

Hasta ahora se ha visto que al eliminar la variable independiente en el sistema

T = a;nT + apy (7 1)
U = anz+any

se obtiene la ecuacién homogénea
dy  anz + axny (7.2)

% N a1 + a2y

la cudl, si A(A) > 0, admite dos curvas integrales de la forma y = myx, yy = maex, x # 0,
donde m; < my son las raices reales del polinomio discriminante g4(z) = a22% + (a1 —
ag9)z — ag;. Més aun, en el sistema de coordenadas n = y — myx, £ = y — mox, las curvas
integrales de la ecuacion homogénea (7.2), estan dadas por

e =c

El proposito de la presente seccion en mostrar que el sistema (7.1) en el sistema de coorde-
nadas &, n se reduce al sistema desacoplado

g dn
2 =NE o= (7.3)
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donde A\; = a19my + a1 ¥ Ao = ajoms + ai, si arp > 0, * son las raices reales del polinomio
caracterstico pa(\) = A2 — Tr(A)X + Dt(A).
En efecto, véase que

= (anz + azy) — ma(a1z + ar2y)
= (a1 — maa11)x + (aze — moaia)y
y como y = £ + mox, Se sigue que
g = (a21 — m2a11)l’ + (CL22 — m2a12)(£ -+ mgl’)

[(ag1 — maaq1) + (@22 — maar2)malx + (a2 — maais)é

= —(&127"13 + (a11 — ag)me — ag1)x + (aze — moaia)é

0 sea que
€= —qa(ma) + (a2 — maay2)§
o bien, como g4(m;) = 0, que
é: (age — maoai2)§
Por otro lado, se verifica que

—(ay1 — age) + 0.
2&12

Qg2 — MaG12 = dA22 — ( )a12

(an - CL22) — 0,

= Q99 + 9
_ (a11 + agz) — 0,
2
-\
En conclusion, se tiene que
§= ¢

como se queria mostrar.
De manera completamente analoga, se muestra que

= Ao
Ahora bien, como la solucion general del sistema (7.3) esta dada por

At _ Aot
) = C€

£ =cre
para Dt(A) < 0 (lo que significa que A; < 0 < \y), se tiene que

£E—=0 y |n|— oo, cuando t — co.

4En otro Caso, Al = aijoms + aiq y )\2 = aiomi + ai
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Mientras que para Dt(A) > 0y Tr(A) < 0 (lo que significa que A\; < Ay < 0), se tiene
que
&, n— 0, cuando t — oo.

Y que para Dt(A) >0y Tr(A) > 0 (lo que significa que 0 < A; < \y), se tiene que

| €|, | n|— oo cuando t — oco.

8 Trayectorias solucion para el caso A(A) =0

Para el estudio de las trayectorias solucion del sistema lineal
T = anr+ apy
Z./ = 91T + a22y
cuando A(A) = 0 (i.e., cuando el polinomio discriminante g,(z) tiene una sola raiz real m

de multiplicidad dos), veamos que en las coordenadas z, 7, este sistema se transforma en

? = N+ (8.1)
donde A, es la raiz doble del correspondiente polinomio carateristico p(A).

En efecto, procediendo de manera similar al caso anterior, derivando a n = y — mx, con
respecto a t, se obtiene que

M= —q.(m)x + (az — ma)n (82)
. . aip — a2 . .
Ahora, dado que la raiz doble m de ¢.(z) esta dada por m = ol es inmediato ver
a
que 12
B a1p — Qg a1 +ax
Q22 — MM A12 = A2 — A12 | — = = A\
2@12 2
Consecuentemente, (8.2) se reduce a la ecuacion
=1 (8.3)
que el precisamente la segunda ecuacion el sistema reducido (8.1).
Por otro lado, como y = mx + 1, se tiene que
T = axr + a2y
= (a1 + a1am)x + a12n
o bien que
Zi': >\* T + a2 (84)
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pues es directo ver que

an —a22) _ajp tax A\
- - *

ap + ajom = ay + ae | —
2@12 2

Asf, si se introduce la variable &€ = aj, = entonces (8.4) se reduce a

=M\ E+

que es precisamente la primera ecuacion del sistema reducido (8.1).

Por ultimo, como la solucion general del sistema reducido (8.1) correspondiente al caso
A(A) =0, esta dada por

£ = (a1 + ), 0= cpe™’
se sigue que
1. SiTr(A) <0 (i.e., Ai[=Tr(A)/2] < 0) entonces

£(t),n(t) —0, t — oo

2. SiTr(A) >0 (i.e.,, \[=Tr(A)/2] > 0) entonces

€@ [[n(®) [=0, t—o0

Con esto, queda completa la demostracion del teorema de clasificacion de los puntos de
equilibrio de los sistemas lineales EDO’s con coeficientes constantes en el plano.

9 Forma normal de los sistemas lineales de primer orden
en el plano de fases para el caso A(A) < 0.

En las dltimas dos secciones se ha visto que el sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden

ZI.Z' = a;xr+ a2y (9 1)
y = a1 + a2y

se reduce, en el sistema de coordenadas nuvs. & a una de las siguientes formas canodnicas:
a) Para A(A) > 0:

é: A& 7'7: A1
b) Para A(A) = 0:
E=NE+n =Xy

En esta tltima seccion, se presenta un estudio complementario a la discusion hecha en la
seccion 6, para este caso A(A) < 0. Especificamente se halla la forma canonica del sistema
(9.1), a partir de la cudl se da la descripcion analitica de sus trayectorias solucion.
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x=mnlnkn?P

foco-atractor

nodos i. fuente

i

nodos 1. atractores

Figura 9: Representacion grafica del Teorema de Clasificacion General de los sistemas lineales de
EDO’s de primer orden en el plano de fases.
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Como para el caso A(A) < 0, las raices del polinomio discriminante ga(z) son complejo
conjugadas. Esto es, si my = a+ 1 8 entonces m; = a — i 3, luego se tiene que el cambio de
coordenadas

§=y—mor, =Y —mol
toma valores en los ntimeros complejos. Pero, al separar las partes real e imaginaria, es
directo ver que se pueden reescribir como £ = u + v, 7 = u — v, donde

u = y—ax

Claramente, estas nuevas coordenadas v y v toman valores reales, para valores reales de = y
Y.

9.2)

En lo que sigue se vera que en las coordenadas u — v dadas en (9.2), el sistema de
ecuaciones diferenciales (9.1) se transforma en

U = au—bv
. (9.3)
v = bu-+av

en donde a y b son la parte real e imaginaria de las raices complejas A, = a == 1b, b > 0 del
polinomio caracteristico pa(\) = A2 — Tr(A)X + Dt(A). Esto es,

Tr(A)

SN0 (9.4)

2

Procediendo de manera andloga a las secciones 7 y 8, se ve que derivando v = y — ax
respecto a t, se tiene que

U = Y—am
= (CL21 — OZCLH).Z’ -+ (a22 — OKCL12)y

luego, como y = az + u, se sigue que

u = (ag — aapn)x + (ax — aap)(ar + u)

= —qa(@)z + (azg — aa)u

o bien, como = = v/f, que

. a
u= _QAé >’U + (CL22 — aa12)u (95)
Ahora, recordando que si my = a +if3, es raiz de q4(z) entonces
Q22 — a11
“ 2a
12
—AC) (9.6)
s T
a12
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y tomando en cuenta a (9.4), se tiene que
ago — 12 = @

Consecuentemente, se tiene que (9.5) se reduce a

U= au — qA(a)v (9.7)
g
Mientras, considerando que 0 = g4(mso) = ga(a + if3), y que
qA(a -+ Zﬁ) = alg(Oé + Zﬁ)z -+ (CL11 — &22)(Oé + Zﬁ) — a21
= (qa(a) — a128?) +i(2a + (a11 — az))p
se sigue, que ga(a) = a;p8%. Luego, por (9.4) y (9.6), se obtiene que
qa(a) —A(4)
- — =0 9.8
3 apf 9 ( )
Por lo que, (9.7) toma finalmente la forma
u= au — bv (9.9)
Por otro lado, derivando v = [x respecto a t, se tiene que
v = [z
= CLHﬁLL’ + CL12ﬁ(O&fL’ + u)
= (CL11 + aa12)ﬁx + 5&12u
o bien, por (9.8), que
1.): bu + (au + OKCL12)U (910)
Y como Tr(A
a1 + aajp = agp + w a12:a11+a22 = ’l“( ) =a
2&12 2 2
Se sigue que (9.10) se reduce finalmente a
v=bu + av (9.11)

En conclusion, si A, = A(A) < 0 entonces el sistema (9.1), en las coordenadas u y v
dadas por (9.2), se reduce al sistema formado por las ecuaciones (9.9) y (9.11), o sea al
sistema (9.3), como se queria probar.

Ejercicio 9.1. Demuestra que la ecuacion homogénea

dv  bu+av

du ~ au— b
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que se obtiene del sistema (9.3) al eliminar la variable independiente t, en coordenadas
polares, se reduce a la ecuacion lineal homogénea

dr

25 =" y=alb

cuya solucion general estd dada por
r=ce’?

De donde concluye que el estado de equilibrio del sistema (9.1) es un foco estable o inestable,
dependiendo de si Tr(A) (= 2a) es negativa o positiva, o bien un centro si Tr(A) = 0. Lo
que corrobora el andlisis hecho en la seccion 6.

References

[Frd| Lester R. FORD, Differential Equations, McGraw-Hill, New York, Toronto, London,
1955.

[Sot| Sotomayor J., Li¢oes de equagoes diferenciais ordindrias, IMPA, 1979.

[Rxn| Roxin E.O., Ordinary Differential Equations, Wadsworth Publishing Co., Belmomt,
California, 1972.

31



