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1 Introducciéon

El préposito de estas notas es presentar los elementos bésicos de la teoria general de
los sistemas lineales de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO’s). La cudl se basa
en la Teoria Basica de Existencia y Unicidad de las EDO’s.

2 Existencia y unicidad

En lo que sigue se estudian los siguientes sistemas lineales de EDQO’s, homogéneos, en
el primer caso, y no-homogéneos en el segundo

i= Atz tel 1)
= A(t)z +0b(t), tel (2)
en donde
AT =R A(t) = (ai;(t),4,5=1,...,n
y

b:T =R, b(t) = (bi(t), ...ba(1))"

siendo I = [a,b] CR, a <b.

Teorema 2.1. Si (a;;(t)) y b;(t) son continuas sobre I entonces el problema de Cauchy

z(to) = o (3)
(to,lio) el xR"

tiene una unica solucion @(t) : I — R™.

Demostracion. Es consecuencia directa de que f(t,z) = A(t)z + b(t) es continua y

globalmente Lipsfchitz sobre I x R™. m

Ahora, el lector podré sin dificultad demostrar que si (a;;(t)) y b;(¢) son continuas
sobre todo R, el problema

z= A(t)x + b(t)
(to) = o (4)
(to,l;o) eERxR"

tiene una unica solucién ¢(t) definida sobre todo R.
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3 Sistema homogéneo
En esta seccién, se estudia la forma de la solucién general del sistema lineal homogéneo

i= A()z

tomando como motivacién el siguiente

Lema 3.1. Si gep(t) es una solucion (2) y on(t) es solucion de (1), ambas definidas
sobre [a, b] entonces (1) = pu(t) + pp(t) es también solucidn de (2) en [a,b]. Inversa-
mente, si p1(t) y pa(t), t € [a,b] son dos solucines de (2) entonces ¢(t) = ¢1(t) — pa(t)
es solucion de (1).

La demostracion es directa y deja como ejercicio al lector.

Empecemos por considerar al conjunto

Sh=A{p € cH(I) : (t) solucién de z= A(t)z}

Claramente, S, es no vacio (;Por qué?).

Lema 3.2. El conjunto Sy, de todas las soluciones del sistema homogéneo = A(t)x es

un subespacio vectorial de C*(I).

La demostracion es directa y se deja como ejercicio al lector.

Aqui, la pregunta natural es jCudl es la dimensién del subespacio S, € C*(I)?
Teorema 3.1. dim(Sy) =n
Demostracion. Considérese, para ty € [a,b] dado, a la aplicacién de evaluacién
T, : S, — R"

dada por
Tyl = (to)

la cu’al es claramente lineal.
Afirmacién 3.1. T}, es suprayectiva (i.e.,dim(Sy) > n).

En efecto, dada zy € R™, por el teorema existencia y unicidad (Teorema 2.1), existe
una tnica solucién ¢(t), t € I, del problema de Cauchy

Claramente, T}, [¢] = zo.
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Afirmacién 3.2. N(T3,) = {¢(t) = 0} (i.e., dim(S,) < n).

En efecto, esto es consecuencia directa del siguiente
Lema 3.3. Sea ¢(t) una solucion del sistema homogéneo x= A(t)x. Si p(t*) = 0 para

algin t* € I, entonces p(t) = 0.

Demostracion. Sea ¢o(t) = 0,t € I. Claramente, ¢o(t) € S, ((Por qué?). Y por
supuesto, po(t*) = 0.
Luego, por el teorema de existencia y unicidad (Teorema 2.1), p(t) = ¢o(t), t € I.

Y por lo tanto, se tiene que p(t) = 0. m

De estas dos afirmaciones, se sigue que 7}, es un isomorfismo algebraico entre S, y
R™. En conclusién, hemos probado que

dim(Sp) =n

Corolario 3.1. Sea {v;}i_; una base de R" y to € I dado. Si ¢i(t) = pi(t, to,vi) son,

respectivamente, la solucion del problema de Cauchy

z= A(t)z
z(to) = v;
(t=1,..,n)

entonces {p;(t)}1, es una base para Sp,.

Demostracion. Por ser Ty, un isomorfismo algebraico entre Sj, y R", Ttgl, se tiene que
Ttgl manda conjuntos linealmente independientes (l.4.) en conjuntos l.i. Luego, si
{v;}1; es una base de R", entonces {¢;(t) = T}, ' (v;)}7; es una base de Sy, O

Definicién 3.1. Sean p;(t), i =1,...,n, soluciones de z= A(t)x, t € I. Se dice que

{@i(t)}, es un conjunto fundamental de soluciones de sistema = A(t)x si y sélo
si {@i(t)}r, es li. en 1.

Asi, dado un conjunto fundamnetal de soluciones {p;(t)}?, de z= A(t)z se tiene

que
p(t) = Bl cipi(t)
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para toda p(t) € Sy. Esto es, la solucion general del sistema homogéneo x= A(t)z estd

dada por
p(t) = i cipi(t)

o bien por

donde @, (t) = [1(t) | @2(t) | - | nlt)].
Observacioén 3.1. Si {pi(t)}; son soluciones de x= A(t)z y se toma a

() = [pa(t) [ pa(t) [ - | (D))
entonces O(t) es una solucion del sistema matricial
X' =At)X
En efecto, se verifica que
O (1) =[G (1) |2 ()] ... [6n (1))
(A1 (t) | At)pa(t) [ - [ A)on ()]
= A ®) | 2(t) | - | on(t)]

Y por lo tanto que

Definicién 3.2. Sea ®(t) : I — R™ ™, una matriz solucion del sistema matricial

X=A(t)X. Se dice que ®(t) es una matriz fundamental del sistema = A(t)z siy

sdlo si las columnas de ®(t), t € I, son un conjunto fundamental para t= A(t)x.

Lema 3.4. Si ®(t) es solucion del problema matricial de Cauchy

X = A@M)X

donde V€ R™™ es no singular, entonces ®(t) es una matriz fundamental de t= A(t)z.

E inversamente, si ®(t) es una matriz fundamental de x= A(t)x entonces ®(tg) € R™*"

es no singular.
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Demostracion. Para la parte directa, hay que demostrar que si ®(t)c = 0 para toda
t € I, entonces ¢ = 0, razonemos por contrapuestas.

Si ®(t*)c = 0 con ¢ # 0, para alguna t* € I, entonces se tiene que ®(t)c =0 con ¢ # 0.
Y en particular que ®(¢p)c = 0 con ¢ # 0. Lo que implica que Ve =0 con ¢ # 0. Lo

que es contrario a la hipdtesis que V' es no-singular. Por tanto, si ®(¢) es fundamental.

Inversamente, si ®(tg) € R"*" es singular entonces existe ¢ # 0 tal que ®(ty)c = 0.

Consecuentemente, se tiene que 1(t) = ®(t)c es solucién del problema de Cauchy

z = Az

z(to) = 0

Por lo tanto, ®(t)c (= ¢(t)) = 0 con ¢ # 0. Contraviniendo la hipétesis de que ®(¢) es

fundamental. En conclusion, si ®(t) es fundamental entonces ®(ty) es necesariamente
no singular. O

Lema 3.5. Si®(t), t € I, es una matriz fundamental de = A(t)x entonces det(P(t)) #
0, para todo t € 1.

Demostracion. Es consecuencia directa del lema anterior, y se dejan los detalles como
ejercicio para el lector. O

Nota: Este Lema se sigue también como consecuencia directa de la formula de Liouville
t
det(®(t)) = det(fb(to))efto tr(A(s))ds
que se ver’a después.

Ejercicio 3.1. Si ® : I — R™™" tiene entradas de clase C*, muestra que

d

L@ 1) = —0 (nd()a (1)

Lema 3.6. Si ®(t) y V(t) son dos matrices fundamentales de x= A(t)x entonces existe
C € R™™ no-singular tal que ¥(t) = ®(¢)C.
Demostracidn. Sea O(t) = ®~1(¢)¥(t), derivando se tiene que

O't) = — (1 (1))T(t) + 2 (1)L ()
)
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Consecuentemente, O(t) = C (C € R™™ constante). O sea que ®~1(t)¥(t) = C, o
bien que ¥(t) = ®(¢)C, con C' € R™*" no-singular. O

Proposicion 3.1. La solucion del problema de Cauchy

z = Al)z
z(to) = o
est’a dada por
£(t) = OO (1) (6)

donde ®(t) es una matriz fundamental del sistema = A(t)x.

Demostracion. La solucién general del sistema 2= A(t)z, como ya se vid antes, est’a

dada por o(t) = ®(t)c. Ahora, por las condiciones iniciales z(tg) = zo se tiene que
c = O (to)zo. Y por lo tanto, que z(t) = (t)® " (to)c.

Para ver que (6) no depende de la matriz fundamental seleccionada, sean W(t) y ®(¢)
dos matrices fundamentales del sistema = A(t)x. Por el Lema 3.6, se tiene que

U(t) = &(t)C con C' € R™ " no-singular. Luego entonces
(T (to)zo = (2(t)C)(P(t0)C) "
= B(1)(CCB (t)ag

= D)D" (to)xo

4 Problema de Cauchy No-homogéneo

En esta seccion se estudia el problema de Cauchy para el sistema no homogéneo:

= Alt)z+b(t) ;
x(to) = o ™)

mediante el método de Variacion de Parametros, el cual consiste en buscar su solucién
z(t) de la forma

z(t) = @(t)c(t) (8)
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Luego, sustituyendo en la ecuacién en (7), se tiene que

o ()e(t) + (1) & (1) = & (1)

Y como @ (t) = A(t)®(t) se sigue que

o bien que

De donde, integrando, se tiene que
t
()= [ B eplsds + ¢
to -

Asi, sustituyendo esta expresién para c(t) en (8), se obtiene la solucién general de

la ecuacién no-homogénea (7):
o) = 20 | @ )i+
0
que bien podemos rescribir también como
2l0) = [ @@ ()i + a(0g
to

Ahora, por las condiciones iniciales, se tiene que
zo = z(to) = P(t0)€

de donde se sigue que
£=0 7 (ty)z
~ 0
Y por lo tanto, la solucién del problema de Cauchy (7) esta dada por
t
z(t) = ®(t)d (to)xo —1—/ O(t)0 ! (1)b(7)dT
i o

Observacioén 4.1. Nétese que el primer término en esta formula ®(t)®"(to)zo es la

solucion de la correspondiente ecuacion homogénea con C.1.°s z(ty) = xy. Y que su

sequndo término ftl; O(t)® 1 (7)b(7)dT es la solucion de la ecuacién no-homogénea con
C.1.°s nulas x(ty) = 0.
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Proposicién 4.1. (Férmula de Liouville) Si ®(t) : I — R™™ es solucion de la
ecuacion matricial X= A(t)X entonces
det(®(t)) = el "D ger@ (1)), tel 9)

y para un tg € I dado.

Para ello, antes los ejercicios siguientes
Ejercicio 4.1. Muestra que

a) Tr[A] = Tr[A],

b) Tr[AB] =Tr[BA]. Y,

c) Si B= PAP™! entonces Tr[B] = Tr[A] (i.e., la traza es un invariante algebraico
por similitud).

Ejercicio 4.2. Si A : I — R™" tiene entradas a;;(t) diferenciables para toda t € I
entonces

d .
< (aet(a Zdet ar(®) | - iy (6) ] - | au(t))

al escribir A(t) = [ai(t) | as(t) | ... | an(t)], en donde a;(t) denota a la j-ésima columna

de A(t).

Sugerencia: Recuerda que det(A(t)) =
es la paridad de o € 11,.

Jenn(—1)""@0(1)71(t)...ag(n),n(t), en donde |o]|

Regresando a la

Demostracion. Basta con verificar que u(t) = det(®(t)) es la solucién de la ecuacién
escalar v’ = tr(A(t))u con condicién inicial u(ty) = det(P(ty)).
Usando el ejercicio 4.2, se tiene que

d d

Sdet(@(t) = Ldet(a(t) | - | onl®))

- Zdet Pr(t) [ 165 @) [ [ en(B)])

al considerar a la matriz ®(t) = [p1(t) | ... | ¥n(t)], donde ¢;(t) denota a la j-ésima

columna de O(t).
De donde se sigue que

jt det(® Zdet AR | [ al®)])
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Ahora, suponiendo, sin pérdida de generalidad, que ®(¢) es una matriz fundamental.
Y escribiendo a A(t) en términos de la base {¢;(t)}}_,, se tiene que

At)D(t) = B(t)AY(1)

t)=> aut)es(t), j=1.n

Asi se sigue que

Sdet(@(0) = S det((pa(t) | .| Zajksok L en®))

= Zz%k(t)det([s@(ﬂ | S{kz(t) | ] ‘en(t)])

j=1 k=1
en donde ¢ (1) estd ocupando la j-ésima columna en todos estos determinantes.

Y dado que det([@1(t) | ... | pr(t) | .- [ @n(t)]) =0, para k # j, se obtiene que

 det (@ z%det et |- [0 |-+ | gald)])

o bien que
d
%det <Z a;;(t ) det(D(t))
Finalmente, aplicando los incisos (a) y (c) del ejercicio 4.1, se concluye que

et (®(1)) = TrlA(1)] - det(®(1)



