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Las notes hist6ricas contenidas en este capitulo estfn en su mayor parte
basadas en el ap6ndice elaborado por JuscnKEwirscn en .el texts de W. W. STE-
PAWOV [1963].

Existen textos, homo e] de ]ncE [1927] y HAnrMAN [1964], que contienen
referencias hist6ricas exactas aisladamente. La obra hist6rica reciente de Kula
[1972] contiene varios capitulos dedicados especialmente a narrar el desarrollo
de la teorfa de las ecuaciones diferenciales.

Para aquellos que se introducen por vez primera en el estudio de..las
ecuacienes diferenciales parece aconsejable posponer la lectura de asta intro-
ducci6n hist6rica hasta despu6s de faber lefdo por lo memos los capftulos 2-5.

] .I . LOS QRIGENES

Los primeros ensayos de tratamiento de ecuaciones diferenciales tuvieron
lugar probablemente hacia finales del siglo xvl y comienzos del xvii, motiva-
dos por la producci6n de tablas de logaritmos. 1. NApiER (1550-1617) emple6
]a siguiente interpretaci6n cinemftica en ]a construcci6n de sus tabias:

Aft07. 0) x

Se considera sabre un eje OX un m6vil M que en el instante f=O parte
de .A(IO7, O) con veiocidad -- }', siendo. esta velocidad u(1) en coda instante f
proportional a }a. dlstancia de M a O. Sobre otro eje Og se considers otto
m6vi] N que parte de O en el instante [=O con velocidad constante 'L ''. $ea
x(f) [a distancia de M a O, e 3r(t) ]a de N a O en e] instante f. NAptEK defini6
entonces ZXt) coma e} logaritmo de x(f), !/(r)=Z,=(t).

3



r
2 CaP. I QRIGEN Y EVOLIJCION DE LA TEORIA DE E€\.IACIONES DIFERENCIALES

En terminologfa moderna se puede poner

3'(0) = 10',
do) - o,

dxjdt = -- V=j\an ,
avjdt -: v,

y, asi,
#
:$} ..'!

i

'$

dyjdx 10'/=, x(0)= 10', !KO)=0

de donde resulta

g = .L= - 10' 1og (10'/=)

Las tables de Napier constituyen, por tanto, una soluci6n num6rica, obte-
nida por aproximaciones, de una ecuaci6n diferencial de primer arden. La
elecci6n arbitraria de la constante 107 este basada en la costumbre de la 6poca
de dar al. senn/2 el valor ]O7. De etta forma ]os logaritmos de los sends
de angulos entry O y a'/2 oran dados en las tables de Napier por enteros
positives.

En el estudio de problemas relacionados con los fen6menos naturales . ya
GAnLEO (1564-1642) y DESCARTES (1596-1650) utilizaron ecuaciones diferen-
ciales. AI resolver el problema del espacio recorrido por un cuerpo en calda
libre, Gaul.EO (1638) dio la medida de este espacio, s(t), coma.el area de un
trifngulo rectfngulo de catetos e] tiempo ZI y ]a velocidad o(t)=gf.

Por tanto

s(f) = --L grZ2

DEsci\RIES, motivado por sus trabajos de 6ptica, enunci6 y resolvi6. en 16.28
el primers de los problemas llamados de {noers£6n db Za fangenfe, que vinieron
a desempenar un papel muy impoitante en el desarrollo del cflculo y de las
ecuaciones diferenciales.

Dados dos puntos fijos A, .B,: en el plano, se trata de obtener und curva C
que los separe, de modo que si se toma cua]quier punto X de ]a curva y se
traza la nonnal Ari/Vz a ella en X, se tenga:

sen AXN ' .k
sen .BXN'z
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1.a soluci6n de este problems, que implica la soluci6n de una ecuaci6n
diferencia!, fue dada por e] pismo DEscAams en ]a forma de un 6valo de
cllarto arden (6valo de Descartes), esencialmente mediante el uso de! cHcdo
infinitesimal.

Un problems t:pico de inversi6n de la tangente es el siguiente, propuesto
por F. DE BnAUNE (1601-1652). Se tzata de obtener una curva y=!d=), cuya
subtangente s, satisfaga:

es dear,

DESCARTES bizo uso de la sustituci6n

obteniendo

dy y
dX aV2

problema que ya NApiER habfa resuelto un cuarto de siglo antes. No aispo-
niendo I)ESCARTES de la noci6n de logaritmo, dio una interpretaci6n ciaemi-
tica de las curves soluci6n, obteniendo sus puntos cano intersecci6n de dos
recbs que se mueven. DEscARms manifest6 su opini6n de que ]a curva es
trascendente (mecgnica, en su terminoiogia) y de que na lndria existir lm
mftodo genes'al para la soluci6n de tales problemas. Sia embargo, muy
poco despu6s- la soluci6n de estes problemas, que en realidad conducen a
ecuaciones diferencialn que admiten una separaci6n de variables, fue reducida
a cuadraturas. En 1669, 1. BAxnow (163{)-1677) demostr6 geom6tricamente que
!as curves cuya subtaagente s, satisface

vienen determinadas por una ecuaci6n que se puede expreur

.fKd '« .fp'*) '*
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] .2 DE FINES DEL SIGLQ XVll PASTA EL SIGLO XIX

EI primer periodo de la histaria de las ecuaciones diferenciales comienza
proplamente con los trabajos de NEv\iron (1642-1727) y LEIBNIZ (1646-].716).
Este periods comprende el iiltimo cuarto del siglo xvii y el siglo xwii. Los
problemas que motivaron este desarrollo fueron el estudio . de la dinimica
puntual y de !os cuerpos rfgidos, asi como ciertos prablemas geom6tricos,
conduciendo, a travis de los m6todos de cflcu]a diferencia] e integral, a los
typos mis sencillos de ecuaciones de primeco y segundo orders.

En la primera mitad del siglo xvln, las ecuaciones diferenciales se convir-
tieron en el instrumento bisico de investigaci6n de problemas de mec6nica,
de geometry.a diferencial y del cilculo de variaciones. AI final de esta 6poca
algunos problemas fisicos, homo el problema de la cuerda vibrante, aparecen
formulados en forma de ecuaciones en derivadas parcia]es. En ]a segundo
mitad del siglo xvni tales ecuaciones en derivadas parciales encuentran amplia
aplicaci6n tambi6n en la teorfa de superficies:

Durante este periodo el esfuerzo se contra en el est;tldio de m6todos particu-
lates de soluci6n aplicables a diferentes typos cancretos de ecuaciones dife-
renciales. Tales m6todos trataban de expresar las soluciones mediante las
funciones elementales y mediante integrales de combinaciones de elias. A dichas
integrates se aplicaban enhances -m6todos de aproximaci6n. Los problemas gene-
rates de existencia, comportamiento de soluciones, puntos singulares, etc., no
llegaron a considerarse. En este periodo camenz6, pubs, a desarrollarse un
conjunto variado de t6cnicas particulates que, con el tiempo, lleg6 a adquirir
una unidad y el cargcter sistemftico de una teoria.

NEWTON, 'en Phflosop;z ae nafzlraZis pdncfpia nzaf/zemarica (1686), resuelve
una serge de ecuaciones diferencia]es. La Ksegunda ]eyn de los PHnciZ)!a viene
formulada asi: qEI cambio del movimiento (de la velocidad del movimiento)
es proportional a la fuerza motriz y tiene lugar en ]a direcci6n de la Ifnea renta
seg6n la cud etta fuerza &cttia.a As{, al resolver el problema del movimiento
rectillneo de un punta atrafdo hacia otto con una fuerza proporciona] a ]a
distancia, NEWTON resuelve la ecuaci6n

AI tratar el problema del movimienta rectilfneo de un punto movido por
una fuerza constante, en un medio que ofrece una resistencia proportional
al cuadrado de la velocidad, NEwroN resuelve la ecuaci6n

«-«(£):

Por ninguna parte aparecen en los Pr ncfpfa las expresiones analfticas de
dichas ecuaciones diferenciales o de sus soluciones.

La presentaci6n es puramente geom6trica y precede por construcciones
sint6ticas. I.a primera presentaci6n puramente analftica de problemas de me-
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cgnica aparece publicada por EuLEn. Sin embargo, el A£ei/zodzts /lzu onu 7z er
semen m n/in fawn, que fue escrito pof NEwtoN en 1671 y publicado en 1736,
contiene ecuaciones diJlerenciales en forma exp!(ata.

En el m6tado de las fluxiones aparecen dos problemas fundamentales:
a9 cDada una relaci6n entry los fluentes (corresponden a funciones), hillese
la relaci6n que satisf ace las fluxiones (derivadas).B b,) €Dada una ecuaci6n,
que contiene fluxiones, hfllese una relaci6n entre los fluentes.) Coma se ve,
b,) es equivalente a la soluci6n de

,(*, «, £) -.,
en el cano de una variable independiente.

EI m£todo. general empleado por NEWTON fue el m6todo de aproximacio-
nes sucesivas, representando las soluciones mediante una serge de potencias
de exponente positive o negativo. Para NEWTON era natural el hacerlo as{,
teniendo en cuenta que }a soluci6n por cuadraturas conducfa a menudo a
funciones trascendentes hb bien conocidas. NEwToN no se preocup6 .mucho
par dar a sus soluciones una forma cerrada. As{, por ejemplo, propane la
soluci6n de

.fg. . I ....dk a--x
coalo

2a 2az

En general, NEWTON presents homo soluci6n aquella en la que el t6rmino
constante de la eerie es aero, hacienda notar que aiiadiendo constantes :6e
obtienen otras soluciones.

NK'bYroN estudi6 tamb{6n ecuaciones diferenciales ordinarias con tees y
mis variables. Era consciente de que tales ecuaciones permiten imponer condi-
ciones complement:arias a las variables. Asi, en la ecuaci6n

#

se puede importer, ademgs, z=g o 2g=a+=, o bien p:-:x, etC.
EI estudio de las ecuaciones diferenciales tomb okra direcci6n con LEiBNiz

(el primers en intraducir el tgrmino eecuaci6H diferencial)) y los hermanos
J:A.KOB BERNOULLI (1654-1705) y JOHANN BERNQUI.LI (1667-1748). LOS tres UtI11-
zaron tambi6n desarrollos en series de potencias para la resoluci6n de ecua-
ciones. Pero, junta a este m6todo, introdujeron tambi6n ]os fundamentos para
la ciasificaci6n de ]as ecuaciones diferencia]es y para ]os m6todos. gene=ales
para ]a reducci6n de ecuaciones diferenciales a ct4adraturas.

Las ecuaciones mgs sencilias de reducir a cuadraturas son las de variables
separables. Los primeros esfuerzos fueron dirigidos a reducer ecuaciones de
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primer arden a este tito. Asf, en 1693, LEiBNriz consigui6 reducir las ecuacio-
nes homog6neas mediante ]a sustituci6n y=:a. Poco mas tardy, €1 rEiismo
logr6 reducir a variables separables la ecuaci6n lined de primer or'den me-
diante la sustituci6n y= uu.

En 1696-1697, resotvieron LEIBNllz y los BKKwouti,i por este procedimiento
la ecuaci6n propuesta por JAKon :

+ .H=)g = Q'(x)!/"

mediante e] cambio g:-"=u, que ]a reduce a una ecuaci6n lined.
EI factor integrante fue utilizado esporfdicamente por JonAnw BxRwoutu

(por primera vez en 1691-1692, pero el m6todo no fue publicado pasta 1742).
En particular demostr6 61, en 1700, que el arden de la ecuaci6n lined

-' 13 * ..*"-: g;} * . . . * .~ - .'V

puede reducirse sucesivamente mediante la multiplicaci6n por un factor xe.
Etta ecuaci6n fue llamada mfs trade de ruler, quien en 17'+O dio con la
sustituci6n, hoy utilizada comiinmente, =;:e '. La soluci6n de BEnnout,ti, sin
embargo, no fue publicada pasta mfs tardy. En 1697, JohAnN BERNOULLI pro-
puso y resolvi6 el problema de las trayectorias,. para el cud tambi6n LEIBNIZ
indict un m6todo de soluci6n.

Por etta misma 6poca tambi6n se obtuvieron las soluciones de algunas
ecuaciones sencillas, coma las que resultan en el problema de encontrar la
curva de descenso mis rapids, la braquist6crona.

Para ecuaciones de segundo orders del lipo f(=, !/', Z/") = O, Q bien g(Zf, !r ', !r1 ;-0,
propuso JonAlgN BERNOULLI el cambio !/'-Z2, con el que resulta

,l*,,,#) -., . ':.- .(«,,,,{) -.,
ecuaciones de primer orders. Peso este m6todo fue publicado por 61 muchos
amos despu6s de que RiccATI (1676-1754) 1o hiciera en 1715.

Mg.s garde contribuyeron al desarrolio de la teorfa los matemft:icos mis
famosos del siglo xvin. Particularmente importantes fueron los trabajos de
EULER (1707-1783), CLAIRAUT (1713-1765), D'ALEMBER'r (1717-1783) y LAGRAN-
GE (1736-1813).

Eui.EK utiliz6 la teorfa de ecuaciones diferenciales en multitud de proble '
mas de mecfnica (mecfnica celeste y balfstica, sobre todo), geometrla y angli-
sis, obteniendo, a parter de 1732, coda una serge de magnificos resultados. Con
Eul.ER, la teoria de ecuaciones diferenciales se transforma en una disciplina
independiente, con sus dos grandes ramas, ecuaciones diferenciales ordinarias
y en derivadas parciales.

En un tmbajo publicado en 1743 present6 Eui.EK el m6tado clfsico de
soluci6n de la ecuaci6n diferencial ordinaria lined con coeficientes constantes
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mediante la sustituci6n g= eL ', que ya bahia utilizado en otros trabajos, en 1732.
Para e! case de ra:ices :m61tiples del i)olinomio asociado propuso !/cnet '. En
el casa de un pu ' de rafces complejas conjugadas a:t.Bf, la sustituci6n gr=ue '
le condujo a la ecuaci6n

cuya soluci6n trigonom6trica le era conocida. Precisamente el estudio de asta
ecuaci6n le condujo, en 1740, al conocimiento de una soluci6n particular
para P '! en las dos formal diferentes, 2cosx y €d+€-xi. Por media ' del
desarroUo en serif de pot:encias lleg6 a la convicci6n de que ambas coincid£an.
Esto le condujo a la formula

€a: = COS a + f sen a,

que hoy llamamos de ruLER. Tambi6n en el pismo trabajo demostr6 Eul,En
que la soluci6n general de la ecuaci6n lined homog6nea con coeilicien.tes cons-
tantes de arden n es una combinaci6n lined de n de sus ecuaciones particu-
lares, introduciendo 6! por vez primera }QS t6rminos usoluci6H particulars
y Ksoluci6n generaiD. Simultfneamente, DAlqml BERnoln,u (1700-1782) resoivi6
tambi6n la ecuaci6n lined con coeficientes constantes. Su trabajo fue publi-
cado en 1751. Tambi6n n'AtEacsExl, en 11748, dio un mgtodo para obtener:la
soluci6n en el faso de una raiz mfltipie. Por ejemplo, en el casa de una
ruiz doble (% se roma

i{. .S=.
a-)ao a

Xe'o']
b

Diaz amos despu6s (1753), publica EuliK un m6todo para la soluci6n de
ecuaciones lineages no homog6neas de coeficientes constantes, mediante la
reducci6n sucesiva de! orden. La idea de! m6todo la hab£h indicado ya en 1741.
Sea, por ejemplo, la ecuaci6n

"g + ' lg-- + . g3- -f(*)
Multiplicamos por e"" e integramos a continuaci6n, poniendo

3

.- (.,« * ': {) -/' ..;'.- .;
Derivando ambos miembros resulta

e'''m'z2y + e '" -!g-- [mbl+ a] + a'-b. -!!y- e'- ftx ) .

de donde resultan a:, b,, m. Asi., se obtiene ahora

d:/ f '',g + D: --:-- f(') e ' dsd= J
rct.nci6ncs OIFCRENCIALES OnOINARiAS. 2
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En 1750 public6 o'AixnBEKT otto m6todo para resolver la ecuaci6n no
homog6nea, observando luego que la soluci6n general es la sumo de una
soluci6n particular de la no homog6nea y la soluci6n general de !a homog6nea.
EI m6todo de variaci6n de las constantes no fue presentado en forma siste-
mftica pasta 1777, quando LxcRANCE lo public6 y lo aplic6 a las ecuaciones no
homog6neas. Sin embargo, dicho mata-do habfa fido utilizado ya por D. BxR-
NOUI.U (17'+G) y pOr EULER (1741).

LxGnANGE mostr6 tambi6n c6ma e] arden de una ecuaci6n pineal homog6-
nea puede ser rebajado r unidades si se canocen r soluciones particulares.

Tambi6n en el siglo xviii se investig6 toda una serie de ecuaciones dife-
renciales especiales, por su aparici6n en div$rsos problemas de f(sica ma-
temg.rica. Asi., en conexi6n con el problema de las oscila6iones de uaa mem-
brana circular tensa, EutEK arrib6 a }a ecuaci6n

(«: £)«*++* 0

luego fue denominada ecuaci6n de Besser. ruLER (1766-1784) rei?resents
la soluci6n de etta ecuaci6n en forma de una serie infinita, que se diferenci4,
en un factor constante de la funci6n cil£ndrica /o(ar). Ya en 1738 D. BEnxoutn
gabi.a estudiado el casa especial /3=0 al considerar las oscilaciones de una
cadena pesada.

En 1778, EuLER se6a]6, en un trabajo, los fundamentos para el.estudio de
la ecuali6n diferencial de la serif hipergeom6trica. Dicho trabajo no se publica
pasta 1801. En 1785 LEGENDRE (1752-11833), investigando la atracci6n de un
elipsoide sabre un punto exterior, introdujo la ecuaci6n que lleva su nombre,
as{ coma sus soluciones, los polinomios de Legendre

La ecuaci6n de Riccati fue extensaHente investigada. En 1722, el prapio
RlccATI habfa considerado casos especiales. Para la ecuaci6n .'a

D. BKKwouLLI y RlccATI gabi.an seiialado simultfneamente, en 1724, que si

---=-!e-T--, k entero, o bien n=--2,

entonces la ecuaci6n es de variables separables. La ecuaci6n general de Riccati
fue estudiada por EuLEK. Este descubri6 que

siendo a una soluci6n particular, candace a una ecuaci6n lined. Si se conocen
dos soluciones particulates entonces la ecuaci6n es soluble mediante una cua-
dratura. EI teorema sobre el valor constance de la raz6n doble de cuatro
soluciones particulares fue probado mucho mfs tarde, en 1877, por E. PicAno.

Clt,AiKAUr y EutKK dedicaron considerable esfuerzo al estudio de las con-
diciones de integrabilidad de expresiones diferenciales. Ya en 1721, NicoLxus

J

i'
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BEnWoutu (1687-1759) habfa descubierto el hecht de que el orders de deriva-
ci6n con respects a vargas variables no altera el resultado, lo cud permiti6
realizar nuevos avances en la teorfa del factor integrante. CLAiKAUV, en 1741,
formula la condici6n de integrabiiidad de Mdx+NcZg. En 1742 formu16 las
condicion6s de integrabilidad de Md= +Ndg+Pdz presentando un m6todo para
!a integraci6n de diferenciales exactas. Tambi6n EutzK dio, en 1770, un m6-
todo para la integraci6n de la ecuaci6n diferencial exacta

Md:c -+ Ndy -v Pdz = Q

La ecuaci6n Mdx + .Ndg -+ Pdz =0, quando las condiciones de integrabilidad .no
se cumplen, fue considerada coma carente de sentido, quedando en la oscu-
ridad las observaciones importantes que NEWTON Labia escrito a tal efectq.

EI m6todo del factor integrante fue considerablemente profundizado por
Eui.En en 1768 y 11769, quien indict varian ceases de ecuaciones de primer
arden que poseen un factor integrante; En ]770 aplic6 Eui,En el m6todo a
ecuaciones de arden superior, utilizando una condici6n obtenida por 61 en 1766
mediaate el cglculo de variaciones, para que

];'(=, p, #', ..., g"))

sea ]a derivada de otra funci6n que contiene derivadas de Z/ hasta el arden
n -- 1. asta condici6n

d
au' ' dP ad' ' +( '«£s 0 F

fue obtenida tambi6n por N. C. DE CoNnoKCET (1743-1794).
Una de ]as exp]icaciones mgs importantes de ]a teorra del factor integrante

fue e} descubrimieiito por LACK.ANCE, en ].766, de la ecuaci6n adjunta y del
hecho de que la ecuaci6n original es adjunta de asta.

EI estudio de las soluciones singulares comienza en 1715 con B. TAYLOR
(1685-173].). A] considerar ]a ecuaci6n

4x3 -- 4x: = (1 + z'F (d=/dzy

introdujo z=u/!/, u=1+=2, obteniendo

f -- 2zg/y" + u(!f")2 = 1

Derivando este iltima ecuaci6n, results

2g''(z,#' -- ZP) = 0

Poniendo u#'--zg=0 e introduciendo !/'=zg/o en [*] se obtiene !f::u,
== 1. TAYLOR caliiic6 este soluci6n coco guEa cierta soluci6n singular del
problems) sin considerarla mgs detenidamente. Veinte ahoy mis tardy, (=LAi-
RAUr eacontr6. de nuevo por derivaci6n, la soluci6n singular y general de la
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ecuaci6n
.$'

«-.** :,{- ({):

y o'.AI,EMBERr sefiala el procedimiento general para obtener las de

«-** ({) * -(+)

Tambi6n Eui,En dia con coda una serie de ecuaciones diferehciales con
soluciones singulares (1736 y siguientes). En el afro 1769 sefia16 1o siguiente:
Si una ecuaci6n admits el factor integrante p(x, g), entonces la expresi6n
I/p(=, g) =0 puede proporcionar una soluci6n singular '(este hecht habra side
observado ya por CdwnoKCET). En 1768 publica EutEK criterion que permiten
diferenciar soluciones singulares de !as soluciones particulares de una colec-
ci6n de ecuaciones, comenzando con el faso mgs sencillo : cig=cZx/Q'(=). Tales
criterion se fundaban en el estudio de las integrales impropias correspondientes.
LAGRANGE, en 1776, Uev6 a capo una investigaci6n mas profunda del car6cter
de la soluci6n singular, explicanda cdma se obtiene, o bien a parter de la
ecuaci6n misma, o bien de la soluci6n general por el m6todo de variaci6n
de constantes. LAGRANGE presents tambi6h una interpretaci6n geom6trica de
la soluci6n singular como envolvente de la familia de curvas integrates par-
ticulares. Los lugares geom6tricos de los puntos singulares, as( como los castes
en que la soluci6n singular es al mismo tiempo soluci6n particular, no fueron
considerados por I.AGR.INGE. Allgunos resliltados sobre soluciones singulares
de ecuaciones de orders superior y la construcci6n de ecuaciones con solucio-
nes singulares prefijadas se deben tambi6n a LACKAnaE (1781, 1801).

EI tratamiento de sistemas de ecuaciones ordinarias fue motivado origina-
riamente por el estudio de las ecuaciones fundamentales de la dinfmica.
D'AtKmBEKr Hev6 a cabo e] estudio de sistemas de primeco y segundo orden,
en 1743 y 1750, aplicando el m6todo de coeficientes indeterminidos a los
sistemas lineages con coeficientes constantes. D'ALnKBER'r eligi6 1os factored
de modo que una combinaci6n lined de las ecuaciones del sistema tomase
la forma

'#

8

i
:}

i

:$g. ...$
$

1:;%' .g '.'j :f v Hs

3

ig.

:g '::;.

i

o bien,

EutEK, en un trabajo de ]-750 sabre oscilaciones en un media elfstico,
desarro116 otro procedimiento para la integraci6n de sistemas lineages de
segundo orders con coeficientes constantes, representando la soluci6n buscada
coma combinaci6n lined de funciones trigonom6tricas. Mfs adelante, tambi6n
LAGnAxcE y LKxnLL se ocuparon del estudio de sistemas.

Los problemas de mecfnica celeste, en particular el estudio de los mo-
vimientos lunares, motivaron el desarrollo de procedimientos de aproxima-
ci6n para resolver ecuaciones diferenciales. EI m6todo de Euler, introducido
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en 1768, tuvo particular importancia desde el comienzo. Utilizando la ecuaci6n
misma, z/'=/(x,!/), EuLEK obtenfa gr'(xo), !r'(xo), ... de la soluci6n y=ZKx),
g.-!/(xo), y luego g(x.+h) por medco del desarrollo de Taylor. Del mismo
modo, g(xo+2h), g(xo+3h), ... Este m6todo fue despu6s aplicado para pro-
porcionar un teorema de existencia. Coco era general en el siglo xviii, no
se [[ev6 a cabs estudio a]guno sobre ]a convergencia de] proceso. Eui.UK
observ6 que si /z es muy pequefia, las series obtenidas en casos particulates
convergen rfpidamente. Extendi6 el m6todo a ecuaciones de segundo arden
en 1769. Para llegar al mismo objetivo tambi6n se utilizaron en gran medida
desarrollos en serie. LAGRANGE, en Gambia, utiliz6, en 1779, desarrolios en
fracciones continuas.

Los 6xitos de [os matemfticos de] sigio xvlll en ]a teorfa de ecuaciones
en derlvadas parciales fueron de memos importancia, aero en este periods se
echaron los cimientos para los desarroUos ulteriores. La consideraci6n de
ecuaciones en derivadas parciales fue motivada en primer lugar por problemas
de Fj.sica. Mils adelante entraron en escena problemas de Geomcti-fa diferen-
cial. E! trabajo en este terreno comenz6 propiamente con el estudio de las
ecuaciones de segundo arden.

EI punto de partida fue uno de los problemas con mis resonancias en
el siglo xvili, el de la cuerda vibrante. Ya GALILEO se Labia interesado por
este preblema, pero el primer tratamiento matemftico hacia su soluci6n se
debe a B. TA)'toK, en 1713-1715.

TAiLoR estab]eci6 ]a existencia de una proporcionalidad inversa entre la
ace[eraci6n en un punto de ]a cuerda que vibra transversalmente y e] radio
de curvatura de la cuerda en el mismo punto. Este, traducido a la terminologfa
moderna, se puede expresar mediante ]a ecuaci6n

Z

de las vibraciones pequeiias.
TA'ruok, mediante algunas condiciones muy several, redujo bl problems a

dos ecuaciones lineages ordinaiias de segundo orders con coeficientes cons-
tantes. Dedujo que una cuerda fijada a amboy extremes tiene siempre forma
sinusoida!. La ecuaci6n de ]a cuerda b'ibrante fue escrita por D'ALEC.INERT
en 1749 en la forma moderns

i)ta ox'-

EI fue el primero en presenter la soluci6n en la forma
# =f{ x + £) -b g (x -- r),

siendo f y g dos funciones arbitrarias.
Su tratamiento de ]a ecuaci6n no era complete, quedando fuera de su

consideraci6n ]as condiciones iniciales qtle determinan una soluci6n. Consi-
ders solamente las condiciones !/{0, t)=0. g(1, [)eO para todd r. Estas }e per-
Hltian Inner

ty= ftt '-- x) -- {tt -- x), f(= -+ 2t) = {(=)
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Eui.EK observe, a! alto siguiente, que !a vibraci6n de la cuerda qaeda
completamente determinada si ademfs de las condiciones sabre los extremos
Hjos se conocen tambi6n las condiciones iniciales, posici6n y velocidad de
dada punta de ]a cuerda en el tiempo r-O .Con esto qued6 esencialmente
acabado e! m6todo de las caracterfsticas de D'Ai,KmsKKT. Tambi6n EutuK pro-
porcion6 un procedimiento para .repKsentar geom6tricamente ]a posici6n de ]a
cuerda en cada memento. Clon este estudio de la cuerda vibrante se origin6
la famosa controversia, de gran importancia por sus consecuencias, sabre la
naturaleza de las funciones arbitrarias que aparecen en las soluciones de las
ecuaciones en derivadas parciales. . . . .

EuLKK dio por supuesto que el anflisis ordinario suede restringirse a la
consideraci6n \de funciones acontinuasn. EI concepto de continuidad de EuLKK
tenfa otro significado que el moderno, introducido por CAUCnV y Boi,Zane
eh el siglo xlx. EuLER consideraba Kcontinuas aquella funci6n que viene defi-
nida en todd su domingo de definici6n mediante una 6nica expresi6n Kan3lil-
tica?, quedando el carfcter de aan&liticidadw un poco ambiguo. Para EuLER,
las ;los ramas de la hip6rbola xg= I representan una curva continua, mientras
que la funci6n

( x si =>0
{--x si =<0

\

! '. g

es discontinua.
La continuidid estribaba para EuLKK en que por media de una tinica

expresi6n atodas ]as panes de ]a curva estfn enlazadas unas con otras intima-
mente, de tal modo que no se pueden introducir cambios en ninguna de elias
sin alterar !as otrasD. Asf, EuLEK consideraba coma continual las funciones
que poseian la propiedad de las funciones analfticas en sentido moderno de
estar'determinadas por e! conocimiento de una porci6n pequefia de elias. Las
funciones continuas en sdntido moderno eran denominadas por EuLEK cco-
ncxRSP. Una curva Kconcxan trazada al azar era discontinua para EutEn,
puesto que, began 61, era imposible expresarla mediante una 6nica f6rmula.

funciones KcontinuasD, resultaba que el campo de las ecuaciones en derivadas
parciales constitufa un dominic enteramente nuevo de las matematicas, puesto
que aqua era necesario considerar funciones discontinuas, como en las posibles
condiciones iniciales de las cuerdas vibrantes. Contra tai conclusion se levant6
D'ALEMBERT a]egando que ]as funciones que intervienen en la integraci6n de
ecuaciones en derivadas parciales han de venir dadas analrticamente. Cali
al mismo tiempo obtuvo D. BERNOULLI, en 1755, una nueva soluci6n del pro-
blema de la cuerda vibrante. En un principio se apoy6 primariamente en
consideraciones fisicas, estableciendo que el tono producido por una cuerda
vibrante este compuesto por el fond fundamental y toda una colecci6n de
tonos secundarios. Con este concluy6 que la vibraci6n de una cuerda consiste
en las oscilaciones diversas de sus panes que se componen unas con otras
en los nodes. La forma de la cuerda en cada moments se obtiene por super '
posici6n de las curvas sinusoidales correspondientes a los distintos torsos, cuyos
peri6dos son inversamente proporcionales a los n6meros naturales. Asi, en un
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instance determinado se obtiene

zx . 2a'z 3zx
g ' cz sen --;-- + P sen --;-- + ' sen -:J=- +

Asi. lleg6 D. BERNOULLI al principio fundamental de la ffsica matemftica
de superposici6n de oscilaciones lineages.

Para un cano particular, EuLEK habfa obtenido la soluci6n de la ecuaci6n
de la cuerda ya antes que BKRNoutu en forma de una eerie trigonom6trica.
Sin embargo, manifesto $us dudas sabre ]a posible generalidad de tal soluci6n,
ya que, desde su panto de vista, una funci6n. prefijada algebraica cualquiera,
que no es necesariamente impar ni peri6dica, no podrfa ger representada
mediante una suma de curves sinusoidales. D. BKKNoui.Li se manifesto en
contra, expresando su convencimiQnto de que mediante una elecci6n ad€cuada
de ]os coeficientes a, /3, y, ..., coda curva puede ser representada mediante una
eerie trigonom6trica. Subray6 que su teorfa sabre la posibilidad de reducir
movimientos existentes en ]a Naturaleza, que no parecen estar sometidos a ley
a[guna, a movimientos simp]es is6cronos, de ]os que ]a Natura]eza hale uso
en ]a zllayor parte de sus procesosn. Mfs garde, tambi6n atros matemgticos,
coma LAGRANGE y LAPLACE (1749-,[827), tomaron parte en ]a discusi6n. En !78].,
la Academia de Cliencias de Petersbuwoo estableci6 un certamen sobre este
problems y concedi6 el premio a L. AKBocAST (}759-1803), que se haifa colo-
cado en ]a tontroversia del lido de EuttK y en contra de n'AtEmnEKT..

Las nociones poco claus sabre el concepto de funci6n, continuidad, anali-
ticidad, etc., hicieron imposib]e a ]os matem5ticos de aquel tiempo encontrar
una soluci6n exacta de su problema, as{ coma de la cuesti6n de caracterizar
]a cease de funciones representables mediante una serie trigonom6trica. Esto
!iegarfa a ser un problema fundamental en la investigaci6n de muchos mate-
mfticos del siglo xlx.

Lag ecuaciones en derivadas parciales apareciei-on tambi.6n I'elacionadas
con diversos problemas ffsicos. hidrodin5micos (D'ALEMBERT, quiet en 1752
ap[ic5 a este campo ]a teorfa de variables comp]ejas, y especia]mente EuLEK,
en !757-1758). de la membrane vibrante (EuLER, 1766), de la teorfa de! poten-
cia[ {L.i.PL.xct, ]789), etc. Como resu]tado se ]]egaron a conover diversos ti]l>os
impoltantes de ecuaciones diferenciales !ineales de segundo order. Con todd,
se estaba CHttOHC©S bien ]ejos de ]a formu]aci6n de ]os problemas generates
de }a peoria de esEas ecuaciones.

Un avarice impoitante en esta direcci6n constituy6 ]a reducci6n efectuada
por Et-LEK en 1770 de ]as ecuaciones ]ineales de segundo olden a ciertas formal
can6nicas por media de cambios.de variable. Asf, por ejemplo. por media
de ]a sustituci6n f:.:x+ag, zl =x--ag, la ecuaci6n

- {F
Jll ' t} x '

pasa a ]a forBId
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obteni6ndose de aqua la integral general

z = /(r) + P(u) = f(= + ag) + + (r -- -2!/)

Para la ecuaci6n

..P% -g!-- + .; - .
propuso LAPLACK (1777, 1782) el m6todo llamado de las cascadas, que hale
posib[e, a veces, obtener ]a integral general por media de cuadraturas.

Las ecuaciones en derivadas parciales comenzaron a aparecer repetidamente
en Geometria. En trabajos de ruLER, en 1740, ya empiezan a aparecer ecua-
ciones sencillas del typo f(P, g) =0. n'AtEA{BKKT consider6, en ].768, ecuaciones
lineages en z, p, q con coeficientes constantes. La ecuaci6n lined general

Pp-v Qq= R

fue estudiada casi simultfneamente por LAPLACE y LAGRANGE en 1776. LA
GRANGE sefia]6 la reducci6n de la ecuaci6n al sistema

V

P
dty dz
P .R

Unos adios despu6s, en 1781 y 1787, el mismo LAGRANGE extendi6 su pro-
cedimiento a ecuaciones lineales con un ndmero arbitrario de variables. En
este contexto vino a hager notar que el arte de resolver una ecuaci6n en
derivadas parciales consiste en reducirla a ecuaciones diferenciales ordinarias.

EuLKK y otros se ocuparon tambi6n de la soluci6n de ecuaciones no lineages
de primer arden. EuLER sefia]6, en ].770, que una ecuaci6n de tree. variables

de reducirse a una lined de cuatro. repo los primeros en resolver una
ecuaci6n no lined de segundo orden con dos variables independientes ilueron
LAGRANGE y P. CnARPIT (en 1784, aunque su trabajo no se public6 hasta 1814).
Su m6todo es el conocido como m6todo de Lagrange pit. En el siglo xvili
se hicieron ensayos para extender el m6todo a mg.s de dos variables inde-
pendientes, pero sin 6xito.

Entry 1770 y 1780 LAaKANGE estableci6 tambi6n relaciones entre las diver-
sas expresiones de las soluciones de las ecuaciones de primer orden e introdujo
la terminologia moderna. La soluci6n que depends de dos constantes arbi,
trarias

z = Q(=, y, a, b)

i
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la llam6 completa. Por aplicaci6n del m6todo de vatiaci6n de las constantes
utilizado p6r 61 en la soluci6n de las ecuaciones lineages ordinarias homog6-
neas obtuvo la integral general y una inl:egral singular. LAaRANCE push
b=P(a), siendo @ arbitraria y eliminando e] parfmetro a entre ]as ecuaciones

z = 'Hx, y, a, P(a)),
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obtuvo la soluci6n general. Eliminando luego los dos parametros entre

- 0, -0z = $Gc, y, a, b),

obtuvo la soluci6n singular. Tambi6n fue LAGRANGE quiet, en vista de que
la soluci6n no siempre requiere cuadraturas, introdujo el t6rmino asoluci6nn
en lugar de aintegralD.

demos vista que, en algunos casos, ios r8sultados analilticos de }a teorfa
de ecuaciones diferenciales encontraron una interpretaci6n geom6trica. Asf,
por ejenlplo, la teorfa de las soluciones singulares fue relacionada por LACKAncE
con la teorfa de envolventes. En conjunto, sin embargo, ia l:eorra de ecuacio-
nes fue interpretada por E.USER, D'.ALEMBERT y LAaKANaE sobre una base
algebraica y anali.rica. La teori.a geom6trica fue desarrollada sabre todo en los
trabajos de G. MoNdE (1746-J-818) a parter de 1778. En una eerie de ani.culos,
los mis importantes de entry ellos escritos entre 1795 y !807, investig6
MANGE la conexi6n de la teorfa de ecuaciones con la teori.a de superficies y
de curvas .alabeadas. EI process de integraci6n de ecuaciones recib'i6 asi una
interpretaci6n geom6trica extraordinariamente intuitiva. En muchos castes, la
btisqueda de integrates se apoy6 sobre procesos geom6tricos para engendrar
superficies. M.once considers, por ejemplo, superficies cilfndricas, cuyas gene-
ratrices son paralelas a las rectas

Escribi6 ]a condici6n de paralelismo del plano tangente a estes rectas

z -- =i = P(.t -- xi) + g(g -- g:)

y encontr6 ]a ecuaci6n diferencia] de ]as superficies cililndricas

La integral general de este ecuaci6n la obtuvo M.ONGE del siguiente
modo. Las ecuaciones de ]as generatrices de ]a superficie cilindrica han de
ser de }a forma

£ := g= -> a
ty= b: +- P

siendo a y P constantes para los photos de una misma generatriz. y variables
al pasar de una generatriz a otra. Del hecht de que a y /3 son simult:ineamente
constantes o variables concluy6 MoNCE que deben guardar una cierta rela-
ci6n de dependencia, #=tP(cr). Por tanto. la ecuaci6n defihitiva de las super-
ficies cilfndricas ha de ser :

Mediante condiciones adiciona]es, por ejemp]o prefijando ]as curves direc
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prices, puede determinarse ]a forma concrete de
dona [a ecuaci6n de ]a superficie cilindrica que

La significaci6n geom6trica de !a ecuaci6n

las funciones, lo que proper
pasa por una curva dada.

P dx -t Q. dy-p R . d= 0 ['*]

permiti6 a M.ouaK, en 1787, clarificar un problema que, homo demos men-
cionado anteriormente, permaneci6 abierto por largo t:iempo, a pesar de que ya
NEV.'TON haifa indicado la orientaci6n correcta. En faso de integrabilidad,
[a re]aci6n ['''*] determine, por medio de una sofa relaci6n, una familia de
superficies f(x, g, z)=c. Una curva arbitraria que este sobre una superficie
de la familia es ortogonal a cua]quier curva de ]a familia determinada por

p 'P R [* * *]

que'la interseque. En general, si la condici6n de integrabilidad no se satisface,
no existe ninguna familia de superficies ortogona] a ]as curvas de] sistema [**':].
Aun en este casa, homo MloNGK puso de manifiesto, ]a ecuaci6n [+'p] tiene
un sentido geom6trico. Imponiendo una dependencia adicional .i/r(x,y, z)=0
entre [as variables ['':'':] puede ser reducida a una ecuaci6n diferencial 6rdinaria
de dos variables. asta determina entonces una familia uniparam6trici de curvas
que yace sabre la superficie P(x, g, =)-0 .y que es ortogonal a las curvas del

propuso llamar a la ecuaci6n de la forma

.i

F(x, y, =, dx, dy, d=) = q

ecuaci6n de Mange, quien Labia investigado castes especiales de este tipo
de ecuaciones.

A M.INGE tambi6n pertenece la siguiente representaci6n intuitiva de la
teorfa general de ecuaciones en derivadas parciales de primer olden. La inte-
gral completa

/(x, g, =, a, b) = O

represents una familia biparam6trica de curvas. Las superficies que pertene
cen a una misma familia uniparam6trica que se origina quando se pone b-©(a.)
ias ]lam6 MoNCE superficies involutas. Las superficies determinadas por las
ecuaciones

g(;r, g, :, 6z) =/(x, y, :, a, P(a)) =0

:. - -g£-- -'. @'(.) -:£ - o
las envolventes de la familia uniparam6trica constituyen la imager geom6trica
de la integral general. De fundamental importancia fue la introducci6n, pro-
puesta por MANGE, de las curvas de contacto de las envolventes con las
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involutas para un valor fiji de a. MoNCK las liam6 caracteristicas, puesto
que determinan las propiedades caracteristicas de las envolventes de !as super-
ficies integrates engendradas por elias. Las curves envolventes de ia familia
de caracterrsticas, determinadas por ]as ecuaciones

g

&a!

0

0

0

]as [[am6 M[oNaK hordes de retroceso de ]a envo]vente, puerto que ]os puhtos
de etta curva son, en general, puntos de retroceso de ]a carta en la cua! la
superficie envo]vente carta un piano. que Atraviesa su borde sin convener ]a
tangent-e. En forma vaga MoNCK extendi6 tambi6n el estudio de caracterfsticas
a ecuaciones de orden superior que aparecieron en el estudio de diversos
typos de superficies. MoNcr mismo fue queen introdujo e! simbolismo de
abreviaci6n usual para ]as derivadas parciales. :

}iacia fines de[ sig]o'xviii ]a teorfa de ecuaciones diferenciales ]]eg6 a ser
una de ]as disciplinas matemiticas m:is importantes, convirti6ndosc en instru-
ments principal en e] estudio cientffico. Fueron estudiados en deta]]e ]os diver-
sos typos de ecuaciones ordinarias integrables por cuadraturas, se elaboraroa
los primeros procesos de aproximaci6n. se introdujeron toda una set'k 'de
conceptos fundamentales tales coma e! concepto de soluci6n singular y gene-
ral, y ]as nociones de integral complete, general y particular de una ecuaci6n
en derivadas parciales.

Tambi6n se construyeron los cimientos para una teorfa geom6trica com-
pleta de ]as ecuaciones en derivadas parciales. Se estudiaron ciertos typos de
ecuaciones de arden superior. La teoHa de ecuaciones se relacion6 con el
cilculo de variaciones y con la geometrfa diferencial. Tambi6n se comenz6 a
conover sus relacion&s con las funciones de una variable compleja, con las series
trigonom6tricas, con las funciones especiales y con las integrates eJfptjcas La
mayor parte de ]os resultados hallados pasta ia penaltima d6cada del siglo xviii
fueron expuestos magistra]mente en ]a clfsica okra de Eut.rn //7.sfifzffiones
calc:f/i integra/is, en cuatro tomas. pub]icados ]os t!-es primeros entre ]768
y 1770. y e] cuarto, en ]794. Esfa okra fue coma un manual para todos los
matemiiticos y adn no ha perdido int:eras. En la primers mitad de! sigio xix
fueron introducidas nuevas ideas, parte en relaci6n con problemas de fisica
!natem5tica. parte originadas en ]ca tmnsformaci6n general que experiments
el aniilisis matem;itico.
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1.3. LA PRIMERA MITAD DEL SIGLO XEX

E! primer cuarto del siglo xi\ fue, en general, un periods de transforma-
ci6n en matem=iticas. Los fundamentos de] anf]isis en especia] experimentaron
una renovaci6n dristica. Los concertos de lfmite. infinit6simo, continuidad,
diferencial, etc., recibieron una formulaci6n exacta en t6rminos aritm6ticos.
La integral definida, que en el siglo xvill era interpretada en general coma
un valor particular de una funci6n primitiva, se defini6 coma ]imite de una
puma. Se comenz6 a considerar la convergencia de las series infinitas que se
introducfan, estableci6ndose asimismo criterios de con't'ergencia, €&:. Se em-
pez6 a introducir ]as restricciones ne':esarias en las formulas y teoremas que se
proponian. EI concepto de /una(5/? tom6 su forma moderna, especialmente
con P. LKIEUNE-DiKicnLUT (1805-1859), en 1837

Etta transformaci6n, que tuvo cano responsables principales a A. CAUCnV
(1789-].857), C. F. GAuss (1777-1855) y B. BOLZAKO (1781-1848), comenz6 a
convertir el anflisis matemftico, de una teorf a de funciones o closes de fun-
ciones particulares, coma habfla sido pasta entonces, en una teorra mg.s abstracts

ral. Este permiti6 estudiar con mfs pe!'spectiva y profundidad -!as de-
pendencias funcionales especiales. Aparecieron en primer plano los proble.mas
de existencia de los objetos introducidos por media de procesos infinitos;
Ifmites de sucesiones, integral definida de una funci6n continua, funci6n pri-
mitiva, diversas integrates impropias, heros de una funci6n continua, etc. Alla
donde los matem3ticos del siglo xviii se apoyaban en la intuici6n fisica o
geom6trich (integral coma superficie, derivada como velocidad o como inclina-
tion de la tangente, etc.), o bien en la misma marcia de los procesos de
cilculo (<obvias aproximacionesD a clerics n6meros) vieron los matemdticos
del sigio xlx problemas fundamentales de existbncia.

EI desarrol[o de[ anii]isis en ]a -direcci6n de la teorfa de funciones de
variable l-ea}, en particular la nueva definici6n de la integral y la teorfa de la
convergencia de series, prepararon e! 'camino para la c6nstrucci6n de una
teorfa general de funci6n de una variable compleja, cuyos fundamentos fueron
puestos por CAUCnV y GAuss y cuyo desarrollo se debe sobre dodo a B. RiE-
mANN (1826-1866) y a K. WEIERTRASS (1815-1897). Tambi6n q.n otros campos
de las matemfticas se opefaron cambios igualmente profundos. Asf, en algebra
se resolvieron, por vez primera, problemas generates relacionados con la repro '
sentaci6n de las rafces de ecuaciones mediante radicales. P. Rupnwi (1765-
1822) y N. H.. ABEL (1802-1829) demostraron la inlposibilidad de una soluci6n
en forma de radicales en ecuaciones arbitrarias de prado superior al cuarto-
Poco mis tarde, E. GALois (1811-1832) estableci6 condiciones bajo las cuales
ecuaciones de un grado dado pueden ser resueltas por radicales, edificando
en conexi6n con este problerha la teorfa de grupos que argo mis tardy habrfa
de penetrar todd el cuerpo de las matemfticas. P. 'WANTZELL (]814-1848)
demostr6 que el antigua prob]ema de ]a trisecci6n del fngulo por media
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do en 1829). Argo mas tarde, en 1832, J. BotvAI (1802-1860) publica resulta-
dos anglo:gos. Finalmente, RnmAltili, en i854, comenz6 con las consideraciones
que dieron lugar a la geametrf a aFiemaRniaDan.

Las nuevas ideas y m6todos en anilisis ejercieron un impresionante influjo
sabre la teorfa de ecuaciones diferenciales. Tambi6n aqua se suscit6 un pro-
blema de existencia, el del problema general de existencia de soluciones. I,a
formulaci6n exacta y la primera soluci6n del problema para una clash amplia
de cason se debe a CAUCnV.

CAUCnV hizo notar que el paper que desempefian las integrates que apare-
cen en Ffsica y Geometrfa (entre 6stas las integrates de ecuaciones diferen-
cia[es), muestra que ]as constables y ]as funciones arbitrarias que intern:ienen
en elias han de ser siempre definidas. Los matem5ticos del siglo xviu habran
partido de la creencia infundada de que siempre existfan soluciones generates.
Empezaban por buscar[as, siendo determinadas a] final ]as constantes y funcio-
nes arbtilarias. CAUCnv consider6 necesario inverter e] proceso y tratar de
hallam primeco ]a demostrac{6n de la existencia de soluciones particulares.
a fin de que la determinaci6n de las constantes o funciones no transcurriese
separadamente de la investigaci6n de las integrates. aDe etta forma----escribi6
CAUCnV , el problema queda completamente determinado y esta circunstfncia
permits no s61o simplificar soluciones conocidas, sino tambi6n Atacar nu:e't'oi
problemas.n De este forma se originaron los Kproblemas de Cauchyn.

En !os alias 1820-.!830. CATUCnV presents en sus lecciones una demostra-
ci6n de la existencia y unicidad de la soluci6n de la ecuaci6n diferencia!
!r'=f(z, g), con ]as condiciones inicia]es gong(xo), presuponiendo ]a continui-
dad de f y a/:/dg. En 11835 se publica un resumed del m6todo. CAUCnV pro-
cedi.a mediante el m6todo de Euler de integraci6n aproximada. La curve
integral que se busca es apraximada primeco por una li.nea polygonal cuyos
vertices en el intervals (xo, x) tienen abscisas xo. x:, x3, ..., x,.==, mientrag que
!as ordenadas son

#'! =g. -: jl'(xo, !/o) (xl -- xo)

y3 =y. +f (=1, !f!) (I'2 -- x:)

Asf
&

y. = yo -F ftxa, ya) tx * -- xa0 -} f(x,,.:, g,:.i) (x,; -- x,,..)

La analogs.a entry esta suva y ]a puma que viene a aproximar ]a integral
de una funci6n es obvla. La demostraci6n de existencia se reducfa a ]a demos-
traci6n de la existencia de una funci6n !fmite

la cud satisface ,tanto la ecuaci6n diferencia! coma la condici6n inicial. Etta
demostraci6n fue presentada eu tror=d m:is detallada, en 1844. por F. MoiGNO
(}804-1884), discfpulo de CAUCnV, en las notes de sus lecciones. M.fs adelante.
R. Lipscnirz (1832-1903) !a perfeccion6 sustituyendo, en 1876. la continuidad
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de af/ap por, ]a condici6n que lleva su nombre. Mgs tarde, G. p'KANE (1858
1932) demostr6 [a existencia de a! ments una so]uci6n de ]a ecuaci6n

C

y' = f(x, y), yo= y(xa),

bajo la condici6n de continuidad de /(x,g). Teoremas de existencia con con-
diciones mis d6bi]es fueron demostradas mis ade]ante por O. PERSON (19].5).

Tambi6n a CAUCHV se debe la idea fundamental del m6todo de aproxima-
ciones sucesivas, que en forma mis moderna y general fue presentado en 1890
por E. PICARD (!856-1941). Este consiste en ]a demostraci6n de ]a convergen-
cia de las soluciones aproximadas determinadas por las formulas

[

gl=g.-b I /(f,y.)df....,!/k-y:.r I /:(Z?,gk I)df

CAUCnV extendi6 su teorema de existencia a ecuaciones de arden superior,
redugiendo 6stas a sistemas de ecuaciones de primer orden. Finalmente, dio
tambi6n un teorema de existencia para ]a soluci6n de una ecuaci6n diferencial
ordinaria y de un sistema de ecuaciones diferenciales de primer arden en el
campo compiejo. Este teorema se basa en ]a representaci6n de la soluCi6n en
forma de serge de potencias y en ]a ap]icaci6n de ]a fund(5n mayorante.

EI teorema de existencia de Cauchy en el campo complejo permaneci6
bastante desconocido. K. WnERTRASS dio una nueva demostraci6n de !a exis-
tencia de soluci6n del problems de Cauchy para sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

EI probiema de existencia de soluci6n de un sistema de ecuaciones en deri-
vadas parcia[es fue investigado a condo por S. KOWALESKAYA (1850-189],), una
discrpula de WTEIERTRASS, que demostr6, en 1874, el teorema fundamental de
existencia de una dmca soluci6n analitica de un sistema de ecuaciones en deri-
vadas parciales en forma normal. Tambi6n S. KOWALESKAYA presents un ejemplo,
sorprendente para sus contemporineos, de una ecuaci6n que no cumple las
hip6tesis del teorema y no posse soluci6n analftica alguna.

EI problema de Cauchy para closes generates de ecuaciones en derivadas
parciales ha ocupado a muchos matemfticos eminentes hasta nuestros dias y
a este prob]ema se ]e ha dedicado una ]iteratura muy extensa. Entre los traba-
jos mis importantes se pueden cigar !os de E. PICARO, en 1890, sabre algunas
ecuaciones lineages de lipo elfptico, y los de S. N. BKKNSTKiN (1904-1908), sabre
la existencia y analiticidad de soluciones de una amelia close de ecuaciones
no lineages de lipo eli.ptico. Estas investigaciones fueron continuadas despu6s
de 1917 por J. LERAY, J. SCnAUnKK e 1. G. PETROVSKI.

Los teoremas de existencia tuvieron importancia, no s61o desde un punto
de vista puramente te6rico, en cuanto que justificaron !a aplicaci6n de los
m6todos de la teorfa de ecuaciones .diferenciales a problemas de ffsica. Los
m6todos originados en las demostracianes de estes teoremas hicieron posible
aproximar la soluci6n con el prado deseado de exactitud, as{ coma medir el
error de la aproximaci6n. De este modo, tales teoremas sirvieron de funda-
mento para los diversos procesos de integraci6n num6rica de ecuaciones dife-
lenciaJes que fueron e]aborados a todo ]o largo de] siglo xix.

J
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Las herramientas mis peifedtas del an61isis moderns hicieron posible tam-
bi6n el desarrollo de una teorfa de soluciones singulares. MloicNO, en 18'+4,
introdujo un ejemplo dado por CAUCnV de una ecuaci6n diferencial o-dinaria
de primer orders, cuya soluci6n singular es al mismo tiempo soluci6n particu-
lar. A. COURNOT (1801-1877) demostr6, en 1841, que !a carta del discriminante
de una ecuaci6n diferencial no tiene que ser necesariamente una envolvente
de la familia de las curvas integrates, sino que suede ser el lugar de SLS puntos
de retroceso. La teorfa moderna de las soluciones singulares fue desarrollada
m5s en particular en diferentes trabajos de G. DARBoux (1842-1917) en 1870,
A. CA.v!,EV (182i-1895) en 1873, E. PICARD en 1886, G. CnKVSTAL (1851-1911)

atta revoluci6n importance se opera en la primera mitad del siglo xlx
en el problema relativo a la integrabilidad de ecuaciones diferenciales mediantb
cuadraturas. EI nlimero del tito de ecuaciones asi solubles se aument6 poco.
Pof'ella se propuso la cuesti6n, anflogamente a lo que habfa sucedido en
iigebra con el problema de la so]uci6n de ecuaciones por radica]es, sobre ]a
integrabilidad de ecuaciones diferenciales por cuadraturas. Aunque aqua no se
obtuvieron resultados tan importantes coma los de ABEL y GAI.ois en algebra,
se [!eg6 a ]os plinleros resu]tados. J. Liouwu,K (1809-1882) demostr6, en 1841,
apoyfndose en cierta clasificaci6n de los niimeros trascendentes, que la ecua=
clan de Riccati s61o es integrable por cuadraturas en los cason seiialados ya
por !). IBKKNoutL!. Las investigaciones c15sicas de ABEL, LiouviLLE y CnEsi-
CHEV (1821-1894) sabre ]a integrabilidad en forma cerrada de diversas linn:
clones irracionales pertenecen tambi6n a este mismo domingo de ideas.

En i837, J. STUKa{ (1803-1855), en conexi6n con estudios sabre conducCi6n
del valor, introdujo el concepts de soluci6n oscilante y demostr6 el teorema
de separaci6n de los heros de dos soluciones linealmente independientes de
una ecuaci6n lined homog6nea de segundo orders. Los trabajos de STUnM y
Liouv'ii,LE pusieron el fundamento para los estudios dei problema de contonlo
que [[eva sus nombres .y consiste en tratar de reso]v'er ]a ecuaci6n

d(Kg1 .
0,

donde ;k' y G depended de = y de un parfmetro }., sienda dados en dos
puntos de] eje = !os v'flores de ciertas combinaciones lineages de g(1) y de
g'(x). Con la soluci6n de este problems de contorno este relacionada ia
soluci6n de mucbas ecuaciones de Ffsica matemftica. ]a teorfa de ecuaciones
integrates y ]a posibilidad de desarrollo de funciones en series de sistemas
fundamentales de autofunciones.

La .formulaci6n exacta de independencia lined de un sistema de !luncio-
nes proviene tambi6n del siglo xix. Una condici6n para la independencia
[inea[ fue dada en 1857 por L. }]EssK (]-8i1-].874) y por E. CnKisTonul (].829-
1900), en 1858. Etta condici6n se suede expresar mediante el determinante
llamado lvronskiano, que IH. W'RONSKI (1;75-1853) Labia introducido en !821.
En 1866. L. Fuchs (1833-}902) introdujo el t6rmino -sistema fuHdamcntalz.

Un gran n6mero de trabajos fue dedicado tambi6n al estudio de ecuaciones
especiales lineages de segundo orders con coeficientes variables. F. W. BEssKt
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(178'+1846) estudi6 la ecuaci6n que lleva su nombre y que ya Labia side
considerada por D. BERNOULLI y ELLER. Tambi6n se investig6 la ecuaci6n
de la serif hipergeom6trica, que habra ocupado a RULER y GAuss, la ecuaci6n
de Legendre, la de Lama (1795-1870), etc., En 1874, A. W. LKrNtKov (1837-
1888) aplic6 a la integraci6n de UHa serif de ecuaciones similares, en particular
a la ecuaci6n

(= a) (x -- b)/' + (c + hx)g ' + kg = O,

[a teori.a e]aborada por 61 mismo de ]as derivaciones con fndice general. I..a
ecuaci6n anterior, por una selecci6n adecuada de las constantes, o bien por
medio de transformaciones apropiadas, pasa a ser la ecuaci6n de la eerie
hipergeom6trica, la de Legendre, la de los poiinomios de Chebichev o la
de las funciones de Besser. Tal teor£a remonta sus origenes a LEUNlz y a
LIOUVILLE (1832).

En ]a segunda mitad del siglo xix inici6se con L. Fuchs (1833-1902)
una.. nueva orientaci6n en la teorfa de las ecuaciones diferenciales !ineales
con coeficientes algebraicos, partiendo de los trabajos de CAUCnY y Rnn.XKW
sobre la eerie hipergeom6trica. asta nueva orientaci6n, que pronto se trans-
forms en una teoria anali.tice de ecuaciones diferenciales, se ocup6 del estudio
de las propiedades generales de las soluciones de ecuaciones diferenciales
(no ya lineages). en el campo complejo. En particular se abordaron los pro-
blemas de existencia y unicidad, del tipo y situaci6n de puntos singulares de
las soluciones, etc. Los trabajos de Fuchs y sus discipulos hicieron posible
unificar en una teori.a general la investigaci6n de muchos typos importantes
de ecuaciones lineages y prepararon el terreno para la construcci6n de la teoria
de funciones automorfas creada por H. PoiNCAnf (1854-1912) y F. KLEnl{
(1849-1925). Muchos otros matemfticos ihportantes, entry ellos G. FIRQBE-
Nlus (1849-1917), E. PICARO, P. Pain.nvf (1863-1933), trabajaron tambi6n en
la teoria analftica de ecuaciones diferenciales.

A pari:it de la cuarta d6cada del siglo xix fueron desarrollados m6todos
simb61icos en la soluci6n de ecuaciones diferenciales y en diferencias finitas.
O. HEAvlslnE (]-850-1925) cred un potente medio para e] cf]cu]o simb61ico. ])e
estos trabajos se desarro116 el cflculo de operadores moderno. Entre los
resultados mis antiguos en !a teoria de ecuaciones en derivadas parciales del
siglo xix se cuentan los de ]. F. PrArr (1765-1825). En 1814, PPArr investig6
por extenso ]a ecuaci6n

g

g

Ftdxt -b Fzd=z-F . . . -v F.dx.

donde /'i, .F2, ..., .F. son funciones de xi,..=2, ..., #«. Se propuso el problema
de integral asta ecuaci6n con el mellor n6mero posible de relaciones entre las
variables', es dear, de obtener la superficie integral de mayor dimension
posible. JAcoBI design6 este problems aproblema de PfaffD y de 61 se han
ocupado muchos matematicos, en particular R. F. A. CLEBSCn (1833-1936),
G. FnosENius, S. LiE (1842-1899), E. GouKSAT (1858-1-936), etc. Particular
importancia tuvieron los m6todos de JAcoBI, elaborados en conexi6n con tra-
bajos de mecinica, para la integraci6n de ecuaciones no lineages de primer
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arden con un gran niimero de variables. EI llamado segundo m6todo de Jacobi
fue expuesto por primera vez en sus lecciones y luego en su okra p6stuma
sobre mecfnica (1866). Okra m6todo de amplia divulgaci6n fue creado por
CATUCHY (1819): el m6todo de !as caracterrsticas, que no se distingue en el
fonda del primer m6todo de Jacobi obtenjdo por este mis garde. A. M. A.hlpEKE
(1775-1836), DARBoux y otros se ocuparon de la elaboraci6n de m6todos
formales para !a integraci6n de ecuaciones de segundo arden.

En la peoria de ecuaciones en derivadas parciales de orders superior, que
se desarro116 en conexi6n fntima con problemas de Frsica y en particular de
terri.a de la elasticidad, la primera mitad del siglo xix trajo muchos resulta-
dos especiales importantes en la soluci6n de diversos problemas de contorno.
La teorfa pronto hizo uso de series trigonom6tricas, de la teori.a de funcio-
nes de una variable coma)leia y dei cglculo de variaciones. EI punto de partida
[o constituy6 e] trabajo c]fsico de ]. B. FouRiER (1768-1-830) sobre ]a teorfa
del calor (1822). Para la integraci6n de la ecuaci6n del valor

3-*(3*3*B)
con diversas condiciones de contorno desarro!}6 Four:rER, por primera vez
de una forma sistematica, el m6todo de separaci6n de variables y lleg6, 11evando
adelante ]as ideas de D. BEnwot.nu, a ]a representaci6n de soluciones en serie
trigonom6trica. Derive de nuevo las formulas ya obtenidas anteriormente
por CLAIRAUT y EuLTK para los coeficientes y seiia16 que las funciones de..una
cease muy extensa, entre e]]as ]as que pueden ser definidas sobre diferentes
intervalos mediante diversas expresiones anali.ticas, es dear, aquellas que
son adiscontinuasw seglin la tenninologia ' de ruLER, pueden ser represen-
tadas mediante una serie trigonom6trica, o sea, pueden ser representadas
aan3lftica=entcD. (:on este quedl3 en claro el error de ruLER en su concepci6n
de la acoHtinuidadn y qued6 justificado en cierto modo el panto de v'iota de
D. BEaxouLU. Sin embargo, al pismo tiempo qued6 conjlirmada la opinion
de EutKX, combatida por n'AtnlBEnT, de que las integrates de las ecuaciones
en derivadas parciales pueden ser funciones conexas trazadas con cierta arbi-
trariedad a mano. Tales ]lunciones puedein ser representadas en un intervals
finite mediante un desarrollo en eerie. EI trabbajo de FouRiER, comenzado
ya en 1807, desempeii6 un capel de importancia en el problema de una nueva
fundamentaci6n del anflisis.

Su publicaci6n suscit6 inmediatamente la cuesti6n sobre .las condiciones
exactas de representabilidad de una funci6n mediante series trigonom6tricas,
cuesti6n que FouniKK haifa tratado solo de madera muy superficial. Las
primeras condiciones suficientes fueron dadas por DIRlcnLET (1829). La elabo-
raci6n de la teorra de series trigonom6tricas tuvo, homo es bien sabido, una
enorme impClrtancia en la fundamentaci6n y desarrollo de la teorfa de una
funci6n de variable read, en particular en ]a teorfa de la integral (RIEMAlt1{,
STnLTJES, LKBEscuE) y en la peoria de conjuntos (CIANTOK).

Tipos especiales de ecuaciones de la Fisica matemftica fueron investiga-
dos con alito tambi6n p6r otros matemgiticos, como S. Poisson (1781-18'iO).

eCUAcl6Nes DiPCPENciALCS ORoiNAniAS. 3
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Con todd, el esquema de una teorfa general empez6 a perllilarse alba mis
garde. Estudios eminentes fueron llevados a capo por M. W. OsTROGRADSKI
a partir de 1828, quinn ]]ev6 ade]ante trabajos sobre ]a conducci6n de calar
que aventajaron en algunos puntos a los de FouRiER y Poisson. Desarrollando
el m.6todo .de Fourier propuso OsrKOGRAnSKI el problema de desarrollar una
funci6n en serif de autofunciones de un determinado problema de contonlo
en forma muy general. Probe ia ortogonalidad del sistema de autofunciones
y encontr6 una formula para el desarrollo en serif, no entrando, sin embargo,
en la cuesti6n de la convergencia de estas series en el casa general. Mgs
adelante, los problemas de contorno de la Ffsica matemftica constituyeron
el objeto de investigaci6n de muchos otros matemfticos, entre otros C. NEU-
MANN (1832-1925), 111. A. SCHWARZ (1843-1921), H. PolNC.4Rf. Tambi6n ]os
rusos A. MI. LvAPuwov (1857-1918) y sobre dodo su discilpulo W. A. STKKLov
(1864-1926) prosiguieron con 6xito este tipo de investigaciones. En su teorfa
de la complitud someti6 SrnKI.ov el problema del desarrollo en serge de auto-
funciones a un profundo y riguroso an51isis. Coma demos sefialado, el conjunto
de prob[emas en conexi6n con ]a Ffsica matemgtica condujo, a] Hina] de]
siglo xlx y en el siglo xx, a la construcci6n de la teori.a de ecuaciones inte-
grates que unific6 muchos de los m6todos utilizados ant:es. Menci6n especial
en este Ifnea merecen los trabajos de V. VOLTEnKA (1860-11940), 1. FREDnoLM
(1866-1927), D. WILBER'I (1862-1943) y E. SCnMIOT (1876-1959).

: :1

}
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#Dos nuevas direcciones merecen especial atenci6n en este periodo. La
primera de elias relacionada con el desarrollo de la terri.a de grupos, la fegun-
da con ciertos problemas de mecfnica celeste y astronomy.a.

Las ideas fundamentales de teorfa de grupos, que se abrieron camino pri-
mers en algebra brillantemente, pronto coihenzaron a penetrar otros dominios
de las matemfticas. As{, F. Ki.EiN (1849-1925) seiia16, en 1872, que el car4cter
de las diversas formas de geometry.a: proyectiva, afin, m6trica, etc., queda
determinado por las propiedades del grupo de transformaciones biuni.vocas
del conjunto de elementos del espacio sabre si. mismo y por las invariantes de
este grupo KLEIN hizo uso del concepto de grupo continuo de transformacio-
nes. Las transformaciones de tal grupo pueden ser determinadas por media
de funciones continuas. Tales transformaciones gabi.an sido introducidas poco
antes por S. I,iE (1842-1899), queen desde 1873 las Labia aplicado en varies
trabajos sobre ecuaciones diferenciales. Las investigaciones de LiE abarcaron
un ci.rculo amplio de problemas de este campo. Una de las finalidades de Liu
consisti6 en ]a unificaci6n de ]os m6todos diversos y a veces, al parecer,
casuales, de reducci6n de diferentes tipos de ecuaciones diferenciales integra-
bles por cuadraturas. Las transformaciones definidas por medco de la sus-
tituci6n

f r. (x, g, a)
( g. =g(x, y, a)

[*]
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constituyen un grupo continuo uniparam6trico si/ y g son continuas y si la
composici6n de dos transformaciones de este typo es equivalente a una del
pismo lipo. Si una ecuaci6n diferencia] es tal que permanece invariance cQando
se efect6a una sustituci6n ['''] para cua]quier valor de a, entonces se dice que
la ecuaci6n KadmiteD dicho grupo de transformaciones. A dada grupo con-
tinua uniparam6trico de transformaciones corresponde una transformaci6n
]lamada infinitesimal, y, recrprocamente, a dada transformaci6n infinitesimal
corresponde un cierto grupo. LiE demostr6 que toda ecuaci6n diferencial
ordinari4 de primer order que admire un grupo de transformaciones con
una cierta transformaci6n infinitesimal suede ser integrada por cuadraturas.
LiE considers una serge de tipos de ecuaciones con transformaciones dadas.
De este modo, c]asific(3 ]as ecuaciones diferenciales seg6n sus transformacio-
nes infinitesimales. Los estudios de LiE fueron proseguidos en diversas direc-
ciones al fin del siglo xix y durant:e el xx. sobre todo en algebra y topoiogfa.

Las nuevas ideas en figebra fueron aplicadas con 6xito, sabre togo al
estudio de ecuaciones ]inea]es. E. PICARD, en 1883 y ]887, y E. VESSK)T,
en 1892, crearon una terri.a de estructura de ecuaciones diferenciales lineages
que es an31oga a la teori.a de Ga]ois. Uno de ]os resu]tados ]ogrados por
VEssioT aj]irma que una ecuaci6n diferencia] pineal general de olden superior
al primeco no es soluble por cuadraturas.

Otro de los desarrollos mas importantes en la historic de las ecuaciones
diilerenciales lo constituye la creaci6n de una atcorf& cua]itativaa (]a expresi6n
procede de PoiNCAnf). }lacia ]os adios setenta e] prob]ema de ]a integraci6n
de ecuaciones por cuadraturas de funciones elementales Labia perdidq su
importancia anterior. Los trabajos de Liu llegaron a cerrar este ciclo de pro-
blemas en cierto sentido. La construcci6n de una teor£a suficientemente
general en ]a direcci6n de so]uci6n por cuadraturas resultaba imposible, ya
que son re]ativamente pocas ]as ecuaciones que admiten una soluci6n de este
lipo. Asf, no pared.a abrirse ningan camino hacia. una terri.a genera! ni hacia
ios procesos num6ricos de soluci6n que estaban en }a base de }os teoremas de
existencia de ecuaciones diferenciales. Estos procesos proporcionaban a lo
sumo una soluci6n particular para coda problema, soiuci6n que es vflida para
un intervalo finito que corresponde a las condiciones iniciales. Tales procesos
no proporcionaban una imagers genera! de! comportamiento global de las curves
inl-egrables. Simulitfneamente aparecieron, en diversos campos de mec3nica
celeste, problemas que requeri.an el estudio y conocimiento de la naturaleza
de ]as !unciones determinadas por las eu-uaciones diilerenciales en todd su
domingo de definici6n. Ya en NE'vvTON y LAPLACE aparece, por ejemplo, la
cuesti6n de ]a estabilidad del sistema solar o de ciertas soiuciones especiales
de! problema de los t.es cuerpos. Los m6todos antiguos excluian de rafz
]a posibilidad de averiguar el comportanliento de las soluciones de tales ecua-
ciones en interva]os de tiempo arbitrariamente grandes. Por ejemp]o, ]os m6-
todos aniiguas no proporcionaban ninguna respuesta a la cuesti6n sobre si
la distancia entry ]os cuerpos permanece siempre acotada o si eiertos elemen-
tos del sistema se acercan indo.finldamente o se alejan hacia el infinite.

La teorra cualitativa de ecuaciones fue creada simultfneamente por PoiN-
CAXe (1854-19112) y LvApunov (1857-1918). EI problema que POiNCAKf se
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propuso consistfa en averiguar el comportamiento de la
integrates de la ecuaci6n !r=f(=, y), o bien del sistema

familia de curvas

= P:(x, g)

dy - +#. a

en todo el plano, y en hacerlo sin integral las ecuaciones, solamente por media
del estudio de las propiedades de las funciones en los segundos miembros.
PonqcAKf parti6 de ciertos estudios de C. Blot (1817-1882) y J. BouQUET
(1819-1885) sobre propiedades de !as integrales de ecuaciones diferenciales
en el entorno de un punto singular y en una eerie de artfculos, habiendo
comeilzado en 1878, hizo progresos fundamenta]es hacia ]a soluci6n de este
problema para ecuaciones de primer orden y en parte tambi6n para las de
segundo. Dio una clasificaci6n y se6a16 la significaci6n de los puntos singu-
lareg de las curvas integrales, investig6 e! comportamiento de las curvas en
el entorno de las singularidades e introdujo el concepto de ciclo li-mite
(una curva integral cerrada a la cHaI se acercan en espiral curvas integrales
suficientemente pr6ximas). POINCARf estudi6 tambi6n el recoi:ride de las curvas
integrales sobre un toro. Estas investigaciones tuvieron en .el fondo un
car4cter topo16gico y con elmo, en parte, estuvo relacionado tambi6n el rgpidiq..
aumento del interns por la topologfa y tambi6n sus 6xitos. Estos trabajos'
fueron proseguidos en 1901, mediante consideraciones de la teorfa de con-
junto$ por L BENnixsow, queen y;a antes Labia descubierto nuevos typos :de
puntos stngulares. Asimismo, PERRON, en 1922 y 1923, dedic6 varios trabajos
a este temp. Tambi6n PolNCAKf se ocup6, al mismo tiempo que LvApunov,
del problema general de estabilidad.

Las investigaciones de LYAPuxov tambi6n estuvieron motivadas por pro '
blemas concretos de astronomy.a, especialmente por el problems proplesto
por CnEBICnEV sobre la posibilidad de la existencia de figuras de equilibrio
de un fluido en rotaci6n diferentes de Ja elipsoidal.

y del movimiento de un sistema mecgnico determinado por un nlimero finite
de parfmetros. A este problema se dedic6 en su tests doctoral en 1892 y en
algunos trabajos posteriores LvApuxov investig6 un sill:ema

-!%-=xt(rt, =2, ..., =., £), k=1, 2, ...,n [*]

siendo Xx(0,0,...,0,0)=0 y tales que para valores pequefios de las xx
y para f>O, Xt(xl, ..., #.) se puede desarrollar en serge de pote.nc.ias positivas
de las xx:, con coeficientes constantes o dependientes de f. EI sistema admite la
soluci6n trivial xi::x2=... =x.=0. Esta soluci6n se llama estable, en sentido de
LvApunov, quando para cada €:>O existe 8:>O tal que para dada £2:;0 se tiene la
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desigualdad l=t(i)I <€ para atta soluci6n cualquiera, con tal que los valores
iniciales xx(O) sean menores o iguales que 8 en valor absoluto.

LvApuxov determln6 en qu6 cason el problema de la estabiliidad puede ser
resuelto por medio de una primera aproximaci6n, es dear, mediante el estu-
dio del sistema que results al sustituir XI por ios t6rminos de primer or€ien
del desarrollo en serge. .Antes de LYAPUNov se habfa investigado s61o este
primera ,aproximaci6n, lo que labia conducido a vices a resultados falsos.
LYApuNov resolvi6 el problema de la est4bilidad tambi6n en una serif de
castes adudososD, en los que la primers aproximaci6n no pasta para decider
sobre la estiibilidad del sistema original. Tambi6n resolvi6 una colecci6n de
problemas importantes de la t:eorfa de ecuaciones diferenciales lineages y no
[ineales. E] estudio de] sistema ['''] ]o rea]iz6 tambifn LvApuxov por media
de m6todos puramente cualitativos, es dear, sin integrar el sistema.

Los trabajos de Lx'Apunov tuvieron gran importancia en el desarrollo
ulterior de la teori.a de ecuaciones diferenciales y en sug aplicaciones al estudio
de oscilaciones de diferentes sistemas ffsicos y mecinicos.

Una teoria cualitativa abstracts de los llamados sistemas dinfmicos del
tills del sistema [*] fue desarro]]ada por varios autores, entre e]]os (;. D. Bin-
Knopr (1884-19'M). Los probiemas mis importantes de dicta teorila son el
estudio de }as soluciones en todd su domingo de existencia y, por. otra parte,
el estudio de las soluciones en el entorno de los puntos singulares.

] .5. ALGUNAS ©!R£CCl©NES CDNT£#4P©RAN£AS

E! desarrollo contemoorgneo de las ecuaciones diferenciales es demasiada
extenso coma para tratar de seguir en detaiie sus multiples ramificaciones en
las diversas escuelas. Nos limitaremos aqua a indycar unas cuantas direcciones
de crecimiento, seiialando por separado los relativos a las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias y en derivadas parc-iales. Para una vision mis completa y
detalllada nos remitimos a unis pecos artfculos cloves que pueden dar una idea
m£s exac£a.

En ecuaciones diferenciales ordinarias. }os trabajos de PoiNCAn$ y LvApu-
Nov, que durante bastante tiempo pasaron cali inadvertidos, han atrafdo la
atenci6n de numerosos investigadares por sus relaciones prollundas con muy
diversos aspectos de ]a matemftica aplicada. Los estudios de Bixlcnopr sabre
estabilidad de sistemas ffsicos y !a investigaci6n de estados de equilibrio de
]os puntos cri.ticks han sido realizados siguiendo los pastes de POINCARf y
Lv.A.punov en la escuela rusa. La necesidad de extender ia teoda se ha hecho
molar con la insuficiencia manifiesta de la tgcnica de linealizaci6n, esencial-
mente incorrecta en muchos castes, coco en e! estudio de oscilaciones no

La teorfa de control 6ptimo, desarrollada especialmente por los matemiticos
de la escuela ruse, ha hecho tambign uso de los m6todos desarrollados por
POINC.4R£ y L\'APUNOV.

Los prob[emas m3s importantes de ]a teorfa cua]itativa de ecuaciones dife-
rencia[[es se han centrado en e} estudio de ]a natura]eza de ]os puntos crf tacos,
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de los acl s lilmites, en el comportamiento global y asint6tico (estabilidad y
peoria asint6tica) de las trayectorias en un entorna de los puntos crfticos y
ciclos lfmites, en la teatfa de la bijlurcaci6n y, 61timamente, en los tomas rela-
cionados con el concepts de estabilidad estructural. La noci6n de estabilidad
estructural fue introducida por ANnKONov y PoNTRYAGIN en 1937. 1)e m.odo
vago se puede dear que un sistema de ecuaciones diferenciales es estructural-
mente estable quando una variaci6n pequeha de las ecuaciones induce un
homeomorfismo cercano a la identidad que transforma trayectorias dn trayec-
torias. Asf sucede que exists una correspondencia exacta entry los puntos
criticos, ciclos limited, etc. ANDRONoy y PoNTRYAGIN dieron condiciones nece-
sarias y suficientes para la estabilidad estructural de un sistema de dimension 2
definido sobre un cuadrado.

EI problema propuesto en un principio y resuelto parcialmente por KAPI.A&
en 1940 en IZ2 consisti6 en tratar de clasificar los sistemas de ecuaciones dife-
renciales por el comportamiento global de sus bras,ectorias. PEixoTO introdujo,
en 1959, unn m6trica en el espacio = de sistemas de ecuaciones diferenciales
y demostr6 en algunos castes importantes que el subconjunto S de sistemas
estructuralmente estables eg denso en E. Entonces se trata de clasificar S,
lo que proporciona una simplificaci6n del problema. Trabajos ulteriores de
SMALL, en 1966, han demostrado que no es cierto en din\ensi6n mayor o
igual que 4 que S es denso en !l, lo .que requiere probablemente una sustitu-
ci6n de la noci6n de estabilidad estructural por okra mis d6bil que permita
avanzar en la misma direcci6n. Los trabajos de PuixoTO, SMALL y Thom,
entry otros, tienen etta orientaci6n.

Muchos otros trabajos actuales 'en ecuaciohes diferenciales ordinarias $e
realizan en la direcci6n del anflisis num6rico y del cflculo efectivo de
soluciones en conexi6n con e] uso de ]os modernos calculadores.

Tambi6n se presta particular atenci6n a problemas relacionados con las
aplicaciones a la peoria de control, tales coma las ecuaciones retardadas, y las
ecuaciones diferenciales estocfsticas.

En lo que se refiere a los avances generates m4s importantes de la teorfa
reciente de ecuaciones en derivadas parciales mencionaremos en especial la
introducci6n de nuevos m6todos basados en ]os resultados modernos del ani-
lisis funcional, la introducci6n en ecuaciones diferenciales de la teorfa de
distribuciones y la teori.a . de los operadores seudodiferenciales. Para una
visi6n detallada de los avances concretos logrados en los dltimos tiempos en
ecuaciones lineages puede consultarse e] articu]o de RosENnLooM [1958] y ei de
H6RMANDER [1970].

EI an61isis funcional ha venido a desarrollarse especialmente a parter de
la introducci6n por HllLBERr del espacio de funcion&s que lleva su nombre.
La obra clfsica de BANAcn proporcion6 herramientas poderosas que han side
aplicadas luego a los problemas en ecuaciones diferenciales, especialmente
lineales, con notable 6xito. La consideraci6n de los operadores compactor, con
una teorra espectral sencilla, aclara y unifica mu]titud de prob]emas c]5.sicos,
y ha constituido una gufa para un desarrollo de una terri.a espectral mis
general de operadores, con amplias aplicaciones en ecuaciones. EI anilisis
funcional proporciona asimismo desigualdades a prior;, es dear, desigualdades
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vilidas para toda soluci6n que resultan de la mora hip6tesis de existencia
de tales soluciones. Las desigualdades a pHaM constituyen un m6todo fun-
damental para la resoluci6n del problems de unicidad. EI 6xito de los m6todos
del anglisis funciona! en los problemas de ecuaciones lineages en derivadas
parciales ha motivado el interns y el desarro116 modenio del anflisis funcional
no lined, con vistas a su aplicaci6n a problemas no lineales, mucho mis difil-
ciJes de atacar.

La teorra de distribuciones tiene su origen remoto en DiKAC, }iEAVistnE
y SoBOLKV. Los sistematizadores de la teorfa fueron L. SCnWARIZ e 1. M. GEL-
rAXn con sus obras clfsicas, en las que se estudian orgfnicamente las aplica-
ciones a ]os problemas en ecuaciones en derivadas parciales. La idea mis
importante en este campo ta] vez ]a constituya la sustituci6n de la noci6n de
soluci6n homo distribuci6n, noci6n que viene a generalizar la de funci6n,
englobfndola en una colecci6n de objetos mgs amplia. De etta generalizaci6n
resulta, por ejemplo, el reciente teorema debido a MIALGRANGE y EnRnqpREis
(1953), began el curl dodo operador P(D) diilerencial lined de coeficientes
constantes .admits una so]uci6n ]lundamental .E, es dear, una distribuci6n
ta[ que P(.D)£=8, siendo 8 ]a distribuci6n de Dirac.

.ft'iuchos de ]os trabajos modernos en ecuaciones en derivadas parciales
estiin dirigidos a resolver ]os muchos y muy interesantes problemas abiertos
de la teorfa.

La teori]a de ]os operadores seudodiferencia]es es una pro]ongaci6n de ]os
trabajos realizados por CIALnEn6N y ZYGMUND sabre operadores integrates
singular-es y sobre las aplicaciones halladas por ellos mismos a la teorfa de
ecuaciones en derivadas parciales. Sea

£- >1 ...n«

un operador diferencial lined, donde a« son funciones de e?. E! polinomio
caracterfstico del operador diferencial es

c,(Z,) (.r. f) = 'S' a..(x)e '

y se suede escribir

£/(.r) I e!:--l',nc,(Z) (x, f)/({) af
J

Un operador seudodiferencial viene a ser de la misma forma, excepto
que o-(Z.) se sustituye por dumas de funciones homog6neas.

E} estudio de estes operadores sefiata en elias propiedades algebraicas
que }os face muy aptos para. un desarrollo sencillo de muchos problemas
en derlvadas parciales. En etta direcci6n se pueden mencionar los trabajos
desarrollados por CALDERON y ZlvcuuNn. Kong y NIRENBERG, }iORXiANnER,
FRIEORICnS, SEELEY, etc
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