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§ 1 O. Integración de algunas expresiones 
irracionales y trascendentes 

En los párrafos anteriores hemos establecido que la integral de 
cualquier fracción racional es función elemental. En el párrafo 
presente consideremos otras clases de funciones integrables en fun
ciones elementales. Como regla, haciendo cierta sustitución reducire
mos la integral de la función considerada a la integral de la fracción 
racional. En cuanto a dicha sustitución, decimos que ella racio
naliza la integral_de la función considerada. 

1. Integración dealgunas expresiones trigonométricas. Nos pone
mos de acuerdo que en adelante siempre designaremos cualquier 
función racional de dos argumentos x e y *) por el símbolo R (x, y). 

En este punto demostremos la integrabilidad en funciones ele
mentales de cualquier función de tipo 

R (sen x, cos x). (7.63) 

Demostremos que la integral de esta función se racionaliza por la 

sustitución t = tg ~ . En efecto, 

así que 

2tg~ 
2 2t 

sen X= ----x = 1+t2' 
1-!-tg22 

x = 2 arctg t, 

1-tg2 ~ 
2 1-t2 

COSX=------
x -- 1-1- t2 ' 

1-!-tg2 2 

2 dt 
dx=1·=í~t2. 

i i ( 2t 1- t 2 
) 2 dt J R(senx, cosx)dx= J R i+t2 , t+t2 t+t2 · 

Puesto que la función racional de la función racional es también 
función racional, entonces la integral del miembro derecho de la 
última igualdad es integral de la fracción racional. 

Siendo universal, la sustitución t = tg ~ que racionaliza la inte

gral de la función (7 .63), lleva, con frecuencia, a cálculos volumino
sos. En relación con esto, señalaremos varios casos particulares 
en los que se puede racionalizar la integral de la función (7 .63) 
empleando otras sustituciones más simples. 

•¡ La función racional rle dos argumentos se define del modo siguiente. 
Se denomina polinomio de grado n de dos argumentos x e- y la expresión do for
ma P n (x, y) = a00 + a10x + a01 y + a20x2 + a 11xy + a02¡¡2 + ... + aon!l", 
donde a00 , a10 , a0 ., .: •• , a0n son ciertos números constantes. Se denomina función 
racional de dos argumentos la expresión de forma P,. (x, y)!Qm (x, y), donde 
Pn (.x, y) es polinomio arbitrario de dos argumentos de grado n., y Qm (x, y), 
polinomio arbitrario de dos argumentos de grado m. 
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Ante todo, notemos dos propiedades clomcntalos do la función racional do 
dos argumentos R (u, v): 

1°. Si la función racional Jl (u, v) no cambia su valor al variar el signo do 
uno de sus argumentos (por ejemplo, tt), es decir, si R (-u, v) = R (u, v), en
tonces, esta función racional puede reducirse a la forma R (u, v) = R¡, (u2, v), 
donde R1 es cierta función racional do sus dos argumentos. (Esta funcion com
prende solamente potencias pares de u.) 

2°. Si, al variar el signo de u, la función R (u, v) también cambia de signo, 
es decir, R (-u, v) = -U (1t, t•), entonces, ella se reduce a la formaR (u, v) = 
= // 2 (u2, u) u. (La propiedad 2° so desprende directamente do la proptedad 1° 
si la aplicamos a la funciún R (u, u)/u.) 

Consideremos ahora el problema de la racionalización de la integral de la 
función (7 .6:3) para varios casos particulares. 

l. Sea que ll (u, u) cambia de signo al variar el signo de u. Entonces, según 
la propiedad 2°, 

~ ll (sen x, co5 x) dx = ~ R2 (sen2 x, cos x) sen x dx = 

= - ~ n. (1 - cos2 x, cos x) d (cos x). 

De este modo, la integral de la función (7 .63) se racionali;;a por la sustitución 
t = cos x. 

11. Luego, sea que la función R (u, u) cambia de signo al variar el signo de u. 
Entonces, según la misma propiedad 2°, 

~ R(senx, cosx)dx= ~ Jl3 (senx, cos2 x)cosxdx= 

= ~ R3 (sen.x, 1-sen2 x) d(senx), 

es dcdr, la integral do la funciún (7.63) se racionaliza por la sustitución l = 
=sen x. 

111. En fin, sea que la función R (u, v) no cambia su valor si los sig11os de u 
y v varfan simultáneamente, es decir, 

R (-u, v) = R (u; v). R (-u ,-u)= {2(1.}.1 v) 
Demostremos que en este caso la integral de la función (7 .63) se racionaliza por 
la sustitución l = tg x. En efecto, en este caso, 

R (u, v)= R ( ~ v, u)= Rt ( ~ , v) 
R(-u, -v)=Il ( 

1~ (-v), -v) = R1 ( ~ , -v). 
De este modo, 

R 1 ( ~ , -u)== R1 ( 
1~ , u). 

Pero, entonces, según 'la propiedad 1°, 

R1 ( ~ , u)= R2 ( : , v2) . 
En definitiva, obtenemos 

( u 2) R(u, v)=R2 -¡;-• v • 
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De aquí, 

~ R (scnx, cosx)d.x= ~ R 2 (tgx, cos2 x)dx= 

=~ R 2 {tgx, 1 +~g2 x) dx=~ Rz (t, 1 ~ 12) 1~ 12, 
dt 

donde l=tgx, x=arctgt, dx= 
1

+ 12 • 

EJEMPLOS. 1) Calcúlese la integral l 1 = ~ dx 
~,.----, donde a> O, 
1+acosx 

a :fo 1. Aplicando la sustitución trigonométrica universal t = tg ~ , obtene-

· mos 
2dt 

x= 2 arctg t, dx= 
1

+ 12 , 
1-t2 

cosx= 1+ 12 , 

1 
_ 

2 
r at __ 2_ r at 

¡- J (a+1)+t2(1-a) - a+i J 
1

+ 1-a 
2 

1+a t 

Luego, es necesario considerar dos casos por separado: 1) O< a< "t, 2) a> 1. 
En el caso de que O < a < 1, 

1¡ = l/t~a2 arctg { t V !+: ) + C= 

2 

V1-a 2 

En el caso de que a > 1 \ 
... / a-1 

1 1 + 1 V a+t 
11 = In ya2 -1 V a-1 

1-t --
a+1 

2) e 1 . 1 1 . 1 ~ sen x dx a cu ese a mtegra 12 = 
2 1 sen x+ 

t ( ·v --r=;;- .r ) are g 1+a tg-2 +C. 

+c. 
, j'-;;=t" X 

1 + V a:¡::t tg 2 

Va-1 x 
1- --tg-

a+t 2 

Ya que el integrando cambia de signo al variar el signo de sen x, entonces, 
según l, hay que hacer la sustitución t = cos x. Como resultado, obtenemos 

at r at 
1-t2 +1 = J t2-2 = 

-1. 1 t + l/2 r 1 ' = 2 l/2 ln t- l/2 +C=- 2 l/2 In 
cosx+ l/21 
cosx- l/2 +C. l 
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. . ~ sen xcos x 3) Calculese la mtegral 13 = , + 4 dx. 
sen x cos x 

Ya que el integrando conserva el valor si los signos de sen x y cos x varían 
simultáneamente, entonces, según 111, hay que hacer la sustitución t = tg x. 
Como resultado, obtenemos 

r 1 at 1 r a (t 2) 1 1 
la= J 

1
,+ 1 T J (t2) 2 _1_1 2 arctg(t2)+C= 2 arctg(tg2x),+C. 

2. 1 ntegración de irracionalidadcs fraccionalcs lineales. En esto 
punto demostraremos la integrabilidad en funciones elementales de 
cualquier función de tipo 

R (x vax+b) (7.64) 
' cx+d ' 

donde a, b, e y d son ciertas constantes, n es cualquier número positivo 
entero. La función de este tipo se denomina irracionalidad jraccional 
lineal. 

Demostremos que si ad-bc=f:O la sustitución t=V::t~ 
racionaliza la integral de la función (7.64). En efecto, 

dtn-b (ad-bc) ntn-l 
X= tn , dx -. ( n)2 dt, a-e· a-ct 

así que 

l' R (x vax+b) dx = l' R ( dtn-b t) (ad-bc) ntn-t dt. 
J ' cx-l-d J a-ct71 

' (a-ct71)2 

Y a que la función racional de una función racional es también fun
ción racional, entonces, la integral del miembro derecho de la última 
igualdad es integral de la fracción racional. Por lo tanto, queda 
demostrado que la integral de la irracionalidad fraccionallineal (7 .64) 
se racionaliza por la sustitución 

t=yax-l-b 
cx+d · 

~ V 1+x dx 
EJEMPLO. Calcúlese la integral I = --

1-x 1-x · 
la sustitución 

l= .. /1-J-:r: 
V 1-x' 

obtenemos 

I=2r ~=2 r dt-2l' __!!!__= J t 2+ 1 J J t2+ 1 

Haciendo 

=2t-2arctgt+C=2 V!~: -2arctg V!~:+ C. 
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3. Integración de difcrcnclalcs binomiales. So donomina difermcial bi110mial 
la expresión de forma '' 

xm (a + bx")P dx, 

donde a y b son constantes cualesquiera, y los exponentes de las potencias m, n 
y p, ciertos números racionales. Examinemos el problema de la integrabilidad 
en funciones elementales de las diferenciales binomiales. 

Ante todo, señalemos tres casos cuando la integral de una diferencial bino
mial admite sustitución que racionaliza. 

1°. El primer caso corresponde a p entero. La diferencial binomial es irracio-
nalidad fraccionallineal de tipo R (x, V;) dx, donde res el mínimo común múlti
plo de los números racionales m y n. Por lo tanto, en este caso, la sustitución 
t = VX racionaliza la integral de la diferencial binomial. 

zo. El segundo caso corresponde al número entero m + 1 
. Haciendo la susti

n 

·• " · d b · m-1- 1 1 d tucwn z = x y pomen o, para a rev1ar, q = -
1
-
1

- - , ten remos 

~ xm (a-1-bx")" dx = ! ~ (a-1-bz)P zq dz. (7.65} 

La función subintegral en el miembro derecho de (7 .65) es irracionalidad fraccio
nallineal de forma R (z, V a + bz), donde s es el denominador del número racio-
nal p. • 

De este modo, en el segundo caso la diferencial bonomial se racionaliza por 
la sustitución 

t = ifa+bz=Va+bx"· 

3°. El tercer caso corresponde al número entero { m : 
1 + p). La función 

subintegral en el miembro derecho de (7 .65) es irracionalidad lineal fracciona} de 

r R ( l / a-1-bz) • l · l d l d"f · l b" · l · orma z, f' -z- , as1 que a mtegra e a 1 erencm momia se raciOna-

liza por la sustitución do forma 

t=Va~hz=V x~+b. 
A mediados del siglo pasado P. L. Chebishov •) demostró que tres casos 

•anteriormente mencionados agotan todos los casos cuando la diferencial binomial se 
i11tegra en funcione.v elementales. 

EJEMPLOS. 1). Calcúlese la integral 1 = r , /dx = r x-Z X 
J x2 v a+bz2 J 

X (a-l-bx2)-1/ 2 dx. Aquí m= -2, n=2, p= -1/2, así que m-1-
1 + p = - 1 

• n 
(el tercer caso). Haciendo la sustitución 

v;; v-
I= ... / ~+b, x= 'dx=- -"'=a=t=d=t=-

V x2 Vt2-l> V<t2-b)3 • 
tendremos 

1= ~ (- d:) =- ++C= 
V :z+b 
--a--+C. 

•) P. L. Chebishov, gran matemático ruso (1821-1894). l 
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1 

2)Calcúlese la intcgrall=lx'(1-z2)-2dx. En este caso m=5, 

n = 2, p = -+, así que m~t =3 (el segundo caso). Haciendo la susti-

tuci6n 

V
-- ~ . tdt t= 1-x2 x= 1-t2 eh=----

' ' 1-12 ' 

tendremos 

1=-~ (1-t2)2dt=- ~dt-1-2 ~ t'dt- ~ t'dt=-t+; t 3 -f+c= 
, 1-- 2 , 1 V<1-x1)• 

= - V 1-x2+3 V (1-x')3- 5 +C. 

4. Integración de irracionalidades cuadráticas por sustituciones 
de Euler. En este punto demostremos la integrabilidad en funciones 
elementales de cualquier función de forma 

R (x, Vax2 +bx+c), (7.66) 

donde a, b y e son ciertas constantes. La función de este tipo se deno
mina irracionalidad cuadrática. Naturalmente, consideremos que 
el trinomio cuadrático ax2 + bx + e no tiene raíces iguales (de lo 
contrario, la raíz de este trinomio puede sustituirse por una expre
sión racional). 

Demostremos que la integral de la función (7 .66) siempre se racio
naliza por una de las llamadas sustituciones de Euler. 

En primer lugar, consideremos el caso cuando el trinomio cua
drático ax2 + bx + e tiene raíces complejas. En este caso el signo del 
trinomio cuadrático coincide con el signo de a, y, debido a que el 
trinomio cuadrático (de que se extrae la raíz cuadrada) es positivo 
por el sentido, entonces, a > O. 

De este modo, tenemos derecho hacer la siguiente sustitución: 

t = Vax2+bx+c+xlfa. (7.67) 

La sustitución (7 .67) suele llamarse primera sustitución de Euler. 
Demostremos que esta sustitución racionaliza la integral de la fun
ción (7 .66) para el caso considerado. Elevando al cuadrado ambos 
miembros de la igualdad V ax2 + bx + e = t - x Va, obtenemos 
bx +e= t2

- 2Vatx, así que 

t
2
-c V 2+ b + Vat2-1-bt+c Va x= , ax x e= _ 

zVat+b zVat+b 

dx=2 Vat'+~t+cVa dt. 
(2 Vat-l-b) 2 
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De este modo, 

~ R(x, Vax2 +bx+c) dx= 

= r R ( t2 -c . ' v;t'+bt+cVa) 2 Vat3~~t+cVa dt. 
~ 2l/at+b 2l/at+b (2 at+b)2 

En el miembro derecho bajo el signo de la integral está la fracción 
racional. 

Ahora, consideremos el caso cuando el trinomio cuadrático ax2 + 
+ bx + e tiene raíces reales no coincidentes x 1 y x2 • 

En este caso ax2 + bx + e = a (x - x1) (x - x2). Demostre
mos que entonces la integral de la función (7 .66) se racionaliza 
haciendo la sustitución 

t = Vax 2 +bx-\--c , 
X-X¡ 

(7 .68) 

.. que suele llamarse segunda sustitución de Euler. En efecto, elevandú 
al cuadrado la igualdad V ax2 + bx + e = t (x - x1) y reduciendo 
la igualdad obtenida por (x - x1), obtenemos a (x - x2} = t2 (x -
- x1), así que 

De este modo, 

~ R(x, Vax2 +bx+c)dx= 

- r R ( -aXz-\--X¡t2 a(x¡-X2)t) 2a(xt - Xz)t dt 
- ~ tZ-a ' tZ-a (t2 -a)2 ' 

·En el miembro derecho bajo el signo de la integral, está la fracción 
racional. 

EJEM P L OS. 1) Calcúlese la integral 1 = r V~ . J x+ x +x+1 
Puesto que el trinomio cuadrático x2 + x+ 1 tiene raíces com
plejas, hagamos la primera sustitución de Euler 

t = V x2 + x + 1 + x. 

Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad V x2+x+ 1 = 

= t- x , obtenemos x2 + x+ 1 = t2 -2tx+x2 o x+ 1 = t 2 -2tx 
así que 

t 2 -1 
X = -1.,--+~Zt- ' 
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De este modo, 

1 = 2 ~ :
2

(t~t:~ dt = ~ [ -4-+ 1~2t + (1:2t)2 J dt. 

Los coeficientes indeterminados A, B y e se calculan fácilmente: 
A = 2, B = -3, e = -3. En definitiva, obtenemos 

1=2lnltl- ~ ln11+2tl+ 2(1~-Zt) +C= 

=2lnl VxLj-x+1+xl- ~ lnl1+2x+ 

+ 2 V X 2 
+X -1- 11 3 + e. 

2(1-\--Zx-\--2 VxLJ-x-\--1 

2) Calcúlese la integral 1 = r V dx • Puesto que 
J 1+ 1-2x-x' 

el trinomio cuadrático 1-2x-x2 tiene raíces reales x1 = -1 + 
+ VZ Y X 2 = -1- V2, hagamos la segunda sustitución de 
Euler (7.68) 

t = Vt-2x-x2 

x+1+ l/2 · 
Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad V 1-2x-x2 = 

= t(x-t-1 + V2), tendremos (-1) (x+1- y2) = tz(x + 1 + 
+ V2), así que 

X= -t'(l/2+1)-1--l/2- 1 V1-2- z=2l/2 t 
! 2 -\-- 1 ' X X t2 -\-- 1 ' 

1+v1-2 - 2 _ t
2-\--2l/2t+1 d 4V2t d 

X X - t'-\--1 ' X= (t2-\--f)2 t . 

De este modo, 

1 = -4 "V2 tdt 
(t2 +t> (t'+2 V2t+t> · 

Obtenemos la integral de la fracción racional que puede calcularse 
por el lector. 

5. Integración de irracionalldades cuadráticas mediante otros procedimien
tos. _.~unque las sustituciones de Eul~r siempre racionalizan la integral do 1~ 
funcwn (7 .66), ~lla.s suelen llevar a calculos muy voluminosos y complicados. 
Por eso, en. ~a pract1ca se usan con f~ec~encia otros procedimientos de integración 
de la funcwn (7 .66). Estos proced1m1entos se examinan en el punto presente. 

Introduciendo la designación y = V ax2 + bx + e y t~niendo en cuenta 
que y2 es polinomio, podemos representar la función (7 .66) en forma de la suma 

R (x, y) = R.t (x) + R 2 (x)ly, 

15-607 
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donde R 1 (.r.) y /l 2 (x) son ciertas funciones racionales do una variable. Y a c¡uo 
la integral du /l 1 (x) so toma (un funciones elementales), es suficiente calcular la 
integral de la función R; (x)/y. 

Ya sabemos •) que toda Jracción racional R, (x) puede representarse en forma 
de la suma de un polinomio P (x) y la fracción racional propia R 3 (x). A su vez,la 
fracción racional propia R 3 (x) puede desarrollarse en la suma de fracciones 
simples. Tomándolo ·en consideración, podemos afirmar gue el problema de 
integración de la función R 2 (x)/y se reduce al cálculo de las integrales de tres 
tipos siguientes: 

l . ~ P~x) dx, donde P (x) es polinomio. 

II. \ __ B __ dx, donde A y B son constantes, a es número natural. 
l (x-A)11Y 

. ~ Mx+N 111. ~ dx, donde M, N, p y q son constantes, A es 
(xZ+px-1-q) y 

S 

número natural con tal que q - 1-->O. 

Detengámonos en el cálculo de las integrales de l!po 1, 11 y 1 Il por separado. 
l. Para calcular la integral de tipo 1, ante todo establecemos la fórmula 

recurrente para la integral · . 

\ xm dx 
lm= l --y-, donde m=O, 1, 2, ... 

Para hacerlo, suponiendo m> f, integremos la siguiente identidad que se veri
fica por la diferenciación: 

x"' · ( 1 ) :z;m-1 zm-2 
(xm-iy)' = ma -y+ m- 2 b -x-+ (m-1) e -y-· 

Integrando esta identidad llegamos a la igualdad 

x"'-1y = mal m+ (m- ~ ) blm-1 +(m- 1) clm-l· (7.69) 

Tomando m = 1 en la igualdad (7 .69), hallamos 

1 b 
/ 1 =a y - 2a" 1 o· (7.70) 

Luego, poniendo m = 2 en la igualdad (7 .69) y emplealfdo el valor ya calcula
do / 1 (es decir, la fórmula (7.70)), hallamos 

· / 2 = 
4
!, (2ax-3b) y+ ~~ (3b'-4ac) / 0• 

Luego continuando los razonamientos análogos, llegamos a la siguiente fórmu
la común: 

lm = Pm-i (x) y+ cm/ 0 , (7.71) 

donde Pm-l (x) es polinomio de grado m- t, y cm, constante. Si en la integral 
de tipo 1 P (x) es polinomio de grado n, entonces la integral de tipo 1 será igual 
a la suma de las integrales / 0 , / 1 , ••• , In con ciertos multiplicadores constantes 

•) Véase el § 8. 
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(coeficientes del polinomio P (x)). Por lo t.nnto, en virtud de la igualdad (7.7:1.), 
obtenemos definitivamente la siguiente fórmula para la integral do tipo 1: · 

r p (z) r dx l -y-dx=Qn-1 (z)y+Co l y-· (7.72) 

En esta fórmula On-l (x) es polinomio do grado n- 1, y C0 , constante. · Para 
determinar el polinomio On-J (z) y la constante C0 se emplea el método de coefi
cientes indeterminados. El polinomio On-l (x) so escribo como polinomio con 
coeficientes literales 

On-1(x) = A 0 + A 1x + ... + An_1xn-1. 

Diferenciando la igualdad (7. 72) y multiplicando el resultado de diferenciación 
por y, obtenemos . 

• t . 
P (x) = Qn-1 (x) (ax2 -\-bx+c)+ 2 On-1 (x) (2ax+b)+C0• (7.73) 

En ambos miembros de la igualdad (7 .73) hay polinomios de grado 11. Igualando 
sus coeficientes , obtenemos el sistema de n + 1 ecuaciones lineales, de la 
cuales so determinan A 0 , A 1 , • • • , An_1 y C0 • La resolubilidad del sistema 
obtenido se desprende do In validez de la fórmula (7.72) demostrada anteriormen
te. Queda por agregar que la integral situada en el miembro derecho de (7.72) 

se reduce a la integral de tabla por el cambio lineal de la variable t = x + :a. 
Empleando dicho cambio, la integral ~ d: se reduce, con exactitud de hasta 

factor constante, a una de las dos integrales siguientes: 

r V dt =In lt+l/t1 ±k'I+C (k=const>O) J t2 ± k2 

ó 
r dt t 
l Vk'-t 2 =arcsen T+C. 

EJ EM I'L() . Calcúlese la integral 

~ Vt+x~- zt dx. 

Para la integral considerada la fórmula (7. 72) tiene la forma 

dx r -v x
3 

flx= (Ao-I-Atx+A,x2) V:t+2x-x' + Co r 
l t+2x-x2 l t+2x-x1 

(7.74) 

Difcrenciando esta fórmula y multiplicando el resultado de la diferenciación por 
·¡1 1 + 2x - x2 , obtenemos 

x3 = (A 1 + 2A 2x) (t + 2x - x2) + (A 0 + A 1x + A 1x2) (:1.- x) + C0 • 

Igualando los coeficientes de x3 , x2, x1 , x 0 en los miembros derecho e izquierc'io, 
obtenemos el sistema de ecuaciones 

15* 



228 Cap. 8. Teoremas de las funciones diferenciables 

Resolviendo este sistema, hallamos A2 =- 1/3, A 1 =- 5/6, A
0 

= -19/6, 
C0 = 4. La int.egral en el miembro derecho de (7.74) se calcula haciendo la 
sustitución de la variable t = x - t. Obtenemos 

\ dx 

J Vt+2x-x2 ~ 
dt t x-1 

V 
=arcsen-

1
_ +C=arcsen ,;- +C. 

2-t2 l 2 V 2 

En definitiva, tendremos 

\ ~~=x=
3

=:::;- dx = (--1-
9 -~ x- ~ x2 ) Yt+2x-x1 -j-J Vt+2x-x2 (j (j 3 

x-1 
-j-4arcsen ,;- -j-C. 

v2 
11. Pasamos a calcular la integral de tipo 1 l. Mostremos que esta integral 

se reduce a la integral de tipo 1 haciendo la sustitución t = - 1-. En efecto, 
x-A 

puesto que 

dx= _.!..!:..._ ax'+bx+c= (A2a+Ab+c) t'+(2aA+b) t +a 
t2 ' t1 . 

obtenemos 

\ B \ Bta.-t dt 

J (x-A)a. y dx = - J VA2a+Ab+c) t1 +(2aA+b) t+a • 

111. Calculemos, por fin, la integral de tipo 1111, ante todo, para el caso 
particular de p = O, b = O, e~ decir, calculemos la integral 

K \ Mx+N dx 
= J (x2 +q)A. Vax'+c . 

Esta integral se descompone en la suma de dos integrales 

K¡=M \ xdx y Kz=N \ dx 
J (x2 +q)A.Yax2+c J (x2 +ql1.Vax2 -j-c 

La primera de estas integrales puede escribirse en la forma 

K¡= M \ d(zl) 

2 J (x'+q)A.Yax'+c ' 

de la cual se desprende que la función subintogral es irracionalidad li11eal (no 
cuadrática) respecto a x2 • En virtud do lo demostrado en el p. 2, la integral K

1 
se racionaliza por la sustitución t = V ax2 + c. La integral K 2 puede escribirse 
en la forma •) 

1 dx 

~- ~ í [ 
1 + q ( x12 ) r V a+ e X~ , 

•¡ Consideramos que x =1= O. 
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de la cual se desprendo que la función subintegral os irracionalidad lineal res

pecto a 1/x2. Por lo tanto, la sustitución r= JI a+ :
2 

racionaliza la integral K2 • 

Así pues, para el caso particular cuando lo~ dos trinomios ~uad~áticos no tienen 
términos de primer grado, la integral de ttpo 1 II fue ~ac10naltzada. 

Consideremos ahora el ca.~o general de la mtegral de ltpo 111 y mostremos que 
puede reducirse a la integral de forma particular examinada anteriormente. Si los 
coeficientes de los trinomios cuadráticos satisfacen la relación 

b = ap, (7.75) 

entonces para reducir la integral de tipo 111 a la integral de forma particular 

a~teriormente examinada es suficiente hacer la sustitución x=t -.E.... En efecto, 
q 

obtenemos 

\ (Mx+N)dx 

J (x2+ px-f-q) Va.x2-f-bx+ e 

Es más complicado reducir la integral de tipo III a la integral de forma particular 
anteriormente examinada si los coeficientes de los trinomios cuadráticos no 
satisfacen La relación (7.75). En este caso, primeramente hacemos la sustitución 
lineal fraccional 

J.Lt+v 
x='""f+t' (7.76) 

escogiendo las constantes ~t y v de tal modo que los trinomios cuadráticos no 
comprendan términos de primer grado respecto a t. Mostremos que se puede escoger 
tal('s ~l y v. En efecto, al hacer la sustitución (7.76), tendremos 

'+ + (J.L2+p~t+q) tZ+(2J.Lv+p(J.L+v)+2q] t-f-(vZ-f-pv+q) 
x px q= (i+t)2 ' 

(al.t2 -f-blt-f-c) t2+ (2J.Lva-f-b (¡t-f-v)+2c] t+ (av2 +bv+c) 
ax2-!-bx+c= (i+t)Z 

De este modo, los coeficientes Jl y v se determinan valiéndose del sistema de 
ecuaciones 

2 ¡tv + p (¡t + v) + 2q = O, 2~tva + b (¡t + v) + 2c = O 

o del sistema de ecuaciones equivalentes 

2 (c-aq) cp-bq 
J.L-1-V=- b-ap ' ¡t·V= b-ap 

Por lo tanto, f1 y v son raíces de la ecuación cuadrática 

2+ 2 (c-ap) + cp-bq _ 0 z z ---- . 
b-ap b-ap 

(7.77) 

Queda por demostrar que la ecuación cuadrática (7.77) tiene raíces reales 
y diferentes. Para esto basta demostrar que el discriminante de esta ecuación es 
positivo, o sea, basta argumentar la desigualdad 

(e - aq)2 > (cp - bq) (b - ap). (7 .78) 
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Es fácil convencerse do que la desigualdad (7.78) es equivalente a la siguiente 
desigualdad: 

(2 (e + aq) - bp)2 > (4q - p2) (4ac - b2). (7. 7\l) 

Puesto que el trinomio cuadrático (x2 + px + q) tiene raíces complejos, enton
ces 4q - p2 > O. 

A ciencia cierta, la desigualdad (7.79) tiene lugar si 4ac-b2 >O. Demos
tremos que esta desigualdad es también válida si 4ac - b1 > O. En este caso, 

q >O, ac > O y 4JÍ acq > piJ. Por eso, teniendo en cuenta que e-+; aq;;;;.. ¡! caq. 

tendremos 

(2 (e-1-nq) - bp]2 ;;a. (4 -yqa;;-pb]' = 

= (4q - p2)(4ae-b2)+4 (PV;;-bVq)2;;a.(4q- p2)(4ae - b2). 

Esta serie de desigualdades tiene al menos un símbolo de desigualdad estric
ta > puesto que el primer símbolo ;;a. se convierte en el símbolo = sólo para 
e= aq, pero, si e = aq, en virtud de que b =t= ap, a ciencia cierta (p JÍ ;.; -
-bJÍq) =F O, y, por eso, el segundo símbolo ;;a. no se convierto en el símbolo=. 
Así pues, hemos demostrado la desigualdad (7.79), es decir, la posibilidad de 
escoger ¡.t y v tales quo los trinomios cuadráticos obtenidos no comprenden térmi
nos de primer grado respecto a t. Haciendo la sustitución (7 .76) con dichos 11 y v, 
reducimos la integral de tipo 1 II a la forma · 

r p <'> at (7.80) 
J (t2+q1)),Va1t2+c1 ' 

donde a1, c1 y q1 son ciertas constantes, P (t) es polinomio de grado 2 A.- l. 

Al desarrollar' •) la fracción p (t) ), en la suma de las fracciones simples, redu
(t2 + Q¡) 

c.imos el problema de calcular la integral (7 .80) al de calcular la suma de integra
les en la forma 

~ 
M~tt+N,. V at <k= t, 2, ... , A.>. 

(t2+q1)k a1ta+c1 . 

Cada una de estas integrales se refiere al tipo · particular anteriormente exami
nado. Por lo tanto hemos demostrado la integrabilidad (en (unciones elementa
les) de las integrales de lodos los tres tipos 1, 11 y lll. De esto modo, o.l1arle de 
las sustituciones de Euler, hemos demostrado una vez más la integrabi idad 1I1J 
la función (7 .66) en funciones elementales. 

dx 
EJEMPLO. Calcúlese la integral 1 = ~ 

(x2 -x+ 1) V x2 + x+ 1 
Esta 

integral se refiere al tipo III. Ya que para ella ha sido in(ringida la rela
ción (7.75), ante lodo debemos hacer la sustitución (7.76). Como resultado de 
esta última, obtenemos 

xl+x+t = (~12 +11+1) t2 +(2¡tv+(!J.+v)+2J t+(v2+v+ 1) 
(t + t)' 

x' - x-1-1 = 
(~t1 -J1+1) t2+(2¡.tv-(¡t+v)+21 t+(v1 - v + 1) 

(1-t-t)1 

•) Cuando ").. > t. 

§ tt. Integrales elípticas 

Las constantes 11 y v se hallan valiéndose del sistema de ecuaciones 

2¡.tv + (¡1 + v) + 2 = O, 2 ¡tv - (¡1 + v) + 2 = O. 
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Es (ácil convencerse de que •) ¡.t = 1, v = -t. De este modo, la suslitu
t-1 

ción (7.76) tiene la forma x = t + 1 de manera que 

dx= 2 dt x•-t-x+1 = 
(1+t) 2 ' 

t3 +3 
x2-x-j-i= (t+t)' 

3t'+i 
(1-t-t)2

' ' 

La integral considerada torna a forma 

1=2 r <t+t)dt =11+12, 
J (t2 +3> Vai•+t 

donde 
\ t dt \ dt 

la-=:=2 l (t1+3)V3t2-l-1 ' 1,=2 J (t'+3)V3t2+1 

Para calcular la integral /1r hagamos la sustitución u=V3t'+1, para la 

integral / 1 , la sustitución v= V 3+-!t--. Como resultado, obtenemos 

~ drL 1 U i -. Í X
2 +X+ 1 +e 

1 =2 --=--arctg--+C= ,;r, arctg V 2 (1 :z:)' • 1 u2 +8 V2 1f8 v 2 -

v+l/I 
/.=-2 r ~=-1-ln +C= • J 3v1 - 8 2 V6 / 8 v-Jt 3 

=-
1
-ln 2'V6 

§ 11. Integrales elípticas 

.. Í x2 +x+1. .. /8 
V <x+t>' V a 

+C . 

Las integrales de irracionalidades cuadráticas lógicamente incluyen las si
guientes integrales: 

~ R(x, Va:z:3+bx 2 -t-cx+d)dx, (7.81) 

(7.82) 

cuyas funciones subintegrales comprenden la raíz cuadrada de polinomios de 
tercer o cuarto grado. . . . 

Estas integrales se encuentran con mucho. frecuenc1a en aphcac10nes. Note-
mos inmediatamente que las integrales (7 .81) y (7 .82), no son, hablando e11 gene
ral, funciones elementales. 

•) Se podría tomar al contrario: ¡t = - 1, v = 1. 
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Las rlos intcgrale~ suelen llamarse elípticas si no se expresan me1liante 
funciones elementales, y seudoelíptica.~ si se expresan mediante funciones ele
mentales •) . 

Debido a que las integrales (7.81) y (7.82) tienen importancia en aplicacio
nes, surge la necesidad de confeccionar tablas y gráficas de las [unciones que se 
determinan ¡Jor estas integrales. Para los coeficientes a, b, e, d y e, que son 
arbitrarios, es muy difícil hacer las tablas y las gráficas. Por eso surgió el pro
blema de reducir todas las integrales de tipo (7.81) y (7.82) a ciertos tipos de 
integrales que comprenden el menor número posible de coeficientes arbitrarios 
(o como se dice reducir las integrales (7.81) y (7 .82) a la {orma. can<ínica). 

Ante todo, notemos que la integral (7.81) se reduce a a integral (i.82) . En 
efecto, el trinomio cúbico tiene, a ciencia cierta, al menos una raíz real .r0 , por 
lo que puede representarse en la forma ax3 + bx2 + ex + d = a (.r - .r0) (x2 + + px + q) . 

Haciendo la sustitución .r- x0 = ± t 2 , transformamos la integral (7.81) en 
la (7 .82). 

De este modo, es suficiente considerar solamente la integral (7.82) . 
En virtud de los resultados del§ 6, el polinomio de cuarto grado puede des

componerse en el producto de dos trinomios cuadráticos con coeficientes reales 
a:r: 4 + bx3 + cx2 + d.r +e= a (x2 + px + q) (x2 + ¡/ x + q'). 

Siempre existe una sustitución lineal o lineal fraccional que elimina los términos 
lineales de ambos trinomios cuadráticos .. ). Haciendo la sustitución de este tipo, 
con exactit.ud de hasta el sumando que es función elemental , transformemos la 
integral (2 .82) a la forma 

i ,. R (t 2) dt 

~ VA (1 +mt2) (1 +m't2) ' 
(7.83) 

donde R es cierta función racional. Luego, se puede mostrar que para cualesquie
ra combinaciones de valores absolutos y signos de las constantes A, m y m' 
existe una sustitución que reduce la integral (7.83) a la llamada integral canónica 

\ R 1 (z2) dz (7.8/t) 
l (1- z2) (1- k2z2) ' 

en la cual mediante k se denota una constante que satisface la condición O < k< 
<1. 

Toda integral canónica (7 .84) puede reducirse a tres integrales normales 
siguientes con exactitud de hasta un sumando que es función elemental: 

r dz r z2 dz 
l V(1-z2)(1-k2z2) ' l (1-z2)(1-k2z2

)' 

\ dz (O< k< 1). l (1-j .. hz2) V (1- z2) (1- k2z2) 

(i.85) 

Las integrales (7 .85) suelen llamarse integrales elípticas de primer, segundo y tercer 
género, respectivamente. Como mostró Liouville •••), cada una de estas integrales 
es función 110 elemental. Las integrales elípticas de primer y segundo género 
comprenden solamente un parámetro k que loma valores rüales del intervalo 
O< k< 1, y, además, la integral elíptica de tercer género comprende el pará
metro h que puede también tomar valores complejos. 

•) J oseph Liouville, matemático francés (1809-1882). 
••) Las denominaciones de estas integrales fueron dadas por primera vez 

c.uando los matemáticos tropezaron con el problema de rectificar la elipse (véase 
el ejemplo 3 del p. 6 del § 1 del cap. 2, tomo 2). 

... ) Se demuestra de modo igual que en el p. 5 del § 10. 

¡\ 

• 1 
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Le gendre •) simpliiicó aun más las integrales (7 .85) haciendo la susti
tución z = sen 'P (O~ (p ~ n/2). 

Empleando esta sustitución, la primera de las integrales (7 .85) se transfor-
ma en la forma 

r aq¡ (7.86) 
l V1-k2 sen2 q¡ · 

Con esta sustitución la segunda de las integrales (7 .85) resulta ser igual, con 
exactitud 1le hasta factor constante, a la diferencia de la integral (7 .86) y la 
siguiente integral: 

~ V1-k2scn2 q¡dq¡. (7.87) 

La tercera de las integrales (7.85) se reduce a la forma 

r aq¡ 
l (1-j- h sen2 1p) V 1-k2 sen 'P · 

(7.88) 

Las integrales (7 .86), (7 .87) y (7 .88) suelen llamarse integrales el! plicas de primer, 
segundo y tercer género, respecti~amente, en forma_ de Leger:dre. . 

En las aplicaciones desempenan un papel espec1almente 1mportante las mte
grales (7.86) y (7.87). Si consideremos que ambas se anulan para ljl =O, el?tooces, 
obtenemos dos [unciones bien determinadas que suelen denotarse por los s1mbolos. 
F (k, 'P) y E (k, !p). Legendre y ot~os matemát!cos exa!ninaron sus propi~dades. 
Para estas integrales fue establec1da una sene de formulas y confecciOnadas 
tablas amplias y gráficas. . . . 

A la par con las funciones elementales, las funcwnes E_ y F fuero!? ~n.troduc¡: 
das a la familia de las [unciones que se usan con frecuenc1a en e~ anahs1s. Aq_ul 
vale notar olra vez que el concept~ de íunciún elemental es d,e carac.ter convenciO
nal. Además, debemos, subrayar que los problemas del calculo mte~ral no se 
limitan de ninguna manera a estudiar funciones integrables en funcwnes ele
mentales. 

•) Adrien Marie Legendre, matemático francés (1752-1833) . 
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