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§ 10. Integracién de algunas expresiones
irracionales y trascendentes

En los pérrafos anteriores hemos establecido que la integral de
cualquier fraccion racional es funciéon elemental. En el parrafo
presente consideremos otras clases de funciones integrables en fun-
ciones elementales. Como regla, haciendo cierta sustitucién reducire-
mos la integral de la funcién considerada a la integral de la fraccion
racional. En cuanto a dicha sustitucion, decimos que ella racio-
naliza la inlegral de la funcién considerada.

1. Integracién de algunas expresiones trigonométricas. Nos pone-
mos de acuerdo que en adelante siempre designaremos cualquier
funcion racional de dos argumentos z e y *) por el simbolo R (z, y).

En este punto demostremos la integrabilidad en funciones ele-
mentales de cualquier funciéon de tipo

R (sen z, cos x). . (7.63)

Demostremos que la integral de esta funcion se racionaliza por la
. .z x ~
sustitucion ¢ = tg - En efecto, -

x

r —_ 2_1.
sen x = e — cosa:—1 i Y i
T aLiat A4 T Lges E A48
1+ tg? 5 14tg*
2dt
x=2arctgt, dz“T—{Tt_'-'_‘
asi que

2t 1—12 2dt

S R (sen x, cos:c)d.z_s R ( & i+t’) R

Puesto que la funcién racional de la funcién racional es también

funciéon racional, entonces la integral del miembro derecho de la
ultima igualdad es integral de la fraccion racional.

. . . . T . . .
Siendo universal, la sustitucion ¢ = tg 5 que racionaliza la inte-

gral de la funcion (7.63), lleva, con frecuencia, a cilculos volumino-
sos. En relaciéon con esto, sefialaremos varios casos particulares
en los que se puede racionalizar la integral de la funcién (7.63)
empleando olras sustituciones mas simples.

*) La funcion racional de dos argumentos se define del modo siguiente.
Se denomina polinomio de grado n de dos argumentos z e-y la expresion de for-
ma P, (z, y) = agy + a0 + agy -+ asgx® - ayzy -+ agy? -+ . o . A @y,
donde ay, a,q, agy, .. ., @g, SON ciertos nimeros constantes. Se denomina funcién
racional de dos argumentos la expresion de forma P, (z, y)/Q,, (=, y), donde
Py (z, y) es polinomio arbitrario de dos argumentos de grado n, y On (z, ),
polinomio arbitrario de dos argumentos de grado m.
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Ante todo, notemos dos propiedades elementales de la funcion racional de
dos argumentos R (u, v):

1°. Si la funcién racional R (u, v) no cambia su valor al variar el signo de
uno de sus argumentos (por ejemplo, u), es decir, si R (—u, v) = R (u, v), en-
tonces, esta funcién racional puede reducirse a la forma R (u, v) = R, (u?, v),
donde R, es cierta funcién racional de sus dos argumentos. (Esta funcion com-
prende solamente potencias pares de u.)

2°. Si, al variar el signo de u, la funcion R (u, v) también cambia de signo,
es decir, R (—u, v) = —R (u, v), entonces, ella se reduco a la forma R (u, v) =
= R, (u?, v) u. (La propiedad 2° se desprende directamente de la propiedad 1°
si la aplicamos a la funcién R («, v)/u.)

Consideremos ahora el problema de la racionalizacion de la integral de la
funcién (7.63) para varios casos particulares.

1. Sea que R (u, v) cambia designo al variar el signo de u. Entonces, segin
la propiedad 2°,

R (sen z, cos z) dr = S R, (sen? z, cos z) sen zdz =

= — S Ry (1 — cos? z, cos z) d (cos z).
De este modo, la integral de la funcién (7.63) se racionaliza por la sustitucion
it = cos .

I1. Luego, sea quela funcién R (u, v) cambia de signo al variar el signo de v.
Entonces, segin la misma propiedad 2°,

S R (senz, cosr)dx= S Ry (sen z, cos?z)cosrdr=

= S R, (sen z, 1—sen® z) d (sen x),

es decir, la integral de la funcién (7.63) se racionaliza por la sustitucién ¢ =
= sen 1.

I11. En fin, sea que la funcién R (u, v) no cambia su valor si los signos de u
y v varfan simultineamente, es decir,

R(—u, v) = R (4, v). Ru ~v) =R, 0)

Demostremos que en este caso la integral de la funcion (7.63) se racionaliza por
la sustitucién ¢ = tg z. En efeclo, en este caso,

nw u
R (u, v)=R (Tb, v) = Iy (—v-y U) )

u u
R(—u, —v)=R (7(—1)), ——v): Ry (T , -—v).
De este modo,
u . nw
R, (T . -—u)_R,l (-v—,v).
Pero, entonces, segun la propiedad 1°,
u _ _ll- 'Y
RI(T,U)-R,( v,v).
En definitiva, obtenemos

R (u, v)=R, (-'-. v’).

/1
v
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De aqui,

S R (sen z, cosx) d.t=s R, (tgz, cos?r)dr=

=§m (e igz) = (v ) 15

dt
donde t=tgz, z=arctgt, dx_m_
EJEMPLOS. {) Calculese la integral I,= S _1___‘__;‘1%&? , donde a>0,
x

a 5= 1. Aplicando la sustitucién trigonométrica universal t=tg 5

obtene-
' mos

2dt 1
z=2arctgt, dx:m’ ‘ e
I.—2 dt 2 dt
A= S (a+D+2(1—a) ~ af1 S 14 1—a ,

1-+4-a

Luego, es necesario considerar dos casos por separado: 1) 0 < a << 1, 2) a > 1.
En el caso de que 0 <a <1,

.

2 1—a
Iy= ——— arct (t —————) C=
1 ..1/1_-‘12 g 1+a +
_ . 1—a z
._..‘/_ = arctg(‘/mtg7)+C
En el caso de que a >1 \
—1
14t l/l___
I,= G In nm +C=
a?—1 f e 3 a—1
. a1
—1 z
1 =L ig
W S, 1 e 2l
Var—1 1 Va—1 te "
—V aF1 83
) ; sen z dz
2) Calcilese la integral I,:S ek

Ya que el integrando cambia de signo al variar el signo de sen z, entonces,
segin I, hay que hacer la sustitucién ¢ == cos z. Como resultado, obtenemos

dt dt
1’="S T— 1 :S B2
1 t4+V2 _ 1
V3 lnlz_vzl ‘=i

In

COoSs z+V‘2
— C.
cos z—V2 l K
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sen z cos x
send z-}-cost z

Ya que el integrando conserva el valor si los signos de sen z y cos z varian
simultdneamente, entonces, segin III, hay que hacer la sustitucién ¢ = tg z.
Como resultado, obtenemos

3) Calcilese la integral I, = S

s f L BEE o LR BED e H4c= L 2
Iy= S TFT-2 S @ T 2 arctg (12)4-C= 5 arctg (tg2z)4-C.

2. Integracién de irracionalidades fraccionales lincales. En este
punto demostraremos la integrabilidad en funciones elementales de
cualquier funcién de tipo

" axt-b
R(z,1/ =), (7.64)
donde a, b, ¢ y d son ciertas constantes, n es cualquier nimero positivo

entero. La funcién de este tipo se denomina irracionalidad fraccional
lineal.

y : . r R [azt-b
Demostremos que si ad—bc=<0 la sustitucién t=]/c—x—+—d

racionaliza la integral de la funcién (7.64). En efecto,

n__az+4b __dt"—b __ (ad— bc) ntn=1
g T exd? L= dr= (a—ctm) dt,
asi que
"Saztby , din—b (ad —bc) ntn-1
{7 (2, 1/cx+d)d"‘” | B (1) L.

Ya que la funcion racional de una funcién racional es también fun-
cidén racional, entonces, la integral del miembro derecho de la Gltima
igualdad es integral de la fraccién racional. Por lo tanto, queda
demostrado que la integral de la irracionalidad fraccional lineal (7.64)
se racionaliza por la sustitucion

t___i‘/‘a::-{—b
- cx-d -’

1+2 dz

EJEMpLo. Calcilese la integral I= S T s Haciendo
la sustitucién
STz, A4z 1 __tat
= = e g, d =ern
obtenemos
t2 dt dt
1_2_S =2 S dt—2 S =

1
- =2t—2arctgi+C=2 -E—Z——Zarctg ]/:?r C.
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3. Integracién de difcrenciales binomiales. Se denomina diferencial binomial

la expresién de forma v
z™ (a 4+ bz™)P dz,

donde a y b son constantes cualesquiera, y los exponentes de las potencias m, n
y p, ciertos nimeros racionales. Examinemos el problema de la integrabilidad
en funciones elementales de las diferenciales binomiales.

Ante todo, sefialemos tres casos cuando la integral de una diferencial bino-
mial admite sustitucién que racionaliza.

1°. El primer caso corresponde a p entero. La diferencial binomial es irracio-
nalidad fraccional lineal de tipo R (z, }/ Z) dz, donde r es el minimo comin milti-
plo de los niimeros racionales m y n. Por lo tanto, en este caso, la sustitucién
t = /z racionaliza la integral de la diferencial binomial.

m-+1

2°. Elsegundo caso corresponde al niimero entero . Haciendo la susti-

tuciéon z = 2™ y poniendo, para abreviar, ¢ = '_”_j,_:..i. — 1, tendremos
S 27 (a4 ba)P dz = %- S (a--b2)P 21 dz. (7.65)

La funcién subintegral en el miembro derecho de (7.65) es irracionalidad fraccio-

nall lineal de forma R (z, y @ 4 bz), donde s es el denominador del nimero racio-
nal p. -

De este modo, en el segundo caso la diferencial bonomial se racionaliza por
la sustitucion
t =y atbz=ya+tbz".

3°. El tercer caso corresponde al nimero entero (-—T—;‘i—{—p . La funcién
subintegral en el miembro derecho de (7.65) es irracionalidad lineal fraccional de
3 [atbz
forma R (z, l,’ b ), asi que la integral de la diferencial binomial se raciona-
liza por la sustitucion de forma

S/ a4-bz V a
t=y ——=V =+t
A mediados del siglo pasado P. L. Chebishov *) demostré que tres casos

«anteriormente mencionados agotan todos los casos cuando la diferencial binomial se
integra en funciones elementales.

EJEMPLOS. {). Calchlese la integral I = S -———-‘!-I——___..__= S 72 X
22 YV at- bzt
s . ; m--1
X (a-+bx?)~1/2 dz. Aqui m= —2, n=2, p=—1/2, asi que +p=—1

n
(el tercer caso). Haciendo la sustitucién

Y QLA - .

tendremos

*) P. L. Chebishov, gran matematico ruso (1821—1894%).
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1
2) Calcilese la integral I = S z5 (1——:’)— 2 dz. En este caso m=05,

n=2, p= —-%—, asi que mji =3 (el segundo caso). Haciendo la susti-
* tucién
t=Y1—2%, z=V1—-1, de= — Tt:_q-t‘?- :
tendremos

5
e -S A—t?)2dt = — S dt-}2 S 12 dt — S t‘dt=’—t+% t3——-£5—+c=

1 — z2)o
= — 1/1—:2-}——;- 1/(1—:2)3—1(’—53—)— +C.
4. Integracion de irracionalidades cuadriticas por sustituciones
de Euler. En este punto demostremos la integrabilidad en funciones
elementales de cualquier funcién de forma

R (z, Vaz®>+bz+c), (7.66)

donde a, b y c son ciertas constantes. La funcién de este tipo se deno-
mina irracionalidad cuadrdtica. Naturalmente, consideremos que
el trinomio cuadratico ax® + bz + e no tiene raices iguales (de lo
contrario, la raiz de este trinomio puede suslituirse por una expre-
sion racional).

Demostremos que la integral de la funcion (7.66) siempre se racio-
naliza por una de las llamadas sustituciones de Euler.

En primer lugar, consideremos el caso cuando el trinomio cua-
dratico ax® + bx 4 c tiene raices complejas. En este caso el signo del
trinomio cuadratico coincide con el signo de a, y, debido a que el
trinomio cuadratico (de que se extrae la raiz cuadrada) es positivo
por el sentido, entonces, a > 0.

De este modo, tenemos derecho hacer la siguiente sustitucion:

t=V ax’+bzx+c+zVa. (7.67)

La sustitucién (7.67) suele llamarse primera sustitucion de Euler.
Demostremos que esta sustitucién racionaliza la integral de la fun-
cion (7.66) para el caso considerado. Elevando al cuadrado ambos

miembros de la igl{gldad Vaz®* 4 bz + ¢ =t — zV/ a, obtenemos
bz 4-¢c =1t*— 2V atz, asi que

__B—c ———_ Va4 bt+cVa
. 2Vat+b’ Vazitbate= 2Vat+b '
deep Y ordbide Ve 4

@ Vat+b)
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De este modo,
S R(z, Vax?+bx+c)dr=

. S R ( t2—c Va2 4-bt+c Va ) 9 Var+4bt+cVa
o 2Vat+b ' 2Vat+b 2 Vat4b)

En el miembro derecho bajo el signo de la integral esta la fraccion
racional.

Ahora, consideremos el caso cuando el trinomio cuadratico ax® +
-+ bz + ¢ tiene raices reales no coincidentes z, y z,.

En este caso az® 4 bz 4 ¢ = a (z — z,) (zr — x,). Demostre-
mos que entonces la integral de la funcién (7.66) se racionaliza
haciendo la sustitucion

- 'l/a.t*—}—b.t—}—c

T—zxy

(7.68)

1

. que suele llamarse segunda sustitucién de Euler. En efecto, elevando

al cuadrado la igualdad V az® + bz + ¢ = ¢t (x — z;) y reduciendo
la igualdad obtenida por (z — x,), obtenemos a (x — x,) = t* (x —
— 1,), asi que

xzﬂ’ Va,zz—}—bx—{—c: a(x:—z,) t,

t2—a tP==a

2a (2, —x,) t
dx=_"(£;l__7)’;_dz.

De este modo,
[ R Virrr o a=-
— S R ( —azyf 22 a(z;—3y)t ) 2a(zy—x,y) t dt.

12—a * t2—a (12—a)?

En el miembro derecho bajo el signo de la integral, esta la fraccion
racional.

dx
s+ Vatz+l
Puesto que el trinomio cuadratico z2-+ x4 1 tiene raices com-
plejas, hagamos la primera sustitucion de Euler

t=V 2tz +1+x.

Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad V:;2+:1:+1=
=t — z, obtenemos z%*+4 r+4+1=12—2zx+2% 0 z-+1=12—2lx
asi que

eJeEmMpLos. 1) Calcilese la integral [ =S

2—1 o =<9 t2-t4-1 dt.

cha ¥ TR A3 20)¢
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De este modo,

. 24141 _(ra B c
’*28 t(14-21)2 dt“‘S [ ] + 142t o 1-+F20)2 ]dt'

Los coeficientes indeterminados A, B y C se calculan ficilmente:
A =2 B = -3, C=—3. En definitiva, obtenemos

3 3

—21n| Vx2+x+1+x]—%1n|1+2x+
—_— 3
2 b
H2V & 1, 2142242 Va2tz 1 +@

5 ; dz
2) Calcilese la integral I = S —_—,
) B 14+V1i—2zc—23
el trinomio cuadratico 1 —2z—xz? tiene raices reales z;= —1 4-

+V2y 2,=—1—V2, hagamos la segunda sustitucién de
Euler (7.68)

Puesto que

‘= VIi—2z—23
Tz 14V2
Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad V' 1—2z—z2=
=t(z+41 + V2), tendremos (—1)(z4+1—V2) = t2(z +1 +
+ V'2), asi que

g =B V240 + V21 VI ti—= 2 V7 ;

1241 241
i 32 V0iL e _ 4Vt
1+V1—21'—12.——~—p—_!:1—-————, dz = ——Wdt.
De esle modo,

(@+1) (22 V2t +1) °

Obtenemos la integral de la fraccién racional que puede calcularse
por el lector. : '

5. Integracién de irracionalidades cuadréticas mediante otros procedimien-
tos. Aunque las sustituciones de Euler siempre racionalizan la integral de la
funcién (7.66), cllas suelen llevar a calculos muy voluminosos y complicados.
Por eso, en la prictica se usan con frecuencia otros procedimientos de integracion
de la funcién (7.66). Estos procedimientos se examinan en el punto presente.

Introduciendo la designacién y = "l/az2 + bz 4 ¢ y teniendo en cuenta
que y? es polinomijo, podemos representar la funcién (7.66) en forma de la suma

R (z, y) = Ry (2) + Ry (2)]y,
15607
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donde R, (x? y I, () son ciertas funciones racionales de una variable. Ya que
la integral de R, (z) se toma (en funciones elementales), es suficiente calcular la
iritegral de la funcién R, (x)/y.

Ya sabemos *) que toda }racci(’m racional R, (r) puede representarse en forma
de la suma de un polinomio P (z) y la fraccion racional prolpia Ry (2). A suvez, la
fraccién racional propia Ry (z) puede desarrollarse en la suma de fracciones
simples. ToméndoYo‘en consideracién, podemos afirmar que el problema de
integracién de la funcién R, (z)/y se reduce al célculo de las integrales de tres
tipos siguientes:

I S —[:!g'—t)—dz, donde P (z) es polinomio.

11. S P dz, do-ndeA y B son constantes, & es nimero natural.
(z—A)™Y

T
(2+-pz-+q)"y

2
nGmero natural con tal que ¢ — —2—>0.

dz, donde M, N, py q son constantes, A es

Detengamonos en el cdlculo de las integrales de tipo 1, 11 y 111 por separado.

1. Para calcular la integral de tipo I, ante todo establecemos la {érmula
recurrente para la integral

m
lm=S . ydz , donde m=0, 1, 2, ...

Para hacerlo, suponiendo m > 1, integremos la siguiente identidad que se veri-
fica por la diferenciacion:

Zm-2
.

m-1y)’ — zm ___.1_ zm-t _
(zm-1y)’ = ma y—*—(m 2)b = +(m—1)c 7

Integrando esta identidad llegamos a la igualdad

zm-ty=malp+ (m — -:-) by (1) el s (7.69)
Tomando m = 1 en la igualdad (7.69), hallamos
v 1 b
llz_a-y-—_i:—z- ]0' (7'70)

Luego, poniendo m = 2 en la igualdad (7.69) y empleaitdo el valor ya calcula-
do 7, (es decir, la férmula (7.70)), hallamos

. 1
I,= %2 (2az—3b) y -

1
Bt (362 — 4ac) I,.

{Juego continuando los razonamientos andlogos, llegamos a la siguiente férmu-
a comin;

I = Py (2) y + el (7.71)

donde P,,_; (z) es polinomio de grado m — 1, y ¢,,, constante. Si en la integral
de tipo I P (x{ es polinomio de grado n, entonces la integral de tipo I sera igual
a la suma de las integrales 7, 7y, . . ., I, con ciertos multiplicadores constantes

*) Véase el § 8.
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(coeficientes del polinomio P (z)). Por lo tanto, en virtud de la iizualdad (7.711),

obtenemos definitivamente la siguiente formula para la integral de tipo I:
p dx
§ L dz=onas vtco § 55 (1.72)

En esta férmula Q,,_, (x) es polinomio de grado n — 1, y C,, constante. Para
determinar el polinomio Qn_, (z) y la constante C, se emplea el método de coefi-

cientes indeterminados. El polinomio Q,_; (z) se escribe como polinomio con
coeficientes literales

Qnoy(a) =Ag+ Az + ...+ Ap_j2"L.
Diferenciando la igualdad (7.72) y multiplicando el resultado de diferenciacién
por y, obtenemos

P (&) = Qnet (@) (@ br Ok 5 Onoy (@) (Qaz+0)+Co (173)

En ambos miembros de la igualdad (7.73) hay polinomios de grado n. Igualando
sus coeficientes, obtenemos el sistema de n -+ 1 ecuaciones lineales, de la

cuales se determinan Ad,, Ay, ..., 45, ¥ C,. La resolubilidad del sistema
obtenido se desprende de la validez de la formula (7.72) demostrada anteriormen-
te. Queda por agregar que la integral situada en el miembro derecho de (7.72)

se reduce a la integral de tabla por el cambio lineal de la variable ¢ = z ;— .
a

; ‘ . d.
Empleando dicho cambio, la integral S -;—sc reduce, con exactitud de hasta
factor constante, a una de las dos integrales siguientes:

dt b
S m:]n lt4VEF LR -+C (k= const > 0)

dt t
| S o e
EJEMPLO. Calcllese la integral

zﬂ
S —_——dx
Vi¥fz— 2
Para la integral considerada la férmula (7.72) tiene la forma

3 SPO— dz
{ T e et At ) VITE=S 4 G |

. (7.74)
Diferenciando esta féormula y multiplicando el resultado de la diferenciacién por
V1 4 2z — 22, obtenemos

2= (A, + 24,7) (1 + 2z — 2%) + (4o + A1z + A7) (1 — 2) + C,.

Igualando los coeficientes de z3, 22, z1, z° en los miembros derecho e izquierdo,
oblenemos el sistema de ecuaciones

—34,=1,
5Al_2A1=0v
24,134, —A,=0,
Aj+Ay+Co=0.
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Resolviendo este sistema, hallamos A, = — 1/3, A, = — 5/6, A, = —19/6,
Co = 4. La integral en el miembro derecho de (7.74) se calcula haciendo la
sustitucién de la variable ¢t = z — 1. Obtenemos

S L = S LA - C =arcsen = +c
Vifiz—z2 V2—r V2 a V2 '
En deflinitiva, tendremos
z3 19 b} 1 ———
e oo il [ s s gy R
S S ( T 3 x)]/l—}—?.z 2
+4 arcsen et 4.

V2

I1. Pasamos a calcular la integral de tipo 11. Mostremos que esta integral

se reduce a la integral de tipo I haciendo la sustitucién ¢ = . En efecto,

— 4
puesto que

dz= —%, AR TTRIIN e s n o t‘;L(ZaA-l-b)t +a

’

obtenemos
S B _ S Bt®=1 g
(x—A)*y VA2 Abtc) 34 (2aA+b)iFa

111. Calculemos, por fin, la integral de tipo 1111, ante todo, para el caso
particular de p = 0, b = 0, e3 decir, calculemos la integral

S Mz+4 N
Kz
(#2+g* Vit
Esta integral sc descompone en la suma de dos integrales
dz dx
Ky=M S s S A S NP
(z’—«}—q)h'\/az’—}—c : (zz-l—q)" Vazz¥e *
La primera de cstas integrales puede escribirse en la forma
M d (z%)
K1 = e~ iy e
2 J (24 9*Vaz'tc
de la cual se desprende que la funcién subintegral es irracionalidad lineal (no

cuadratica) respecto a z?. En virtud de lo demostrado en el p. 2, la integral &,

se racionaliza por la sustitucién ¢t = }/ az? + ¢. La integral K, puede escribirse
en la forma *)

1 dx
sz— 2 x?

(o) Vet

=1

*) Consideramos que z 5= 0.

K,=NS

() E)
[ (RITV

3
1 ’
at-c o
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de la cual se desprende que la funcion subintegral es irracionalidad lineal res-

pecto a 1/z2. Por lo tanto, la sustitucion r= V a4 i’ racionaliza la integral K,.
X

Asi pues, para el caso particular cuando los dos trinomios cuadraticos no tienen
términos de primer grado, la integral de tipo III fue racionalizada.

Considercmos ahora el caso general de la integral de tipo I1I y mostremos que
puede reducirse a la integral de forma particular examinada anteriormente. Si los
coeficientes de los trinomios cuadraticos satisfacen la relacion

b = ap, (7.75)
entonces para reducir la integral de tipo Il a la integral de forma particular
ax;teriormcnte examinada es suficiente hacer la sustitucion z=t — —;’- . En efecto,
obtenemos

(Mz+ N)dz _
S @+ pz+q) Vet tbote

~ S Mz+(“;—”+1v)
(24 (=) TV et (=)

Es mas complicado reducir la integral de tipo III a la integral de forma particular
anleriormente examinada si los coeficientes de los trinomios cuadraticos no
satisfacen la relacion (7.75). En este caso, primeramente hacemos la sustitucién
lineal fraccional '

dt.

v ’ 6
=T¥e - (1.76)
escogiendo las constantes p y v de tal modo que los trinomios cuadraticos no

comprendan términos de primer grado respecto a t. Mostremos que se puede escoger
tales p y v. En efecto, al hacer la sustitucion (7.76), tendremos

(W2 prtq) 24 209+ p (1 +¥)+ 201 t+ (v py-+-q)

22 prfg= s ;
el g g (ap2+4bp-c) t’+[2pva—1—ili*(‘}:)—i‘v)+2c] t-+(avi+4-bv4-c) )

De este modo, los coeficientes p y v se determinan valiéndose del sistema de
ecuaciones

2pyw+pp+v)+H29=0, 2pvat+b(p+v)+2c=0
o del sistema de ecuaciones equivalentes
2(c—aq) cp—bg

b—ap ' BY=""ap *

H+V=— b—ap

Por lo tanto, p y v son raices de la ecuacion cuadratica
2 (c—ap) cp—bq
2 =0U. .
24 = z-+ e 0 (7.77)

Queda por demostrar que la ecuacién cuadratica (7.77) tiene raices reales
y diferentes. Para esto basta demostrar que el discriminante de esta ecuacién es
positivo, o sea, basta argumentar la desigualdad

(¢ —aq)? > (cp — bg) (b — ap). (7.78)
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Es facil convencerse de que la desigualdad (7.78) es equivalente a la siguiente
desigualdad:

[2 (¢ + aq) — bp]2 > (49 — p?) (4ac — b2). (7.79)

Puesto que el trinomio cuadratico (z2 - pz - q) tiene raices complejos, enton-
ces 4q — p2 > 0.

A ciencia cierta, la desigualdad (7.79) tiene lugar si 4ac— b2 > 0. Demos-
tremos que esta desigualdad es también valida si 4ac — 2 > 0. En este caso,
q>>0, ac >0y 4/ acq > pb. Por eso, teniendo en cuenta que ¢ +2 aq> V caq.
tendremos

[2 (c+aq) — bp)2 = [4V gqac— pb)=
= (4g — p?) (hac— ) +-4 (p Viac—b V) > (4 — p?) (hac—b?).
Esta serie de desigualdades tiene al menos un simbolo de desigualdad estric-
ta > puesto que el primer simbolo > se convierte en el simbolo = sélo para
¢ = ag, pero, si ¢ = agq, en virtud de que b = ap, a ciencia cierta (p} ac —
—b) q) 0, y, por cso, €l segundo simbolo >> no se convierte en el simbolo=.
Asi pues, hemos demostrado la desigualdad (7.79), es decir, la posibilidad de
escoger | y v tales que los trinomios cuadraticos obtenidos no comprenden térmi-
nos de primer grado respecto a t. Haciendo la sustitucién (7.76) con dichos p y v,
reducimos la integral de tipo I1I a la forma !
S P (1) dt
@+a) Valrite '
donde ay, ¢; y ¢, son ciertas constantes, P () es polinomio de grado 2 A — 1.
Al desarrollar *) la fraccion

(7.80)

————- en la suma de las fracciones simples, redu-
e+ q)

cimos el problema de calcular la integral (7.80) al de calcular la suma de integra-
les en la forma

S Myt+ Ny,

(B+ g Vit e,
Cada una de estas integrales se refiere al tipo particular anteriormente exami-
nado. Por lo tanto hemos demostrado la integrabilidad (en funciones elementa-
les) de las integrales de todos los tres tipos I, II y I11. De este modo, u}mrte de

las sustituciones de Euler, hemos demostrado una vez mas la integrabilidad de
la funcién (7.66) en funciones elementales.

# =8y B avsy B

EJEMPLO. Calculese la integral = S - —_— Esta
(@—z+1) Va+z+1
integral se refiere al tipo III. Ya que para ella ha sido infringida la rela-
cidn (7.75), ante todo debemos hacer la sustitucién (7.76). Como resultado de
esta ultima, obtenemos
2 2.1 < 2
Iy (2 Ap--1) 24-2pv+- (p-+v) 2] 14 (vVi4-v+-1) ,
RE=E
(p2—p+1) 24 2pv— (u4-v) -+ 2] t 4+ (v2 — v - 1)
’-—- ==
S a+n

*) Cuando A > 1.
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Las constantes p y v se hallan valiéndose del sistema de ecuaciones
2w+ (p+v)+2=0, 2wy — (p+v)+2=0.

Es facil convencerse de que *) p = 1, v = —1. De este modo, la  sustitu-
t—
cion (7.76) tiene la forma z = . P de manera que
z41 24t : o et
bt o M e S a+ror

343
A=
La integral considerada toma a forma

I=ZS (A4t)dt

—————'——:._..—'—“—1 I ¥
TRV == S

donde
tdt dt
L .. MR =2S SO S——
s S (2 43) V31 . (12 4-3) V301
Para calcular la integral I;, hagamos la sustitucién u="/3t3+-1, para la

1 y
integral I, la sustitucién v= 3+Tf . Como resultado, obtenemos

du 1 u 1 22 4-z-41 c

11=2S T8 —_—_Vi arctg V_g-i—C—-w arctg l/—————z(l_z), +C,
/&
dv 1 v+ 3

— —_ — C=
1’“—28 5218 " ] 1//8 i
- 3

2 fz4-1 E

1 In (x41)* + ‘/3
o 2-1/6 2t z4-1 E
‘/ (z+41)2 ‘/.3

Las integrales de irracionalidades cuadriticas légicamente incluyen las si-
guientes integrales:

+C.

§ 11. Integrales elipticas

S R(z, Vad F b Fezd) dz, (7.81)

S R (z, Vaztbz*tca?|-dz+e) dz (7.82)

cuyas funciones subintegrales comprenden la raiz cuadrada de polinomios de
tercer o cuarto grado. ) ny

Estas integrales se encuentran con mucha frecuencia en aplicaciones. Note-
mos inmediatamente que las integrales (7.81) y (7.82), no son, hablando en gene-
ral, funciones elementales.

*) Se podria tomar al contrario: p = — 1, v = 1.
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Las dos integrales suelen llamarse elfpticas si no se expresan mediante
funciones elementales, y seudoelipticas si se expresan mediante funciones ele-
mentales *).

Debido a que las integrales (7.81) y (7.82) tienen importancia en aplicacio-
nes, surge la necesidad de confeccionar tablas'y graficas de las funciones que se
determinan por estas integrales. Para los coeficientes a, b, ¢, d y e, que son
arbitrarios, es muy dificil%xacer las tablas y las graficas. Por eso surgi6 el pro-
blema de reducir todas las integrales de tipo (7.81) y (7.82) a ciertos tipos de
integrales que comprenden el menor niimero posible de coeficientes arbitrarios
(o como se dice reducir las integrales &7.81) y (7.82) a la {orma candnica).

Ante todo, notemos que la integral (7.81) se reduce a la integral (7.82). En
efecto, el trinomio cibico tiene, a ciencia cierta, al menos una raiz real Zy, por
lo que puede representarse en la forma az® + b22 4 cz 4+ d = a (r — z,) (22 4
+ pz + q).

i Haciendo la sustitucion = — x, = + ¢2, transformamos la integral (7.81) en
a (7.82). v

De este modo, es suficiente considerar solamente la integral (7.82).

En virtud de los resultados del § 6, el polinomio de cuarto grado puede des-
componerse en el producto de dos trinomios cuadraticos con coeficientes reales

art -+ ba¥ + ex? - dr+e= a (2 + pr+ q) (24 p'z + ¢).

Siempre exisle una sustitucion lineal o lineal fraccional que elimina los términos
lineales de ambos trinomios cuadraticos **). Haciendo la sustitucién de este tipo,
con exactitud de hasta el sumando que es funcién clemental, transformemos la
integral (2.82) a la forma

¢ » R(2)dt

) VAd+mey(@+mey) '
donde Jt es cierta funcién racional. Luego, se puede mostrar que para cualesquie-
ra combinaciones de valores absolutos y signos de las constantes 4, m y m’
exisle una sustitucion que reduce la integral (7.83) a la llamada integral canonica

Ry (%) dz
—22) (1 —k%z?) *
en la cual mediante k se denota una constante que satisface la condicion 0 << k <=
<1

(7.83)

(1.84)

Toda integral canénica (7.84) puede reducirse a lres integrales normales
siguientes con exactitud de hasta un sumando que es funcién elemental:

S dz S 22dz

Voo ' ) T Aa—ms o
dz Bk (7.85)

| T Ok

Las integrales (7.85) suclen Hamarse integrales elipticas de primer, segundo y tercer
género, respectivamente. Como mostré Liouville ***), cada una de estas integrales
es funcién no elemental. Las integrales elipticas de primer y segundo género
comprenden solamente un pardmetro k que toma valores reales del intervalo
0 <k <1, y, ademas, la integral eliptica de tercer género comprende el para-
metro h que puede también tomar valores complejos.

*) Joseph Liouville, mateméatico francés (1809—1882).

**)_ Las denominaciones de estas integrales fueron dadas por primera vez
cuando los matemaéticos tropezaron con el problema de rectificar la elipse (véase
el ejemplo 3 del p. 6 del § 1 del cap. 2, tomo 2).

***) Se demuestra de modo igual que en el p. 5 del § 10.
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Legendre *) simplifico6 aun mds las integrales (7.85) hacicndo la susti-
tucion z = sen @ (0 << 9 << n/2). )

Empleando esta sustitucion, la primera de las integrales (7.85) se transfor-
ma en la forma

S _____l?—~9: . (7.86)
V1i=k%sen? ¢

Con esta sustituciéon la segunda de las integrales (7.85) resulta ser igual, con
exactitud de hasta faclor constante, a la diferencia de la integral (7.86) y la

siguiente integral:
S VIt g dy. (7.87)
La tercera de las integrales (7.85) se reduce a la forma
(7.88)

| YT
(A4hsen2q) YI—k?sen¢q

Las integrales (7.86), (7.87) y (7.88) suclen llamarse integrales elipticas de primer,
segundo y lercer género, respeclivamente, en forma de Lege{ldre. i

En las aplicaciones desempefnan un papel especialmente importante las inte-
grales (7.86) y (7.87). Si consideremos que ambas se anulan para ¢ = 0, entonces,
obtenemos dos funciones bien determinadas que suelen denotarse por los simbolos.
F (k, 9) y E (k, ¢). Legendre y otros matematicos examinaron sus propigdades.
Para estas integrales fue establecida una serie de férmulas y confeccionadas
tablas amplias y gréficas. ) .

A la par con las funciones elementales, las funciones £ y ¥ fucron introduci-
das a la familia de las funciones que se usan con frecuencia en el analisis. Aqui
vale notar otra vez que el conceplo de funcién elemental es de caracter convencio-
nal. Ademas, debemos, subrayar que los problemas del célculo integral no se
limitan de ninguna manera a estudiar funciones integrables en funciones ele-
mentales.

*) Adrien Maric Legendre, matematico francés (1752—1833).
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