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Trabajo para la materia de Análisis Numérico donde se describe brevemente algunas reglas básicas de 
la integración numérica y algunos casos particulares. Algunos de los cálculos se corroboran con 
Mathematica 
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INTEGRAC IÓN  NUMÉRICA :   A L G UN A S   R E G L A S   B Á S I C A S  

INTRODUCCIÓN 

El problema de la integración numérica o cuadratura numérica es estimar el número  

ሺ݂ሻܫ ൌ න ݂ሺݔሻ݀ݔ



 

Este problema surge cuando este número no se puede calcularse de manera exacta o cuando ݂ሺݔሻ es 
vista como un número finita de puntos  

Ahora  bien  asumiendo  que ݂ሺݔሻ es ݇ veces  diferenciable  y  suave  en  el  intervalo  algún ሾܿ, ݀ሿ que 
contiene al intervalo ሾܽ, ܾሿ entonces ݂ሺݔሻ puede verse como 

݂ሺݔሻ ൌଵ ሻݔሺ  ݂ሾݔ, … , ,ݔ  ሻݔሿ߰ሺݔ

ሺ1ሻ    ሺݔሻ ൌ݂ሾݔ, … , ݔሿෑ൫ݔ െ ൯ݔ
ିଵ

ୀ



ୀ

;     este es un polinomio que interpola  a ݂ሺݔሻen ݇  1 puntos 

y  de  grado menor  igual  a ݇ y ߰ሺݔሻ ൌ ∏ ൫ݔ െ ൯ݔ
ୀ  con ݔ, … ,   enݔ el  intervalo ሾܿ, ݀ሿ y ݂ሾݔ, … , ,ݔ  ሿݔ

continua e integrable como función de x en ሺܿ, ݀ሻy en particular lo es en ሺܽ, ܾሻ . 

Se estimara ܫሺ݂ሻ por medio de ܫሺሻ. Entonces el error estimado esta dado por 

ሺ݂ሻܧ ൌ ሺ݂ሻܫ െ ሻሺܫ ൌ න ݂ሾݔ, … , ,ݔ ݔሻ݀ݔሿ߰ሺ ݔ



 

Si ߰ሺݔሻ es  no‐negativa  o  no‐positiva  integrable  en ሾܽ, ܾሿ por  el  teorema  del  valor  medio  para 
integrales se tiene que  

ሺ݂ሻܧ ൌ න ݂ሾݔ, … , ,ݔ ݔሻ݀ݔሿ߰ሺ ݔ



ൌ ݂ሾݔ, … , ,ݔ ሿනߦ ߰ሺݔሻ݀ݔ




 para algún ߦ א ሺܽ, ܾሻ 

Si además ݂ሺݔሻ es ݇  1 diferenciable en ሺܿ, ݀ሻ se tiene que 

ሺ݂ሻܧ ൌ
1

ሺ݇  1ሻ!
݂ሺାଵሻሺߟሻන߰ሺݔሻ݀ݔ





  para algún ߟ א ሺܿ, ݀ሻ                            ሺ݁ܿ. 1ሻ 

Si ߰ሺݔሻ no  es  necesariamente  no‐positiva  o  no‐negativa  y  si  además  ocurre  que  ߰ሺݔሻ݀ݔ

 ൌ 0 y 

݂ሺݔሻ es diferenciable ݇  2 veces entonces  

ሺ݂ሻܧ ൌ
1

ሺ݇  2ሻ!
݂ሺାଶሻሺߟሻන߰ାଵሺݔሻ݀ݔ





  para algún ߟ א ሺܿ, ݀ሻ                            ሺ݁ܿ. 2ሻ 



ALGUNOS CASOS PARTICULARES 

REGLA DEL RECTÁNGULO 

Si se considera ݇ ൌ 0. Entonces ݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ  ݂ሾݔ, ݔሿሺݔ െ   ሻݔ

ሺ݂ሻܫ ൌ න݂ሺݔሻ݀ݔ




ൎ නሺݔሻ݀ݔ




   y   ሺݔሻ ൌ ݂ሾݔሿ ൌ ݂ሺݔሻ  ֜ නሺݔሻ݀ݔ




ൌ න݂ሺݔሻ ݀ݔ




ൌ ݂ሺݔሻሺܾ െ ܽሻ 

y si ݔ ൌ ܽ entonces 

ሺ݂ሻܫ ൌ න݂ሺݔሻ݀ݔ




ൎ නሺݔሻ݀ݔ




ൌ ݂ሺܽሻሺܾ െ ܽሻ 

 

en este caso ߰ሺݔሻ ൌ ݔ െ ܽ   y es no‐positiva o no‐negativa en ሺܽ, ܾሻ por lo que el error esta dado por  

ሺ݂ሻܧ ൌଶ ݂ᇱሺߟሻන ሺݔ െ ܽሻ݀ݔ



   ൌ

݂ᇱሺߟሻሺܾ െ ܽሻଶ

2
 

en ሺ2ሻ por ec. 1 

 

 

 



REGLA DEL PUNTO MEDIO 

Si se considera ݇ ൌ 0. Entonces ݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ  ݂ሾݔ, ݔሿሺݔ െ   ሻݔ

ሺ݂ሻܫ ൌ න݂ሺݔሻ݀ݔ




ൎ නሺݔሻ݀ݔ




   y   ሺݔሻ ൌ ݂ሾݔሿ ൌ ݂ሺݔሻ  ֜ නሺݔሻ݀ݔ




ൌ න݂ሺݔሻ ݀ݔ




ൌ ݂ሺݔሻሺܾ െ ܽሻ 

y si ݔ ൌ
ା
ଶ
 entonces 

ሺ݂ሻܫ ൌ න݂ሺݔሻ݀ݔ




ൎ නሺݔሻ݀ݔ




ൌ ݂ ൬
ܽ  ܾ
2

 ൰ ሺܾ െ ܽሻ 

 

en este caso ߰ሺݔሻ ൌ ݔ െ ା
ଶ
   y además  

න߰ሺݔሻ݀ݔ




ൌ න൬ݔ െ
ܽ  ܾ
2

൰ ݔ݀




ൌ 0 

entonces haciendo ݔ ൌ  ଵ por ec. 2 se tiene queݔ

ሺ݂ሻܧ ൌ
݂ᇱᇱሺߟሻ
2!

න ൬ݔ െ
ܽ  ܾ
2

൰
ଶ

ݔ݀



   ൌ

݂ᇱᇱሺߟሻሺܾ െ ܽሻଷ

24
 

Nótese que ቀݔ െ ା
ଶ
ቁ
ଶ
 es no‐negativa en todo Թ  y en particular en ሺܽ, ܾሻ 

 

 



REGLA DEL TRAPECIO 

Si se considera ݇ ൌ 1. Entonces ݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ  ݂ሾݔ, ݔଵሿሺݔ െ ሻݔ  ݂ሾݔ, ,ଵݔ ݔሿሺݔ െ ݔሻሺݔ െ  ଵሻݔ

Si ݔ ൌ ܽ   y   ݔଵ ൌ ܾ 

ሺ݂ሻܫ ൌ න݂ሺݔሻ݀ݔ




ൎ නଵሺݔሻ݀ݔ




  y   ଵሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ   ݂ሾݔ, ݔଵሿሺݔ െ ሻݔ ൌ ݂ሺݔሻ 
݂ሺݔଵሻ െ ݂ሺݔሻ

ଵݔ െ ݔ
ሺݔ െ  ሻݔ

entonces    න ݔሻ݀ݔଵሺ




ൌ න൭݂ሺܽሻ  
݂ሺܾሻ െ ݂ሺܽሻ

ܾ െ ܽ
ሺݔ െ ܽሻ൱ ݔ݀ 





ൌ
ܾ െ ܽ
2

ሺ݂ሺܽሻ  ݂ሺܾሻሻ  

 

en este caso ߰ଵሺݔሻ ൌ ሺݔ െ ܽሻሺݔ െ ܾሻ   y además  

න߰ଵሺݔሻ݀ݔ




ൌ නሺݔ െ ܽሻሺݔ െ ܾሻ ݀ݔ




ൌ
1
6
ሺܽ െ ܾሻଷ 

entonces por ec. 1 se tiene que 

ሺ݂ሻܧ ൌ
݂ᇱᇱሺߟሻ
2!

න߰ଵሺݔሻ݀ݔ




ൌ ቆ
݂ᇱᇱሺߟሻ
2

 ቇ ൬ 
1
6
ሺܽ െ ܾሻଷ൰ ൌ

݂ᇱᇱሺߟሻ
12

ሺܽ െ ܾሻଷ  

 

 



REGLA DE SIMPSON 

Si se considera ݇ ൌ 2. Entonces  

݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ  ݂ሾݔ, ݔଵሿሺݔ െ ሻݔ  ݂ሾݔ, ,ଵݔ ݔଶሿሺݔ െ ݔሻሺݔ െ ଵሻݔ  ݂ሾݔ, ,ଵݔ ,ଶݔ ݔሿሺݔ െ ݔሻሺݔ െ ݔଵሻሺݔ െ  ଶሻݔ

Para  distintos  valores  de  ,ݔ  ,ଵݔ   ଶݔ en   ሺܽ, ܾሻ se  tiene  que   ߰ଶሺݔሻ ൌ ሺݔ െ ݔ0ሻሺݔ െ ݔ1ሻሺݔ െ  2ሻ noݔ es 
necesariamente no‐positiva o no‐negativa pero si ݔ ൌ ଵݔ   ܽ ൌ

ା
ଶ
ଶݔ     ൌ ܾ entonces 

න߰ଶሺݔሻ݀ݔ




ൌ නሺݔ െ ݔ0ሻሺݔ െ ݔ1ሻሺݔ െ ݔ2ሻ݀ݔ

ܾ

ܽ

ൌ 0 

ሺ݂ሻܫ ൌ න݂ሺݔሻ݀ݔ




ൎ නଶሺݔሻ݀ݔ




  y   ଶሺݔሻ ൌ ݂ሺ0ݔሻ  ݂ሾ0ݔ, ݔ1ሿሺݔ െ 0ሻݔ  ݂ሾ0ݔ, ,1ݔ ݔ2ሿሺݔ െ ݔ0ሻሺݔ െ  1ሻݔ

entonces    න ݔሻ݀ݔଶሺ




ൌ න൭݂ሺܽሻ  ݂ሾ0ݔ, ݔ1ሿሺݔ െ ܽሻ  ݂ሾ0ݔ, ,1ݔ ݔ2ሿሺݔ െ ܽሻ ൬ݔ െ
ܽ  ܾ
2

൰൱ ݔ݀ 




 

              ൌ
ܾ െ ܽ
6

൬݂ሺܽሻ  4݂ ൬
ܽ  ܾ
2

൰  ݂ሺܾሻ൰ 

con   ݂ሾݔ, ,ଵݔ ଶሿݔ ൌ
݂ሺݔሻ

ሺݔ െ ݔଵሻሺݔ െ ଶሻݔ


݂ሺݔଵሻ
ሺݔଵ െ ଵݔሻሺݔ െ ଶሻݔ


݂ሺݔଶሻ

ሺݔଶ െ ଶݔሻሺݔ െ ଵሻݔ
 

 

en  este  caso  como  ya  se  menciono  ߰ଶሺݔሻ݀ݔ

 ൌ  ሺݔ െ ݔ0ሻሺݔ െ ݔ1ሻሺݔ െ ݔ2ሻ݀ݔ

ܾ
ܽ ൌ 0 por  lo  que  si  se 

escoge    ଷݔ  ൌ   ଵݔ   entonces  se  tiene  que     ߰ଷሺݔሻ ൌ ሺݔ െ ܽሻ ቀݔ െ ା
ଶ
ቁ
2
ሺݔ െ ܾሻ     y  esta  es  o  no‐positiva  o     

no‐negativa en ሺܽ, ܾሻ y por la ec. 2 se tiene que  

ሺ݂ሻܧ ൌ
݂ᇱᇱᇱᇱሺߟሻ
4!

න߰ଷሺݔሻ݀ݔ




ൌ ቆ
݂ᇱᇱᇱᇱሺߟሻ
24

 ቇ ൬ 
1
120

ሺܽ െ ܾሻହ൰ ൌ
݂ᇱᇱᇱᇱሺߟሻ
90

൬
ܽ െ ܾ
2

൰
ହ

  

 

 



REGLA DEL TRAPECIO CORREGIDA 

Si se considera ݇ ൌ 3. Entonces  

   ݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ  ݂ሾݔ, ݔଵሿሺݔ െ ሻݔ  ݂ሾݔ, ,ଵݔ ݔଶሿሺݔ െ ݔሻሺݔ െ ଵሻݔ  ݂ሾݔ, ,ଵݔ ,ଶݔ ݔଷሿሺݔ െ ݔሻሺݔ െ ଵሻሺxݔ െ xଶሻ 
                             ݂ሾݔ, ,ଵݔ ,ଶݔ ,ଷݔ ݔሿሺݔ െ ݔሻሺݔ െ ݔଵሻሺݔ െ ݔଶሻሺݔ െ       ଷሻݔ
Para  distintos  valores  de    ,ݔ ,ଵݔ ,ଶݔ ଷݔ    en    ሺܽ, ܾሻ  se  tiene  que                        
߰ଷሺݔሻ ൌ ሺݔ െ ݔ0ሻሺݔ െ ݔ1ሻሺݔ െ ݔ2ሻሺݔ െ 3ሻݔ  no  es  necesariamente  no‐positiva  o  no‐negativa  pero  si 
ݔ ൌ ଵݔ ൌ ܽ    y   ݔଶ ൌ ଷݔ ൌ ܾ entonces ߰ଷሺݔሻ ൌ ሺݔ െ ݔ0ሻሺݔ െ ݔ1ሻሺݔ െ ݔ2ሻሺݔ െ 3ሻݔ ൌ ሺݔ െ ݔ0ሻ2ሺݔ െ  2ሻ2  yݔ
esta es  no‐negativa; ahora bien 

ሺ݂ሻܫ ൌ න݂ሺݔሻ݀ݔ




ൎ නଷሺݔሻ݀ݔ




  y   

ሻݔଷሺ  ൌ ݂ሺݔሻ  ݂ሾݔ, ݔଵሿሺݔ െ ሻݔ  ݂ሾݔ, ,ଵݔ ݔଶሿሺݔ െ ݔሻሺݔ െ ଵሻݔ  ݂ሾݔ, ,ଵݔ ,ଶݔ ݔଷሿሺݔ െ ݔሻሺݔ െ ଵሻሺxݔ െ xଶሻ 

entoncesන ݔሻ݀ݔ3ሺ
ܾ

ܽ

ൌ න൫݂ሺ0ݔሻ  ݂ሾ0ݔ, ݔ1ሿሺݔ െ 0ሻݔ  ݂ሾ0ݔ, ,0ݔ ݔ2ሿሺݔ െ 0ሻ2ݔ  ݂ሾ0ݔ, ,0ݔ ,2ݔ ݔ2ሿሺݔ െ ݔ0ሻ2ሺݔ െ ݔ݀ 2ሻ൯ݔ
ܾ

ܽ

 

                                          ൌ න݂ሺܽሻ  ݂ᇱሺܽሻሺݔ െ ܽሻ 
3݂ሾܽ, ܾሿ െ 2݂ᇱሺܽሻ െ ݂Ԣሺܾሻ

ܾ െ ܽ





ሺݔ െ ܽሻଶ 
݂ᇱሺܾሻ  ݂ᇱሺܽሻ െ 2݂ሾܽ, ܾሿ

ሺܾ െ ܽሻଶ
ሺݔ െ ܽሻଷ 

                                        ൌ
ܾ െ ܽ
2  ൫݂ሺܽሻ െ ݂ሺܾሻ൯ 

ሺܾ െ ܽሻଶ

12  ሺ݂ᇱሺܽሻ െ ݂ᇱሺܾሻሻ 

en este caso como ya se menciono ߰ଷሺݔሻ ൌ ሺݔ െ ݔ0ሻ2ሺݔ െ   2ሻ2, entonces se tiene que por la ec. 2ݔ

ሺ݂ሻܧ ൌ
݂ᇱᇱᇱᇱሺߟሻ
4!

න߰ଷሺݔሻ݀ݔ




ൌ ቆ
݂ᇱᇱሺߟሻ
4!

 ቇ
ሺܾ െ ܽሻହ

30
ൌ െ

݂ᇱᇱᇱᇱሺߟሻ
720

ሺܽ െ ܾሻହ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



RESUMEN 

Regla del …  Valor aproximado de la integral  Error 

Rectángulo  ሺܾ െ ܽሻ݂ሺܽሻ  ݂ᇱሺߟሻሺܾ െ ܽሻଶ

2
 

Punto Medio  ሺܾ െ ܽሻ݂ሺ
ܽ  ܾ
2

ሻ 
݂ᇱᇱሺߟሻሺܾ െ ܽሻଷ

24
 

Trapecio 
1
2
ሺܾ െ ܽሻሺ݂ሺܽሻ  ݂ሺܾሻሻ 

݂ᇱᇱሺߟሻ
12

ሺܽ െ ܾሻଷ 

Simpson 
ܾ െ ܽ
6

൬݂ሺܽሻ  4 ൬
ܽ  ܾ
2

൰  ݂ሺܾሻ൰  ݂ᇱᇱᇱᇱሺߟሻ
90

൬
ܽ െ ܾ
2

൰
ହ

 

Trapecio corregido 
ܾ െ ܽ
2

൫݂ሺܽሻ  ݂ሺܾሻ൯ 
ሺܾ െ ܽሻଶ

12
ሺ݂ᇱሺܽሻ െ ݂ᇱሺܾሻሻ െ

݂ᇱᇱᇱᇱሺߟሻ
720

ሺܽ െ ܾሻହ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



EJEMPLO 

Calcular el valor de las siguientes integrales por los casos vistos anteriormente y el valor del error 

න ݁ି௫మ
ଵ



 

݂ሺ0ሻ ൌ 1    ݂ሺ1ሻ ൌ ݁ିଵ ൌ 0.36788     ݂ ቀଵ
ଶ
ቁ ൌ ݁ି

భ
ర ൌ 0.77880 

݂ᇱሺݔሻ ൌ െ2ݔ ݁ି௫మ  ݂Ԣሺ0ሻ ൌ 0        ݂ᇱሺ1ሻ ൌ െ2݁ିଵ ൌ െ0.73576 

Regla del …  Valor aproximado de la integral   

Rectángulo  ሺܾ െ ܽሻ݂ሺܽሻ  1 

Punto Medio  ሺܾ െ ܽሻ݂ሺ
ܽ  ܾ
2 ሻ  0.7788 

Trapecio 
1
2
ሺܾ െ ܽሻሺ݂ሺܽሻ  ݂ሺܾሻሻ  0.68394 

Simpson 
ܾ െ ܽ
6 ൬݂ሺܽሻ  4 ൬

ܽ  ܾ
2 ൰  ݂ሺܾሻ൰  0.74718 

Trapecio corregido  ܾ െ ܽ
2 ൫݂ሺܽሻ  ݂ሺܾሻ൯ 

ሺܾ െ ܽሻଶ

12 ሺ݂ᇱሺܽሻ െ ݂ᇱሺܾሻሻ  0.74525 

 

 

 

 

 

 

 

 



ALGUNOS DATOS IMPORTANTES 

 

 

 

In[1]:= ‡
a

b
Kx −

a + b
2

O Å x

Out[1]= 0

In[2]:= ‡
a

b
Kx −

a + b
2

O
2
 Åx

Out[2]= −
1

12
Ha − bL3

In[3]:= ‡
a

b
Kfa +

fb − fa
b − a

Hx − aLO Åx

Out[3]= −
1
2
Ha − bL Hfa + fbL

In[4]:= ‡
a

b
HHx − aL Hx − bLL Å x

Out[4]=
a3

6
−

a2 b
2

+
a b2

2
−

b3

6

In[5]:= Factor@%D

Out[5]=
1
6
Ha− bL3

In[6]:= ‡
a

b
fa +

fm − fa
a+b

2
− a

Hx − aL +
fa

Ia − a+b
2
M Ha − bL

+
fm

I a+b
2

− aM I a+b
2

− bM
+

fb

Hb − aL Ib − a+b
2
M

Hx − aL Kx −
a + b

2
O  Åx

Out[6]= −
1
6
Ha − bL Hfa + fb+ 4 fmL

In[7]:= ‡
a

b
KHx − aL Kx −

a + b
2

O Hx − bLO Åx

Out[7]= 0

In[8]:= ‡
a

b
Hx − aL Kx −

a + b
2

O
2
Hx − bL  Å x

Out[8]=
1

120
Ha− bL5

In[9]:= 120 × 4!

Out[9]= 2880

In[10]:= 90 25

Out[10]= 2880



 

݂ሾݔ, ଵሿݔ ൌ ݂ᇱሺݔሻ    ܵ݅݁݉ݔ ݀݊ܽݑܿ ݕ ݁ݎ ൌ  ଵݔ

Si ݔ  ଵݔ  ڮ    entonces se defineݔ

݂ሾݔ, ,ଵݔ … , ሿݔ ൌ

ە
۔

ۓ
݂ሾݔଵ, … , ሿݔ െ ݂ሾݔ, … , ିଵሿݔ

ݔ െ ݔ
, ݔ ് ݔ

݂ᇱሺݔሻ
݇!

, ݔ ൌ ݔ

 

Ahora bien si ∆ݔ ൌ ሺݔାଵ െ ݔ ሻ yݔ ൏  ାଵ y usando el hecho anterior se tiene que paraݔ

ሻݔሺ ൌ ݂ሺݔሻ  ݂ሾݔ, ݔሿሺݔ െ ሻݔ  ݂ሾݔ, ,ݔ ݔାଵሿሺݔ െ ሻଶݔ  ݂ሾݔ, ,ݔ ,ାଵݔ ݔାଵሿሺݔ െ ݔሻଶሺݔ െ  ାଵሻݔ

ሺݔ െ ାଵሻݔ ൌ ሺݔ െ ሻݔ  ሺݔ െ   ାଵሻ por lo que se tiene queݔ

ሻݔሺ ൌ ݂ሺݔሻ  ݂ᇱሺݔሻሺݔ െ ሻݔ  ሺ݂ሾݔ, ,ݔ ାଵሿݔ െ ݂ሾݔ, ,ݔ ,ାଵݔ ݔሻሺݔ∆ାଵሿݔ െ ሻଶݔ  
 ݂ሾݔ, ,ݔ ,ାଵݔ ݔାଵሿሺݔ െ  ሻଷݔ

In[11]:= fab =
fb − fa

b − a
;

In[12]:= ‡
a

b
fa + fpa Hx − aL +

3 fab − 2 fpa − fpb
b − a

 Hx − aL2 +
fpb + fpa − 2 fab

Hb − aL2
Hx − aL2 Hx − aL  Å x

Out[12]=
1
12

Ha− bL H−6 fa − 6 fb+ Ha − bL Hfpa −fpbLL

In[13]:= ‡
a

b
IHx − aL2 Hx − bL2M Å x

Out[13]= −
1

30
Ha − bL5

In[14]:= 30 × 4!

Out[14]= 720

In[15]:= DBÆ−x2
, xF

Out[15]= −2 Æ−x2
x

In[16]:= DBÆ−x2
, 8x, 2<F

Out[16]= −2 Æ−x2
+ 4 Æ−x2

x2

In[17]:= DBÆ−x2
, 8x, 4<F

Out[17]= 12 Æ−x2
− 48 Æ−x2

x2 + 16 Æ−x2
x4



݂ሾݔ, ,ݔ ାଵሿݔ െ ݂ሾݔ, ,ݔ ,ାଵݔ ݔ∆ାଵሿݔ ൌ
3݂ሾݔ, ାଵሿݔ െ 2݂ᇱሺݔሻ െ ݂ᇱሺݔାଵሻ

ݔ∆
 

݂ሾݔ, ,ݔ ,ାଵݔ ାଵሿݔ ൌ
݂ሾݔ, ,ାଵݔ ାଵሿݔ െ ݂ሾݔ, ,ݔ ାଵሿݔ

ݔ∆
ൌ
݂ᇱሺݔାଵሻ  ݂ᇱሺݔሻ െ 2݂ሾݔ, ାଵሿݔ

ሺ∆ݔሻଶ
 

Para la ec. 2 se usa la siguiente identidad 

݂ሾݔ, … , ,ݔ ሿݔ ൌ ݂ሾݔ, … , ,ݔ ାଵሿݔ  ݂ሾݔ, … , ,ݔ ,ାଵݔ ݔሿሺݔ െ  ାଵ validoݔ ାଵሻ entonces para un valorݔ
se tiene que 

ሺ݂ሻܧ ൌ න݂ሾݔ, … , ,ݔ ݔሻ݀ݔାଵሿ߰ሺݔ




 න݂ሾݔ, … , ,ݔ ,ାଵݔ ݔሿሺݔ െ ݔሻ݀ݔାଵሻ߰ሺݔ




ൌ න݂ሾݔ, … , ,ݔ ,ାଵݔ ݔሻ݀ݔሿ߰ାଵሺݔ




   dado que se tiene que   න߰ሺݔሻ݀ݔ




ൌ 0 

Por lo que se puede elegir un ݔାଵ que haga que ߰ାଵሺݔሻ sea solo o no‐positiva o no‐negativa en ሺܽ, ܾሻ 
y si ݂ሺݔሻ es ݇  2 veces diferenciable se sigue que  

ሺ݂ሻܧ ൌ
1

ሺ݇  2ሻ!
݂ሺାଶሻሺߟሻන߰ାଵሺݔሻ݀ݔ





  para algún ߟ א ሺܿ, ݀ሻ 

que es la ec. 2 mencionada anteriormente 
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