Integracion numerica

Algunas reglas basicas
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Trabajo para la materia de Analisis Numérico donde se describe brevemente algunas reglas basicas de
la integracién numérica y algunos casos particulares. Algunos de los calculos se corroboran con
Mathematica
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INTEGRACION NUMERICA: ALGUNAS REGLAS BASICAS

INTRODUCCION

El problema de la integraciéon numérica o cuadratura numeérica es estimar el nimero

b
1) = f f)dx

Este problema surge cuando este nimero no se puede calcularse de manera exacta o cuando f(x) es
vista como un numero finita de puntos

Ahora bien asumiendo que f(x) es k veces diferenciable y suave en el intervalo algun [c,d] que
contiene al intervalo [a, b] entonces f(x) puede verse como

F) = pe(x) + fxo, s Xio XJg ()

K i-1
(1) prx) = z flxg, oy x5] n(x — xj) ; este es un polinomio que interpola a f(x)en k + 1 puntos
i=0 j=0

y de grado menor igual aky ¥, (x) = H;?:O(x - xj) con X, ..., X en el intervalo [c,d] y f[xq, .., X, x]
continua e integrable como funcién de x en (c, d)y en particular lo es en (a, b) .

Se estimara I(f) por medio de I(py). Entonces el error estimado esta dado por

b
E(P) = I1(f) — [(py) = ] FBXor o X0 % T (X)dx

Si Y (x) es no-negativa o no-positiva integrable en [a, b] por el teorema del valor medio para
integrales se tiene que

b b
E(f) = f flxo, oo X, x JPr (x)dx = fxo, ...,xk,f]f Y (x)dx paraalgin ¢ € (a,b)

Siademas f(x) es k + 1 diferenciable en (c, d) se tiene que

b
U+ () f Y (x)dx paraalginn € (¢, d) (ec.1)

E(f)z(k+1)!

Si Y, (x) no es necesariamente no-positiva o no-negativa y si ademas ocurre que fa Yr(x)dx =0y
f (x) es diferenciable k + 2 veces entonces

1
(k + 2)!

b
E(f) = £ () f Wer1()dx paraalging € (¢, d) (ec.2)



ALGUNOS CASOS PARTICULARES

REGLA DEL RECTANGULO

Si se considera k = 0. Entonces f(x) = f(x) + f[x0, x](x — x5)

b b b b
1) = f FG)dx ~ f po(dx ¥ po(0) = flxo] = fxg) = f po () dx = f £(xo) dx = £ (o) (b — a)

y si xo = a entonces

b b
1) = f f)dx ~ f po(0)dx = f(@)(b - a)

f(b)

f(x)

f(aI) :
a b
en este caso Yy(x) = x — a y es no-positiva o no-negativa en (a, b) por lo que el error esta dado por

b , B
Ep2ro [ c-ape TR0

en (2) porec.1



REGLA DEL PUNTO MEDIO

Si se considera k = 0. Entonces f(x) = f(x) + f[x0, x](x — x5)
b b b b
1) = [ reodx = [mo@dx v poG) = flio] = Fx0) = [ poIdx = [ £xo) dx = fGx) (b - @

. a+b
ysixo =—- entonces

b b
1P = [ e~ [poeoar = (52 ) 60—

f(b)

f(x)

f((a+b)/2
fQHTT i

Q (a+b)/2

+b )
en este caso Y, (x) = x — aT y ademas

| ]

o

b

flpk(x)dx:f(x—a;b)dxzo

a
entonces haciendo x, = x; por ec. 2 se tiene que

[ (P a+by? G-
(-22) ar =120

EF) == 2 24

a

2
Nétese que (x — aTH)) es no-negativa en todo R y en particular en (a, b)



REGLA DEL TRAPECIO

Si se considera k = 1. Entonces f(x) = f(xq) + flxo, x1](x — x9) + f[x0, %1, x](x — x0) (x — x1)
Sixo=a y x,=0b

fCx1) = f(xo)
— X

X1 — X

b b
1) = f f()dx ~ f P dx y p1(x) = (o) + Flxo, 1a](x — x0) = f(xo) +

b

£b) - f(@) > = bz;“g(a) +F b))

b
entonces jpl(x)dx = j <f(a) + ?(x —a)

a a

f(b)

A7)

[

f(aI) AT

Xo=Q b=x,

en este caso Y;(x) = (x —a)(x — b) yademas
b b

1

fl,bl(x)dx = f(x —a)(x —b)dx = g(a —b)3
a a

entonces por ec. 1 se tiene que

b
50 =32 [wwar = (52 ) (5a-07) =L @by

(x —xp)



REGLA DE SIMPSON

Si se considera k = 2. Entonces

f(x) = f(x0) + flxo, x1]1(x — x0) + fx0, %1, %] (x — x0) (x — x1) + f[x0, %1, %2, ] (x — x0) (x — x1) (x — x7)

Para distintos valores de x,, x;, x, en (a,b)se tiene que Y,(x) = (x —xy)(x — x1)(x — x,) no es

. s . . a+b
necesariamente no-positiva o no-negativa perosix, = a x; = - %= b entonces

b
f ¥, (0 dx = f (= x0) (x — x1)(x — x5)dx = 0

b
I(f) = ff(x)dx = fpz(x)dx y p2(x) = f(x0) + flxo, x11(x — x¢) + flx0, x1, %21 (x — x0) (x — x1)

b b

entonces fpz (x)dx = f <f(a) + flxg, x1](x — @) + flxo, xq, %3] (x — @) (x _a -Zl— b)) dx

a

2 (r@ +ar (2 ) +F)
f(xo) n f(x1) " f(xz)

(2o —x1)(xg — x2) (g —x0) (g —x2)  (x3 — x0) (3 — %)

con f[xg,x1,%;] =

f(b)
7

f(x

f((a+b)/
f(a o il
1l
Xo=a x,=(a+b)/ 2 b=x,

en este caso como ya se menciono fb Y, (x)dx = fb(x — x0)(x — x1)(x — x,)dx = 0 por lo que si se

+b .
escoge X3 = Xx; entonces se tiene que P3(x) = (x—a) (x - aT) (x —b) vy esta es 0 no-positiva o

no-negativa en (a, b) y por la ec 2 se tiene que

0+ L5 e (52 o) - S5205)




REGLA DEL TRAPECIO CORREGIDA

Si se considera k = 3. Entonces

f0) = f(xo) + flxg, x1](x — x0) + flxo, %1, %21 (x — x0) (x — x1) + f[x0, X1, %2, X3] (x — x0) (x — x1) (X — X7)
+1[x0, X1, X2, X3, x] (X — x0) (x — 1) (x — x3) (x — x3)
Para distintos valores de Xg, X1, X3, X3 en (a,b) se tiene que
P3(x) = (x — x9)(x — x;)(x — x,)(x — x3) no es necesariamente no-positiva o no-negativa pero si
Xo=X;=a y X, =x3=bentonces P3(x) = (x —x0)(x — x)(x — %) (x — x3) = (x = x)*(x = x)* y
esta es no-negativa; ahora bien

b b
1) = [ rdx = [ psdx v
p3(x) =bf(xo) + f[xob; x1](x —x0) + f[xo’;,xz](x - xo)c(lx —x1) + flxo, %1, X2, %3] (x — x0) (x — x1) (X — X3)

entonces f p3(x)dx = f(f(xo) + flxg, 211 (x = x0) + Flxg, x0, %21 (x = %) + Flxg, %0, %2 %] (x = x0)* (% = xz)) dx

a

b
— ff(a)+f/(a)(x_a)+3f[a'b] _bzi ia)_f(b) (X ) f (b)+{b(a))_2f[a b] (.X_a)3
=— 2 (Fa) - f(b))+ ) (f'(@) = f' (b))

en este caso como ya se menciono 1p3(x) = (x x0)?(x — x,)?, entonces se tiene que por la ec. 2

""(TI) " m\®-a)? ")
f"bg’( Jdx _< 41 > 30 = 7z0 @b’

E(f)—



RESUMEN

Regla del ... Valor aproximado de la integral Error

24

Punto Medio

- (f (a) +4 (azﬂ) + f(b)) ) (a — b>5

90 2




EJEMPLO

Calcular el valor de las siguientes integrales por los casos vistos anteriormente y el valor del error

1
f0)=1 f(1) =e1=0.36788 f (% =e +=0.77880
fl(x) =—2xe™  f(0)=0 (1) = —2e~1 = —0.73576
Regla del ... Valor aproximado de la integral

Punto Medio

b%a(f(a) + 4(“%1’) + 1)) 0.74718




ALGUNOS DATOS IMPORTANTES

J‘b(x a+b) ax
a 2

In[1]:=
out[1]= 0
= fb X as+b 2dlx
- [T
1
oufzl= - ( byl
b fb-fa
In[3]:= J (fa + (X - a)) dx
a b -
1
out[3]= 3 (a-b) (fa+fh)
b
= [Coc-a) (- b)) ax
a
ol a® a?b ab? bd
= — - + [
T
In[5):= Factor[%]
1
oufsl= & @a-h3
b fm -fa fa fm fb
In[6]:: f fa+ a+b (X_a) + a+b + a+b a+b
a o= -a (a-T) (a-hy (T'a)(T'b) (b-ay (b-
out[6]= —% (a-b) (fa+fb+4fm)
b a+b
In[7]:= J ((x-a) (x- —) (X - b)) dx
a 2
out[7= 0
b a+hy2
In[8]:= J ((x-a) (x- —) (X - b)] dx
a 2
. s
Out[8]= 120( - D)
inf9:= 120 x4 1
out[9]= 2880
Inf10;:= 90 2°
out[10]= 2880




fb-fa

= fab = ;
In[11]: P
b 3 fab - 2 fpa- fpb
In[12]:= f (fa +fpa (x-a) + P P (X -a)
a b-a
1
out[12]= I (a-b) (-6fa-6fb+ (a-b) (fpa-fpb))
b 2 2
In[13]:= f ((x-a)° (x-Db)7) ax
a
1
ouf1g - 2= (a- b)°
In[14]:= 30x41
out[14]= 720
2
In[15]:= D[«e‘X , x]
2
ou[is)= -2e* X
2
6= D[e™, x, 2]
out[16]= -2 e 40K
2
In[17]:= D[e'x . {X, 4}]
out[17]= 12 e'xz - 48 e_xz x> + 16 e"xz x4
flxo, x1] = f'(xy) Siemprey cuando xy = x;
Six, < x; < -+ < xi, entonces se define
flxy, o ] = fx0, o) Xpe—1]
X — %o , Xo * Xk
[x0, %1, .., X ] = ,
flxo, %1 k £ (o) B
ko 0Tk

o Tpb+fpa-2fab
+

(b-a)?

(X -a)? (x-a) | dx

Ahora bien si Ax; = (x;,1; — x;) ¥ x; < X;41 y usando el hecho anterior se tiene que para

pi () = £ Q) + flxg, 201G = x;) + floxg, x, %0401 100 — %)% 4 FIx5, %5, X1, X110 — %)% (X — Xi41)

(x — xi41) = (x — x;) + (x; — x;4+1) por lo que se tiene que

pi(x) = f(x) + f'Oc) (e — x) + (Floxi %0, Xi41] — £ x5 X001, X1 182) (x — xi)z

+ f I %, X1, Xiga 1 (0 — ;)3



3f[xi xi1] = 2f"(x;) — ' (Xi1)
A.Xi

floi, xi, xipq ] = fIx0 X0, X401, X1 1A% =

_ flxpxien Xiead = flxpxp xiq]  f Copn) + £ O) — 2 [xg, xi44]
[l xi X1, Xie1] = Ax, = (Ax,)?

Parala ec. 2 se usa la siguiente identidad

flxo, or Xi, x] = flx0, oo Xp» Xex1] + X0y - s Xy X 41, X] (X — x3.41) entonces para un valor x4 valido
se tiene que

b b
E(f) = f FDxor oo X X I () + f £ s e X0 Xrea 1 %] (X — Xps D)W (X)d

b b
= ff[xo, o Xt X1, X Wi 41 (x)dx  dado que se tiene que fl,bk(x)dx =0
a a

Por lo que se puede elegir un x;,; que haga que ¥, (x) sea solo o no-positiva o no-negativa en (a, b)
y si f(x) es k + 2 veces diferenciable se sigue que

1
(k +2)!

b
E(f) = £ () f err()dx paraalging € (¢, d)

que es la ec. 2 mencionada anteriormente
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