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magnitudes de estas fuerzas son iguales, pero tienen dis-
tintas direcciones y, por lo tanto, estin representadas en

la figura por dos segmentos dirigidos distintos 074*1 y 5;42
de igual longitud.

Si la magnitud de la fuerza F, es superior a la magnitud
—
de la fuerza F,, la longitud del segmento O4,, que expresa

Fig. 3

la fuerza F,, debe ser respectivamente mayor que la longi-

—_—

tud del segmento OA;, que presenta la fuerza F, (fig. 2).
De la mecénica se sabe, que las fuerzas aplicadas a un

mismo punto se suman segin la regla del paralelogramo. Por

ejemplo, la accion de las fuerzas F, y F,, aplicadas al pun-

to O, es equivalente a la accién de la fuerza F, que se expresa

en la figura mediante la diagonal dirigida 04 del paralelo-

gramo OA,AA, (fig. 3), construido sobre los segmentos

— —
dirigidos OA, y OA,. En este caso se escribe F = F, + F,.
En general, para estudiar las variables vectoriales es
comodo utilizar los segmentos dirigidos, para los cuales,
segin las reglas respectivas, estan introducidas la noci6n
de igualdad y definidas las operaciones de adicion y multi-
plicacién por un nimero. Tales segmentos dirigidos se
denominan vectores.

§ 2. Vectores

" Cualquier segmento de una recta tiene dos puntos extre-
mos. Si uno de ellos se toma como origen del segmento y el
otro, como punto final, el segmento en cuestién se denota

dirigido. Los segmentos dirigidos habitualmente se denotan
—_—  — - =

con dos letras con flechas, por ejemplo, AB, BA, OA, OB,
etc., donde la primera letra denota el origen del segmento
y la secunda, el extremo del segmento.

12

Dos segmentos dirigidos se consideran iguales si tienen
longitudes iguales, son paralelos y estdn orientados en un
mismo sentido. Por ejemplo, en la figura 4 donde ABCD

es un paralelogramo, los segmentos dirigidos AB y DC son
iguales, ya que |AB | = |DC |,

(AB) || (DC) y los segmentos AB

y DC estan orientados en el mis-
mo sentido.

D > C

Los segmentos dirigidos AB y

Zi) no son iguales, ya que no
son paralelos. L_c:s segmentos di- Fig. 4
rigidos AB y CD tampoco son

iguales, ya que tienen el sentido opuesto, aunque son pa-
ralelos y de la misma longitud.

Los segmentos dirigidos con la nocién de igualdad intro-
ducida se denominan vectores. En los parrafos que siguen
seran introducidas para ellos las operaciones de adicidn,
sustraccién y multiplicacién por un numero.

Conforme a la definicion todos los segmentos dirigidos
iguales entre si representan un mismo vector. Por ejemplo,
si un vector representado en la figura 4 como un segmento

— — —
dirigido AB, se denota a, entonces a = AB = DC.

La longitud del vector a = AB denotada |a'| o | AB |,
es la longitud del segmento AB. La direccién del vector a =

= 44_79, es la direccién definida por el rayo 4B.
Un vector, cuya longitud es igual a cero, se denomina
vector nulo y se designa 0. Es evidente, que el origen del

— —
vector nulo coincide con su extremo: 0 = AA = BB.
- Asi pues, cada vector a % 0 se define completamente por
la longitud y la direccién. E! vector nulo no tiene direccién.

§ 3. Suma de vectores

" Sean dados dos vectores a = OA y b= OB (fig. 9).
—_—
Tracemos del punto A tal segmento AC, que AC = b.
—_— .
Entonces el vector ¢ = OC se denomina suma de los vectores
ay by se designa a -+ b.

13



Asi pues, 0A + AC = OC. Esta igualdad se denomina
regla del tridngulo de adicién de dos vectores. Es evidente,
que esta regla es valida en el caso, cuando los puntos O, A

Fig. 5

y B se encuentran en una misma recta (figs. 6, 7). En parti-
cular, @ 4+ 0 = a. ) .

La adicién de los vectores tiene las siguientes propie-
dades:

b a - b
o IC A C
Fig. 6
b b
- 4 e e s s
B fo} c A
Fig. 7

1. Propiedad de conmutatividad:
para cualesquiera vectores & y b

a+b=>b+a. (1)

2. Propiedad de asociatividad:
para cualesquiera vectores &, bye

@+b+c=a+(®+o). - (2

— — .

0O 1. Supongamos que @ = 04, b = O’B. Consideremos
ol caso cuando los puntos O, A y B no estan situados en la
misma recta. Construyamos en los segmentos OA y OB el

14

paralelogramo OACB (fig. 8). Entonces |0A | = | BC |,

(OA) || (BC) vy |OB | =|AC |, (OB) || (AC), como lados
Fig. 8

— —

opuestos del paralelogramo. Por lo tanto, @ = OA = BC,

— —
b=0B = AC y, por consiguiente
— — — — —> -
a+b=04A+AC=0C, b+a=0B+BC=0C,
lo que demuestra la igualdad (1).
Para el caso, cuando los puntos O, A, B estan situados

en una misma recta, demuestren las igualdades independien-
temente (1).

2. Tracemos desde cierto punto O el vector 0_:4 = a,
—_—
del punto A4, el vector AB = b y, por Gltimo, tracemos el

(a+b)+c a+(b+c).

Fig. 9 Fig. 10

vector BC = ¢ desde el punto B (figs. 9, 10). Unamos con
el segmento OC los puntos O y C. Entonces, por un lado,
(véase la fig. 9), :

(@4 b)+ec=(0OA+ AB)+BC =BC +0B=0C,
15
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y, por otro lado, (véase la fig. 10),
a+ (b+ec)=0A+ (AB+BC)=04+ AC =0C,
lo que demuestra la igualdad (2). m
. —>
De la figura 8 se ve, que la suma de los vectoresa = 04

— —>

y b = OB es igual a la diagonal dirigida OC del paralelo-
grarcjilo _OACB, construido sobre los segmentos OA y OB,
es decir -

— —> -
OA+0OB=0C.

Esta igualdad se denomina regla del paralelogramo de adicion
de dos vectores. .

Puesto que la adicién de los vectores es asociativa, la
suma de tres y mayor cantidad de vectores se escribe sin

Fig. 11 Fig. 12

paréntesis. Por ejemplo, en vez de (@ +b) + coa + (b + ¢)
se escribe @ + b + c.

Si se requiere hallar la suma de tres o mayor cantidad
de vectores, se utiliza la llamada regla del poligono. Esta
consiste en lo siguiente.

Supongamos que se dan los vectores a, b, ¢, d y se
requiere hallar su suma.

Escojamos cierto punto O (fig. 11) y construyamos tal

— - .
segmento OA que OA = a, luego, construyamos tal seg-

—> ] N .
mento AB que AB = b, etc. Sigamos construyendo hasta que
no sean agotados todos los vectores sumandos. El segmento

16

—_ .
dirigido OD que cierra la quebrada obtenida, serd igual a la
suma de los vectores dados. :

Problema 1. Se da el paralelepipedo ABCDA,B,C,D;.
— — >

—_—
Hillese la suma de los vectores 4B, B,C,, CC,, B,A;,
—_

BB (tig. 12).

Fig. 13

A De las propiedades de las aristas del paralelepipedo
— —

—> —> —> —>
se deduce, que B,C, = BC, BA, = C,D,, B,B = D,D.
Por lo tanto

T

— —> — — —_—
AB+B,C,+CC,-+BAy+BB=AB+BC+CC,+
—> —
+C\D,+ D,D.
Utilizando la regla del poligono, obtendremos (fig. 13)

—_ —> — —> —> —
Problema 2. Hallese la suma I?D + JITC + D_ﬁ{ + CTf(

A Utilizando la propiedad de conmutatividad de la
adicién de vectores obtenemos ‘

— — —> — — — —> —>
KD+MC+DM-+CK=KD4+ DM+ MC+CK.
Ahora segiin la regla del poligono hallamos
KD+DM+MC+CK=KK=0. A
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- Problema 3. Se da la pirdmide triangular ABCD (fig. 14).

Héllese la suma A_I§ + C_'I) + /TC + BC + D_ﬁ. ‘
A Utilizando las propiedades de conmutatividad y de
asociatividad de la adicién de vectores, obtendremos

—> —> — —> —
AB+CD+AC+BC+DA=

— —>- —> —> —
=AB+4+BC+CD+DA+AC=AC. A

§ 4. Vectores opuestos.
Sustraccién de los vectores

Cualesquiera de los dos vectores, cuya suma es igual al
vector nulo, se denominan opuestos. El vector opuesto al
vector a se designa —a. Por lo tanto, segin la definicién

a -+ (—a) =0.

—> e 4
De la definicién se deduce que, si @ = AB, —a = BA,
es decir, los vectores opuestos tienen longitudes iguales

D c Xe

Fig. 15 Fig. 16

y direcciones opuestas. Por ejemplo, si ABCD es un para-
—> — .
lelogramo, los vectores AB y CD son opuestos (fig. 15).

— —

Los vectores AD y CB también son opuestos.

kg Para cualesquiera de los dos vectores a y b, el. vector
¢ = a + (—b) se denomina diferencia de los vectoresa y b
y se designa @ — b. Asi pues, seglin la definicién

a—b=a -+ (—b).

' -
= 0A

Sia yb = OB (fig. 16), entoncesa — b = 5;1 —
= —> e —
OB = OA + BO = BO + 04 = BA. Por lo tanto,
- 0A—O0B =BA. (1)
18

En la figura se ve que BA es una diagonal dirigida del
paralelogramo OACB, construido sobre los segmentos 0OA

y OB. La otra diagonal oc expresa la suma de los vectores
—_
0_;1 y OB.
No es dificil notar que la férmula (1) puede utilizarse sin
recurrir al dibujo: con este propésito es suficiente observar

D C

Fig. 17

atentamente el orden de disposicién de las letras en la ins-
cripciéon de los datos y vectores buscados. Asi, por ejemplo,
— —»r —
PQ— PN =NQ. (2)

s

Problema. Se da tal cuadrilatero ABCD, que AD =
—> —
= AC — AB. Demuéstrese que ABCD es un paralelogramo.
Segin la férmula (2) se tiene
AC— AB=EC.
= —> —>
Por consiguiente, BC = 4D y, por lo tanto, | BC | =

= | AD | y (BC) || (4D). De aqui se deduce que ABCD
es un paralelogramo (fig. 17). A

§ 5. Multiplicacién del vector por un nimero

Se denomina producto del vector no nulo a por un niimero
z 7= 0 el vector, cuya longitud es igual a |z |-|e |, ¥ la
direccién coincide con la direccién a, si z > 0, y opuesta
a ésta, si z << 0. Se denomina vector nulo el producto del
vector nulo por cualquier nimero z y el producto de cualguier
vector por el nimero cero. ‘

2* h 19



El producto del vector @ por el nimero z se designa z-a
(el factor numérico se escribe a la izquierda). De acuerdo
con la definicién |z-a | = |z |-|a | para cualquier vec-
tor @ v para cualquier nimero z.

44 8
C :D
Fig. 18

En la figura 18 esté representado el producto del vector a
-—
por el nimero z = 2 (vector CD) y por el nimero z = —2

e
(vector EF). )

La multiplicacién del vector por un nimero tiene las
siguientes propiedades:

1. Propiedad de asociatividad:

z-(y-a) = (z-y)-a.

2. Propiedad de distributividad respecto al factor vec-

torial:
z-a + y-a = (z+ y)-a

3. Propiedad de distributividad respecto al factor nu-
mérico:

z.a +z:b=2z-(a +0).

0Sia=0 6 zy =0, la igualdad = (ya) = (zy) a es
evidente, ya que a la izquierda y a la derecha se sitdan los
vectores nulos.

Seaas+0, zy#0y a= OA. Entonces los vectores

z (y -0—74) y (zy) OA se sitdian en la recta OA4, tienen una lon-
_> 3

gitud de |z |-y |-104 |y estan dirigidos en el mismo

_> 3
sentido: en direccién al vector a = OA, sl zy => 0,y en
direccién opuesta, si zy << 0. Asi pues, la propiedad 1 esta
demostrada.

20

No vamos a demostrar las propiedades 2 y 3. Sefialemos
s6lo que las propiedades 1 y 2 son las propiedades de los
vectores en la recta. Ellas ya fueron demostradas en el curso
de geometria de la escuela secundaria de ocho grados. La

8 c

Fig. 19

propiedad 3 es una propiedad de los vectores en el plano,
también fue demostrada. W

Problema. En el paralelogramo ABCD el punto M es un
punto de interseccién de las diagonales. Hallese el factor &
en cada uno de los siguientes casos:

1) MC = k-CA; 2) BD = k-BM; 3) AC = k-CM;

4) BB = k-BD; 5) AA = k-CC.
A Conforme a la definicién de multiplicacién del vector
por un namero tenemos (fig. 19).

1) MCH CA, | CA | = 2-| MC |, de donde k = — .
2) @’uwﬁ, |BD | = 2.| BM |, de donde &k = 2;
3) CM 4} AC, | CM | = 5 - |AC |, de donde k = —2;
4)13?5=0, BD =< 0, de donde k = 0;

—_—
5) AA = 0, CC = 0, de donde % es cualquier nimero. A

§ 6. Vectores colineales
- Dos vectores no nulos, cuyas direcciones coinciden o son
opuestas, se denominan colineales.
A r'd . - .+ .+
si, por ejemplo, en la figura 20 los vectores BC y AD
. ) — —
son colineales, y los vectores AB y AC, no lo son.
Si los vectores @ y b son colineales, se dice también que
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el vector @ es colineal al vector b, y el vector b es colineal
al vector a.
El .vector nulo se considera colineal a cualquier vector.
Teorema (criterio de colinealidad). Para que el vector a
sea colineal al vector b no nulo, es necesario y suficiente que
‘ exista un numero k, que
satisfaga la condicion

a = kb. 1)

B =.C

O Suficiencia. Si para

un determinado k& la igual-

A p dad (1) se cumple, los vec-

tores b y @ son colineales

Fig. 20 de acuerdo con la defini-

ciéon de multiplicacién del

vector por un nimero y la definicion de los vectores

colineales.

Necesidad. Supongamos que el vector @ es colineal al

vector b no nulo. Son posibles los siguientes tres casos: a {1 b,
altb, a=0.

Siatt b, a = lal .b, es decir, la igualdad (1) es valida

[b]
_lal
conk 51
Sialth, a =_l|_a_|l - b, es decir, la igualdad (1) es
vilida para k = _l‘a__ll .

b
Sia=0,a=0-
para k=0. B

Pro_b»lema. Demostrar que los vectores A—Z? -+ C.'_l*? -+ 9BA
y % AC son colineales.

A Utilizando las propiedades de las operaciones apli-
cadas a los vectores, obtendremos

AB + CB + 2BA = (AB + BA) + (CB + BA) =
— 0+ CA=CA=—AC.
Asi pues, AB + CB + 2BA = —3 (%AC). De acuerdo

con el criterio de colinealidad de los vectores, los vectores
dados en las condiciones del problema son colineales. A

22

b, es decir, la igualdad (1) es valida

§ 7. Angulo enire dos vectores

Examinemos la nocién de dngulo entre dos direccio.es
en el espacio. En el curso de geometria para el 6-to, 7-mo
y 8-vo grados fue considerada la nocién de direccién en el
plano. ’

Al igual que en el plano, en el espacio se denomina direc-
cién el conjunto de todos los rayos, cada uno de los cuales

Fig. 21

esta codirigido con el dado. Asi pues, cualquier rayo del -
conjunto dado de los rayos codirigidos determina completa-
mente esta direccién (lo mismo que cualquier segmento
dirigido determina por completo el vector que é1 representa).
Por lo tanto, la direccién en el espacio se da comiunruente
por medio de un solo rayo.

Se denomina dngulo entre dos direcciones la magnitud del
4ngulo menor entre cualesquiera rayos de estas direcciones,
que tienen un origen comin.

, N\
El angulo entre los rayos [, y l, se denota (l;; l,).
Segiin la definicién, el 4ngulo entre dos direcciones esta
comprendido en el intervalo [0° 180°]. :
Se denomina dngulo entre dos vectores no nulos, el dngul
entre las direcciones de estos vectores. El 4ngulo entre

los vectores a y b (fig. 21) se denota (a; b).

Si el 4ngulo entre los vectores @ y b es igual a 90°, estos
vectores se denominan perpendiculares (u ortogonales) y se
escribe: a | b.

A\ P
Sefialemos que sia {1 b, (a; b) = 0° ysia {'b, (a: b) =
= 180°. ‘ '
Examinemos cierta recta I/, en la cual estéd eligida una
unidad de medida de longitud. Supongamos que 4 y B
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son ciertos puntos en la recta I, tales que | AB | = 1. Enton-

— -
ces, los vectores AB y BA se denominan versores de la rec-
ta ! (fig. 22).

Los versores de la recta dan en ésta dos direcciones. Una
de ellas se denomina positiva, y la otra, negativa.

) 7
Fig. 22

7

Fig. 23

Se denomina eje la recta en la cual es eligido el punto O
(origen de la cuenta) y son dadas la direccién positiva y la
unidad de medida de la longitud. Se denomina versor del eje

a
a
o e l
Fig. 24
(fig. 23) el vector e (Je | = 1) que determina la direccién

del eje.

Se denomina dngulo entre el vector y el eje, la magnitud
del dngulo entre la direccién del eje y la direccién del vector
(fig. 24).

§ 8. Desarrollo del vector en el plano
en dos vectores no colineales

Supongamos que los vectores @ y b son no colineales.
Entonces, si los niimeros z y y satisfacen la condicién
, . z-a +y-b=0, (1)
z=0yy=0.

24

O Efectivamente, si, por ejemplo, z =0, de (1) se
deduce que

-b.

a=—

8 =

Esto contradice a que los vectores @ y b son no colineales.
De este modo, z = 0.

De manera analoga se muestra que y = 0.l

Se dice que el vector @ es ura combinacién lineal de los
vectores @,, @y, @3, + . ., @y, Si puede ser expresado en la

forma
a=2za; + 2,8, + ...+ zpa,,
donde =z,, z,, ..., T, Son ciertos nameros.
I d 1 . a »r
Asi, el vector a = 3a, — 5a, + —+ a;es una combinacién

2
lineal de los vectores a,, @, y @;. ‘

Teorema. Cualquier vector m en el plano puede ser defi-
nido, ademds, de un modo tnico, en forma de combinacion
lineal de cualesquiera dos
vectores no colineales a y b;

m=z-a-+y-b (2

O Si el vector m es coli-
neal a uno de los vectores a
y b (por ejemplo, al vector a),
entonces para cierto numero

m tenemos m = z-a = z-at+ ¢ > B
4+ 0-b. De este modo, el vec-

tor m estid representado en la Fig. 25

forma (2).

Si el vector m no es colineal al vector @ ni al vector &
(fig. 25), entonces, al trazar a través del punto M las rec-

tas, paralelas a [OB) y [0A), tenemos m = O_E + OF.
Pero, segiin el criterio de colinealidad de los vectores existen

tales nimeros z y y, que OF = za, OF = yb, de donde se
desprende la igualdad (2).
Demostremos la unicidad de tal representacién. Sea que

m=uza+yb y m=aza-+ yb.

Entonces (z; — z,) @ + (y, — y,) b = 0. Pero puesto que
los vectores @ y b son no colineales, la igualdad es posible
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sélo cuando z, = z, ¥ ¥; = Y,. La unicidad estd demostra-
da. ®

Si un vector esti representado como una combinacién
lineal de ciertos vectores se dice, que el vector estd desarrollado
segun estos vectores.

Se denomina base en el plano cualesquiera dos vectores
no colineales de este plano, tomados en un orden determi-
nado.

Sea que e, y e, es cierta base y a, un vector arbitrario,
entonces segin el teorema demostrado existen dos nimeros
zy y tales que

a = ze, + ye,.

Los nimeros z e y se denominan coordenadas del vector a
en la base dada. En este caso se escribe @ = (z; ).

D L c

Fig. 26

Problema 1. Los puntos K y L son los puntos medios de
“los lados BC y CD del paralelogramo ABCD. Desarréllese

_el vector BC en los vectores @ = AK y b= AL.
A De A AKB (fig. 26) tenemos que

i+ =a. (1)
De AADL obtenemoszﬁ) + DL =b. Puesto que AD =
= B_E', DL = 121_3’ entonces '
BC+42 =b. (2)
De la igualdad (1) se deduce que
.G o . i _a BE
< t73 =737 ¢ =777 (3
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Sustituyendo ‘i_z-é de (3) en (2), obtendremos

BC
=b, 6

3 =

— a a
BC+—5—— 7BC=b—75

y, por lo tanto,
> 4 2 2 4
BC:?’- b—-3-a= —ga—i-i b. A

Problema 2. Sedael AABC,D €[BCl,|BD | = | DC |,
[BM] es una mediana del tridngulo ABC. Héllense las coor-

4 : .

Fig. 27

denadas del vector B_A?, si los segmentos dirigidos BA y BD
definen los vectores bésicos.
A Transformemos el AABC en el paralelogramo ABCN

(fig. 27). Entonces BN = 2BM = BA + BC. Designando

B_:i = e,, BD = e,, obtendremos 2BM = 1-e, + 2-e,, de
—_—

donde BM =—;—-e1 + 1-e,.

Asi pues, en la base dada B—A7[ = (%, 1) . A

§ 9. Yectores coplanares

Del curso de geometria para secundaria basica se sabe
que la recta es paralela al plano, si no tiene puntos comunes
con este plano o estd situada en éste.

s
El vector AB lo denominaremos paralelo al plano, si la
recta AB es paralela a este plano. El vector nulo se considera
paralelo a cualquier plano.
Los vectores a,, @y, . . ., @, se denominan coplanares
si cada uno de ellos es paralelo a un mismo plano.
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A

- Cualesquiera dos vectores son siempre coplanares.
Es evidente, que si tres vectores son coplanares, entonces
pueden ser representados por medio de segmentos dirigidos,
situados en un mismo plano.

Examinemos la adicién de tres vectores no coplanares
segin la llamada «regla del paralelepipedo».
Sea que los vectores @, b y ¢ son no coplanares (fig. 28).

Tracemos de un punto arbitrario O los vectores 04 = a,

— —

OB = by OC = ¢ y construyamos el paralelepipedo para
b

A (o

Fig. 28 Fig. 29

el cual [0A], [OB] y [OC] sirven de aristas. Sea que [OM]

es una diagonal de este paralelepipedo. Puesto que OB =
— — —
=AD y OC =DM

OA+OB +0C =0A+ AD+- DM =OM,

—
es decir, @ + b + ¢ = OM.

Asi pues, la suma de tres vectores no coplanares es igual
al vector representado por medio de una diagonal dirigida del
paralelepipedo, construido sobre estos vectores.

Problema. Dar ejemplos de las aristas de la pirdmide
triangular ABCD que representan: a) dos vectores colinea-
les; b) tres vectores coplanares; c) tres vectores no coplana-
res.

A Examinemosla imagen de una piramide (fig. 29). Uti-
lizando las definiciones de los vectores colineales y coplana-
res obtendremos:
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a) ningln par de aristas distintas de la piramide puede
representar los vectores colineales, ya que entre ellas no hay
aristas reciprocamente paralelas;

b) las aristas AC, CB, BA (o las aristas AD, DC y AC)
representan tres vectores coplanares (por ejemplo, los vec-

— = —
tores AC, AB y BC);
c) las aristas DA, DC y DB representan tres vectores no

—_ — —
coplanares (por ejemplo, los vectores DA, CD, DB). A

§ 10. Desarrollo del vector en tres vectores
no coplanares

Teorema. Cualquier vector m puede ser representado, ade-
mds, de un modo unico, en forma de una combinacién lineal de
cualesquiera tres vectores no coplanares @, b y c:

m = za + yb + zc. (1)

0 Ante todo sefialemos, que ningin par de vectores de
los vectores @, b, ¢ es colineal; de lo contrario, los vectores

M D, c
T 1
i
|
A‘A E B]
t
l! K
{ A
c 1D <
AR e
,////’,/b’:_ A
EEE?N Lo===—""
h===" -
A a B
A
Fig. 30 Fig. 31

a, b, ¢ serian coplanares. Por lo tanto, si el vectqr m es
coplanar con cualquiera de los dos vectores (por .e]e!nplo,
con a y b), entonces m = za + yb (§ 8) y, por consiguiente,

m =za + yb + O-c,

es decir, en este caso el teorema esta demostrado.
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§ 24 *. Producto mixto de fres vectores
definidos por sus coordenadas

Sea que los vectores @, b y ¢ estin dados por sus coor-
denadas rectangulares cartesianas

a=(z; s 21), b= (25 Ygs 22)y €= (z3; Y35 23)-

Para calcular el producto mixto (a; b; ¢) hallamos en
primer lugar el producto vectorial de los vectores @ y b
(22, férmula (4)):

i j k | V4 x ¥4 A
[a; bl ={z, Yy, z|= Z‘ zi i .‘L" zi . :1:1 Z‘ k.
zz yz zz 2 2 2 2 2 2

Multipliquemos ahora escalarmente el vector la; b) por el
vector ¢ = z4i + ysj + 25k. Segln la formula (2) del 19
obtendremos

Vi %4 Ty 24 Ty Y A
[a; b]-c=2z, Y, 2 —UYs I 2z 23 z, Y =i{Ty Y2 22].
2 2 22 L2 Yo Z, Ys 2
Por consiguiente,
Ty Y1 %
(a; b5 €)=|Zy Y2 Z2i, (1)
T3 Y3 23

es decir, el producto mizto de tres vectores es igual al deter-
minante de tercer grado que contiene en la primera fila las
coordenadas del primer vector, en la segunda, del segundo
y en la tercera, las coordenadas del tercer vector.
Ahora se puede enunciar el teorema 2 del parrafo ante-
rior de la manera siguiente.
Para que los vectores @ = (zy; Y3 21) b = (%2} Ya; Za)
y ¢ = (z3; ys; Z3) sean coplanares, es necesario y suficiente
que
Ty Y %
zz yz Zz =0- (2)
Ty Ys 23 ‘
Problema 1. Determinar si son coplanares los vectores
a=(4 2 1), b=8;68 y c=0; 2 1)

64

'Q-L

A Hagamos uso de la condicién (2):

4 21

2 1 4 1 4 2
863=5 —2 =JeyUY—2~%L- —
853 63‘ |83|+86' 5.0—2-4+8=0,

Por consiguiente, los vectores son coplanares.

Problema 2. Haillese el volumen del paralelepipedo
construido sobre los vectores @ = (4; —1; 1), b = (8; 3; 3)
y ¢ = (5 1; 1).

A Hallemos el producto mixto de los vectores dados:

4 —1 1| |4 —1 2

(a; b; c)=1|8 3 3|=|8 3 0=2l83=—14.
5 1 1 S 1 0 > 1

Ahora segin el teorema 1 del § 23 obtenemos

V=I|(; b ¢)| =|—14| =14 (unidades cubicas). A

§ 25. Solucién de problemas por el método vectorial

Cuando se resuelven los problemas geométricos por el
método vectorial es preciso pasar de la formulacion geomé-
trica del problema a su descripcion por vectores. Luego,
utilizando las respectivas propiedades de los vectores,
hallar ciertas relaciones vectoriales, de las cuales se puede
obtener la solucién del problema. Ilustremos con ejemplos,
como se hace esto en la practica.

Problema 1. Demuéstrese que un segmento que une los
puntos medios de las diagonales de un trapecio es paralelo
a las bases.

A Sea que los puntos M y N son los puntos medios de las
diagonales del trapecio ABCD (fig. 59). Demostremos que
[MN] || [AD]. Para esto es suficiente cerciorarse de que el

—> —
vector MN es colineal al vector AD.

Puesto que M y N son los puntos medios de los segmen-
tos AC y BD, entonces

—>

AM =1 AC=1 (AB+ B0),
— 1, —
_ AN=—2-(A + AD).
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Por consiguiente,

—> — —>
MN = AN — AM = % (AB+ AD)—
_ 4 (aB+BC)= 4 (4D —BC)

—> —> . —
El vector BC es colineal al vector AD, es decir, BC =

—_—
= k;AD. Por lo tanto

—_—

—> —> 3
es decir, el vector M1 es colineal al vector AD. Como AD

es colineal a EZ’, el segmento MN es paralelo a las bases
del trapecio. A

A m M n -]
;B g C: W
A D (o]

Fig. 59 Fig. 60

Asi pues, para convencerse de que ciertos segmentos AB

—> —

y CD son paralelos, es suficiente mostrar que AB = kCD,
k es cierto namero. g

dOnl(:'ifoblema 2. Dividir el segmento dado AB en la relacion
dada m : n, es decir, hallar tal punto M € [AB] que

IAM| _ ™ Examinar también un caso particular: m = n.

B X . .
IMélEs e\;‘idente que el punto M € [AB] divide el segmen-

to AB (fig. 60) en la relacién dada m : n cuando y sdlo
cuando

—_
AM =™ MB. 1)

a) Si los puntos A y B estan expresados por sus radios

vectores OA y OB respecto a cierto punto O, entonces de (1)
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. - — L = —
se deduce la igualdad OM — 0A =— (0B — OM), de la
cual resulta que

—> n — m —
oM = P 0A —|——m OB. (2)

La férmula (2) da la solucién del problema, ya que ex-
presa el radio vector del punto buscado M, que divide el
segmento AB en la relacion m : n por medio de los radios
vectores de los puntos dados 4 y B.

En particular, si el punto M es el punto medio del seg-
mento AB, entonces poniendo en la férmula (2) m = n,
obtendremos

—> 1 — —

b) Si los puntos 4 y B estdn expresados por sus coorde-
nadas en un cierto sistema cartesiano de coordenadas O, e,
e,, ey, utilizando la férmula (2), se puede hallar facilmente
las coordenadas del punto M en el mismo sistema. La igual-
dad vectorial (2) es equivalente a las tres igualdades numsé-
ricas

—_"n m
= m-+4n x‘+mzzr
V= bt o e (4)

__n m
Z2=—2,4+ ———
m4-n V" m4n 221

donde =z, ¥y, 2 ¥ Z5, Y2, 2, son las coordenadas de los
extremos del segmento dado AB, y z, y, z son las coorde-
nadas del punto buscado M.

En el caso particular, cuando el punto M es el punto
medio del segmento AB, las férmulas (4) se simplifican:

x:i’é‘i, y= !Il‘zf‘yz . z= zl-;-z2 A (5)

De este modo, para hallar el punto M que divide el
segmento AB en la relacién de m : n, contando del punto 4,
se debe emplear la férmula (2), si los extremos del segmento
estin dados por sus radios vectores, o por las formulas (4),
si los extremos del segmento estdn dados por sus coorde- .
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nadas. Para hallar el punto medio del segmento se utili-

zan la férmula (3) o las férmulas (5) respectivamente.
Problema 3. Demostrar que las medianas de un tridngulo

arbitrario ABC se intersecan en tal punto M que:

Fig. 61 | Fig. 62

1) el punto M divide cada mediana en la relacién de 2 : 1,
contando desde el vértice del trif’u}gulo; B
2) para cualquier punto O es valida la relacién

OM =+ (04 + 0B + 0C).

A Sea que el punto M divide la mediana AD del’triéngu’lo
ABC en la relacién 2 : 1 (fig. 61). Entonces, segun la for-
mula (2) obtenemos (m = 2, n = 1)

—
oM = 1oa+2op,
donde O es un punto arbitrario del espacio. El’ punto’D es
el punto medio del lade BC, por lo tanto, segiin la férmu-
la (3),

~r 1

D=7(0_T9+5*C).

Por consiguiente,
1,75 1 A5 A

—_
oM=104+2.3(0B+0 ) =+.(04+0B + 00).

]

El mismo resultado se obtendrd para 9ualquier otra
mediana del tridngulo ABC. Esto quiere decir que M es el
punto comin de todas las tres medianas. De esta forma,
ambas afirmaciones del problema estin demostradas. A
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De la solucion de este problema se deduce que si M es el
punto de interseccién de las medianas del tridngulo ABC,
y O es un punto arbitrario del espacio, tiene lugar la férmula

—_—
1

OM =3 (04 + OB+ 0C). (6)

Problema 4. En el lado AD y en la diagonal AC del
paralelogramo ABCD (fig. 62) se toman dos puntos tales
que |AM |=51AD |y |AN | ==|AC |. Demuéstre-
se que los puntos M, N y B se sitian en una misma recta.

A Para cerciorarse de que los puntos M, N y B estén

situados en una misma recta, es suficiente demostrar que
—> — :

los vectores MN y MB son colineales. Introduzcamos el
sistema cartesiano de coordenadas: tomemos como origen
de coordenadas el punto A4 y como vectores basicos los

—> —>
vectores AD y AB. En este sistema de coordenadas los
puntos M, N y B tienen las coordenadas (%, O), (—é— : -é—) ,
(0; 1). Por consiguiente,

—

e (i 4) W= (—4i1),

—_ —
Los vectores MN y MB son colineales, ya que
—_—> 1 —_—>
MN =FMB. A
Asi pues, para determinar si los tres puntos dados
M (zy; Y1)y My (zg; Ys)y M, (z5; ys) estdn situados en una

—
misma recta es suficiente demostrar que los vectores M, M,

—_—

y MM, son colineales. Esribamos la condicién de colinea-
P —_

lidad M,M; = kM,M, en coordenadas

z;—x =k (:t, — ),
Ys — ¥ =k (ya — wy)-

Al eliminar k de estas dos ecuaciones obtendremos

(e — ) (ys — ¥1) — (23 — 21) (ya —¥1) = 0.
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Esta igualdad puede ser escrita en una forma més céomoda:

Ty—2Zy T3— I

Y2—Y1 Ys— U

=0. (7)

La igualdad (7) da la condicién necesaria y suficiente
de pertenencia de los tres puntos del plano M, (z;; U1)s
M, (25, Yo)» M3 (3, y3) a una recta.

Por ejemplo, en el problema 4 se trataba de los puntos
M (%, 0) , IV (%, -é—) , B (0; 1). Ellos pertenecen a una
recta, ya que

41 1 1 _ 1
6 5 5 —730 5
— = 0.
4 1 44
6 6

Problema 5. En el sistema cartesiano rectangular de
coordenadas se dan los puntos M, (5; 0; 1)y M, (4; 1; —2).
:Para qué valores de z y y'el punto M, (z; y; 4) pertenece
a la recta M, ,? »

A Los puntos My, M,, Mj pertenecen a una recta cuan-

—_— —_
do y sélo cuando los vectores MM,y M,M; son colineales.
—_—
En el parrafo 21 fue demostrado que la condicion (M M,;

—_—

M,M,] = 0 es la condicién necesaria y suficiente de coli-
nealidad de dos vectores. Hallemos las coordenadas de los
vectores

— _—
MM, = (—1; 1, =3), M,M; = (x — 5; y; 3)

y su producto vectorial

| ik
(M Mg; Mi\Mgl=| —1 1 —=3|=
T—9 Yy 3
1 —3] | —1 —3]. | —1 1
=]y 3\‘— z—5 3I’+ z—5 y\k::

~ @3+3y)i+(18—32) j+ (B—z—) k.
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El vector obtenido es igual al vector nulo si

3+3y =0,
18—3z =0,
9—z—y=0.

De aqui se deduce que z =6, y = —1. A

Asi pues, para cerciorarse que los puntos M,, M,, M,
pertenecen a una misma recta es suficiente demostrar que

—_— ——>
[]‘/[11‘/[2; ]"[11‘[3] = O.
Seiialemos que si los puntos Af,, M,, M; estdn situados

en el mismo plano z0y, esta condicién es equivalente a la
condicién (7).

D, c,
A, B,
A
D 7i C
'
A B
Fig. 63 Fig. 64
Problema 6. Se da la piramide triangular ABCD (fig. 63):
| AB| = |AC |, DAB = DAC. Demuéstrese que [AD] L
L [BCL.
—_ —>
AlLas aristas AD y BC son perpendiculares, si AD -BC =
—_ —>
= 0. Hallemos el producto escalar de los vectores AD y BC:
— = —> > — I — =
AD-BC==AD-(AC— AB)=AD-AC— AD-AB=
—> — N —> o

— |AD| - |AC|cos (DAC) — | AD| -|AB| -cos DAB =0,

— — N
ya que segin la condicién |AC|=]|AB| y DAC =
N
= DAB. A
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Asi pues, para cerciorarse de que ciertos segmentos AB
—_— —>

y CD son perpendiculares es suficiente mostrar que AB-CD=

Problema 7. Haillense las magnitudes de los &ngulos
entre las diagonales del cubo y las diagonales de sus caras.

A Es evidente, que es suficiente hallar las magnitudes
de los 4ngulos entre la diagonal del cubo DB, y las diago-
nales de la base inferior DB y AC (fig. 64).

Introduzcamos un sistema de coordenadas D, i, j, k de

manera que
- — —
i=DA, j=DC, k=DD,.
En el sistema de coordenadas elegido
DB,=(1; 1;1), DB=(1;1;0), AC=(—1;1;0).
Hagamos uso de la féormula (1) del § 20:

/,/\ — —_ _
= = DB,-DB

cos (DB,; DBy=—22vP8__ 2 ___ /2

\DB,|-1DB| V3:V2

. /’\ T —_
35 . — . DBI_AC _ 0 _
cos (DB,; AC)= AR ﬁ.ﬁ_o,
N N
—_ —> —_— —>
de donde (DB,; DB) ~ 35°, (DB;; AC) = 90°. A .

Asi pues, la magnitud del &ngulo entre los segmentos
se puede hallar de la manera siguiente: escjase un sistema
rectangular de coordenadas, héllense las coordenadas de
los vectores respectivos y, luego, utilicense las férmulas (2)

o (3) del §19.
SN
Problema 8. En la pirdmide ABCD (fig. 65) ADB -

P PN
4+ ADC = 180°. Héallese ADF, si [DF] es la bisectriz del

angulo BDC.
A Examinemos la base e, e;, e;, donde e, e,, 3 son
vectores unitarios, cuyas direcciones coinciden con las

_— —> —>
direcciones de los vectores DA, DB, DC. Es facil ver que el

—
vector e, + e; tiene la misma direcciéon que el vector DF.
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De acuerdo con la férmula (1) del § 20

S P N .
cos (ADF)=cos (e,; e, + €;) = 1%—% =0,

puesto que
e-(e;+ey)=e -e;+e-e;=le]-|e] X

N PN
x cos (ADB) + |e,| - | e;] -cos (ADC) =
= cos (ADB) + cos (180° — ADB) =cos (ADB)—cos (ADB) =0,

P

por consiguiente, ADF = 90°. A

De este modo, para calcular la magnitud del 4ngulo es
suficiente elegir tres vectores no coplanares (dos no coli-
neales en el caso del plano),
cuyas longitudes y magnitu-
des de los 4ngulos entre ellos
son conocidas. Luego, se ha-
llan los vectores que dan el
angulo buscado y se calcula
el coseno del angulo buscado,
segin la férmula

N a b
cos (a; b) =121

Problema 9. Calcilese el
area del triangulo, cuyos vér-
tices estan dados por sus coor-
denadas en el sistema rectan-
gular de coordenadas: 4 (1;2),
B (4; —5), C (5; 3).

A Puesto que el area del paralelogramo construido sobre

— —> —_—  —>
los vectores AB y AC es igual a | [AB, AC] |, el 4rea del
tridngulo ABC se calcula segiin la férmula

Fig. 65

Sy =3(4B; 4C)).
Ahora de acuerdo con la férmula (5) del 22 obtenemos

1 -7
Sy = 7lk 2 1”=%l31k|=% (unidades cuadradas). A
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Asi pues, para calcular el area del tridngulo se puede
hallar el producto vectorial de dos vectores construidos
sobre cualesquiera de sus dos lados, y, luego, calcular la
mitad de su longitud.

Problema 10. Calciilese el irea del paralelogramo, cuyos
tres vértices sucesivos 4 (1; 2; 0), B (3; 0; —3), C (5 2; 6)
estan dados por sus coordenadas en un sistema rectangular.

_— —>
AComo S _ = |[AB; BCl|, y de acuerdo con la for-
mula (4) del §22
i j K
(AB: BC)=|2 —2 —3|= —12i+ j-4k.
12 2 9
entonces,

SD =) 128 4- 242+ 82 = V 784 = 28 (unidadescuadradas). A

De este modo, para calcular el drea del paralelogramo se
puede hallar el producto vectorial de dos vectores construi-
dos sobre cualesquiera de sus dos lados adyacentes, y, luego,
calcular su longitud.

Problema 11. Calctlese el trabajo efectuado por la
fuerza F = (1; 2; 3) cuando un punto material se desplaza
rectilineamente de la posicién B (1; 0; 0) a la posicién
C (10; 1; 2).

& Como se sabe del curso de fisica, el trabajo de una
fuerza constante, cuando un punto material se desplaza

rectilineamente de la posicién B a la posicién C, es igual a

. >
A= |F|-|BC|cos (F; BC),

—_
es decir, A = F-BC.

—_

" En nuestro caso F = (1; 2; 3), BC = (9; 1; 2), por lo
tanto, segin la férmula (2) del § 19 obtenemos A = 1.9 +
+ 241 + 32 =17 (unidades de trabajo). A

De este modo, para hallar el trabajo de una fuerza cons-
tante F cuando un punto material se desplaza a lo largo
del segmento BC, es suficiente calcular el producto vectorial

—_
dél vector de fuerza F y del vector de desplazamiento BC.

T4

NI A i motites

Problema 12. La fuerza F = (3; 2; 1) esta aplicada al

punto A4 (2; 0; 1). Determinese el momento M de esta
fuerza respecto al punto O (0; O; 0).

i
AM=[04; F]=|2
3 2

S .

k
1|=—2i+j+4k. A
1

_Asi pues, para determinar el momento de la fuerza F
aplicada al punto A respecto al punto O es suficiente calcu-

lar el producto vectorial del vector 0_A> por el vector F.
Problema 13. Demuéstrese que los cuatro puntos
M, (15 2; —1), M, (0; 15 5), Mo (—1; 2; 1), M, (2; 1; 3)
estan situados en un mismo plano. ,
£ Cuatro puntos estin situados en un mismo plano

) —— e — —_
cuando y s6lo cuando los vectores M M,, M M,, M M,
son coplanares. Por lo tanto, su producto mixto debera ser
igual a cero.

——— e '
E‘Efto que M M, = (—1; —1; 6), MM, = (—2; 0; 2)
y M M, = (1, —1; 4), entonces

N -1 —1 6
(MM ; My; My Mo; My)=|—2 0 2|=—1- 0 2l+
1 —1 4 —14

9 9 —2 0
1' . — — —_— —_—
1T 4|+6l 1 ] 9104 12=0.

Por consiguiente, los puntos M,, M,, M, y M, estin si-
tuados en un mismo plano. A

. Asi pues, para determinar si los cuatro puntos A, (z,;
Yor Zo)y My (215 Ui 21), Mo (Za; Yai 2a), M3 (235 Yai 25) per-
tenecen a un mismo plano es suficiente convencerse de que
el determinante

Tyi—Ty Y1—Yo 21—2
To—Ty Ys—Yo 23— 3%
7 T3—Zo Ys—Yo 23—2
es igual a cero.
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Problema 14. Calctilese el volumen de la pirimide,
cuyos vértices se encuentran en los puntos A (1; 2, —1),
B (0; 1; 5), C(—1; 2; 1), D (4; 2; 3).

A El volumen de la pirdimide ABCD es seis veces menor
que el volumen del paralelepipedo con las aristas [AB],
[AC] y [AD]. Por lo tanto

V=1|(4B; AC; 4D).
— —
Calculemos el producto mixto de los vectores AB, Cc

y AD segiin la férmula (1) del § 24:

—1 —1 6
(AB; AC; AD)=|—2 0 2|=4 =8
—2 0
0 0 4

Por consiguiente, V =% (unidades cibicas). A

De este modo, el volumen V de la piramide con los
vértices en los puntos
A @y ys2), B (3 ¥s %), C(2a ¥si Za)y D (@i 44 20)
puede ser calculado por la férmula

1 To— Ty Yo—VY1 22—y
TIZ—2 Ys—Y1 23— %
Ty—Zy YY1 Zs—%

V=

Problemas para el capitulo |

1.1. Por los vectores dados @ y b constriyanse los siguientes
vectores:

1
a) b—a; b) —b—a; ¢)2a—b; d) -12-a—2b; e) —a

1.2. En la figura 66 la circunferencia estd dividida en tres, cua-
tro o seis arcos congruentes. Héllese en cada caso la suma de los vec-
tores representados en las figuras.

1.3. Héllese la suma a -+ b - ¢ para los vectores a, b, ¢ repre-
sentados en la figura 67. . i

1.4. Dos fuerzas F, y F, actfian sobre un punto material. Hallese

N
la m::gnitud de su resultante, si | Fy | = 8H, | Fa| = 6Hy (Fy; Fy) =
= 90°. .
1.5. Trécese cualquier pentigono ABCDE y héllese la suma de
e

los vectores A—E, EE’, C’_D>, D—E', EA.
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1.6. Tres fuerzas dirigidas a tres vértices sucesivos estdn apli-
cadas al centro de un hexdgono regular. Héllese la magnitud de la
resilltﬁnte, si la magnitud de cada una de las fuerzas dadas es igual
a .

DODE
bk ey

Fig. 66

1.7. Hallese la resultante de tres fuerzas aplicadas al punto M,
si se sabe que estas fuerzas se representan por los vectores m, NYE,

—_
MC, donde los puntos 4, B, C son los vértices de un tridngulo equi-
latero inscrito en una circunferencia con el centro O (fig. 68).

B c B C B8 C B c
A b a /
b b a b
a c a c c
y c
A DA DA DA D
a) b) c) d)
Fig. 67

1.8. Demuéstrese que de las medianas de cualquier triangulo
se puede construir un triangulo.
_1;9. Se da uxl:etraedro ABCS. Hallese la suma de los vectores:
— — — — —
a) AB+BCH CS; b) AC+ CS + SA + AB.
1.10. Se da una pirdmide cuadrangular regular ABCDS (S es

el vértice, O es la base de la altura). Demuéstrese que la suma de los
| —_— = e e = . —_—
vectores OS, DS, BC, SB, AO es igual a la suma de los vectores 45,

1 AD, AB, Da.
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1.11. Sea que a = kb (a = 0). ¢Para qué valores de k: a) |a | =
=ib; b lai>Ibl;c)lal<|b] .

1.13. Determinense los valores de k, para los cuales la longitud
lel vector ka (@ % 0): a) es igual a la longitud del vector @; b) es mayor
le | 3a |, ¢} es menor de | 5a |.

1.13. Determinese el namero, por el cual hay que multiplicar
\1 vector no nulo a, para obtener tal vector b,que:a) | b| = 5ya tt b;
) Ibl=1y atibd

00

Fig. 68

1.14. En una recta se toman sucesivamente tres puntos M, Ny p;
el punto 4 es el punto medio del segmento MN, y el punto B, el punto

medio del segmento NP. Exprésese el vector AB por medio del vec-

—_—
tor PM.
1.15. En una recta se toman tres puntos 4, B, C de manera, que
—_—

CA = 3CB. Exprésese el vector AB por medio del vector CB.
1.16. En el rectingulo ABCD estdn trazadas las diagonales:

—_ — —_ = —> —= —
DB = a; AC = b. Preséntense los vectores BC, CB, BD, AD -+ CD

en forma de una combinacién lineal de los vectores a y b.
—

—_ .
1.17. En el paralelogramo ABCD: AB =a, AD = b, O es el
punto de interseccién de las diagonales. Desarréllense los vectores
— = = —
BD, OB, AC y CO en vectoresa y b.
1.18. En el trapecio isosceles ABCD la magnitud del dngulo BAD
es igual a 60°, | AB|=1BC|=|CD|=2. Los puntos A y N
son los puntos medios de los lados BC y DC. Desarréllenss»los vectolgs
— — —- — —
AB, CD, B—E, AM, AN y MN, en vectores m = ATIZyn=A:_€.
|4B| |4D|
- 1.19. En una circunferencia con el centro O se dan los puntos
A y B. Las tangentes a la circunferencia en estos puntos se intersecan

— — — .
en el punto C. Desarrollese el vector OC en vectores OA y OB, si:

N O
a) AOB. = 60° b) AOB = 90°.
1.20 Se da el cubo ABCDA,B,C,D,. Héllese el desarrollo en

— — — — —_
vectoresa = AB, b= AD, ¢ = AA,, de los vectores: a) ACy; b) ABy;
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[

——

—_— e - —> — —
ﬁ{el])}:ﬁlliod) B,D,; e) BC; f) C,C; g) B,D; h) B,0, donde O es el centro
1.21. Se da el tridngulo 4ABC. Tomando por base los vectores

—> —
e, = AB, e, = AC, hallense las coordenadas de los vectores A-I_P?, B_ﬁ,

—_
CP en esta base. Los puntos M, N, P son los t ;
lados BC, AC, AB del tridngulo. puntos medios de los

1.22, Se da ihexégongegular ABCDEF. Tomando por base
los vectores e; = AF, e, = AC, hallense las coordenadas de los vec-

y
B c B, N C,
M
|
!
A' i DI
T
|
c :
1
'8
. ”k _____ -s \\ C
/A P
< ) x L R
o)
i E A Q %
Fig. 69 Fig. 70

}

tores siguientes: a) AB; b) B—E; c) 03; d) D_E>; e) E_F»; f) A_»' ) A_E°

— - —_ ! !
h) FC; i) DB; j) BE.

1.23. En el plano se da un hexdgono regular. Desarréllense en
versores i y j todos los vectores representados en la figura 69, si
| OE | = 4.

1.24. En el cubo ABCDA,B,C,D, (fig. 70) los puntos M, N
p, 0_,>R, S, T son los puntos medioé dle las aristas. LoI; vectores i =

. —> —
= BA, j= BC, k= BB, se toman por base. Desarrollense en la

b_ase i ],_1» los vg:»tores sniulentes: a) DT; b) AB,; ¢) NP; d) PQ; e)
QS; ) ByD; g) RM; h) RN.

1.25. En un sistema cartesiano rectangular de coordenadas se
dan los puntos 4 (3;_>—1; 2) y B (—1; 2; 2). Héllense las coordena-

—
das de los vectores AB y BA, sus longitudes y coordenadas del vector

unitario, dirigido como el vector BA.

~1.26. Se da el vector @ = 2i — 3j 4 4k. Hallese el vector b,
si Ja|=|b]|, la abscisa del vector b es igual a la ordenada del vec-
tor @ y la ordenada del vector b es igual a cero.
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1.27. Calcilense las longitudes de las diagonales de un paralelo-
gramo construido sobre los vectores @ = i+jyb=k-—2j .

1.28. Hallese la proyeccion del vector @ sobre la direccién del
vector b, y la proyeccién del vector b sobre la direccién del vector a,

. N 4
si Jlal=2, |b]l=1, (a; b) = 120°, =
1.29. Hallese el producto escalar de los vectoresa y b,silal|=

N _
| = 6y (a; b) es igual a: a) 45° b) 0% ¢) 135°; d) 90°; e) 180°.

-
a

P

=4, | b
1.30. El angulo entre los vectores @ y b es igual a 120°. Sabiendo
que | a | =>5,]b| = 4, calcilense: a) a-b; b) a%; c) (@ — 2b)-(a + 2b);
d) (@ — b)3 e) (ia + b)%
1.31. Calciilense:
a) i-G+K+j-@—k+k GC+2)5 . |
b)i-G+i+R+j GFitR+E G+Hith.
I%.Zlﬂ. (Ilalcl',ﬁleST abtbectca siatbt+e=0ylal=
o= =|¢c} = 1.
1.33. Se dan los vectores @ = (4; —2; 0) yb = (15 2; 3). Cal-

calense: a) a-b; b) b%; ¢) (@ — b)% d) Ba — b)-(2a + 3b).

1.34. Se da el vector @ = (3; —4). Haillense las coordenadas de
los vectores unitarios perpendiculares al vector a.

1.35. Se da el vector ¢ = (4; —7). Héllense las coordenadas de
cualquier vector perpendicular al vector e. iCuantas soluciones tiene
el problema?

1.36. Se da el vector @ = (1; 2; —3). Se sabe que la abscisa del
vector b perpendicular a éste es igual a 3, y la ordenada es igual a 6;
se vequiere hallar la z-coordenada del vector b. -

1.37. Se da el vector @ = (3; —4). Se sabe que la abscisa del
vector b perpendicular a éste es igual a 8; determinese la ordenada
del vector b. -

1.38. Se da el vector @ = (5; 3). Sc sabe que la ordenada del !
vector b perpendicular a éste es igual a 10; determinese la abscisa l
del vector & :

1.39. Hallese el valor o con el cual los siguientes vectores son
perpendiculares entre sf:

a)a=ai+3j+4kyb=4i+aj—7k; .

b)a=(a; —3;2) yb= (1 2; —a)

c)a=(0; —2; N yb= (2 14, 4).

1.40. Hallense los valores de o y P con los cuales los vectores
ab= (3; —t;a) y b= (2; B; 1) son perpendiculares entre si, si
1] =3

1.41. En el plano zOy héllese el vector b perpendicular al vector

=3i —4j+ 5k, si [b|=lal.

1.42. Se dan dos vectores: @ = (3; —1; 5) y b= 1; 2; —3).
Hallese el vector = que es perpendicular al eje Oz y satisfaga las condi-
ciones z-a =9, b= —4.

1.43. Hallese el vector b, colineal al vector @, que satisfaga a la
condicién dada:

aa=2i+j—k ba=3 :

b) a = (—1; 2; 2), b.a= —2. ;

1.44. Hallese el vector b, cuya longitud es igual a 50, que es
colineal al vector @ y forma un angulo agudo con el eje dado:

a) a = 2i — 3j — 6k, eje Oz; 1

b) a = (6; —8; —7,5), eje Oz. i
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1.45. Se dan tres vectores: @ = (2; —1; 3), b= (1; —3; 2)
¢ = (3; 2; —4). Hallese el vector x que satisf ' yndiciones
c= ;—=4—6—5,H -?i‘lb H 1_“, 1 vectar s q isfaga las condiciones

.46. Héallese el coseno del angulo entre el = (3: —
v el oje Oz, g ntre el vector @ = (3; —4)

1.47. Hallense los cosenos-de los dngulos entre el =
= (31; 4Elg;H 121% y lcis ejes1 de coorilenadas. el vector a =

.48. Hallese el dngulo entre las diagonales de u
construido sobre los vectores @ = 2i + ]gy b= —j 1_1|_p2aifxlelogramo

o 1.49. Determinese el dngulo entre el vector @ = XTB ch
eje d;e égs a]%)s;:isasJ sid (1—2; 31), B(0;8,C(5;3)yD (10—-'_56),0 yel
.50. Determinese el 4dngulo entre los vectores: Tk
je il i S g vectores a)tyA]-l—k,b)
1.51. Determinense las magnitudes de los 4 idn-
gulo con los vértices 4 (5; 0; _0§?B t; 1;e1)0; Caltg‘;llfi?nzfl trian
1.52. Se dan tres vértices sucesivos del paralelogramo: A (—3; —2;
0,B@3; —3; 1)y i(S; 0;_>2). Héllense el cuarto vértice D y el éﬁgulé
entre1 lgs vectoreslAC y BD.
.53. Se da el tridngulo con los vértices en los puntos 4 (3; —2; 1
B(3: 0,2 yC (1 2: 5). Calcilese el 4 e B
S Shaotdel ) ese e] dngulo entre la mediana [{BD]
1.54. Se ‘da el cuadrangulo con los vértices en los
4@ 30, B (1; 4 0), (ki 1 1) y D (51 —5; 3), Hilless
el anigglso eSntlc'le las diagonales {AC] y [BD].
.53. Se da un triangulo con los vértices en los puntos 4 (—1; 4; 1
B . . _ . > _ . . ¥ ’ )’
vélgf,i’cé'B. 2) y € (5; 2; —1). Calculese el coseno del angulo del
1.56. Se dan los vectores @ = (—2; 1; 1), b= (1; 5; 0), ¢ =
= (2; 2; —1). Calciilense: a) pr,a; b) pr l’); é) pI: c; d)' r, b My
e) pr, (2b + c). b a ayLh PTaq ( + 0).
toresi;15’7.byD::e,teSri!funese, si es derecha o izquierda la terna de los vec-
a)a=—i—j,b=jic=k
b) =!—]7b=j) =i
) .c)a=l——j;b=i+j,c=]c
i 7 k formgn la terna derecha).
1.58. Héllese el vector [a; b] y represéntese, si:
a) a = 2i, b = 3j;
b) @ = 3i — 2k, b = 4k;
(i:)a= i+j+ k, b= 2i — 3j + 4k.
.59. Hallese el 4rea del i
vectores s — B b’y b =a we_g;x.ralelogramo construido sobre los
1.60. Se dan los vectores a = (1; —2; 3), b = (2; 2; —1),
c= .(0; .1; —2), d = (2; —1; 0). Calctlense: a) [a; b]; Db) [a; cl;
¢)b; cl; d) [a; dl; e) [(@+b); cl; ) [(@ — b); cl; g) [(a + b); (d— o)l
h) [(tiz éii Zﬁgﬁ’g; i) 1[(30 —d3f)t; (¢ + ¢11); )i lsa — b); (B¢ + 24)).
.61, e el area del tria érti
A (O;i 26’2 G)S, 1(91(4;1 0; O)rty Cd(gl;mlg;; Oo)c.on os vértices en los puntos
.62. Se dan los vértices del paralelogramo: A (1; — —2;
C (4; 10) y D (7; 6). Calcilese :-niJ area yg;l:ﬁ;)a. 4 =2, B(=2;2),
1.63. La fuerza F = 2i — 3j + 4k estd aplicada al punto
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