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PROLOGO

Una de las caracteristicas de un texto de geometria es su claridad y senci-
llez con el fin de que sea accesible al lector sin perder rigurosidad. El texto esta
dirigido a estudiantes de primer semestre que incursionan en el programa licencia-
tura en matematicas. La geometria elemental ha sido practicamente desterrada de
la ensefianza media, y para ayudar a resolver tal carencia han aparecido de mane-
ra coincidente nuevas tecnologia computacionales asi como su empleo en Algebra
vectorial que ha resultado medio eficaz para recuperar la educacién geométrica que
tanto hace falta en el estudio del célculo en la educacién superior. Algunos textos
de élgebra lineal exponen temas de aplicacion geométrica pero no llegan a pro-
fundizar el desarrollo de la misma; deseamos por lo tanto llenar este vacio con el
presente texto, en el cual se exponen temas de geometria sintética de una manera
mads especifica.

Es una fortuna que todavia en algunas universidades del pais se oriente el
curso de geometria vectorial que tanto hace falta a nuestros licenciados en mate-
maticas.

Ellibro no tiene la intencién de ser una introduccién en el Algebra Lineal pero
si deja unas ideas claves para su comprension posterior, tal es el caso de la indepen-
dencia lineal, que tampoco da énfasis en aplicaciones de la fisica cuyos temas son
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tratados en algunos cursos del respectivo programa. Se observa que los estudiantes
del curso de Geometria Vectorial se enfocardn mds en el tema de geometria cldsica
o sintética en el plano, sin embargo podran incursionar, de manera elemental, en el
espacio R? utilizando coordenadas.

Este libro introduce el estudio de ciertos temas de la geometria sintética o pu-
ra utilizando las propiedades de los vectores; este estudio se denomina Geometria
Vectorial, y se realiza considerando que cada figura geométrica tiene de manera
intrinseca sus propiedades y que al adherir o superponer vectores que coinciden
con los lados y formas de las figuras geométricas, se procede a extraer nuevas pro-
piedades y demostraciones cuyos resultados se encuentran en los textos cldsicos
de geometrfa euclidiana. Cada figura es una sintesis de leyes que se descubren y
se combinan para generar teoremas cuyas aplicaciones resultan interesantes para
el entendimiento del espacio euclidiano. El analisis vectorial nos permite transfor-
mar en vectores cada segmento de las figuras geométricas y asi por este camino
llegar al estudio mds a fondo de algunos teoremas y problemas de la geometria
euclidiana.

Se inicia el texto con el concepto bésico de vector y sus diferentes notaciones,
luego cémo se desarrollan las operaciones: suma y resta vectorial. Se dan a conocer
las diferentes notaciones de los vectores.

La presentacion de la forma simétrica de un vector para la solucién de pro-
blemas se desarrolla de manera clara con ejemplos sencillos hasta llegar al teorema
de Ceva, y el vector bisectriz en un tridngulo cualquiera. En la parte final del libro
se realiza un rdpido estudio de la geometria analitica aplicando andlisis vectorial
en el plano cartesiano R? y en el espacio euclidiano R?. Para la geometria analitica
emplearemos los vectores para presentar soluciones a problemas que de manera
sintética pueden ser extremadamente dificiles.

Es importante hacer énfasis en el uso de algunos teoremas bésicos? de geome-
tria elemental para la soluciones o demostraciones de teoremas con la aproximacién
o enfoque vectorial.

El libro presenta varios temas de forma novedosa y original como por ejem-
plo: el vector bisector, los teoremas de Ceva, Menelao y Desargues; asi como tam-
bién la solucién de varios ejemplos y teoremas, ver resultados como las ecuaciones
1.15y 1.16.

1El espacio euclidiano se define en los cinco axiomas bésicos de la geometria euclidiana.
2Los teoremas sobre semejanza poligonal son necesarios.
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INTRODUCCION A LOS VECTORES

1.1 Magnitudes

Desde el punto de vista fisico existen magnitudes claramente distinguibles en
su significado, la magnitud es la propiedad que tienen los cuerpos de ser medidos
utilizando las cantidades. Hay magnitudes que se definen como escalares y otras
que se denominan vectoriales.

Las magnitudes escalares simplemente se representan por ndmeros reales,
a este namero se le agrega una unidad que completa su significado; por ejemplo
cuando hablamos de 100 metros, 30 litros. Existen otras magnitudes que, ademads
de su valor como ndmero real, tienen una direccién y un sentido, términos que se
explicardn mds adelante; éstas se denominan magnitudes vectoriales, tenemos el
caso de la fuerza o la velocidad (la rapidez es un escalar y representa la magnitud
de la velocidad).

Algunos de los conceptos ya conocidos y usados son: punto, recta y otros
que en matematicas no se definen, y con ellos realizamos axiomas para llegar a

15
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Geometria Vectorial

estructuras cuyas relaciones nos daran los teoremas como resultado.
Para representar los niimeros reales se empleara el simbolo R.

1.1.1 Vectores

VECTORES LIBRES Y DE POSICION

Si se toma un ntimero real como magnitud® y lo dotamos de direccién, es
decir un segmento orientado con un dngulo respecto a una referencia convenida
o relativa a otro segmento, podemos modelar un nuevo ente que llamaremos vec-
tor. Veamos la figura 1.1 en donde ubicaremos un segmento que sale del punto A
(origen o cola) hasta el punto B (final o cabeza), esta distancia nos definird la mag-
nitud o valor real del vector, también podemos decir que es su médulo, ademds le
agregaremos la representacién o grafico, un sentido o extremo en forma de punta.
Las cantidades escalares, que son niimeros reales, s6lo poseen magnitud, no tienen
direccién.

NOTACION

La figura 1.1 muestra un segmento dirigido que representa un vector. La sim-
bologia del vector serd una letra o letras resaltadas o cualquier simbolo que se defi-
na o se convenga, por ejemplo:

2.a,a A a d, A

Lo relevante en un trabajo vectorial es ser consistente con la notacién y no mezclar
las notaciones para un mismo vector en un desarrollo.

B

)

A

Figura 1.1 Representacién vector

3El concepto de magnitud de vectores se definird después.

16
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o}

Figura 1.2 Vector libre y vector deslizante

El médulo de un vector se expresa, como en el caso de la figura 1.1, asi: |||
o también como |d|. La idea de vector libre aparece cuando definimos su punto
inicialde * utilizando una coordenada fija para éste, es decir, podemos deslizarlo de
forma paralela a é] mismo manteniendo su magnitud. También se pueden deslizar
sobre la linea que lo soporta y se puede decir que es un vector deslizante, este
deslizamiento se conoce como traslacién® de un vector. El vector libre no pose una
posicion absoluta en el plano o en el espacio, ver figura 1.2. Cabe recalcar que en
fisica el punto de aplicaciéon de un vector genera un amarre que le impide la libertad
normalmente utilizada para su estudio abstracto; no es lo mismo dos vectores que
hacen compresién o tensién, sus puntos de aplicacién seran tinicos.

La direccién de un vector es la direccién de la recta que contiene el vector o
de cualquier recta paralela a ella.
Existe un término vectorial llamado vector de posicién, que son vectores no libres
porque el punto inicial es un punto escogido y se le llama punto de origen del
vector.

1.1.2 Igualdad de vectores

Decimos que varios vectores son iguales si poseen la misma direccién y la
misma magnitud. Veamos la figura 1.3 en donde los vectores A, B, C son iguales.
Se expresan matematicamente como A = B = C. Si algunos vectores tienen sus
puntos de origen diferentes pero su magnitud y direccion entre ellos son iguales se
dice que son ligados. Estos vectores tendran efectos fisicos diferentes por lo tanto

“El punto inicial o de partida tiene mds una connotacién fisica.

5En geometria euclidiana, una traslacién es el movimiento de todos los puntos de un objeto geométri-
co una distancia constante en una direccién especificada; también llamado movimiento rigido de un
cuerpo sin rotacion.
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no los podemos considerar como vectores iguales. Si determinamos un punto en el
plano o en el espacio y decidimos reubicar los vectores desde este punto hasta un
nuevo punto, entonces serdn iguales si todos coinciden en magnitud y direccién al
superponerlos en el nuevo punto.

Figura 1.3 Igualdad de vectores

1.2 Algebra de vectores

Existen en el Algebra vectorial basica las operaciones de suma y diferencia en-
tre vectores asi como la multiplicacién de escalares por vectores, el producto escalar
o producto punto y el producto vectorial se explicardn més adelante.

1.2.1 Suma geométrica de vectores

Si se tienen dos vectores @ y b, con magnitud diferente de cero y en un plano, de-
finimos geométricamente la suma del vector @ con el vector b cuando colocamos
en el final del vector @ con el origen del vector b , la resultante es un nuevo vector
que parte del origen del vector @ y termina en el final del vector b, tal resultante

N
la denotamos como @ + b, este procedimiento se llama regla del tridngulo, ver la
figura 1.4; ahora si se forma un paralelogramo con los dos vectores y realizamos
la operacién suma tal como aparece en la figura 1.5 este proceso se denomina la

—

regla del paralelogramo, de esta figura se observa que @ + b =b + @; siendo esta
propiedad denominada conmutativa de la suma de vectores.

18
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b

o}

Figura 1.4 Regla del triangulo

b
a
a
a+b=b+a
b

Figura 1.5 Regla del paralelogramo

Observemos, en la figura 1.5, que la diagonal del paralelogramo representa la suma
de los vectores. Es frecuente escuchar la expresion coloquial “Unir cabeza con cola”
en la suma de vectores.

1.2.2 Adherencia vectorial

Una de las caracteristicas que emplearemos en el desarrollo de la Geometria
vectorial es la de poder adherir un figura geométrica un grupo de vectores de tal
manera que se pueda realizar un estudio de propiedades y llegar a demostracio-
nes geométricas, por ejemplo en la figura 1.6a muestra un poligono sin adherencia
vectorial, y deseamos estudiarlo no desde una visién geométrica sino vectorial, en-
tonces llegamos a la figura (b). La grafica de un pentdgono de lados a, b, ¢, d, e si
adherimos o asociamos a cada lado del poligono un vector cuya magnitud corres-
ponde a la longitud de cada lado y cuya direccién se ajusta a forma de la figura (el
sentido® se escoge libremente), entonces quedan claramente definidos los vectores

6Es decir cémo colocamos la punta del vector.
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— —
a,b,c,d, €, ademds asumen las propiedades de la figura tales como las relacio-
nes angulares y de direccién con sus respectivas magnitudes.

b ]
a d
€
(a) Pentdgono sin adheren- (b) Pentagono con adheren-
cia vectorial cia vectorial

Figura 1.6 Representacién vectorial de un poligono

NOTA: Los vectores que se colocan sobre los segmentos de una figura geo-
métrica adquieren la magnitud del segmento y de inmediato adquieren la relacién
angular que posee la figura geométrica entre los segmentos, es decir entre los otros
vectores del resto de los segmentos de la figura.

LEY ASOCIATIVA DE LA SUMA

En la figura 1.7 se representa la ley aso-
ciativa que nos da la libertad para esco-
ger una ruta y realizar la respectiva su-
ma vectorial. Se tiene que a + b+¢=
(8+b)+c=a+(b+7)

Figura 1.7 Ley asociativa

PROBLEMAS
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Problema 1.2.1. ;Cudntos vectores, realmente, ve el lector en la figura 1.5, ;son 2 0 47

Problema 1.2.2. Representar un heptdgono de manera vectorial con sus respectivas diago-
nales ;Qué relacion tiene cada diagonal con los lados?

Problema 1.2.3. Dibuje un trapecio isésceles y sobre éste adhiera vectores sobre sus lados,
escoja diferentes posibilidades.

Problema 1.2.4. Dado el octdgono de la figura 1.8 hallar la suma vectorial igual a AE

Figura 1.8 Octdgono

1.2.3 Angulo entre vectores

Si se tienen dos vectores cualesquiera, coplanarios’, definimos dngulo entre
vectores como el dngulo que se forma por la interseccién de las lineas de soporte
o de deslizamiento de los vectores, éstas lineas imaginarias son la prolongacién
en la misma direccién de cada vector; si el dngulo es igual a cero los vectores son
paralelos en el mismo sentido o si el angulo es igual a 180° son paralelos pero en
sentido opuesto, ver figura 1.9.

7Se define coplanario si pertenecen al mismo plano o que son paralelos a un mismo plano, ver [9]
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o)

o\

a

(@) Angulo o (b) Angulo  00=0° ¢)Angulo 0= 180°

Figura 1.9 Angulo entre dos vectores

1.2.4 Magnitud de la suma de dos vectores

Para hallar la magnitud del vector suma de dos vectores d@ y b aplicaremos
el teorema del coseno. En la figura 1.10 se representa la ley del paralelogramo y

se forma el tridngulo compuesto por los vectores @, b, ¢ cuyas magnitudes son,
. — g — . .

respectivamente |@| = a, | b| = b, | ¢| = c. Si aplicamos el teorema del coseno para

determinar la magnitud del vector ¢ tenemos:

|C| = ¢ = /a2 + b2 + 2abcos(y) (1.1)

Donde o+ = ¢ dela figura 1.10 el dngulo entre los dos vectores @ y
b es a + 8 = ¢, por esta razén la ecuacién 1.1 va con signo positivo, notemos que
v =180° — ¢, luego  cos(180° — ¢) = — cos(y).
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/

Figura 1.10 Suma de dos vectores

1.2.5 Diferencia de vectores

Si observamos la figura 1.11 vemos un tridngulo que nos conduce a la siguien-
te relacién: @ + b = s, siendo § la suma de los dos vectores, entonces se puede
escribir que @ + b-F=0. Aparece en el término de la derecha de esta ecuacién
el vector que llamaremos el vector “Cero.” El vector —a es vector @ en sentido
opuesto.

oy

)

Figura 1.11 Vector diferencia

Aqui se enfatiza que la resta entre dos vectores se realiza graficamente colo-
cando el origen de un vector con el origen del otro; el final del vector resultante
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queda tocando el final o la punta del vector minuendo, ver figura 1.12. Tanto la
suma de vectores como la diferencia generan vectores y esta propiedad se define
como propiedad clausurativa de los vectores®. También de la figura 1.11, a la dere-

-
cha, podemos ver que s — @ = b.

Diferencia

a-b

a

Sustraendo Minuendo

Figura 1.12 Diferencia

Es bueno notar que vector cero tiene magnitud de 0, o sea | 0]=0 y se le
puede atribuir cualquier direccién. Si se tiene el vector AB = 0 decimos que el
vector cero es aquel donde el origen A coincide con el extremo B.

Ejemplo 1. Si se tiene un tridngulo cualquiera AABC ;Cudntos vectores se requieren
para su representacion?, exprese las diferentes posibilidades.

En la figura 1.13 aparecen algunas maneras de representar un tridngulo de
forma vectorial utilizando solamente dos vectores:

8Se entiende por ley clausurativa cuando en una operacién binaria se da como resultado un elemento
que tiene las misma caracteristicas o naturaleza de quienes lo producen.
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B B B B
R a a a a
z .
c ° c ¢ c c c
b b b b
A A A A

Figura 1.13 Diferentes soluciones con dos vectores

1.2.6 Referencia vectorial

En la grafica 1.14 se observa una figura geométrica representada por segmen-
tos AB, BC, CA, ahora podemos, desde un punto cualquiera O, hacer referencia
posicional de la figura geométrica utilizando vectores que parten desde este ori-
gen, este origen se puede determinar o escoger de forma arbitraria’, por ejemplo si
se tiene el tridngulo AABC'y el punto O, no perteneciente al tridngulo, se puede ex-

presar cada lado como funcién de tres vectores externos: @, 5., ¢, enla figura 1.14,
el tridngulo AABC queda completamente definido o representado por los vectores

posiciéon @, b, ¢ que parten del origen O.

B

3

M)
oy
ol

O

Figura 1.14 Referencia vectorial desde O

Se observa que

9Se denomina origen ficticio.
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AB=0OB-0A=0b -7
BC=0C-0B=7¢-1b
CA=04A-0OC=a-7¢

A manera de ejemplo si tenemos la operacién 2AB — 3CB sera:

2AB — 3CB = 2(0B — OA) — 3(0B — OC)
= 2(0B + AO) — 3(0B + CO)

Observemos el cambio de sentido de varios vectores.

Existe por lo tanto un enfoque referencial para resolver problemas vectoriales,
veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2. Supongamos que tenemos un tridngulo AABC, si definimos los puntos me-
dios del cada lado asi: M, N, P de BC, C A, AB respectivamente, demuestre que

AM+BN+CP=0

Demostracion: Si escogemos un punto arbitrario O entonces: OM — OB =
OC — OM, de aqui se llega a:

.  OB+0C

OM 3

O—N-:OA+00
2

513:0%#03

AM + BN + CP = (OM — OA) + (ON — OB) + (OP — OC)
OB+0C -20A OA+0C-20B OA+OB-20C
2 + 2 + 2

=0
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Figura 1.15 Ejemplo referencia vectorial

1.2.7 Multiplicacién por escalares (Escalamiento)

Si se tiene un vector A y dado un escalar o un niimero « € R, con o # 0, podemos
generar otro vector B tal que tenga la misma direccién y sentido del vector A; esto
define el paralelismo entre vectores, ahora si se tiene un vector cuya magnitud es
|aZ|, se puede cambiar el serl:cido dfl vector B si cambiamos a > 0 por a < 0. Por lo
tanto si tenemos la relacién 5 = oA esta relacion nos estd indicando el paralelismo
entre los vectores A y B.

Observemos el siguiente ejemplo en la figura 1.16 en donde la suma de dos
vectores amplificados por los factores escalares « y 8 nos generan el vector D que
no necesariamente es paralelo al vector suma A+B.
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Figura 1.16 Producto por escalares

Para que los dos vectores fueran paralelos seria necesario lo siguiente:
— —

que a=p talque aZ—f—ﬁE:a(A—&—B)

Veamos las propiedades que tiene el producto de un escalar por un vector:

PROPIEDADES DEL ESCALAMIENTO

A 6, sid =+ 6, entoncesn =0

N
S

—>

0, sin #0, entonces A=0

A

Sl
N

4. nmA = n(mA) =m(nA)

5. |mA| = m]| 4]

6. (m+n)A =mA+nA

7. |m+ nH;ﬂ = |m|\2| + \nH;ﬂ si m y n son del mismo signo.

8. |m+ nH;ﬂ = |(|m| — |n\)||Z|, si son n y m de signos diferentes
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1.2.8 El vector unitario

— — —
Si se tiene un vector A cuya magnitud es |A|, con |A| # 0, se define como

. . — A — e 1 )
vector unitarioa u = @ Recordemos que @ = mA por lo tanto m = @, de aqui

se concluye que |u| = 1.

1.2.9 Problemas

Problema 1.2.5. ;Por qué se puede decir que en una direccion de un vector existen dos
sentidos?

Problema 1.2.6. Describa cinco ejemplos de magnitudes escalares y vectoriales tomados de
la fisica.

1 —_— —_ —_—
Problema 1.2.7. Demostrar que Q(AB + AC) = AM siendo M el punto medio de BC'
del tridngulo ABC.

Problema 1.2.8. Dados dos vectores diferentes no paralelos, @ y b, demostrar T que T+b
ya— b son vectores bisectrices del dngulo formado por los dos vectores @ y b .

Problema 1.2.9. En un tridngulo ABC, se marcan tres puntos medios de los respectivos
lados, D para AB, E para BC, y F para C A; mostrar grdficamente que:

AE+BEF+CD=10

Problema 1.2.10. Dado un tridngulo ABC, si se tiene un punto P en el lado BC, entonces
AP = MAB + pAC, demuestre que A + p = 1.

Problema 1.2.11. Dados cuatro puntos en R2, A, B, C y D, demostrar que
AB+ AD+CB+CD = 4PQ
donde los puntos Py @) son los puntos medios de AC y BD.

Problema 1.2.12. Demuestre que la suma de los vectores @, b, Tes igual al vector nulo
o cero en el tridngulo equildtero ABC' que se encuentra inscrito en la circunferencia O, ver
la figura 1.17
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Figura 1.17 Problema: 1.2.12

Problema 1.2.13. En la figura 1.18 se tiene un tridngulo equildtero ABC' en donde se han
colocado los vectores es que corresponden a dos de sus lados como AB By el vector AC, aparecen
otros vectores; si |AB| =m;elc el vector PQ es paralelo al vector AB y |PQ| m/3. Hallar
los siguientes vectores: AP, PQ, PB, AQ en funcion de los dos vectores principales AB y
AC.

C

m

Figura 1.18 Problema: 1.2.13

Problema 1.2.14. En la grdfica siguiente 1.19 se tiene un trapecio equildtero ABCD en
donde se han superpuesto algunos vectores correspondientes sobre los lados o segmentos de
lados: las bases AB y CD, los lados congruentes como AC y DB; el lado AB tiene una
magnitud de 10 unidades, los lados congruentes tienen 5 unidades. Hallar el vector PQ que
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parte del punto medio de un lado hasta el punto medio del otro lado, determinar el vector
AD y su magnitud.

C D

R

Y
9]

Figura 1.19 Problema: 1.2.14

Problema 1.2.15. Se tiene un paralelogramo, como el de la figura 1.20, utilizando el enfo-
que vectorial, demostrar que el segmento EO es igual al segmento OF si el punto O es el
punto medio del segmento AC.

D C

F

Figura 1.20 Problema: 1.2.15

Problema 1.2.16. Sea ABC DE un pentdgono regular, ver 1.21, la magnitud de cada lado
es de 2 unidades hallar:

a) AB + BC
b) Eléngulo DAC

¢) La magnitud del vector AC
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A B

Figura 1.21 Problema: 1.2.16

Problema 1.2.17. Considerenos un trapecio cualquiera, y sean Py Q) los puntos medios
de las diagonales. Probar que P() es paralelo a la base del trapecio y que la magnitud del
segmento PQ es 5(| AB | — | DC'|). Ver figura 1.22.

Figura 1.22 Problemal.2.17

1.3 Dependencia lineal

— — —
Sean A, By C tres vectores, no paralelos en un plano, y nos proponemos ge-
nerar uno de estos vectores en funcién de los otros dos. Observemos la figura 1.23

en donde el vector C' o construiremos a partir de los vectores multiplos de los otros
dos vectores Ay B.
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A

(e}

Figura 1.23 Dependencia lineal del vector C

Se desea generar el vector C en funcion del los vectores A y B, para esto

buscaremos los escalares m, n tal que mA+nB=C. Una pregunta interesante
es: ;Son estos escalares tinicos?

. _Definiremos la suma mA + nB como la combinacién lineal'® de los vectores
Ay B. Se puede decir en forma reciproca que dado un vector, éste se puede des-
componer en dos'! vectores y dos escalares. Sefialemos que los tres vectores deben
pertenecer a un mismo plano. Es realmente importante que el lector observe que no
podemos generar el vector Ba partir del vector A a menos que exista paralelismo
entre vectores. Los términos m A y nB se denominan componentes del vector C,el
vector A yel B se llaman vectores base.

Analicemos la siguiente situacién de los escalares m y n. ;Qué se obtiene de
la siguiente ecuacién vectorial?

mA +nB =70 (1.2)

Supongamos que los vectores A, B son diferentes del vector cero. Se tiene, por lo
tanto, de la ecuacién 1.2 que mA = -nB  de donde concluimos que los vectores
deben ser necesariamente paralelos. Si los vectores no son paralelos entonces se
concluye que n = m = 0.

Si se tiene la expresion 1.3 y los vectores A y Bnoson paralelos entonces pro-
cedemos a demostrar la unicidad de m y n. Supongamos que existen otros escalares
py g tal que:

mA +nB =pA+¢B (1.3)

10Para una definicién mas rigurosa referirse a textos de algebra lineal.
1 Esta es la cantidad minima de vectores, pueden haber mds en la composici6n.
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mz—&-nﬁzp_’—&-qﬁ
(m-p)A+(n-qB=0
m—p=20
n—q=20
m=p
n=q

1.3.1 Problemas

Problema 1.3.1. Calcular los valores de m y de n tal que A = mB + nC si se tiene que
| A|=5,|B|=3,|C |=1,verla figura 1.24:

Figura 1.24 Problemal.3.1

Problema 1.3.2. Calcular los valores de m y de n tal que A = mB + nC si se tiene que
| A|l=2,| B|=3,|C |=6,ver la figura 1.25:

34



“MASTER_LIB_GEO_VEC_REV_SEP” — 2014/9/7 — 20:23 — page 35 — #37 ﬁ}

G
Fernando Valdés M. — Hernando Parra L.
Figura 1.25 Problemal.3.2
Problema 1.3.3. Si se tiene que | A =4, | B =5, | c |= 3, ver la figura 1.26, expresar
el vector A en funcion de B y de C
Figura 1.26 Problemal.3.3
Problema 1.3.4. Encontrar el valor de | A + B | si el dngulo 0 = w/3 y las magnitudes
de los vectores mencionados valen 3 unidades, ver figura 1.27
Figura 1.27 Problema 1.3.4
35
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Problema 1.3.5. Probar que | Z| — | B <] A+B I<| A |+ | B |, ver figura 1.28

wi

A
Figura 1.28 Problema 1.3.5

Problema 1.3.6. Dados los vectores 2@ —3b = €y —3@ +5b = d expresar el
vector @ y b como combinacion lineal de los vectores € y d.

Problema 1.3.7. Probar que si en un trapecio ABC D las bisectrices de los dngulos D y C
se cortan en la base AB y ademds concurren en el punto (), dicha base es igual a la suma de
los lados no paralelos, ver figura 1.29.

D Cc

Q

Figura 1.29 Problemal.3.7

1.4 Formas simétricas de un vector

Si escogemos un origen O y desde este punto ubicamos los puntos Py @
utilizando dos vectores @ y b, queda definido el segmento PQ y si entre'? los
puntos P y (@ se ubica un punto R que pertenezca a este segmento, ver figura 1.30,
entonces tenemos la manera de definir la forma simétrica de un vector:

12Diremos que un punto R estd entre dos puntos Py Q si P < R < @, y los tres puntos son colineales
tal que PR + RQ = PQ), este es un axioma de orden, ver [7].
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Q

o

Figura 1.30 Forma simétrica de un vector

De la grafica se pueden obtener los siguientes vectores: PR, m que son, por
hipétesis paralelos, PR =7 —a, RQ = b — 7.

PR = kRQ, porlotanto 7 —d = k(z’— T)

T +k7T=d+kb luegollegamosa |7 = alik , k#£ -1 (1.4)
que es denominada forma simétrica de un vector.
. B B _|PR| _p .
Si|PR|=p|RQ|=q donde k= @ = = en (1.4) se puede expresar como:
q
T+pb
- _9a+pb (1.5)
p+q

Si utilizamos fracciones o partes de la longitud total del segmento PQ se tendria

q . 2 p
entonces que: \; = —— vy también \y; = , 0 sea que se puede expresar la
d p+gq y p+q d P P

ecuacion simétrica de un vector como:
T=MT+Ab=Ma+(1—-A\)b (1.6)

AL+ Ao =1 (1.7)

De esta teoria, podemos inferir el siguiente lema:
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Lema 1. Dados tres puntos P, Q y R, definidos por los vectores @, b y T respectivamente,
decimos que son colineales si:

aT + BT +~b =0 (1.8)
Cuandoa+pB+v=0

1.4.1 Aplicaciones geométricas

Ejemplo 3. Dado un tridngulo cualquiera AABC' los segmentos que unen los puntos
medios de cada dos lados son paralelos al lado restante.

Ver figura 1.31. En los libros de geometria sintética [2] se encuentra el proble-
ma anterior como un teorema expresado as:

Teorema 1.1. Si por el punto medio de un lado de un tridngulo, se traza una paralela a la
base, esta paralela pasa por el punto medio del tercer lado.

Figura 1.31 Puntos medios

Procederemos a ilustrar la demostracién asi: sobre el tridngulo AABC' apli-
caremos la adherencia de vectores sobre los lados AB y AC; observemos que los
puntos P, (), R son los puntos medios de los lados del triangulo. Si aplicamos la
expresion 1.4 para ubicar el punto () usando los vectores AB y AC, entonces se
tiene que:

— AB+ AC

AG=—3— = AP+ PQ
AP =1/2AB (1.9)
F@:z@_zﬁ:f%ﬂ_%ﬁ
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B

R

Figura 1.32 Puntos medios

Llegamos a la expresion PQ = %A_é lo cual nos indica que los vectores son
paralelos quedando demostrado el teorema 1.1.

Ejemplo 4. Demostrar que las medianas de un tridngulo cualquiera se cortan o concurren
en un punto comin.

Solucién: Veamos la siguiente figura 1.33 donde se tiene un tridngulo cual-
quiera AABC

Figura 1.33 Corte de las medianas

El vector CF representa la mediana que corresponde al lado AB y el vector

BE corresponde a la mediana del lado AC tenemos entonces que CO = k,CF,
siendo, para este caso, k1 € R, k; < 1. Suponemos que el punto O es el punto de
concurrencia de las medianas, este punto es llamado también baricentro. El vector

OE = k,BE. El tridangulo AABC de la figura 1.33 es representado por sélo dos
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vectores @ y 7;; se tiene por lo tanto que:

k k 1
De la ecuacién tltima se concluye que: ?1 —ky=0y 3~ ki = —3
1 2
Luego llegamos a ko = 3 ¥ para el otro factor k1 = _, situacién similar ten-

driamos si realizamos el mismo proceso con la otra mediana, quedando asi demos-
trado que las medianas concurren en un punto a 2/3 del vértice de donde parten.

Ejemplo 5. Demostrar que el centro de gravedad o baricentro de un tridngulo cualquiera es
igual al punto de concurrencia de las medianas y esto corresponde a un vector, de referencia
externa O, que es igual al promedio de los tres vectores de los vértices del tridngulo.

Veamos la figura 1.34 que nos ilustra el problema a resolver:

Figura 1.34 Vector baricentro de un tridngulo

Los vectores a, g, € ubican a los vértices del triangulo, el punto Q es el punto
medio, por hipétesis, del lado AC, el punto P es el baricentro del tridngulo. Por el
ejemplo (4) decimos que el segmento BP, que corresponde a una 2/3 de la mediana
BQy el segmento PQ) es 1/3 de la misma mediana, entonces se tienen las siguientes
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ecuaciones:

2
ﬁigoﬁﬁﬁi 2y&+T (1 p_&+b+7T
i+ \3) 2 3) 3

Ejemplo 6. Dado un paralelogramo ABCD y sean Py Q) los puntos medios de los lados
BC y CD; demostrar que AP y AQ dividen a la diagonal BD en tres partes o segmentos
iguales, ver figura 1.35.

A B

D Q C
Figura 1.35 Triseccion de segmento
En la figura 1.36 se han superpuesto los vectores al paralelogramo ABCD y

dado que los lados opuestos son paralelos solamente se emplearan dos vectores @
yb.

Figura 1.36 Representacién vectorial

La diagonal DB esta dividida en tres partes, DK, K.J, J B, no necesariamente

. DK KJ JB . . .
iguales, tales que DB = A1, DB~ A, DB = As; se puede rdpidamente inferir
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que:
AMt+X+A3=1
Favor observar la ecuacién 1.7, también en la figura 1.36 tenemos que o; = o) y
JP
para el segmento AP serd ap = AP
Ahora se plantean las ecuaciones siguientes:
Sumando los vectores que representan los segmentos DK, KQ se llega a:
L b\ b
/\1(a+b)+a1<2a> :5
Factorizando los vectores tendriamos:
s — a1 ]_ —
M — b)) =50
a (A —a1)+ 1+ 5 5
1 1
llegamosa A —a; =0 A >\1+%:f = A==
2 2 3
Para el segmento AP se tiene, entonces:
(1—an) <T; - ;) + A3 (?z’ + 7;) = Z’y factorizando los vectores
— 1 —> e d
a ()\3—2(1—a2)> + b((l—a2)+)\3> =b
1
<A3—2(1—a2)>:0 A((l—a2)+>\3)=1
1 1
se concluye que A3 = 3 ycomo M +XA+A3=1 = A= 3

Por lo tanto la diagonal queda dividida en tres partes iguales como se pedia.

Ejemplo 7. Demostrar que las medianas de un tridngulo cualquiera forman otro tridngulo
que conserva las magnitudes y direcciones de las medianas, ademds la relacion del drea de
estos dos tridngulo es constante.
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Solucién: Dado un tridngulo cualquiera AABC con sus respectivas media-

nas, AK, BH, C'J, ver figura 1.37.

Figura 1.37 Tridngulo de medianas

La idea es demostrar que las medianas forman un tridangulo cuyos lados son

paralelos a los segmento-medianas, el tridngulo aqui representado es AK H'.
Usaremos la gréfica 1.38 para soportar los elementos vectores sobre el triangulo.

Figura 1.38 Tridngulo vectorial de medianas

Para desarrollar la demostracién sumaremos los vectores que representan las

medianas:
E{'+BH+W:<G+b>+<b—a’>+(a—3>
2 2 2
AN (1.10)
a b b @ - . =
—5+5+5+5—b—a70
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Si la resultante es el vector cero, entonces, nos indica que los tres vectores forman
una figura cerrada; quedando asi demostrado que es un tridngulo cuyos lados son
paralelos a las medianas.

Para el célculo de la relacién de dreas observemos la figura 1.39 en donde apa-

rece un nuevo tridngulo AAK D construido por las medianas con sus respectivos
vectores.

Figura 1.39 Trigngulo de medianas

El segmento AD es paralelo al vector BH , el vector KD =CJ , se tiene en-
tonces que:

B KD+ (-AK) CJ-AK
2 2
_ 1[(63)@#
2 2 2
' 3
e P L 1.11
AR e 0

Esto significa que la longitud de las medianas del tridngulo hecho de medianas del
tridngulo AABC son las tres cuartas partes de los lados del tridngulo AABC.
Ahora procedemos a calcular la relacién de dreas de estos dos tridngulos, para esto
emplearemos el resultado en la ecuacién 1.11 y usaremos la figura 1.40
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Figura 1.40 Célculo de areas

Tenemos que el drea del tridngulo AABC tiene como base el lado AC y por
altura el segmento BP luego su drea es (BP)(AC)/2, ahora el area del tridangulo
AAKD es igual a la suma de los tridngulos AKED y AKEA entonces tenemos
que la suma es igual a:

(KE)(DN)/2 + (KE)(MA)/2 = (KE)/2[DE + MA]

siendo K F' paralela al lado AC nos queda claro que DN + M A = BP, ademas
conocemos que KFE = 3/4AC entonces el drea del tridngulo AAK D serd igual a
(BP)(3/4AC)/2 entonces la relacion de las dreas seré:

ApaBe (BP)(AC)/2 4

Apakp  (BP)(3/4AC)/2 3

Ejemplo 8. Dado un tridngulo cualquiera estamos interesados en ubicar un punto, en
cualesquiera de los lados, tal que el vértice y el punto generen un segmento bisector.

Solucién
Supongamos que tenemos un tridngulo AABC'y sobre el lado a deseamos ubicar
un punto H tal que el segmento AH sea una bisectriz del dngulo ZCAB, en la
figura 1.41 el vector AH ubica H en el segmento BC, lado a.

Existe un teorema de la geometria euclidiana que dice: “La bisectriz de un dn-
qulo de un tridngulo divide el lado opuesto en partes proporcionales a los otros dos lados”,
ver [3].
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Figura 1.41 Vector bisectriz

Si en la figura 1.41 aplicamos el teorema —arriba mencionado- se tendria la
expresion:
c b

BH  HC

. ¢ BH . BH
Se tiene que: Y= e Ahora apliquemosal4 k= 7o duenos lleva a:

¢ AB iC

<7 _ AB+kAC _ AB 4340 — 4
1+k 1+ 1.1
b c * b
Por lo tanto podemos, en general decir que:
AB  AC
AB| * |AC]|
AH = ‘171 (1.12)
T— + T—
|AB|  |AC]
La ecuacién anterior también se puede escribir en funcién de vectores unita-
rios:
AB AC
— =1u — = Uu
;A To
< uaB t+uac
AH = ————
T— + —
|[AB| |AC|

Por dltimo podemos expresar el vector bisectriz como:
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ry |AC\AB+ |AB\AC

|AB| + |AC|
py L e L (1.13)
o]+ <]

Teorema 1.2 (CEVA). Sean X, Y, Z puntos de los lados BC, CA y AB respectivamente
de un tridngulo AABC. Los segmentos AX, BY y C'Z se denominan cevianas, término
que procede del matemdtico italiano Giovanni Ceva (1647-1734). Si las tres cevianas AX,
BY y CZ son concurrentes se verifica que:

p-q-r
m-n-l

=1 (1.14)

siendop=AZ, m=2B,q=BX,n=XC,r=CY,l=YA

Figura 1.42 Concurrencia de cevianas

Demostracién
En la figura 1.42 se han, claramente, marcado los segmentos del triangulo formado

por el punto Z que son: p y m; del punto X que son: ¢ y n; y para el punto Y son: 'y
[. En la figura, también, se tiene el mismo tridngulo con los vectores superpuestos

Los vectores principales que representan los lados son @, b Y <, luego @ + b+7T =
0; no olvidemos que el lado AC se expresa como —¢ = @ + b, cuya magmtud serd
| — €| = ¢, para el lado AB serd de magnitud \a\ = a, por ultimo |b| = b. Los
escalares ) representan la fraccién de cada ceviana respecto al segmento del vértice
hasta el punto O, para ajustar la magnitud de los vectores de 1.42, tenemos que:

AO BO
A - =, A i A e —
1 2 AX 3
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Para los escalares en ¢, vemos que:
(o4 [02¢ oy

o] = =—, Ay = =—, a3 = —
BY

cZz AX

Noten que la ceviana BY se fracciona en dos vectores asf: A3sBY y el otro

vector es a3 BY, recordemos (ver ecuacién 1.7) que a3 + A3 = 1, ag + A2 = 1,

a1 + A1 = 1. Aplicando la forma simétrica de un vector, ver 1.4, se consiguen las
siguientes ecuaciones:

m(-@—b)—pb nd+q(@+0b)

- —
—a—b
a

-
Si factorizamos los vectores @ y b se puede escribir la combinacion lineal asf:

S| A = A - .
a [_1m — Ao+ 1} + b {_;q — A1+ 1} = 0, y se llega a las ecuaciones:
a

A A
2 ia=1 2in=1
a a

Si rotamos el tridngulo (dos veces més) se pueden obtener, por analogia, dos ecua-
ciones por cada rotacion, ejercicio interesante para el lector, logrando seis ecuacio-
nes en total, en la tabla 1.1 se observan.

A3l A A A

De este grupo de ecuaciones, al resolverlas, obtenemos A %q, all %n,
c a

A A

AT A i as multiplicamos entre si se llega a:

c a
)\1p'A2q./\3l:)\2n./\1m'/\3l p~q-r:1
a b c b a c m-n-l

También, si se suman las ecuaciones de las rotaciones segtn la tabla, llegamos

A A sl A A A

Factorizando y simplificando se consigue la expresién:

A+ 22+ A =2] (1.15)

Y dado que A\; + a; = 1, con (i = 1,2, 3) escribiremos la otra relacién de a:

’041 +O(2+0£3:1‘ (1.16)
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Cuadro 1.1 Rotaciones del tridangulo

A A

Pos 1 1—m—|—)\2=1 iq+)\1:1
a b
A3l A

Pos 2 —3—|—>\1:1 £+A3:1
C a
A A

Pos 3 %n—F)\;g:l ir"‘)\Q:l
C

Teorema 1.3 (Menelao). Sean Py, P, y Ps puntos respectivamente sobre los lados AB,
BC'y CA (o sus prolongaciones) de un tridngulo ABC'. Entonces, una condicién necesaria
y suficiente para que los puntos Py, P>, P3 estén alineados es siguiente:

AP, BP,CP;
PiB P,C PsA L (1.17)

Veamos la figura 1.43
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Figura 1.43 Teorema de Menelao

Demostracién 1.1. Sea AB — ay AC = 3, entonces BC = b — @. Sea ;4?{ =nda,
PB=(1-n)d,
BPy=k(b—@), P,C=01-k)(b—3),CP=(m—-1)b,yPsA=-mb.
La condicién necesaria para que Py, Py y P3 sean colineales aplicamos la ecuacion 1.6
para obtener
APy = tAP, + (1 — t)AP; = tn@ + (1 — t)mb

Puesto que AP, = (1—k)d + kb, yay b son vectores linealmente independientes,
entoncesm =1 —ky (1 —t)m =k, es decir:
1-k k

n=-—- m=—

t Y 1t
Ahora si se sabe que |AP,| = APy, |BP;| = BP,, |CPs| = CPs, |P\B| = P, B,
|P,C| = P,C, |PsA| = P3A, es importante observar que si tomamos los segmentos de

manera orientada entonces AP, = — P, A, por lo tanto:

zTPllﬁz'lC_Pé( " ( k )(mfl)

\PB| |P.C| |PsA] \1-n/\1—k/\ —m

|AP{| BB, |CPy| k 1
|171§||1725\|P‘3§|:( =) 50

- (tizik)(lfk’)(ki—lkﬂ) =1

Teorema 1.4 (Desargues). Sidos tridngulos ABC'y A’ B'C” situados en un mismo plano
estdn relacionados de manera que las rectas que unen vértices homélogos pasan por un
mismo punto, los lados homélogos se cortan en puntos de una misma recta.

(1.18)

1—n -m
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Figura 1 44 Teorema de Desargues

Sea O un punto cualquiera de referencia en el plano, entonces:

OPzchA—i-(l—gc)(ﬂ7
:yO_B’—&—(l—y)O—B;
:zO_C"—I—(l—z)O—C;

Si consideramos que el lado AB no es paralelo al lado A’B’ entonces = # y
por lo tanto tenemos que:

204 — yOB _ (1-y)OB"— (1 -2)0A
T —y N r—y
Es decir existe un punto comtn a las lineas definidas por AB 'y por A’B’; llamare-
mos esta intersecciéon el punto M, de manera similar y # z y z # z luego tenemos

los puntos N y R comunes a las lineas BC'y B'C’; similar para las lineas AC'y A'C’
de manera respectiva puesto que:

yOB —20C _ (1—2)0C" — (1 —y)OB’
y—z y—z

y también:
20C — 204 _ (1=2)0A" — (1 - 2)0OC’

zZ—T zZ—X
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Ahora
(2—y)OM +(y—2)ON+(2—2)OR = 20 A—yOB+yOB—20C+20C 204 = O

y si aplicamos el lema 1 entonces la suma de los coeficientes de OM, ON y OR es
cero, por lo tanto M, N y R son colineales, ver ecuacién 1.8, en la pagina 38.

Ejemplo 9. Dado un tridngulo cualquiera AABC, con segmentos BP, CQ y AR propor-
cionales a los lados respectivos BC, CA y AB, siendo « la constante de proporcionalidad,
tales que forman un tridngulo interno definido por las intersecciones de los segmentos BQ,
CR y AP como muestra la figura 1.45, calcularemos la relacién de las dreas del tridngu-
lo AOMN respecto al drea de NABC, ademds demostraremos que los tridngulos BNC,
AQC y BM A tienen dreas iguales, ver [11].

-
AN

A

Figura 1.45 Ejemplo 9

Tenemos que para los segmentos BP, CQ y AR usaremos la constante de
proporcionalidad o; para los segmentos BM, CN y AO emplearemos la constante
7, para los segmentos M P, N(@) y OR usaremos la constante 3, representamos estos
segmentos como vectores asi:

BP = aBC CQ =aCA AR = aAB (1.19)
BM =~BQ CN =~CR A0 = ~AP (1.20)
MP = BAP NQ = BBQ OR = BCR (1.21)
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Observemos que BC = AC — AB
Ahora en el tridngulo ABPM se tiene que:

BP — BM = MP = BAP (1.22)
Aplicando la ecuacién de la forma simétrica de un vector 1.5
AP = aAC + (1 —a)AB
Entonces sustituyéndola en la ecuacién 1.22 tenemos que:
a(mfﬁ)f’y K;l‘é—;l‘é) 704;4“0*] =/ {O&E‘F(l*a)ﬁ}
aAC — aAB — yAC 4+ vAB — yaCA = BaAC + (1 — a)AB
AC(a =y +7a) + AB(—a +7) = faAC + B(1 — a) AB
De donde concluimos con dos ecuaciones:
Ba=a—-v+ya y B(l-a)=7y-«a

De las dos ecuaciones anteriores obtenemos las relaciones entre 3, v en funcién de

« asi:

042 [0

a= ﬁzl—a—i—az’ ’Y:l—a—&—a?

(1.23)

Situacién similar para los tridngulos ACQN y AARO, observemos la figura
1.46 donde aparecen las constantes de proporcionalidad, nota: no confundirlas con
distancias.

Figura 1.46 Constantes de proporcionalidad
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Ahora si al drea del tridngulo principal le restamos las areas de los tridngulos
ABCN, ACAO y AABM obtenemos el drea del triangulo AOM N para compa-
rarla con el 4rea del tridngulo AABC, ver figura 1.47.

Figura 1.47 Resta de areas

El érea del tridngulo ABCN se calculard usando la figura 1.48, de idéntica
manera se haria con los tridngulos ACAO y AABM.

Figura 1.48 Célculo de 4reas
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El 4rea del tridngulo ABCN

(BC)(NH")

Apcn = 5

En la figura 1.48 hay varias semejanzas de triangulos tales como AHAP, AP'MP;
AH'NB, AP'M B, de donde se obtienen las siguientes semejanzas:

NH' _NB AH _MFV

MP" MB' AP  MP

despejando se tiene que M P’ = %
, (AH)(MP)(NB) _ B
NH' = (AP)(MB) =AH Lu ﬁ)]
‘= o |_ _l-a
NH' = AHa [1—1_a+a2} — AHa {1—a+a2}

Ahora observemos que la relacién de las alturas NH' y AH se transforma en:

NH/ o NH/(BC/Q) - ABCN o a(l—a)
AH N AH(BC/2> a AABC B 1—oz+oz2

(1.24)

De manera similar se tiene para los otros tridngulos con las relaciones:

ACAO _ a(l—a) AABM _ Oé(l—Oé)
Aspc 1—a+a? AuBc 1—a+a?

Esto demuestra que las dreas de los tridngulos son congruentes. Si hacemos
la relacién 1.24 igual a k entonces se expresa que:

Aomn = Aapc — 3kAapc (1.25)
1
Aapc = p— Aomun (1.26)
1— R —
s [1 —a+ 042}

Por lo tanto obtenemos que la relacién de areas del tridngulo AOM N interno y el

original AABC es:
(1-2a)?
A =|—=l4 1.27
onn = | 1= a | Aase (127
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1.4.2 Problemas

Problema 1.4.1. Demostrar que las diagonales de un paralelogramo se cortan en sus res-
pectivos puntos medios.

Problema 1.4.2. Demostrar que el poligono que resulta al unir los puntos medios de los
lados de un cuadrildtero es un paralelogramo. Ver figura 1.49.

Figura 1.49 Problema: 1.4.2

Problema 1.4.3. Consideremos dos puntos A, B fijos respecto a cierto origen O, y sean ry,
ro, Sus respectivos vectores de posicion, demuestre que si la ecuacion vectorial a1r1+asrs =
0 es cierta respecto al origen O, entonces también es vdlida respecto a otro origen O' si y
solo si a1 + a2 = 0, ver la figura 1.50.

Figura 1.50 Independencia del punto de referencia

Problema 1.4.4. Demuestre que si en un tridngulo cualquiera se inscribe otro tridngulo,
entonces solo existird un tridngulo inscrito cuyos lados sean paralelos al tridngulo mayor.
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Problema 1.4.5. Si D es el punto medio del lado AB del tridngulo ABC, figura 1.51, y si
ademds EB = 2CE demuestre que F es el punto medio del segmento C'D.

D

Figura 1.51 Problema 1.4.5

Problema 1.4.6. En el paralelogramo ABCD, H es el punto medio del lado CD, F y G

trisecan el lado BC'y si AB = 4AE, hallar la relacion de |}€_§.: . Ver figura 1.52.

D H C
p \F
G
A E B

Figura 1.52 Problema 1.4.6

Problema 1.4.7. En el paralelogramo ABCD, M y N son los puntos medios del lado AB
y CD, pruebe que DM y BN trisecan la diagonal AC en los puntos X y Y. Ver figura
1.53.
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D N C

Figura 1.53 Problema 1.4.7

Problema 1.4.8. Demuestre que el segmento de linea que une un vértice de un paralelogra-
mo a un punto de los lados opuestos que lo divide en la relacién de 1 a n divide la diagonal
enlarelaciocndelan+1lodenan+ 1.

< C

—' B

Figura 1.54 Problema 1.4.8

Problema 1.4.9. Demuestre que los segmentos que parten desde dos vértices de un tridn-
gulo y que trisecan los lados opuestos, como se ve en la figura 1.55, se intersecan en el punto
P tal que se dividen en la relacién de 3 a 2.
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C

Figura 1.55 Problema 1.4.9
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Producto escalar

Si se tienen dos vectores definiremos el producto escalar como la multiplica-
cién de sus respectivos médulos o magnitudes y el coseno del dangulo que forman
estos dos vectores; este producto se denomina, también, como producto interno o
interior. La figura 2.56 nos ayuda a ilustrar el producto escalar. Es importante resal-
tar que el producto escalar no es lo mismo que el producto “por un escalar’.

>

\ /

—

B

Figura 2.56 Producto escalar

Definimos el producto punto como:
A.B =| A || B | cos(6) (2.28)

Este producto genera un resultado
escalar o un nimero real, el signo del
producto depende del signo de cos(6).

Sif<90° = |A|B|>0
Sif=90° = |A|B|=0
Si0>90° = |A|B|<O

Podemos concluir ahora que dos vectores, de magnitudes diferentes de cero,
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son perpendiculares si su producto interno o escalar es 0.

2.5 Propiedades del producto escalar

e Positividad: A«A >0, A+A =0 si y solo si A=0

—_ —

e Conmutativa: A«B = BeA También llamada simetria.

— —

e Producto por escalares: pA«qB = qu-E Llamada también Homogeneidad.
e Distributiva: Z-(E + 6) — 4B+ 4.C
e Médulo o magnitud: A+A =| 4 %, VA.A=| 4|

Un simbolo préctico para definir el producto escalar de un vector por si mismo es
utilizando el exponente cuadratico:

Definicion 1. 22 = A4

Es bueno recalcar que A =| 4|2 y también que Y/ A £ 4.

Ejemplo 10.
(A+ B)? = A? + B> + 2A.B (2.29)
(A - B)?= 4%+ B®> - 24.B (2.30)
(A + B)e(A - B) = 4% - B (2.31)

2.5.1 Proyeccién vectorial y escalar

En geometria euclidiana la proyeccién de un punto sobre una recta es el pie del
segmento de minima distancia del punto a la recta. La proyeccién de un segmento
sobre una recta es el segmento limitado por la proyeccién de los puntos extremos
del segmento proyectante.

Si se tienen dos vectores y realizamos el producto escalar, se puede describir,
de forma geométrica, dicho producto como la proyeccion’® de la magnitud de un
vector tantas veces la magnitud del otro, figura 2.57:

| &

N
Considérese al vector unitario en la orientacion del vector B. Como ug = ,

o)

— —
expresaremos la proyeccion escalar del vector A sobre el vector B de la siguiente

13Normalmente se utiliza el término proyeccién ortogonal.
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A

=

\/

unitario
Figura 2.57 Proyeccién escalar

manera: pry - (A) = up A, Algunos autores llaman a esta expresién la componen-
te* de A sobre B
Otra forma de abordar el concepto es el mostrado por la figura 2.58 asf:

oy

Y
\J

A3a 1
Figura 2.58 Proyecci6n ortogonal

EY 7;, si multiplicamos escalarmente por @, entonces A\a@+ad +0 = Tob
Luego el factor de proyeccién es:

-

yo acb (2.32)

a? .

S|

o)
8}

El vector \d es el vector proyeccién de b sobre el vector @. Se ha asumido que el
vector ¢ es ortogonal al vector @. Podemos decir que un vector es ortogonal a otro
vector si el producto punto entre ellos es cero, se asume que los vectores son, cada
uno, diferente del vector cero.

14En Fisica.
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2.5.2 Teorema de Pitagoras

Teorema 2.5. En un tridngulo rectingulo ABC el cuadrado de la hipotenusa es igual a la
suma de los cuadrados de los catetos.

Demostracion 2.2. Sean los catetos | @ |= a, | b |= b, y la hipotenusa | ¢ |=
S

(@+0)2="72=3%+ b2+ 2@ b aplicando la ecuacion 2.29, pero los vectores @

c
ayb

o}
o

—
a
Figura 2.59 Teorema de Pitdgoras

-

son perpendiculares entre si, entonces la expresion se reduce a ¢ = @2 + b?;si || =¢,
nd

|| =a, |b| = b, se concluye que c* = a® + b,

2.5.3 Problema de Stewart

Sea el triangulo ABC' de lados a,b, c y el punto O en el lado a. Si existe una
ceviana (segmento de un vértice a un lado opuesto a ella) tal que llegue al punto O
dividiendo el lado en dos segmentos n, m, figura 2.60, se puede obtener la magni-
tud del segmento o ceviana desconocida mediante la ecuacién:

ap® = mb* + nc® — mna (2.33)
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Figura 2.60 Teorema de Stewart

Si aplicamos las ecuaciones del aparte o seccién 1.4 podemos escribir;

. mb+n<
p=———777
a

Si tomamos la magnitud para la ecuacién anterior se obtiene, ver figura 2.61

]_ —>
p? = — (l)2m2 +En? 4 2mnb -_c') (2.34)
a

o}
o}

o

Figura 2.61 Teorema de Stewart, demostracién

Como b+¢ = £(b* + ¢* — a?), al reemplazar en 2.34 llegamos al resultado
esperado y definido por la ecuacién 2.33.

67



“MASTER_LIB_GEO_VEC_REV_SEP” — 2014/9/7 — 20:23 — page 68 — #70

Geometria Vectorial

2.6 Problemas

Problema 2.6.1. Calcular las longitudes de las medianas de un tridngulo.
Problema 2.6.2. Calcular las longitudes de las bisectrices de un tridngulo.
Problema 2.6.3. Calcular las longitudes de las alturas de un tridngulo.

Problema 2.6.4. Presentar el teorema del coseno de manera vectorial, utilizando el produc-
to escalar, despeje el dngulo de su resultado.

Problema 2.6.5. Demuestre que la diagonal de un rombo es bisectriz.
Problema 2.6.6. ;Cudndo las diagonales de un paralelogramo son ortogonales?.
Problema 2.6.7. Probar que | b <] @ | b | (Desigualdad Cauchy-Schwarz)

Problema 2.6.8. Demostrar que los vectores |Zz’|3 + |3\ZL’ y el vector @b — \3|Zz’ son
perpendiculares.

Problema 2.6.9. Hallar el dngulo formado por dos diagonales de un cubo.

Problema 2.6.10. Demostrar que un dngulo inscrito (LAC B) en una semicircunferencia
es recto, ver figura 2.62.

(0]
Figura 2.62 Problema: 2.6.10

Problema 2.6.11. Sean d y b dos vectores linealmente independientes, probar que el vec-
@b+ bl . _— o Lo
W tiene la direccién de la bisectriz del dngulo formado por @ y b.
al+
Problema 2.6.12. Demostrar que las alturas de un tridngulo cualquiera son concurrentes.

Problema 2.6.13. Demostrar vectorialmente que los segmentos desde los pies de dos altu-
ras en un tridngulo al punto medio del otro lado restante son iguales.
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Problema 2.6.14. Demostrar que la suma de los cuadrados de las diagonales de un parale-
logramo es igual a la suma de los cuadrados de sus cuatro lados.

Problema 2.6.15. En un tridngulo cualquiera ABC' si AD es la mediana del lado BC,
o 91—
entonces demostrar que AB° +AC" =2AD" + iBCQ, ver figura 2.63.

A

Figura 2.63 Problema: 2.6.15
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VECTORES EN COORDENADAS

3.7 Vectores en R?

Cuando utilizamos un plano de coordenadas cartesianas, se ubica un punto
cualquiera (a, b), y estos puntos, abscisa y ordenada respectivamente, pueden defi-
nir un segmento que parte del origen (0,0) hasta (a, b) que llamaremos vector. Los
ntmeros a y b se llaman componentes de un vector y recordaremos que a,b € R,
pero la dupla (a,b) € R2. El segmento tiene por lo tanto su magnitud y su direc-
cién definidos por: va? + b? y el dngulo entre el segmento y el eje de las abscisas es
0 = arctan(b/a), que nos define la direccién, donde a # 0, si @ = 0 decimos que su
direccion es de 90° respecto al eje de las z, sia = 0y b = 0 tenemos el vector cero
0.

La magnitud se expresa también como ||Z || esta doble barra y la barra sencilla
se confunde con el valor absoluto, observemos que: Hou_éf [| = || |Z || donde aparece
primero el valor absoluto y luego la magnitud. Veamos la figura 3.64.

Si en el plano cartesiano R? definimos dos vectores bésicos que sean linealmente
independientes, ver temas 1.3, uno serd 7 = (1,0) y el otro 7 = (0, 1) entonces
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Figura 3.64 Vector referenciado a coordenadas

tenemos las siguientes propiedades:

3.7.1 Propiedades

e1: P =(a,b) = (a,0) + (0,b) = a(1,0) + b(0,1) = a7 + b7

e2: V+7 =77 =0. Ortogonalidad

°3: @ = (z,y) ysi @ = 13, entonces (x,y) = (a,b) implicaqueax =a,yy = b.
o4 (= (x,y) entonces kQ = k(z,y) = (kx,ky).  Escalamiento.

o5 P = (a,b)e(x,y) = ax + by.  Producto punto o escalar.

6 G-G = (@y)(ey) = > +y7 G =GP

El vector P = (p1,p2) se suma algebraicamente a otro vector asi: Si A= (a1,az2) se
tiene que:
A+ P = (a1,a2) + (p1,p2) = (a1 + p1, a2 + p2)

3.7.2 Otra notacion por componentes

—
Existe otra notacién para los vectores. El vector V' = (a, b) también se puede

—>
expresar como V' = (a, b) este tipo de paréntesis es usual en otros autores, mas ade-

1 sz s = a
lante lo utilizaremos, también se emplea la notacién v = <b> . Recordemos que se
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debe ser coherente o consistente en la notacién cuando se desarrolla un tema; no
mezclar notaciones o simbologia para un mismo objeto matematico.

Veamos el siguiente ejemplo:
Si M = (3t,5t2) y N = (2/3,—8), hallar M.N

Solucién

MeN = (3t,5t2)+(2/3, —8) = 2t — 40¢> En este ejemplo se han mezclado nota-
ciones en los paréntesis, a pesar de que la solucién es correcta.

Lo mejor es enunciarlo asf:

Si M = (3t,5t2) y N = (2/3,—8), hallar M.N

3.7.3 Distancia entre dos puntos

Sean los puntos P (x1,y1) v Pa(x2, y2). Se define la distancia entre estos dos
puntos como la magnitud del segmento P; P, asi:

PPy =|(z2— )7 + (y2 — 1) 71 = V(22 — 21)2 + (y2 — 11)?

Pl(xlayvl)

Figura 3.65 Distancia entre dos puntos

3.7.4 Forma simétrica de un vector en coordenadas

Dadas las coordenadas de dos puntos que definen un segmento, buscaremos
las coordenadas de otro punto que divida este segmento en la relaciéon m /n.
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Figura 3.66 Relacién de segmentos mmn

El punto A(xa,v.) y B(xp, yp), son los extremos del segmento AB. El pun-
to que separa los dos segmentos se denota por P(z,y), aplicando la ecuacién 1.5
tenemos que

OF — ot 4 y7— MOBEnOA _ mlayT 4 7) + nlaaT +y.7)
m+n m+n
. + + .
Por lo tanto se tiene que x = M; Y= D T e Gj en el segmen-
n+m n—+m

to AB tomamos un punto fuera del segmento (No entre los puntos A y B) pero
colineal al segmento la ecuacién de relacién tomaria la forma siguiente:

T = My + NTa (3.35)
n—m

y = W a (3.36)
n—m

Ver la figura 3.67.
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m
/\ .
P X
O »
Figura 3.67 Punto externo a AB
3.8 Vectores en R?
z A zA
T (X,y,Z) B P (X,y,Z)
it/
> | > >
7 >y L y
(X,y,O) (X,y,O)
X

Figura 3.68 Espacio 3D

Si tomamos un sistema trirectangular, o sea tal que tres rectas sean perpendi-
culares entre si, como se muestra en la figura 3.68, se puede ubicar un vector que
salga de un punto A hasta un punto B, este vector se puede redefinir en coorde-
nadas (z,y, z). En una de las figuras que se tiene en 3.68 aparece un nuevo vector
unitario sobre el eje de las z, este vector es k= (0,0,1), los otros dos vectores se

definen en tres dimensiones asi: 7 = (1,0, 0) que continda en el eje de las x y el
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vector unitario 7 = (0,1, 0); para otros autores es comun utilizar la simbologia de

2,7 k.

Si ubicamos un vector desde el punto A(1,2,3) hasta el punto B(4, 5, 8), este
vector se puede trasladar, sin modificar su direccién, hasta el punto (0, 0,0) y colo-
car alli el origen del vector. Veamos la figura 3.69:

Z A d
A/

\/
<

Figura 3.69 Desplazamiento de vector

3.8.1 Distancia entre puntos en R®

Sean los puntos P; (z1,y1, 21) y P2(x2, Y2, 22), figura 3.70, se define la distancia
entre estos dos puntos como la magnitud del segmento P; P, asi:

PP = |(552—$1)7+(y2—y1)7+(22—2’1)7{| = \/(5102 —21)2 4 (y2 —1)? + (22 — 21)?

Si tenemos dos vectores como A = (x1,y1,21) vy el vector B = (%2, Y2, 22) v si
realizamos el producto escalar entre ellos se llega a: AeB = 2122 + y1y2 + 2122. Para
la magnitud del vector A en 3D tendriamos lo siguiente: | A |?= z% + yi + 27

Ejemplo 11. Demostrar que el producto punto entre dos vectores @ = (a1, az) Y
b = (b1, ba), diferentes de cero, es igual a:

Tob = aiby + asbs (3.37)

En la figura 3.71 que representa la diferencia entre dos vectores, si aplicamos
la ley del coseno al tridngulo alli definido, entonces tenemos que:

b — @2 =2+ |02 —2/T| | cos(6) (3.38)
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(x2,y2,22)

(x1,y1,21) N

Y

Figura 3.70 Distancia entre dos puntos

oy
o
o}

o}

Figura 3.71 Producto punto en coordenadas

Siendo 6 el dngulo entre los vectores @ y b. Sabemos por la ecuacién 2.28 que el
producto punto es:

1T|| D cos(d) = e b
Si despejamos @b de3.38 llegamos a:

-
asb =

(|a|2 FIBPR - - m?) (3.39)

N =

Ahora como | 7|2 = a2+ad y |b]? = b2+ b3, para |b — @|2 = (b — a1)? + (by — ap)?
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que llevando a la expresion 3.39 tenemos:

— 7 ]-

TF = LB B (b — ) - (b - 2)?)
— 1

E:O b = 5 (2a1b1 —+ 2a2b2) = a1b1 —+ agbg

GJ'?)' = a1b1 + (L2b2

Ejemplo 12. Dado un vector de magnitud constante cuyo origen es el punto de coorde-
nadas (x1,y1,21) Y si su extremo tiene coordenadas cualesquiera (x,y, z), entonces este

extremg g e Iﬁ%éa(fllf e_rﬁcze oA f‘ﬂﬁ es es' un vector que ubica el punto centro de la es-
fera, este vector parte del origen (0, 0, 0). Otro vector, que también parte del origen,
7 = (z,y, z), entonces podemos hallar la diferencia entre estos para obtener: 7" —r7,

esta diferencia serd el radio vector de nuestra esfera a obtener. Ver figura 3.72.

d
i

Figura 3.72 Esfera.

Como la diferencia o el radio es constante se llega a:

T =k
|7 P = (7 = (7 70)

que corresponde a la ecuacién de una esfera en 3D.

Ejemplo 13. Hallar los cosenos directores que corresponden al vector:

I_D’:a‘z'—l—b“]'—i—cz
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Los cosenos directores de un vector o un segmento son los cosenos de los
dngulos formados por el vector o segmento y cada uno de los ejes cartesianos en
2D o en 3D. Si estos dngulos son « que corresponde al eje de las x, 3 con el eje de
las y y v con el eje de las z.

Se tiene por lo tanto que P =] j2 | cos(a) = a se concluye que:
a
Va2 4 b + ¢?
De manera idéntica se tiene para los otros angulos:
b
Va2 + b2 + c?
C
cos(y) = ——=——=
( ) va? + b2 + 2
Con las expresiones anteriores se demuestra la identidad clasica para los cosenos
directores de un linea o un vector:

(3.40)

cos(a) =

cos(f) = (3.41)

(3.42)

cos?(a) + cos?(B) + cos?(y) = 1 (3.43)
Ejemplo 14. Determinar una expresion para el dngulo entre dos vectores no nulos.

Si tenemos los vectores A4 — (a1, az2,a3)y el vector B = (b1, ba, bs), si realiza-
mos el producto escalar entre los dos vectores se llega a:

Z'E :| Z H E | COS(Q) = a1b1 + CLQbQ -+ a3b3

Si despejamos de estas ecuaciones el dngulo entre vectores finalizamos con:

0 = cos™! arbi + asby + asby =cos! 4-B (3.44)
Va2 + a3 + a2 \/b? + b3 + b3

o

| Al Bl

3.9 Problemas

Problema 3.9.1. Hallar el vector resultante de la suma de A + 3B — 26, si se tiene que

— —

A=(1,-2), B=4,-3),C = (10,-5).
Problema 3.9.2. Hallar P = A +tBsi 4 = (2,-3), B= (4,-3) cuandot = 1,3, -7

Problema 3.9.3. Determinar el valor de x si se tienen los vectores siguientes y sus relacio-
nes:
(—1,5) =2(x,7) + (2%, -2)
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Problema 3.94. SiA=(1,1,1), B=(0,1,1)y C = (2, 2,1) cuando
=24+ yB + 2C, hallar los valores de x,y, z cuando D=0
Problema 3.9.5. Hallar el vector unitario en la direccion del vector 27 + 107 — 3%.

Problema 3.9.6. Hallar un vector unitario con la misma direccién del vector
a?” + Vb7 +ck.

Problema 3.9.7. Encontrar dos vectores de magnitud 5, en el plano XY, perpendiculares
al vector 47" — 37.

Problema 3.9.8. Buscar el significado geométrico de la desigualdad
|4+ B| < |4 +|B|

Problema 3.9.9. Buscar los vectores paralelos a @ = (1,3) b= (2,5), tal que dichos
vectores tengan magnitud 1.

Problema 3.9.10. Buscar los vectores perpendiculares a @ = (1, 3) b= (2, 5), tal que
dichos vectores tengan magnitud 1.

Problema 3.9.11. Siel vector a=(2,3)yel vector b= (4, 1), hallar la proyeccién del
vector @ sobre el vector b y la proyeccion del vector b sobre el vector @.

Problema 3.9.12. Hallar los cosenos directores de los siguientes vectores respecto a los tres
ejes cartesianos.

1. P=(2,-5,4)

2.Q=(-1,1,3)

) Ol

3. R =(3,4,5)

Problema 3.9.13. Hallar los dngulos del tridngulo ABC si los vértices tienen coordenadas
asi: A(1,2,3), B(—1,-2,-3) y C(0,0,0).

Problema 3.9.14. Probar que los vectores (cos 6, —sen8) y (sen, cos8) son perpendi-
culares.
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3.10 Determinantes

Se define el determinate D de orden 2 x 2 a la expresion:
ay ag

b1 b2

D= :a1b2 —a2b1

Los términos a1, as, bs, b se llaman elementos del determinante
Si el orden de D es de 3 x 3 su definicién es:

ay az as

D= bl b2 b3 = ay

b2 b3 b1 b3 b1 b2

— a2 + a3

C2 C3 1 C3 1 C2

i C2 C3

Los determinantes son, por lo tanto, arreglos ordenados en cantidades iguales
tanto en filas como en columnas.
También se utiliza el simbolo A para denotar un determinante.

3.10.1 Propiedades de los determinantes

Un elemento de un determinante se identifica con dos subindices, i, j para el
elemento a;;. El subindice i se refiere a las filas y j a las columnas.

1. Sitodos los elementos de una fila 0 una columna se multiplican por una cons-
tante k entonces el determinante queda multiplicado por k.

air a2 a3 kai1 a2 ais
k| a1 ag az3 | =| kaz1 a2 a3 |=
az; azx ass ka3 a3z ass
a1 a2 kaiz kai1 kaia kaiz
a1 azz kasz | =| a21  az a3
az1 a3y kass az1  azz a3z

2. Elintercambio de filas por columnas no afecta el valor del determinante.
aiz a3 ]au ‘ ]agl ‘ ]agl ‘
a2 a23 | = a19 a29 ass
azz  as a1z azs 33
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3. Si se intercambian dos filas o dos dos columnas el signo del determinante

cambia
a11 Gl2 a3 @11 Gi2 a3
a21 G22 0423 | = —| G31 G32 A33
az1 agz ass a1 Q22 a23

4. Si el determinante tiene dos filas 0 dos columnas iguales el valor es cero.
air a2 ai3
a1y azy a3 | =0

asy as2 ass

Si, por ejemplo tenemos que a1 = a2 = a3

5. Si cada elemento de una fila se multiplica por una constante, k£ por ejemplo,
este resultado se le puede agregar a cada elemento respectivo en otra fila sin
que el valor del determinante cambie, similar sucede con las columnas.

a1 a2 ais ail @12 ais
a21 G2 G23 | = | a1 +kasy a4+ kaza a3 + kass
asr a2 a33 as as2 ass

6. Si cada elemento de una fila o columna se compone de dos sumandos, enton-
ces se puede expresar el determinante como la suma de dos determinantes
donde cada uno de ellos se compone de una columna o fila por cada suman-

do:
ar+x a2 as a; as as T as asg
b1 + y bQ bg = b1 b2 b3 + y bg bg (345)
ci+z2 ¢ c3 c1 Cy C3 Z C2 C3

3.10.2 Ejemplos
Ejemplo 15. Demuestre que el determinante (3.46) es igual a (a — b)(a — ¢)(c — b)

1 ab a+bd
1 bec b+c (3.46)

1 ca c+a
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Multiplicamos la fila #1 por -1 y la sumamos a la fila #2 para obtener (3.47):

1 ab a+b
0 bc—ab —a+c (3.47)
1 ca c+a

Otra vez multiplicamos la fila #1 por -1 y la sumamos a la fila #3 y llegamos a (3.48)

1 ab a+b
0 bc—ab —a+c (3.48)
0 ca—ab c¢—b

Este determinante se reduce a un nuevo determinante (3.49), el cofactor del elemento
ay1 de (3.48), que se define como dejar un determinante eliminando la fila y columna co-
rrespondiente al elemento y asigndndole el signo dada la posicion segiin la regla de (—1)1+7,
este nuevo determinante tiene un orden uno menos que el original.

bc—ab —a+c b(—a+c¢) —a+c
= (3.49)
ca—ab c—b alc—=b) c¢=b
Ahora factorizando los términos comunes en las filas se obtiene:
b 1
(c—=b)(c—a) 1= (c=b)(c—a)(b—a) (3.50)
a

En los pasos anteriores se han aplicado las propiedades de los determinantes,
se le pide al lector identificarlas.

Ejemplo 16. Dado el determinante siquiente, resolverlo aplicando las propiedades:

100 101 102 100 101 102 100 101 102
A=1]101 102 103 |=] 1 1 1 =211 1 1 |=0
102 103 104 2 2 2 1 1 1

En este ejemplo hemos aplicado la propiedad 5 tanto para la fila #1 como la
#2 para llegar al determinante que contienen dos fila idénticas en donde aplicamos
la propiedad 4.

Ejemplo 17. Factorice el siguiente determinante:
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T a a
A=]la z a
a a x

Sumamos tanto la fila #2 como la fila #3 a la fila #1, luego factorizamos aplicando la
propiedad 1 entonces se obtiene:

r+2a r+2a xz+2a 1 1 1
A= a x a =(x+4+2a)| a = a
a a x a a x

Ahora restamos a la columna #2 la columna #1 y a la columna #3 le restamos la
columna#1 llegamos a:

1 0 0
A=(x+2a)|a z—a O = (z +2a)(z —a)?
a 0 r—a

3.10.3 Solucién de ecuaciones

Existen varios métodos para solucionar sistemas sencillos de ecuaciones li-
neales, se presentara el método por determinantes: sean las ecuaciones

Ar+By = C (3.51)
Dx+FEy = F (3.52)

La solucién de las incognitas z, y se expresan usando los determinantes en las si-
guientes expresiones:

C B A C
F ) , D
T=1——g Ypaa la otra incégnita y = T4 B (3.53)
D E D E
Observemos que:
A B
D FE 70
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Las expresiones anteriores se generalizan por ecuaciones de mas incégnitas
llegando a lo que se llama el Teorema de Cramer o regla de Cramer; para el caso de
tres incégnitas su soluciéon sera:

ar+by+cz = j (3.54)
dr+ey+ fz = k
gr+hy+iz = 1

La solucién para el sistema de ecuaciones lineales en 3.54 es:

b ¢ a j c a b
ke f d k f d e k
I h 1 g 1 1 g h 1
T b ¢ VT Ta 0 ¢ TTla b e
d e f d e f d e f
g h 1 g h 1 g h 1
a b c
Siempre y cuando d e f|#0
g h i
3.11 Problemas
Problema 3.11.1. Calcular los siguientes determinantes:
1 2 3 -1 3 0 1 2 3 1 -2 3
a)| 6 5 4 by 3 5 -2 |l 2 4 6 d|6 -5 4
7 8 9 -5 1 -3 -2 8 12 7T -8 9
Problema 3.11.2. Dado el siguiente determinante hallar los elementos dados.
1 -2 3
A=|6 -5 4 ay = , Q23 = , G21 = s 033 = —.
7T -8 9

Problema 3.11.3. Probar que, aunque no importa el valor de x,y, z el determinante si-
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Quiente es:

Problema 3.11.4. Demostrar que:

kaii  kaiz kags ailr a2 ais
az1 a2 a3 | =k| a1 azx a3
azr  azz a3z az1 as2 as3

Problema 3.11.5. En geometria analitica se tiene que un tridngulo cuyos vértices se en-
cuentran en los puntos (z1,y1), (z2,y2), (z3,ys); el drea del tridngulo queda determinada
por el valor absoluto del siguiente determinante:

T Y1 1
A 1 1
=—| x
9 2 Y2
z3 Y3 1

Calcular el drea de un tridngulo cuyos vértices se encuentran en (1,3), (=2, —3), (=3,5)

Problema 3.11.6. Comprobar que:

a) |z oy z |=@Hy-2)(z-2)(z-y)

b) r oy z |=y—-2)z-—x)(z—y)(ze+y+2)

x> yC oz

w
w
w

Problema 3.11.7. Resolver el siguiente determinante:
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Problema 3.11.8. Hallar el valor de X en el siquiente determinante:
A—1 =2 2
-1 X -2 |=0
-1 -1 -1
Problema 3.11.9. Demuestre que
a+1 1 1 1
1 b+1 1 1 1 1 1
:abcd<1—|—+++)
1 I e+l 1 a b ¢ d
1 1 1 d+1
Problema 3.11.10. Resolver el siquiente sistema de ecuaciones usando la regla de Cramer:
1. x+2y+32=25, 20 —y+4z =11, —y+z=3
2. x+y+2z=4, 3r—y—2z=2, 2¢4+5y+32=3
3. x+y=25, r4+z=2 y+z=5
Problema 3.11.11. Demuestre que el determinante D es igual a cero:
1 bt+ec b(B+)+c(®+¢)
D=|1 c+a 0(02+a2) +a(c2+a2)
1 a+b a(a2—|—bz) +b(a2—|—b2)
89
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PRODUCTO VECTORIAL

412 Producto cruz

El producto cruz es una operacién binaria entre dos vectores que da como
. . . — — 3
resultado un tercer vector en el espacio. Si se tiene dos vectores W y v, en R®, se
expresa el producto cruz por la siguiente ecuacion:

—

U X U = (ugvz — uzve) v — (ugvz — ugvy) 7 + (ugve — um)%’ (4.55)

Esta expresién se puede escribir de forma abreviada como:

T 7R
T[ X U = Ul U9 us (456)

—> —
Siendo los vectores U = uy 7 +us ] +usk, T=un7+v27 +vs3k
Los vectores U y U, expresados por componentes son:

U = <’U,1,U2,'LL3>

T; = <’Ul,’02,'l)3>

El vector resultante es perpendicular al plano que contiene los vectores @ y ¥/, ver
la figura 4.73.
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4.12.1 Representacion geométrica del producto cruz

La aplicacién de la regla de mano derecha se describe como el sentido del
dedo pulgar igual a k£ mientras que el arco de los otros dedos sefalan el giro del
vector 7 hacia el vector 7.

<y
x
<y

Figura 4.73 Producto cruz

Si los dos vectores estdn en un plano, el vector resultante se observa en la
figura 4.73. Utilizando los vectores unitarios en direccién de los ejes principales del
espacio cartesiano se expande el producto cruz como:

— —

v J  k
Uz U3 Uy U3 —| U1 2

up us us | =71 -7 + k (4.57)
V2 U3 U1 U3 U1 V2

V1 V2 U3

4.12.2 Interpretaciéon geométrica de la magnitud del producto cruz

El producto cruz en su magnitud determina el drea de un paralelogramo for-
mado por los dos vectores del producto y el dngulo entre ellos, ver figura 4.74.
Definimos la magnitud del producto cruz por:

|u x U| = ||| 7| sen(h) (4.58)
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Area
/D
Figura 4.74 Area de un paralelogramo
Una de las interpretaciones fisicas del producto cruz es la rotacion de objetos
tales como el torque y el momento angular.
Ejemplo 18. Calcular el producto cruz de los vectores @ = (1,2,3) y b= (—4,-2,3)
Solucién
T Tk
Txb=|1 2 3 |=(12-156) (4.59)
-4 -2 3
Ejemplo 19. Hallar el drea de un tridngulo cuyos vértices estdn en los puntos A(1,2,1),
B(2,3,-1), C(2,1,2)

Solucién Se busca inicialmente los vectores AB y AC:
AB=((2-1),(3-2),(-1-1)) = (1,1,-2)
AC=((2-1),(1-2),2-1) = (1,-1,1)

AB x AC = (—1,-3,-2)
[AB x AC| = [(~1,-8,-2)| = /(= 1)> + (=8)? + (-2)? = V14
Por lo tanto el 4rea del tridngulo serd la mitad del 4rea del paralelogramo definido
por estos dos vectores: drea= 3+/14
95
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4.12.3 Propiedades del producto cruz

1. UuXxv=-vUx1u Simetria o anticonmutativa
2.UxT=0 Paralelismo
3. UxkVU=Fkuxv
4 Ux (TH+0)=udxT+uxw Ley Distributiva
5 | A xB[>=| 4 2| B|? —(4.B)? Identidad de Lagrange
6. Z-(E X 6) = (Z X 1‘3’).5
7. A«(Ax B) =0 y Be(Ax B)=0 Ortogonalidad respecto a Zy B
8. Ax (BxC)=(A.C)B - (A.B)C
9. Tx T =7 x7J —kxk=0

10. Tx 7=k

1. Txk=17

2. kx7T=7

Ejemplo 20. Demostrar la propiedad numeral 7 del producto cruz

Demostracién: Sea el vector A4 — (a1,a2,a3)y B = (b1, b2, b3) Entonces:

Z'(Z X E) = <a1,a2,a3>-<a2b3 — asby, azby — a1b3, a1by — a2b1>
A«(Ax B) = ai(azbs — asbz) + az(azby — a1bs) + az(arby — azby)
Z-(Z X E) = ajasbs — asbsay + asaszby — a1bsas + azaibs — asbiaz =0

Si dos vectores son paralelos el producto cruz entre ellos es el vector cero.
UxV=0 Si son paralelos (4.60)

Esto lo podemos interpretar como dependencia lineal, es decir que el vector U y 4
son linealmente dependientes. Cuando se tienen tres vectores se puede realizar la
operacién llamada producto mixto o producto triple escalar, se define ast:

ul U9 us
—

Ue(UxW)=| v1 vy w3 (4.61)

wp w2 w3
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Este resultado es geométricamente el volumen de un paralelepipedo.
Demostracién: Tenemos que:

byd J—
u - <'LL17 Uz, U3>
-
v — <’U1a V2, U3>
- J—
w - <w17 w27 w3>
V2 U3 v U3 —| V1 V2
To(Tx W) =T | T -7 +k
w2 w3 wp w3 wy w2
R R V2 VU3 U1 V3 V1 V2
Ue(V X W) =uy — Uug + ug
Wz w3 wp ws wr w2
(5% U2 us
L(UXW)=| v1 vy 3 (4.62)

w; w2 w3

Con el producto triple escalar se sabe si tres vectores son coplanares o per-

tenecen a un mismo plano. Si tres vectores A ) B ) c pertenecen un mismo plano
entonces: oo
A«(BxC)=0 (4.63)

Ejemplo 21. Calcular el volumen de un paralelepipedo definido por los tres vectores: @ =
(1,1,0),b = (0,1,1),y ¢ = (1,0,1)

a; as as 1 1 0
Volumen = E’-(T; XE)=|b by b3 |=]0 1 1]|=2
C1 C2 C3 1 0 1

En el siguiente ejemplo se muestra el origen del producto cruz, el ejemplo es
muy sencillo pero esencial [4].

Ejemplo 22. Dado dos vectores cualesquiera diferentes y no iguales al vector cero:

—

X=a17+a27+a3k

y el vector
B=bi7T+b7 +bsk
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hallar otro vector cualquiera
X =27 +227 + 23k (4.64)

tal que

Solucién: Tenemos por lo tanto que:
a1x1 + agxe + agzrs =0y para el otro vector byz1 + baxg + bsxs =0

Despejando de las ecuaciones anteriores a =1 y a =2 en funcién de z3 tendriamos lo
siguiente:

—asr3z a2 az ag a1 —asrs az ay
—b3$3 as bQ b3 bl —b3$3 b3 bl
Ty = = Zs3, T2 = = Zs3

ayp az ayp a2 ayp az ayp a2

by bo by by by bo by by
ayp a2

Si se busca un vector Cualqulera entonces podemos tomar a z3 = lo que

by b2

nos lleva al vector:

as as

by b3

as aj

bs b1

ayp az

b1 by

~<l

7+ 7+ %

—

X = (CLgbg — agbg)? — (albg — a3b1)7 + (a1b2 — CLle) k
que corresponde a la misma ecuacion 4.55; si se tienen dos vectores que pertenecen

al plano XOY el producto cruz entre ellos da como resultado un vector que sera
paralelo al eje z.

413 Problemas

Problema 4.13.1. Demostrar que el producto cruz del vector (m,0,0) y el vector (0, p, q)
da como resultado un vector del tipo (0, r, s), determinar los valores de r, s.

Problema 4.13.2. Demostrar las propiedades (4.12.3) del producto cruz del 1 hasta el 4
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Problema 4.13.3. Hallar el vector unitario perpendicular a los dos vectores

27 +107 y 27 —37.
Problema 4.13.4. Hallar el drea del tridngulo cuyos vértices en el espacio son: A(2,4, —5),
B(1,3,5)y C(—1,3,-2).

Problema 4.13.5. Calcular el producto triple escalar de los siguientes vectores:

1. A=(2,-35), B=(-2-100 y C=(351)
20 A=(1,-1,1), B=(-3100 y C=(21,1)
3. A=(3,-3,-5), B=(2,00 y C=(1,1,1)

Problema 4.13.6. Dados los puntos P(1,2,1), Q(3,7,5) y R(2,1,1) que yacen en un
mismo plano, hallar el vector normal a dicho plano.

4.14 Lalinea recta en el espacio

Se define la linea recta como un conjunto de puntos que mantienen una mis-
ma direccién. La linea recta en el espacio requiere de una direccién determinada y
un punto fijo por donde pasar, si v = (v1,v2,v3) es un vector que nos da la direc-
cién, y Py un punto en el espacio que pertenece a la recta, entonces tenemos una
recta completamente definida, veamos la figura 4.75

ZA

Figura 4.75 Linea recta

La linea recta £ seguird la direccién del vector ¥, el punto R se representa por
el vector 7 que definird un punto mévil (z, y, z); el punto fijo serd P, y se representa
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P ——
por po = (2o, Yo, 20), €l vector Py R sera un multiplo del vector ¥ = (vy, v2, v3) luego
tenemos la ecuacion:

7 pg =17 (4.65)

El escalar ¢ serd un pardmetro que nos cambiard de posicién, sobre la recta, del
punto R. Podemos escribir la ecuacién paramétrica segiin las coordenadas:

x —x9 =tvy (4.66)
Y — Yo = tvz (4.67)
zZ— 2y = t'Ug (468)

La ecuacién simétrica de una recta en el espacio se deduce de las anteriores
despejando el pardmetro t.

T—% _Y~% _27% _, (4.69)
U1 V2 U3

Si la componente v; = 0 se tendria un vector direccién T = (0,v2,v3), de
manera similar se pueden presentar casos en donde vz = 0, 0 v3 = 0 pero no todos
ala vez porque no habria direccién; una direccién como v = (vy, vz, 0) nos muestra
una linea recta paralela al plano XY, en la direccién del vector; si la direccién es
7 = (0, v2,0) nos daria una direccion perpendicular al plano XY'.

Si en el espacio tenemos dos puntos (g, yo, 20) ¥ el punto (x1, y1, z1) entonces

se puede escribir la ecuacién simétrica de una recta como:

T — Xo _ Y—1Yo _ Z— 20 (470)
T1—%o Yr—Y 21— %0

4.14.1 Distancia de un punto a una recta

Dado un punto cualquiera en el espacio Fy, de coordenadas (zo, yo, 20) tal que no
pertenezca a una recta £ en 3D, deseamos buscar la distancia méas corta entre el
punto y la recta. Observemos la figura 4.76, escogemos un punto cualquiera que
pertenezca a la recta como P; con coordenadas (z1,y1, 21)-
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ZA

/’V/'/
P
L_— A

1 Y

<}

Figura 4.76 Distancia entre punto y recta

El vector direccién de la recta es V = (a,b,c), talquea # 0,b # 0,y c # 0, la
ecuacion de esta recta es:
r—I Yy—u z— 2z

— - —¢
a b c

Si se aplica la ecuacién 4.58 y detallando la figura 4.77

Figura 4.77 Altura y 4rea del paralelogramo

Se llega a la ecuacién de la distancia:

d— |‘_/:><P1P0|

— 471
V] @7
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4.15 Problemas

Problema 4.15.1. Demostrar que los puntos (6,4), (—3,5) y (24, 2) son colineales.

Problema 4.15.2. Encontrar la recta que pasa por el punto (1,2, —3) y es paralela al vector
27 +37 -5k

Problema 4.15.3. Dadas dos rectas, definidas por los puntos P;(1,0,0) y P»(0,2,0),y la
recta definida por Q1(1,1,3) y Q2(0,0, 1), hallar la distancia entre ellas.

Problema 4.15.4. Hallar la distancia de la recta que pasa por los puntos (1,3,—2) y
(3,2,1), al origen.

Problema 4.15.5. Hallar la ecuacion de las tres medianas de un tridngulo cuyos vértices
son los puntos (a, 0,0), (0,b,0) y (0,0, c).
4.16 El plano en el espacio

Cuando tenemos un punto en el espacio Fy y se tiene una direccién definida
por el vector 7, se puede hallar un tnico plano que pase por este punto y que sea

perpendicular al vector 77, ver la figura 4.78.

Z A

Figura 4.78 Plano en 3D

Ahora supongamos que tenemos dos puntos en el plano, el puntoF, definido
por rq, y el punto P representado por el vector 7, si el punto P, tiene coordenadas
(20, Y0, 20) y €l punto P dado por el vector 77 = (x,y.z), entonces el vector 7 es
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perpendicular al vector 7 — 7; tal condicién se expresa por la ecuacion:
(7 —70) =0 4.72)

Supongamos que el vector normal al plano es @ = (a, b, ¢), obtenemos entonces la
ecuacion que define un plano en el espacio serd el desarrollo de la ecuacién 4.72:

a(z —x0) + b(y — yo) +c(z — 20) =0 (4.73)
Pero también se escribe de la forma llamada ecuacién estandar del plano:
ar+by+cz+d=0 (4.74)
Ejemplo 23. Buscar la ecuacién del plano determinado por tres puntos no colineales.

Sean los tres puntos Py (21,y1,21), Pa(z2, Y2, 22) ¥ P3(x3,ys, 23); €l vector per-
pendicular al plano que contiene los tres puntos puede ser P, P, y P Ps, se llega
a: -

v 7 k

PPy x PIP3=|29—11 y2—y1 20—21 |=AT+B7T+Ck =

3 —T1 Y3 — Y1 23— %21

=1

R

N
Is)

P1

Figura 4.79 Ejemplo 23

Si los tres puntos me definen un plano y si se tiene un punto cualquiera

—

Qx,y,2), perteneciente al mismo plano mencionado, entonces: P;() serd perpen-
dicular al vector 77, es’fg groducjto %1(11’[0 serd 1g8:21 a0

Z—Zl
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417 Problemas

Problema 4.17.1. Encontrar la recta que pasa por el baricentro del tridngulo ABC' cuyos
vértices son A(4,2,-3), B(3,2,3) y C(5,2,1).

Problema 4.17.2. Dado el plano ABC' como se define en la grdfica 4.80, se pide hallar la
distancia del origen (0,0, 0) hasta el punto P, tal que esta distancia sea un minimo.

C(0,0,3)

B(0,4,0)
> Y

A(1,0,0)
X

Figura 4.80 Problema 4.17.2

Problema 4.17.3. Dibujar de manera esquemdtica y resolver los siguientes ejercicios:

a) Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (3, —1,4) cuyo vector normal es

—

M=27+57 -3k
b) Hallar el plano que contiene los puntos (3,2, —3), (5,—1,2) y (7,4, —1)

c) Siun plano tiene las intersecciones con los ejes ast: (a, 0,0), (0,b,0) y (0,0, ¢) mues-
tre que su ecuacion es:
)

x z
—4+=+-=1
a C

(=

siempre y cuando a, b, c # 0
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TRASLACION Y ROTACION DE EJES

5.17.1 Traslacion

Si tenemos un sistema cartesiano XOY como el representado por la figura
5.81 y si sobre este mismo plano cartesiano colocamos un nuevo origen (h, k) pa-
ra otro sistema cartesiano tal que los nuevos ejes UOV sean paralelos a los ejes
del sistema X OY entonces una funcién o una relacién f definida por la ecuacién
f(x,y) = k1 se puede representar en el nuevo sistema generando una nueva ecua-
cién g(u,v) = k2 que eventualmente podria simplificar operaciones matematicas
posteriores.

e

Figura 5.81 Traslacién de coordenadas
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Si utilizamos vectores en la figura anterior se tiene que ¥ = 27 + y 7 nos
—

ubica un punto cualquiera en el plano XOY, ' = w7 + v sera la posicion del
mismo punto pero visto desde el nuevo origen; y la posicién del nuevo origen vista
e

desde el origen principal 0 XOY serd OO’ = h@ + k7, ver figura 5.82.

<

R E N W S

(0.,0)

Figura 5.82 Traslacién de coordenadas con vectores

(W7 + k7)) + w7 +v7) = 27 +y7 = (h+w)7 + (k+v)7 (575

De donde se llega a:

r=h+u y también y=k+v (5.76)

Ejemplo 24. Hacer un bosquejo de la siguiente funcién dada por la ecuacion:

2?2 4+1/29° —4y+7=0

Procedemos a completar cuadrados en la ecuacion 2 + 1/2y? — 4y +7 =10

108



“MASTER_LIB_GEO_VEC_REV_SEP” — 2014/9/7 — 20:23 — page 109 — #111

Fernando Valdés M. — Hernando Parra L.

para llegar a

1
x2+§y2—4y—|—7 = 0
1
P40 -8y +T = 0
1
x2+§(y2—8y+16—16)+7 = 0
1
x2+§[(y—4)2—16]+7 =0
1
x2+§(y—4)2—8+7 =0
1
4 -(y—4)? = 1
2
AN
/ 37 \
/ \
| |
| A |
\\ /
L

R
N

Figura 5.83 Traslacién de una cénica

En la figura 5.83 observamos una elipse que se encuentra desplazada de su
centro (linea segmentada) y la misma elipse centrada (Iinea continua) al realizar su
desplazamiento equivalente a 4 unidades. Realizando el desplazamiento la ecua-
cién se transforma en:

2
2, Y
71

x—|—2
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5.17.2 Rotacion

En algunos problemas de simplificacién y graficaciéon, por ejemplo sobre cénicas,
es necesario eliminar el término "zy"; esto se realiza con una rotacién que nos lleva
a la rapida identificacién del tipo de cénica.

P (x,y)
P'(x.y")

Figura 5.84 Rotacién de coordenadas con vectores

En la figura 5.84 tenemos el punto P identificado por el vector r = 7z + 7y, este
vector también se puede representar por el sistema de coordenadas rotadas z'y’

que serfa ' = 2’ + j'y/, pero se tiene ademads que 7 = cos(0)7 + sen(0) 7, para
el eje z’; y para el eje y’ se consigue que: ;' = cos(f + 7/2)7 +sen(d +7/2)T =
—sen(0) 7 + cos(0) 7
Ahora si se igualan las ecuaciones que corresponden a r’ = r se obtiene el sistema
siguiente:
r = ' cos(f) —y sen(f) (5.77)
y = 12’'sen(d) + 1y cos(6) (5.78)
Si un lugar geométrico en un sistema de coordenadas xy tiene sus puntos
en (z,y) entonces se denota por (zcos(f) + ysen(d),zsen(d) + ycos(h)) sobre el
sistema rotado z'y’ de la misma manera si un lugar geométrico se define en otro

sistema z'y’ entonces sus puntos quedarian en el sistema no rotado como (x cos(6)—
ysen(f), xsen(d) + y cos(f)), para el proceso inverso tenemos que:

¥ = wcos(h) + ysen(h) (5.79)
y = —wxsen(f) + ycos(h) (5.80)

En el estudio de las conicas se aplica la ecuacién de la forma:
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A +Cy? + Dz +Ey+F =0 (5.81)
Pero si tenemos una forma mas general, en donde las cénicas no aparecen de

la manera canénica sino rotadas entonces aplicamos la ecuacién:
Az’ + Bry +Cy* + Dr +Ey + F =0 (5.82)

el término zy se puede eliminar realizando una rotacién cierto angulo dado
por la expresién:

B
A-C

Si en la ecuacién anterior se tiene que A = B es preferible emplearla de la
forma siguiente:

tan(260) = (5.83)

A-C
B

Ejemplo 25. Demuestre que la siguiente ecuacion xy = 1 es una hipérbola.

cot(20) = (5.84)

Observando la ecuacién 5.82 tenemos que A = 0, B = 1 y C = 0, para
eliminar el término zy aplicamos la férmula 5.84 tal que:

cot(20) = AiTC =0

entonces tenemos que 20 = /2 para obtener § = 7/4, si aplicamos la férmula
de transformacion 5.77 y con cos(f) = sen(f) = 1/+/2, llegamos a:
x/ y/ x/ y/

SRV RV AV, R,

Realizando la sustituciéon de las transformaciones anteriores en la ecuaciéon
original, obtenemos:

(G555

Llegando a la expresién canénica de una hipérbola asf:

~1 (5.85)

Veamos la figura 5.85 en donde se observan las dos hipérbolas, antes (puntea-
da) y después (continua) de la rotacién
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]
Figura 5.85 Rotacién de hipérbola
En la ecuacién 5.83 se tiene un angulo doble 26, si necesitamos el angulo sen-

cillo entonces podemos utilizar las siguientes identidades para hallar el &ngulo sen-
cillo a partir del a&ngulo doble:

cos() = H#S(?e) (5.86)
sen(f) = 1_#5(28) (5.87)

Los signos de las ecuaciones anteriores dependen del cuadrante.

5.17.3 Clasificacion de las cénicas

Las curvas generales de segundo grado nos definen cénicas, pero no son de
facil clasificacién. Los coeficientes de la ecuacién general 5.82 sirven para clasifi-
car el tipo de cénicas que estamos tratando, ya sean parabolas, elipses, hipérbolas,
exceptuando casos degenerados, entonces tenemos la siguiente tabla:

Cuadro 5.2 Clasificacién de conicas

Elipse o Circulo | B> — 4AC <0
Parabola B2 —4AC =0
Hipérbola B? —4AC >0
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Supongamos que tenemos la ecuacion 222 — 4zy + 3y* + 5z + 6y — 8 = 0 cuyos
coeficientes son A = 2, B = —4, C' = 3, y si aplicamos las expresiones de la tabla
5.2 tenemos que:

B? —4AC = (—4)* —4(2)(3) = -8 < 0

de donde se concluye que es una elipse.

5.18 Problemas

Problema 5.18.1. Dada la pardbola y = 3z* + 8z — 3 trasladarla de tal forma que su
vértice pase por el punto (0,0).

Problema 5.18.2. De las ecuaciones 5.77 y 5.78, despejar los términos «’ y y'.

Problema 5.18.3. Hallar las coordenadas del punto (3,4) cuando rotamos los ejes /6
radianes.

Problema 5.18.4. Dada la ecuacion de la recta 2x + 3y = 1 escribir la nueva ecuacion si
rotamos los ejes /4 radianes.

Problema 5.18.5. Buscar las coordenadas de los focos de la elipse:
622 +xy + Ty — 36 =0

Problema 5.18.6. Realizar discusion entre estudiantes sobre el siguiente problema: dada
la recta —3x + 5y = 6 y si se tiene el punto (1, 3), deseamos trasladar la recta de forma tal
que pase por el mencionado punto. ; Cudl es la nueva ecuacion de la recta?

Problema 5.18.7. Dada la ecuacién x* + xy + ky? + 4y + 8 = 0 ;Qué valor debe tener k
para que la ecuacion corresponda a una elipse?

Problema 5.18.8. Demuestre que la ecuacién x? + y* = 9 es invariante (no se modifica)
ante una rotacion de ejes.

Problema 5.18.9. Hacer rotacién de ejes de tal forma que elimine el término xy de las
siguientes ecuaciones:

1. 922 + 242y + 16y + 90z — 130y = 0
2. 22 —6x+y+5=0

3. 4122 — 24y + 34y% — 25 =0

4

. 2% 4 2v/3xy + 3y + 49=0
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5. 322 — 2v/3xy + 3y? + 49=0

Problema 5.18.10. Clasificar las siguientes conicas:
1. 3622 — 602y + 25y% + 9y =0

22 —6r+y+5=0

Lty +4i+r+y—4=0

. 22 4 2¢/3xy + 3y% + 49=0

2
3
4
5. 322 — 2v/3xy + 3y? + 49=0
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CONCLUSIONES

Existen varias modalidades pedagégicas para presentar los conceptos geomé-
tricos a los estudiantes de primer afio de licenciatura: uno es la geometria tradicio-
nal sintética, otro es la geometria analitica y en este texto presentamos el enfoque
vectorial pero con la caracteristica de no coordenar o referenciar los vectores. El
empleo de las coordenadas es muy ftil para la manipulacién algebraica mientras
que el uso sintético es de naturaleza conceptual obligando al estudiante a pensar
sin las ayudas cartesianas. La dos dimensiones empleadas como base de estudio en
el texto son importantes para saltar a las 3 dimensiones pero son maés dificiles de
manejar. Aunque hay una gran variedad de textos sobre vectores, éstos son de na-
turaleza coordenada y basicamente son del tipo algebraico. La geometria vectorial
es una herramienta poderosa para resolver problemas de ingenieria y los fenéme-
nos fisicos son independientes de las coordenadas de referencia; esta cualidad hace
que la geometria vectorial sintética sea lo mas adecuado para aplicar.

Se espera que el estudiante razone sobre objetos geométricos que sélo tienen pro-
piedades intrinsecas o sea sin coordenadas; ésto hace que sean mas intuitivos y no
se enreden con méas ecuaciones innecesarias al plantear y resolver problemas.
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