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Prélogo

Es nuestra intencién ofrecer a los estudiantes un curso moderno de geometria
analitica. Los textos que se emplean para estudiar Algebra, geometria y
trigonometria se han transformado en la Gltima década, asi como también se
ha hecho evidente la necesidad de cambiar el espiritu y el contenido de los
planes de estudio correspondlentes

Este texto proporciona una excelente preparacién para el estudio del
cilculo y el dlgebra lineal, aunque es también interesante en si mismo. Su
contenido permite que se le use muy flexiblemente: Se ha planeado para un
curso semestral, pero puede emplearse en casos especiales como base de un
curso anual y es facil adaptarlo a los intereses y preparacion de los estudiantes.
El gran nimero de problemas que contiene permite tener muchas opciones
para asignar tareas y las demostraciones pueden considerarse superficial o
profundamente sin menoscabo de la adquisicién de los conceptos y razona-
mientos basicos. Se han colocado asteriscos para sehalar aquellos ejercicios
particularmente deficiles.

El estudio preliminar del dlgebra y la geometria de los vectores en dos
dimensiones es un tema novedoso para muchos y logra captar el interés del
lector desde el principio. Con esa base se procede a emplear métodos
vectoriales para desarrollar conceptos y técnicas de la geometria analitica, lo
cual brindard a quienes contindGen el estudio de las matematicas una gran
ventaja, y a quienes no lo hagan asi una base s6lida y moderna.

No obstante, hemos tenido cuidado de incluir un tratamiento completo de
los métodos cartesianos tradicionales, paralelo al enfoque vectorial, porque
sigue siendo muy importante adquirir una clara comprensién de los mismos.
En nuestra opinidén el curso que se ofrece en este libro proporciona a los
estudiantes una oportunidad poco frecuente de ver como estdn intimamente
relacinadas dos ramas diferentes en apariencia, y de apreciar lo que vale
contar con més de un método para resolver un problema determinado.

Al final se proporciona informacién que serd de gran ayuda para el
estudiante, como listas de identidades trigonométricas fundamentales, propie-
dades fundamentales de los nGmeros reales, simbolos importantes y un
resumen de las formulas de la geometria analitica. Se emplean diagramas en
color para enfocar la atencidén en los conceptos y procesos més importantes y
para aclarar los ejemplos ilustrativos y los diagramas.

Por (ltimo, los estudiantes disfrutardn de la serie de estudios ilustrados que
aparecen al final de cada capitulo. Estos estudios tienen como finalidad
profundizar y ampliar el interés de los estudiantes en el tema en cuestién y en
sus aplicaciones.

William Wooton
Edwin F. Beckenbach
Frank J. Fleming
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Capitulo 1

\\'4

En este capitulo se presentan el digebra y la geometria
_ de los vectores en dos dimensiones. Los conceptos y
las técnicas desarrolladas en este capltulo se
emplearén en los siguientes para resolver problemas de
geometria analltica.

xiv



Vectores en el Plano

Geometria de Pares Ordenados

1-1 Coordenadas cartesianas

En estudios anteriores de mateméticas se menciona que el producto cartesiano -
A X B (léase “A cruz B”’) de los conjuntos A y B se define como el conjunto
de todos los pares ordenados (x, y) en los cuales la primera componente x, es
elemento de A y la segunda componente, y, es elemento de B. Por ejemplo, si
A= {1,2,3} yB = {5,6,7}, entonces

AX B ={(1,5),(,6),(1,7),(2,5),(2,6),(2,7), (3,5), (3,6), 3, 7}

Un conjunto de pares ordenados tal como 4 X B se puede visualizar como
una malla de puntos, como se ve en la Figura 1—1.

7T .(1’ 7) .(21 7) .(3) 7)
Figura 1—1 61 o(1,6) ©(2,6) o(3,6)
54 e(1,5) o(2,5 oG5

! 2 3

El producto cartesiano que aparecerd més frecuentemente en este libro es
® X @, que denotaremos mediante ®2, donde ® es el conjunto de ntimeros
reales. Por definicién de producto cartesiano.

R = {(x,y):XxXER y y ER}.

Nétese que cada par ordenado en ®? se puede asociar en forma (nica con
un punto S del plano mediante un sistema de coordenadas cartesianas rectan-
gulares, al que se llama también simplemente sistema de coordenadas
cartesiano.



2 Capitulo 1

Las rectas perpendiculares divididas en segmentos numerados que aparecen
en la Figura 1—2 se llaman ejes del sistema de
coordenadas, y su punto de intersecciéon, O, se

llama el origen del sistema de coordenadas. (Tradi- ’ |
cionalmente se dirige el eje horizontal hacia la I 1 | I
derecha y el eje vertical hacia arriba, tal comose & _"__4_591_, b
ve en la figura; sin embargo, esto no es necesario, 1+
y en cada aplicacién hay que orientar los ejes |
perpendiculares como sea mds conveniente.) Las 5T % —
cuatro regiones en que los ejes de coordenadas -1 }1 2
dividen al plano se llaman cuadrantes, y se T |
numeran I, II, III y IV como se muestra en la I | v
Figura 1- 2.

El asociar a cada par ordenado (a, b) un punto Figura 1-2

S se Ileva a cabo como sigue:

1. Por el punto que corresponda al nimero a sobre el eje horizontal (el eje x)
se traza una recta paralela al eje vertical.

2. Por el punto que corresponda al namero b sobre el eje vertical (eje y) se
traza una recta paralela al eje horizontal.

3. Al punto de interseccién S de estas rectas se le asocian las coordenadas (a,
b). S se llama “la grafica de (a, )’ 0 a veces simplemente “‘el punto (a, b)”’.

La primera componente, a, de (4, b) se llama a veces la abscisa de S, y la
segunda componente, b, se llama ordenada de S.

Obsérvese que si para cada punto S del plano se trazan rectas que pasen
por S y sean paralelas a los ejes, entonces estas rectas se intersecan con los
ejes, determinando dos puntos diferentes que son Gnicos. Los ntimeros a y b
que corresponden a los puntos de interseccién forman uno y sélo un par
ordenado (a, b), de manera que la asociacién de un punto dado S con un par
ordenado (a, b) es también tGnica. Es decir, existe una correspondencia
biunivoca entre el conjunto de puntos del plano y los miembros de &7, y la
grafica de ®* es todo el plano.

Debido a que existe esta correspondencia biunivoca, si dos pares ordenados
corresponden al mismo punto, los pares deben ser iguales. Tenemos entonces
que:

B Dos pares ordenados (a, b) y (c, d) de ®” corresponden al mismo
punto si y s6lo si son iguales, es decir, si y sélo si
a=c¢c y b=d

Ejemplo 1.  ;Para qué valores reales x y y se tiene que (x + y, x — y) =
(5, 3)?
Solucion:  Puesto que los pares ordenados son iguales x + y =5y
x — y = 3. Hay que resolver el sistema

x+y=5 ' )
XxX—y=3



Vectores en el plano 3

Para encontrar los valores requeridos de x y y. Sumando
miembro a miembro en el sistema anterior se obtiene

2x = §,
es decir,
x = 4,

Sustituyendo a x por 4 en la ecuacién x + y = 5 se obtiene

44y =5,
y =1

Se puede comprobar que los valores x = 4y y = 1 satisfacen
las Ecuaciones (1). Por lo tanto, los valores requeridos de x y y
son 4 y 1 respectivamente.

Una propiedad importante que debe recordarse es que si se emplea la
misma escala en ambos ejes, entonces la distancia que separaz a dos puntos
A(xy, y1) y B(xs,y,) en el plano est4 dada por la formula de distancia

n d(A,B) = V(x3 — x1)2 + (y2 — ¥1)%
Esto es una consecuencia inmediata del bien conocido teorema de Pitdgoras

y

-+

A(xy, yy) T

Figura 1—3 2=l lﬁ\
1 o} ﬁl' \\ﬁ' o

Flx—x B(x2, y2)

(Figura 1— 3). Al aplicar la férmula de distancia no importa cual de los puntos
sea A(x,,y,) ycual sea B(x,, ys), puesto que

Vixr — x2 + (1 — p2)2 = VI(x2 — x1)2 + (32 — )2

Ejemplo 2.  Calcule cuél es la distancia que separa a los puntos A(—4, 1)
y BG, 2).
Solucién:  Tomando (x, y,) = (=4, 1)y (x2,y2) = (3,2), se obtiene

dA,B)=V[3 — (-] + 2 — 1)?
=72+ 12 = /50 = 5V2.
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Capitulo 1 Ejercicios 11

En los Ejercicios 1— 8, determine para qué nimeros reales la ecuacién es
vélida. Si no existe solucién, indiquelo.

1.
2.
3.

4.

x+35=(-1,94x)
x—4,2)=03,x—15)

2x —7,x+2)= (-5,3)
Gx+2,2x—3)=(8,1)

x—=2,2x+y)=(-1,3)
x4+ 3y, x+4y) = 3, -1

(x2 — 2x,x2 — x) = (3, 6)

(x% 4+ 2x,2x%2 + 3x) = (=1, —1)

© N o

En los ejercicios 9 —14, calcule la distancia que separa a los puntos dados S y
T. Escriba el resultado en la forma més simplificada posible.

9.
10.
11.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.
22,

23.

24,

" 25.
26.

27.

S, 3), T(—2, 6) 12. S(V3, —V3), T(—=V/3,V3)
S(1, —6), T(6, 6) 13. S(4, V3), T2, —1)
S(V2,V2), T(-V2, —V/2) 14. S(V2, —V/3), T(1, 2)

Demuestre que el tridngulo cuyos vértices son los puntos R(0, 1), S(8, —7),
y T(1, —6) es un tridngulo isdsceles.
Demuestre que los puntos R(—4, 4), S(—2, —4),y T(6, —2) son los vér-
tices de un tridngulo isésceles. '
Demuestre que el punto Q(1, —2) es equidistante de los puntos R(—11,
3), S(6,10), y T(1, 11).

Demuestre que el punto Q(2, —3) es equidistante de los puntos R(6, 0),
S(—2, —6),y T(—1,1).

Los puntos Q(1, 1), R(2,5), S(6,8), y T(5,4) son los vértices de un
cuadrilatero. Demuestre que los lados opuestos del cuadrildtero tienen la
misma longitud.

(Son de la misma longitud los lados opuestos del cuadrilatero cuyos
vértices son Q(—2, 3), R(5,2),S(7, —4),y T, —2)?

Use la féormula de distancia para demostrar que los puntos  R(—2, —3),
S(1, —1), y T(4, 3) estan sobre una recta.

Demuestre que los puntos R(—3, 3), S(2, 1), y T(7, —1) estn sobre una
recta.

Demuestre que R(1, 5)es el punto medio del segmento cuyos extremos son
los puntos S(—2, 3) y T(4, 7).

b
Demuestre que M <“—~a _; ¢ , ——ﬂ) es el punto medio del segmento
cuyos extremos son los puntos S(a, b) y T(c, d). )
Calcule cuél es el punto medio del segmento cuyos extremos son S(—2, 9)
yT(@, —1).
Calcule cuél es el punto medio del segmento cuyos extremos son S(—3, 5)
y TG, 2).
Demuestre que para los puntos A(x,, 0) y B(xz, 0), d(A, B) = |x, — x,].

28. Demuestre que para los puntos C(0, y1) y D(0, y,), d(C,D) = |y, — yi|.
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1-2 Puntos y vectores

Se ha visto que se puede asociar cada punto del plano cost un par ordenado
(x,y). Por ejemplo, se puede asociar con el punto R en IJ{“igura 1—4 el par
ordenado (2, —1). También se puede asociar un desplazamiento, o una
traslacién, en el plano con el mismo par ordenadg (x,y). Por ejemplo,
considérese una particula que se mueve de un punto 8 del plano a otro punto,
T, en el plano, sobre una recta. Si la particula se desplaza dos unidades hacia

4
S :
y o 2 —
T ' | I
‘ -1
i |
| [
, . T~ i HE
o M | x ! !
3 L
4 SR(2, -1) 5 : : -
Figura 1—4 Figura 1—5

la derecha y una unidad hacia abajo, entonces este desplazamiento o
traslacién se puede describir mediante el par ordenado (2, —1). En la Figura
1—S5 se muestra esta traslacion.

Puesto que un par ordenado de nimeros reales (x, y) se puede emplear
para determinar una traslacién en el plano, a un par ordenado se le llama
frecuentemente vector (de la palabra latina que significa transportador).La
representacion geométrica de un vector (x, y) es una flecha, o un segmento de
recta dirigido, en el plano; la flecha se llama vector geométrico.

y
2,3

)
2,3)
Figura 1—6 . { f 5 / y/

T / @ ”

2.3

T2, 3)

Puesto que se puede considerar que una traslacién tiene su punto inicial en
cualquier punto del plano S y que tiene un punte final en un punto T del
plano, cada vector (x,y) tiene un nGmero infinito de representaciones
geométricas en el plano. La flecha asociada con (x, y) que tiene su punto
inicial en el origen se llama representacion ordinaria de (x, ), y se dice que
la flecha tiene una posicion ordinaria. Claramente la representacién ordinaria
del vector (x, y) tiene como punto final el punto T que estd asociado con
(x, ). En la Figura 1— 6 se muestran varias representaciones geométricas de
(2, 3); la flecha de color es la representacién ordinaria.



6 Capitulo 1

Si una flecha cuyo punto inicial es T(c, d)= T(a+x, b+y)
S(a, b) es una representacién geométri-
ca del vector (x, y), como se indica en la
Figura 1— 7, entonces el punto final del
vector geométrico es el punto T(c, d)

cuyas coordenadas satisfacen
S(a, b)

(e,d) = (a+ x,b+ ). Figura 1—7

Reciprocamente, si una flecha cuyo punto inicial en S(a, b) tiene al punto
T(c, d) como punto final, entonces la flecha es una representacién geométrica
del vector (x, y), donde

(x,y) = (¢ — a,d — b).
Ejemplo 1. ,Culles son las coordenadas del punto final T del vector
geométrico correspondiente a (3, —2) si el vector tiene como
punto inicial el punto S(—1, 4)?

V4
. S(—1, 4)
Solucién:  Un dibujo como el que aparece a \-r
la derecha ayuda a visualizar la NG -2
situacién. Si (¢, d) denota las coor- \
denadas del punto terminal T de la T Tle, d)
flecha, entonces 14
(c,d) = (=1 + 3,4+ (-2)) +———+—
X
=(2,2).

Ejemplo 2. ;Qué vector corresponde a la flecha cuyo punto inicial es
S(3, 0) y cuyo punto final es T(—2, —5)?

y
Solucion:  Nuevamente un dibujo resulta Gtil. T S(3,0)
Si (x, ») denota al vector con la ottt A——
representacion geométrica dada, +
entonces + 59
(3) = (=2 = 3, =5 = 0) /
= (=5, —5). 4
(=5, =% T2, -3

Obsérvese que normalmente se emplea la notacién S(x, y) para indicar un
punto y sus coordenadas, (x, y) para denotar a un vector o a su representacién
geométrica. Se empleardn letras en negro, tales como v, u y t para denotar
vectores de ®? y letras cursivas como u, v y ¢ para denotar nameros reales. En
este libro se llamard frecuentemente escalares a los nGmeros reales. En
manuscrito es a veces conveniente representar aun vector mediante una letra
con una pequeifia flecha encima, como V, t, y s. Otra forma de denotar a un
vector es subrayar la letra que lo represente, como v, t,ys.
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Ejercicios 1—2

En los Ejercicios 1—10, dibuje la flecha que representa al vector dado y que
tiene como punto inicial (a) al origen, O(0, 0); (b) Q(3, 2); (c) R(2, —1);
(d) (=3, =2); y (e) T(-2,0).

Ejemplo. (4,2)

Solucion: y
Q
T (o] X
R
S
1. (1, D 3. 4, -1 5. (=2,1 7. (—6,—1) 9. (3,0)
2. 3,4) 4, (2,-2) 6. (—3,4) 8. (—2,—4) 10. (0, -95)

En los Ejercicios 11—20, calcule las coordenadas del punto final de la
representacién geométrica del vector dado si su punto inicial es .(a) O(0, 0);
(b) Q(3, 2);(c) R(4, —=1); (d) S(—-3,7);Y (e) T(—6, —b).

1. (1, 6) 15. (7, —8) 18. (=5, —9)
12. (2,4) 16. (3, —4) 19. (—2,0)
13. (=3,5) 17. (=3, —4) 20. (0,4)
14, (-4, 1)

En los Ejercicios 21—28, se dan las coordenadas de dos puntos, Sy T. S es el
punto inicial de la representacién geométrica de un vector (x, y), y T es su
punto final. Diga cuél es el vector correspondiente en cada caso.

21. S(1, 2), T(5, 4) 25. S(7, 12), T(—8, 3)
22. S(3, 5), T(6, 8) 26. S(4, —2), T(—3, 6)
23. S(2, —1), T(=3, 2) 27. S(—6, —4), T(0, —4)
24. S(6, —4), T(—1,5) 28. S(—5, —2), T(—5, 6)

29. Calcule cuil es el par ordenado (x,y) tal que la flecha que va desde
S(x,y) a T(7,3) representa al mismo vector que la flecha que va de
0(0,0)a S. )
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30. Calcule cudél es el par ordenado (x, y) tal que la flecha que va de S(x, y) a
T(9, —3) representa al mismo vector que la flecha que va de O(0,0)a S.

31. La flecha que va de R(3, 5) a S(x, y) representa al mismo vector que la
flecha que va de S(x, y) a T(8, 1). Calcule (x, ).

32. La flecha que va de R(—4, —7) a S(x, y) representa al mismo vector que
la flecha que va de S(x, y) a T(4, 11). Calcule (x, y).

33. Calcule cuél es el par ordenado (x, y) tal que la flecha que va de S(x, y) a
T(6, —2) representa al mismo vector que la flecha que va de Q4,—7a
R@, ).

34. Calcule cuil es el par ordenado (x,y) tal que la flecha que va de
S(—1, —2) aT(x,y) representa al mismo vector que la flecha que va de
Q2,4)a R(@, —2).

!

Operaciones Vectoriales Fundamentales

1—3  Adicién y sustraccién de vectores

El que cualquier vector (x,;, y,) se pueda visualizar como la representacién de
una traslacién de x; unidades en direccién paralela al eje x seguida de una
traslacién de y, unidades en direccién paralela al eje y sugiere que (x,, y,) se
puede considerar a(x;, y;) como la “suma’” de los vectores (x,, 0) y (0, y,).
(Véase la Figura 1—8.) En general (véase la Figura 1—9) una traslacién a lo
largo de cualquier flecha que represente al vector v, = (x,,y;) seguida de

y
y (X1 4x2 y1+¥2)

b
(1, 1)
©,y)
%2
(xh O)
—_—— J—
o X (0] Xy X
Figura 1—-8 ' Figura 1—9

una traslacién del punto final de esta flecha a lo largo de la flecha que
representa al vector v, = (x,, o) produce como resultado una traslacién
total correspondiente al vector (x; + xz, y; + p2). Esto nos permite definir
la adicién de dos vectores de la siguiente manera:

B Sivi = (x1,»1) €R%y vy = (x2,¥2) € ®R?, entonces
Vit ve = (x,p1)+ (x2,¥2) = (x1 + X2, 1 + y2)
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Ejemplo 1.  Calcular los valores de r y s tales que

(r,s) = G, 1)+ (=2,3),
y dar la representaci6n ordinaria de cada uno de los vectores ,
(r3 S)’ (39 1)» and (_2, 3)
Solucion:  Se tiene
rs)=G, 1D+ (—2,3) =3+ (=2),1 +3) = (1,4).

La representacién ordinaria y
de cada vector se‘muestra a 1
la derecha.
(r,s)=(1,4)

2N e

Si se trazan lineas punteadas en la figura anterior completando un parale-
logramo cuyos lados adyacentes sean las representaciones geométricas (ordina-
rias) de los vectores (—2, 3) y (3, 1), entonces la diagonal del paralelogramo
es la representacién geométrica (ordinaria) de la suma (1, 4), como se muestra
en la Figura 1 —10. Debido a esto, se dice que la adicién de vectores se efecttia
de acuerdo con la regla del paralelogramo.

T(1, 4)

Figura 1—10 Figura 1—11

También, como se muestra en la Figura 1—10, existe una flecha que repre-
senta a (—2, 3) cuyo punto inicial es S(3, 1) y cuyo punto final es T(1, 4).
Esto ilustra la regla del tridngulo para la adicién de dos vectores: Si una flecha
que representa al vector v se dibuja con su punto inicial en el punto final de
una flecha que representa al vector u, entonces la flecha que une al punto
inicial de u con el punto final de v representa a la suma vectorial u + v
(Figura 1 —11),
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Puesto que para cualquier vector (x, y) € ®2, se tiene

x, )+ ©0,0) = (x+ 0,y + 0) = (x,),

0,0) + (x,») = (04 x,0 4+ y) = (x,),

el vector (0,0), llamado el vector cero, es el elemento idéntico de la suma
vectorial en ®2. El vector cero se representa usualmente mediante el simbolo
0; su representacién geométrica es simplemente un punto.

El simbolo —v = —(x, y) representa al vector cuyas componentes son los
negativos de las componentes de v = (x, y). Es decir:

B Siv=(x,») €®? entonces —v = —(x,) = (—x, —)).

Por ejemplo, siv = (2, —4), entonces —v = (—2, —(—4)) = (-2, 4). Pues-
to que para cualquier vector v = (x, y), entonces tenemos que

v+ (=) =)+ (=x,—p) = x+ (=x),y + (=) = 0,0) = 0,
—v recibe el nombre de inverso aditivo, o negative de v. Esto lleva a una
definicién natural de diferencia de dos vectores:

B Sivi=(x1,y) ER®y va = (x2,2) € R, entonces

Vi — Ve =¥y + (—Vy)
(x1,¥1) + (—x2, —y2)
= (X1 — X2, Y1 — Y2)

Ejemplo 2.  Calcule los valores de r y s tales que (r, s) = (3, 1) — (=2, 3),
y dé la representacibén ordinaria de los tres vectores
(7‘, S)’ (35 1)9 y (—2s 3)
Solucién:  Se tiene

(rs)=GD—-(=23)=0G D+ 2 -3)= (5 -2

La representacién ordinaria de cada uno de los vectores se
muestra a continuacién.
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En el diagrama que aparece en el ejemplo 2, obsérvese que el inverso
aditivo de (2, —3), es (—2,3), que tiene una representacién geométrica
ordinaria que es colineal y de la misma magnitud que (-2, 3), pero de
sentido opuesto. Nétese también que la representaci6én geométrica ordinaria de
la diferencia de (3, 1)y (—2,3), es (5, —2), es decir, es la representacion
geométrica ordinaria de la adicién de (3, 1) y (2, —3).

En general la representacién geométrica ordinaria de —v es colineal y de la
misma longitud que, v, pero de sentido opuesto. Se puede entonces obtener
una representacion geométrica de la diferencia u — v aplicando la regla del
paralelogramo, o la regla del tridngulo, a la suma u + (—v), como se indica
en la Figura 1—13 (a).

Hay otra forma de visualizar una sustraccién de vectores. Si por ejemplo,el
vector diferencia

6, -2)=0G,1D~—(-2,3)

del Ejemplo 2 se representa mediante una flecha con punto inicial S(—2, 3),
entonces su punto final T tiene las coordenadas o bien

(_2’ 3) + (5’ _2)3 0o (3’ 1)’ S(-2,3)

y

como se muestra en la Figura 1—12. Esto 5, -2)
ilustra lo siguiente: Si w y v son dos T
vectores cualesquiera de G2, entonces la +
diferencia u — v satisface

V—I—(U—V):u,

existen flechas que representan a u, v, y Figura 1—12

u — v tales que forman un tridngulo en el

plano, con las flechas dirigidas como se muestra en la Figura 1—13(b). Esto a
su vez explica por qué se dice a veces que u — ves ‘“‘el vector que vade va u”.

(@) (b)

Figura 1—13

En la siguiente lista aparecen las propiedades fundamentales de la adicién
vectorial. La demostracién de estas propiedades se consideraré en los ejercicios
(pagina 13).
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Propiedades de la adicion vectorial

Si'u, v y s son vectores en (2, entonces

lLu4+vewr? Cerradura
22ut+v=v+u Conmutatividad
33 (u+vV+s=u+ (v-+s) Asociatividad
4 u+0=uy0+u=u Idéntico aditivo
Su+(—w)=0y(—uw)+u=20 Inverso aditivo

Noétese que estas propiedades tienen formalmente la misma apariencia que
las propiedades de la adicién de n(meros reales (véase la pagina 392).
Obsérvese que, en particular, tal como en el caso de la adicibn de ntimeros
reales, la adicién de vectores es basicamente una operacién binaria; la suma
de tres o mas vectores se define mediante

u+v+s=(@u+v)+s,
.u+v+s+t=(u+v+s)+t,

y asi sucesivamente. Claro estd que, puesto que la adici6én de vectores es
asociativa y conmutativa, se puede sumar vectores en grupos de dos, los que
convengan, y obtener el mismo resultado.

Otra propiedad importante de los vectores y de los nimeros reales es el
Principio de Sustitucién.

| El cambiar el simbolo mediante el cual se representa a un objeto
matemético dentro de una expresibn matemditica no altera el
significado de la expresién.

En referencia a la adicién vectorial,este principio se puede enunciar de otra
manera:
Siu=v y s =t entonces u+s = v 4 t.

Ejercicios 1—3
En los ejercicios 1—12,calcular los valores de r y s tales que las afirmaciones
sean verdaderas. Hacer un diagrama que muestre la representaciones
geométricas ordinarias de todos los vectores que se mencionan.

1. (r,5)= 4,1+ (2, -3) 7. (r,5) = (1, -2) — (3, —5)
2. ()= 3,4+ (-1, -5 8. (r,s) = (6,5 — (2,3)
3.(ns)+ 3, - = (2,5 9. (7,-3) — (r,5) = 5, 1)
4, (r,5)+ (6, —2) = (7,3) 10. (=2,4) — (,5) = (3, =2)
5. (5,=3)+ (0,0) = (r,9 1. (r,5) — (1,0) = (5,1

6.

2, -3+ @,6)= (59 12. (r,5) — (3, —2) = (4,5)
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En los ejercicios 1318, s = (—1,4), t = (3,2),y u = (—4, —1). Erron-
trar un vector v, para el cual las ecuaciones dadas sean verdaderas

13.s —v=t 16. u+t=v—s

14. v —s=u 17. t +s =t —v

15. t+s=v —u 1. u—s=t+v
/

En los Ejercicios 19—29, si a, u,v,s, y t son vectorgs/ en ®?* demuestre la
validez de cada afirmacién.

v

Ejemplo. u+vE®>
Solucién:  Seanu = (x1,p1) y Vv = (xz y2). Entonces ’
u+tvs= (xl,)’l)/‘f’/(xz,)*b) = (x; + X2, )1 +%5~

Puesto que la adicién €s cerrada en ®, x; + x2 € Ky y; + p2
€ ®. Por lo tanto’(ﬁ/l + X2, ¥1 + y2) € R

19. u+v=v+u

20, @+ V) +s=u++9
21. v+ (u —v) = u’/’/

22. Siu+4+v=0, t/mtonces u= —v.

23. u+0=u

24. u+ (—u) = 0

25. 5 + t € 4*

26. —u —/v = —(a—+v)

27. Siu4 v = t, entonces u = t — v.

28. §'ra + u = u, entonces a = 0 (unicidad del idéntico aditivo)
29. Sia + u = 0, entonces a2 = —u (unicidad del inverso aditivo)

1—4 Magnitud y direccién de un vector

Para cada vector v = (x, y) en &2, existe un escalar Ginico llamado norma o
magnitud de v. La magnitud de v se denota por ||v]| y se define como

| vl = vx2 + y2.

De acuerdo con el uso tradicional del simbolo radical /", la magnitud de
cualquier vector es no negativa.

Obsérvese, en particular, quesi v = 0 = (0,0), entonces |v|| = V0 = 0.
Reciprocamente si ||lv|| =. 0, entonces v = (0,0) = 0, puesto que /x2 + y2
es 0 si y sblo si tanto x como y son 0. Es decir ||v|]| = Osi y sdlo si v es el vector
cero.

Geométricamente la magnitud de un vector se puede interpretar como la
longitud de una de las flechas que lo representan. Por ejemplo, si una flecha
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que representa a v = (x, y) tiene su punto inicial en A(qa, b), entonces v tiene
su punto final en B(a + x, b + »), y usando la férmula de distancia tenemos

d(A,B) = VI(@a+ x) — aP + [(b + ») — b = Vx2 + y2 = |v||.
Ejemplo 1.  Calcular la magnitud de (3, --2).
Solucién: |3, =2)|l = V32 + (=2)2 = V9 + 4 = V13.

A cada vector no nulo v en ®” se puede asignar una direccién de la siguiente
manera:

B Si v=(x,y)€®% y v = 0, entonces la direccién de v es la
medida del 4ngulo ¢ para el cual -
b4 y ‘ X X
senf = o= — Cos = —m = —— 1)
M~ Vet ? M~ Vegp

y 0 < m°(8) < 360 si 6 se mide en grados 0 0 < mf(8) < 27 si @ se
mide en radianes.
En el resto de este capitulo se medirdn todos los angulos de direccién en
grados.
De las Ecuaciones (1) se sigue que

v = (x,») = (|v] cos 6, |v]| sen 6). Q)

Por lo tanto, un vector queda determinado por su magnitud y su direccién.

Puesto que la direccién de un vector v se define como la medida de un
dngulo 6, entonces al dngulo 9 se le llama el dngulo de direccion de
v.Geométricamente ¢ se acota mediante una flecha que representa a v y el
segmento que tiene el mismo punto inicial que v, que es paralelo al eje x y estd
orientado en la direccién positiva del eje x (Figura 1 —14). Se supone que el
segmento paralelo al eje x es el lado inicial de 6. El segmento que contiene la
flecha que representa a v, y que tiene el mismo punto inicial que esta flecha es
el lade terminal de 6.

\J
. \e
Figura 1—14 )

Ejemplo 2.  Calcular la magnitud y direccién del vector (4, —3).
Solucién:  Primero obsérvese que [|(4, —3)|| = V16 + 9 = 5.

Ahora, por definicibn, la direccién m°(9) de (4, —3) se
determina mediante

-3 4
sen0-—5-— y cosfg= 5
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(Notese, del diagrama adjunto, o bien
del hecho que sen 6 < O y cos ¢ >
0, que el lado terminal de ¢ est4 en el
cuadrante IV. Por lo tanto de la Tabla
2 de la PAgina 389 se obtiene m°(9) =
323° 10'.

Si, para x # 0, se verifica cuidadosamente si x > 0 osi x < 0,y también
se considera si y > 0 o bien si y < 0, entonces se puede emplear la
identidad trigonométrica

sen f h%
= —_—— = = 3
tan cosf x @)
para obtener la direcciébn m°(d) de v = (x, ). Si y = 0, entonces m°(§) = 0
o bien m°(f) = 180 seghn si x > 0 o x < O, respectivamente. Si y = 0,
entonces podemos usar la Ecuacidn (3) con el objeto de calcular el dngulo de
referencia o, con 0 < m°(a) < 90, para el cual

4

tan a =
Entonces, tomando en cuenta lps cuadrantes (véase Figura 1—15), tenemos

m°(0) = m°(a) . Six>0,y>0 (cuadrante 1),

m°(0) = 180 — m°(a) Six < 0,y >0  (cuadrante II),
m°(6) = 180 + m°(«) Six <0,y <0 (cuadrante III),
me(0) = 360 — m°(«) six >0,y <0 (cuadrante IV).

y y
a a \”
6
’ x
m(8) =m°(a) m°(6) = 180 — m°(a)
¥y y

AW : NN/

m@=180+m()  Figura 1—15 M O)=360—m(a)
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Desde luego si x = 0 pero y = 0, entonces m°(f) = 90 o m°(9) = 270
respectivamente paray > 00 y < 0,
Aplicando este método al vector (4, —3) que aparece en el Ejemplo 2, se
tiene
—3 —3 3
tan§ = il tan o = l—4—l = -

Entonces, empleando la Tabla 2 de la pdgina 389 se obtiene m°(a) = 36° 50'.
Puestoque x > 0y y < 0,

m°(8) = 360 — m°(a) = 323° 10,
Nétese que para el vector cero 0, la Ecuacibn (1) de la pigina 14 indicaria

0 0 . 0 0

Sen0=H—0'ﬂ=(—) y COSf = +— = = -

Puesto que estas expresiones no tienen sentido, la direccién de 0 no estid
determinada. Sin embargo, en algunas situaciones es Gtil pensar que el vector
cero tiene una direccién (véase el Ejemplo 3 que aparece a continuacién). Por
lo tanto, se conviene en que se puede asignar cualquier direccién al vector
cero. Esto es razonable geométricamente cuando se considera que la represen-
tacion ordinaria del vector cero (el origen) est4 sobre fodos los segmentos que
tienen al origen como punto inicial.

Si dos vectores tienen la misma direccién, sus representaciones ordinarias
estdn sobre el mismo segmento, el cual tiene su punto inicial en el origen. En
la Seccién 1—3 se menciona que la representacién ordinaria del vector —v es
colineal, y de la misma longitud, que aquélla de v, pero en sentido opuesto;
esto se demostrard més formalmente en el Ejemplo 4. Se dice que los vectores
que tienen la misma direcciébn y que tienen sentidos iguales u opuestos, es
decir, aquellos vectores cuyas direcciones son iguales o difieren por =180°,
son paralelos. Se dice que los vectores cuyas representaciones ordinarias
forman 4ngulos rectos, es decir, cuyas direcciones difieren por £90° o por
=£270°, son vectores perpendiculares u ortogonales.

Ejemplo 3. Demostrar que los vectores v = (a,b) y u = (—b, a) tienen
magnitudes iguales y son perpendiculares.

Solucion*  Las magnitudes son iguales puesto que

lul] = V(=) + a® = Va® + b2 = |v].

Para demostrar que los vectores son perpendiculares suponga-
se primero que v no es el vector cero. Se puede entonces
establecer este resultado demostrando que los puntos O(0, 0),
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S(a,b), y T(—b,a) son los vértices de un trikngulo con
hipotenusa ST (véase el siguiente diagrama). Se tiene

[d(S, M)* = (=b — a)* + (a — b)*
= (=b)® + 2ab + a® + a® — 2ab + b*
=[(=b)* + a®] + [a* + b7]
= [d(0, 1)]? + [d(0, S))?,

es decir
lu = vil® = Jlull® + |Ivl|%

Por lo tanto, debido al inverso del Teorema de Pitdgoras

¥y
T(—b, a)

S(a, b)

10(0,0) x

ZTOS es un angulo recto, y u y v son vectores perpendicula-
res.

Si v es el vector cero entonces u y v son perpendiculares,
pues se acordd que se puede asignar al vector cero cualquier
direccién. Esto termina la demostraci6én.

Si v=(a,b)y u= (—b,a), considerando los posibles signos de a y b
cuidadosamente, se puede ver (Ejercicio 39 en la pagina 20) que si la represen-
tacién ordinaria de v estd en el Cuadrante I, II, III o IV, entonces la represen-
tacién ordinaria de u est4 en el Cuadrante II, III,IV o I,respectivamente. Es
decir, la representacién ordinaria de u est4 adelantada un cuadrante respecto
a la representacién ordinaria de v (en contra del sentido de las manecillas de

un reloj).

Ejemplo 4.

Solucion:

Demuestre que los vectores v = (a,b) y w = (—a, —b) tienen
magnitudes iguales y que son vectores paralelos de sentidos
opuestos. |

Obsérvese primero que

Wil = V(=a)> + (=b)2 = Va2 + b2 = |v|.

(Continuacién solucién)
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Si 0,y 6, son los dngulos de direccion de v y w respectivamen-
te, y si a # 0, entonces

tan 6, = b y tanéb. = —b = b.

a —d a

Se puede emplear el método que aparece en la pagina 15 para
determinar las direcciones de v y w. Por ejemplo, supdngase
que la representaciéon geométrica ordinaria de v estd en el
Cuadrante II. Entonces a < 0y b > 0. Es decir —a >0y
—b < 0, y la representaci6bn geométrica ordinaria de w estd
en el Cuadrante 1V. Puesto que tan 6, =tan 0, entonces 4,
y 4, tienen el mismo 4ngulo de referencia «. Se tiene pues que
m°(8,) = 180 — m°(a) y m°(8,,) = 360 — m°(«), de modo
que m°(6,,) — m°(8,) = 180. Por lo tanto, v y w son vectores
paralelos con sentidos opuestos.

Si la representacién geométrica ordinaria de v estd en los
Cuadrantes I, IIl o IV, la demostracién es similar y el lector
debe llevarla a cabo. El estudio de los casos en los que v estd
sobre un eje, o v es el vector cero, deben llevarse a cabo también.

(Una demostracion equivalente de que v y w tienen sentidos
opuestos emplea el resultado del Ejemplo 3 y el hecho que los
vectores

= (_b’ a) y W = (_aa —b)
mantienen la misma relacién entre si que los vectores
V= (a3 b) y u= (_b9 a)’

si—>b y a reemplazan a a y b respectivamente. Por consiguien-
te, si v 0, u es perpendicular a v y estd adelantado un
cuadrante respecto a v, y w es perpendicular a u y estd
adelantado un cuadrante respecto a u).

Ejercicios 1—-4

En los Ejercicios 1— 16, calcular la magnitud y la direccién del vector dado.
Hay que emplear la Tabla 2 de la Pagina 389 para calcular los dngulos de
direccién con una precisién de diez minutos.

1
2
3
q
5

. (3,3)

. (=5,-9)
. (V3,1

. (=1,3)
. (3,9

6. (5,—12) 1. (3,2) + (0, —6)

7. (=2,0) 12, (=2,4) + (—3,8)
8. (0, —4) 13. (6,5) + (=2, —3)
9. (—6, —8) 14. (=3,4) + (6, —1)
10. (12, —5) 15. (5,1) — (2, —2)

16. (7, —=3) — (=5,2)
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Enlos Ejercicios 1724, calcule aproximadamente cada vector v = (x, y) € ®2
mediante la féormula

v = (x,y) = (|lv] cos 6, |lv] sen 6).

Empiee la Tabla 2, pagina 389, para calcular los valores de cos § y sen 6§ con
dos cifras decimales.

17. ||v|| = 5; m°(68) = 30 21. ||v|l = 2; m°(8) = 300
18. ||v] = 3; m°(9) = 45 22, |v|| = 4; m°(8) = 285
19. ||v]| = 6; m°(6) = 90 23. vl = 7; m°(8) = 210
20. |iv|| = 10; m°() = 120 24. |lv|| = 8; m°(6) = 180

En los Ejercicios 25— 30,calcule el valor de x o y tal que el primer vector sea
(a) paralelo y (b) perpendicular al segundo.

Ejemplo.  (x,3), (2,5)
Solucion:  (a) Sea o el 4ngulo de direccién de (x,3) y 4 el 4ngulo de
direccién de (2, 5). entonces

3 5
tana—; y tanﬁ—j-

(b) Si las tangentes de los dngulos de direccién de dos vectores
son iguales, entonces los vectores tienen la misma direccién,
pero pueden tener sentidos opuestos y por lo tanto son
paralelos. Es decir (x, 3) y (2, 5) son paralelos si

3.3 _6

x_ 2 % X753 ‘
Del Ejemplo 3, pagina 16, se sabe que (—5, 2) es perpendi- '
cular a (2, 5). Por lo tanto (x, 3) y (2, 5) son perpendicula-
res si (x,3) y (—5,2) son paralelos, es decir, si

3.2, o x=_ 15,

x =5 2
25, (X, 4)9 (6’ 8) 27. (3’ y)’ (_2’ 3) 29. (X, _2)* (_'335)
26. (x’ 5)9 (2’ 9) 28. (5’ y)5 (7, - 1) 30. (_35 .V)’ (49 '—1)

En los Ejercicios 31—36,calcule los vectores que se requieren, expresando las
respuestas en forma radical. (Sugerencia: Emplee las Ecuaciones (1) y (2) de

la pagina 14.)

31. Un vector (x, y) cuya magnitud es 5 y tiene la misma direccién que (3, 7).

32. Un vector (x,y) cuya magnitud es 2 y tiene la misma direccién que
2, =3).

33. Un vector (x, y) cuya magnitud es 3 y que es perpendicular a (5, 2).

34. Un vector (x, y) cuya magnitud es 6 y es perpendicular a (—3, 4).

35. Un vector (x, y) cuya magnitud es igual a la de (4, —3). y cuya direccién
es la misma que la de (1, v/3).

36. Un vector (x, y) cuya magnitud es igual a la de (—35, 12) y cuya direccién
es igual a la de (—2, 2).



20 Capitulo 1

* 37. Demuestre que para todos los vectoresuy v € ®2, |ju + v|| < [lul| + I|v|.

* 38. Demuestre que para todos los vectoresuy v € &2, {ju — v|| < [lul| + [|v.

* 39. Demueéstre que si x y y son ambos distintos de cero y (x, y) estd en el
Cuadrante I, IL III 6 IV, entonces (—y, x) estd en el Cuadrante II, 111, IV
6 I respectivamente.

* 40. Demuestre que si x y y son ambos distintos de cero y estd en elcuadrantel,
ILIII 6 IV,entonces (¥, —x)est4 en elcuadrante 1V, I, II 6 III,respectiva-
mente.

1—5  Multiplicacién de un escalar por un vector

Siv = (x,y) € ®?, entonces
v+v4+v=F(4+Vv)+v
=x+xy+y+ Ky
=(x+x+xy+y+y
= (3x, 3p).

Figura 1—16

Por analogia con los nGimeros reales, este resultado sugiere que se pueda
definir 3v como

3v = 3(x, p) = (3x, 3p).

En la Figura 1—16 se muestra una representacién geométrica del vector
v + v 4+ v = 3v. En general, se dice que:

B sSiv=(x,y)eaq? y si 7 € ®, entonces
rv = r(x,y) = (rx, ry).

El vector rv se llama muiltiplo escalar de v. Nétese que la multiplicacién de
un escalar por un vector es un vector.
Siv = (x, y), entonces la magnitud del vector rv es

lrGe, I = llrx, il = VPZxE F 75E = VEGRE F 38) = [r|V/x2 F 2.
Por lo tanto,

n il = Ir] liv]).

La direccién del vector rv es la misma que la de v, pero su sentido puede
ser opuesto. Es decir,
los vectores v y rv son paralelos.

Esto se puede demostrar como sigue: Supdngase que 6 es el 4dngulo de
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direccién de v = (x, y) y que « es el 4ngulo de direccién de rv = (rx, ry).
Entonces si r = 0y x # 0, se tiene

tan0=z’
X

tana = £ = 2.

rx  x

Puesto que tan § = tan «,. entonces vy rv son paralelos.

Sir=0yys 0,pero x = 0, entonces :7zx = 0 y ry # 0.. Por lo tanto,
m°(9) = 90 6 270, y m°(a) = 906 270. Nuevamente v y rv son paralelos.

Finalmente, si r = 0 6 v = 0,, entonces rv = 0.. Puesto que se ha
acordado asignar al vector cero cualquier direccién que convenga, se puede
considerar que rv es paralelo a v en cualquiera de estos casos.

En realidad,estudiando cuidadosamente los signos, se puede demostrar que
si r > 0, entonces rv tiene la misma direccién y sentido que v, y si r < O,
entonces rv tiene la misma direcciéon pero sentido opuesto. Estos resultados se
muestran en la Figura 1—17.

Figura 1—17

<0

llrvll =1rl Ivll

Se ha visto que para cualquier v € ®” y cualquier » € &, los vectores vy
rv son paralelos. Si v = 0, entonces sucede también lo contrario, tal como se
muestra en el Ejemplo 1 a continuacién. Por lo tanto:

B Siuyve®? conv = 0, entonces u y v son vectores paralelos si y
s6lo si existe un escalar r tal que u = rv.

Ejemplo 7.  Demuestre que si u y v son vectores paralelos y v = 0,
entonces existe un escalar r para el cual se tiene u = rv.

~.

Solucién:  Si uw = 0, entonces u = Ov y r = 0. Por otra parte, sean
u=(x1,y1)yv=(x2p:),ysean 6,y 6, los dngulos de dire-
ccidbn de u y v respectivamente.

(Contintia solucién)
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Entonces se tiene -

Y1 _ X1
sen 0, = Hl—lﬂ’ cos O, = ﬂﬁﬂ’

Y2 X2
senfdy, = 7> Cosfy = 7~ -
Tl vl
Puesto que por hipdtesis u y v son paralelos entonces

m°(8,) = m°(8,) o bien m°(8,) = m°(6,) + 180.

Si m°(8,) = m°(6,) = 180, por ejemplo, entonces se sigue
que
PN 4 y X1 —X2
¥l

[[ul

J’1=—W“|J’2 y xi1= sz
u

Por hipétesis ||v]| # 0, de tal manera que— H es un
v

nimero real r.

entonces Y1 =1rys2 y X1 = Fxg

(x1, 1) = r(x2,y32), 0 sea u = rv,como se queria demostrar.

Se encomienda al lector la demostracién para el caso
m°(8,) = m°(6,). Esta demostracién es similar a la que se ha
presentado en este ejercicio.

Empleando las propiedades de los nimeros reales (pagina 394) junto con
las definiciones que aparecen en este capitulo, se puede demostrar que los
productos de vectores por escalares obedecen las siguientes leyes:

Propiedades de la multiplicaciéry de un vector por un escalar:

Si u y v son vectores en ®2 y ry s son escalares, entonces

1. ru € ®? Cerradura
2. (rs)u = r(su) Asociatividad
3. lu=u _ Idéntico multiplicativo
4. ru =0siysdlosir=0 u=0. Cero multiplicativo
5. —lu = —u Inverso aditivo
6.rutv)y=rut+r y Propiedad distributiva
(r + s)u = ru + su
7. |lrvll = [rl vl Propiedad de la magnitud respec-

to a mltiplos escalares
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La primera parte de la propiedad 6 se demuestra en el Ejemplo 2 a
continuacién. La propiedad 7 se demostrd en las paginas 20-21. La demostra-

cibn de las demdis propiedades se considerard en los ejercicios (Ejercicios
35-41, paginas 25-26).

Ejemplo 2. Demuestre quesire®, v = (x,y;) ER%L yt = (xz,y2) € R
entonces

r(v+1t)=rv+4rt

Solucién:  Se tiene
r(v + t) = rl(x1, 1) + (x2, 92)] = r(x1 + x2, 1 + y2)

Por definicién de mdltiplo escalar,

r(xi1 + xo,¥1 + yo) = (r(x1 + x2), (1 + y2)).
Debido a la ley distributiva de los nmeros reales,

(r(x1 + x2), r(y1 + y2)) = (rx1 + rxo, ry1 + 1p2).

De la definicion de adicidén de dos vectores,

(rxy + rxo, ryy + 1Y) = (rx1,ry1) + (rxo, rya).

Empleando la definicién del producto de un escalar por un
vector nuevamente se tiene

(rx1, ry1) + (rxo, 1ys) = r(xq, y1) + r(xe, y2) = rv + rt,

quedando terminada la demostracidn.

Un vector cuya magnitud es 1 recibe el nombre de vector unidad. Por
ejemplo (2, 4y es un vector unidad, pues

1@, 8] = VE)? + @)2 = Vi + 4= V3= 1.

Se puede representar a cualquier vector (x, y) en términos del producto de
un escalar y de un vector unidad que tenga la misma direccién que (x, y).
Para el vector cero esto es trivial, puesto que para cualquier vector unidad
u, Ou = 0. Para un vector no nulo (x, y), nétese primero que

e~ Xy \_ . .
Vi Fy ( T vx2+“y*z> *, ) (1

La magnitud de ( * Y > est4 dada por .

Vx4 p2’ Vx2 4 2
y :\/&t;f;zl
’ x2 + p? :
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X
Puesto que (x,y) s un multiplo escalar de ( et \/xzy+ y2> 'y
x
Vx2 + y2 es positivo, (x,y) tiene el mismo sentido que (’":.———:_ ’
Vx2 4 y2
y
—=————, Por lo tanto,
Vx2 + y2>

x , y
(\/x2 + 2 Vx4 y2>

es el vector unidad que tiene la misma direccién que (x, y), y el producto
deseado aparece en el miembro izquierdo de la Ecuacién (1) en la pdgina 23.
Se puede abreviar esta ecuacion escribiendo

i () =~ @

Ejemplo 3.  Calcule cudl es el vector unidad que tiene la misma direccién
que (—4, 1).

Solucién:  Se tiene

Por lo tanto , el vector unidad que tiene la misma direccibn
que (—4,1) es

(Vi m):

— Puesto que las componentes de ( X Y _ > son sencillamen-

Vxz 4 p2t Vx4 oy
tecos 8,y sen 6 respectivamente, donde ¢ es el 4ngulo de direccién de (x, p),
la Ecuacibn (1), pagina 23, se puede escribir también en la forma

llv!|(cos 6, sen @) = v. 3)

Esta es la forma factorizada de la Ecuacién (2), pigina 14, que permite
calcular v en términos de su magnitud y de su 4ngulo de direccién.

Ejemplo 4.  Exprese al vector (\/2, v/2) en términos de su magnitud y de
su angulo de direccidn 6.

Solucién:  Se tiene

IV, VD)l =vV2+2=+V4=2
Ahora, |
V2 V2

coso=—2~ y sen0=72—»

de donde m°(6) = 45. Por lo tanto, de la Ecuacién (3)
(V2,4/2) = 2(cos 45°, sen 45°),
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Ejercicios 1—5

Enlos Ejercicios 1—8,sear =3,s = -2, u=(1,3),v=(-2,5), m = (-1,
—3), y n= (0, —1). Exprese cada una de las siguientes cantidades en
forma de un par ordenado o de un escalar seglin sea el caso.

1. ru + sv 5. |rm — sv||

2. r(u+v) | 6. [rm|| — [|sv]
3. (r 4+ s)m 7. [Is%v] — [|s%n]|
4. (r+ s)(u + v) 8. |rsul| + ||rsv]|

En los Ejercicios 9— 14, calcule cuél es el vector unidad que tlene la misma
direccién que el vector dado.

9. (—1,2) 11. (3,6) 13. (—4,-2)
10. (2,5) 12. 4, -1 14. (-3,5)

En los Ejercicios 15— 20,determine si los dos vectores dados son paralelos o
no.

15. (3, 4), (15, 20) 18. (9,7), (—81, —56)
16. (-9, 6), 3, —2) 19. (4, —1), (=12,3)
17. (2, —3), (18, —24) 20. (5,3), (-1, —0.6)

En los Ejercicios 21—26, exprese cada vector en términos de su magnitud y
de su 4ngulo de direccién de acuerdo con la Ecuacién (3), pagina 24. Emplee
la Tabla 2, pagina 389, cuando sea necesario para determinar m°(#) con una
precisién de 10 minutos.

21, (V3,1) 23. (3, —5) 25. (=2, —7)
22, (1, =2V/2) 24. \V7,3) 26. (v/10, —V/15)

En los Ejercicios 27 —34,encuentre un vector unidad perpendicular al vector
dado.

Ejemplo. G, -2

Solucién: Del Ejemplo3, pagina 16, un vector perpendicular a (3, —2) es
(2, 3). El vector wunidad en la direccién de (2, 3) es

2 3 s o (2, 3
(\/22 + 32 V22 4 32) (VH \/T3>
27. 2,2)  29.(3,7) 31. (3,0 33. (g, b)

28. (—3,3) 30. (2, —2V3) 32. (0, —4) 34. (a,24)
Parary se® u = (x, y5) €ERL y v = (x,, ¥,) € ®R?, demuesire-fue catla
afirmacién que aparece en los Ejercicios 36—41 es valida.

35. ru € @2 37. lv=v

36. (rs)v = r(sv) 38. —lv= —v
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39. (r + s)v = rv+ sv
40. ru = Osiysdlosir =0 6 u=0.
4. r+ )X+ v) = ru+ rv + su + sv

* 42, Demuestre que si [ju + v|| = |[lu]| + [|v|,. entonces u y v tienen la misma
direccidn.

* 43, Demuestre quesi u y v tienen lamisma direcciénentonces [ju + v|| = |jul| +
livil.

1—6 Producto interno de vectores

Siuy v son vectores no nulos y u es perpendicular a v, entonces u, v, yu — v
(el vector que va de v a u) tienen representaciones geométricas que forman un

— u—yv

Figura 1—18

tridngulo rectdngulo. (Figura 1 —18). Aplicando el Teorema de Pitdgoras a este
* tridngulo, se tiene

lu = vi|® = Jlull® + [Iv]* M
Ahora,con u = (x1,51) YV = (x2,V2),la Ecuacién (1) es equivalente a
G = x2)* + 1 — »2)” = (1 + pD) + (3 + D). @

Si el primer miembro de la Ecuacién (2) se desarrolla, se encuentra que

xi — 2xx2 + x5+ yT — e + ¥5 = (3 4+ ¥D + 3 +)3),
o bien, ordenando los términos del primer miembro, ’
G4 yD + G343 — 200xe 4 yive) = G+ YD+ E+ D). Q)
Sumando —(x? 4 »7) — (x3 + »2). a cada miembro de la Ecuacién (3) se
obtiene
—=2(x1xg + y1y2) = 0,
de donde,
X1x2 + y1y2 = 0. 4)

Cada paso de este proceso es reversible, asi que la Ecuacién (4) implica la
Ecuacién (1); por el inverso del Teorema de Pitdgoras la Ecuacién (1) implica
que u es perpendicular a v. Ademads, si u, o bien,v, es el vector cero, entonces u

y v se puede considerar como perpendiculares, y claramente se satisface la
Ecuacién (4). Se concluye entonces que

u=(x1,y1)y v= (xg, yo)son vectores perpendiculares 5)
siy sblo sixixy + yiy, = 0.
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La expresibn x;x» + yy, ocurre con tanta frecuencia cuando se trabaja
con vectores (no solamente con vectores perpendiculares) que se le da un
nombre, y se le asigna un simbolo especial. Se llama producto interno,
producto punto o a veces producto escalar de los vectores (x,, y,)y (x2, ya), ¥y
se representa a este producto mediante el simbolo (x;, y1) - (x2, y2). Es decir,
se tiene la siguiente definicidn.

B Siu=(x,y)€ER? y v = (xs)2) €R> entonces
uev = (xy, 1) (x2,¥2) = x1X2 + y1pa.

Nétese que el producto interno de dos vectores es un escalar, a saber el
nimero x;xs + y1y.. Por ejemplo,

1L3) (=LY =MEEDH+ G2 = -1+6=5,
2,3)- (7, =5 = @D+ O)(=3) = 14+ (-15) = -1,

0,0)-(1,3) = O + 0)3)=0+0=0.

La afirmacién (S) que aparece en la pigina 26 se puede escribir de la siguiente
manera en términos del producto interno de u y v:

B Siu € ®*y v € ®?, entonces u y v son vectores perpendicula-
res siysdlosi u-v = 0.

Ejemplo 1. Demuestre que (3,6) y (—2, 1) son vectores perpendiculares.

Solucion: Se tiene
G,6)-(—=2,1) = 3)(—=2)+ (6)(1) = —6 + 6 = 0.

Por lo tanto (3, 6) y (—2, 1) son vectores perpendiculares.

Se vio en el Ejemplo 3, pagina 16, que los vectores de la forma (x, y) y
(—y,x) son perpendiculares: Se puede ahora confirmar esta afirmacién
facilmente notando que

x5, (=3, x) = ()(=p) + O)x) = —xp + xp = 0.

Puesto que (—y, x) se emplea muy frecuentemente al trabajar con vectores se
le asigna un simbolo, Se define pues al vector v, como sigue:

| Siv = (x, ), entonces v, = (—y, x).

Claramente se tiene que v v, = (x, ) (—y.x) = 0.
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Ejemplo 2. Encuentre un vector wunidad: perpendicular al vector (—2, 4).

Solucién:  Siv = (-2, 4),entonces vp = (—4, —2) es perpendicular av.
Por lo tanto un vector unidad perpendicular a v:es
Yo _ (=42
vl (=dy2 ¥ (<2)2
_(=4,-2) _ (=4.-2) _ (=4,-2)
VIE+4 V20 W5

=2, =1
AV5 V5
Es facil verificar que el producto interno de vectores tiene las siguientes
propiedades:

Propiedades del producto interno de vectores

Siu, v,son vectores de &2 y r es un escalar, entonces

l.Luv=v-u Conmutatividad
2. r(u-v) = (ru) - v Asociatividad escalar
3sc(ut+v)=s-uts-v, y Distributividad
4+ v):s=u-s+v-s
4, v-v = |v]|? Propiedad de la magnitud respecto

al producto interno.

La propiedad 4 se demuestra en el Ejemplo 3 a continuacién. La demostracién
de las demds propiedades se encomienda al lector (Ejercicios 31—34, pigina .
29).

Ejemplo 3. Demuestre quev v = ||v||%

Solucién: Sea v = (x, y). Entonces
vev = (x5, (x,3) = x4+ p? = |v]|%

Ejemplo 4. Demuestre que |lu + v[|2 = |lu|%2 + ||v]|2 + 2u-v.
Solucién: Empleando las propiedades del producto interno se tiene

lu4+v)2= @+ v)-(u+v) Propiedad de la magnitud
u-(@+v)+v-u+y Distributividad
=uu+u-v+v-u—+ v-v Distributividad
=u-u+v-v+2u-v Conmutatividad y
asociatividad

flull> + liv]2 + 2u-v Propiedad de la magnitud

]

l

Il
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Observando que u—~ v =u+ (—v), que u-(—v) = —(u-v), y que
|=vl| = [lvll, se puede emplear el resultado del Ejemplo 4 para demostrar que
Ju— v = Tul® 4+ [vi? — 2u-v.

De esta ecuacién se sigue que
it 2 Noll 2 | ]
u-y = Jlul® 4+ v = e = vE (6)
Por lo tanto,

R | - Jlj,lfzz— flu—v)?

Es decir, el producto interno de los vectores u y v se puede expresar en
términos de sus magnitudes y de la magnitud del vector que va de v a u.

Ejercicios 1—6
En los Ejercicios 1—8,calcule el producto interno de los vectores dados.

1. (=1,2), 3, ) 4. (2.0),(-3,0) 7. (vV3,2). 2V3,5)
2. (2,4),(-4,2) 5. (vV2,3)., (—1,5) 8. (=V3,\5), (vV2,v6)
3. (0,4),(-2,0 6. (4.\"3), (—3,2\3)

En los Ejercicios 9—16,encuentre un vector unidad perpendicular al vector
dado.

9. 3,4 1. (=3,V7"  13.3,-D 15. (—3,0)

10. (2, —\/5) 12. (—=283,4/3) 14, (=5, —4) 16. (0,5)

En los Ejercicios 17—24,encuentre un valor de x, o de y, tal que el primer
vector sea perpendicular al segundo.

17. (x,5), (3, 1) 20. (3. ), (0,2) 23. (—4, —y), (—3, —8)
18. (x, —2), 3, —4)  21. (—x,2), (2,3) 24. (7, —y), (3, —21)
19. (—4;y), (3,2) 22. (—x, —2), (=1, —5)

En los Ejercicios 26—30,calcule u - v, si §, es el 4ngulo de direccién de u y 4,
el 4ngulo de direccién de v. Use los valores exactos de cos 6 y sen 6.

25. 'all = 2, m°(8) = 30; v = 4, m°(0,) = 60
26. 'yl = 3, m°(6,) = 45; vl = 5, m°(0,) = 30

27. lu! = 4, m°(6,) = 60; 'v! = 4, m°@4,) = 150

28. jull = 7, m°(6,) = 120; lv!' = 2, m°(0,) = 135

29. [ul = 3, m°(0,) = 0; 'vi = 4, m°(9,) = 330

30. [ull = 6,m°(8,) = 180; v = 6, m°(0,) = 270

En los Ejercicios 31—34,para rc ®, u = (x;, y;) ER?, vV = (x5, ¥;) ER% y
s = (X3 y3) € ®?% demuestre que la afirmaci6n dada es correcta.

3. u:v=v-u 33. s-(u+v)=s:u-+t+s-v

32. r(u-v) = (ru)-v 34. (u+v):'s=u-s+v-s

Il
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35. Demuestre que si u es perpendicular a v,entonces —u es perpendicular

av.
36. Demuestre que si u es perpendicular a v,entonces ru es perpendicular a v.
37. Demuestre que [[u,/| = [[ull.
38. Demuestre que (u,), = —u.

39. Demuestre mediante un contraejemplo, que u-Xx = u-+y no implica ni
quex = yni queu = 0.

40. Demuestre mediante un contraejemplo, que u -+ x = 0 no implica ni que
u=0 niquex = 0.

* 41, Demuestre que si ju + v|| = |ju — v||, entonces u y v son perpendicu-
lares.
* 42, Demuestre que (u — v)- (u + v) = |ju]|Z — |v||%

Relaciones entre vectores

1-7 Angulo formado por dos vectores

En la Seccién 1—S se vio que se puede emplear el concepto de miltiplo escalar
para determinar si dos vectores son paralelos o no. Existe otro método para
determinar si dos vectores son paralelos o no, que es sencillo, y se aplica a
cualquier vector incluyendo al vector cero. Este método emplea el producto
interno.

Sean u = (x1,y1) y v = (x2, y2) dos vectores de ®% Obsérvese que
uvy, = (x5, 1) (—ya, x2) = —x1¥2 + y1x9,

y (Ejercicios 23, pégina 33) que —x1y; + y1x2 = 0 si y sélo si u es un
multiplo escalar de v, es decir, si y s6lo si u y v son paralelos. Por lo tanto:

[ | Siu= (x,y)) €R? y v = (x2,y2) €ER?, entonces u y v son
vectores paralelos si y s6lo siu-v, = 0, es decir, siy sélo si

(x1, y1) (—py2,x2) = 0.

En la Figura 1—19 se ilustra la interpretacién geométrica de este resultado
para el caso en el que tanto u como vseandistintos de cero.

Figura 1—19
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Ejemplo 7.  Demuestre que los vectores (—1, 4)y (3, —12)son paralelos.

Solucién:  Sean uw = (—1,4) y :v = (3, —12). Entonces v, = (12,3), y
u-v, = (—1,4)-(12,3) = (-DNU)Y)+ HB)= —12+ 12 =
0. Por lo tanto.,u y v son paralelos.
Recuérdese de la trigonometria que la Ley de los Cosenos afirma que en un
tridngulo ABC donde a, b y c son las longitudes de los lados opuestos a los
dngulos A, B y C respectivamente,

a* = b% 4+ ¢? — 2bccos A. (1)
y
a
b u—v
a
[4 o
v
[0) x
Figura 1—-20 Figura 121

Sean ahora u y v dos vectores no nulos y no paralelos,y compérese al
triangulo A ABC de la Figura 1—20 con el tridngulo formado por la
representacién geométrica de los vectores u, vy u — v en la Figura 1-21. En
esta figura es el 4ngulo que forman las representaciones geométricas ordina-
rias de u y v, o recibe el nombre de angulo entre los vectores u y v. Puesto que
aes un 4ngulo de un tridngulo, m°(«) estd entre 0 y 180. Si, en la Ecuaci6n (1)
se sustituye a a por [ju — v||,a b por |ull, a ¢ por |vl, y a 4 por «, se tiene

lu = vl|® = Jull® + l|? — 2ju]l |v]| cos a, ()]
que se puede escribir en la forma

2full fivl cos & = lull* + (v} — fju — v[}% 3)

Entonces, debido a la Ecuacién (6) de la pigina 29 se puedereemplazar al
segundo miembro de la Ecuacibén (3) por 2u - v para obtener

2|jull [|[v] cosa = 2u-v, (4)
de donde,
u-v
. COSa = Hmm‘vﬂ . (5)

La Ecuacién (S) es también valida (Ejercicios 21 y 22, pdgina 33) si los
vectores no nulos u y v son paralelos. Entonces, dados dos vectores no nulos u
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/

y vsiempre se puede emple;l/r la Ecuacién (5) para identificar la medida del
dngulo a,con 0 < m°(a) £ 180, que separa a sus representaciones geométri-
cas ordinarias. (Si u. 0 v, o/ambos son cero, entonces un ingulo « de cualquier
medida se puede considerar como el dngulo entre u y v; sin embargo, para
abreviar, es posible referirse a/ 4ngulo «, entre u y v aGn en este caso,
queriendo decir “‘el 4ngulo asignado” a.)

Ejemplo 2. Encuen;/re el valor aproximado del 4ngulo entre los vectores
2,3) y (—1,4).
Solucién:  Sean w = (2,3)y v = (—1, 4), Entonces
Wl = VEFFE =V y v = VEDTF R = VT,
de"’manera que, usando la Ecuacién (5),
| 2, 3)-(=1,4) _ _10_
VI3V17 V221
/De la Tabla 1,en la pagina 388 /221 = 15. Entonces,

/ cosa = 12 = 0.67.

CoOSa =

De la Tabla 2,en la pagina 389 se obtiene
m°(a) = 48.

Si m"/"’(a) = 90, entonces la Ecuacion (5) de la pagina 31 se puede escribir

como /

cos 90° = Vs
[ul [v]

o bien puesto que 90° = 0,

u-+v
Tl vy = & ©

Puesto que [Jull £ 0 y [iv] # 0,. la Ecuaci6n (6) es equivalente a

u-v =20,

Este resultado es consistente con el criterio (pdgina 27) para determinar si los
vectores u y v son perpendiculares.

También se puede emplear la Ecuacién (S) de la pdgina 31 para determinar
si dos vectores no nulos u y v son paralelos. Se ha visto que las medidas de los
dngulos de direccién de dos vectores paralelos son;o bien iguales, o difieren
por . =180°. Entonces la medida del angulo entre dos vectores paralelos es
0° o bien 180°. Por lo tanto, como cos 0° = 1y cos 180° = —1, los vectores u
y v son paralelos si y sélo si

u-v )
Tl vl = 1 obien —1. @
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Ejercicios 1—7

En los Ejercicios 1—12, determine si los pares de vectores dados son
paralelos, perpendiculares o bien oblicuos. Si son oblicuos, calcule cuél es la
medida del 4ngulo entre ellos con una precisién de un grado.

1. (=1,2), (2, 1) 7. V3, 1), 1,V3)

2. (2,3), (6, —4) 8. (V2,v2),(0,5)

3. (=3,7), (6, —14) 9. (4, —1), (=1, —4)

4. (1,5), (=2, —10) 10. (V'2,V3), (=V15, —=/10)
5. (—4,3),(1,0) _ 1. (v/3,3),(2,V?2)

6. (0,1), (12,5 12. (=2,V5), V2, —5)

En los Ejercicios 13— 16,calcule con una precisién de un grado, la medida de
los &ngulos del tridngulo que tiene a los puntos dados A, B y C como
vértices.

13. A(0, 0), B(6, 0), C(3, —3V/3) 15. A(1, 1), B(1,4), CG5, 1)
14. A(0,0), B(—3,4), C(4,0) 16. A(—1,2), B(3,2), C(1,5)

En los Ejercicios 17—22, para los vectores no nulos u,v, y t en &2
demuestre que las afirmaciones hechas son vélidas:

17. Siu||v y v]| t,entonces ulft.

18. Siulv y v_Lt entoncesu | t.

19. Siu L v,entonces u L —v.

20. Si u || v, entonces el 4ngulo entre u y v es igual o bien al 4ngulo entre v y
t o bien al suplemento de ese angulo.

21. Siu = rv, r > 0, entonces
. u-v

Tl vy = !

¥22. Siu = rv, r < 0, entonces

u-v._
Tl vy =

k¥ 23. Demuestre que si u = (xy,y;) y v = (xg, yo),. entonces —x,y, +
y1x2 = 0 siy solo si u es maltiplo escalar de v. (Sugerencia: Para la parte
“solo si”’ de la demostracidn, considérense los siguientes casos:

(1) x2#0,
(2) x2 =0 peroys # 0,
(3) (x2s }’2) = (O’ 0)
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1—8 Descomposicién de vectores

Lasumas 4+ t = v de dos vectores s y t es a veces llamada la resultante de s y
t, a s y t se llaman las componentes vectoriales de v. En muchas ocasiones
resulta Gtil expresar a un vector dado como la suma de dos componentes
vectoriales no paralelas con direcciones dadas. El expresar a un vector v como
la suma de componentes vectoriales que son multiplos escalares de dos
vectores no paralelos dados s y t recibe el nombre de descomposicién del vector
v en sus componentes paralelas a s y t, o bien a v se le puede expresar como
una combinacion lineal de s y t (Figura 1—22).

¥ pd )
v
Yi
xi
O, 1)
s
o t x (0] i(1,0) x
Figura 1—-22 Figura 1-23

Es siempre posible descomponer a un vector dado de ®? en componentes
vectoriales que son miitiplos escalares de cualesquiera dos vectores no nulos y
no paralelos s y t; de hecho, esto siempre se puede hacer simplemente
resolviendo un par de ecuaciones lineales simultineas. Los vectores s y t se
llaman entonces la base del conjunto, o espacio, de vectores en ®>.

En esta seccién se considerard solamente el caso en que los vectores de la
base sean perpendiculares (ortogonales). Un par particularmente importante
de vectores unitarios ortogonales es el formado por i, j donde

i=@10 y j=@OD

En la Figura 1—23 se muestra la representacién geométrica ordinaria de i y j.
Es fécil expresar al vector v = (x, y) como la suma de mdltiplos escalares
de iy j. Puesto que

(x,») = (x,0) + (0, y),

y como (x,0) = x(1,0) 'y (0, = 0,1,

tenemos (x,y) = xi + yj. (D
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En esta expresion de (x, y) dado como una combinacién lineal de iy j, los
escalares x y y se llaman las componentes escalares de (x, y) paralelasaiyj,y
los vectores xi y yj son las componentes vectoriales de (x, y) paralelas a i y j
(véase la Figura 1—23).

Cualquier vector v de ®® se puede escribir en una y sélo una
combinacién lineal de un par dado de vectores unitarios ortogonales u = (u,
U) y u, = (—us, uy). Es decir, (véase la Figura 1—24) hay una y sélo una

Figura 124

pareja de escalares a y b tales que
v = au + bu,. 0]

Para determinar los valores de a y b,tomese primero el producto escalar de
cada miembro de la Ecuacién (2) con u. Se obtiene

usv = u-(au + bu,)

= a(u-u) + b(u-u,). 3)
Puesto que u+u = {[ul|®> = 1y u-u, = 0, la Ecuacién (3) es equivalente a
u-v =a C))
Ahora. témese el pfoducto escalar de cada miembro de la Ecuacién (2) con
u,. Se obtiene
U, v = u, - (au 4 buy)
= a(u, - u) + b(u, - u,)
o sea = a(0) + b(),
u,-v=>b (5)

P

Por lo tanto, los finicos nGmeros reales que satisfacen las condiciones
impuestasaay bson u-vy u,-v.

Es posible comprobar que los valores u:v = a y u,-v = b satisfacen la
Ecuacién (2) desarrollando la expresién (u - v)u + (u, - v)u, (véase el Ejercicio
30, pagina 40). Por lo tanto, la ecuacién

| v = (u-v)u+ (u, v, (6)

proporciona la descomposicién finica de cualquier vector v en ®? en
componentes que son multiplos escalares de los vectores unitarios ortogonales

uy u,
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Se emplearan los simbolos Comp,v: y Comp,,v, para denotar a las
componentes vectoriales de v paralelas a u y u, respectivamente. Por lo tanto,

A2

It

Comp, v + Compy, v

= (u-vju + (u, - vVu,.
1 1
Ejempio 1.  Calcule Comp, v y Compy, v siu = (:/-5, 75) yv=(2,1D.

Solucion:  Obsérvese primero que U es un vector 1unidad:

i = () + () -

1 1 1 1
Puesto qu = |—=, —= |, se tiene = <* B *) .
uestodie (\/2 vz)’ e V2’ V2

Ahora, usando la Ecuacidn (6), pagina 35, se expresa a v como
la suma de componentes paralelas a u y u,. Se tiene pues

1Ly L, Ly,
@, l)szi \/ﬁ) <2,1)]u+[< > V,i) (Ll)}up

Entonces

Comp v=_3_<.' CLN 33y,
u Va\v2 Va2 (2 2)

Compu, v = 1o Lol !
P \/5.( V2 V’E) (2 2)

Comprobacion: (3,3) 4+ (4, —3) = (2, 1).

Se puede expresar a un vector v como la suma de multiplos escalares de
vectores ortogonales (no nulos) que no sean unitarios modificando la Ecuacidén
{6) pagina 35. Supdngase, por ejemplo, que se desea expresar a un vector v
como la suma de un maltiplo escalar de un vector no nulo t y de un mdltiplo

escalar de t,. Recuérdese (pAgina 24) que ”i es el vector en la direccidn de t.
it
t
Entonces nétese que (Ejercicios 27, y 28, pagina 39) <~t[’) = HTPH y que % es
« 1t /e it

i
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el vector unidad en la direccién de t,. Es decir, se puede sustituir a u por
t tp

IR

It por up en la Ecuaclén (6), pagina 35, para obtener
Al

V- (Tml;) et (tJTtHD e, ®

que es la suma requerida.

o bien

. tp - t t
Los coeficientes escalares ﬁ!ﬁ y h— de los vectores unitarios TH y m
\ i
en la Ecuacién (7) son las componentes escalares de v paralelas aty t,
; t-v tp
respectivamente. Se escribird Comp, v = WE y Compy, v = "t'\ . (Obsér-

vese que la notacién que indica componentes vectoriales es “Comp” en
negrita, mientras que la notacién para componentes escalares es ‘“‘Comp” en
tipo ordinario).

Ejemplo 2. Calcule las componentes escalares de v = (—2,3) que son
paralelasa t = (1,1) y tp.

Solucion:  Nétese primero que [t = /2 y que t, = (—1,1). Ahora,
usando la Ecuacién (7) anterior, se tiene

S ) S T G 1 RPN
Y (\/5 ( ’”) ||tu+< 3 ”’”) Tt

_(FREN L 2N b
Vi )T ( 3 > It
o bien
1 t 5 tp
V=" o7+ o2 ao
V2t 2
Por lo tanto,
1 5
Comp, v = 2 and Comp,, v = T/E
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En la Figura 1—25 se ilustra el hecho de que

_(toy _ (v
Comp. v = (11t;12>‘ y  Comp,v = (||t|2> *

son vectores paralelos a (pero no necesariamente en el mismo sentido) t y t,,

Figura 1-25

respectivamente, y que la suma de estos vectores es v. El escalar
t-v
Compe v = -
el

t-v
= TevT fIvll

[Iv]l cos « (Ecuacién S, pagina 31)

es o bien la magnitud, o su negativo, de Comp, v,
Compe v = =|/Comp, v||,

de acuerdo con que t y Comp, v tengan o no el mismo sentido. (Ejercicio 29,
pagina 39). Andlogamente,

Compy, v = ={Compy, vl|.

Para los vectores que aparecen en la Figura 1—25 se tiene Comp,v = —
{Comp, v|| y Compy, v = [[Compy, v|.

Obsérvese en la Figura 1—25 que la representacién geométrica del vector
Comp, v es la proyeccion perpendicular de la representacién geométrica de v
sobre la recta que contiene la representacién geométrica de t. Por este motivo,
Comp, v se llama a veces la proyeccion vectorial de v sobre t, y Comp. v se
llama a veces la proyeccion escalar de v sobre t.



Vectores en el plano 39
Ejercicios 1—8

En los Ejercicios 1—8,exprese cada vector como una combinacién lineal de
1 1
(@ iyj:(b) uy u, donde u = (:7? ' \—/?2—) ;lc) ty t, donde t = (3, 4).

1. (1,2) 3. (—1,0) 5. (-3, -4 7. (5, —6)

2. (3,5 4. (-2,3) 6. (—5,—12) 8. (4,-3)
En los Ejercicios 9— 12, calcule la medida del 4ngulo entre los vectores dados
con una precisién de un grado. Use la Tabla 2 de la pagina 389 cuando sea
necesario.

9. u= —3i+4j,v=4i+ 3 11. u=3i — 4j; v = 5i 4+ 12j
10. u = 2i+ 3j; v =21 — 3j 12. u=2i — 3j; v= —4i+ 6§
En los Ejercicios 13— 16, encuentre la proyeccién vectorial y la proyeccién
escalar de v sobre u.

13. u=(3,2),v= (1, -2 15. u= (4, -2),v = (—3,—4)
14. u = (—4,3),v= (2,1 16. u = (—2,-7),v = (-5, —12)

17. Encuentre la proyeccién escalar de v sobre u, si u y v son perpendiculares.

18. Encuentre la proyeccién escalar de v sobre u si uy v (a) tienen el mismo
sentido y (b)tienen sentidos opuestos.

En los Ejercicios 19—22, calcule cuél es el vector unitario u para el cual las
afirmaciones hechas son vélidas.

19. (=5, 10) = 5u + 10u, 21. (0,2v/5) = 4u + 2u,
20. (—v/2,5V2) = 4u + 6u, 22. (—31,27) = 13u + 39u,

En los Ejercicios 23— 26.demuestre que las afirmaciones hechas son vélidas.
23. i-i =1 24, j-j=1 25.i-j=0
26. (xii 4 yuj) - (x2i + yoj) = x1x2 + y1y2

* 27. Demuestre que para cualquier vector no nulo t € ®2,

).~

t
* 28. Demuestre que 75— es el vector unidad en la direccion de t,.
i

* 29. Demuestre que para cualquier vector v y cualquier vector no nulo t € ®2,

t

Compe v = m Compy v,
!

y,que por lo tanto, Comp, v = =|/Comp, v|| seglin t y Comp, v tengan el
mismo sentido o sentidos opuestos.



40 Capitulo 1

* 30. Demuestre que para cualquier vector v € ®” y cualquier vector unidad
u e ®?

v = (u-v)u+ (up- v)up.

[Sugerencia: Considere que u = (uy, u3) y que v = (U1, U2).]
* 31. Demuestre que para cualesquiera dos vectores vy t € ®R2,

[t Py = (t-v)t + (tp - V)t

* 32, Demuestre que para cualesquiera dos vectores vy t € ®2,
2 ]2 = (- v)? + (t - v)%

* 33. Emplee el resultado del Ejercicio 32 para demostrar que [[uf}?[[v||* > (u-v)®

Resumen del capitulo

1. Existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de puntos del
plano y el conjunto ® X ®, 0 ®?, de pares ordenados de nameros
reales.

2. Como consecuencia de esta correspondencia biunivoca dos pares ordena-
dos (a,b) y (c,d) representan al mismo punto del plano si y sdlo si los
dos pares son iguales, es decir, siy sblosia = cy b = d.

3. La distancia que separa a dos puntos A(xy, 1) y B(xz, y2) en el plano, si
se emplea la misma escala en ambos ejes, estd dada por la férmula de
distancia

d(A,B) = V(x; — %12 + (2 — y1)2.

4. Se puede interpretar a un vector en &> como una traslacién o desplaza
miento, descrita por un par ordenado de nameros reales. La primera
componente indica un desplazamiento paralelo al eje x; la segunda
componente indica un desplazamiento paralelo al eje y.

5. La representacién geométrica de un vector v en ®°, llamada vector
geométrico, es una flecha, o segmento dirigido en el plano. Cada vector
tiene un n@mero infinito de representaciones geométricas, una de las
cuales empieza en cada punto del plano. La representacion geométrica de
v cuyo punto inicial es el origen recibe el nombre de representacién
ordinaria de v y se dice que est4 es posicion ordinaria.

6.Si (a,b) y (c,d) son puntos inicial y final respectivamente de un vector
geométrico que representa a (x, y), entonces

(c,d)y=(a+ x,b+ ) y (x,y) = (c — a,d — b).

7.8ivi = (x1,y1) Y V2 = (X, y2),entonces vy + Vo = (X1 + X2, 71 + y2).
8. Se pueden emplear tanto la regla del paralelogramo como la regla del
triangulo para encontrar la flecha que representa una suma vectorial.
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El vector (0, 0), que se denota mediante el simbolo 0, recibe el nombre de
vector cero; su representacion geométrica es un punto.

Si v = (x,y), el vector —v = (—x, —y) recibe el nombre de inverso
aditivo, o negativo de v. La diferencia de los vectores v; y v, esta dada
por

Vi — Vo =V + ('—Vg).

La representacién geométrica ordinaria de —v es colineal con la de v, pero
tiene sentido opuesto. Existen representaciones geométricas de los vectores
u, vy u — v. que forman un tridngulo. La representacién geométrica de
u — ven este tridngulo se puede describir como “el vector que va de v a
u’’; este vector se calcula aplicando una forma de la regla del tridngulo.

La magnitud ||v| de un vector v = (x, y) es un escalar nico definido por

IVl = v/x2 + 2.
La magnitud de cualquier vector es no negativa y se puede interpretar
como la longitud de la correspondiente representacién geométrica.

La direccién de un vector no nulo v = (x, y) es la medida del 4ngulo ¢
para el cual

X
sen @ =~ Yy cosf = —-.
(vl

Se tiene 0 < m°(8) < 360 si 9 se mide en grados, o 0 < m*(8) < 2 si se
mide a 6 en radianes. Geométricamente 6 se determina mediante dos
segmentos, el primero, R que contiene la representacién geométrica de v
y que tiene el mismo punto inicial S que v, y el segundo, R;, cuyo punto
inicial es también S y que tiene la misma direccién que la parte positiva
del eje x. Si se toman en cuenta los signos de x y y, y x # 0, entonces la

medida de ¢ se puede calcular mediante la formula tan § = i .

Se conviene,en que se puede asignar cualquier direccidén al vector 0.

Dos vectores son paralelos si y s6lo si tienen la misma direccién y el mismo
sentido 6 sentidos opuestos. Dos vectores no nulos son perpendiculares
(ortogonales) si y sOlo si sus representaciones geométricas ordinarias
forman un dngulo recto.

Los vectores (x, y) y (—y, x) son perpendiculares.
Si resunescalary v = (x, y) € ®%, entonces
rv. = (rx, ry).

Al vector rv se le llama miltiplo escalar de v. Si » > 0, rv' y v tienen el
mismo sentido; si » < 0, tienen sentidos opuestos. Los vectores u y v,

-~ v # 0,, son paralelos si y sblo si u es maltiplo escalar de v.

17.

Se dice que un vector cuya magnitud es 1, se llama vector unidad.
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Cualquier vector se puede representar como el producto de un escalar por
un vector unidad que tenga la misma direccién que el vector dado.
Cualquier vector se puede representar en términos de su magnitud y de su
dngulo de direccién. (Para el vector cero la representacién no es Gnica.)
Siu= (x1,y1)y v = (x2,p2), el escalar x;x; + yy, recibe el nombre
de producto interno, producto punto o producto escalar de u y v. Este
producto se denota mediante el simbolo u - v.

Los vectores u y v son perpendiculares siy sélosi u-v = 0.

Si « es el dngulo entre dos vectores no nulos u y v entonces

v
o8& = Tl vl

Un vector se puede expresar como la suma de dos componentes vectoriales
que son miltiples escalares de dos vectores cualesquiera no nulos y no
paralelos. En este capitulo se considera que los vectores dados son
perpendiculares. Se emplean frecuentemente los vectores i = (1,0) y
j=@©,1. Siv=(x,p),tenemos v = xi + yj. Si u = (uy, us) €s un
vector unidad entonces u, = (—ujy, u;) es un vector unidad perpendi-
cularau, y

v = aqu + bu,,

donde a y b son escalares determinados por a = u-vy b = up-v.
La proyeccion escalar del vector v sobre el vector u es

u-v
Compu v = — = ||v|| cos q,
p “u” fivil a

donde « es el Angulo entre los vectores.

Ejercicios de repaso del capitulo

. Calcule los valores de x y y tales que (x + y,2x — y) = (6, 3).
. Calcule cudl es la distancia que separa a los puntos A(7, —5) y B(3, —2).
. (Cudlesson las coordenadas del punto final T de la representacién

geométrica del vector (2, —4) cuyo punto inicial es S(0, 5)7.

Siu=(,2)y v=(54), calcule () u + v y (b) 2v — 3u.
. Calcule la magnitud 'y la tangente del 4ngulo de direccién del vector

(+/3,3) + (0, —2).

. Diga cudl es el vector unidad cuya direccién es la misma que la de

. Calcule para qu€ valor de a son perpendiculares los vectores (3,4) y

(8, a).

. Calcule el coseno del dngulo comprendido entre los vectores (3, —4) y

12, 5).

Exprese v = (2, 5) en la forma qu + bu,, donde u es el vector unidad
en la direccién de (3, 4).

Calcule la proyeccion escalar de vsobre u,donde v = (2,3) yu = (3, —1).



Nota Historica

Los pasos decisivos en el inicio de la geometria analitica moderna fueron
dados por dos matematicos franceses, Pierre de Fermat (1601—1655) en
1629 y René Descartes (1596 — 1650) en 1637.

Descartes fue un filésofo y matematico muy respetado, y sus obras fueron
leidas ampliamente y discutidas. Public6 su ‘‘La Géométrie” (Geometria) en
tres libros, asi como en un apéndice de otra obra. Fue en el segundo de estos
libros, titulado ““De la Nature des Lignes Courbes” (Sobre la Naturaleza de
fas Lineas Curvas) en donde tratdé los métodos de la geometria analitica.
Estos métodos emplean sistematicamente a los nimeros para representar
puntos y reducen el estudio de las propiedades de las curvas planas a un
andlisis de las ecuaciones que las representan. Reciprocamente, estos
métodos abren el camino para la interpretacion geométrica del anélisis
matematico de las ecuaciones.

Descartes estaba conciente de la importancia de su trabajo. En ese mismo
afio, 1637, escribié: ‘Lo que ha presentado en el segundo libro sobre la
naturaleza y propiedades de las lineas curvas, estd tan lejos del tratamiento
ordinario de la geometria como la ret6rica de Cicer6n del vocabulario de los
nifios’’, Esta evaluacién, poco modesta incidentalmente, fue sostenida més
adelante por el gran matemético francés Jacques Hadamard (1865 — 1963).

Al contrario que Descartes, Fermat no tenia ningun interés en publicar sus
resultados. Era abogado y matemético aficionado, y como tal, realiz6 su
trabajo cientifico sélo por el placer que le producia el llevarlo a cabo.
Afortunadamente escribié con frecuencia cartas explicando lo que hacfa. Su
trabajo mé&s importante se refiere a la teoria de nimeros, aunque comparte
con Blas Pascal (1623 — 1662} la creacién de la teoria de la probabilidad, con

René Descartes Pierre de Fermat
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Sir Isaac Newton (1642—1727) y Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646 —1716) la
creaciondel célculo diferencial y con Descartes la creacién de la geometria
analitica.

El trabajo de Fermat es més sistemético que el de Descartes, pero no se
hizo puiblico sino hasta 1636, y no influy6 sobre la investigacién geométrica
de Descartes. En 1629 Fermat habia encontrado la ecuacién general lineal que
describe una recta, asi como las ecuaciones que describen circunferencias,
par4bolas, elipses e hipérbolas.

Ademés, Fermat habia desarrollado un metodo analitico para determinar
la ecuacién de la tangente a una curva dada y que pasa por un punto dado
de esa curva. En 1638 escribié a Descartes explicdndole su método, puesto
que éste era muy superior al que habia publicado Descartes en 1637. Aunque
Descartes no acept6 la superioridad del método de Fermat, Newton, que
todavia no habfa nacido en esa época aceptd posteriormente que habia sido
influenciado en su desarrollo del célculo diferencial por ‘el método de trazar
tangentes de Fermat’'.

Fermat y Descartes no fueron los primeros en usar sistemas de coordena-
das. Por ejemplo, los astrbnomos habfan usado la longitud y la latitud como
coordenadas desde hacia siglos, al menos desde la época de Hiparco (siglo |l
A. C.) y probablemente desde mucho antes.

Tampoco fueron los primeros en emplear métodos analiticos para analizar
curvas. El lugar geométrico del punto que se mueve a velocidad constante
sobre un segmento, mientras que el segmento gira con velocidad angular
constante sobre uno de sus extremos, se llama ahora espiral de Arquimedes.
Arquimedes (287—212 A.C.), el mas grande matematico y cientifico del mun-
do antiguo, habia encontrado un método para trazar la tangente a esta curva,
gue pasa por cualquier punto de ella, usando el equivalente geométrico de sus
ecuaciones en un sistema de coordenadas. Arquimedes también desarrollé
un método para calcular el drea acotada por una curva, como por ejemplo
por unacircunferencia.Puesto que, entre otras cosas, el célculo diferencial se
ocupa de las tangentes a curvas, y el célculo integral del calculo de 4reas, se
puede afirmar que Arquimedes se anticipé aproximadamente 2000 afios al
desarrollo del célculo integral y diferencial.

El término Coordenada Cartesiana se deriva de la forma latina, Cartesius,
del nombre de Descartes. Es interesante darse cuenta de que Descartes no
usaba un segundo eje al estudiar las propiedades de las curvas planas. En
lugar de ello, pensaba que si se levanta un segmento de longitud apropiada
ya fuera perpendicular u oblicuamente, sobre cada punto de un solo eje
(Descartes tenia un concepto muy moderno de lo que es una funcién).

Por otra parte, Descartes sélo consideré coordenadas positivas. Emplean-
do la terminologia moderna, trabaj6é sé/o en el primer cuadrante. Aparente-
mente, fue Newton el que por vez primera emple6 coordenadas negativas, y
fue Leibnitz el que introdujo el término ‘‘coordenada’” en la geometria
analitica. '
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Empleando coordenadas cartesianas, Newton y Leibnitz desarrollaron el
calculo diferencial e integral, y muchos matematicos, tales como Carl
Friedrich Gauss (alemén: 1777—1866), Georg Friedrich Bernhard Riemann
{aleman: 1826 —1866), y Hermann Minkowski (ruso: 1864—1909) desarrolla-
ron la geometria en varias direcciones, obteniendo un conocimiento mucho
més profundo de lo que es el espacio, y proporcionando las bases para todas
las ciencias fisicas. La teorfa de la relatividad de Albert Einstein (1879 — 1955)
tiene sus origenes directos en estos primeros pasos, aunque hay que admitir
que su desarrollo fue propiciado por actos de genio a lo largo del camino.

El andlisis vectorial se desarroll6 més lentamente. La teoria de los
cuaterniones de Sir William Rowan Hamilton (inglés: 1805— 1865) y el andlisis
algebraico de Herman Grassman (aleman: 1809—1877), ge se desarrollaron
en la primera mitad del siglo XIX, fueron moldeados, en un marco creado por
la geometria analitica, hasta dar origen al andlisis vectorial moderno, varias
décadas después, por Josiah Willard Gibbs (americano: 1839—1903) y Oliver
Heaviside (inglés: 1850—1925). En particular Gibbs [que seglin Max Plank
(aleméan: 1858—1947) fue ‘‘de los mejores fisicos tedricos de todos los
tiempos’’] en un famoso tratado fechado en 1881 introdujo los simbolos que
denotan actualmente a los productos escalares y vectoriales.

Fermat y Descartes se consideran hoy en dia como los primeros
matemdticos modernos, Al inventar la geometria analitica dieron origen a la
ola de creatividad mateméatica que contin(ia propagandose en la actualidad.

Josiah Willard Gibbs




Capitulo 2

A\

Las rectas y segmentos en el plano se pueden definir
por medio de ecuaciones cartesianas y a través de
ecuaciones vectoriales. En este capitulo se presentardn
algunas de las formas més utiles de estas ecuaciones y
se discutiran las relaciones que existen entre ellas.



Rectas en el Plano

Ecuaciones Vectoriales de la recta

2-1 Rectas y segmentos de recta en el plano

En estudios anteriores de geometria plana se menciona que una recta es un
conjunto de puntos del plano. En el estudio del 4lgebra se menciona que un
conjunto tal de puntos es la grafica del conjunto de soluciones en G2 de una
ecuacién lineal en dos variables cuya forma cartesiana ordinaria es

Ax + By + C = 0,

donde A o B es diferente de 0. (La condicién de que A o B es diferente de O se
expresa equivalentemente en la forma “A% 4+ B? 5 0.”) Maés adelante se
discutirdn en detalle ecuaciones de esta forma, pero ahora se empleard la
relacién que se vio, en el Capitulo 1, que existe entre los puntos del plano y los
vectores, para demostrar que una recta queda definida también mediante una
ecuacioén vectorial.

Al estudiar a los puntos del plano y su relacién con los vectores resulta ftil
denotar al vector que va del origen a un punto S del plano mediante la
letra mindscula s:

Es bien conocido que dos puntos definen una recta. Se verd ahora cémo se
puede emplear este hecho para obtener la ecuacién vectorial de una recta.
Considérese la Figura 2-1, en la cual se muestran los puntos S(4,2) y
T(5,4) asi como a la recta £ que contiene a estos puntos. Si las
representaciones geométricas ordinarias de los vectores s = (4,2) y t = (5,4)
se agregan a esta figura,

y y
+ T(5, 4) T TG, 4)
1 4 v=(1,2)
4 S(4, 2) -+ t S(4, 2)

S
0 ; IL/ t L ) ; 9/ t : lx
£ £

Figura 2—1 Figura 2—2
47
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se obtiene la Figura 2-2. Obsérvese que en la Figura 2-2 el vector
v=t—s = (54) — (4,2) = (1, 2) tiene una representacién geométrica que
esta sobre £.
En la Figura 2 - 3 se muestra la misma configuracién, excepto que se ha
- anadido el punto U(x,y) sobre la recta £ y se ha trazado el vector
correspondiente u, (habiéndose omitido el vector t para simplificar la figura).
En esta figura se apresia que el vector w = u — s tiene una representacion
geométrica que estd también sobre £ y que por lo tanto (véase el Ejercicio 27,
pagina S2) w es paralela a v.

y y
1 U, y) 1 Utx, 3)
T w=r(1,2) T
4 T(5, 4) + W T(5, 4)
1 v=(1,2) 4 u v=(1,2)
u
4 S(4, 2) + S@4,2)
1 < 4 <
o F—t / —t—t— 5 bt / t—t—t—
£ £

Figura 2—3 Figura 2—4

En la Figura 2 - 4 se muestra la misma situacién que en la Figura 2-3
excepto que ahora el punto U(x, y) no est4 sobre £. En este caso se ve que la
representacién geométricade w = u — s no estd sobre £ y por lo tanto (véase
el Ejercicio 28, pdgina 52) w no es paralelo a v.

Es decir, U(x, ) est4 sobre £ siy sélo si w es paralelo a v o bien si y sélo si
u — ses paraleloa t — s. En la Seccién 1— 5 se vi6 que w es paralela a v si y
solo siw = rv,onde r es un escalar. Entonces U est4 sobre £ siy sblo si

W o= rv,
o bien
u-—s=rt-—s).

Puesto que u = (x, ), s = (4,2), y t =
— 2)y como se vio anteriormente Vv = t — s
esta (ltima ecuacibén es equivalente a

(x =4,y —2) = r(,2),
(Xa }’) - (43 2) = "(15 2)’

(5,4),W=U—S=(x—4,y
= (1, 2). Esto quiere decir que

o sea
(x,») = (4. 2) + r(1, 2).
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En general, empleando un razonamiento andlogo se puede concluir que si
S(x1, ¥1) y T(xs,y2) son dos puntos cualesquiera del plano (Figura 2-95),
entonces el punto U(x, y) esta sobre la recta que pasa por S y T si y sélo si

u—s=rt-—s),

o bien
[ | u=s-+rt—s) rea. (1)
y
U(x, ») L
INu-s=r(t—s)
U\ + T(XZ,J’z)
7 S(xi, 1)
g -
N
Figura 2—5

El conjunto de puntos que estdn sobre £ se puede especificar mediante
Uiu=s+4rt—s), reaj,

donde t # s puesto que T # S.

Como U est4 sobre £ siy sélo si se satisface la Ecuacién (1), se dice que la
Ecuacién (1) es la ecuacién de £ y que £ es la grdfica de 1a Ecuacién (1). En la
ecuacion (1) se dice que la variable escalar r es llamado, pardametro, y se dice
también que la Ecuacién (1) es la ecuacién parametrica vectorial ordinaria de
la recta que pasa por Sy T.

Ejemplo 1.  Obtenga la ecuacién paramétrica vectorial de la recta £ que
pasa por S(3, —2) y T(4, 4).

Solucién:  Tracese un diagrama. Se tienes = (.
—2) y t = (4,4). Entonces

t—s=(4,4) — (3, —2)
= (I, 6).
Ahora, usando la Ecuacién (1) se

tiene que la ecuacidén paramétrica
vectorial de £ es

u= (3, —=2)+ r(l.6).
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Si el conjunto de valores permitidos de r se restringe a un intervalo cerrado,
{ria < r < b}, entonces la gréfica de la Ecuacién (1) es un segmento de
recta. Obsérvese en particular que si » = 0 en la Ecuacién (1), entonces
u=s yU(,y) = S(xy,y,;). Tambiénsi r = 1, entonces u =t y U(x, y)
= T(x», y2). Por consiguiente, como se suguiere en la Figura 2-6, a medida
que r recorre el intervalo {r: 0 < r < 1}, el punto U(x,y) recorre el

y £
r>1
T(Xz!)’z) r=1
¢ 0<r<i
S e d/S(x1, 1) =0
0 //( r<0 X

Figura 2—6

segmento de recta desde S(x;, y;) hasta T(x,, y»). Los demds puntos de la
recta corresponden a valores de r tales que » < 0 y r > 1.

Se puede emplear la Ecuacién (1) de la pagina 49 para calcular las
coordenadas de un punto que esté sobre el segmento ST y que esté a una
distancia dada de S sobre medida el segmento. Por ejemplo, para calcular las
coordenadas del punto medio del segmento se tomaria r = .

Ejemplo 2. Calcule las coordenadas de los puntos que trisecan al segmento
de recta cuyos extremos son S(3, —4) y T(6, 2).

Solucién:  Se tiene s = (3, —4) y t = (6, 2). Por lo tanto, el vector que
vadeSaTes
t—s=1(62)— (3, —4) = (3,6).
Entonces, los puntos del segmento ST estdn dados por
u= (3, —4) + r(3,06), 0<r<1.

Las coordenadas del punto que estid a una tercera parte de la
distancia que separa a S de T son

G, = +33,6 =0 -9+ (1,2) = (4, -2),
y aquéllas del punto que estd ,a dos terceras partes de la
distancia que separa a S de T son
G, —=H+353,6 =03 -9+ (2,4 =(50.
Es decir, las coordenadas de los puntos que trisecan al
segmento son (4, —2)y (5, 0).
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Si se escribe la Ecuacién (1) en términos del pardmetro r y de las
coordenadas de S, T y U se tiene

(6, p) = (x,y) + Hxz, y2) — (x1, 1))

= (x1,y1) + r(x2 — x1, y2 — y1),
o bien
(x,9) = (x1 + r(xg — x1), y1 + r(y2 — y1)).

Esta ecuacion vectorial es equivalente a las ecuaciones

B x=xi4+rxa—x) y yv=y1+r@2—y1), Frex ()

Estas ecuaciones reciben el nombre de sistema de ecuaciones paramétricas
cartesianas de la recta que pasa por S y T. En la Seccién 2—S se verd que este
sistema est4 relacionado con la forma cartesiana ordinaria de la ecuacién de

una recta.

Ejemplo 3. Obtenga el sistema de ecuaciones paramétricas cartesianas de
la recta que pasa por los puntos S(2, —1) y T(5, 3).

Solucion:  Si se sustituye a xy, y1, X2, ¥y Y2 por 2, —1, 5, en la Ecuacién
(2) obteniéndose
x=24r6-2) y y=-1+m—-(C1)
o bien
x=243r y y=-=1+44n

Ejercicios 2—1

En los Ejercicios 1— 10, obtenga la ecuacién paramétrica vectorial y el sistema
de ecuaciones parameétricas cartesianas de la recta que contiene a los puntos
dados Sy T.

1. S, 1), T(0,0) 6. S(—3, 1), T@, —2)
2. SG3,2), T(1, 1) 7. S(—6, —3), T(—4, —2)
3. S, —2), T4, 3) 8. S(—1,—=7), T(=7, — 1)
4. S(5, —6), T(2, —6) 9. S(a, b), T(b, a)

5. S(—7,2), T(=3, — 1) 10. S(2a, b), T(3a, 2b)

En los Ejercicios 11—18, calcule las coordenadas de; (a) el punto medio y (b)
los puntos de triseccién del segmento cuyos extremos son los puntos dados
SyT.

11. S(5, —1), T(—4,2) 15. S(2, 5), T(—10, —1)
12. S(6, —2), T(1,7) 16. S(—5, 3), T(7, 21)
13. S(=3, —5), T(3, 10) 17. S(=3,7), T4, 1)

14. S, 7), T(-5,3) 18. S(5, —2), T(12, —5)
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En los Ejercicios 19—22, obtenga la ecuacién paramétrica vectorial del
segmento que une a:

19.

20.

21.

22,

* 23.

* 24,

* 25,

* 26.

* 27.

* 28.

R(2,5) con el punto medio cuyos extremos son S(5,1) y T(7, —3).
R(—2,6) y el punto medio del segmento cuyos extremos son S(0, 3) y
T(4, 0).

El punto medio del segmento cuyos extremos son Q(—5,2) y R(l,6)
con el punto que estd a una tercera parte de la distancia que separa a
S(—2,6) de T(1,9).

El punto que est4 a dos terceras partes de la distancia que separa a los
puntos Q(8, —2) y R(2, 7) con el punto que estd a una cuarta parte de la
distancia que separa a los puntos S(1, 6) y T(9, 10).

Demuestre que las coordenadas (x¢, yo) es punto medio del segmento
cuyos extremos son S(x;, ¥1)y T(xs, y»)estdn dadas por

Xi+ X2yt e
2

Xop = 3 0
Demuestre que las coordenadas (x',)') y (x”,»") de los puntos que
trisecan al segmento cuyos extremos son S(xi, y;) y T(xs, y2) estdn
dadas por

S txs Wit

=3 Y 3
y .
X! = X1+ 2%, _ it 2y
3 3

Demuestre que las medianas del tridngulo cuyos vértices son R(6, 1),
S(—2,3), y T(2, —7) se cortan en un punto que estd a dos tercios de la
distancia que separa a cada vértice de su lado opuesto. (Sugerencia:
Determine las coordenadas del punto que est4 a dos tercios de la distancia
que separa a cada vértice de su lado opuesto).

Repita el Ejercicio 25 para el tridngulo cuyos vértices son O(0, 0), S(x1,
y1)y T(x2, y2).

Demuestre que si la recta £ es la grifica de la ecuacidn cartesiana lineal
Ax + By + C =0, A2 + B? 0, entonces los vectores cuyas repre-
sentaciones geométricas con puntos iniciales y finales sobre £ son
paralelos. [Sugerencia: Sean S(x,, y,) y T(x3, y;)dos puntos cualesquiera
de £. Demuestre primero que A(xs — x;) + B(y2 — y1) = 0, y recuer-
de que (Seccibn 1—6) (x2 — x1, ¥2 — y1) es perpendicular al vector
(4, B).]

Demuestre que si la recta £ es la grafica de la ecuacidn cartesiana lineal
Ax + By + C = 0, A2 4+ B? ¢ 0, y v es un vector cuya representacion
geométrica tiene uno de sus extremos en £ y el otro fuera de £, entonces,
v es no paralelo a cualquier vector no nulo cuya representacion geométrica
tenga ambos extremos sobre £. [Sugerencia: Sea S(xi,y;) cualquier
punto de £ y sea T(xg,y2) cualquier punto fuera de £. Demuestre
que A(x3 — x1) + B(y2 — y1) # 0 y recuerde que el vector (xo — xy,
Y2 — y1)es no perpendicular al vector (4, B).]
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2—2 Puntos que estan sobre una recta

En la Seccién 2—1 se emplearon los siguientes hechos, que intuitivamente
parecen obvios, para obtener la ecuacién paramétrica vectorial de una recta:
Si un vector v tiene una representacién geométrica cuyos extremos estdn sobre
una recta dada £, entonces v es paralelo a cualquier otro vector que tenga una
representacion geométrica similar; pero al menos que v = 0, v es no paralelo a
cualquier vector que tenga una representacién geométrica con un extremo
sobre £y el otro fuera de £. (En los Ejercicios 27 y 28, pagina 52, se present6
un esbozo de esta demostracion). Se dice que la recta £ es paralela a cualquier
vector v cuya representacién geométrica tenga sus extremos sobre £, y que
todo vector tal, es paralelo a £. Cualquier vector no nulo v que sea paralelo a
£ se llamar4 vector-de direccion de £.

En la Seccién 2—1 se vio que la ecuacién paramétrica vectorial, o que el
sistema de ecuaciones paramétricas cartesianas, de una recta £ queda
determinada si se conocen las coordenadas de dos puntos de &£. Estas
ecuaciones también se pueden determinar si se conocen las coordenadas de un
punto de £ y un vector de direccién de £. Consideremos la recta £ que pasa
por el punto S(x1, y1)

g Ulx, )

Figura 2—7 T rv=r(h, k)

S(x;, y1)
y que es paralela al vector no nulo v = (/1, k). (Véase la Figura 2 —7). De los

comentarios hechos anteriormente se puede afirmar que un punto U(x, y) estd
sobre £ siy sblo si

X

u— s = rv,
o bien

] u=-s-+rv, %))

donde r es un escalar. La Ecuacién (1) recibe el nombre de ecuacion
paramétrica vectorial ordinaria de la recta que pasa por S y es paralela a v.
Puesto que la Ecuacién (1) se puede escribir en forma

(.X, Y) = (Xh yl) + I'(/I, k)3

el sistema de ecuaciones paramétricas cartesianas correspondiente para £ es

| x = x1 + rh, y =y + rk, rea®. )
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Ejemplo 1.  QObtenga la ecuacién paramétrica vectorial y el sistema de
ecuaciones paramétricas cartesianas de la recta que pasa por el
punto S(7, —1) y que es paralela al vector v = (—2, 3).

Solucién:  Tracese un diagrama. Di-
rectamente de la Ecuacién
(1) se tiene

u=(7—1) + r(—23).

Andlogamente, de la Ecua-
¢ion (2) se tiene

x=T7—=2r,y=—1+43r.

Claro estA que una recta tiene un ntimero infinito de vectores de direccion,
puesto que existe un niimero infinito de vectores no nulos paralelos a la recta
dada, y cada uno de &llos es un vector de direccion de la recta. En particular £
P y Q son dos puntos cualesquiera sobre la recta £, entonces, tanto P — q
como 4 — P son vectores de direccién de la recta.

Para determinar si un punto S(x,, 1) est4 sobre la recta £ cuya ecuacién
cartesiana es Ax + By + C = 0, A% + B? » 0, hay que sustituir las coor-
denadas x; y y1en la ecuacidn y notar que se obtiene una igualdad. Para el
caso de una ecuacién paramétrica vectorial, o para un sistema de ecuaciones
paramétricas cartesianas, el problema es diferente. Por ejemplo, para determi-
nar si T(3, 6) estd o no sobre la recta cuya ecuacién paramétrica vectorial es

(x, ) = (1,3) + (1, 1),

se pueden sustituir las coordenadas de T en lugar de x y y en la ecuacién dada
y entonces determinar si existe un escalar r para el cual

3,6) = (1,3) + (1, 1); €)]
es decir, '
(,6) = (1+r3+n),
o bien , .
3=14+Fy 6=3+r
de donde,

r=2 'y r=3.

Puesto que 2 # 3, no existe un nimero real » para el cual se cumpla la
Ecuacién(3), y se puede concluir que T(3, 6) no estd sobre £.

Hay una manera maés sencilla de llegar a esta conclusién. Obsérvese
primeto que el resultado expresado por la Ecuaciéon (1) de la pégina 53 se
puede expresar como sigue:

[ ] Si v es un vector de direccién de una recta £ que contiene al punto
S, entonces un punto U est4 sobre £ siy s6lo si u — s es paralelo a
V.
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Ahora recuérdese (pagina 30) que dos vectores u = (x1, Y1} y v = (x2, y2)
son paralelos si y sblo si u-v, = 0, donde v, = (—y», x3). Estos dos
resultados se pueden combinar para obtener el sencillo criterio que se enuncia
a continuacidon para determinar si un punto U est4 sobre una recta £:

B Si v es un vector de direccién de la recta £ que contiene al punto S,
entonces un punto U estd sobre £ siy sdlo si

(u—s)-vp =0 “

En particular, si se sabe que £ contiene a dos puntos S y T, entonces un
punto U estd sobre £ siy sdlo si

(u—s)(t—s) =0 &)

Obsérvese que aunque las Ecuaciones (4) y (5) contienen vectores, dichas
ecuaciones son ecuaciones escalares de £ puesto que contienen sblo productos
escalares. En la Seccién 2—4 se regresara a esta observacion.

Ejemplo 2. Demuestre que si £ es una recta cuya ecuaciébn paramétrica
vectorial es

u = (3,2)+}‘(—1,2),

entonces (a) el punto cuyas coordenadas son (6,1) no estd
sobre £, y (b) el punto de coordenadas (5, —2) est4 sobre L.

Solucién:  Por inspeccién de la ecuacion dada de £, se ve que £ pasa por
el punto S(3,2) y que v = (—1,2) es un vector de direccién
de £. Se tiene pues que v, = (—2, —1).
{a) Para u = (6, 1) se tiene

u—s=(6,1)—(3,2) = (3, -1,

(u'—s)'vp = (3,“1)°(—2’—l)
—6+1=—-5=0.

i

Por lo tanto, u — s es no paralela a v, y entonces el punto de
coordenadas (6, 1) no est4 sobre £. ’
(b) Parau = (5, —2), se tiene

u—s=(5 -2 — (3,2) = (2, —4),

W—s)v,= (2 —4)-(=2,—1) = =4 + 4 = 0.

Entonces, u — s es paralelo a v y el punto de coordenadas
(5, —2) esta sobre £.
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Siel vector de direccidn v en la ecuacidén 4
u=s-rv T U
es un vector unidad, entonces para cual- T u—s=rv
quier punto U sobre la grifica de la 1
ecuacion, |r| es la distancia que separa a " v o(vil=D)
S de U (Figura 2-8). Esto se sigue del T S
hecho que i “
dS,U) = [lu —s|| = [irv] : e e S
O T T T X
= Il v | \
= Irl(h) ,
= I Figura 2—8
Ejemplo 3. Si £ es la recta cuya ecuacién es u = (1, 6) 4+ (3, 4), obtenga
las coordenadas de los puntos de £ que estdn a 10 unidades de
distancia del punto S(1, 6).
Solucién:  Primero calciilese cudl es el vector unidad en la direccion de

(3, 4). Este vector (véase la pigina 24) es

<\/9i 16’\/9:- l6> B @9

Otra ecuacion de £ es

u=(,6)+ r@E 3.

Se desea calcular las coordenadas de los puntos U(x, y) tales

que |r] = 10,. es decir, para los cuales ¥ = 10 6 r = —10. Se
tiene pues
r=10 r= —10
(x1,y1) = (1,6) + 103, 2 (x2,¥2) = (1,6) — 103, %
= (1,6) + (6,8) = (1,6) — (6, 8)
= (7, 14) = (=5, -2)

Por lo tanto, U, (7, 14) y Uy(—5, —2) son los puntos requeridos.

Ejercicios 2—2

En los Ejercicios 1—8,0obtenga la ecuacién paramétrica vectorial y el sistema
de ecuaciones paramétricas cartesianas de la recta £ que pasa por el punto
dado S y es paralela al vector dado v.

1. SG,2);v= (1,1
2. S(5,7); v=1(2,3)
3. 84, -3); v=(—-12)
4. S(1, =5); v=(3,—1)

S(—=2,4);v=(-1,-2)
S(—5,2); v=(-3,1)
S(—6,—4);, v = (—3,-2)
S(—3,—-7);, v=(4,-2)

©N®
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En los Ejercicios 9— 16, diga si el punto dado S estd o no sobre la recta cuya
ecuacion paramétrica vectorial se da:

9. S, —1); u=(1,2) + r(—1,3)
10. S(—8,6); u = (—2,3) + r(2, 1)
11. SG3,2); u = (1, 1) + r(2, —3)

12. S(—1,2);u = (4,7) + r(3, 3)

13. S(—=1, 1);u = (=2, —=3) + r(1, 4)
18. S2, =7); u = (=3,2) + r2, 1)
15. S0, —1); u = (3, —4) + r(—6, 2)
16. S(—=4,0); u = (=1, =2) + r(3, —2)

=
|

En los ejercicios 17—24, obtenga una ecuacién paramétrica vectorial de la
recta que contiene al punto dado 8 y que tiene al vector dado v como vector
de direccién.

17. S(2,3); v = 3i + 4 21. S(—6,2); v = 3i + j
18. S(4, 1); v = 2i — 5j 22. S(—5,3); v = 4i — 2j
19. SG3, —Div = 5i + 2§ 23. S(—1, —~1); v = —2i + 7j
20. S(1, —5); v = —i — 3j 24. S(—3,—5); v = —4i — j

En los Ejercicios 256—30, determinar si las dos ecuaciones paramétricas
vectoriales dadas corresponden a la misma recta o no.

25. u=Q, 1)+ G, —D;u=(2,1)4+ r(—3,1)
26. u = (3,49 4+ r2,—2); u= (3,4 + r(—-2,2)
27. u = (2,3) -+ r(—1,2); u= (1,5 + r(2, —4)
28. u= (=3, D)4+, =3);u=@G, -1+ r(—173)
29. u=(—1,-2)+ r(—2,4; u= (1,0 + r(1, =2)
30. u=(0,3)4+r(—1,5; u=(—1,-2)4+ r2, —10)

En los Ejercicios 31—34, calcule las coordenadas de los puntos U, y U, que
estan sobre la recta cuya ecuacién paramétrica vectorial se da y que estdn a
la distancia dada del punto S dado.

31. Sobre u = (4, —2) + r(1, 1); 33/2 unidades de S(4, —2)
32, Sobre u = (=3, —1) + #(6,8); 5 unidades de S(—3, —1)
33. Sobre u = (0,4) + r(5, 12); 26 unidades de S(5,16)
34. Sobre u = (—1,6) + r(1,4); 22/17 unidades de S(1, 14)

* 35. Dada la recta £ cuya ecuacién paramétrica vectorial es u = s + rv,
contiene al punto T, demuestre que para cualquier punto U sobre £ existe
un escalar k tal queu — t = kv.

* 36. Emplee el resultado del Ejercicio 35 para demostrar que (u — t) - v, = 0.
.Qué implica esto sobre la recta que pasa por T y cuyo vector de direccién
es v?
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2—3 Pendiente de una recta; rectas paraleias y perpendiculares

Recuérdese de estudios anteriores de matematicas que el cocierite de la altura
de un segmento y la base del segmento recibe el nombre de pendiente del
segmento, y que a la pendiente de un segmento se le designa mediante la letra
m. Se tiene pues

_ altura

~ base

Siv = (h, k) es el vector de direccién de una recta £ que contiene al punto
S, entonces £ tiene una ecuacién paramétrica vectorial de la forma

u=-s - r#hk), r e Q. ¢))]

Si se asigna el valor 1 a r se ve que las coordenadas de otro punto Q que este
sobre £. se puede calcular sumando # a la primera coordenada y k a la
segunda coordenada del punto dado S. Por lo tanto, A y k son la altura y la

Py k
base respectivamente del segmento SQ, y si /& # 0, entonces — es la
pendiente de SQ [Figura 2-9 (a)]. h

y £
1 Q
+
1 altura =k
T v :(hy k)
1 S
base =4
T S
3] +—tf——F+——+
/ x
(a) Figura 2—9 (b)

Nuevamente, para .2 # 0, si se asigna el valor % a r, se ve de la Ecuacién
(1) que las coordenadas de un segundo punto T que esté sobre £ se puede
calcular sumando %(h, k) = (1, 71) a s, es decir, sumando 1 a la primera
coordenada de Sy % a la segunda coordenada de S. Puesto que 1 se suma a la
primera coordenada de S y f—; se suma a la segunda coordenada, se puede

pensar que ;l—c es el cambio, a lo largo de £, en la direccidn vertical por unidad
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de cambio en la direccién horizontal, como se muestra en la Figura 2 -9 (b).

k
Obsérvese que el niimero I_ no depende de la eleccién del punto S sobre £;
1

k
depende so6lo del vector de direccion (A, k). Tampoco n depende del vector de
direccién (A, k) especifico de £ que se haya escogido, puesto que cualquier

vector de direccién de £ es de la forma ¢(/, k), o bien de la forma (ch, ck),

ck
donde ¢ # 0, y que — = Por lo tanto, se define la pendiente de una

) ch h’
recta como sigue:

[ | Si £ es una recta tal que uno de sus vectores de direccion es (h, k)
con h # 0, entonces la pendiente m de £ estd dada por

k
m= -

h

De esta definicién se sigue que m es la pendiente de una recta £ si y sblo si
k
(1, m), o bien <1, Z) , es un vector de direccion de £. Esto indica que la

Ecuacibn (1) de la anterior se puede escribir en la forma

u=s-+ r(l,m), r e ®.

Ejemplo 1.  Calcule la pendiente de la recta que pasa por los puntosS(5, 1)
y T(3, —2), y obtenga la ecuacién paramétrica vectorial de la
formau = s + r(1, m) que describa esta recta.

Solucién:  Un vector de direccion de esta recta es

t—s=G,-2)—- G, 1) = (-2,-3).

3
2

esta sobre la recta, una ecuacion paramétrica vectorial de esta
rectaes u = (5, 1)+ r(1,3)

El método empleado para desarrollar el Ejemplo 1 sugiere que resultaria
(til conocer una expresion de la pendiente de la recta que pasa por dos puntos
en términos de las coordenadas de dichos puntos. Puesto que un vector de
direccién de la recta que pasa por los puntos S(x1, y1) y T(xs, yo) es

-3
Entonces, por definicién, m = 53 Puesto que S(5, 1)

v=1t—s5=(x2,y2) — (xn,y1) = (x2 — x5, y2 — y1),
se sigue de la definicién de pendiente que si xo # xi, entonces la pendiente de
£ estd dada por

O me= @
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Una recta cuya pendiente es positiva se ‘“‘eleva’ de izquierda a derecha,
- mientras que una recta cuya pendiente es negativa ‘‘cae”’ de izquierda a
derecha. En la Figura 2 —10 se muestra que la recta £, tiene una pendiente
positiva, mientras que £, tiene una pendiente negativa.

» £ <,

m>0 m<0
Figura 2—10

o / \ x
Se dice que una recta con un vector de direccion de la forma (A, 0), & = 0,

es una recta horizontal, y su pendiente es % = (. Puesto que el vector (4, 0)

tiene una representacién geométrica que estd sobre el eje x (véase la siguiente
definicidn). Si una recta tiene un vector de direccién de la forma (0, k), & = 0,
se dice que la recta es vertical. La pendiente de una recta vertical no estd

definida (pues ](—; no esta definido) y dichas rectas son paralelas al eje y.

Al estudiar geometria euclidiana se adquiere la costumbre de pensar que
dos rectas son paralelas si son coplanares y no tienen ninglin punto comin.
Recuérdese sin embargo que (pagina 16) dos vectores son paralelos si y sélo si
ambos tienen la misma direccidén o direcciones opuestas. También (véase
pagina 53) una recta £ y un vector no nulo v son paralelos si y sdlo si v tiene
una representacion geométrica que esté sobre £. es decir, si y sélo si v es un
vector de direccién de £. Conviene ahora dar una nueva definicion de rectas
paralelas en términos de sus vectores de direccion. Esta nueva definicién es
cquivalente (Ejercicios 45 y 46, pagina 63) a la definiciéon geométrica
conocida, dos rectas son paralelas si no se intersecan en el mismo plano,
excepto que, como se verd, se considerard que cada recta en el plano es
paralela a si misma.

H Se dice que las rectas £1y £oen el plano son paralelas si y solo si
un vector de direccién de £es paralelo a un vector de direccién
de £o.

Claro estd, que como todos los vectores de direccién de una recta dada son
paralelos, (pagina 53), si cualquier vector de direccién de £,, es paralelo a
cualquier vector de direccién de £, entonces rodos los vectores de direccion de
£1son paralelos a todos los vectores de direccién de £3. Asi mismo, puesto que
cualquier vector no nulo paralelo al vector de direccién de una recta es un
vector de direccion de la recta (pagina 53), cualquier vector de direccion de £,
es también un vector de direccién de £,. Por lo tanto, £,y £, son paralelas si y
s6lo si tienen un vector de direccién (#,k) en comtn. Recuérdese ahora que
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una recta con un vector de direccién (4, k) es o bien vertical (si # = 0) o tiene
una pendiente 2( (si 7 # 0). Entonces las rectas£, y £» son paralelas si y
h

solo si son (i) ambas verticales o (ii) si tienen la misma pendiente P

Ejemplo 2. Si £1contiene a S(3, —1), £, contiene a T(2,5) y £1 y £»
tiene ambas al vector v = (1,2) como vector de direccidn.
;Coinciden ambas rectas?”’

Solucién:  Por definicién las rectas £,y £, son paralelas. Coincidirdn si y
s6lo si S y T estdn sobre ambas. Por consiguiente, (véase las
paginas 54 y 55) coinciden si y sélo si t — s es paralelo a
ambas, es decir, si y sélo si (t — s):vp = 0. Se tiene que
(t—=58)ve=1[25 -G —DI'(=2,) = (=16 (=2,1)
= 8 # 0. Por lo tanto £,y £, no coinciden.

Se puede definir el paralelismo de dos rectas en términos de sus vectores de
direccién. Recordando (véase la pagina 16) que los vectores cuyas direcciones
difieren por : £90° o por -£270° son perpendiculares u ortogonales, se tiene
que:

| ] Las rectas £,y £yen un plano son perpendiculares u ortogonales,
si y solo si un vector de direccién de £, es perpendicular a un
vector de direccidn £,

Esta definicion es equivalente a la definicién euclidiana que afirma que dos
rectas coplanares son perpendiculares cuando se intersecan formando un
angulo recto.

Claro estd que si un vector de direccion de £ es perpendicular a un vector
de direcciéon de £., entonces todos los vectores de direccibn de £ son
perpendiculares a todos los vectores de direcciéon de £5. Dado que dos vectores
son perpendiculares si y sélo si su producto escalar es cero, entonces si v, es
un vector de direccidon de £,y v es un vector de direccion de £, las rectas £,
y £, son perpendiculares si y s6lo si vy v, = 0.

Ejemplo 3.  Demuestre que la recta £, con ecuacién paramétrica vectorial
u = (3, —1) 4 r(2,3), es perpendicular a la recta £, cuya
ecuacion paramétrica vectorial es u = (2, —1) + (6, —4).

Solucion:  De las ecuaciones dadas se ve que (2,3) es un vector de
direccidon de £, y que (6, —4) es un vector de direccién de €.
Puesto que (2,3)- (6, —4) = 12 — 12 = 0, £,., y £ son per-
pendiculares. En forma andloga podemos definir perpendicula-
ridad de dos rectas en términos de sus vectores de direccion.
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En la pagina 59 se vio que cada recta no vertical tiene un vector de
direccién de la forma (1,m), donde m es la pendiente de la recta. Por
consiguiente, si £;es una recta no vertical cuya pendiente es m;, y £,¢s una
recta no vertical cuya pendiente es ms, entonces. (1, m ) y (1, ms) son vectores
de direccion de £, yL2,respectivamente. Como £,y £4son perpendiculares si y
solo si (1, my) y (1, m2) son perpendiculares, es decir, si y sblo si

(19 ml) * (13 m2) = 0’
1 + mymoy = 0,
mimg = —1,
o bien

Se tiene:

] Dos rectas no verticales son perpendiculares si y solo si la
pendiente de una es el negativo del reciproco de la pendiente de la
otra.

Las rectas verticales son perpendiculares a las rectas horizontales. Como se
vio anteriormente no se puede definir la pendiente de las rectas verticales
mientras que la pendiente de las rectas horizontales es cero. Para estos tipos
de rectas el criterio anterior no es aplicable.

Ejercicios 2—3

En los Ejercicios 1—8, calcule la pendiente de la recta que contiene a los
puntos dados S y T, y obtenga la ecuacion paramétrica vectorial de estas
rectas en la forma u = s 4 r(1, m).

1. S5, 1) y T(—4,2)
2. S(0,7) y T(5,0)

3. S, —4) y T(-2,1)
4. S, 1) y T(1,—2)

S(2,-3) y T(—4,-3)
S(—1,-5) y T4, -5)
S(—2,-3) y T(-1,-7)
S(—5,—-4) y T(2,5)

®No o

En los Ejercicios 9—16, obtenga una ecuacién paramétrica vectorial de la
recta que pasa por el punto dado S y cuya pendiente es m.

9. S, ~-4); m =2 13. S(—2,-3); m = 2
10. S(=2,1); m = =3 14. S(1, =5);m = —%
11. S0, —=5); m =0 15. S(1, 0); no est4 definida la pendiente

12. S(2, —3); no estd definida 16. S(—3,4); m =0
la pendiente

En los Ejercicios 17—21, determine las rectas cuyas ecuaciones paramétricas
vectoriales se mencionan (a) paralelas, (b} perpendiculares o bien (c)
oblicuas. )

17. £:u= 2, —1)+r3,2), Ly:u= (—3,1)+ r6,4)
18. £:u= @G+ r(—=1,3), Ly:u=(=2,5 4 r(6,2)
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19. &5:u=(3,—-5+r2,-3), La:u=(-1,1)+4+r(-69)

20. &;:u=(1,-2) + r(—2,—=3), L£o:u=(42)+ r@4, -3)

21. £iu=(6,1)+ r(=3,6), Loiu=(-2,1)+r4,2)

22. Determine cuéles de las rectas paralelas mencionadas en los Ejercicios
17—21 coinciden.

En los Ejercicios 23--28, determine si los tres puntos dados R, § y T son
colineales.

23. R(2, 1), S(—1, 3), T(5, —1) 26. R(3, —1),S(~2, —3),T(—1, —3)
24. R(1, —2), S(7, 1), T(—3, —4) 27. R(1, 0), S(0, —3), T(3, 3)
25. R(8, —3), S(—4, 5), T(2, 4) 28. R(2, 0), S(0, —5), T(4, 5)

En los Ejercicios 2936, obtenga una ecuacién paramétrica vectorial de la
recta que pasa por el punto dado S y que (a) es paralela o bien (b) es
perpendicular a la recta cuya ecuacién paramétrica se menciona.

29. S(—=2,1); u = (3,0) + r(2, —1) 33. S(0,4); u = (2,2) + r(=3,3)
30. S(1,2); u = (=3, —2) + r(3,4) 34. S(0,0); u = (1, —1) + r(4,3)
31. SG,4); u = (1,5) + r(5, —2)  35. S(—=2, —3); u = (3,3) + r(5,6)
32. S, 1);u=(=1,7) + r(1,3)  36. S(4 —2); u = (1,2) + r(3, —4)

En los Ejercicios 37—42, determine si la recta £; que contiene a los puntos
dados Q y R es (a) paralela, (b) perpendicular, o (c) oblicua a la recta £, que
contiene a los puntos dados Sy T.

37. £,: Q(3,1) y R®,3); £5: S2,4) y T(4,8)

38. £,: Q(2, —5) y R(1,2); £,:S(6,5) y T(—1,4)
39. £,: Q(—1,-2) y R(2,2); £,:S(—57 y TG, 1)
40. £,: Q4, —5) y R@2, —1); £5: S(6,—2) y T(—2,3)
41. £,: QU, —1) y R@3,0); £5:S(0,3) y T(1,5)

42. £,: Q(2,0) y R(0,—2); £,: S(—1,3) y T, —4)

43. Si £ esla grafica de la ecuacién paramétrica vectorialu = (a, b) + r(c, d),
obtenga una ecuacidén paramétrica vectorial de la recta 917 que es paralela
a £ y contiene al punto medio del segmento cuyos extremos son S(xi, y1)
y T(x2, y2)-
44, En el Ejercicio 43, obtenga una ecuacién paramétrica vectorial de la recta
9 que es perpendicular a £y contiene al punto medio del segmento dado.
* 48, Sean £y £,dos rectas paralelas no coincidentes y que tienen un vector de
direccidén v, y sea S un punto sobre £, pero que no estd sobre L3,
y sea T un punto sobre £, pero que no estd sobre £;.
Demuestre que si existiera un punto R comn a ambas rectas entonces se
tendria (r — s):v, = 0 y (r — t)-v, = 0. Demuestre entonces, que si
(t —s) =(r —s)— (r —t), se tendria (t —s)-v, = 0 y entonces T
estaria sobre £,. ; Qué quiere decir esto?
* 46. Demuestre que si A, B y C son puntos colineales, entonces (b — a)- (¢ —
a), = 0.
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Ecuaciones Cartesianas en la recta

2—4 Forma cartesiana ordinaria de la ecuacién de una recta

La forma cartesiana ordinaria (pagina 47) de la ecuacién de una recta en el
plano,

Ax + By +C =0, A%+ B? #0,

se puede obtener de varias maneras. Una de éstas se esboza en los Ejercicios
35y 36 de la pagina 68. En esta seccién se verd como se obtiene la forma
cartesiana ordinaria a partir de una ecuacidn vectorial de £.

Cualquier vector no nulo que sea perpendicular al vector de direccién de
una recta £ es un vector normal a £. En la Figura 2-11 se muestra a una
recta £, que contiene al punto S(x;, y;), asi como al vector n = (4, B)
normal

Figura 2—11

a £, donde A y B representan nimeros reales, uno de los cuales es diferente de
cero. Si U(x, y) es cualquier punto del plano, entonces U est4 sobre £ si y sélo
si u — s es paralelo a £, es decir, si y s6lo si u — s es perpendicular a n.
Entonces (padgina 55) una ecuacién de £ es

(u—s)-n=0,

u-n—s-n=0,

o bien
u-n=s-n
Puesto que u = (x,y), s = (x1,y1), y n = (4, B), esta Gltima ecuacién se
puede escribir en la forma
(X, y) * (As B) = (Xl, )’1) . (As B):-

o bien

Ax + By = Axy + By;.

i
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Ahora, debido a que xi, yy, 4, y B son constantes, el namero 4Ax; + By;
‘es también constante, y se denotard mediante el simbolo —C. Se tiene

finalmente que

Ax + By+C =0, A%+ B2 0. (1)

es una ecuacién de £. La ecuacidn cartesiana (1) es una ecuacion escalar de £
pues no contiene vectores.

Ejemplo 1.

Solucién (1) :

Solucién (2) :

Obtenga la ecuacién cartesiana ordinaria de la recta que
contiene al punto S(1,4) y que tiene a v = (3, —2) como
vector de direccion.

Puesto que un vector de direccidon de £ es (3, —2), el vector
normal ages n = (2,3). Ahora, como S(l, 4) estd sobre £,
si U(x, p) es cualquier punto de £ se tiene

(u—s)-n=0.

Puesto que u = (x,y), s = (1,4), y n = (2,3), esta ecua-
cién es equivalente a

[, — (1L,4H]-(2,3) =0,

(6, »)-(2,3) = (1,4)-(2,3) = 0,
o bien
2x + 3y — 14 = 0,

que es la ecuacion cartesiana requerida.

Puesto que (3, —2) es un vector de direccién de £, un vector
normal a £,es n = (4, B) = (2, 3). Entonces, por la Ecuacién
(1) anterior se tiene que 4 = 2 y B = 3, es decir,

2x+ ¥y +C=0.

Como S(l, 4) esta sobre £, se puede sustituir a x por 1 y a y
por 4 en esta ecuacion obteniendo

20+ 39+ C=0,

o~

= —14.
Por lo tanto, una ecuacion cartesiana ordinaria de £ es

2x 4 3y — 14 = 0.
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Puesto que los vectores (4, B) y (—B, A) son perpendiculares, si son
respectivamente normales a las rectas £,y £2en el plano, entonces £ y £»
deben ser perpendiculares (véase la Figura 2 —12). Se tiene que las ecuaciones
de la forma

Ax + By + C
—Bx + Ay + C'

0,

0. @

I

donde 4% + B? # 0, son las ecuaciones cartesianas ordinarias de dos rectas
que son perpendiculares.

Figura 2— 12

Ejemplo 2. Obtenga la ecuacién cartesiana ordinaria de la recta que
contiene a_ S(5, —1) y que es perependicular a la recta cuya
ecuacion cartesiana es

3x —4y + 6 = 0.

Solucion:  De las Ecuaciones (2) la ecuacidn requerida tiene la forma

4x + 3y + C' = 0.

Puesto que S(5, —1) est4 sobre la recta se sustituye a x porS y
a y por—1 para obtener

46) + 31y + C' =0,
o bien

= —17.
Por lo tanto, la ecuacidén cartesiana ordinaria de esta recta es

4x + 3y — 17 = 0.

Si (4, B) es un vector normal a una recta £, entonces es también normal a
cualquier recta paralela a £. Esto indica que las ecuaciones

Ax + By + C = 0,
Ax + By + C’ = 0,

donde 4% 4+ B? # 0, son las ecuaciones cartesianas dos rectas paralelas.

3)

Ejemplo 3. Obtenga la ecuacién cartesiana ordinaria de la recta que
contiene al punto S(3, —2) y que es paralela a la recta cuya
ecuacion cartesiana es 2x — S5y — 4 = 0.
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Solucion:  De las Ecuaciones(3), la ecuacion requerida es de la forma
2x — Sy + C' = 0.

Puesto que S(3, —2) estd sobre la recta se puede sustituir a x
por 3 y a y por —2 obteniendo

28) = 5(=2)+ C' =0,
C’' = —16.

Por lo tanto, la ecuacién cartesiana ordinaria de la recta es

6

2x — S5y — 16 = 0.

Nétese que cuando la ecuacién de una recta £ estd dada en su forma
cartesiana ordinaria

Ax + By 4+ C =0, A>+ B?#0,

entonces un vector normal a £ es n = (4, B). yun vector de direccién de £ es
v = (—B, A). Por consiguiente, la pendiente de £ estd dada por

m=—%’ si B # 0.

Ejercicios 2—4

En los Ejercicios 1—8,obtenga la ecuacién cartesiana ordinaria de la recta que
contiene al punto dado S y para la cual el vector dado es normal a ella.

1. S@,2); n = (3,5) 5. S(—7,3):n=(—=1,-2)
2. SG3,7); n= (2,4 6. S(—6,1); n=(-3,3)
3. S@,—-1; n=(,=-7 7. S(—2,—2); n= (1,1
4. S(5, =3); n=(—6,1) 8. S(—8,—3); n=(—4,2)

En los Ejercicios 9— 14, obtenga la ecuacién cartesiana ordinaria de la recta
que contiene al punto dado S y uno de cuyos vectores de direccidén es el
vector dado v.

9. SG3,7); v = 5i — 2j 12. S(6,3); v = —3i + 5j
10. S, —1); v = 4i + Tj 13. S(7, =5); v = 6i
11. S(—4,5); v = —6i + 3 14. S(0,5); v = —3j

En los Ejercicios 156—20, ¢diga cuales de los pares de rectas, cuyas ecuacio-
nes cartesianas se dan, son perpendiculares, y clales pares de rectas son
paralelas?

16. 2x — 3y +7=0,4x — 6y — 15 =0
16. 5x — 7y + 13 =0, —15x + 21y + 25 =0
17. 4x+ 5y —9=0,10x — 8y + 17 =0
18. 6x — 8y +19=0,4x+ 3y +5=0
19. 3x — 6y +8=0,—-2x+4 —7=0
20. 8x + 20y —7=0,15x —6y —4 =0
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En los Ejercicios 21-28, obtenga una ecuacién cartesiana ordinaria de la recta
que contiene al punto dado S y que (a) es perpendicular, o (b) es paralela a la
recta cuya ecuacion cartesiana se menciona.

21.
22.
23.
24,

S(1,3);2x—5y+7=0 25. S(—6,2); 5x+6y—9=20
S(5,2); 3x+4y —8=0 26. S(—3,5); 6x —3y+ 18 =0
SB3,—-2); 5x—T7y+10=0 27. S(—1,—-1); x — 2y —7=0
SQ2,—4); 3x—4y+12=0 28. S(—8,—3);4x+ Ty — 11 =0

En los Ejercicios 29-34, obtenga una ecuacién cartesiana de la recta que
contiene a los puntos dados S y T.

29.
30.
31.

S(3,5) y T(@,6) 32. S(—=4,2) y TG, -7)
SQ2,7) y TG, 1) 33. S(—1,—1) y T, —1)
S@, —5) y T(=2,3) 34. S3,—5) y TG,2)

En los Ejercicios 35 y 36, hay que usar el concepto de mediatriz.

* 35.

* 36.

Demuestre que toda recta en el plano cartesiano es la gréfica de alguna
ecuacién cartesiana lineal Ax + By + C = 0, 42 + B? = 0. [Sugeren-
cia: Sea £ una recta del plano y tbmese los puntos S(xy, 1) y T(x2, y2)
de tal manera que £ sea la mediatriz de ST. Demuestre ahora que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

U(x, ») est4 sobre £

d(U,S) = d(U,T) M

VE=—x)2+ =y =VE—x)2+ ¥ — y2)?
2%y — x)x + 20 — iy + O3+ —xF— ) =0 0))

(Es esta Gltima ecuacidn, lineal en las variables x y y? o sea jes de la
forma Ax + By + C = 0, A2 + B? = 07]

Demuestre que la grifica de toda ecuacién cartesiana lineal en dos
variables es una recta. [Sugerencia: Sea Ax + By + C = 0, A% + B?
# 0, una ecuacién lineal en las variables x y y. La Ecuacién (2) del
Ejercicio 35 sugiere que se elijan los nimeros xi, X2, ¥1, y Y2, como
coordenadas de los puntos S y T, tales que

2xa — X)) = A4, 2, —y) =B, 3+ yi—-xi—yi=C (3)

Demuestre que esta eleccion se puede efectuar resolviendo las dos
primeras ecuaciones en (3), es decir, calculando asi x; y y2,y entonces
eliminando a x, y y» de la Gltima ecuacién de (3). La ecuacién dada
Ax + By + C = 0 es ahora igual a (2). Use el hecho de que las
Ecuaciones (2) y (1) son equivalentes para demostrar que la grifica de
deAx + By + C =0 es {U: d(U, S) = d(U,T)}.]
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* 37. Sea £ la recta cuya ecuacién cartesiana es Ax + By + C = 0, 4% +

B*? > 0. Escriba una ecuacidn cartesiana de la recta 91 que es paralela a
£ y que contiene al punto S(a, b).

* 38. Escriba la ecuacion cartesiana de la recta 9T que es perpendicular a la

recta £ que se menciona en €l Ejercicio 37 y que contiene al punto
S(a, b).

* 39. Demuestre que si el punto S(#, k) est4d sobre una recta paralela a la recta

*40.

cuya ecuacién cartesiana es Ax + By + C = 0, con B # 0, entonces £
. . A
interseca al eje y en Q<0, I h + k> .

Demuestre que si el punto S(/, k) estd sobre una recta paralela a la recta
cuya ecuacion cartesiana es Ax + By 4+ C = 0, con A # 0, entonces

. . B \
£ interseca al eje x en R h—I»;k,O/..

2—5 Ecuaci6n punto y pendiente, y ecuacién de la recta que pasa por

do

La

N

s puntos dados.

forma cartesiana ordinaria de la ecuacion de una recta
Ax + By + C =0, A>+ B?#0,

puede escribir de muchas maneras equivalentes. Algunas de estas formas

son especialmente interesantes, pues permiten obtener la ecuacién de una

rec
bie

ta directamente a partir de algunas propiedades geométricas de la recta, o
n permiten identificar ciertas propiedades geométricas de una recta, por

inspeccion de su ecuacidén. En esta seccién se discutirdn dos de estas formas
_ qtiles.

y £
T U(x, y)
T u—s
u
T S(xy, 1)
1 <
8) f } t } \x
Figura 2—13

En la figura 2—13 se muestra a la recta £ que pasa por un punto dado

S(x1,y1). Si U(x,y) es cualquier otro punto de £ entonces un vector de
direcciéon de £ es

u—s=(xy) — (x,y1)
={x = x,y—y)
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Se vio en la pagina S9 que si x ¢ x, entonces la pendiente m de £ est4d dada
por

Yy - i _

xx 1
de donde se tiene
| y —yi = m(x — x). )

Se dice que esta ecuacidn cartesiana de £ es la ecuacién punto y pendiente de
la recta. Aunque la Ecuacion (1) carece de significado cuando x = x;, la
Ecuacion (2) queda satisfecha por las coordenadas de todos los puntos (x, )
de £, puesto que cuando (x, y) = (X1, 1) se tiene

Yi—yp = m(X1— x1),

0 bien
0 =0.

Si se especifica la pendiente de una recta y un punto sobre la recta se puede
escribir una ecuacidén de la forma (2) directamente, y después transformarla
en una ecuacién cartesiana ordinaria que sea equivalente, como se muestra
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.  Obtenga la ecuacién cartesiana ordinaria de la recta que pasa
por el punto S(7, —1) y cuya pendiente es 3.

Solucién:  Sisehace x; = ’»y; = —1 y m = 3 en la Ecuacién (2) se
obtiene

Entonces

o bien
Ix —y—22=0.

Si una recta £ contiene a los puntos S(x1, ¥1) ¥y T(x2, y2),
con X2 # x;, entonces se ha visto que la pendiente m de £
estd dada por

Y2 T~ 01,
X2 — X3

m =

Si se sustituye esta expresién de m en la Ecuacidén (2) se obtiene la ecua-
cién equivalente

=Tl
u y= = e x, ©)

Esta es la ecuacion cartesiana de £ que pasa por dos puntos dados.
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Ejemplo 2.  Obtenga la ecuacién cartesiana en forma ordinaria de la recta
que pasa por los puntos S(2,3) y T(4, —7).

Solucién:  Si en la Ecuacién (3) de la pagina 70 se sustituye a x,y Yipor
las coordenadas del punto S(2 3), y a x5 y y» por las
coordenadas del punto T(4, —7), se obtiene

7—3

y=3=—=5 &x—2)
y—3=-5x~-2),
y— 3= —5x+ 10,

o bien
Sx+y—13=0.

Si las coordenadas x de dos puntos dados son iguales, entonces la recta que
pasa por ellos es vertical (Figura 2 —14), y su pendiente no estd definida. Sin
embargo, puesto que todos los puntos de una recta tal deben tener la misma,
coordenada x, digamos x;, la recta queda completamente determinada si se
especifica esta coordenada, y por consiguiente la ecuacién de la recta es

X = X.
Vi Y’
T(x, »y)
S y) Ty, )
S(xy, »
O X o] X
Figura2—14 Figura 2—15

Por otra parte, si la coordenada y de dos puntos dados es la misma, la recta
que pasa por esos puntos es horizontal (Figura 2—15), y esa recta tiene
pendiente cero. De la Ecuacién (2) de la pagina 70 se sigue inmediatamente
que,

Yy =1 = 0,
y por lo tanto que
Yy =W

es la ecuacidn cartesiana de esta recta.
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En las Secciones 2—1 y 2—2 se han obtenido dos formas de un sistema de
ecuaciones paramétricas de una recta:
X = x1+ r(x2 — xy) x =x, + rh
y=yi+ry2—y1) y=yi+rk

It

Ahora se verd como se relacionan dichos sistemas con las ecuaciones que se
han discutido en esta seccién. En cada caso despéjese a r en la primera
ecuacion:

X _Axl L X — X

=
Xg — X h

Sustituyendo este valor en la segunda ecuacién de cada caso se tiene
- XX, — = XXk
y=r+ a—— G2=p0)  y=yit+ = k),

. 2 — k
obien  y—yp = i%*:;‘% x=x)  y—y=p K- x) €Y

Puesto que K es la pendiente de la recta si h # 0, se ve que las Ecuaciones (4)

h
corresponden a las ecuaciones desarrolladas en esta seccién.

Ejercicios 2—5

En los Ejercicios 1—10, obtenga la ecuacién cartesiana ordinaria de la recta
que pasa por el punto dado S y cuya pendiente es m.

1. S2,5); m =2 6. S(—4,6); m = —2
2. 86, 1); m =4 7. S(—1,—1):; m =}
3. S, —4); m = —1 8. S(—3,—-5:m= —%
4. S(7, =2); m = 5 9. S(2, —6); m = —%
5. S(—=1,5): m= =3 10. S(—4,—-1); m =0

En los Ejercicios 11—22, obtenga la ecuacién cartesiana ordina}ia de la recta
que pasa por los puntos dados Sy T.

1. S(1,5) y T(3,2) 17. S(—3,4) y T(—1,—1)
12. S4,1) ¥y T(2,6) 18. S(—2, —3) y T(=5, —4)
13. S(2, —4) y T(—1,2) 19. S(4, —3) v T(7, =3)
14. S3,=7) y T(, —4) 20. S(—3,2) v T(6,2)

15. S(—6,2) y T(7, —2) 21. S(3,5) v T(3, —2)

16. S(—4,3) y T(=2,1) 22. S(—4,6) v T(—4, —3)

En los Ejercicios 23—26, se dan las coordenadas de los vértices de un
tridngulo. En cada ejercicio, obtenga la ecuacién cartesiana ordinaria de las
rectas que contienen los lados del tridngulo.

23. A(0,0), B4, 2’), C(—2,6) 25. A(—1,3),B(3,7), C(7,3)
24. A(0,0),B(—6,2),C(2,4) 26. A(—3, —-3),B(—3,3),C(50)
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27-30. Repita los Ejercicios 23—26 determinando ahora las rectas que

contienen las medianas del tridngulo dado.

31-34. Repita los Ejercicios 23—26 determinando ahora las rectas que

contienen las alturas del tridngulo dado.

C
En los Ejercicios 35 y 36, recuerde que el segmen- E
to cuyos extremos son los puntos medios de dos D
lados de un tridngulo es paralelo al tercer lado del
tridngulo, y que su longitud es la mitad de la B
longitud del tercer lado. Ademds, upa mediana A F

del triAngulo biseca a este segmento.

35.

36.

* 37.
* 38.

* 39.

* 40,

DE||AB
CF biseca a DE

Obtenga las ecuaciones cartesianas ordinarias de las rectas que contienen
a las medianas del tridngulo cuyos lados tienen los puntos medios
S(2,6), T(5,2), y 0(0,0).

Repita el Ejercicio 35 para el tridngulo cuyos lados tienen los puntos
medios R(0, 5), S(2,3), y T(-3, —3).

Emplee el método expuesto en el Ejemplo 3 de la pdgina 56 para calcular
las coordenadas de los vértices del tridngulo mencionado en el Ejercicio 35.
Emplee el método expuesto en el Ejemplo 3 de la pégina 56 para
determinar los vértices del tridngulo mencionado en el Ejercicio 36.
Emplee el resultado del Ejercicio 37 para determinar las- ecuaciones
cartesianas de las rectas que contienen las alturas del tridngulo menciona-
do en el Ejercicio 35.

Emplee el resultado del Ejercicio 38 para obtener las ecuaciones cartesia-
nas ordinarias de las rectas que contienen a las alturas del tridngulo
mencionado en el Ejercicio 36.

2—6 Ecuacion de la recta punto y pendiente en términos de las
intersecciones con los ejes

o bien

Ax + By + C =0,

y—nn= m‘(x — X1),

— ey, =22 T YL
y—=n XQ_XI(x xl)-

(donde A% 4+ B? # 0 y xo # x,) de la ecuacidn cartesiana de una recta. En
esta seccion se estudiaran otras dos formas que también resultan (tiles.



74 Capitulo 2

Como se muestra en la Figura 2 — 16, y
si una recta £ no es paralela al eje y, &
entonces debe intersecar al eje y en al-

gin punto T (véase el Ejercicio 39,

pagina 69). Puesto que la coordenada x

de cualquier punto del eje y es 0, las
coordenadas de T deben ser de la S(a, 0)
forma (0, b), b € ®.. El namero b se o '\ o
llama la ordenada al erigen de £. Si se
sustituye a x; por Oy a y, por b en la
Ecuacién (2) de la pagina 70 se obtiene

T(0, b)

Figura 2— 16
y— b=mx— 0),
o bien

B y = mx + b. (D

Esta ecuacién de £ se llama la ecuacién punto y pendiente con ordenada al
origen, puesto que m es la pendiente de £ y b es la ordenada al origen de £.

Si en la ecuacidn cartesiana ordinaria de una recta no vertical se despeja a
y en funcidn de x, se tiene

Ax+ By + C=0 (B #0),
By = —Ax — C,

y=-%*"3
Comparando esta ecuacién con la Ecuacién (1) anterior se ve que
C

A

Esta expresién de m estd de acuerdo con la dada en la Seccién 2—4.

Ejemplo 7.  Calcule la pendiente y la ordenada al origen de la recta cuya
ecuacion cartesiana es 3x — 4y = 12.

Solucion:  Escribase esta ecuacién en la forma (1), obteniéndose que
3x — 4y = 12,
—4y = —3x 4+ 12,
y = ix — 3.

Por inspeccidn, la pendiente es £ y la ordenada al origen es —-3.
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Si una recta £ no es paralela al eje x, entonces debe intersecar al eje x en
alglin punto. Este punto tiene coordenadas de la forma (a, 0), a € ®, puesto
que la coordenada y de todos los puntos del eje x es 0. (Véase la Figura 2-16.)
El nimero a recibe el nombre de abscisa al origen de £.

Si la abscisa al origen de una recta £ es a y su ordenada al origen es b, con
a0 y b0, se pueden emplear las coordenadas de los puntos de
interseccién de la recta £ con los ejes (o, 0) y (0, b), y por ecuacidn cartesiana
de £ que por dos puntos dados (Véase la Ecuacién (3), pagina 70) se obtiene

b -0

y=—0=3=",&—-aq,
—ay = bx — ab,
bx + ay = ab,
1
o multiplicando ambos miembros por b’

a

X, ¥
| —+5=1 Q)

Esta es la ecuacién punto y pendiente de ordenada y abscisa al origen de la
recta £.

Ejemplo 2.  Obtenga la ecuacidén cartesiana ordinaria de la recta £ cuya
ordenada al origen es x y cuya abscisa al origen es —35.

Solucién: ~ Empleando la Ecuacién (2) inmediatamente anterior y toman-
do a=3yb = —5, setiene
XY _
42—
de donde 7
—5x 4+ 3y = —15,
o bien

5x — 3y — 15 = 0.

Esta, es la ecuacién cartesiana requerida de la recta £.

Cuando se da la ecuacién de una recta £ en la forma Ax + By + C = 0,
donde A, B y C son todos no nulos, se pueden determinar a y b, la ordenada y
abscisa al origen de £, simplemente sustituyendo a y y x por 0 respectivamen-
te. Asi se obtiene que
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Ejercicios 2—6

En los Ejercicios 1—8, obtenga la ecuacion cartesiana ordinaria de la recta
cuya abscisa al origen y pendiente se dan.

Bhwh =

m=2,b=05 5.m=2%,b=0
m=—3;b=2 6. m=—4;b=0
m=4;, b= —4 7. m=—%b=4
m= —2;b=—1 8. m=0;b= -5

En los Ejercicios 9—16, calcule la pendiente y la abscisa al origen de la recta
cuya ecuacion cartesiana se menciona.

9.
10.
11.
12.

3x —4y +8=0 13. 7x — 2y — 4 =0
2x — 5y +10=0 14. 3x+ 4y +5=0
5x + 4y — 16 = 0 15. 3y +6 =0
x+3y+9=0 16. 59 — 4 = 0

En los Ejercicios 17 —24, obtenga la ecuacién cartesiana ordinaria de la recta
cuya abscisa y ordenada al origen, b y a respectivamente, se dan.

17.
18.
19.
20.

a=2,b=3 2. a=7,b= -2
a=35b=1 22, a=5,b= -3
a= —3,b=2 23. a= —~1, b= =2
a= —4,b =14 24, g = -5, b = —4

En los Ejercicios 26— 32, calcule la ordenada al origen a y la abscisa al origen
b de la recta cuya ecuacién cartesiana se menciona.

25.
26.
27.
28.

3x+4—-12=0 29. 5x — 2y +10=0
2x + 3y —18=0 30. 8x+ 3y —12=0
5x -3y 4+15=0 31. 3x — 5y +8 =0
x—Ty—14=90 32. 4x +6y+7=0

En los Ejercicios 33—40, obtenga la ecuacién cartesiana ordinaria de las rectas
cuyas caracteristicas estdn dadas:

33.

34.

35.

36.

37.

La recta que contiene zl origen y es perpendicular a la recta cuya

ordenada y abscisa al origen son respectivamente 5y —3,

La recta que contiene al punto S(3, —2), y es perpendicular a la recta

que pasa por T(1, 1)y cuya pendiente es 3.

La recta cuya abscisa y ordenada al origen suman 7, y cuya pendiente es
. b

— L1 (Sugerencia: Sea .o —m.)

La recta cuya ordenada y abscisa al origen suman 2,y cuya pendiente es £,

La recta cuya ordenada y abscisa al origen suman 0, y que contiene al

punto S(2, 4).
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38. La recta cuya ordenada y abscisa al origen suman —1, y que pasa por el
punto S(2,2). (Dos soluciones.)
*39. La recta para la cual el producto de la ordenada al origen y la abscisa al
origen es 12, y que contiene al punto S(3, 1).
* 40. La recta para la cual el producto de la ordenada al origen y la abscisa al
origen es 6,y que pasa por el punto S(3, —3).
(Dos soluciones.)

*41. ;Para qué valor de a son perpendiculares las rectas?
XY o BT -
Ty gt el
* 42, ;Para qué valor de b son perpendiculares las rectas?

XY X _ Y _
3T =1 y 27 4

27 Forma simétrica de la ecuacion de la recta

Las componenetes k, k de un vector de direccién (4, k) de una recta reciben el
nombre de nimeros directores de £. Estos niimeros son importantes en Ja
determinacién de otra forma atil de la ecuacién de una recta que no sea
paralela a ninguno de los ejes coordenados.

Considérese una recta £ que pasa por el punto S(xy, y1) y que tiene al
vector v = (h, k) como un vector de direccion. Una ecuacidon paramétrica de
esta recta £ es

(X, )') = (xls }"1) + "(/1’ k); re (Rs

de la cual se obtienen las ecuaciones paramétricas cartesianas

x=x,+rh y y=y +rk (1)
(si h %0y k # 0, podemos despejar a r en cada una de las ecuaciones ante-
riores,
XoX_ YT hn
h k
de donde,
X — X y—-n
r AL ST ES TN 2
o h k @

LaEcuacion (2) recibe el nombre de forma simétrica de la ecuacion de la recta.

Si h 6 k son 0, entonces £ es paralela a un eje de coordenadas, es decir, £
es 0 bien vertical u horizontal. En estos casos la forma simétrica no es
aplicable. Sin embargo, de la Ecuacién (1) se obtiene que x = x; o bien
¥ = yi, respectivamente, es la ecuacién de una recta.
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Se puede determinar un par de nimeros directores de £, al identificar a dos
puntos S(x1,y1) y T(x2, y2) que estén sobre £, de la Ecuacion (1) se tiene
Xy =Xy + ch,  ys=y;+ck
donde ¢ es una constante. De donde
(x2 = x1,y2 — y1) = c(h k),

y por lo tanto, xo — x;y Y2 — Vison un par de nimeros directores de £.

Ejemplo 1.  Obtenga la ecuacién de la recta £ en su forma simétrica que
pasa por los puntos S(3, —-3) y T(6, 1).

Solucién:  Un par de nimeros directores resultan ser

h=2xo—x;,=6—3=23

k=yys—y,=1—=(=3) =4

Sustituyendo a x; y y; en la Ecuacidn (2), padgina 77, por las
respectivas coordenadas de S(3, —3), o de T(6,1), se
obtiene
x—3_y+3 . x—6_y—1
3 4 3 4

Se puede verificar que cada una de estas ecuaciones
representa a la misma recta, reduciéndolas a la forma cartesia-
na ordinaria.

Dada una ecuacidn cartesiana ordinaria Ax + By + C = 0 para una
recta £, si A y B # 0, se puede escribir una ecuacion equivalente en forma
simétrica simplemente identificando un punto S(xi,y;) que esté sobre la
grafica de Ax 4+ By + C = 0, y notando que el vecior v = (—B, A) es un
vector de direccidon de la grafica. Por lo tanto, se tiene que la ecuacién de £ en
forma simétrica es

X=X _YTn,
~B A 7

Ejemplo 2. Obtenga la forma simétrica de la ecuacién cartesiana para la
gratica de

Ix—4y+7=0.

Solucién:  Calctilese primero una solucion de 3x — 4y 4 7 = 0 asignan-
do un valor, por ejemplo 1, a x y despejando a y. Se obtiene asf

3(1) — 4y +7 =0,
—4y = —10,

5

Yy = 2.
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Por lo tanto, S(1, 3) es un punto de la grifica de la ccuacién
dada. Puestoque 4 = 3y B = —4,elvector v = (4,3) esun
vector de direccién de la grafica. Esto indica que la ecuacién
en forma simétrica es

x—1_y—%,

4 = 3

Se puede emplear a un vector de direccién de una recta para determinar el
dngulo de direccién de la recta. Recuérdese que el d4ngulo de direccion de un
vector v = (h, k) satisface las condiciones 0 < m°(8) < 360. Si v es el vector
de direccidn de una recta £, cada miltiplo escalar no nulo de v es también un
vector de direccién de £. En particular,—v es un vector de direccién de £, y
—v tiene sentido opuesto al de v. Esto indica que ya sea el angulo de direccién
de v o bien el de —v satisface la condicién 0 < m°(9) < 180, y se dice que el
angulo que satisfaga esta condicién es el angulo de direccion ¢ de la recta £.
(Véase la Figura 2-17.)

0/—v=(—h, —k) x

/

Figura 2—17

Si A = 0, entonces m°(8) = 90. De lo contrario, puesto que se puede

L= k . .
determinar — — ~ g a través de la ecuacion

tan § = 151’ 0 < m°(9) < 180.

Obsérvese que 6 es simplemente la pendiente de £.

El vector (— B, A) es un vector de direccion de la recta £, cuya ecuacién
es Ax + By + C =0, A> + B? 5 0. Entonces si B > 0, el 4ngulo de
direccion 4 de £ estd dado por

| | tan § = —

SN

’ 0 < m°(8) < 180.
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Ejercicios 27
En los Ejercicios 1—12, obtenga la ecuaci6on de la recta £ en su forma

simétrica que pasa por los puntos dados S y T, y calcule el 4ngulo de
direccién de £ con una precisiéon de un grado.

1. 8(5,2) v T(3,6) 7. S, —=5) y T2, -1)
2. S(6,4) y T(2,3) 8. S3,—8) y T(—3, —7)
3. 85,9 y T@3, —2) 9. S(—1,-3) y T(,3)

4. S(—1,3) v T@, —3) 10. S(—6, —4) y T4, —1)
5. S(—3,4) y T(—1,—23) 1. S(=2,-3) y T(=3,—5)
6. S(2,—4) y T(—3, —2) 12. S(—1,-7) y T(7,—1)

En los Ejercicios 13—20,0btenga la ecuacién en su forma simétrica que sea
equivalente a la ecuacién dada.

13. 2x —y+4=0 17. 2x 4+ 3y -7 =0
14, x+3y—6=0 18. Ix +3y —5=0
15. 2x + 5y — 10 =0 19. 2x -7y 4+3 =0
16. 3x +4y — 24 =0 20. 5Sx — 9 +45=0

En los Ejercicios 21—24, obtenga la ecuacién cartesiana ordinaria de la recta
£ que posea las caracteristicas que se mencionan.

21. Que pase por S(—35, 3), y cuyo angulo de direccién sea 60°.
22. Que pase por S(2,6), y cuyo angulo de direccidn sea 45°.
23. Que pase por S(3, —2), y que sea perpendicular a una recta cuyo dngulo
de direccién es 30°.
24, Que pase por S(—4, —3),y que sea perpendicular a una recta cuyo dngulo
de direccidén es 135°.
* 25, Demuestre que las rectas cuyas ecuaciones simétricas son

son perpendiculares.

* 26. Demuestre que si las rectas cuyas ecuaciones simétricas son

XoX Yo b, X X2 VT )2
hl k1 hZ k2

son paralelas, entonces /1,1k, = lok .

* 27. Demuestre que la ordenada y la abscisa al origen de la grafica de la
ecuacidn simétrica
X-— X1 _ YN
h k

son

kxy = by hye = ke

k h
respectivamente.



Rectas en el plano 81

Resumen del capitulo

. Las rectas en el plano se pueden representar mediante las ecuaciones
tanto vectoriales como cartesianas. La ecuacidén paramétrica vectorial

u=s+4 r(t —s), re g,

define la recta en el plano que pasa por los puntos S y T, supuestos
distintos. La variable r que aparece en esta ecuacién es un paramétro. Si
el conjunto de valores de r es un intervalo cerrado, entonces la grafica de
la ecuacidén es un segmento. Un sistema de ecuaciones paramétricas
cartesianas de la recta que pasa por S(xy, ¥1)y T(xs, ys) es

x=x1+rxe2—x1) Y y=yi+r@:—y1)

. Un puntoU esté sobre la recta £, y pasa por S(xy, ¥1),con vector de dire-
ccién v = (h, k)si y sOlo si u—ses paraleloa v. Una ecuacién paramétrica
de £es-u = s 4 rv, yun sistema de ecuaciones paramétricas cartesianas
de£sonx = xy + rh,y = y; + rk. El punto U(x, y) estd sobre £ siy
solosi (u — s)<v, = 0.

. Si el vector (h, k), con h = 0, es un vector de direccién de la recta £,

entonces la pendiente m de £ es %( Este nGimero es el cociente de la

altura y la base de cualquier segmento que esté sobre £. Para la recta £
que pasa por los puntos S(xy, y1) ¥ T(xs, ¥2),. con X # x;,. se tiene

Yo T V1,
X — X3

m =

. Las rectas paralelas no verticales tienen la misma pendiente. El producto
de las pendientes de dos rectas perpendiculares, ninguna de las cuales es
vertical, es —1.

. Un vector no nulo perpendicular al vector de direccién v de una recta £ es
un vector normal a £. Si (4, B), donde A? 4+ B? = 0, es un vector
normal a £, entonces la ecuacion cartesiana ordinaria de £ es

Ax + By + C = 0,

donde C es una constante adecuada. Una recta cuya ecuacibn sea
Ax + By + C’ = 0 es paralela a £, y una recta cuya ecuacidn sea

. . A
—Bx + Ay + C’ = 0 es perpendicular a £, La pendiente de £ es — —
. B
si B # 0.
. La ecuacién de punto y pendiente de la ecuacion de una recta £ que pasa
por el punto S(x,, y,) y cuya pendiente es m estd dada por

Y=y =mx— xy).

La ecuacién de la recta que pasa por dos puntos dados S(xi,y1) y

T(xsz,¥2) es

Y2 = V1
X, (x — x1).

J/"}’1=x2_
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10.

Capitulo 2

. La ecuacion punto y pendiente con ordenadas al origen de la ecuacidén de

la recta £ que tiene pendiente m y cuya ordenada al origen es b estd dada
por
y = mx + b.

La ecuacidon punto y pendiente con ordenada al origen y abscisa al origen
de la recta £ cuya abscisa al origen es a y cuya ordenada al origen es b
donde a = 0 y b = 0, esta dada por

Xy r_
sty =1

. Siv = (4 k) es un vector de direccidn de una recta £, entonces i y k se

llaman nimeros directores de £. El 4ngulo de direccidon 6 de £ satisface las
condiciones 0 < m°(9) < 180; si /4 # 0, entonces m°(§) se determina
mediante la ecuacién

tan 6 = % —m,  0< m(6) < 180,

donde m es la pendiente de £. Si & = 0 y k # 0, y £ pasa por el punto
S(x1,y1), entonces la forma simétrica de la ecuacion de £ estd dada por

X—=X1 Y=V,
h k

Ejercicios de repaso del capitulo

. Obtenga la ecuacidn paramétrica vectorial y el sistema de ecuaciones

paramétricas cartesianas de la recta que pasa por los puntos S(3, —2) y
T(—-1,5).

. Calcule las coordenadas del punto medio del segmento cuyos extremos son

S(1,7) y T(3, =9).
Obtenga la ecuaciéon paramétrica vectorial de la recta que pasa por el
punto S(5, —1) y para la cual v = (3, 1) es un vector de direccidn.

. Determine si el punto T(l, —8) estd sobre la recta cuya ecuacién

paramétrica vectorial es u = (3, 2) + r(1, 5), r € 6l
Escriba la ecuaciéon paramétrica vectorial de la recta que pasa por
S(2, —5) y cuya pendiente es — 2.

. Obtenga la ecuacién paramétrica vectorial de la recta que pasa por

S(—5,7)y que es perpendicular a la recta cuya ecuacidn paramétrica
vectorial es u = (1,4) + r(—=2,3), r € R. '

Obtenga la ecuacion cartesiana ordinaria de la recta que pasa por el
punto S(4, —1) y que tiene al vector v = (1, 3) como vector de direccién.
Obtenga la ecuacién cartesiana de la recta que pasa por los puntos
S(—5,.7)y T(, 3).

. ¢ Diga cudles la pendiente y cudl es la ordenada al origen de la grifica de

4x — 2y +7=0?
Obtenga la forma simétrica de la ecuacién de la recta que pasa por los
puntos S(7, 1) y T(—1,9).



Construcciones con regla y compaéas

Los antiguos griegos investigaron a fondo el problema de cémo construir
figuras geométricas sencillas usando sélo regla y compés.

Debe entenderse, antes que nada, la naturaleza de este problema. Una
regla es un instrumento mediante el cual se define una recta, o sea, el
segmento de longitud indefinida que pasa por dos puntos dados del plano, y
no es nada méas que eso. Andlogamente, un compas es un instrumento
mediante el cual se puede trazar una circunferencia, o arco de circunferencia,
que tiene su centro en un punto dado y cuyo radio es la distancia que separa
a dos puntos dados del plano, y no es nada mas que eso. La recta y la
circunferencia de las que hablamos no son las marcas que se hacen sobre un
papel, sino que son conjuntos tridimensionales de moléculas que contienen
electrones en constante movimiento; por ello, la recta y la circunferencia
son conceptos que se estudian en geometria.

La construccion de una figura empieza con una configuracion inicial
formada por un nimero finito de puntos, rectas y circunferencias. Debe
poderse terminar en un numero finito de pasos y debe ser mateméaticamente
exacta.

De estos criterios pudiera parecer que el problema de una construccién
con regla y compds no tiene implicaciones practicas. Mediante una regla que
tenga una escala, y mediante un transportador, o usando instrumentos més

PO U TP S EPRN SR WP AP B S |

sofisticados, podemos medir la longitud de cualquier segmento y medir
angulos que sean necesarios con mucha precisién. El problema es sin
embargo histéricamente importante puesto que obligé a los matemadticos a
enfocar su atencién sobre problemas bésicos. El conocimiento de los
principios bésicos de las matematicas y de la ciencia es fundamental para un
progreso cientifico sano. P
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A continuacion se ilustran unas cuantas de las construcciones con regla y
compés que son sencillas y nos son méas familiares.

>~
A B!
Al
Bt
A/
B’ .
Segmento Angulo: triseccion de
congruente congruente un segmento
PX (o
C
4 N
¢ VR
D
A "B * 4 B
Biseccion de Perpendicular a una Triangulo
un angulo recta en un punto equilatero

Las configuraciones iniciales de las que nos ocuparemos en esta seccién
del libro y en el comentario al final del Capitulo 3, en particular, la
circunferencia y el angulo de 60°, se pueden construir ellas mismas mediante
la regla y el compés a partir de una configuracién inicial que consta de sélo
dos puntos. Es decir, la circunferencia se puede trazar cuando se especifica
su centro y uno de sus puntos, y un dngulo de 60° se obtiene construyendo
un tridngulo equildtero como se muestra en la figura anterior. Por lo tanto,
cualquier construccién que se pueda llevar a cabo a partir de una de estas
configuraciones iniciales, también se puede realizar con una configuracién
inicial que conste sélo de dos puntos. Diremos que una configuracién es
constructible si se puede construir usando la regla y el compés empezando
con s6lo dos puntos dados.

Supongase pues, que empezando con una configuracién que conste sélo
de dos puntos A y B y empleando d (A, B) como la unidad de distancia, se
logra dar una construccién con regla y compéas de un segmento de longitud
p. Entonces decimos que e/ numero p es constructible mediante la regla y el
compas.
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Cualquier nGmero mensurable se puede construir como se indica en la
figura (a). Si se puede construir el nimero positivo p, también se puede

construir a 1 y a +/p. como se muestra en las figuras (b) y (c)
Je)
respectivamente.

L 12
M B c D

> 1

4 P
d(4, By=1
d(4, C)=2 ]
d(4, D)=3 vl P
[7p
(a) (b) (e

Si se puede construir a los nimeros p y g, entonces también se puede

construira P +a.p —q(si P>q).pay L.
q

p+q P—q q

Pq

De esto se sigue que nimeros tales como

=Vl oV vy z=NBE VI B

tambien se pueden construir.

Notese, por ejemplo, que el segundo de los nimeros que se menciona
anteriormente satisface las relaciones

yvi=vi+2
vt -2 =1,
vi— 4yt + 4 =1,
Ty* — 28y? + 27 = 0.
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Si el nimero k es una raiz de un polinomio con coeficientes enteros se
dice que k es un numero algebraico. Por ejemplo, el nimero racional %y el
ndamero irracional /3 son algebraicos, puesto que son raices de las
ecuaciones 3x — 2 = 0 y x% — 3 = 0, respectivamente. Si n es el menor
grado de los polinomios con coeficientes enteros de los cuales k es raiz, se
dice que & es un numero algebraico de grado n. Entonces /3 es de grado 2
aunque /3 es también raiz de la ecuacién cuartica x* — 6x2+ 9 = Q.

Los ejemplos anteriores de nimeros que se pueden construir sugiere el
siguiente resultado, que es valido, pero que no se demostrara en este libro:

Si se puede construir el nimero positivo k, entonces k es
un nimero algebraico de grado 2", donde n es un nimero
entero.

El nimero = es un namero trascendente, o no algebraico; es decir, no
existe un polinomio con coeficientes enteros cuya raiz sea 7. Este notable
resultado fue establecido en 1882 por el matemdtico aleman Carl Louis
Ferdinand von Lindemann (1852—1939). Se sigue que no se puede construir
el nimero =. En el siguiente diagrama se esboza una cosntruccion vélida
{pero no muy practica) para obtener una aproximacién al niimero =, pero no
se llega a obtener = exactamente.

314,159

300,000,

i 3.14159

Este resultado obtenido por Lindemann resolvié uno de los tres famosos
problemas de construccién con regla y compés que se habian planteado los
antiguos griegos, el de la “cuadratura del circulo,””

Vo

o sea el de construir un cuadrado que acote una regién que tenga la misma
area que la de un circulo dado. Si se toma al radio del circulo dado como
unidad de longitud, entonces el 4rea del circulo es 7, y el cuadrado requerido
debe tener lados de longitud /7. Si V7 fuera constructible, entonces T
también seria constructible. Pero ya hemos visto que esto no es asi. Por lo
tanto, no se puede encontrar la cuadratura del circulo con regla y compés.
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Otro de los tres famosos problemas que se plantearon los griegos
antiguos es el de ““duplicar el cubo”, o sea construir un cubo cuyo volumen

-

V=2

v?2

sea exactamente el doble del volumen de un cubo dado. Si se toma al lado
del cubo dado como unidad de longitud, entonces el cubo requerido debe
tener lados de longitud v/2 . Puesto que /2 es raiz de la ecuacion x® — 2
= 0, entonces /2 es un nuimero algebraico, y ademas /2 es a lo sumo de
grado 3. Se puede demostrar facilmente que /2 no es raiz de una ecuacién
lineal, y que tampoco es raiz de una ecuacién cuadratica, siendo estas
ecuaciones de coeficientes enteros, es decir, se puede demostrar que V2
no es ni de grado 1 ni de grado 2. Por consiguiente, v'2 es de grado 3.
Puesto que 3 no es de la forma 2", con n entero, entonces no se puede
construir a V2. Por lo tanto, no se puede duplicar el cubo con regla y
compas. :

El tercer problema plantado en la antigiedad es el de trisecar un angulo
dado. Se discutird este problema en el Capitulo 3.



Capitulo

En este capitulo se empleardn los métodos que se han
desarrollado en capitulos anteriores para resolver varios
tipos de problemas. Se obtendrén la forma normal y la

forma de determinante de la ecuacion de la recta y se |
demostrarén analiticamente varios teoremas
geométricos.



Aplicaciones de la Recta

Relaciones entre rectas

3-1 Distancia de un punto a una recta dada

Al estudiar geometria plana se ve que la distancia de un punto S a una recta
dada £ y que se denota mediante el simbolo d(S, £), definiéndose como la
longitud de un segmento que es perpendicular a x, que empieza en £ y
termina en S. (Figura 3—1).

y S
ds, £)

A
(o

Figura 3—1 Figura 3—2

Se puede calcular d(S, £) empleando métodos vectoriales si se conocen las
coordenadas de S, las coordenadas de alglin punto T sobre la recta £, y se
conoce un vector de direccidn v de £. Para calcular esta distancia, ndtese en la
Figura 3—2 que lo que hay que calcular es el valor absoluto de la componente
escalar de s — t en la direccion de v,. Es decir

d(s, £) = [Compvp (s — t)|,

o bien (recuérdese el Ejercicio 37 de la péagina 30 y lo mencionado en la p4gina
37, :

[_(S - t)-Vp|' (1)

['vel

u d(s, ¢) =
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La distancia que separa a S de £ no depende de la eleccién de un punto
particular T sobre £. Para concluir que esto es cierto tdmense dos puntos T,
y T, sobre £. En la Figura 3—3 se ve que

y
s —t; = (tz — t) + (s — t3).

Figura 3—3
igu: £

(0] X

Entonces tomando el producto escalar de cada miembro de esta ecuacién con
vy, s€ obtiene

s—t) vp=(tg —t) v+ (G —t3)- v, =0+ (s — t3) v,

Por lo tanto
[(s — ti) - vo| _ [(s — to) - Vo[
fivell [ vl

Ejemplo 1. Calcule la distancia que separa a S(6,2) de la recta £ que

pasa por T(4, 2) y cuya pendiente es %.

Solucidn:  Puesto que la pendiente de £ es %, el vector v = 5(1, %) =
(5, 1) es un vector de direccién de £. Entonces v, = (-1, 5),
ys — t, el vector quevade T a §, esigual a (6,2) — (4,2) =
(2, 0). Por consiguiente

(s — t) - ve|
d@s, £) = —F—4——
9= "5
2,0)- (=1,S)] _ =2 _ _2 .
V(I +52 V26 V26
Para calcular d(S, £), cuando la ecuacién de £ estd dada en la forma
cartesiana ordinaria,

Ax + By + C =0, (2)

se empieza por transformar esta ecuaciébn a una forma especial que fue
empleada sisteméticamente por el gedmetra alem4dn Ludwing Otto Hesse
(1811—1874) y que €l llamo forma normal. Para obtener la forma normal se
empleard el concepto de recta dirigida: si v es cualquier vector de direccién de
una recta 9 del plano, entonces se puede pensar que 9N tiene una de dos
direcciones: aquella de v o bien la de —v. Cuando se asigna una direccién a
una recta se dice que la recta es una recta dirigida. Si S y T son dos puntos
cualesquiera sobre una recta dirigida 97, entonces /(S,T), la distancia
dirigida de S a T, es igual a la distancia d(S, T), o bien a —d(S, T), seglin si 9
y el vector que va de S a T tienen o no la misma direccion. Por lo tanto la
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distancia dirigida de S a T es la componente escalar del vector t — s paralela
a la recta 9N.

Ahora para una recta dada £, sea 9 una recta dirigida que pasa por el
origen 0 y que sea perpendicular a £; sea a el 4ngulo que forma la parte
positiva del eje x con la direccidn positiva de 9, 0 < m°(a) < 360; sea P el
punto de interseccidn de £ y 91; y sea p la distancia dirigida de 0 a P, como se
muestra en la Figura 3—4.

y
£ m

s<\)

x’y

P(p cos a, p sin a)

o\

\x

Figura 3—4 Figura 3—5

(Obsérvese que si N y el vector que va de 0 a P tienen la misma direccién,
entonces la distancia dirigida de 0 a P es positiva y la distancia dirigida de P a
0 es negativa.) En la Figura 3—4 se ve que £ queda determinada por a y p.

En la Figura 3—95 se muestra a las rectas £, £5, y £3, con m°(a) = 30
y p = —1,0, y 2 respectivamente. Para estas rectas se podria escoger, con
igual validez, m°(a) = 210 y p = 1,0 y —2, respectivamente.

Por definicién de o y sen«, las coordenadas de P en la Figura 3—4 son
(pcos a, psena). Puesto que el punto 0 esta también sobre 7, el vector que
va de 0 a P, (pcosa, psena), es paralelo a 9; por lo tanto el vector
(cos o, senca) es también paralelo a 91 y es por consiguiente un vector de
direccion de 9. Cualquier punto S(x, y) del plano est4 sobre £ siy sblo si el
vector

s—p=(x—pcosa,y — psena)

es perpendicular a 91T; es decir si y solo si

(x — pcosa,y — psena)- (cos o, sena) = 0,
(xcosa — pcos® @) + (ysena — psen” ) = 0,
xXcosa + ysena — p(cos® a +sen> ) = 0,

o bien
N xcosa + ysena — p = 0. (3)

La Ecuacién (3) es la forma normal de 1a ecuacién de £.
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Si las ecuaciones (2) y (3) representan la misma recta £, entonces los
coeficientes de las dos ecuaciones deben ser proporcionales:

A = k cos a, B = ksena, C = —kp, 4)
en donde k es una constante. Para calcular k nbtese que
A? + B? = k?cos?’ a + k?sen? a = k*(cos? « + sen® a) = k2,
de modo que
k = +/A B
Por lo tanto debido a las Ecuaciones (4)
A B —C

c05a=——_:—::,’sena=———/-_:—_:_-_—;’p= ———
+V A2 4+ B2 +V A2 + B2 £V A2 + B2

- (4)

Se¢ puede reducir la Ecuacién (2) a su forma normal dividiendo a ambos
miembros por £1/A42 + B2. Esto es, se puede escribir la forma normal de la
Ecuacion (2) de £ ya sea como i
A B C
—— Xt )yt
VA + B VA 4+ B2 AT+ B2
o bien como
A B
————— X -+ —y + __E,,,,,,,_ = 0. (5')
—VA? + B2 —\VA2 + B2 —V/A2 + B2

=0 (5)

Ejemplo 2.  Obtenga una ecuacién en forma normal de la recta cuya
ecuacion cartesiana es £

2x + 2y + 3 = 0,

y determine el valor de «, 0 < m°(a) < 360 y p primero (a) si
p > 0 ydespués (b) si p < 0. Trace un esquema que ilustre

cada caso.

Solucion:  Puesto que A =2 y B =2, se tiene k = V27 + 22 =
+£2V/2.

(a) Como C = 3, que es positivo y C = —kp, para obtener
p > 0 se debe elegir Kk = —21/2. Entonces la forma nor-
mal es

2 2 3
- X + —y+ - =
-2V —2V2 —2V2
o bien
1 1 3
———Xx——=y—-—==0.
V2 V2 V2
Puest 1 1 3
uesto que cos a = — —=, =, =
q oS a NG sen o /5 Y —p 2“2
3

se obtiene m°(a) = 225 -y p = m = 23\2 = 1.06.
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(b) Para obtener p < 0, se debe elegir k = 2/2 obteniéndose
la forma normal

+vy+'7

V2 V2 V2
c 1 1 3
omo = —=, se = —=, _p =,
cos a NG sen « NG y P PG se
tiene m°(a) =45 v p = — —3-: = —3y2 = —1.06
: 2V2 * e
£ Y £ y
m
2259
(-30) ) (~20) oL s
X \
PXp=,1"2 pxf r= —3\/2
(0. -3 (0. =3)

Para calcular la distancia que separa el punto S(x;,y:) de la recta £
mediante la ecuacién normal

xcosa + ysena — p = 0,

notese primero que la recta £’ que es paralela a £ y que pasa por S tiene una
ecuacién en forma normal del tipo

xcosa + ysena — p’ = 0,

donde p’ es la distancia dirigida de 0 a £’ (Figura 3—6). Puesto que S(x,, yl)
estd sobre £’ se tiene

X108+ yysena — p' = 0, \y
. o -

y por lo tanto

p = x;cosa+ y;senc. R

P S(xy, »1)
(% P —p

NN

Figura 3-6
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La distancia dirigida de £ a £ es p’ — p, y esta es también la distancia
dirigida de £ a S. Esto indica que

[ | dS, &) = |p" — pl = [x1cosa + yysina — pl. (6)

Por lo tanto la distancia que separa a S de £ queda determinada al tomarse el
valor absoluto de la expresién que se obtiene al sustituir las coordenadas de S
en el primer miembro de la ecuacidon en forma normal de £.

Se sigue de las Ecuaciones (4) y (6) que la distancia que separa al punto
S(x1, y1) de la recta £ cuya ecuacidn cartesiana es

Ax+ By + C =10, A?+ B? =0,
estd dada por

Ejemplo 3. Dados los puntos S(1, 1) y T(l, 2), y la recta £ cuya ecuacion
cartesiana es 3x + 4y — 8 = 0, obtener una ecuacidén en
forma normal para £, p” — p. Determine también para S y
para T asi como d(S, £)y d(T, £).

Solucién: Puestoque A = 3y B = 4 setiene k = 4+1/32 + 42 = 45,
Supdngase que se elige k = 5. La forma normal de la
ecuacion de £ es

Para S se tiene

P—prp=30+31) — %= -4

des, £) = |3

1
5.

Para T se tiene

P-p=3)+3:20-8=%¢

|

d(T, &) = [5] = 3.

e v

\ m
T(1, 2

©,2) (' )

/S0, 1)
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Nétese que en la solucién anterior p’ — p < 0 paraSyp’ — p > 0 para
T. Esto indica que S y T estdn en lados opuestos de £, y el hecho que p > 0,
indica que S y O estdn del mismo lado con respecto a £.

Ejercicios 3—1

En los Ejércicios 1—12 calcule la distancia que separa al punto dado S de la
recta cuyo vector de direccién es v, o cuya pendiente es m, y que pasa por el
punto dado T.

SG,4; v=(2,1), T4 7 7. S(1,6); m = 2,T(3,3)
S(2,5); v=(,—-1),T(,3) 8. S5,1); m= =3, T2, -1
S(—L3);v=1(2,2,T4 -2 - 9. S@, -2); m= 4§ T, -3)

\4
S@, —7); v = (=5, —6), T(1,0) 10. S(—=3,7); m = —2, T(—4, 6)
S(—5,1):v=(4 —6),TO, —1) 11. S(—=3, —4); m = —1, T(2,3)
S(—6,—2); v = (1,5, T©0,00 12. S(—4,0); m = —4, T(0,4) _

ok wh=

En los Ejercicios 13—20 calcule la distancia que separa al punto S de la recta
£ cuya ecuacion se da.

13. S(5,7); 3x + 4y + 12 = 0 17. S@, —3); x — 8y + 5 =0
14. S(3,6); 2x — 3y + 6 =0 18. S(5, —8); 4x +y — 3 =0

15. S(—2,4); 5x — 4y — 10 = 0 19. S(—1,-5); 5x — 12y +7 =10
16. S(—3,7); 6x — 5y — 15 =0  20. S(—3, —6); 4x — 3y + 6 =0

En los Ejercicios 21—24 calcule las longitudes de las alturas del tridngulo
cuyos vértices R, S y T se dan

21. R(0, 4), S(4, —3), T(—3, 1) 23. R(7,0),S(—1,0), T(1, = 1)
22. R(1,0),S(2,5), T(—2,2) 24. R4, —1),S(1,7), T(-3, 3)

25-28. Calcule el 4rea de los tridngulos cuyos vértices se dan en los Ejercicios
. 2124,

En los Ejercicios 29 y 30 calcule la distancia que separa a las paralelas cuyas
ecuaciones se dan.

29. 3x —y—8=0 y 3x—ypy—15=0
30 x—3y+12=0 y x—3y—18=0

31. Calcule el valor de k tal que el punto (2, k) sea equidistante de las rectas
cuyas ecuaciones son x + y — 2 =0y x — 7y + 2 = 0.

32. Calcule el valor de k tal que el punto (k, 4) sea equidistante de las rectas
cuyas ecuaciones son 13x — 9y — 10 =0y x 4+ 3y — 6 = 0.
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En los Ejercicios 33—36 obtenga las ecuaciones de las bisectrices de los
angulos cuyos lados estan sobre las rectas cuyas ecuaciones se dan.

Ejemplo. x4+ 2y —3=0y 2x+4+y—-5=0

Solucién:  Recuérdese que cada punto de la bisectriz \ y
de un angulo es equidistante de los lados (0, 5)
del angulo. Sean las coordenadas de un AN
punto equidistante de las rectas dadas,
entonces (o, )
O
x +2y = 3] _ |2x' 4+ y — 5| /
— = - . %
V5 V5
De la definicioén de valor absoluto esto es equivalente a
x’+2)i’-—3:2x"+)i’—5 o bien x’+2y_’—3= __2x’+y-'—5’
Vs V5 V'5 V'5

X +2y=3=2x4+)» —5 obien x4+ 2y —3=—-2x — ) +5,

33.
34.
35.

36.

* 37.

* 38.

* 39.

*40.

x—y —2=0 obien 3x'+ 3y — 8 = 0.
Por consiguiente las ecuaciones de las bisectrices son

x—y—2=0 'y 3x+3y—8=0.

Ix+4y—-2=0 y 4x4+3y+2=0

3x—4y4+1=0 y 5Sx4+12y—-—2=0

x+3y—2=0 y 2x—-6p+5=0

x+y—6=0 y 3x—-3y+5=0

Obtenga las bisectrices del tridngulo cuyos vértices son R(6, 2),S(—2, —4),

T(—%Z, 8). (Sugerencia: trace un diagrama que ayude a seleccionar las
y 5 g g y
ecuaciones requeridas.)

Obtenga las ecuaciones de las bisectrices del tridngulo cuyos lados estan
sobre las rectas cuyas ecuaciones son x +2y —4=0,x—2y+2=0,y
2x—y—8=0.

Obtenga las ecuaciones de las rectas que son paralelas a la recta £ cuya
ecuacion es 3x — 4y -+ 10 = 0 y que estdn a cinco unidades de distancia
de £.

Obtenga las ecuaciones de las rectas que son paralelas a la recta £ de
ecuacién 15x 4 8y — 34 = O y que estdn localizadas a 4 unidades de
ésta.
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* 41, Calcule la distancia que separa al punto S(b, a) de la recta cuya abscisa y
ordenada al origen son respectivamente a y b.

* 42, Calcule la distancia que separa al punto S(b, —a) de la recta cuya abscisa
y ordenada al origen son respectivamente a y b.

* 43. Demuestre que drea de un tridngulo cuyos vértices son R(xy, y1), S(xo, y2),
y T(xs, y3) estd dada por

Hx1(ve — yy) + x2(y3 — y1) + x3(v0 — y2)l.

3-2 Interseccion de rectas

En cursos anteriores se menciona que la interseccién de los conjuntos A y B
(que se denota mediante 4 N B) se define como el conjunto de todos los
elementos comunes a A y B. Una propiedad especial de los conjuntos de
puntos que se llaman rectas es que, en el plano, la interseccién de dos rectas
distintas es o bien el conjunto vacio (si las rectas son paralelas) o bien tienen
sOlo un elemento (un sdlo punto si las rectas no son paralelas). Si “£,” y
“£,” son la misma recta entonces £; y £, son paralelas y claramente su
interseccidn es toda la recta.

Se. puede determinar si dos rectas son paralelas o no, simplemente
comparando vectores de direccién, o lo que es equivalente, comparando
vectores normales a las rectas. Si las rectas son en efecto paralelas entonces
coinciden si y sdlo si tienen un punto comin (véase el Ejercicio 45, pagina 63).

Ejemplo 1.  Si £,y £, son las rectas determinadas por

L1 = {(x,p): 3x —4y =5

L2 = (x,y): —6x+ 8y + 9 = 0],

diga cual es el conjunto £; N L.

Solucion:  Por inspeccidn de las ecuaciones dadas se ve que (3, —4) es un
vector normal a £,y que (—6,8) = —2(3, —4) es un vector
normal a £,. Por lo tanto (4, 3) es un vector de direcci6n
tanto de £; como de £, y por consiguiente £; y £, son
paralelas.

Para calcular las coordenadas (x, y) de un punto S sobre
£ basta asignar un valor arbitrario a x y despejar a y en la
ecuacion de £; Por ejemplo si x = 3 entonces

y=-315-9=1,

y S(3, 1) es un punto £,;. Sustituyendo las coordenadas de S
en la ecuacién de £,, se tiene —6(3) + 8(1) + 9 = —18 +
& + 9 # 0. Porlotanto Snoestd sobre L5y £, N Ly = .
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Al estudiar algebra se ve que se puede emplear métodos cartesianos para
demostrar que rectas no paralelas se
intersectan en un solo punto. Se pue-
den emplear también métodos vecto-
riales para demostrar que este resulta-
do es vélido. Considérese la Figura
3 -7 en la que se muestran la recta £,
que pasa por los puntos Q(—3, —2)y
R(0, 2) y 1a recta £yque pasa por los
puntos S(5,0) y T(6, —3); en esta fi-
gura se ve que £,y £, se intersecan
en un solo punto. Para demostrar que
esto es asi, hay que demostrar anali-
ticamente (1) que hay sélo un punto que
puede estar en ambas rectas y (2) que
este punto de hecho estd sobre ambas Figura 3—7
rectas.

De la informaci6n dada se tiene que una ecuacion paramétrica vectorial de
£1 es

(x,») = (=3, =) + ri[(0,2) = (=3, =2)], rieR,
o bien
(x,9) = (=3, -2) + r:1(3,4);
y que una ecuacién paramétrica vectorial de £, es
(x,9) = (5,0 + r2f(6, =3) = 5,05 rzeq,
o bien
(x,3) = (5,0) + rz(1, —3).
Supéngase que U(a, b) es un punto que estid sobre ambas rectas. Debe
demostrarse que
(a,b) = (=3, =)+ B4 y (a,b)= (50 + ry(l, —-3),
de modo que

(=3, =2+ ri(3,4) = (5,0) + r2(1, =3). Q)

De esta ecuacién (1) se puede despejar a r;y r, como sigue: puesto que
para cualquier vector v, v-v, = O eliminese r; tomando el producto es
calar de cada miembro de la Ecuacidn (1) (recuérdese la Propiedad Distributiva
mencionada en la Secciéon 1—6) con el vector (3, 4), = (—4, 3) para obtener

(=3, =) (4.3 + G- (—4,3) = 5,0)- (—4,3) + r2(1, =3)- (—4,3)
6+ r1(0) = —20 + ro(—13),
26 = —13ry,
Fop = —-2.
Analogamente eliminese a r, tomando el producto escalar de cada miembro
de la Ecuacion (1)con (1, —3), = (3, 1). Se obtiene
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(=3, =G D+ G4 -C.1) = (6,00, 1)+ r(l, =3)- G, 1),

=11 + r1(13) = 15 + 75(0),
13r, = 26,
rp o= 2.
Luego se existe un punto U(a, b) que esté sobre ambas rectas entonces para
ese punto se debe tener #; = 2 y ro = —2. Sustituyendo estos valores en las

ecuaciones de £, y £o se obtiene respectivamente

(@,b) = (=3, -2)+2G,4) = (=3, -2 + (6,8) = (3,6)

Por lo tanto £ y £, se intersectan en el punto U(3, 6) Gnicamente. Puesto
que este método se puede emplear para cualquier par de rectas no paralelas
dadas, se concluye que dos rectas no paralelas en el plano se intersectan en un
punto exactamente.

Si se definen dos rectas en el plano mediante un sistema de dos ecuaciones
lineales con dos incognitas, entonces su punto de interseccién se puede
calcular resolviendo las dos ecuaciones simultaneamente. En cursos de algebra
se menciona que dos ecuaciones lineales con dos incognitas se pueden resolver
por sustitucién o por eliminacién de una incégnita, método que a veces se
llama “‘método de combinacioén lineal”’. Ambas técnicas, asi como el método
vectorial que es semejante al de eliminacion, se ilustran en las soluciones del
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.  Resuelva el sistema
3x =5y =1 (D
4x + 3y = 11 (2)

Solucién por sustitucion:

Despéjese a y de la Ecuacién (1) en términos de x

y=4%x—-1% ©)

SustitGyase este valor de y en la Ecuaci6n (2) y despéjese a x en
la ecuacién resultante

dx 4+ 3(Ex — %) = 11,
x = 2.
Sustitlyase este valor de x enla Ecuacién (3) y despéjese a y de
la ecuacidn resultante
y=30-%t=1
Por lo tanto, la Gnica solucién del sistema es (2, 1). Para
comprobar que (2,1) es en efecto solucién del sistema, se
sustituye a x por 2y a y por 1 en las ecuaciones originales
32) — 5() = 1, 4(2) 4 3(1) = 11,
1 =1 It = 11.
Por lo tanto es la Gnica solucién del sistema.

I
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Solucién por eliminacion:

Multipliquense ambos miembros de la Ecuacién (1) por 3 y
ambos miembros de la Ecuacién (2) por 5 para obtener

9x — 15y =3
20x + 15y = 55
Sumen los miembros correspondientes de estas ecuaciones y se
obtiene
29x = 58,
x = 2.
Ahora sustittiyase a x por 2 en una de las ecuaciones originales
y despéjese el valor de y, tal como se hizo en la solucién por
sustitucién; o bien regresando a las ecuaciones originales
eliminese a x de la siguiente manera: multipliquense ambos
miembros de la Ecuacidén (1) por —4 y ambos miembros de la
Ecuacidn (2) por 3 para obtener el sistema equivalente
—12x 4+ 20y = —4
12x + 9y = 33
Stmense estas ecuaciones miembro a miembro para obtener
29y = 29,
y = 1.
Como antes, la Gnica solucidon posible del sistema es (2, 1), y se

puede comprobar que (2, 1) es en efecto solucibn, sustituyendo
estos valores en las ecuaciones originales.

Solucién vectorial:

El sistema de ecuaciones dado, es decir, la afirmacién com-
puesta.

Ix =5y =1 y 4x 4+ 3y = 11,
es equivalente a la ecuacién vectorial

(Bx = 5p,4x + 3p) = (1, 1),
que a su vez es equivalente a

x(3,4).— ¥, =3) = (1, 11). C))
Esta ecuacion se puede resolver empleando el método descrito
en la pagina 98. Es decir, se elimina a y multiplicando ambos
miembros de la Ecuacion (4) por (5, —3), = (3,5). Se
obtiene

x(3,4)- (3,5 — y(5,=3)- (3,5)
29x — Qy

(1’ 11) : (35 5)5
58.
2.
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Se puede eliminar a x tomando el producto escalar de ambos
miembros con (3, 4), = (—4,3). Se obtiene
x(3,4) (=4,3) — y(5, =3)- (=4,3) = (1, 11) - (=4, 3),
Ox + 29y = 29,

y =1
Por lo tanto la Ginica solucién del sistema es (2, 1), y como en
los casos anteriores se puede comprobar que (2, 1) es solucién
del sistema sustituiyendo estos valores en las Ecuaciones (1) y

(2).

Si se compara a la solucién por eliminacién con la solucién vectorial se ve
inmediatamente que son equivalentes. La ecuacion vectorial (4) es equivalente
a las ecuaciones cartesianas (1) y (2). Para eliminar a y multipliquense ambos
miembros de la Ecuacion (1) por 3 y ambos miembros de (2) por 5, simense las
ecuaciones resultantes, o lo que es lo mismo témense el producto escalar de
ambos miembros de (4) con (3, 5). Analogamente para eliminar x multipli-
quense ambos miembros de (1) y (2) por —4 y 3 respectivamente, y simense; o
lo que es equivalente, tdmese el producto escalar de ambos miembros de (4) por

(—4, 3).

Ejercicios 3—2

En los Ejercicios 1-6, diga cual es £, N £,, si £, y £, son las rectas cuyas
ecuaciones se dan. (Los pardmetros r,, r,, t,, t, son nGmeros reales.)

1. L1 (5,0 = G, + ri(L, 1); Lot (x,p) = (1,2) + ro(1, =3)
2. L1 (6)) = (2, =3) + ri(4, =2); L2t (x,)) = (=2, 1) + ro(—1, =2)
3. Lyt x~2y=3; Lo: 2x+y =1
4, £1:3x —y=4; £3: x+ 3y =238
5. £1: () = B — 21,1 — 11); £1 (x,9) = (4 + 56,2 + 31)
6. L1 (x,p) = (64 31,,3 — 2t1); L£o: (x,y) = 3 — 313,54 21)
En los Ejercicios 7-10, resuelva el sistema dado por sustitucién.
7. x+3y=17 9. x—2y=7

2x + y = —1 —2x 4+ 4y = —14
8 3x—-2y =19 10. 4x — 3y = -2

2x + 5y =0 3x+2y =17
En los Ejercicios 1116, resuelva el sistema dado por eliminacién.
Mox+3y=7 14. 3x + 2y = 4

x— y=3 2x — Ty = 11
12. x— 3y = —8 16. 3x — 2y = 8

2x+ y =175 6x — 4y =3
13. 2x — 5y =3 16. 5x + y = —9

x4+ y=13 x—3y= -5
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17—26. Resuelva los sistemas dados en los Ejercicios 7—16 por el método

vectorial.

En los Ejercicios 27 —30, diga cuales son los véctores de los vértices de! tri4n-
gulo cuyos lados estan sobre las rectas dadas.

27.

29.

30.

En

2x+y =4, ‘ 28. x —y = —1,
x—3y= -5, x4+ 3y =1,
(X,y)= (3a 1)+r1(15 _2))

(X, ,V) = (5: 7) + r2(3a 4)5
(x,y) = (=3, =7) + rs(1, 3).
(x’ J’) = (29 4) + rl(Os l);

(X, y) = (5’ 4) + r2(2’ 1);
() = G,3) + rs(=11).

los Ejercicios 31—36, diga cual es la ecuacién cartesiana en forma

ordinaria de la recta cuyas caracteristicas se mencionan:

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Pasa por el punto S(4, §) y por el punto de interseccién de las rectas cuyas
ecuaciones son 3x — 4y — 2 =0y 12x — 15y — 8 = 0,

Pasa por el punto S(1, 1) y por el punto de interseccién de las rectas éuyas
ecuaciones son 2x — 5y + 9 =0y 4x 4+ y 4+ 7 = 0.

Pasa por el punto de intersecciébn de las rectas cuyas ecuaciones. son
3x+y—16=0y 2x — 7y — 3 =0 y es paralela a la recta cuya
ecuacidbn es x — 3y + 2 = 0.

Pasa por el punto de interseccién de las rectas cuyas ecuaciones son
2x+y =13y 7x — y = 2, y es paralela a la recta cuya ecuacién es
X —y=2

Pasa por el punto de interseccién de las rectas cuyas ecuaciones son
x+2y=12 y 3x — 4y = 26, y es perpendicular a la recta cuya
ecuacibnes x + y = 1.

Pasa por el punto de interseccién de las rectas cuyas ecuaciones son
3x4+4y 4+ 10 =0y 5x — 12y — 12 = 0, yes perpendicular a la recta
cuya ecuacibnes x — 2y + 6 = 0.

Obtenga las ecuaciones de las rectas que contienen a las diagonales del
cuadrildtero cuyos lados son las rectas dadas por las ecuaciones x — 3 +
13=0,7x—-y+3l=0x—-3y—7=0yx+y—11=0.

Las rectas cuyas ecuaciones son 3x — 8y — 2 =0y 3x — 8y — 44 = 0
contienen a lados opuestos de un paralelogramo, y una de las diagonales
de ese paralelogramo esté sobre la recta cuya ecuaciénes x + 2y + 4 = 0.
Si la otra diagonal del paralelogramo pasa por el punto (4, %), Calcule los
vértices del paralelogramo.
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39. Demuestre que si a,by — agh; # 0, el sistema

axx + by = ¢y
dosX + b2y = (g

tiene una solucién Gnica dada por

c1by — coby _ @iC2 — ascy

albz - azbl - albz - azbl

40. Emplee el resultado del Ejercicio 39 para resolver el sistema.
4x — 3y =5
2x + 5y = 35

Métodos analiticos
3—-3 Determinantes

Los determinantes son ftiles en 1a solucién de sistemas de ecuaciones lineales y
tienen ademds muchas otras aplicaciones en la geome-
tria analitica.

" . columna

Recuérdese que un arreglo de nimeros como la que
muestra en color en la figura, representa a una matriz, tal 123
como un digito representa a un nGmero. Obsérvese que rengl(’ml [3 2 5]
el arreglo de nimeros esta encerrado entre corchetes. Se 21 0 6
emplean mayasculas, tales como M y N, para denotar
matrices.

Cada nGmero de ese arreglo representa un elemento de la matriz. El
nimero de renglones (horizontales) y el ntimero de cclumnas (verticales)
formados por los elementos de una matriz determinan sus dimensiones. Por
ejemplo la matriz que se indica anteriormente tiene dos renglones y tres
columnas y se dice que es una matriz de 2 x 3 (léase ‘“‘matriz de dos por
tres”’). Obsérvese que se da primero el nimero de renglones y después el
nGmero de columnas. Se identifica a un elemento de la matriz especificando a
que renglén y a que columna pertenece. En la matriz mencionada el elemento
que estd en el primer renglén y en la tercera columna es S.

Si una matriz tiene el mismo nimero » de renglones y de columnas se dice
que es una matriz cuadrada de orden n. Se puede asociar a cada matriz
cuadrada M, cuyos elementos son ndmeros reales, un namero particular,
llamado el determinante de M y que se denota mediante ‘“‘det M” (ledse
“determinante de M"). ,

A veces se representa a los determinantes en la misma forma que a las
matrices, excepto que se emplean un par de barras verticales en lugar de los

corchetes. Por ejemplo ’
ay b 1 a b 1
det [a 2 b 2] T las by
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Los elementos de la matriz, sus renglones y sus columnas, se Ilaman también
elementos, renglones y columnas del determinante, y se dice que ¢l orden de la
matriz es también el orden del determinante.
El determinante de la matriz [a,] de 1 X 1 es precisamente el nlimero a,
mismo. Por ejemplo
det [-7] = —7.

(Nétese que en este caso no se usardn barras verticales en un determinante de
primer orden, pues se podria confundir con las barras verticales que sirven
para indicar valor absoluto.)

El determinante de una matriz de 2 X 2 se define como:

al bl = ale - agbl' (1)
as bg

=28 — (—4) = 32.

4 2 4 2
Por ejemplo 2 71T i 7

El determinante de una matriz de 3 X 3 se define como

a, by <
as by co = aybacy + ashscy + agbicy — aybgey — ashbicg — agbsey.
az bz cy )

Las sumas de productos que se indican en (1) y (2) reciben el nombre de
desarrollo de un determinante. :

El determinante de una matriz cuadrada de orden superior se define en
términos de determinantes de matrices de Ordenes inferiores empleando
menores. El menor de un elemento de un determinante se define como el
determinante que se obtiene borrando el renglén y la columna a las que
pertenece el elemento. Por ejemplo

el menor de 4 en 0 =7 es 0 *7’,
5 3
- 5 3
‘ 4 3 4 2
En forma aniloga el menor de O es | 6 3 ,y el menor de —~7 es | 6 5

En el segundo miembro de la ecuacién (2) se puede factorizar por pares los
términos de varias formas. Unas de estas formas es

ay(byey — bycy) — bilases — ases) + cilasbs — azhy).

Se sigue que si A,, By, y C, representa los menores de aj, by, y cy,
respectivamente se puede escribir

ay b1 Cq
(o bg Co =(11A1'—b1B1+C1C1.
as by cy

El segundo miembro de esta Giltima ecuacién recibe el nombre de desarrollo
del determinante por menores respecto al primer renglén.
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Reordenando adecuadamente los términos del segundo miembro de la
Ecuacion (2) se puede demostrar que cualquier determinante de tercer orden
se puede desarrollar por menores con respecto a cualquier renglén o cualquier
columna como sigue:

[ | 1. Elijase un renglén o una columna, y calctilese el producto de
cada elemento del renglén o columna por su menor.

2. Témese este producto o su negativo seglin sea par o impar
respectivamente la suma del ndmero de renglén y el ntmero de
columna que ocupa el elemento.

3. La suma de estos nimeros es el valor del determinante.

Se emplea el mismo procedimiento para obtener el desarrollo de determi-
nantes de cuarto orden (o de orden superior a cuatro). Por ejemplo se tiene

a b1 C1 dl

as by co dao| .
az bz c: dz = —b1B; + byBy — b3B3 + byB,,

ay b4 Cy d4

: as ¢y ds a; ¢; d;
donde B, = |az c3 ds|, By = |as c3 ds3|, y asisucesivamente
ag ¢4 dy) ag C4 d4i
1 3 =2
Ejemplo 1. Desarrolle|2 0 —3' por menores del segundo renglén.
4 5 1

Solucion:  Los elementos del segundo renglén son 2, 0 y —3. El elemento
2 estd en el segundo renglén y la primera columna; puesto que
2 4+ 1 = 3 (impar) tomamos el negativo del producto de este
elemento por su menor. Analogamente tomamos el producto 0
por su menor y el negativo del producto de —3 por su menor.

Entonces

132 3 =20, |1 =2 LRI

2 o—3=—23 ol T = (=3) 1

y | |

4 s 1‘ 5 1) 4 1 4 5

= —2(13) + 009) + 3(—=7) = —47.

En el Ejercicio 39, pagina 103 se indica que si a6, — asb; ¥ 0 entonces
el sistema de ecuaciones 7 .
'a1x+b1y= C1~ (3)

asx + by = c3
tiene una solucién Gnica dada por

- C1b2 - Czb_l_’ _ &CQ - ag(ﬂ.
a1b2 — agbl ’ albg - 02b1
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Esta solucion se puede escribir mediante determinantes como

¢ by a ¢
cs b as ¢
x = 1 C2 Dol y=1 2 Cof
ag bl ]01 bl{
as by las by

Sea ahora M la matriz [al b 1] formada por los coeficientes de x y y, y sea
as b
D = det M y obsérvese que los determinantes que aparecen en los numerado-
res, que llamaremos D, y D,, respectivamente, son los determinantes de las
matrices que se obtienen de M reemplazando a los coeficientes de las variables
x y v respectivamente en la Ecuacibn (3), por los términos constantes c¢; y cs.
Por lo tanto si D £ 0, entonces el sistema (3) de ecuaciones tiene una
solucién Ginica que esta dada por
x = Da, .~ Dy,
D D

Para cualquier entero n, se puede extender este patrén para expresar la
linica solucién de cualquier sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas,
para el cual el determinante D de la matriz M formada por los coeficientes de
las variables sea no nulo, Esta forma de expresar la solucién mediante
determinantes recibe el nombre de Regla de Cramer.

En particular para el sistema

arx + by + c1z = d,
asx + boy + c9z = ds

azx + bsy + c3z = dj
se tiene
a; bl C d}. bl C1
D = aog b2 Col, D_,; = dz bZ Cof,
as by c3 dy bz cy
a; d; ¢ a; by d,
D, =\ay, dy cs, D, = |ay by d,f,
as; dy c3 az by dj

y si D # 0, entonces la solucién es {inica y estd dada por

D, - Dy, ,_ D
- D - D
La siguiente propiedad de los determinantes resulta atil en las aplicaciones
de estos a la geometria analitica (vease los Ejercicios 12 y 13, p4gina 107).

B Si dos renglones (o dos columnas) de un determinante tienen
elementos correspondientes iguales, entonces el valor del determi-
nante es cero.



Ejemplo 2.

Solucion:
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Demuestre que para dos puntos S(xy, y1) y T(x2, y2) distintos
en plano

x y 1
x; yp 1| =0 4
xg ys 1

es una ecuacion de la recta que pasa por ambos.
Si se sustituye a x por x, y a y por y, en la Ecuacién (4) se
obtiene

|X1 yi 1
'Xl yi 1 =0,
ixz y2 1

igualdad que es valida puesto que los dos primeros renglones
tienen elementos correspondientes iguales. Por lo tanto S est4
sobre la grafica de la ecuacidn. Analogamente sustituyendo a x
por xgy a y por yg,se ve que T estd sobre la grifica de la
ecuacion. Un desarrollo del determinante que aparece en la
Ecuacidn (4) estd dado por

x(yy = yo) — (1 — x2) + (x1y2 — x2¥1).

puesto que S = T, los coeficientes de x y y no son ambos 0.
Por lo tanto la Ecuacibn (4) es una ecuacion lineal en x y y, y
como su grafica contiene a S y a T, su grafica es la recta que
pasa por Sy T.

Ejercicios 3—3

En los Ejercicios 1—16, si M es la matriz dada, calcule ‘det M"’

1.

13.

14.

4

— 1!
[> NN NV I )

—_ o

1

e

—3
-1
2

(98]
]

OO N o>

L»O\‘I\J

.

5. [0 0] 9.1 a 1}
7 —4 | —-b 1
6. [ 2 0] 10. [a bJ
-5 0 b a
7. [ 3 %] M. [ a b]
-+ 3 —b a
8. [% g] 12. [a b}
i 3 la b
! 15. [4 5 6]
2 4 3
q] 0 7 0]
2] 16. [ 3 =2 1
0 —4 3 7
2] . 2 1 o
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En los Ejercicios 17 y 18, calcule el valor del determinante desarrollandolo por
menores respecto a la segunda columna,

17. (1 3 2 18. 14 —1 2
4 -2 3 3 0 1
5 0 6 4 2 6

19-20. Repita los Ejercicios 17 y 18 desarrollando los determinantes por
menores respecto al tercer renglon.

En los Ejercicios 21—24, diga cual es la solucién de los sistemas de
ecuaciones dados, obténgala empleando la Regla de Cramer.

21. 4x — 3y =5 22, 3x+ 2y =1
2x+ y=5 x+ y= -1
23, x+2y=0 24, 2x — 3y + z =1
x4+ z=1 6bx —6y — z=0
3y —2z = -3 4x + 6y — 2z =2

En los Ejercicios 25 y 26, emplee un determinante de tercer orden para escribir
la ecuacion de la recta que contiene a los puntos S y T dados.

25. S(2, —1), T(3,0) . 26. S(—3,4), T(5,2)

* 27. Demuestre que los puntos R(x,, y;), S(x2, y2), y T(x3, ¥3) (que no son
necesariamente distintos) son colineales si y sélo si

x1 yr 1
Xo Vo 1| = 0.
x3 yz 1

* 28. Obtenga una ecuacién en forma de determinante de la recta que pasa por
el punto S(x,, y,) dado y cuya ordenada al origen es b.

* 29. Obtenga una ecuacién en forma de determinante de la recta con abscisa al
origen a y ordenada al origen b.

* 30. Demuestre que x y 1
X1 Vi 11=0
1 m 0

es una ecuacién de la recta que pasa por el punto S(x;,y;)y cuya
pendiente es m.

* 31. Demuestre que la forma de pendiente y ordenada al origen de la ecuacién
de una recta se puede escribir en forma determinante como

Ix y 1
0 b 1 =0.
I m O

* 32. Demuestre que la recta que pasa por el origen y que contiene al punto
S(x1, y1) tiene una ecuacién de la forma

Xy

X1 Vil
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* 33. Demuestre que los puntos S(xi,y1) y T(xz, y2) son colineales con el
origen si y sélo si.

X1 ,Vli - 0.

X2 Y2y

* 34. Demuestre que el rea del tridngulo cuyos vértices son R(x1, y1), S(x2, ¥2),
y T(x3, y3) es

xy yi 1
+3 [x2 yo 1.
x3 y3 1

[Sugerencia: Véase el Ejercicio 43, pagina 97.]
* 35. Demucstre que los vectores s = (x1, 1)y t = (x3, y2) son paralelos si y
s6lo si
X1 1
X2 Y2

* 36. Demuestre que si los vectores s = (x1,y;) ¥y t = (x2,)2) no son
paralelos entonces cualquier vector v = (x, y) se puede expresar como
una combinacién lineal de s y t.

v = as + bt,

donde a y b estan dados por

X X X1 X

Yy Y2 Yy
a=———"—"" y hb=—"7""

X1 X3 X1 Xo

Y1 V2 Yi Yz

[Sugerencia: La ecuacién vectorial (x, y) = a(xy, y1) + b(x2, ys) es equi-
valente a un sistema de ecuaciones cartesianas con incbgnitas a y b].

3—-4 Demostraciones analiticas

Los métodos analiticos se pueden emplear en forma muy efectiva para
demostrar teoremas de geometria euclidiana plana. Las demostraciones se
pueden llevar a cabo empleando las coordenadas cartesianas de algunos
puntos o bien mediante vectores.

Cuando se emplean coordenadas para demostrar un teorema, puede
facilitarse a veces la demostracién si los ejes coordenados se orientan de
alguna manera particular con respecto a la figura de que se trate; no se pierde
generalidad haciendo esto, puesto que la orientacién y colocacidén de los ejes en
el plano es arbitraria. Sin embargo, cuando se emplean métodos vectoriales, en
general, la colocacion de la figura respecto a los ejes de coordenadas no tiene
importancia alguna; de hecho normalmente no se menciona la colocacién de la
figura.
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Teorema. Las longitudes de los lados opuestos de un paralelogramo son
iguales.

Demostracion empleando coordenadas:
Para un paralelogramo ABCD (véase el siguiente diagrama) los ejes
coordenados se pueden elegir con el origen sobre A y tomando la

y
B(s, o) Clx, y)=(a+b, c)

A0, 0) D(a, 0) X

parte positiva del eje x a lo largo de AD. Entonces las coordena-
das de A son (0, 0) y las coordenadas de D son de la forma (a, 0),
con @ > 0. Sean B de coordenadas (b, ¢), con ¢ # 0, como se
muestra. Se pueden calcular las coordenadas (x, y), de C como
sigue: L ’

Puesto que BC || AD, y la pendiente de AD es 0 se sigue que

— ¢
la pendiente de BCes 0. Porlotantose tiene X———; = 0,de modo que

X .

y=c ~
~ Puesto que CD || AB, pendiente CD = pendiente AB. Entonces
st x # a,
y=-0_c=0,
x—a b-0
Sin embargo ya que y = ¢, tal como se habia demostrado, se tiene
c=0_c=0
x—a b-—0
o bien
x = a -+ b.

si x = a, de modo que CD sea vertical, entonces AB debe ser
también vertical y por lo tanto b = 0; en este caso también se
tiene que x = a + b. i
Ahora que ya se conocen las coordenadas (a + b,c) de C se puede

emplear la formula de distancia para calcular las longitudes de los
lados:

d(AB) = V(b — 0)2 + (c — 0)2 = Vb2 + ¢2

dCD) = V(a+ b — a)? + (c — 0)2 = Vb2 + ¢2

dBC) =V(@a+b—b2+ (c—c=+vVa2=a

dAD) =V (@ -0+ (0 —-02 =+vVaZ=a

Por consiguiente las longitudes de los lados opuestos son iguales.
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Demostracion vectorial:

Sea ABCD un paralelogramo y considérese que las mindsculas en
negrita se refieren a los vectores que van del origen a los puntos

respectivos.
B c—b C
b —-/ /—d
A d-a D

Puesto que CD || AB y BC || AD, se tiene
c—d=k1(b—a) y C—b-—»kg(d—a),k],kgem. (D

como
c—a=(—-—b+ (b —-a)
y
c—a=(c—d+d-a),
se tiene

c-—b+b-a)=(c—d)+d~-a).
Por lo tanto de la Ecuacién (1)
kod —a)+ (b —a) = k(b — a) + (d — a),

o bien '

(ke — D — a) = (ky — I)(b — a). ©)
Por hipdtesis ni d — a o b — a son el vector cero. Entonces si
ke — 10y k, — 1350, entonces la Ecuacién (2) implica que
d —a y b — a son miltiplos escalares no nulos el uno del otro, y
por lo tanto que son paralelos (véase pégina 21.). Pero esto es
imposible puesto que lados adyacentes de un paralelogramo no son

paralelos. Se puede pues concluir que ks — 1 =0y k; — 1 = 0,
estoes que ko = 1 y k; = 1. Entonces de la Ecuacién (1) se tiene

c~d=b—a y ¢c—b=4d-a 3

Entonces
e —dj = [b — a

lle — ]

ld — all,

completandose asi la demostracion.
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Para ilustrar nuevamente los dos métodos considérese otro ejemplo:
Teorema: Las diagonales de un paralelogramo se bisectan mutuamente.
Demostracion empleando coordenadas:

En la demostracién que aparece en la pagina 110 se vi6 que los
vértices del paralelogramo ABCD tienen las coordenadas que se
muestran en la figura, si se eligen los ejes coordenados apropia-
damente. Del Ejercicio 23, pagina

52 se sabe que las coordenadas del y
punto medio del segmento que une B(b, c) Cla+b, ¢)
los puntos cuyas coordenadas son
(x1,¥1) y (x2,¥2) estdn dadas por

<xl + X2 R D1 + y2> Segﬁn es- M=N
2 2 L
to el punto medio M de AC tiene v,
A0, 0 s
como coordenadas a <a + b , %) y ©.0 D@, 9) *
el punto medio N de BD tiene

b
también las coordenadas (CL%_‘ s ;) Por lo tanto M = N.

Puesto que el puntomedio de cada diagonal esta sobre la otra dia-
gonal, las diagonales se bisecan mutuamente.

Demostracion vectorial:
Sca ABCD un paralelogramoy con M y N los puntos medios de

las diagonales AC y BD, respectivamente, como se muestra
en la figura. Entonces

m_a=%(c_a)a

de modo que

m = 3(c + a). M

Andlogamente se tiene

n=%b+d. A D

De la Ecuacién (3) de la pagina
111 se tiene
¢c—d=>b— a.

Entonces
c—d+d+a)=b—a-+ (d+a),
ct+a=>b-+4d,
3(c+a) = 3(b + d).

Asi que m = n, es decir M = N, y sc¢ ha demostrado et Teorema.
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Ejercicios 3—4

En los Ejercicios 1-10, demuestre el teorema que se menciona empleando
coordenadas cartesianas.

1.

2
3.
4

(3]

10.

En

Las diagonales de un rectangulo son de la misma longitud.

. Las diagonales de un cuadrado son perpendiculares.

Las diagonales de un rombo son perpendiculares.

. El punto medio de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo es equidistan-

te de los tres vértices del tridngulo.

. Las bisectrices de los 4ngulos de un tridngulo se cortan en un mismo

punto.

. La suma de los cuadrados de las longitudes de los cuatro lados de un

paralelogramo es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de las
diagonales.

. Las diagonales de un trapezoide isosceles son de la misma longitud.
. Las diagonales de un trapezoide y la recta que une los puntos medios de

lados paralelos, se cortan en un mismo punto.

. El segmento de recta que une los puntos medios de los lados no paralelos

de un trapezoide es paralelo a las bases, y su longitud es igual a la mitad
de la suma de las longitudes de las bases.

El segmento de recta que une los puntos medios de dos lados de un
tridngulo es paralelo al tercer lado, y su longitud es la mitad de la longitud
del tercer lado.

los Ejercicios 11—16, demuestre los teoremas que se mencionan por

métodos vectoriales.

*11.
*12.
%13

-~

*14.
*15,

*16.

Las medianas de los lados iguales de un tridngulo isésceles son de la
misma longitud.

La mediatriz de la base de un tridngulo isdsceles pasa por el vértice del
triangulo.

Los puntos medios de los lados de un cuadrilatero son los vértices de un
paralelogramo.

En un tridngulo equilitero cada mediana es también una altura.

Las medianas de un tridngulo se cortan en un punto cuya distancia a cada
vértice es dos tercios de la distancia que separa a la mediana de dicho
vértice. -

Las mediatrices de los lados de un tridngulo se cortan en un mismo punto.

* 17—-21. Demuestre por métodos vectoriales los teoremas que se mencionan en

los Ejercicios 2, 3, 6, 9y 10.

* 22-25. Demuestre, empleando coordenadas cartesianas, los teoremas que se

** 26.

mencionan en los Ejercicios 12, 13 15, y 16.

Demuestre que si las rectas que contienen a dos lados opuestos de un
cuadrildtero se intersectan en un punto S, y las rectas que contienen a los
otros dos lados del cuadrilatero se intersectan en un punto T, entonces el
punto medio del segmento ST es colineal con los puntos medios de las
diagonales del cuadrilatero. [Sugerencia: Coloque el origen en uno de los
vértices del cuadriltero.]
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b
. det [a;] = a;; det [al l] =

Capitulo 3

Resumen del capitulo

. La distancia de un punto S(x;, y,) a una recta dada £ cuyo vector de

direccidn es v y que pasa por el punto T estd dada por
ds, £) = B

Si la ecuacion de Les Ax + By + C = 0, entonces

|Ax; + By, + C| .
V Az + B2

aes, £) =

. La interseccién de las rectas £; v £, es o bien un solo punto, si las rectas

no son paralelas, o bien una recta si las rectas coinciden, o bien
finalmente el conjunto vacio si £; y £ son paralelas y distintas.

a bl

.| = aby — asb,. Los determi-
a by

a bs

nantes de orden superior se pueden desarrollar por menores. Por ejemplo:

a; by Cx]
as by cyl = a4, — b1By + ¢1Cy,
ag by cgl
bz Co ‘(10 Co D] by
donde 4, = , B = , y Ci = -
bs ¢y az ¢z as; by

. Se pueden resolver sistemas lineales de ecuaciones por sustitucién o por

eliminacién. También se pueden resolver por el método vectorial o
empleando la Regla de Cramer.

. Para un sistema de dos ecuaciones lineales en dos incdgnitas

axx + by =cy
asx + byy = ¢

en el cual a by — ash; ¥ 0, la Regla de Cramer indica que la Gnica
solucion esta dada por

x = D=, _ Dy,
=D =D
dqr1de
a; bl (&5} bl >al Cq
D_Faz bo|’ b. = ¢y by’ b, = as coy’

. Se puede escribir la ecuacién de una recta en forma determinante. La

forma de dos puntos es

lx y
X1 Y1
X2 Y2

Prd b b
fl
o
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Se puede demostrar teoremas geométricos por métodos analiticos, ya sea

en términos de coordenadas cartesianas de puntos o bien por métodos
vectoriales.

Ejercicios de repaso del capitulo

. Calcule la distancia que separa al punto S(4, —1) de la recta £ cuya

ecuacion es

5x 4+ 12p — 2 = 0.

. Calcule la distancia que separa a las rectas paralelas cuyas ecuaciones son

Ix—4y—-15=0 y 3x—4+4+10=0

Diga cudl es la interseccién de las rectas £; y £. cuyas ecuaciones
paramétricas son

L1:(x6,y) = (=2,-2) +ri(2,3), £2: (x, ) = (4,2) + ra(1, —1).

. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales por eliminacion.

x—3y=4
2x + 5 = =3
. Resuelva el siguiente sistema de ecuacidn lineal usando vectores.
4x — 2y =3
3x + 5y =

. Resuelva el sistema dado de ecuacidn lineal por la Regla de Cramer.

2x + 3y =17
3x —2z=1
y+3z=2
. Encuentre el valor del determinante
2 1 3
0 4 2
—-3 1 5

desarrollando por menores con respecto al segundo rengion.

. Usando un determinante de orden tres escriba una ecuacién para la recta

que interseca los ejes en x =7y y —3.

. Encontrar el 4rea del tridngulo cuyos vértices son O(0, 0), S(3, 5), y

T(6, 4).
Demuestre que los dngulos opuestos a los lados de longitud igual, en un
tridngulo isdsceles son iguales.



Construccion de angulos

Existen muchos dngulos que pueden ser trisecados por medio de regla y
compas. Por ejemplo un dngulo recto puede ser trisecado por éste método,
como se vié en la pégina 84, un tridngulo equildtero puede ser construido
empezando con una configuracién de dos puntos, y de la biseccion de
cualquier 4ngulo de 60°.

Sin embargo, no es posible trisecar un 4ngulo de 60° con regla y compés,
es decir, no se puede construir un dngulo de 20° de esa manera. Para
comprender el porqué de esto, partamos de observar que si se pudiera cons-

truir un angulo de 20°, entonces también podria construirse cos 20°.
Recuérdese ahora la identidad trigonométrica

cos 39 = 4cos*9 — 3cos 6. e

cos 20°

Puesto que cos 60° = 3, se sigue que cos 20° satisface la ecuacion

bi 3= 4x® - 3x, )
© blen 8x* — 6x — 1 = 0.

Por tanto, cos 20° es un nimero algebraico de grado méaximo 3. Se puede
demostrar que ninguna solucién de la Ecuacién (1) es también solucién de
una ecuacién de primer o segundo grado con coeficientes enteros. Por
consiguiente cos 20° es un nimero algebraico de grado 3; por tanto, no se
puede construir. Esto indica que no se puede intersectar con regla y compés
un angulo de 60°.

Se han propuesto muchas construcciones para trisecar un &ngulo
arbitrario, pero claro estd que, por la discusién anterior, vemos que tales
construcciones, o bien no satisfacen las condiciones que define una
construccién con regla y compés, o bien no son construcciones exactas para
todos los &ngulos.

Una construccién bien conocida para trisecar aproximadamente un éngulo
es la siguiente: Puesto que se puede bisecar a cualquier 4ngulo y se puede
nuevamente bisecar a uno de los angulos asi obtenidos, para cualquier
4ngulo 6 se pueden construir 4ngulos de medidas

Im°(0). (& +1)m°(6). (& + T + ) m°(6).
y asi sucesivamente. Puesto que la serie geométrica
1 1 1 1
Z + i + PP

ettty
converge a 1 continuando este proceso se puede, en un numero finito de
pasos, construir un angulo cuya medida sea arbitrariamente parecida a
3m°(8). Al terminar el enésimo paso el error que se comete es precisamente

(o]
3. 4nm (6). ;
Otras “‘trisecciones’” usualmente ocultan sagazmente algin pequefio error
de la construccién ofrecida. Hay que recordar dos cosas: (a) en cualquier
triseccion la persona que pretende haber encontrado la . solucién esti
obligada a demostrar que es vélida y (b) no es posible que exista una
construccion vélida hecha con regla y compaés.

116



Construccion de dngulos 117

Arquimides propuso una construccién, aunque no se hace sélo con regla
y compds, que efectivamente es la trisecci6én de un angulo AOB. La
configuracién es la siguente:

Dado el &ngulo AOB, tracese el circulo con centro en 0 y radio unitario, y
considérese que este circulo intersecta al segmento OB en el punto C.
Extiéndase ahora el segmento OA en direccion contraria. Colocando firme-
mente un extremo del compas sobre el borde de la regla en el punto D,
coloque este punto sobre la extension de £y coléquese la regla de modo que
toque el punto C. Pdngase ahora el otro extremo del compés sobre el punto
E, que esta sobre la regla a una unidad de distancia de D en la direccién hacia
C, ajustando la regla en forma tal que £ esté sobre el circulo, como se
muestra en la figura. (En forma alternativa se podria mantener al punto £
sobre el circulo, permitir que la regla pase también por el punto C y ajustar la
regla en forma tal que el punto D esté sobre la extensién de OA.) Puesto que
los tridngulos OCE y ODE son is6sceles se tiene

m°(LEDO) = m°(LEOD),

m°(£LCEO) = m°(LOCE). (2)

Ahora como la medida de un angulo exterior de un tridngulo es igual a la
suma de las medidas de los dngulos interiores opuestos

m°(LCEO) = 2m°(LEDO), (3)

me(LAOB) = m°(£LEDO) + m°(£LOCE). (4)
Por lo tanto de las Ecuaciones (2) y (3) se infiere que
2m°(LEDO) = m°(LOCE).
Sustituyendo este resultado en la Ecuacién (4) se tiene
m°(LAOB) = 3m°(LEDO). (5)

Del diagrama anterior se ve que los puntos A, O y D, asi como los puntos C,
E, y D son colineales, de modo que

m°(£LEDO) = m°(LADC),
y por lo tanto la Ecuacion (5) es equivalente a
m°(LADC) = ¥m°(LAOB).
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Debe notarse gque aunque visualmente parezca que la consfiguracién de
Arquimides se ha trazado con precision, el ajuste exacto de la regla no puede
hacerse de acuerdo con las normas que definen una construccién con regla y
compas.

Puesto que ya se ha visto que no se puede construir un angulo de medida
20°, tampoco se puede construir un nonagono regular, o sea un poligono de
nueve lados, como el que se muestra en la siguiente figura. Por el mismo
motivo no se puede construir un

heptdgono regular (7 lados) ni, por consiguiente, poligonos regulares de 14,
28, 56 lados y asi sucesivamente.

Por otra parte se pueden construir tridngulos equildteros, y cuadrados, y
por lo tanto se pueden construir exdgonos regulares, y asi sucesivamente.

En 1796 cuando tenia sé6lo diez y ocho afios, el gran matematico aleman Carl
Friedrich Gauss (1777—1865) demostré sorpresivamente que se puede
construir un poligono regular de 17 lados.

De la teorfa de nimeros algebraicos sabemos hoy en dia que se puede
construir un poligono regular de k lados si y sélo si k es un nimero primo de
Fermat (es decir un nimero primo de la forma 22" + 1) o bien si k es una
potencia de 2, o bien finalmente si k es un producto de dos nimeros de este
tipo. Sélo se conocen algunos niimeros primos de Fermat. Los primeros son
3, 5, 17 y 257. Entre los poligonos regulares que se pueden construir estén el
pentdgono y el decdgono, como mostraremos en seguida.

(Después de haberse construido un decadgono regular se pueden unir vértices
alternos como segmentos para obtener un pentagono regular)
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Empezando con un circulo unidad se puede construir un decégono
regular inscrito si se logra construir un segmento de recta cuya longitud sea
igual a la longitud x del lado del decagono.

En la figura que aparece en la pagina 118 los tridngulos OAB y BAC son
semejantes. Por lo tanto se tiene

1 X

x 1 -x ©)
xXX4+x-1=0,

x = 3(/5 = 1).

Como x es un namero algebraico de grado 2, se puede construir a x, que era
lo deseado.

Por la Ecuacién (6), el punto que estd sobre un segmento unitario que
dista x, o 3(~/5 — 1), unidades de longitud de un extremo del segmento,
1

divide al segmento en una proporcién ‘‘media y extrema’’. El cociente —
X

recibe el nombre de cociente de oro*1. Un rectdngulo cuyos lados formen este
cociente recibia el nombre, en la Grecia antigua, de rectangulo de oro™2,
debido a su agradable forma. Si quitamos un cuadro de un extremo de un

1

rectdngulo de oro*2, entonces el rectdngulo que queda es tambien un
rectdngulo de oro*2. Es interesante y divertido notar que este proceso de
quitar cuadros y obtener rectdngulos de oro se puede continua indefini-
damente.

Nota de T:
*1 También se le llama “‘razdn atirea” y a la seccién, ‘‘seccién alrea”.
*2 “Rectangulo dorado™ o “‘rectangulo atreo”
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Capitulo 4

En este capitulo se definen las secciones cénicas, se
obtienen sus ecuaciones, asi como se analizan sus

- propiedades. El capitulo concluye con una discusién de

la propiedad del foco y la directriz que se ilustra en el
siguiente diagrama
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Los conjuntos como lugares geométricos

4—1 La ecuacidon de un lugar geométrico

Se puede decir que cualquier conjunto de puntos, tal como una recta, es un
lugar geométrico. El término lugar geométrico se aplica normalmente al
conjunto de todos los puntos que tienen alguna caracteristica geométrica
comtn. Por ejemplo (véase los Ejercicios 35 y 36, pégina 68) el lugar
geométrico de todos los puntos U del plano que son equidistantes a dos puntos
fijos S y T es una recta, a saber la recta £ que es perpendicular al segmento
ST en su punto medio. (Figura 4-1).

Figura 4—1

En el Capitulo 2 se estudi6 la solucion del problema de obtener la ecuacién
cartesiana o vectorial de una recta dada. Este problema es un caso particular
de un problema matemdtico mads amplio: el obtener la ecuacién del lugar
geométrico 8 cuando se dan un conjunto de condiciones que definen a 8. Se
dice que una ecuacibn es ecuacion de § y que S es la grafica de la ecuacién si y
solo si la ecuacion queda satisfecha por las coordenadas de cada punto en 8, y
cada punto cuyas coordenadas satisfacen la ecuaciéon estd en 8. Normalmente
al determinar la ecuacion de un lugar geométrico se intenta encontrar una
ecuacidén que sea sencilla o que esté en alguna forma ordinaria.
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Ejemplo 7. Obtenga una ecuacién cartesiana del lugar geométrico € de
todos los puntos tales que el segmento que va de cualquier
punto de € a S(—2,0) es perpendicular al segmento que va
del punto a T(2, 0).

Solucién 1 (vectorial):
Sea U(x, y)_cualquier punto del lugar geométrico indicado.
Puesto que US L UT.

(u—s)-(u—t)=0, 4
x+2,p)-(x—2,9»=0, 1 Uee»

x2'_4+y2 = 03
X +y2=4 ()

]
Por consiguiente las coorde- ©s(=20 | ' TR0 *
nadas de cualquier punto T
del lugar geométrico satis-
facen la Ecuacién (1).

Reciprocamente puesto que los pasos algebraicos expuestos
son reversibles, y puesto que dos vectores son perpendiculares
si su producto escalar es 0, cualquier punto cuyas coordenadas
satisfagan la Ecuacién (1) estd sobre el lugar geométrico
indicado. Por lo tanto la Ecuacién (1) es la ecuacién de ese
lugar geométrico.

Solucion 2{método no vectarial):

Si US L UT, entonces el tridngulo STU es rectdngulo. Emple-
ando el Teorema de Pitigoras se tiene pues para todos los
puntos del lugar geométrico

[dS, U + [T, U))* = [d(S, T)]*
Empleando la férmula de distancia se tiene

[(x +2)% + »°1 + [(x — 2% + y?] = 16,
xP+d4x 4+ 44 yP 4+ x?—dx + 4+ y? = 16,
2x2 4 2% + 8 = 16,
es decir x2 4 y? = 4.
Nuevamente los pasos algebraicos son reversibles; y STU es
un tridngulo rectingulo por el reciproco del Teorema de

Pitagoras. Es decir la Ecuacién (1) es la ecuacién del lugar
geométrico indicado.

Los pasos que hay que seguir para obtener una ecuacién simple, u
ordinaria, de un lugar geométrico se pueden resumir de la siguiente manera:
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1. Sea U(x, p) cualquier punto del lugar geométrico, y escribase una ecuacion
que quede satisfecha por u o por x y y.

2. Efect@iense las transformaciones necesarias para simplificar esta ecuacibn.

3. Verifiquese que cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan la ecuacién
final esté en el lugar geométrico. (Es a veces conveniente hacer esto Gltimo
observando que las transformaciones efectuadas en el paso 2 son reversi-

bles).

Al obtener la ecuacién de un lugar geométrico es a veces mis sencillo
emplear métodos vectoriales, pero otras veces es més sencillo emplear métodos

cartesianos.

Ejemplo 2.

Solucion:

Obtenga una ecuacidn cartesiana del lugar geométrico 3 de
todos los puntos tales que la pendiente del segmento que
conecta a cada punto de 3 con S(l,2) es la mitad de la
pendiente del segmento que los conecta con T(2, 5).

Sea U(x, y) cualquier punto del lugar geométrico en cuestion.
Entonces por la fébrmula que permite calcular la pendiente

- — -2
m = Y2 7N , la pendiente de US es 4 - y la pendiente
X2 — X3 x—1
de UT es 2= > . Por lo tanto de las condiciones dadas se
tiene x—2
y—2_1(y—=75\,
x—1 2 <x -2 )

donde, para x £ 1 y x # 2, se obtiene
20y~ =2 = (x — Dy — 9,
2xy —4x — 4y + 8 =xy —y — 5x + 5,

xy+x—-3y+3=0
El primer miembro de la Ecuacién (2) no estd definido para
x = 1,y el segundo miembro no estd definido para x = 2; por
lo tanto el lugar geométrico no incluye puntos que tengan estos
valores de sus coordenadas x.
Puesto que los pasos algebraicos son reversibles se concluye
que

1

xp+x—3y+3=0, x#=1,x2

es una ecuacion de 3C.

Ejercicios 4—1

En los Ejercicios 1— 18,0obtenga una ecuacién del lugar geométrico € de los
puntos del plano que satisfacen las condiciones dadas.

1. Cada punto de @ es equidistante de los puntos S(1,4) y T(3. 7).
2. Cada punto de € es equidistante de los puntos S(—3, 2) y T(2, —5).
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oW

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

*17.

*18.

*19.

* 20.

Capitulo 4

Cada punto de @ estd a 6 unidades del punto S(2, 4).

. Cada punto de € estd a /7 unidades del punto S(—1, —3).

El segmento de recta que conecta a cada punto de € con S(—3,0) es
perpendicular al segmento que conecta al punto con T(3, 0).

. Repita el Ejercicio S para S(1,2) y T(5, —2).
. La pendiente del segmento que conecta a cada punto de € con S(I, 6) es

el doble de la pendiente del segmento que lo conecta con T(3, 2).

. La pendiente del segmento de recta que conecta a cada punto de € con

S(2, —3) es dos tercios de la pendiente del segmento de recta que conecta
al punto con T(—1, 4).

. La pendiente del segmento de recta que conecta a cada punto de € con

S(2, 5) es dos unidades mayor que la pendiente del segmento de recta que
conecta al punto con T(—1, —2). '
La pendiente del segmento de recta que conecta a cada punto de € con
S(1, —2) es 3 unidades menor que la pendiente del segmento de recta que
conecta al punto con T(—1, 2).

Cada punto de € es equidistante de S(6, 0) y del eje y.

Cada punto de C es equidistante de S(0, 2) y de la recta cuya ecuacién es

y+2=0.
Cada puntode C es equidistante de S(1, 2) y de la recta cuya ecuacién es
x—y—5=0.

Cada punto de € es equidistante de S(3, —2)y de la recta cuya ecuacién
esx —y=0.

La distancia que separa a cada punto de € de S(4,0) es la mitad de la
distancia que separa al punto de la recta cuya ecuacién es x + 8 = 0.
La distancia que separa a cada punto de ¢ de S(4, 0) es el doble de la
distancia que lo separa de la recta cuya ecuacién es x 4 8 = 0.

La suma de las distancias que separan a cada punto de € a S(—3,0)y
T(3,0) es 10. ‘

El valor absoluto de la diferencia de las distancias que separan a cada
puntode €,a S(—5,0)y T(5,0) es 8.

Sea U cualquier punto de la grifica de y = x2, y sea S la proyeccién
(perpendicular) de U sobre el eje x. Obtenga una ecuacién del lugar
geométrico formado por los puntos medios M de US.

y 4
U TK—fU
M M
1‘1‘!0|€§%1%x %%%OISII%x
Ex. 19 Ex. 20

Sea U cualquier punto de la grifica de y = x%, y sean S y T las
proyecciones (perpendiculares) de U sobre los ejes x y y respectivamente.
Encuentre una ecuacién del lugar geométrico formado por los puntos
medios M de ST.
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* 21. Sea U cualquier punto sobre la grafica de y = 3x%, y sean S y T las
proyecciones (perpendiculares) de U sobre los ejes x y y respectivamente.
Obtenga una ecuacidon del lugar geométrico formado por los puntos Q
sobré ST tales que estdn a la tercera parte de la distancia de S y T.
(Sugerencia: trace un diagrama similar al que se empled para resolver el
Ejercicio 20).

Propiedades de las secciones cdnicas

4—2 Circunferencia

En lo que resta de este Capitulo, asi como en el Capitulo 5, se estudiarén las
propiedades de una clase importante de lugares geométricos Ilamados
secciones cénicas. Las circunferencias, pardbolas, elipses e hipérbolas son
ejemplos de secciones conicas y se discutirdn en elCapitulo S.

Al estudiar geometria plana se ve que una circunferencia es el lugar
geométrico (conjunto) de todos los puntos del plano que estdn a una distancia
dada (radio) de un punto dado (centro). Al segmento cuyos extremos son el
centro del circulo y a un punto de la circunferencia se llama segmento radial
de la circunferencia. Por lo tanto, el radio de una circunferencia es la longitud
de un segmento radial de la misma,

Como se muestra en la Figura 4-2, un y
punto U(x, y) del plano estd sobre la cir- i
cunferencia € de radio 4 con centro en
S(2, —1) siy solo si

la —sf| = 4. ()
Obsérvese que, sin embargo,
[u—sll = ll(x,») = @, =D
=[x =2,p4+ D
=Vx—2)24 (y + D2
Por lo tanto de la Ecuacién (1) se tiene
Vix =22+ G0+ 12 =4

Puesto que ambos miembros de esta ecuacion son nlimeros positivos al tomar
el cuadrado de ambos se obtiene una ecuacién equivalente:

(x=2*+ @+ D*=16 2

Puesto que los pasos algebraicos son reversibles la Ecuacién (2) es una
ecuacidén de €, y € es la grifica, o lugar geométrico de la Ecuacidn (2).

Empleando el mismo procedimiento se puede demostrar que,en general, si
una circunferencia C tiene radior y centro en S(k, k) entonces una ecuacion
cartesiana de € es

] (x— )24 (y— k) =2 3)

Figura 4—2
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Ejemplo 1.  Obtenga una ecuacién cartesiana de la circunferencia de radio
6 con centro en S(4, —7).

Solucién:  Haciendo h = 4, k= —7 y r = 6, de la Ecuacién (3) se
obtiene (x — 4)2 +'[y — (—7)]2 = 62, o sea
(x— 2+ (v + D = 36.
Si se desarrolla el primer miembro de la Ecuacién (3), pagina 125 se

obtiene
x2 — 2hx + h% 4+ y? — 2ky + k% = 2,

o bien x2 4 y% — 2hx — 2ky + h® 4+ k%2 — r?2 = 0.
Esta ecuacidn es a su vez de la forma general
[ | x>+ y* 4+ Dx+ Ey+ F =0, )

donde D, E y F son constantes. 4
Se puede escribir a una ecuacién que cst¢ en la forma (4) en forma
equivalente escribiendo

x—=m’+ 0@ -k*=c )

simplemente completando cuadrados de x y y.

Ejemplo 2.  Determine el lugar geométrico en ®2 de la ecuacibén

x2+y2 —6x+ 4y +4=0.

Solucion:  Se puede reescribir esta ecuacién y completar loscuadradosde x
y ¥ como sigue:
x2—6x + (=37 4+ 4y + ()7 = —4+ (=3 + (2)%,
(x=3+0+2*=)9,
(x=3)+ - (-2 = 3%
Por lo tanto el lugar geométrico es una circunferencia de radio
3 con centro en el punto S(3, —2).

Puesto que ¢l cuadrado del radio de una circunferencia debe ser un ntimero
positivo, una ecuacién de la forma (4) no representa necesariamente un lugar
geométrico que sea una circunferencia. Si, después de haber completado a
cuadrados en x y v, y después de haberse escrito la ecuaciéon en la forma (5), el
segundo miembro, ¢, es cero, entonces el lugar geométrico consta de un solo
punto. Si ¢ es negativo el lugar geométrico es el conjunto vacio 0.

Se puede emplear la Ecuacion (4) anterior para determinar la ecuacién de
una circunferencia € cuando se conocen tres puntos que estén sobre €.

Ejemplo 3.  Obtenga una ecuacion cartesiana de la circunferencia que pasa
por los puntos Q(3, —2), S(—1, —4) y T(2, —5).

Solucion:  Las constantes D, E' y F deben ser tales que las coordenadas de
cada punto satisfagan



Por lo tanto

Dada una recta £ tangente a una circunferencia
es perpendicular al segmento radial que contiene al
punto de contacto T (figura 4-3) se sabe que si v es
un vector de direccién de la recta que contiene al
segmento radial TS entonces Vv, es un vector de
direccion de £. Se emplea esta informacién para
encontrar una ecuacién £ si se conocen las coordena-
das de T y la ecuacién de .

Ejemplo 4.

Solucion:
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x24+y? 4+ Dx+ Ey+ F=0.

324+ (=22 4+3D—~2E+F=0

(=12 4+ (-49?*—-—D—~4E+F=0
2+ (=52%+2D~5E+ F =0, obien

3D —2E+ F = —13

—D —4E+ F = —17

2D — 5E+ F = =29

Resolviendo este sistema, es decir, despejando a D, E y F se ve
que
D=-2E=6,y F=25.

Por lo tanto, una ecuacién cartesiana de la circunferencia es

x24y2—2x+4+6y+5=0.

Figura 4—3

Obtenga una ecuacién cartesiana de la recta £ que es
tangente en el punto T(6, —4) a la circunferencia € cuya
ecuacion es

x24+y? —4x 4+ 2y —20=0.
Obsérvese primero que T esta sobre @ puesto que

62 + (—4)% — 4(6) + 2(—4) — 20 = 36 + 16 — 24
—8—20=0.

Completando cuadrados en x y y en la ecuaci6bn de C, se
obtiene
P —dx+ )+ P+ 2+ 1) =20+4+ 1,
=D+ O+ D =25

Por lo tanto € tiene su centro en S(2, —1) y un vector de
direccidn de la recta que contiene al segmento radial TS es

s—t=(2,—-1)— (6, —4) = (—43).
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Por consiguiente, un punto U(x, y) est& sobre £ siy sélo si

(wu—19:(s—1t)=0,

[(xa y) - (63 _4)] * (—4, 3) = 05
(X_6,.V+4)‘(—4,3) 0’
—4x + 24 + 3y + 12 ,

4x — 3y — 36 = 0.

Il
(=]

Como se sugiere en la Figura 4-3, el radio r y de una circunferencia ¢ es
igual a la distancia (perpendicular) que separa al centro S de € de cualquier
recta £ que sea tangente a €. Se puede emplear este hecho para obtener la
ecuacién de una circunferencia dadas las coordenadas (x;, y;) de su centro y
una ecuaciéon Ax + By + C = 0 de una recta tangente.

Ejemplo 5.  Obtenga una ecuacién cartesiana de la circunferencia cuyo
centro es S(5,4) si la recta cuya ecuacidbn es x +y = 3 es
tangente a C.

Soluciéon:  Tracese un diagrama. En
la ecuaciéon Ax + By + C
= Opara £, setiene 4 = 1,
B =1y C= —3También
se tiene (x1,y;) = (5, 4).
Por lo tanto (véase pa-
gina 94) el radio r de €
estd dado por

r=4dS, £) £
_Ax1+By1+C\_I5+4—3 6
T Var B | TVEtiE T2

6
Sustituyendo a (5,4) por (h, k) ya 75‘ por r en la Ecuacién
(3) de la pagina 125 se obtiene

(x=5"+ @ —4>=18

que es una ecuacioén de €.
Ejercicios 4—2

En los Ejercicios 1—6,0btenga una ecuacién en la forma (3) de la pagina 125
de la circunferencia con el radio r y centro S dados.

1. r = 2,83, 4) 3. r
2. r=4,8(1,5) 4, r

7,82, —3) 5. r=3,S(—2 —4)
5,S(—3,4) 6. r =6, S(—8, —1)

En los Ejercicios 7— 14,0btenga una ecuacién de la forma (3), pagina 125, de
la circunferencia @ cuya ecuacién se da.
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7. x2 4+ y2—2x —4p —20=0
8. x24+y2—6x—8 =0
9. x2 4+ 2 4+ 10x —6y —15=0
10, x2 +y2 —8x+ 12y — 29 =10
M. x2+ p2 + l4x + 16y + 13 =0
12. x2 4+ y2 4+ 12x 4+ 10y — 3 =0
13. 4x2 + 42 + 12x — 20y — 66 = 0
14, 2x2 + 22 +2x+ 2y —1=0
En los Ejercicios 15— 18,0btenga una ecuacioén de la forma (4), pagina 126, de
la circunferencia que pasa por los puntos dados Q, Sy T.
15. Q(5,4),S4, —3), T(—2,5) 17. Q(1,9), S(8,2), T(—9,9)
16. Q(5,7), S(6,0), T(—1, —1) 18. Q(3, —10), S(10,7), T(—7, —10)
En los Ejercicios 19—24, obtenga una ecuacién cartesiana de la recta £ que
es tangente en el punto T a la circunferencia cuya ecuacién se da.
19. T(0,0); x2 +y?2 —8x + 6y =0
20. T(,0); x2 4+ 2 — 10x — 4y = 0
21. T, 1) x2 +p?2 — 12x + 14y +5=0
22. TG, 2); x2+p? -~ 12x+8 +7=0
23, T(=3,1); x> +p2+8x -2y +16=0
24. T2, —1); x2+y2 —4x+ 6y +9=0
En los Ejercicios 26— 30,obtenga una ecuacién cartesiana de la circunferencia
€ cuyo centro S que es tangente y ecuacién de la tangente son dados.

25. S(3,4),x = 8 28. S(-2,3),x —y =1
26. S(5,2),y =5 29. S(—2,—-4),2x — y =4
27. S(1, =5), x+y =5 30. S(—3,—-5),2x+ 3y =35

En los Ejercicios 31—38,0btenga una ecuacién cartesiana de la circunferencia
que satisface las condiciones dadas.

31. Pasa por los puntos S(—1, —3) y T(—5, 3) con centro sobre la recta cuya
ecuacidbnes x — 2y + 2 = 0.

32. Pasa por los puntos S(0,0) y T(6,2) con centro sobre la recta cuya
ecuacién es 2x — y = 0.

33. Es tangente al eje x en el punto S(4,0) y pasa por el punto T(7, 1).

34. Es tangente a la recta cuya ecuacién es 4x — 3y — 2 = 0 en el punto
S(6, —1), y pasa por el punto T(6, 1).

35. Tiene su centro en S(—1,4) y es tangente a la recta cuya ecuacién es
Sx+ 12y +9=0.

36. Tiene su centro en S(2,4) y es tangente a la recta cuya ecuacién es
x+y—4=0

37. Es tangente a la recta cuya ecuacién es 2x — y -+ 6 = 0 en el punto
S(—1, 4), y tiene radio 3v/S. (Dos soluciones).

38. Es tangente a la recta cuya ecuacién es x — 2y — 3 = 0 en el punto
S(—1, —2), y tiene radio V5. (Dos soluciones).
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* 39. Demuestre que para tres puntos no colineales R(x1, y1), S(x2, y2), T(x3, y3)

xz—i—y2 x y
T+ xi on
X3+ y5 x2 ps

x5+ ¥3 X3 3

es una ecuacién cartesiana de la circunferencia que pasa por R, Sy T.
* 40. Trace la gréfica de la ecuaciéon que aparece en el Ejercicio 39 en el caso
que R, S y T sean puntos colineales distintos.

4—3 Parabola
El conjunto ® de puntos del plano tales que estdn a la misma distancia de una

recta dada D y de un punto dado F que no esté sobre D recibe el nombre de
paribola (véase la Figura 4—4).

eje

= 1 o \/ S
e
'
' vértice S=§
directriz D D
Figura 4—4 Figura 4—5

El punto F es el foco de la pardbola y la recta D es la directriz de la pardbola.
La recta que contiene al foco de la pardbola y que es perpendicular a la
directriz es el eje (o eje de simetria) de la pardbola. El punto V de interseccién
de una parabola con su eje recibe el nombre de vértice de la pardbola.

Se dice que dos puntos S y §’ son simétricos con respecto a una recta £ si
£ es la bisectriz perpendicular del segmento SS’. Se dice que un conjunto de
puntos es simétrico con respecto a la recta £. si para cada punto S del
conjunto existe otro punto del conjunto $'tal que S y S’ sean simétricos con
respecto a £. (Figura 4-5). Se sigue directamente de la definicién de
pardbola que una parébola es simétrica con respecto a su eje.
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En la Figura 4-6 se ilustra una
constryccibn mecénica simple de un
arco de la pardbola con foco en F y
cuya directriz es . Coloéquese una
regla T (o cualquier otra regla) forman-
do un angulo recto con D en el punto
A y elijase un punto B sobre la regla.
Sujétese a los puntos F y B los extre-
mos de un hilo de longitud @(A, B). )
En estas circunstancias la punta de un
lapiz que mantenga en tensidn al hilo y Figura 4—6
éste en contacto con el borde de la
regla (en el punto U de la Figura 4-6) describira el arco de pardbola al desli-
zarse el punto A sobre D, mantenién dose la regla perpendicular a D.

Para obtener una ecuacién de la pardbola que tiene su foco en el punto F(0, 2)

0]

—t— e e g e

y cuya directriz © es la recta cuya ecuacién es y = —2 (Figura 4-7),
y
T (i3
F(0, 2)4 u—f
U(x,
Figura 4—7 L f[ u )
—t——+— 1t
Q_ w u—w x
y==2 1 W(x, —2) D

obsérvese que U(x, y) es un punto del lugar geométrico si y s6lo si
u— £l = Jlu— w],

donde W es la proyeccion (perpendicular) de U sobre ©. Entonces como U
tiene las coordenadas (x, y), F tiene como coordenadas a (0,2), y W tiene
como coordenadas a (x, —2), se tiene

G, 9) = 0, 2)]] = |G, ») — (x, =2,
[x =0,y =2 = [[(x — x,y + 2],
Vxz+4 (y =22 =302+ (y + 2)2,

X+ -2=0+27%

x24p?—dy 4+ 4 =y? 4 4y + 4,
o bien x2 = 8y.

Puesto que las raices cuadradas involucradas en este cilculo son no
negativas, los pasos de este proceso son reversibles y la grafica de x* = 8y es
la pardbola requerida.
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Mediante un razonamiento similar se puede demostrar que una ecuacién
de la pardbola cuyo foco es F(0, p) y cuya directriz es la recta D est4 dada por
y=—pecs

[ ] x? = 4py, 1)

Las ecuaciones (1) y (2) reciben el nombre se formas ordinarias de la ecuacién
de una pardbola con vértice en el origen y foco sobre un eje de coordenadas. Si
p > 0, entonces la pardbola se abre hacia arriba o hacia la derecha; si
» < 0, entonces la pardbola se abre hacia abajo o hacia la izquierda. Las
diferentes posibilidades se muestran en la Figura 4-8,

y Y
F(O, p) y=-p,p<0
x x
y=—p,p>0 0. 2)
x2=4py
b7 y
x=-=p| X=-—p
r>0 p<0
F(p,0) F(p,0)
(0] 1 x E (0] X
| .
1 |
] |
D [ ' k)
| |
I |
pi{ 1o W4RBIA
-—%——-: y2=4px i- na
Figura 4—8

Obsérvese que en cada caso el vértice estd a |p| unidades de distancia tanto
del foco como de la directriz.

Ejemplo. Calcule las coordenadas del foco F y una ecuaciébn de la
directriz de la paribola cuya ecuacién es p2 = —8x. Trace un
esquema de esta curva.



Solucién:

Comparando p? = —8x con la
Ecuacién (2), pagina 131, se ve que
p = —2. Por lo tanto las coordena-
das de F son (—2,0) y D tiene como
ecuacidon X = 2. Puesto que y? es
siempre no negativoy y% = —8x, x
debe ser no positivo para todos los
puntos que estén sobre la parabola,
y la grafica tiene la apariencia que
se muestra.

Ejercicios 4—3
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i &
F(-2,0)

——— -l —— - ——

En los Ejercicios 1—8,0btenga una ecuacién cartesiana de la pardbola con
vértice en el origen y con foco en el punto dado F. Obtenga también una
ecuacién cartesiana de la directriz.

1. F(0, 3)
2. F(0, 5)
3. F(2,0)
4. F(4,0)

F(—1,0)
F(0, —4)
F(0, —5)
8. F(—3,0)

Noo

En los Ejercicios 9—12, calcule las coordenadas del foco, y obtenga una
ecuacién cartesiana de la directriz, de la pardbola con vértice en el origen y
que pasa por los puntos dados Sy T.

Ejemplo 1.

S(—3,3)y T(3,3)

Solucién: Tracese un esquema. Por inspeccidén se ve que S(—3,3) y

0,0

9 = 12p,

wleo

P =

X

T(3, 3) son simétricos con respecto al eje y. Entonces como el
vértice estd en el origen, el eje y es el eje de la pardbola, y
seglin ‘esto la pardbola tiene una ecuacién de la forma
x2 = 4py. Sustituyendo las coordenadas ya sea de S o de T en
esta ecuacion se obtiene:
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Por lo tanto las coordenadas del foco son (0, 3), y una ecuacién
de la directrizes y = —3.

9. S(—4,2) y T®,2)
10. S(=5,5) y T(—5, —5)
11. S(2,4) y TQ, —4)
12. S(-6,—8) y T(6, —8)

En los Ejercicios 13— 16 obtenga una ecuacién cartesiana de la parabola que
satisface las condiciones dadas.

13. Vértice en el origen, eje sobre el eje x, pasa por el punto S(8, 8).
14. Vértice en el origen, eje sobre el eje x, pasa por el punto S(9, 6).
15. Vértice en el origen, eje sobre el eje y, pasa por el punto S(—2, 4).
16. Vértice en el origen, eje sobre el eje y, pasa por el punto S(—4, 48).

En los Ejercicios 17—22 emplee la definicion de pardbola para obtener una
ecuacién cartesiana de la parabola con el foco dado F y con la directriz dada.

Ejemplo 2. F(@3,4);
Ecuacién de la directriz:
x=1.

D

Solucién:  El esquema de la curva se t W(T, )

muestra en la figura. Un
punto U(x, y) estd sobre la
pardbola si y sélo si

lw— £l = fu—wl.

Entonces, puesto que las
coordenadas de U, F y W

son, (X, )’), (3, 4)9 y (7; y),
respectivamente se tiene

H(x5 ») - G, 4)” = ”(X, y) — @, y)”a

o bien

VG =32+ 0 — 42 = Vix - D2+ 02
Elevando al cuadrado ambos miembros y simplificando se
tiene

x—=3)4+0-9=x-7%

x2 —6x+ 9+ y2— 8y + 16 = x% — 14x + 49,

y?2 — 8y + 8x — 24 = 0.
Puesto que los pasos algebraicos son reversibles esta es una
ecuacion de la pardbola.

17. F(5, 2); ecuacién de la directriz: x = 1.
18. F(—3,2); ecuacién de la directriz: x = —7.



19. F(4, —5); ecuacibén de la directriz: y =
20. F(—2, —5);ecuacion de la directriz: y = —4.
21. F(8, 0);ecuacion de la directriz: x = 1
22, F(0, —3); ecuacién de la directriz: y =
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10.

La forma general de la ecuacidén cartesiana de una paradbola con eje paralelo

al eje y es

y =ax?+bx+c, a0,

Esta pardbola se abre hacia arriba si a > 0 o bien hacia abajo si @ < 0. En
los Ejercicios 23— 28, obtenga una ecuacién de esta forma de la pardbola @
que pasa por los puntos dados Q, Sy T.

Ejemplo 3. Q(0, 1), S(—1,4), T(2, 1)

Solucién:  Puesto que cada punto est4 sobre la grafica de y = ax® + bx
+ ¢, las coordenadas de estos puntos deben satisfacer esta
ecuacidn. Se tiene pues

L= a(? + b(0) + ¢
4= a(= P b D+ ¢
l=a()? 4+ b(2) + ¢
o bien c=1
a—b+c=4
da + 26+ c = 1. )
Resolviendo este sistema,esdecir despejando a, b y ¢, se ve que
a=1,b= —2,y ¢ = 1. Por lo tanto una ecuacién de @ es
y=x—-2x+1.
23. Q(0, 1), S(1, 6), T(~1,0) 26. Q(0,2), (1, —1), T(—=1, 1)
24. Q(0,2), S(1, —2), T(—1, 13) 27. Q(0, —-5), S(1, =2), T(-2,7)
25. Q(0,3),8(1,3), T(2, 1) 28. Q(0,6), (1, 1), T(—2, —14)
- * 29, Demuestre que una ecuacién cartesiana de la pal_;ébo]a @ con foco en
F(0, p) y cuya directriz D tiene la ecuacién y = —p es xZ = 4py.

* 30. Demuestre que una ecuacién cartesiana de la pardbola @ con foco en
F(p, 0) y cuya directriz D tiene la ecuacibn x = —p es y? = 4px.

El segmento que es perpendicular al eje focal de la
pardbola, cuyo punto medio es el foco y cuyos T ado recto
L eC

extremos estadn sobre la pardbola es el /ado recto, y

la longitud del lado recto se llama ancho focal de la F eje

parabola.

* 31. Demuestre que el ancho focal de la pardbola cuya ecuacidn es x2 = 4py
estd dado por [4p|.

* 32. Demuestre que el ancho focal de la paribola cuya ecuacién es y?

4px

estd dada por |4p|.
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* 33.

* 34.

* 35.

* 36.

Capitulo 4

Obtenga una ecuacién cartesiana de la circunferencia que pasa por el
vértice y por los extremos del lado recto de la pardbola cuya ecuacién es
= 4py.

Demuestre que la circunferencia €. para la cual uno de cuyos didmetros
es el lado recto de la pardbola @ cuya ecuacién es x? = 4py, es tangente
a la directriz de @.

Demuestre que para cualesquiera tres puntos no colineales R(x1, 1),
S(x2,»2) ¥y T(x3, y3), donde x1, X2, y X3son todos distintos.

2

x* x y 1
x% xr oy 1
X% X2 y2 1 =0
X3 x3 y3 1

es una ecuacidn cartesiana de la pardbola con eje vertical que pasa por los
puntos R, Sy T.

Trace la grafica de la ecuacién que aparece.en el Ejercicio 35 en el caso
que R, S y T sean colineales.

Problemas de aplicacién 4—3‘

. Un arco parabdlico de acero, tiene diez metros de altura, con el eje

vertical y cuyos puntos de apoyo estidn separados por 20 m. ;Est4 el foco de
la pardbola sobre el suelo o debajo de él, y a qué distancia de la superficie
esta?

Se planea hacer un arco parabdlico, con eje vertical y cuyos puntos de
apoyo estdn separados por una distancia de 30 m. Si el foco de la pardbola
debe estar a 8 m. de altura ;cudl es la altura que debe tener el arco?

Se tiene un reflector parabodlico cuya forma se obtiene haciendo girar un
arco de pardbola que empieza en el vértice, alrededor del eje de la
parabola. Si el foco estd a 9 cm del vértice y el arco parabdlico tiene 16 cm
de profundidad. ;Cudl es la abertura del reflector?

9cm Ex. 4 60 cm — x
Ex. 3 o

16 cm X

Hay que encerrar a un campo rectangular mediante una cerca de 120 m
de longitud. Demuestre que si y es el drea cuando uno de los lados tiene
longitud x, entonces y = 60x — x?% Trace la gréfica de esta ecuacién
para 0 < x < 60. ;Para qué valor de x el 4rea es mdxima?

Cuando se arroja una piedra desde un punto A la piedra viaja aproxima-

‘damente a lo largo de un arco parabdlico con eje vertical. Si se arroja la
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piedra en una direccién que forma un
4ngulo de 45° con la horizontal, enton-
ces el foco de la pardbola estd sobre

una recta horizontal que pasa por A. 40 m.
Supongamos que una piedra que se 45 l
lanza con este 4ngulo de elevacién % F

llega a una altura médxima de 40 m.
(Qué distancia recorre la piedra horizontalmente hasta el momento de al
canzar una altura igual a la del punto A?

4—4  Elipse

Dados dos puntos F; y F, del plano, €l conjunto & de puntos U(x, y) . del
plano tales que la suma de las distancias de U a F; y F, es una constante
dada mayor que d(Fy, F,), recibe el nombre de elipse (véase la Figura 4-9).
Los puntos F, y F, se llaman focos de la elipse, y la recta que contiene a los

y
U(x, »)
cje -
principal -~
- -
eje mayor V, (vértice)
1
C (centro) X

eje menor

- F fo
TV 2 (foco)

—
- (vértice)

Figura 4—9

focos recibe el nombre de eje principal de la elipse. El punto C que bisecta al
segmento F,F, recibe el nombre de centro de la elipse. Los puntos de
interseccion de la elipse con su eje principal, V; y V, en la Figura 4-9, son
los vértices de la elipse, y el segmento cuyos extremos son los vértices recibe el
nombre de eje mayor de la elipse. El segmento que es perpendicular al eje
mayor, que pasa por el centro y cuyos extremos estAn sobre la elipse es el eje
menor de la elipse.

Se puede visualizar la construccién de una elipse mediante el método del
jardinero. Se empieza colocando dos estacas en el suelo y rodedndolas con un
lazo que no csté tirante. Si ahora se mantiene el lazo tirante mediante otra
estaca y se mueve esta alrededor de las otras dos, manteniendo siempre tirante
la cuerda, la tercera estaca recorrerd una trayectoria eliptica, como se indica
en la Figura 4-10.
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Figura 4—10

Algunas propiedades de las elipses son aparentes de la misma definicién. Si
se analiza la Figura 4-11(a), por ejemplo, se ve que una elipse es simétrica
(véase la pagina 130) con respecto a su eje principal; y analizando la Figura
4-11(b) se ve que es también simétrica con respecto a la recta que contiene a
su eje menor.

S

(a) (b}
Figura 4—11

Como se muestra en la Figura 4-12,

sea ¢ la distancia que separa a cada

foco del centro de una elipse § de

modo que d(F., F3) = 2¢. Sea aho-

ra 2a la suma de las distancias que

separan a cada punto U de F; de € y
F22

d(F;,U) 4 d(F,, U) = 2a.

Puesto que esta suma debe ser mayor

que d(F, Fy), tenemos 2a > 2¢, o Figura 4—12
bien a > c.
Puesto que el vértice V, en particular, es un punto de &, se tiene
d(Fy, V1) + d(F2, Vy) = 2a. (1)

Ahora por simetria :
d(Fy, V1) = d(V,, Fy). )]
Sustituyendo la Ecuacion (2) en la Ecuacién (1) se tiene
d(Vs, Fo) + d(F3, Vy) = 2a,
o bien
d(Vqe, Vi) = 2a.
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Por consiguiente, la longitud del eje mayor es 2a y la longitud d(C,V,) de un
semieje mayor es a
Puesto que un extremo W, del eje menor estd sobre &, se tiene

d(F,, Wy) + d(F2, Wy) = 2a,
o por simetria
2d(F,, W) = 2a,
dF, W) = a
Por lo tanto, si b es la longitud d(C, W) de un semieje menor de §, entonces
por el Teorema de Pitdgoras se tiene

a? = b? + 2. 3

Es posible obtener la ecuacion de una elipse con centro en el origén y focos
sobre el eje x de la siguiente manera; supdngase que la elipse & (figura 4-13)
tiene los focos Fi(c,0) y Fy(—c,0), y que para cada punto U(x, y)de & la

y
2a

wl(Os b)

. S

Vyi(—a,0)f Fx—c,0) i, Fi0 Yvi0
(o]
u—f, 4 /
u—f,

U(x, y)

X

WZ(O’ -b )

Figura 4—13

suma de las distancias que separan a U de F, y deF,es laconstante 2a4, donde
2a > 2¢, osea a > c. Entonces una ecuacidon vectorial de § es

flu — fol + 'u — ]} = 2a.
Puesto que u = (x, »), {1 = (c,0), y fo = (—c, 0), se tiene
[, ») = (=¢, 0 + [i(x,») — (c, 0)| = 2aq,
||(X + ¢, y){[ + H(X - G y)” = 2a,
Vx+o2+y2+Vix— o2+ y2=2a

Si ahora se suma —V/(x — ¢)2 + ;2 a ambos miembros de esta ecuacion,
y se eleva al cuadrado a ambos miembros de la ecuacién resultante, que es
equivalente a la anterior, se obtiene

(x+ 0?4+ > =4a% —4aV(x — )2 + y2 + (x — ) + y2
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Desarrollando los binomios y simplificando se obtiene
aV(x — )2 + y2 = a? — cx. 4)
Si ahora se eleva al cuadrado ambos miembros se tiene que
a’(x? — 2ex 4+ ¢ + y?) = a* — 2a’cx + %x2.
“Simplificando y factorizando se obtiene

(@% — ¢®x% 4+ a%y? = a®%@® — ).
Puesto que 0 < ¢ < g, se sigue que c2 < g2 y a? — ¢2 > 0. Si se hace
b2 = g% — ¢2, b > 0, entonces esta ecuacion se reduce a

b2x2 + a2y2 — a2b2,
o bien dividiendo por a®b?, a

%2 2
- atE=l ©)

Los pasos que se efectuaron para obtener la Ecuacidén (5) son reversibles,
aunque hay que tenmer cuidado al considerar las raices cuadradas que
aparecen; no discutiremos cn este libro los detalles. Se sigue que un punto
U(x, y) estd sobre la elipse & si y sélo si sus coordenadas satisfacen la
- Ecuacidn (5); por lo tanto (S) es una ecuacidén cartesiana de la elipse?

De la Ecuacidn (5) se ve que una elipse es simétrica con respecto a su eje
principal (en este caso el eje x) y que es también simétrica con respecto a
la recta que contiene a su eje menor (en este caso el eje y). Es decir si el punto
S(r, 1) esta sobre la grafica de la Ecuacion (5) los puntos S'(r, —1) y
S”(—r,f) también lo estan. De la Ecuacién (5) se ve también que los
extremos del eje mayor tienen como coordenadas a (q,0) y (—a,0) y que
los extremos del eje menor tienen como coordenadas a 0,b) ¥y (0, —b),
como se indica en la Figura 4-13.

Ejemplo 7. Obtenga una ecuacidn cartesiana de la elipse cuyos focos son

F1(3,0) y Fy(—3, 0)ycuyos vérticesson V(5,0) ¥ Vy(—5, 0).
Ademds trace un esquema de la grifica de la ecuacion.
Solucion:  De los datos dados se tiene a = 5 y.c = 3. Por lo tanto
b% = a? — ¢?
=25—-9=16, y
y

b= 4. ISR

Por consiguiente
una ecuacioén de b

la elipse es Vy(—5,0) c V,(5,0)
%2 2

x* Y Fy(-3,0 O F,(3,0) X
ST 1

Se muestra un
esquema de la
elipse en la figu- W0, —4)
ra.
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Empleando el método que se menciond anteriormente se puede demostrar
que una ecuacién de la elipse con focos en F(0, ¢) y F2(0, —c), sobre el eje y,
y cuya suma de distancias es igual a 2a es de la forma

LI
F](O’ C)
donde a > b >0 y a? = b? + ¢2 Como a a

se muestra en la Figura 4-14 el eje mayor
de esta elipse estd sobre el eje y y el eje b W, (b, 0)
x

c)

menor estd sobre el eje x. Las intersecciones 0
de la elipse con los ejes x y y son b y =+a,
respectivamente: por consiguiente los extre-
mos del eje mayor tienen como coordenadas

©0,a) y (0, —a) y los extremos del eje Fy0, >~

menor tienen coordenadas (b,0) y (—5,0). /
V0, —a)

Figura 4—14

Ejercicios 4—4

En los Ejercicios 1—8,0btenga una ecuacién de la forma (5) o (6) de la elipse
cuyos focos y vértices se dan. Diga cuales son las longitudes de los ejes.

F1(4,0), F3(—4,0); V1(5,0), Vo(—5,0)
F,(12,0), Fo(—12, 0); V(13, 0), Vo(—13, 0)
F,(V/5,0), Fo(—V/5,0); V1(3,0), Vo(—3,0)
F;(v/21,0), Fo(—=V21, 0); V4(5,0), Vo(—5,0)

F (0, 4), F2(0, —4); V1(0, 5), V2(0, —35)

F (0, 3), F2(0, —3); V1(0, 5), V2(0, —5)

F1(0, v/3), F5(0, —v/3); V1(0,V7), V2(0, —V/7)
F,(0, 2), F5(0, —2); V1(0,V'13), V2(0, —\/13)

N RwNS

En los Ejercicios 9— 12,0btenga una ecuacion de la forma (5) o (6) de la elipse
cuyo centro es el origen y cuyas longitudes de los ejes son dadas. Diga
cuales son las coordenadas de los focos.

9. a = 5,b = 3; el eje principal es el eje x
10. a = 13, b = 12: el eje principal es el eje x.
11. a = V13, b = 3; el eje principal es el eje y.
12. a = V7, b = V/3; el eje principal es el eje y.



142 Capitulo 4

En los Ejercicios 13—20, calcule las coordenadas de los vértices V,y V,los
focos F, y F, de la elipse cuya ecuacién se da.

13. 4x% 4 9p% = 36 17. 4x2 + 36y% = 36
14. 16x2 4+ 9y = 144 18. 25x% + 4y% = 100
15. 16x% + y? = 64 19. 7x2 + 3y% = 21

16. 9x2 4 25y = 225 20. 24x% 4 5p% = 120

En los Ejercicios 21 —24, obtenga una ecuacién cartesiana de la elipse & cuyas
caracteristicas se dan y trace un esquema de dicha elipse.

21. Centro O(0,0), ejes sobre los ejes coordenados y pasa por los puntos
S(L,3)y T4,2)

22, Centro O(0, 0), ejes sobre los ejes coordenados y pasa por los puntos
S4,3) y T(6,2).

23. Focos F1(4,0) y F3(—4,0), y pasa por el punto S(3, 4).

24, Centro O(0, 0), el eje principal es el eje y, la distancia que separa a los
focos es 24 y pasa por el punto S(£3, 5).

En los Ejercicios 25—28, emplee la definicion de elipse para obtener una
ecuacion cartesiana de la elipse & cuyos focos F,; y F, estdn dados y para la
cual estd dada la suma de las distancias que separan a un punto de la elipse
de los focos.

* 25 F,(2, 4), Fo(—2, 4); suma de distancias 6.

* 26. F,(3, 2), Fo(—3, 2); suma dedistancias 8.

* 27. F,(6, 1), Fo(6, —1); suma de distancias 4.

* 28. F,(—2, 4), Fo(—2, —4); suma de distancias 12.

La longitud del segmento que es perpendicular al eje mayor de una elipse,
que contiene a los focos de dicha elipse y cuyos extremos estin sobre ella

Ik F, S\
I~ eje mayor 7

recibe el nombre de ancho focal de la elipse. El segmento recibe el nombre
de /ado recto de la elipse.

* 29. Demuestre que el ancho focal de una elipse & cuya ecuacion es

x2

5 +

Q
S
M N)

2
es 207



Secciones cénicas 143

* 30. Demuestre que el ancho focal de una elipse & cuya ecuacibén es

* 31.

* 32,

* 33.

* 34.

2 2
X Yy
2Tl

. c
es igual a 2b\/1 — e2,donde e = -

Sea & el conjunto de todos los puntos U tales que el cociente de ladistancia
que separa a U del punto F(ae, 0) (véase el Ejercicio 30) y la distancia

. a .
que separa a U de la recta ©; cuya ecuaciébn es x = L igual a e.
Demuestre que & es una elipse cuya ecuacibén es

£+Z_=1,

siempre y cuando e < 1y b2 = a®(1 — e®). (Véase el siguiente diagrama).

y
D,
”’—_"—§\\ 8
s N
- e, )
/
I/ \\\
1 \
| 4 } .
| Ol Fiae,0) ! x
\ /
/
N d a
N P xX=-
S~ e

Demuestre que una ecuacidén cartesiana de la elipse .& cuyos focos son
F1(0,¢) y Fy(0, —c) y cuyos vértices son V(0,a) y V,(0, —a) es

donde b2 = % — c2 > 0.

Demuestre que si xg > x? >0y yf > y§ > 0, entonces
1

xt yi 11=0
1

es una ecuacién cartesiana de una elipse o una circunferencia que pasa
por los puntos S(x1,¥1)y T(xz, y2).

Tracella grafica de la ecuacién que aparece en el Ejercicio 33, en el caso en
que x2 > x3 >0y ¥ = yi. '



144 Capitulo 4

Problemas de aplicaciéon 4—4

1. Supéngase que una escalera de longitud 1 m se apoya sobre una pared
vertical y que tiene una marca sobre un
peldafio que estd a 4 m del extremo superior 7
de la escalera.Demuestre que si el pie de la | 4
escalera se desliza, alejindose de la pared
sobre una superficie horizontal, de modo que
el extremo superior se desliza hacia abajo en
contacto con la pared, entonces la marca
sobre el peldafio describe una trayectoria eliptica.

—

(Sugerencia: Emplee un sistema de coordenadas como el que se muestra
en la figura).

2. La base de un auditorio es de forma eliptica y tiene 20 m de longitud y 16
m de ancho. Si cae una aguja sobre un foco el ruido que produce se
escucha claramente cerca del otro foco. ;A que distancia estd un foco del
otro?

3. La Tierra se mueve en una Orbita eliptica alrededor del Sol, y el Sol estd
sobre uno de los focos de esta elipse. Si la minima distancia que separa a
la tierra del Sol es de 147 000 000 kilémetros, y su mayor separacién es de
150 000 000 kilémetros aproximadamente, ;a qué distancia esté el Sol del
otro foco de la elipse? (Sugerencia: La menor y la mayor separacién
«ocurren cuando la Tierra esta sobre el eje mayor de la elipse.)

4. Se traza el contorno de una hortaliza de forma eliptica colocando dos
estacas en el suelo con una separa-
cién de 16 m y colocando un lazo
de longitud total de 36 m alrededor
de ellas; se traza el contorno em-
pleando una tercera estaca que al
girarla alrededor de las dos fijas 16 m.
mantiene al lazo en tensién. ;De
qué longitud y de qué ancho sera la hortaliza?

4—5 Hipérbola

Vimos en la seccién 4—4 que una elipse es el lugar geométrico de los puntos
que quedan determinados por la suma de dos distancias. En esta seccién
estudiaremos el lugar geométrico determinado por la diferencia de dos
distancias; una hipérbola. Para dos puntos dados F, y F, del plano, el
conjunto 3¢ de los puntos U(x, y) del plano tales que el valor absoluto de la
difereficia de las distancias que separan a los puntos F; y Fy de U es una
constante dada, menor que d(F,,F,), es una hipérbola. (Véase la Figura
4-15). Tal como en el caso de la elipse, los términos focos, ejes principales,
vértices y centro de una hipérbola se refiere a los puntos fijos F; y F,, a la
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- -
fl (foco)
|
c \ eje *
- 2 \ transverso
- (fféo) (vértice) \
=7 e \
principal \
\
\
\
\
\
\
Figura 4—15

recta que pasa por ellos, a los puntos V1 y V, de interseccion de 3C con el eje
principal, y al punto medio C del segmento F,F,, respectivamente. El
segmento V,V , recibe el nombre de eje transversal de la hipérbola. Obsérvese
que una hipérbola consta de dos ramas separadas.

Hay varios métodos para construir una hipérbola. Uno de estos métodos,
que es semejante al que se emplea para construir elipses y que se discutio en la
Seccién 4—4, pero un poco mis dificil de llevar a cabo, es el siguiente: Atese
un lapiz cerca del punto medio de un cordel, y péasese el cordel por debajo de
dos tachuelas sujetas a un pedazo de cartén. Empleando el lipiz para
mantener al cordel en tensidén témense los dos extremos en la mano y tirese del
cordel como se muestra en la figura 4-16. El ldpiz marcard una rama de la
‘hipérbola. la otra rama se obtiene intercambiando los papeles de las tachuelas.

Figura 4—16
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Considérese ahora la hipérbola 3¢ (Figura 4-17) cuyo centro es el origen,
cuyos focos son Fi(c,0) y Fa(—c,0), y para la cual el valor absoluto de la

y
3 U
u—f,
u u—f,
Figura 4—17 Fy(—¢,0) f, fFie 0
V(-a,0)f O V,(a, 0) x

diferencia de distancias de cada punto U(x,y) de 3¢ a F,y Fyes igual a la
constante positiva 2a, ¢ < ¢. Entonces por definicién de hipérbola, €l punto
U(x, y) estd sobre 3C si y s6lo si
| u = fulf = [lu = £2l | = 2q,
o bien
fu— il = fu = £l = +2a.

Puesto que u = (x, ), f; = (¢,0), y fy = (—c, 0), esta Gltima ecuacién se
puede escribir en la forma

Vix—02+y2 —~V[x — (=0)]2 + y2 = +2a.

Repitiendo un célculo similar al que aparece en las paginas 139 y 140 se puede
demostrar que esta ecuacién es equivalente a

] S -5=1 )

donde
b2=c*—-a>>0 y b>0.

Tal como en el caso correspondiente a la elipse (pagina 140) los pasos son
reversibles y entonces un punto U(x, y) estd sobre 3¢ si y sblo si sus.
coordenadas satisfacen la Ecuacién (1).
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Andilogamente, una hipérbola con centro en el origen, focos en F,(0, ¢)
yF3(0, —c),y para la cual el valor absoluto de la diferencia de distancias es
igual a 2q, 0 < a < ¢, tiene una ecuacidn cartesiana de la forma

2 2

B %—§=L 2)

El valor de la constante a en las Ecuaciones (1) y (2) puede ser mayor, igual o
menor que el valor de b.

Una hipérbola 3¢ cuya ecuacidén es de la forma (1) o (2) es simétrica con

respecto a ambos ejes coordenados. Entonces si S(x, ) es un punto de 3,

también lo son S'(x, =), 8"(—=x,»), y 8" (—x, —p). 0

X

Si se sustituye a y por 0 en la Ecuacién (1) se obtiene —; = 1, o sea
: a

x = =a. Por consiguiente a y —a son las intersecciones de una hipérbola de

la forma (1) con el gje x. Si se sustituye a x por O en la Ecuacién (1) se obtiene

y2. > . : .
I il 1. Puesto que %5 es siempre no negativo, la hipérbola no corta al eje
. Analogamente se puede demostrar que una hipérbola cuya ecuacién es de
la forma (2) corta al eje y en los puntos ¢ y —a y que no corta al eje x.
Consideremos ahora la ecuacién

x>y 0.
az b2
si se despeja a yZen funcién de x se obtiene
2
2 _ b7 o
Vo= m s
de donde
b . b
= —x o bien = — =X,
Y=a Y a
Las graficas de estas ecuaciones son dos rectas que se cortan en el origen y
. b b .
cuyas pendlentes son a y — 5 » respectivamente.

Si se despeja en la Ecuacion (1) de la pigina 146 a y* como funcién de x se
obtiene

2
y2__%x2_b2’
de donde
2 2 2 b2 2
y = Z];x—b (o] ~y=- agx—bz,

que es a su vez equivalente a

= g‘\"/, XZ_:ZZT"; 0 y = — é\/_;Z—__. al.
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Figura 4—18

Ahora comparense los valores correspondientes de y para las rectas y la
hipérbola. Como se ve en la Figura 4-18

b R
JVxt—a < f—zlxl
para todos los reales para los cuales estin definidos ambos miembros de la

desigualdad. Sin embargo si se permite que |x| crezca sin cota, entonces el
valor de y/x2 — g2 se acerca cada vez mds al valor de IXI, y el valor de

b b .
;\/x2 — a2 se acerca cada vez mds a — |x|. De hecho se tiene
a

o oV @ = Ll - v (MR
a a a x| + VX2 — a2

b(x* — x4+ a?)
a(|x| + V2 — a?)

ab
= b
|x|] + Vx2 — a2
que puede hacerse tan pequefio como se quiera tomando |x| suficientemente

grande.
Como se muestra en la Figura 4-18 se tiene también

b T s by
a a
para todos los reales para los cuales estdn definidos ambos miembros de la
b
desigualdad. Si |x| aumenta sin cota entonces el valor de — ;\/ X2 — a2 se

b
acerca mas y mas al valor de — p |x|.
Por lo tanto,a medida que |x| crece sin cota, el valor de |y| para la

b
hipérbola se acerca mas y mis a p |x], las ramas de la hipérbola se

b
aproximan méis y méis a las rectas cuyas ecuaciones son y = Sy
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b
y=—_% respectivamente. Estas rectas reciben el nombre de asintotas de la
hipérbola.

Con més generalidad, siempre que una curva se acerca de esta forma a
una o mds rectas se dice que las rectas son asintotas de la curva. Se discutir4 el
concepto de asintotas con mas detalle en el Capitulo 6.

Las intersecciones con los ejes y las asintotas do una hipérbola, asi como las
consideraciones de simetria, son ftiles al trazar esquemas de una hipérbola.
Como se muestra en la Figura 4—19 la longitud del eje transversal de una
hipérbola cuya ecuacion es

[
(]

.X2 y2_1

az b2 T

x
_b__1

B

SRS
w
~

es 2a.

El segmento de recta que pasa por el centro de una hipérbola, que es
perpendicular al eje principal, y cuyos extremos estin a una distancia b,
donde p? = ¢? — @2, del centro se llama eje conjugade de la hipérbola. Por
lo" tanto la longitud del eje conjugado (W,W, en la Figura 4-19) es
2b.

ej§ y y
conju-
gado
w,m,b) I\
ANk /!
Fy—c,0) Fi(c, 0) 2'b

Vi(-a0)] O V@0 x v.) © \ *
! 1
eje ! ) |
§ '\ transverso —_—— LYV 2_
W,|(0, —b) ja— 2 )
a b?
y y

eje
transverso

Figura 4—19
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Una manera rapida de trazar un esquema de una hipérbola de uno de los
tipos que se muestran en la Figura 4-19 es construir un rectdngulo con centro
en el origen y cuyos lados tienen longitudes 2a y 2b, en el cual los lados de
longitud 2a son paralelos al eje principal de la hipérbola. Las diagonales del
rectdngulo son entonces segmentos de las asintotas de la hipérbola, y los
puntos medios de los lados de longitud 25 son los vértices de la hipérbola.

X2 2
Ejemplo 1 Trace un esquema de la grifica de ~4— — % = 1 empleando
las asintotas, las intersecciones con los ejes y argumentos de
simetria. .
Solucién: Obsérvese primero que la grifica es una hipérbola

con eje principal sobre el eje x, y que a =2 y b= 3.
Entonces las asintotas son las rectas cuyas ecuaciones son
y=4xyy= —%x

Si se sustituye a y por O en la ecuacién dada, se ve que las
intersecciones con el eje x son 2 y —2. Esta hipérbola no tiene
intersecciones con el eje y. _

Si se sustituye a x por 3 o -3 se obtiene que y = +3V/5.
Por o tanto los puntos (3, 2/5), (3, —3v/5), (~3,8V5), ¥
(—3, —3V/5) estdn sobre la grifica. Empleando estos hechos
se obtiene la grifica que se muestra.

Ejercicios 4—5
En los Ejercicios 1—8,0obtenga la ecuacién de la hipérbola cuyos focos F, y
F, y cuyos vértices V, y V, se dan. Trace una gréfica de la ecuacion.
1. FI(S’ O)s F?(—Sa 0)9 V1(37 O)s V2(_3s 0)
2' F1(59 O), FZ(_S’ 0); V1(4s 0)’ V2(_4y 0)
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F,(V13,0), Fo(—1/13,0); V,(3,0), Vo(—3,0)
F1(V/5,0), Fo(=V/5,0); Vi(V/3,0), Vo(—V/3,0)
F (0, 5), F5(0, —5); V1(0, 4), V5(0, —4)

F,(0, 5), F5(0, —5); V1(0, 3), V5(0, —3)

F1(0,V/7), F2(0, =—v/7); V1(0,v/3), V50, —\/3)
F1(0,V21), F2(0, —v/21); V1(0,V/5), V2(0, —V/5)

En los Ejercicios 9—12,obtenga la ecuacién de la hipérbola con centro en el
origen, para la cual se dan las longitudes de los ejes conjugado y transversal,
y cuyos ejes principales se especifica.

Ejemplo.  2q = 8,2b = 10;cje x

Solucion:  Se tiene

9.
10.
11.
12.

2a = 8,a = 4,
y 2b =10,b = 5.

Por lo tanto una ecuacién de la hipérbola es

Xy
16 25 )
2a = 10,2b = 8;ejex
2a'= 14, 2b = 6; eje x
2a = 26, 2b = 10;¢ejey
2a = 2\/7,2b = 4;ejey

En los Ejercicios 13—20, calcule las coordenadas de los vértices y los focos de
la hipérbola cuya ecuacion se da. Obtenga las ecuaciones de las asintotas y
trace un esquema de la hipérbola.

13.

14. 7

15.

16.

2 2 2 2
%16~ ! | 1795~ |
2 2 2 |2
! 20. 75 = = 1

En los Ejercicios 21 —26,0btenga una ecuacién cartesiana de la hipérbola con
centro en el origen y que satisface las condiciones dadas.

21

* 23.
* 24,

. Focos en F{(4,0) y F,(—4,0); pasa por S(14, 24).
22.

Focos en F(0,4) y F.(0, —4); una de sus asintotas tiene la ecuacién
3y = .

Eje principal sobre el eje x; pasa por los puntos S(2, 1) y T(4, 3).

Eje principal sobre el eje x; pasa por los puntos S(3, 1) y T(9, 5).
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* 25. Eje principal sobre el eje y; un extremo del eje conjugado es W,(3,0); un
vértice estd sobre el punto medio del segmento que une al centro con un
foco.

* 26. Eje principal sobre el eje y; un foco en F (0, 4); ¢ = 3a.

La longitud del segmento que es per-

pendicular al eje principal de una hi-

pérbola, que contiene a los focos de

dicha hipérbola y cuyos extremos es-

‘tan sobre ella se llama el ancho focal F F, ‘
de la hipérbola. El segmento se llama e
lado recto de la hipérbola. principal

lados rectos

* 27. Obtenga una ecuacién cartesiana de la hipérbola 3C cuyo centro esta en el
origen, y ancho focal es 36 y uno de cuyos focos estd en Fy(—12, 0).

* 28. Demuestre que la hipérbola 3C y la elipse & cuyas ecuaciones son
3x2 — p? = 12 y 9x? 4 25p% = 225 respectivamente tienen los mismos
focos.

* 29. Demuestre que el ancho focal de la hipérbola 3G cuya ecuacién es

x*_ v
az b2
2b2
es ——
a
* 30. Demuestre que el ancho focal de la hipérbola 3¢ cuya ecuacion es

x>y
a® b2

es 2bve2 — 1, dondee =

* 31. Sea 3C el conjunto de todos los puntos
U tales que el cociente de la distancia
U que los separa del puuto Fi(ae, 0)
(véase en Ejercicios 30) y la distancia \
U que los separa de la recta D1 cuya “

SIS

., a .
ecuacidon es x = — es igual -a e, \
e

\
Demuestre que 3¢ es la hipérbola +
cuya ecuaciodn es /
x* ' _ 1 / N
@2 - b ,/ \
siempre y cuando e> 1 y b? = / D, N
a%(e? — 1). d NI

[l
O] | | Fi(ae,0) x
\
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* 32. Demuestre que una ecuacioén cartesiana de la hipérbola cuyos focos son
F1(0, ¢) y F2(0, —c¢); y cuya diferencia de distancias es 2a,0 < a < ¢,

€s
2 2

S
donde b = ¢* — a®> > 0.
* 33. Demuestre que si x3 > x; >0 Y 32> )% > 0, entonces

x? yzl

xi )i 1 =0
x5 yi o1
es una ecuaciéon de una hipérbola que pasa por S(x1, y1) y T(xg, y2).

* 34. Trace la grafica de la ecuacion que se menciona en el Ejercicio 33enelcaso
(x1,¥1) =(0,0), pero con (xz, y2) # (0, 0).

En los Ejercicios 35—38,emplee la definicion de hipérbola para obtener una
ecuacion cartesiana de la hipérbola 3 cuyos focos son F, y F, y cuya
diferencia de distancias tiene el valor absoluto dado.

*36. F (3,1), Fo(=3,1);2a = 2 *37. F1(4,1), Fo(—4,1);2a = 4
* 36. F,(4,4), Fo(4, —4);2a = 6  * 38. Fy(2,0), F4(2,10); 2a = 8

Otra definicion de las secciones cénicas
4-6 Propiedades del foco y la directriz

Al principio del capitulo se definié la pardbola en términos de las distancias
que separan a cada punto de la curva de un punto fijo (el foco) y de una recta
dada (la directriz). Por otra parte se definieron la elipse y la hipérbola en
términos de la suma y diferencia, respectivamente, de las distancias que
separan cada punto de la curva de dos puntos fijos (los focos). Es posible
también definir la elipse y la hipérbola en términos de distancias a un punto y
una recta tijos, tal como se hizo en el caso de la pardbola.

Considérese la elipse con centro en el origen, un foco en Fy(c,0), y un
vértice en. V1(a,0),0 < ¢ < a, como se muestra en la Figura 4-20. La
distancia d(U, F;) de cada punto U(x, y) de la elipse al foco F, estd dada
por :

d(U,Fy) = Vi(x = 02 + y2. -
Debido a la Ecuacidén (4), pagina 139, las coordenadas de cada punto U de la
elipse debe satisfacer

dv(x— c)2 + y2 = g% — cx,

0 V(x — )2 + y2 =/a——§x. )
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U(x, »)

////”‘*ﬂ§§§ft@ﬁh)
Figura 4—20 Fi(,0)
o V@0 *
a?
X ==
4

L,
Sustituyendo (1) en (2) se tiene
d(U,F)) = a — S x,
de donde se obtiene .
c(a®
dU,Fy) = (gc_ - x) : 3

2
a
Nétese ahora que s >a>x, puestoque a>c>0 Y x £ a para
2
cada punto U(x, y) de la elipse. Por lo tanto gc— — x> 0, y seglin esto el
2
factor & _ x que aparece en el segundo miembro de la Ecuacién (3) es
¢

precisamente la distancia d(U, ;) que separa al punto U(x, y) de la elipse de
2

. a . .
la recta O, cuya ecuacién es x = - Es decir la ecuacién (3) se puede
escribir en la forma

c
El cociente z— recibe el nombre de excentricidad de la elipse, y se

acostumbra denotarla mediante el simbolo e. Obsérvese que
' 0<e<l

puesto que .0 < ¢ < a. Sustituyendo a e por ¢ en la Ecuacién (4)
a

A1) _ (5)

Puesto que este desarrollo es reversible, paso a paso, se sigue que se puede
definir una elipse como el lugar geométrico de todos los puntos del plano tales
que el cociente de las distancias que separan a cada punto sobre el lugar
geométrico de un punto dado (el foco) y de una recta dada (la directriz) es una
constante ¢, con 0 < e < 1.

Ejempio 7. Obtenga una ecuacién de la elipse &€ cuyo centro es O(0, 0),
uno de cuyos focos es F;(3,0), y cuya excentricidad es
e = 3. Obtenga también una ecuacién de la directriz D;.
asociada a este foco.



Secciones cénicas 155
2

Solucion:  De la informacién dada ¢ = 3- Entonces como e =
se tiene

Qo

3 2 . .9
_ =, obien 4= Z.
a =3
Ahora como para una elipse los valores de a, b y ¢ estin

relacionados por

(]

a® = b? 4 2,
se tiene

Por lo tanto como a? = (2)? = 8  una ecuacién de & es
2 4
2

2
X
50 T %1; =1,
Fs 2
) 4x?  4y? _
o bien - m— + '43‘* = 1.

Sustituyendo los valores de a? y ¢ en la ecuacion

a

X = —>
c

. 81

se obtiene : x = 4.,

3
0 sea - 27
‘ X = ‘7

que es la ecuacion de la directriz D ;.

Una elipse con centro en O(0,0), un foco en F(c,0), y un vértice en
Vi(a, 0) tiene también un foco en Fy(—c, 0). Empleando este foco como se
indica en la Figura 4-21, se puede demostrar (véase el Ejercicio 32, pagina

«

.| y D,

Figura 4—21 Fi«, 9)
: Vi(a,0) *
: 2
} X=—
‘ ¢
. . a?
160) que la recta Dy cuya ecuaciébn es x = — — es también una directriz de
¢

la elipse, es decir se puede demostrar que para cada punto U(x, y) sobre la
elipse se tiene
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Esto indica que toda elipse tiene dos focos y dos directrices, estando cada
directriz asociada con un foco.

- Empleando la Figura 4-22 se puede demostrar (Ejercicio 33, pagina 160)
por un método anilogo al empleado anteriormente en el caso de la elipse, que
para una hipérbola con centro en el origen, foco en F;(c, 0), y un vértice en
V1(a,0),0 < a < ¢, el cociente de las distancias que separan a un punto

a2
(c ,y) '/(x,y)

Fi(c, 0)
\Vi(a, 0) *

Figura 4—22

=
It

U(x, y) de la hipérbola del foco F1(c,0) y de la recta Dy cuya ecuacion es
2

x = 07 estd nuevamente dado por la Ecuacién (5), pagina 154. Si se sustituye
: 2

a
a la recta D, por la recta Dy cuya ecuacidn es x = — oy al foco Fy(c, O),

por el foco Fy(—c, 0), entonces la ecuacidén es todavia valida (Ejercicios 34,
pagina 160). Es decir se tiene
d(U’ Fl) _ d(U’ F2) _
dU,D,) d(U,Dp) .
Claro estd que en el caso de la hipérbola, como ¢ > a >0y e = L tiene
e> 1.
En resumen se han establecido los hechos siguientes, que se ilustran en el
siguiente diagrama:
B Para una recta dada ® y un punto fijo F que no esté sobre D, el
lugar geométrico de los puntos U del S peei
plano tales que el cociente de las O<e<l
distacias de U a F y a D es una

constante, ¢, es @
e=0
(a) Unaelipsesi0 < e < 1,

(b) una pardbolasie =1y
(c) una hipérbola si e > 1.
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W (0, b)

W,(0, b)

y
c V,(a, 0) /f” mv,(a, 0)
O] F(c0) x \ko M X

e= = cercano a0 e= ¢ < 1, cercano a 1
a

<
a

(a) (b)

Figura 4—23

En todos los casos la constante ¢ se llama excentricidad de la conica.
Como se muestra en la Figura 4-23 la forma de una elipse esta

.. . .. ¢
relacionada con su excentricidad. Si la excentricidad, ¢ = —, es cercana a0,
a

entonces ¢, o sea d(0O, F,), es muy pequefo comparado con a, y b es casi igual
a a. Por lo tanto la elipse es casi circular (Figura 4-23(a)). De hecho se dice
que una circunferencia tiene excentricidad cero. Si la excentricidad de una
elipse es cercana a 1, entonces c es casi igual a a, y b es muy pequefo. En este
caso el ancho focal (pagina 142) es pequeno y la elipse es alargada (Figura
4—23 (b)). Todas las elipses que tienen la misma excentricidad son semejantes
(Ejercicio 28, pégina 159); es decir tienen la misma forma y una de ellas es
simplemente una reduccién o ampliacién de cualquier otra.

La forma de una hipérbola también estd relacionada con su excentricidad.

. . . c .
Como se ve en la Figura 4-24 (a) si la excentricidad ¢ = e es ligeramente

mayor que 1 entonces c es casi igual a a, y b es muy pequeiio. Por consiguiente
el ancho focal es pequefio y la hipérbola es “‘delgada”. Si la excentricidad es
grande (Figura 4-24 (b)), entonces (respecto a ¢) a es pequeiio, y b es casi
igual a ¢. Por consiguiente, el ancho focal es grande y la hipérbola es “‘ancha’.
Todas las hipérbolas que tienen la misma excentricidad son semejantes
(Ejercicio 29, pagina 159).

Ejercicios 4 —6

1. Obtenga la ecuacién de la elipse & cuyos focos son F(4,0) y Fo(—4,0),
y cuya excentricidad es e = 2.
2. Obtenga la ecuacion de la elipse & con vértices en V1(5,0)y Vo(=5,0), y

cuya excentricidad es ¢ = £,
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y y 1
/ ¢ b
F)(—c, 0) ~bl/F\(c, 0) Fy(—c,0) F(c,0)
' a x a e
c c
e= a >1, cercanoal e= p > 1, grande
a) (b)
( Figura 424

10.

1.

12,

13.

14.

v

. Obtenga la ecuacion de la elipse & con centro en el origen, uno de cuyos

focos es F (3, 0), y para la cual la directriz D, asociada a este foco tiene la
ecuacidn x = 3£,

. Obtenga la ecuacién de la elipse & con centro en el origen, para la cual

uno de los extremos del eje mayor estdi en V,(0, 13), y una de cuyas
directrices es la recta D, que tiene la ecuacién y = 452

Obtenga la ecuacidon de la elipse &, con focos F1(5,0) y Fy(—5,0), y
cuya excentricidad ese = 3.

Obtenga la ecuacién de la elipse & cuyos vértices son V;(4,0) y

V(—4,0), y cuya excentricidad es e = 3.

. Obtenga la ecuacion de la hipérbola 3¢ cuyos focos son F;(3,0) y

F,(—3,0), y cuya excentricidad es e = 3.

. Obtenga la ecuacién de la hipérbola 3¢ cuyos focos son F;(0,2) y

F,(0, —2), y cuya excentricidad es e = 3.

Obtenga la ecuacién de la hipérbola 3C cuyo centro estd en el origen, uno
de cuyos focos es F;(4, 0), y para la cual la directriz asociada es la recta D,
cuya ecuacion es x = 3.

Obtenga la ecuacidn de la hipérbola 3C cuyo centro esti en el origen, uno
de cuyos vértices es V (4, 0), y tal que la directriz asociada D, es la recta
cuya ecuacion es x = 32,

Obtenga la ecuacion de la hipérbola 3¢ una de cuyas directrices es la recta
cuya ecuacion es X = % y cuyas asintotas son las rectas cuyas ecuaciones
son y = +3x.

Obtenga la ecuacion de la hipérbola 3¢ una de cuyas directrices es la recta
cuya ecuacidon es y = 2 y cuyas asintotas son las rectas dadas por
y = £Xx.

Si a = b en la ecuacion de una hipérbola con centro en el origen y con
focos sobre los ejes coordenados, entonces la curva es una hipérbola
equilatera. Diga cudl es la excentricidad de una hipérbola equildtera.
Demuestre que las asintotas de una hipérbola equilitera (Véase el
Ejercicio 13) son perpendiculares.



15.

16.

*17.

*18.

*19,

* 20.

* 21,

* 22,

* 23.

* 24,

* 25,

* 26.

* 27.
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Calcule la excentricidad de una elipse si la recta que contiene a un

extremo del eje menor y a un foco es perpendicular a la recta que contiene

al mismo extremo del eje menor y al otro foco.

Demuestre que si p es la distancia que separa a un foco de la directriz
b2

correspondiente entonces p = o

Demuestre que si p es la distancia que separa a un foco de la
correspondiente directriz de una elipse, entonces la longitud del eje mayor

2ep
s d = e?)
Demuestre que si p es la distancia que separa \a un foco a la
correspondiente directriz de una hipérbola, entonces 14 longitud del eje

| 2ep
transversal es (62 — ) .

Las asintotas de una hipérbola cuyo eje transversal ez horizontal tienen
pendientes -£m, respectivamente, con m > (. Exprese 1a excentricidad de
la hipérbola en términos de m.
Demuestre que para una elipse & cuya ecuacion es

2

2
SH%=1 @>b

las longitudes de los segmentos que unen a los focos con un punto
U(x, y)de & son a =+ ex.
Demuestre que para la hipérbola 3¢ cuya ecuacibn es

X2 y2 |

a? b2
las longitudes de los segmentos que unen a un punto U(x, y) de 3 con los
focos son |ex + aj.
Obtenga una ecuacién de la hipérbola 3¢ cuyos focos son F(6,1) y
Fo(—4, 1), cuya excentricidad es ¢ = 2.
Obtenga una ecuacién de la hipérbola 3¢ cuyos vértices son V(6,1) y
Va(—4, 1), y cuya excentricidad es e = 3.
Obtenga una ecuacién de la hipérbola 3¢ con centro en C(2, 3), uno de
cuyos focos es F (6, 3), y para el cual la directriz ascciada es la recta D1
cuya ecuacién es x = 3.
Obtenga una ecuacién de la elipse con centro en C(2, 3), uno de cuyos
focos estd en F1(6, 3), y para el cual la directriz asociada es la recta D,
cuya ecuacion es x = 32,
Diga cuales son las ecuaciones de las directrices de la hipérbola 3¢ cuya
ecuacion es

2y 4 4x+4y —48=0.

Diga cuales son las ecuaciones de las directrices de la elipse & cuya.
ecuacién es

x% + 5p2 + 6x — 40y — 167 = 0.
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. Demuestre que todas las elipses con la misma excentricidad son semejan-
x2 2 x2  p?

tes. (Sugerencia: Demuestre que si las elipses — + —5 = ly 5 + 73 = 1
ay b1 az b2

tienen la misma excentricidad y ¢, = ka,, entonces by, = kb;. Ahora

demuestre que si U;(x, ) est4 sobre la primera elipse entonces Ua(kx, ky)

estd sobre la segunda elipse.)

Demuestre que todas las hipérbolas con la misma excentricidad son

semejantes. (Sugerencia: Véase el Ejercicio 28.)

Demuestre que todas las pardbolas son semejantes. (Sugerencia: Para las

pardbolas y2? = 4p1x y »2 = 4p,x, demuestre que si U,(x, y) est4 sobre

la primera parabola entonces U, (—p—2 X, Pz y> estd sobre la segunda).

2T 1
Demuestre que todas las circunferencias son semejantes. (Sugerencia:
Véase el Ejercicio 30).
Demuestre que para todos los puntos U(x, y) de la elipse con focos en
Fi(c,0) y Fao(—c,0), ycon vérticesen V (a,0) Yy Va(—a,0), se tiene

d(_lja F2) = e
d(U,Dp) 7

a?

¢
donde e = 2 Y Dy es la recta cuya ecuaciébn es x = — "

(Sugerencia: Véase el Ejercicio 20.)

Demuestre que para todos los puntos U(x, y) de una hipérbola con focos
en F,(c,0) y Fy(—c, 0), ycon vérticesen V,(a,0) ¥y Vyo(—a, 0),, se tiene
dU.Fy) _
d(U’ ;Dl) 7

¢ _ a?
donde e = 4 Y Dies la recta cuya ecuacién es x = P

(Sugerencia: Véase el Ejercicio 21.)

Demuestre que para todos los puntos U(x, ¥) de la hipérbola con focos en
Fi(c,0) ¥ Fy(—c,0), y vértices en V,(q,0) ¥y Va(—a,0), se tiene
d(U9 FZ) =e
d(U, 3)2) -
¢ . a?
donde e = 2y Daes la recta cuya ecuacién es x = — -

Resumen del capitulo

. Un lugar geométrico es un conjunto de puntos. Este conjunto se

determina normalmente especificando las condiciones geométricas que
deben cumplir los puntos del conjunto.
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. La ecuacion de un lugar geométrico es una ecuacién que queda satisfecha
por las coordenadas de cada punto del lugar geométrico, pero que no es
satisfecha por ning(n otro punto.

. Una circunferencia es el conjunto de todos los puntos del plano que estin
a una distancia dada (el radio)de un punto dado (el centro). Una ecuacién
de la circunferencia © se puede escribir de la forma

(x =)+ (y — k) =r?,

donde el punto C(h, k) es el centro y r es el radio de €. Si se desarrollan
los binomios, esta ecuacioén se puede escribir en la forma

x>+ y? 4+ Dx+ Ey+ F=0,

donde D, E y F son constantes.

. Una parabola es el conjunto de todos los puntos del plano tales que cada
punto del conjunto est4 a la misma distancia de un punto dado F (el foco)
y de una recta dada © que no pasa por F (la directriz). La recta que
contiene el foco F y es perpendicular a la directriz % recibe el nombre de
eje de la pardbola. Una pardbola es simétrica con respecto a su eje.

. La forma ordinaria de la ecuacién de una pardbola con vértice en el origen
y cuyo eje estd sobre el eje x o0 eje y es

y% = 4px obien x? = 4py,

respectivamente, donde p es la distancia dirigida dei vértice al foco.

- Una elipse es el conjunto de todos los puntos del plano tales que la suma
de las distancias que separan a un punto del conjunto de dos puntos
dados F y F; (los focos) es una constante dada mayor que d(F,, F,). La
recta que pasa por los focos es el eje principal de la elipse, y el punto
medio del segmento que une a los focos es el centro de la elipse. Los
puntos de interseccién de la elipse y el eje principal son los vértices de la
elipse. El segmento que une a los vértices es el eje mayor de la elipse, y el
segmento de recta que es perpendicular al eje mayor en su punto medio y
cuyos extremos estdn sobre la elipse es el eje menor de la elipse.

. La forma ordinaria de una ecuacioén de la elipse cuyo centro est4 en el
origen y cuyos focos estan sobre el eje x o el eje y es

X2 2 2 2
respectivamente, donde a es la longitud de un semieje mayor y b =
v a2 — cz2(donde c es la distancia del centro a un foco) es la longitud de
un semieje menor.

. Una hipérbola es el conjunto de todos los puntos del plano tales que el
vaior absoluto de la diferencia de las distancias que separan a cualquier
punto del conjunto de dos puntos dados F,; y F, (los focos) es una
constante dada menor que d(F,F,). Las definiciones de los términos
eje principal, centro y vértices de una hipérbola son similares a las dadas
para elipse (véase pagina 144). El segmento que une a los vértices es el eje
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10.

11.
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transversal de la hipérbola, y el segmento de longitud 2b (véase parrafo 9)
que es perpendicular al eje transversal y lobisectaes el eje conjugado de la
hipérbola.

- La forma ordinaria de la ecuaci6én de una hipérbola con centro en el-
,origen y focos sobre el eje x 0 eje y es

2 2 2 2
f% Y -1 $ AT 1,
a b2 b2~ g2
respectivamente, donde @ es la longitud de un semieje transversal y
b =+/c2 — g2 (donde c es la distancia que separa al centro de un foco)
es la longitud de un semieje conjugado. Las rectas cuyas ecuaciones son

b a
y==£x-x 6 y=%_x
a b
respectivamente, son las asintotas de la hipérbola.
Las elipses, pardbolas e hipérbolas se pueden describir como los lugares
geométricos de los puntos tales que el cociente de las distancias que
separan a cada punto del lugar geométrico de un punto dado (un foco) y
de una recta dada (la directriz asociada al foco) es una constante, a saber,

C . . 2
— o ¢. La constante ¢ recibe el nombre de excentricidad de la cénica. El
a

lugar geométrico es una elipse, una pardbola o una hipérbola seglin si
0<e<1,e=1,0e> 1 Sepuede considerar que la excentricidad de
una circunferencia es cero. Las elipses y las hipérbolas tienen dos focos y
dos directrices; para una elipse o una hipérbola con centro en el origen y
a?
focos sobre el eje x las ecuaciones de las directrices son x = PR
2
x = — a? . Una parabola tiene s6lo un foco y sélo una directriz.

Si la excentricidad ¢ de una elipse es cercana a 0, entonces la elipse es casi
circular; si e es cercana a 1 (pero es menor que 1) entonces la elipse es
relativamente alargada y delgada. Si la excentricidad de una hipérbola es
cercana a | (pero es mayor que 1) entonces el ancho focal de la hipérbola
es relativamente pequeiio; si e es grande el ancho focal es grande. Todas
las pardbolas son semejantes y todas las circunferencias son semejantes.
Todas las elipses de la misma excentricidad son semejantes y todas las
hipérbolas de la misma excentricidad son semejantes.

Ejercicios de repaso del capitulo

. -Obtenga la ecuacioén del lugar geométrico de todos los puntos del plano

que son equidistantes de S(2,5) y T(—2, —3).

Obtenga la ecuacién del lugar geométrico de todos los puntos del plano
tales que el segmento de recta que une a cualquier punto del lugar
geométrico con S(1, 5) es perpendicular al segmento que une al punto con
T(7, —3).
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. Obtenga una ecuacidén del lugar geométrico de todos los puntos del plano

tales que la pendiente de la recta que pasa por cualquier punto del lugar
geométrico y por S(4, 5) es la mitad de la pendiente de la recta que pasa
por el punto y por T(—2, —3).

Obtenga la ecuacién de una circunferencia de radio 7 y centro en
C(—1, =3).

Calcule las coordenadas del centro y el radio de la circunferencia cuya
ecuacion es

x2 4+ p2 — 6x + 8y + 12 = 0.

Obtenga la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos
Q@, —2), S(7, =3), y T(,4).

. Obtenga la ecuacion de la circunferencia con centro en S(4, —3) y que es

tangente a la recta cuya ecuacién es x — y = 0.

Obtenga la ecuacion de la pardbola con vértice en el origen y cuyo foco es
F(-2,0).

Obtenga una ecuacién de la pardbola con foco en F(0, —5) y cuya
directriz es la recta D cuya ecuacidbn es y = 3.

Calcule las coordenadas del foco, y obtenga una ecuacion de la directriz
de la pardbola con vértice en el origen y que pasa por los puntos
S(—-3,—-4)y T(@3, —4).

Obtenga una ecuacién de la pardbola con foco en F(2, 3) y cuya ecuacioén
de la directriz  es x = —6.

Obtenga una ecuacién de la forma y = ax? + bx + ¢ de la pardbola que
pasa por los puntos Q(1, 0), S(0, —7), y T(—4, 5).

Obtenga una ecuacién de la elipse con centro en el origen, uno de cuyos
focos es F (5, 0), y uno de cuyos vértices es V (13, 0).

Obtenga una ecuaciéon de la elipse con centro en el origen, con eje
principal sobre el eje y, a = /5, y b = 2. Calcule cuales son las
coordenadas de los focos y determine la excentricidad.

‘Encuentre las coordenadas de los focos y de los vértices de la elipse cuya

ecuacion es
25x2 4+ 9y? = 225.

Obtenga una ecuacién de la hipérbola con centro en el origen, uno de
cuyos focos es F (13, 0), y uno de cuyos vértices es V ((5, 0).
Obtenga una ecuacién de la hipérbola con centro en el origen, con eje
principal sobre el eje y, cuyo eje transversal tiene longitud 6 y el eje’
conjugado tiene longitud 8.
Encuentre las coordenadas de los vértices y los focos de la hipérbola dada
por la ecuacidn es

»2ooxt |
8 17
obtenga también las ecuaciones de las asintotas. i
Obtenga una ecuacién de la elipse con vértices en V((5,0) y V,(—5,0)

cuya excentricidad es ¢ = £.
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20. Obtenga las ecuaciones de las directrices de la elipse dada por la ecuacion
2 2
X 4y
6Tg =1

21. Obtenga una ecuacién de la elipse con focos en F;(7,0) y Fu,(—3,0), y
cuya excentricidad es e = §.

22, Obtenga una ecuacién de la hipérbola con vértices en V,(0,6) y
V4(0, —6), y cuya excentricidad es ¢ = §.

23. Obtenga una ecuacién de la hipérbola con c<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>