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INTRODUCCION

En muchas ocasiones un objeto complejo e importante en el mundo
de las matematicas traspasa las fronteras de la misma, siendo conocido
por personas ajenas a esta disciplina. Es el caso de los sélidos platdénicos.

Cinco poliedros -el tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e
icosaedro - tienen unas determinadas propiedades que los hacen
especialmente interesantes y bonitos. Tal vez no todo el mundo sabria
decir a priori cuales son los sdlidos platdnicos, y menos aun dar una
definicion, pero sin duda los reconocerian, si los tuvieran delante. A lo
largo de este trabajo recorreremos la historia de estos distinguidos
poliedros, sus primeras apariciones, cuando se comenzaron a considerar
objetos matematicos, porqué son solamente cinco y no mas, su relevancia
en la actualidad... Después profundizaremos mas en la geometria y
matematica de los sélidos, estudiando detalladamente sus propiedades, y
analizaremos otros sdlidos de caracteristicas similares e igual belleza, los
solidos de Arquimedes, Kepler y Catalan. Por ultimo, veremos sus
aplicaciones fuera de las matematicas, y la gran cantidad de apariciones
gue tienen estas figuras en el arte, en muchos pintores de diferentes
épocas, y tal vez asi lleguemos a entender por qué son unos elementos
gue nos resultan tan familiares. Para ello nos habremos topado con libros
como los Elementos de Euclides, y hablaremos de genios como
Arquimedes, Kepler, Escher, Leonardo da Vinci, Luca Pacioli, Euler...
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EL ORIGEN DE LOS SOLIDOS PLATONICOS

El origen de los sdlidos platénicos como elemento para ser
estudiado por las matematicas se halla sin duda, en la antigua Grecia. Son
los griegos quienes por primera vez entienden que esos poliedros han de
ser estudiados. Sin embargo para que cualquier cultura se plantee
estudiar algo en un determinado momento de su historia, tienen que
conocerlo con anterioridad, e incluso, con mucha anterioridad. Y este es,
en concreto, el caso de los sdlidos platdnicos.

La primera noticia que se conoce sobre estos poliedros, procede de
un yacimiento neolitico en Escocia, donde se encontraron figuras de barro
de aproximadamente 2000 a.C. Se cree que se trataba de elementos
decorativos o, tal vez, de algun tipo de juego.

Es evidente que no habia ninguna comprensién matematica de
estos objetos, pero ya tenian identificados exactamente los cinco sdlidos.
Es probable que tampoco se preguntasen si habia mas sdlidos o, en todo
caso, era algo que no les preocupaba lo suficiente como para estudiarlo a
conciencia.

En esa época, mas o menos, se construyen las piramides en Egipto.
No tienen la forma exacta del tetraedro, pues la base es cuadrada; las
piramides presentan la forma de octaedros cortados por la mitad. El
hecho aislado de que se utilice esta forma para la construccién de un
edificio no es especialmente relevante, pues no hay indicios de que los
egipcios utilizasen otros solidos platénicos, pero si es importante ver codmo
empiezan a aparecer en la historia casi al mismo tiempo estos objetos
matematicos y como algunas civilizaciones les dan tanta importancia,
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como para construir - en el caso de los egipcios — un templo sagrado con
un semioctaedro.

Pero la primera cultura que se fijé en estos poliedros como algo
digno de ser estudiado, mas aun estudiados matematicamente, fue la
antigua Grecia. Surgen alli personas interesadas en cultivar un saber
verdadero y nace asi, aproximadamente en el 530 a.C. la primera escuela
matematica de la historia, la escuela pitagdrica fundada por Pitdgoras de
Samos. Los pitagodricos veian en los resultados matematicos una especie
de verdad trascendental, y por eso se dedicaron al estudio de ellos.
Aristdteles dijo que “suponian que los elementos de los numeros eran la
esencia de todas las cosas, y que los cielos eran armonia y numero”. Y
fueron estos cinco poliedros uno de los problemas que mas les inquietd y
fascino, y sobre todo el dodecaedro al que atribuian una especial relacion
con el cosmos. Se planteaban por qué eran en concreto cinco poliedros, ni
mas ni menos. Por primera vez llamaron a estos cinco objetos con un
nombre distintivo, los sdlidos pitagdricos.

Se cree que fue Empédocles (480 — 430 a.C.) quien por primera vez
asocio el cubo, el tetraedro, el icosaedro y el octaedro a la tierra, el fuego,
el agua y el aire respectivamente. Platén (447 — 347 a.C.) relaciond
posteriormente el dodecaedro con la sustancia de la que estaban
compuestas las estrellas, ya que por aquellos tiempos se pensaba que ésta
habria de ser diferente a cualquiera de las de la Tierra. En su didlogo
Timeo, Platon pone en boca de Timeo de Locri estas palabras: “El fuego
estd formado por tetraedros; el aire, de octaedros; el agua, de icosaedros;
la tierra de cubos; y como aun es posible una quinta forma, Dios ha
utilizado ésta, el dodecaedro pentagonal, para que sirva de limite al
mundo”. Desde entonces los solidos pitagoricos pasaron a llamarse sélidos
platénicos, nombre que conservan en la actualidad.
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Sin embargo, quién verdaderamente formaliza, y consagra los
solidos platonicos como elementos matematicos y realiza construcciones
de los mismos, inscribiéndolos en la esfera, es Euclides de Alejandria ,
quien en su libro en su libro los Elementos demuestra un total
entendimiento de las figuras. En torno al 300 a.C. Euclides escribe esta
obra en la que pretende recoger todos los saberes sobre matematicas
conocidos hasta su tiempo, ademas de anadir resultados de su propio
trabajo. Se divide en 13 libros en los que trata figuras, areas, volimenes,
angulos y todo tipo de construcciones, siempre acompafadas de
demostraciones. El libro aporta proposiciones fundamentales, orientadas
al colofdén final de los Elementos: poder construir en el libro Xl estos 5
poliedros regulares inscribiéndolos en una circunferencia, ademas de
argumentar por fin, porqué existen solo 5 sélidos platénicos en total.

Desde la proposicién 13 a la 17 describe como construirlos, y en la
proposicion numero 18, compara los lados de los poliedros. El lenguaje
gue utiliza para realizar estas construcciones es totalmente matematico.
Llama a los vértices con letras A, B, C... y a las rectas que los unen con la
unién de las dos letras AB, BC, CA... Las demostraciones que realiza, son
muy farragosas, pues no utiliza ninguna ecuacion, describe todo con
palabras, como se puede ver en el anexo | donde he incluido una copia de
las proposiciones 13 a 18. Con todo sigue los pasos rigurosamente y se
basa en la proposiciones anteriores del libro. Asi pues, se llega en los
Elementos a una formalizacion de los sélidos platdnicos que quedan
introducidos en el mundo de las matematicas de forma definitiva.



DEFINICION DE SOLIDO PLATONICO

Hemos hablado ya bastante sobre los sélidos platdnicos y podemos
identificarlos perfectamente, pero aun no tenemos una definicidon precisa
de lo que es un sdlido platdonico. Vemos ciertas caracteristicas comunes,
como que cada uno de los sélidos solo tiene un tipo de poligono como
cara, que todas estan dispuestas “uniformemente”... Asi pues, de entre
todos los poliedros que nos podamos imaginar, se dice por definiciéon que
un sdlido platénico es un poliedro regular. El nombre por lo pronto hace
honor a la idea que tenemos de un sélido platdnico.

Para entender de manera exacta que es la regularidad en el espacio
recordemos la definicidon en el plano. En dos dimensiones los poligonos
son regulares si todos sus dngulos son iguales entre si y todos sus lados
son también iguales entre si. El equivalente a esta segunda condicién en el
espacio seria que todas las caras del poliedro regular sean iguales entre si.
Ademas, en el plano todos los poligonos regulares son convexos,
propiedad que debemos imponer en tres dimensiones, ya que en principio
un poliedro podria no ser no convexo (de hecho veremos mas adelante
que éstos son los sélidos de Kepler). Pero esto no es suficiente para
nuestra idea de regularidad, no es muy dificil imaginar un poliedro
convexo formado exclusivamente a base de romboides, y es improbable
que alguien pudiera considerarlo regular.




Asi pues necesitamos una condicidn un poco mas fuerte,
imponemos que los poligonos ademas de iguales entre si, sean regulares.

En cuanto a la condicidn sobre la regularidad de los vértices,
encontramos que en los poliedros no existe una definicién natural de
angulo. La idea intuitiva es que todos los vértices han de ser iguales. Esto
se cumple cuando cada vértice estd rodeado por las mismas caras,
ordenadas de la misma manera. Ni que decir tiene que esto se cumple en
los sélidos platonicos, pues todas las caras son iguales, lo que implica que
la sucesion de las mismas es invariante. Si un poliedro tiene todos sus
vértices iguales entre si se dice que es de vértices uniformes. Formalmente
se define también un poliedro de vértices uniformes como aquel que para
cada par de vértices existe una simetria del poliedro que transforma el
uno en el otro isométricamente. Sabiendo ya como identificar si dos
vértices son iguales, podemos llegar a la definicidn final.

Un poliedro regular es todo aquel poliedro convexo cuyas caras son
poligonos regulares iguales entre si, y cuyos vértices son iguales.



PROPIEDADES

Dimensiones fundamentales

En los sdlidos platénicos como en cualquier poliedro existe una serie
de dimensiones que es importante conocer. Estas son el area de la
superficie y el volumen del sélido. Sea a el tamafio de la arista de un sdlido

platonico. Entonces, si es el poliedro es:
Cubo:

Area: A 6(area de cuadrados) 6a?

Volumen:V basealtura lado-lado-altura a®

Tetraedro:

Area:

A 4(area de triangulos) 4(%base-altura)

por Tma Pitagoras : si base a, altura _|a’ ~a
A 2-a-§a /3a?
Volumen:

\Y %base-altura

la base es una cara de las anteriores, y la altura se obtiene de aplicar
pitagoras sobre una arista y 2/3 de la altura de uno de los triangulos :

, 2430 2, \F
altura a ——a —a —a
32 3 3

V =43a°—a —a
3




Para figuras planas, una manera facil de calcular areas es triangular
la figura. Es decir cualquier poligono puede ser dividido en triangulos de
los que sabemos calcular su area, con lo que el area del poligono es la
suma de las otras dreas. Para calcular el drea de los demas poliedros
simplemente se suman las areas de cada una de las caras. Calcular el
volumen es, en cambio, mucho mas complicado, hay que utilizar trucos
parecidos al de la triangulacién, pero con voliumenes, usando piramides de
las que si que conocemos su volumen. También se pueden usar integrales,
pero ésa es un arma con la que no contaban en la antigliedad. Como los
calculos son largos y constan solo de operaciones sin demasiado interés,
muestro directamente el resultado final del resto de sdlidos platdnicos:

POLIEDRO CuBO TETRAEDRO | OCTAEDRO DODECAEDRO ICOSAEDRO
CARAS 6 cuadrados 4 trlgr)gulos 8 trlgr]gulos 12 pentagonos 20 tr!apgulos
equilateros equiléteros regulares equiléteros
VERTICES 8 4 6 20 12
ARISTAS 12 6 12 30 30
AREA DE LA
SUPERFICIE 6a’ J3a? 2v/3a® | 325 1045a’  5v3a’
EXTERIOR
VOLUMEN a® V2 V2 s V15 75 . 58 V5,
12 3 4 12
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Simetria

Los sélidos platénicos estan llenos de simetrias. De hecho, tienen
todos los tipos de simetrias que existen en el espacio, es decir, respecto a
un punto, respecto a un eje y respecto a un plano.

- Simetria puntual: Para cada uno de los 5 sélidos existe un punto,
gue es siempre el punto central del poliedro que es el centro de
simetria en la simetria puntual.

- Simetria axial: Todos los sdlidos tienen ademds varios ejes de
simetria. Para cada poliedro la cantidad varia; pero en todos ellos el
eje de simetria pasa por el centro de simetria.

- Simetria de plano: De nuevo todos los sélidos platénicos presentan
simetrias respecto a planos, en las que los planos de simetria
contienen al centro de simetria, y a combinaciones de los ejes de
simetria.

Es demasiado complicado explicar cada simetria explicitamente
para cada poliedro, pero si hay que destacar que estas simetrias pueden
ser clasificadas como grupos algebraicos.

El grupo formado por las simetrias del tetraedro se llama Grupo de
simetria del tetraedro=T,. El grupo tiene orden 24 lo que quiere decir que
existen 24 simetrias diferentes para el tetraedro, de las cuales 6 son
simetrias de plano.

El grupo formado por las simetrias del cubo es el mismo que el
grupo del octaedro y se llama Grupo de simetria del octaedro=0,,. Este
grupo es de orden 48, y de estas simetrias, 9 son simetrias de plano.

También el dodecaedro e icosaedro tienen las mismas simetrias, es
decir comparten grupo de simetrias; el Grupo de simetria del icosaedro=l,.
Este grupo tiene 120 de las cuales, 15 son simetrias respecto a un plano.
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Dualidad

Se define el poliedro P4 dual a un poliedro dado P, como el poliedro
resultante de tomar los centros de las caras del poliedro P, y tomarlos
como vértices de nuestro nuevo poliedro Py. El poliedro dual de un

poliedro dual es el inicial; (P4)g= Po. Asi pues se establece una reciprocidad

entre las caras del poliedro y los vértices de su dual, y los vértices del
inicial y las caras del dual. Los sdlidos platdnicos estdn también muy

relacionados entre si en cuanto a la dualidad.

El tetraedro regular tiene 4 caras, lo que nos
indica que su dual ha de tener 4 vértices. Si nos
fijamos bien, el propio tetraedro tiene 4 vértices y si

construimos su dual resulta ser el propio tetraedro.

A este tipo de poliedros cuyo dual es el mismo, se

les llama autoduales.

También son duales el dodecaedro y el
icosaedro, el primero con 12 caras y 20 vértices y
el segundo con 20 caras y 12 vértices. De nuevo,
como recordaremos, ambos tienen el mismo

grupo de simetria.

El cubo y el octaedro son por su parte
duales entre si. Efectivamente el
nimero de caras de uno es el de
vértices del otro, y viceversa, como
se puede comprobar en la ilustracion.
Esta es la razén por la que ambos
compartian el mismo grupo de
simetria, cada simetria que se puede
hacer con las caras de uno, las se
puede hacer con los vértices del otro.
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Propiedades combinatorias y formula de Euler

Todos los sélidos platénicos pueden ser denotados con el simbolo
de Schlafli = {p,q} donde p es el numero de lados de cada cara y q el
numero de aristas que llegan a cada vértice. Cualquier otra informacién
combinatoria, como el nimero de caras, de vértices o de aristas se puede
hallar a partir de estos numeros, simplemente dandose cuenta de que
cada arista une dos vértices y tiene dos caras adyacentes, asi pues:

C numero de caras

pC 2A qV donde A numero de aristas
V' ndmero de vértices

Como la representacion grafica puede resultar muchas veces
complicada, a cada poliedro convexo se le puede asociar un grafo simple,
esto es, asociar un diagrama plano que lo representa. Para hallar el grafo
de un poliedro basta con suponer que éste es transparente, “acercarse
mucho” a una de sus caras, y mirando de frente, dibujar lo que vemos.
Obtenemos un grafo con el mismo numero de aristas y vértices, aunque
con una cara menos. Para el caso de los sélidos platonicos, lo que estamos
haciendo es inscribir el poliedro deseado en una circunferencia vy
proyectarlo sobre un plano desde un punto que no pertenezca al poliedro,
obteniendo el grafo con una cara menos, que corresponde a la cara desde
donde se esta proyectando.
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Estos son los grafos de los 5 sélidos platodnicos:

AN

Cubo Tetraedro Octaedro

Dodecaedro Icosaedro

Sobre cada uno de los grafos obtenidos podemos aplicar ahora una
formula valida para cualquier grafo plano conexo, la férmula de Euler:

CV A1l

Sin embargo, como habiamos perdido una cara al proyectar, la
formula correcta para usar con los sdélidos platdnicos es:

CV A2

Conociendo todas estas propiedades y habiendo iniciado ya el
estudio de los solidos platénicos, tal vez nos vuelva a la cabeza aquella
pregunta que ya se hacian los griegos en su dia. ¢Por qué sélo 5, por qué
no existen mas poliedros que cumplan la sencilla propiedad de ser
regulares? Lo cierto es que en el fondo no es tan dificil de comprender, de
hecho, existen muchas pruebas usando muy diversos argumentos.
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La mas facil e intuitiva y la que tal vez nos deje mas satisfechos es la
prueba puramente geométrica, practicamente tomada de los Elementos
de Euclides con alguna modificacién para adecuarla mas a nuestro
lenguaje:

1. Cada vértice une al menos tres caras, pues si uniese menos no

seria un vértice sino un punto de una recta.

2. Para que un vértice tenga volumen, y por tanto pueda formar un
poliedro, la suma de los dngulos tiene que ser menor que 360°
pues si alcanzase esta cifra seria un vértice plano.

3. Por tanto como debe haber un minimo de tres angulos cada uno
ha de medir menos que 360/3 = 120°.

4. Ningun poligono regular con mas de 5 lados puede cumplir la
condicion 3, ya que el hexagono regular tiene ya sus angulos de
120°. Asi pues estudiemos exhaustivamente todos los casos, y

demostraremos asi por qué no puede haber mas de cinco:

- Caras triangulares: Cada vértice del tridngulo tiene 60° asi que
pueden unirse 3, 4 6 5 por vértice, dando lugar al tetraedro, octaedro
e icosaedro. No puede haber mas pues superarian los 360°

- Caras cuadradas: Soélo pueden unirse 3 por vértice, pues con cuatro
llegariamos a los 360°. Se forma el cubo.

- Caras pentagonales: Para no sobrepasar los 360° solo se pueden unir
3 pentagonos(108° cada angulo), dando lugar al dodecaedro

Otra prueba de gran belleza, a propodsito de las propiedades de los

grafos que hemos estudiado es la siguiente:

sustituyamos pC  2A gV enla formula de Euler para poliedros:

CV A2 2A 2A A 2
P q
dividiendo por 2A:
1 1 1 1
P g 2 A
como A es obligatoriamente mayor que O:
111
p q 2

como p, g han de valer al menos 3, las Gnicas opciones que cumplen
la ecuacion anterior son:

{33 {43+ {34} {53+ {35}
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SEMIRREGULARIDAD Y OTROS SOLIDOS

Ya sabemos lo que son, sus propiedades, incluso el motivo por el
cual son solo cinco, pero cabe preguntarse si existen otros sdlidos que
también nos resulten armoniosos y sean interesantes en cuanto a sus
propiedades. Y en efecto existen. Son sdélidos que no cumplen alguna de
las condiciones de la definicion de solido regular que antes dimos.

Poliedros semirregulares

Una de las condiciones de sélido regular que podemos debilitar es
gue las caras, a pesar de seguir siendo poligonos regulares, no sean
iguales entre si. Mantenemos asi la igualdad entre los vértices y la
convexidad. Este tipo de poliedros se llaman poliedros semirregulares,
pues tienen una cierta regularidad, dado que los vértices son iguales, pero
no lo son tanto como los solidos platénicos. Se dividen en:

- Soélidos Arquimedianos: Reciben el nombre porque Arquimedes los
estudié ampliamente, y fue quien los encontrd y clasificd. Existen
exactamente 13 (Se pueden ver en el anexo Il). Once de ellos se
obtienen truncando sélidos platénicos. Son el tetraedro truncado, el
cuboctaedro, el cubo truncado, el octaedro truncado, el
rombicuboctaedro, el cuboctaedro truncado, el icosidodecaedro, el
dodecaedro truncado, el icosaedro truncado (balén de futbol), el
rombicosidodecaedro y el icosidodecaedro truncado. Los nombres
gue reciben estan compuestos por el poliedro que es truncado y por
el poliedro que lo trunca. Una propiedad muy importante de estos
solidos es que conservan el grupo de simetria del poliedro del que
proceden. Asi el tetraedro truncado tiene el grupo de simetria Tg.
Los 5 siguientes, por provenir del cubo y octaedro, tienen el grupo
Oy, mientras que las simetrias de los 4 ultimos corresponden al |;,.
Los otros 2 sélidos arquimedianos no se pueden obtener truncando
poliedros, son el cubo romo y el icosidodecaedro romo. Entre ellos
existe una complicada relacién de correspondencia, y ninguno
posee simetrias de plano. Tienen el grupo de simetrias O e |
respectivamente, que corresponden a Oy, e |, pero sin las simetrias
de plano.
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- Prismas y antiprismas: Los prismas son poliedros compuestos por
dos poligonos regulares situados en paralelo (directrices), cuyos
lados estan unidos por cuadrados. Los antiprismas, se construyen
de la misma forma, pero uniendo los poligonos directrices por
medio de dos triangulos equilateros. Existen infinitos poliedros de
esta clase, uno para cada poligono regular.

Solidos de Catalan

Toman el nombre de Eugene Catalan (1814-1894), quien los
introdujo por primera vez. Para construirlos, volvemos a exigir que todas
las caras sean iguales entre si. En cambio, permitimos que los poligonos
gue las forman no sean regulares, provocando asi que la condicidén sobre
regularidad en los vértices se pierda, pues a un mismo vértice pueden
llegar distintas combinaciones de angulos de las caras.

Existen 13 en total, son: el triaquistetraedro; el dodecaedro
rombico; el triaquisoctaedro; el tetraquishexaedro; el icositetraedro
deltoidal; el hexaquisoctaedro; el icositetraedro pentagonal; el
triacontaedro rémbico; el triaquisicosaedro; el pentaquisdodecaedro; el
hexecontaedro deltoidal; el hexaquisicosaedro y el hexecontaedro
pentagonal. De nuevo pueden verse todos en el anexo Il.

Son la misma cantidad de poliedros que sélidos de Arquimedes, y
esto tiene una razdn; los solidos de Catalan son los duales de los
arquimedianos. Asi pues cada uno de estos sdlidos tiene las mismas
simetrias que su dual arquimediano. Si nos fijamos en la definicién de
dualidad de poliedros, se establece una relacidon entre caras (a través de
sus centros) y vértices. Esta correspondencia esta perfectamente
conservada, la condicion que quitdbamos para los arquimedianos era la
de que las caras fueran iguales, mientras que la que quitamos para los de
Catalan es la de vértices iguales. Es decir las propiedades que conservan
los vértices de uno son las mismas que las caras del otro, y viceversa.
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Solidos de Kepler-Poinsot

Para cada uno de los poliedros anteriores hemos debilitado una
caracteristica. Hagamos lo mismo ahora con la que nos falta; dejemos que
los poliedros sean céncavos. Sin embargo seguimos pidiendo que las caras
sean regulares, lo cual en principio parece un poco extrafio, porque ya
hemos construido antes todos los poliedros posibles con poligonos
regulares. Hay que recurrir entonces a poligonos regulares estrellados, el
equivalente a los poligonos regulares, pero en versién no convexa, y que
se obtienen a partir de ellos simplemente prolongando sus lados hasta
gue se corten. A este proceso se le llama estelacion, porque se obtienen
poligonos estrellados.

(Y =

V

Johannes Kepler (1571-1630) aplicé en 1619 este proceso a los
solidos platdénicos, para la pirdmide, el cubo y el octaedro no funciona,
pues la prolongaciéon de las aristas no vuelve a intersecarse con ninguna
otra, pero para el dodecaedro e icosaedro obtuvo dos poliedros regulares
no convexos: el dodecaedro estrellado y el gran dodecaedro estrellado,
ambos pueden verse en la siguiente pagina. Aunque el segundo proceda
del icosaedro, los dos llevan dodecaedro en su nombre porque ambos
tienen doce caras con la forma de la estrella regular de cinco puntas
llamada pentagrama. El poliedro se autointerseca, eso quiere decir que
sus caras no son visibles por completo porque otras la atraviesan
ocultandola parcialmente. Ambos conservan la simetria |, precisamente
por proceder del icosaedro y dodecaedro.
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Independientemente del trabajo de Kepler, Louis Poinsot (1777-
1859) estudid los poliedros. Redescubrié en 1809 los dos anteriores, e
introdujo dos mas. Poinsot pensd que si por el hecho de ser convexo se
podia extender sin ningun problema el concepto de poliedro a un objeto
gue se autointersecase y donde las caras fueran estrellas, también podria
hacer esto para los vértices y, en vez de hacer que los poliedros tuvieran
los vértices habituales, fueran vértices también estrellados. En concreto
obtuvo el gran dodecaedro y el gran icosaedro, en los que las caras
vuelven a ser pentdgonos y triangulos regulares respectivamente mientras
gue los vértices tomaban figura vértice de pentagrama. Conservan el
grupo de simetria del icosaedro.

Dodecaedro estrellado Gran dodecaedro estrellado

Gran dodecaedro Gran icosaedro
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LOS SOLIDOS EN LA NATURALEZA, TECNOLOGIA Y ARTE

No parece que unas figuras tan particulares, especiales y Unicas
como son los solidos platonicos puedan ser algo demasiado comun en la
naturaleza, sin embargo la naturaleza parece tener una especial
predileccidon por adoptar formas que nos resultan bellas, y este es el caso
de los sélidos platénicos.

El cubo, el tetraedro y octaedro aparecen de forma natural en las
estructuras de los cristales, de hecho todas las posibles configuraciones
cristalinas estan formas exclusivamente a base de diferentes
combinaciones de estos tres poliedros. También hay seres vivos con esta
forma, por ejemplo un tipo de protozoos llamados radiolarios tienen
forma de cubo, octaedro, dodecaedro, icosaedro... y de hecho el nombre
cientifico que reciben incorpora el respectivo poliedro del que reciben Ia
forma. También muchos virus como el del herpes o el del SIDA tienen
forma de icosaedro. Estos virus estdn compuestos por unidades basicas de
proteinas, que se unen en forma de icosaedro por ser muy eficiente.

También en la tecnologia aparecen cada dia mas los solidos
platdnicos. Un ejemplo se halla en meteorologia. En detrimento de la
usual malla de latitud y longitud utilizada para las predicciones, hay en los
modelos meteoroldgicos un creciente interés por mallas con forma de
icosaedro.

Estos poliedros se usan asimismo en el ocio, sirven para hacer
dados, el mas comun es el dado cubico, pero todas las otras formas se
utilizan para juegos de rol.

Y sin duda han aparecido en gran cantidad de cuadros de muy
diferentes artistas. Cuando hubo mayor vinculacién entre los sélidos vy el
arte fue probablemente en el renacimiento. Con el interés por estudiar los
saberes antiguos, renacen las matematicas, y una de las primeras obras
que leen es los Elementos de Euclides. Cobran importancia entre los
matematicos y dibujantes los sélidos platdnicos, a los que atribuian gran
belleza y casi perfeccién. Los artistas empezaron a utilizar los poliedros
como herramienta para desarrollar determinados aspectos de Ia
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perspectiva. Este es el caso de algunos pintores como Paolo Uccello (1397-
1475), o Piero della Francesca (1410-1492). Este ultimo, realizé novedosas
perspectivas y trabajos inspirados en cierto sentido el los sdélidos, pero sus
técnicas fueron olvidadas y posteriormente atribuidas a Luca Pacioli. Fray
Luca Bartolomeo Pacioli (1445-1514), matematico italiano precursor de la
probabilidad y contabilidad, hizo varias publicaciones entre las cuales
destacaba De divina proportione de 1509. El principal tema del libro es la
proporcidon aurea y su aplicacidon a la arquitectura. El tercer tomo es una
traduccidn de los escritos en latin de Piero della Francesca sobre los “cinco
solidos regulares” en la que no mencionaba a su verdadero autor, motivo
por el cual no se atribuyeron esos trabajos a su verdadero autor. Otra de
las cosas mas importantes de esta obra es la incorporacién de dibujos
sobre sélidos platénicos de Leonardo da Vinci, que recibia clases de
matematicas de Pacioli. Para cada figura daba una versidn sélida y otra
hueca, basada en figuras de madera, que unido al
dominio de la perspectiva permitia una distincidon
mucho mayor de todas las caras. Ademads de sélidos
platénicos, Leonardo dibuja la primera imagen de un
rombicuboctaedro (figura de la derecha) de la que se

tiene noticia, aparte de otra gran variedad de poliedros.
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Posteriormente, en 1495
Jacopo de Barbari pinta a Luca
Pacioli. Aparece de nuevo un
rombicuboctaedro, en este caso
cristalino y relleno hasta la mitad
con agua. En el cuadro, Pacioli
aparece resolviendo un problema
de geometria de Euclides y a su
derecha se muestra un pequeino
dodecaedro. Como vemos la

pasion por este tipo de formas en
aquella época era enorme.

Practicamente contempordneos, de 1520, son los mosaicos de Fray
Giovanni, en los que incluye poliedros muy variados en maderas de
diferentes tonos. Abajo, en el dibujo de la izquierda, aparece un poliedro
creado a base de triangulos. No es ninguno de los que hemos estudiado,
pero si nos fijamos con atencién vemos que es un icosidodecaedro, al cual
se le han sustituido sus caras pentagonales por tridngulos que forman otro
nuevo vértice. En el cuadro central aparece de nuevo el poliedro, dibujado
ya por Da Vinci, que trata de asemejarse a una esfera, acompafiado de un
icosaedro y un icosaedro truncado. En el de la derecha aparece de nuevo
el icosidodecaedro modificado, junto con un cubo modificado por el
mismo procedimiento, y un cuboctaedro.




No solo artistas italianos dibujaron estas bellas figuras, la escuela
alemana tuvo artistas que usaron estructuras poliédricas. Durero incluye
extrafos sdlidos como elementos secundarios en algunos de sus cuadros
dando muchas veces libertad de interpretacidon al espectador. Pero quien
verdaderamente destaca en la escuela alemana es el orfebre Wentzel
Jamnitzer (1508-1585), considerado uno de los mejores y mas creativos
artistas de poliedros de la historia. Su libro Perspectiva Corporum
Regularium es una joya de disefios geométricos. En las imagenes de abajo
se aprecia que el icosidodecaedro de la izquierda sigue la estética de los
poliedros ya dibujados por Da Vinci, pero la figura de la derecha es
totalmente novedosa. Representa un icosaedro (las aristas que unen los
vértices con forma de estrella de tres picos) y un dodecaedro (las aristas
de las estrellas de cinco picos) unidos.

En las figuras de la pagina siguiente vemos de nuevo el estilo
caracteristico de Jamnitzer con sus vértices en forma de estrella. En este
caso las figuras son aun mas sorprendentes. En la izquierda tenemos un
triacontaedro rombico , uno de los sélidos de Catalan, tres siglos antes de
su nacimiento. Por supuesto, Jamnitzer no conocia sus propiedades ni los
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formaliz6 matematicamente, solo los imaginaba y dibujaba, y por eso son
los solidos de Catalan y no de Jamnitzer.

El dibujo de la derecha es incluso mejor. Aparece la figura del
icosaedro, de nuevo con los vértices estrellados. Las puntas de cada una
de las estrellas son los vértices de un dodecaedro, que no esta dibujado
explicitamente, pero que sin duda el autor insinda. Por ultimo en el
interior del icosaedro se halla el gran dodecaedro estrellado, otra vez
mucho antes de que Kepler publicase su trabajo acerca de los poliedros
regulares no convexos. Tal vez viendo esta figura sea mucho mas facil
entender por qué el dodecaedro, el icosaedro y el gran dodecaedro
estrellado pertenecen al mismo grupo de simetria.

Poco a poco los cuadros con figuras de sdlidos fueron perdiendo
importancia, hasta quedar practicamente en el olvido en el mundo del
arte. Fue Escher quien con su increible imaginacidn y originalidad rescato
a los sélidos platénicos para incorporarlos en innovadores cuadros.
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Maurits Cornelis Escher (1898-1972) fue un conocido artista grafico
aleman que se inspiraba en matematicas para muchos de sus trabajos. Le
apasionaban especialmente las teselaciones en el plano, las sucesiones
infinitas, o en su etapa mas avanzada, crear objetos imposibles basados en
solidos(platénicos o de otro tipo). Probablemente su primer trabajo en el
que incluyé un soélido platénico fuera en su litografia Reptiles de 1943. Y lo
hace a lo grande:

El dodecaedro, al que se asociaba en la antigliedad el universo, sirve
en el cuadro al reptil como escaldn mas alto en su evolucién por el cuadro.
Cuando llega arriba el animal resopla victorioso, al hallarse encima de una
de las figuras mas perfectas de las matematicas.

También entre sus trabajos con
sucesiones que se hacen infinitamente
pequenas, o que presentaban forzadas
perspectivas que nos muestran puntos
de  fuga, encontramos  cuadros
relacionados con los sélidos platénicos.
En Tres planos que se intersecan los
vértices de la interseccidon crean un
tetraedro regular. Ademas en el centro,
donde se cortan los tres planos, se
distingue perfectamente un octaedro.
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Entre las obras de su etapa mas tardia,
la de creacion de objetos imposibles
aparecen muchos poliedros. La mayor parte
de las veces se trata de cubos imposibles,
como en el cuadro Belvedere de 1958, en el
que construye un edificio imposible. Dicho
edificio consta de dos plantas rectangulares,
situadas en direcciones perpendiculares, y la
manera de conseguir ese efecto es cambiar
las aristas que deberian de unir cada una de
las partes separadas por columnas, que son
en esencia cubos. Ademas, abajo aparece un
sentado en un banco un hombre con un

pequeno cubo imposible.

A pesar de que lo mas
comun sea utilizar estos cubos
falsos, también utiliza el tridngulo
de Penrose. En Ila litografia
Cascada de 1961, Escher basa el
edificio en este imposible
triangulo dando la sensacion de
estar ante un edificio cuya
relacidon entre pisos recuerda a un
tetraedro, pero que en definitiva
no es mas que algo imposible.
Ademas en la parte superior de la
torre izquierda aparece un sélido
como elemento decorativo. Se
trata de tres cubos intersecados.
En la derecha ocurre lo mismo,

solo que esta vez se trata de tres
octaedros.
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Sin embargo su etapa mas centrada en los poliedros, es sin duda
entre 1948 y 1954, cuando dibuja varios cuadros centrados totalmente en
este tema, donde los poliedros aparecen como elemento principal y no
como algo meramente decorativo. En Planetoide doble y Planetoide
tetraédrico, utiliza tetraedros que crean extrafos planetas, en el primero
son dos que se intersecan por los centros de las aristas y en el segundo tan
solo uno que da lugar a dos mundos distorsionados.

En otras dos litografias de 1950 y 1952, incluye la figura del
dodecaedro estrellado. En Gravedad (abajo a la izquierda) salen del
dodecaedro estrellado reptiles de una forma bastante cadtica. En Orden y
caos el dodecaedro estrellado esta parcialmente dentro de una esfera,
que representan el orden, por oposicidon a los cristales rotos de alrededor.
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Pero tal vez el trabajo mas completo de todos los de Escher, en lo
gue a poliedros se refiere, sea la xilografia Estrellas de 1948. La figura
principal es una gran estrella, compuesta por 3 octaedros huecos unidos,
en cuyo interior se agarran dos camaleones. Aparte de esta figura, que ya
de por si es muy interesante, vemos que todas las estrellas del fondo son
otros poliedros. Hay varios tetraedros, octaedros, icosaedros, cubo, pero
entre ellas hay un recital de figuras ain mas significativas:

1. Cubo intersecado con octaedro
Dos tetraedros huecos intersecados
Rombododecaedro
Rombicuboctedro
Icositetraedro deltoidal
Cuboctaedro
Dos cubos intersecados
Tres octaedros unidos como la estrella principal

© 0 NO U AEWN

Dos tetraedros
10.Dos cubos huecos unidos por un vértice
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CONCLUSION

Nos preguntabamos en la introduccién que hacia a los sélidos
platénicos unos poliedros tan especiales y porqué nos resultan tan
bonitos. Hemos analizado sus propiedades geométricas, viendo que la
propia definicion de sélido platonico implica ser muy regular, ya que lo
son sus aristas, caras y vértices. Tienen muchas simetrias, algo que unido a
la regularidad suele hacer que algo nos parezca estético. De hecho, son
tan sumamente regulares que aunque debilitemos una de sus propiedades
obtenemos otros poliedros que también tienen gran cantidad de simetrias
y que siguen siendo bastante regulares. Hemos demostrado ademas que
son solo cinco, lo cual unido a todo lo anterior, responde perfectamente a
nuestra pregunta de porgqué son tan especiales.

Ademas, como se prometid, hemos recorrido la historia de tan
fascinantes objetos, viajando hasta la antigua Grecia, y estudiando
grandes matematicos, de muy diferentes épocas. No sélo estudiamos su
historia matematica sino que hemos visto su relevancia en la historia del
arte, estudiando parte de la gran cantidad de cuadros en los que
aparecen, y en los que se pone de nuevo de manifiesto la indudable
elegancia y belleza de los solidos platonicos.
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ANEXO I: Proposiciones de los Elementos

Proposicion 13. Construir una pirdmide inscrita en una esfera dada y demostrar que el
cuadrado del diametro de la esfera es una vez y media el del lado de la piramide.

Pongamos el didmetro AB como esfera y cortemos por C de tal manera que AC es el
doble de CB, describamos el semicirculo ADB de AB, dibujemos CD formando angulos
rectos con AB, y dibujemos DA. [VI 9, | 11]. Pongamos el circulo EFG con radio igual a
DC, inscribimos el tridngulo equilatero EFG en el circulo EFG, tomamos el centro H del
circulo, y dibujamos EH, HF, y HG. [I 1, IV 2]. Levantese HK desde el punto H formando
angulos rectos con el plano del circulo EFG, quitese HK igual a la linea recta AC desde
HK, tracense KE, KF, y KG. [XI 12, | 3]. Ahora, como KH forma angulos rectos con el
plano del circulo EFG, entonces forma angulos rectos con todas las lineas rectas y estan
en el plano del circulo EFG. Pero cada una de las rectas HE, HF y HG la toca, entonces
HK forma angulos rectos con cada una de las rectas HE, HF, y HG. [XI Def. 3]. Y, como
AC es igual a HK, y CD es igual a HE, y comprenden angulos rectos, entonces la base DA
es igual a la base KE. Por la misma razén cada una de las rectas KF y KG son iguales a
DA. Entonces las tres lineas rectas KE, KF y KG son iguales entre si. [I 4]. Y, dado que AC
es doble de CB, entonces AB es triple de BC. Pero dado que AB es a BC como el
cuadrado de AD es al cuadrado de DC como se demostrard seguidamente. Entonces el
cuadrado de AD es el triple del cuadrado de DC. Pero el cuadrado de FE es también el
triple del cuadrado de EH, y DC es igual a EH, entonces DA es también igual a EF. [XII
12]. Pero ha sido demostrado que DA es igual a cada una de las rectas KE, KF y KG,
entonces cada una de las lineas rectas EF, FG y GE son también iguales a cada una de
las lineas rectas KE, KF y KG. Entonces los cuatro tridngulos EFG, KEF, KFG y KEG son
equildteros. Por lo tanto ha sido construida una piramide con cuatro triangulos
equildteros, el tridngulo EFG empezando como base y el punto K como vértice. El
propésito siguiente es comprenderla en la esfera dada y demostrar que el cuadrado
del didmetro de la esfera es una vez y media el cuadrado del lado de la pirdmide.
Prolonguese la recta HL en linea recta con KH, y hagase HL igual a CB. [l 3]. Ahora, dado
gue AC es a CD como CD es a CB, mientras AC es igual a KH, CD igual a HE y CB igual a
HL, entonces KH es a HE como EH es a HL. Entonces el rectdngulo KH en HL es igual al
cuadrado en EH. [VI 8, Cor., VI 17]. Y cada uno de los dngulos KHE, EHL es recto,
entonces el semicirculo descrito en KL pasa a través de E también. [VI 8, Il 31].
Entonces si KL permaneciendo fija, EHL es recto, el semicirculo se hace girar y se vuelve
a la misma posicion de donde empezd a moverse, entonces pasara a través de los
puntos F y G, puesto que, si FL y LG son trazadas, luego los dngulos en F y G resultan
angulos rectos, y la piramide queda comprendida en la esfera dada. Para KL, el
diametro de la esfera, igual al didmetro AB de la esfera dada, puesto que KH se ha
hecho igual a AC, y HL a CB. Yo digo ademas que el cuadrado del diametro de la esfera
es una vez y media el cuadrado en el lado de la pirdmide. Puesto que AC es doble de
CB, entonces AB es triple de BCy, en la conversion, BA es una vez y media AC. Pero BA
es a AC como el cuadrado de BA es al cuadrado de AD. Entonces el cuadrado de BA es
también una vez y media el cuadrado de AD. Y BA es el didametro de la esfera dada, y
AD es igual al lado de la pirdmide. Entonces el cuadrado del didametro de la esfera es
una vez y media el cuadrado del lado de la piramide. Q.E.F.
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Se debe demostrar que AB es a BC como el cuadrado de AD es al cuadrado de DC.
Pongamos la figura del semicirculo, tracese DB, construyase el cuadrado EC en AC, y
complétese el paralelogramo FB. [l 46]. Puesto que el triangulo DAB es equiangular con
el tridngulo DAC, entonces BA es a AD como DA es a AC. Entonces el rectangulo BA en
AC es igual al cuadrado de AD. [VI.8, VI.4, VI.17]. Y puesto que AB es a BC como EB es a
BF, y EB es el rectangulo BA en AC, porque EA es igual a AC, y BF es el rectdngulo AC en
CB, entonces AB es a BC como el rectdngulo BA en AC es al rectangulo AC en CB. [VI 1].
Y el rectdngulo BA en AC igual al cuadrado de AD, y el rectangulo AC por CB igual al
cuadrado de DC, porque la perpendicular DC es la media proporcional entre los
segmentos AC y CB de la base, porque el angulo ADB es recto. Entonces AB es a BC
como el cuadrado de AD es al cuadrado de DC. [VI 8, Cor.]. Q.E.D.

Proposicion 14. Construir un octaedro contenido en una esfera como en la proposicién
anterior, y demostrar que el cuadrado del diametro de la esfera es el doble del
cuadrado del lado del octaedro.

Sea el didmetro AB de la esfera dada, biseccionarlo por el punto C, describir el
semicirculo ADB sobre AB, dibujar CD desde el punto C formando angulos rectos con
AB, y trazar DB. [l 11]. Sea el cuadrado EFGH, que tenga cada uno de sus lados igual a
DB, trazar HF y EG, levantese la linea recta KL desde el punto K formando angulos
rectos con el plano del cuadrado EFGH, y prolénguese hacia el otro lado del plano KM.
[1 46, XI 12]. Quitese KL y KM de las rectas KL y KM respectivamente iguales a una de
las lineas rectas EK, FK, GK, o HK, y trazar LE, LF, LG, LH, ME, MF, MG, y MH. [l 3].
Entonces, dado que KE es igual a KH, y el angulo EKH es recto, entonces el cuadrado de
HE es doble del cuadrado de EK. Asimismo, dado que LK es igual a KE, y el angulo LKE
es recto, entonces el cuadrado de EL es doble del cuadrado de EK. [I 47]. Pero el
cuadrado de HE se ha demostrado que es doble del cuadrado de EK, entonces el
cuadrado de LE es igual al cuadrado de EH. Entonces LE es igual a EH. Por la misma
razén LH es también igual a HE. Entonces el triangulo LEH es equildtero. De manera
semejante podemos demostrar que cada uno de los tridangulos restantes las bases de
los cuales son los lados del cuadrado EFGH y los puntos L y M son sus vértices son
equilateros, entonces ha sido construido el octaedro comprendido por ocho triangulos
equildteros. [ XI Def. 26]. El siguiente objetivo es comprenderlo en la esfera dada, y
demostrar que el cuadrado del didmetro de la esfera es doble del cuadrado del lado
del octaedro. Dado que las tres lineas rectas LK, KM y KE son iguales entre si, entonces
el semicirculo descrito sobre LM pasa a través de E. Y por la misma razon, si, LM
permanece fijo, el semicirculo se hace girar y se devuelve a la misma posicion desde
donde empez6 a desplazarse, entonces pasa también a través de los puntos F, Gy H, y
el octaedro estara comprendido en la esfera. Yo digo ademds que también estard
comprendido en la esfera dada. Porque, dado que LK es igual a KM, mientras KE es
comun, y comprenden angulos rectos, entonces la base LE es igual a la base EM. [ | 4].
Y, dado que el dngulo LEM es recto, porque esta en un semicirculo, entonces el
cuadrado de LM es doble al cuadrado de LE. [ lll 31, | 47]. De nuevo, dado que AC es
igual a CB, entonces AB es doble de BC. Pero AB es a BC como el cuadrado de AB es al
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cuadrado de BD, entonces el cuadrado de AB es doble del cuadrado de BD. Pero se ha
demostrado que el cuadrado de LM es doble del cuadrado de LE. Y el cuadrado de DB
es igual al cuadrado de LE, porque EH se ha hecho igual a DB. Entonces el cuadrado de
AB es igual al cuadrado de LM. Entonces AB es igual a LM. Y AB es el diametro de la
esfera dada, entonces LM es igual al diametro de la esfera dada. Entonces se ha
comprendido el octaedro en la esfera dada, y ha sido demostrado al mismo tiempo
gue el cuadrado del diametro de la esfera es doble del cuadrado del lado del octaedro.
Q.E.D.

Proposicion 15. Construir un cubo inscrito en una esfera como en la piramide, y
demostrar que el cuadrado del diametro de la esfera es el triple del cuadrado del lado
del cubo.

Péngase AB como diametro de la esfera dada, y cértese por C de tal modo que AC sea
doble de CB. Describase el semicirculo ADB sobre AB, y dibujar CD desde C formando
angulos rectos con AB, y trazar DB. Péngase el cuadrado EFGH que tenga el lado igual a
DB, dibujar EK, FL, GM, y HN desde E, F, G, y H formando angulos rectos con el plano
del cuadrado EFGH, y cortar EK, FL, GM y HN desde EK, FL, GM, y HN respectivamente
iguales a una de las lineas rectas EF, FG, GH, o HE. Trazar KL, LM, MN, y NK. [VI 9, | 11, |
46, X1, 12, 1 3]. Entonces el cubo FN ha sido construido comprendido por seis cuadrados
iguales. [XI Def. 25]. Ahora hay que comprenderlo en la esfera dada, y demostrar que
el cuadrado del diametro de la esfera es triple del cuadrado del lado del cubo. Trazar
KG y EG. Entonces, dado que el angulo KEG es recto, porque KE es también el angulo
recto del plano EG y por supuesto con la linea recta EG también, entonces el
semicirculo descrito en KG pasa a través del punto E. [XI Def. 3]. Puesto que, a su vez
GF forma angulos rectos con cada una de las lineas rectas FL y FE, entonces GF forma
también dngulos rectos con el plano FK. Por lo tanto también, si trazamos FK, entonces
GF formara angulos rectos con FK. Por la misma razén el semicirculo descrito sobre GK
también pasa a través de F. De manera semejante también pasa por el resto de puntos
angulares del cubo. Entonces, si permaneciendo KG fijo, el semicirculo gira alrededor y
se devuelve a la misma posicién desde la que se empezd a mover, entonces el cubo
esta comprendido en la esfera. Yo digo ademas que estd comprendido en la esfera
dada. Porque, dado que GF es igual a FE, y el angulo F es recto, entonces el cuadrado
de EG es doble del cuadrado de EF. Pero EF es igual a EK, entonces el cuadrado de EG
es doble del cuadrado de EK. Por lo tanto la suma de los cuadrados de GE y EK, que es
el cuadrado de GK, es triple del cuadrado de EK. [I 47]. Y, dado que AB es triple de BC,
mientras AB es a BC como el cuadrado de AB es al cuadrado de BD, entonces el
cuadrado de AB es triple del cuadrado de BD. Pero se ha demostrado que el cuadrado
de GK es triple del cuadrado de KE. Y KE se ha hecho igual a DB, entonces KG es
también igual a AB. Y AB es el didmetro de la esfera dada, entonces KG es también
igual al didametro de la esfera dada. Entonces el cubo ha sido comprendido en la esfera
dada y ha sido demostrado al mismo tiempo que el cuadrado del didametro de la esfera
es triple del cuadrado del lado del cubo. Q.E.F.
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Proposicion 16. Construir un icosaedro contenido en una esfera, como en las figuras
anteriores, y demostrar que el lado del icosaedro es la recta sin razén expresable
llamada menor.

Sea AB el diametro de la esfera dada, y sea cortado por el punto C de modo que AC sea
cuddruple de CB, describase el semicirculo ADB en AB, dibujar la linea recta CD desde C
formando dngulos rectos con AB, y trazar DB. [VI 9, | 11]. Péngase el circulo EFGHK, y
sea el radio igual a DB. Inscribase el pentdgono equildtero y equiangular EFGHK en el
circulo EFGHK, biseccionar las circunferencias EF, FG, GH, HK, y KE por los puntos L, M,
N, O, y P, y trazar LM, MN, NO, OP, PL, y EP. [IV 11, | 9]. Por lo tanto el pentagono
LMNOP es también equilatero, y la linea recta EP pertenece a un decagono. Ahora
desde los puntos E, F, G, H, y K levantar las lineas rectas EQ, FR, GS, HT, y KU formando
angulos rectos con el plano del circulo, y sean iguales al radio del circulo EFGHK. Trazar
QR, RS, ST, TU, UQ, QL, LR, RM, MS, SN, NT, TO, OU, UP, y PQ. [XI 12, | 3]. Ahora, dado
gue cada una de las lineas rectas EQ y KU forman angulos rectos con el mismo plano,
entonces EQ es paralela a KU. Pero también es igual a ella, y las lineas rectas trazadas
por los extremos en la misma direccidn a rectas iguales y paralelas son iguales y
paralelas. Entonces QU es igual y paralela a EK. [I 33]. Pero EK pertenece a un
pentagono equilatero, entonces QU pertenece también a un pentagono equildtero
inscrito en el circulo EFGHK. Por la misma razén cada una de las lineas rectas QR, RS,
ST, y TU también pertenecen al pentdgono equildtero inscrito en el circulo EFGHK.
Entonces el pentdgono QRSTU es equildtero. Y, dado que QE pertenece a un hexdgono,
y EP pertenece a un decagono, y el angulo QEO es recto, entonces QP pertenece a un
pentagono, porque el cuadrado del lado del pentagono es igual a la suma de los
cuadrados del lado del hexagono y del cuadrado del lado del decagono inscrito en el
mismo circulo. [XIll 10]. Por la misma razén PU es también un lado del pentagono. Pero
QU pertenece también a un pentagono, entonces el triangulo QPU es equilatero. Por la
misma razén cada uno de los triangulos QLR, RMS, SNT, y TOU es también equilatero.
Y, dado que cada una de las lineas rectas QL y QP se ha demostrado que pertenecen a
un pentdgono, y LP pertenece también a un pentdgono, entonces el tridngulo QLP es
equildtero. Por la misma razén cada uno de los triangulos LRM, MSN, NTO, y OUP son
también equilateros. Tomar el centro V del circulo EFGHK, levantar VZ desde V
formando angulos rectos con el plano del circulo, y prolongarlo en la otra direccién VX.
Quitar VW, el lado de un hexagono, y cada una de las lineas rectas VX y WZ, lados de
un decagono. Trazar QZ, QW, UZ, EV, LV, LX, y XM. [lll 1, XI 12]. Ahora, dado que cada
una de las lineas rectas VW y QE forman angulos rectos con el plano del circulo,
entonces VW es paralela a QE. Pero son también iguales, entonces EV y QW son
también iguales y paralelas. [XI 6, | 3]. Pero EV pertenece a un hexdgono, entonces QW
pertenece también a un hexagono. Y, dado que QW pertenece a un hexagono, y WZ a
un decagono, y el angulo QWZ es recto, entonces QZ pertenece a un pentagono. [XIII
10]. Por la misma razéon UZ pertenece también a un pentagono, porque si trazamos VK
y WU, entonces son iguales y opuestas, y VK, siendo un radio, pertenece a un
hexagono, entonces WU pertenece también a un hexdgono. Pero WZ pertenece a un
decagono, y el dangulo UWZ es recto, entonces UZ pertenece a un pentagono. [IV 15,
Cor., XIll 10]. Porque QU pertenece también a un pentagono, entonces el tridngulo
QUZ es equilatero. Por la misma razén cada uno de los tridngulos restantes cuyas bases
son las lineas rectas QR, RS, STy TU, y el punto Z es el vértice, son también equildteros.
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Por lo mismo, dado que VL pertenece a un hexagono, y VX a un decagono, y el angulo
LVX es recto, entonces LX pertenece a un pentagono. [XIll 10]. Por la misma razon, si
trazamos MV, que pertenece a un hexdgono, MX estd también determinado a
pertenecer a un pentagono. Pero LM pertenece también a un pentdgono, entonces el
triangulo LMX es equilatero. De manera similar se puede demostrar que cada uno de
los triangulos restantes cuyas bases son MN, NO, OP, y PL y el punto X el vértice, son
también equildteros. Por lo tanto se ha construido un icosaedro comprendido por
veinte tridngulos equildteros. [XI Def. 27]. El objetivo siguiente es comprenderlo en
una esfera dada y demostrar que el lado del icosaedro es la recta irracional llamada
menor. Puesto que VW pertenece a un hexagono, y WZ a un decdgono, entonces VZ
queda cortada en extrema y media razén por W, y VW es el segmento mayor. Entonces
como ZV es a VW asi VW es a WZ. [XIll 9]. Pero VW es igual a VE, y WZ es igual a VX,
entonces ZV es a VE como EV es a VX. Y los angulos ZVE y EVX son rectos, entonces, si
trazamos la linea recta EZ, el angulo XEZ serd recto dado que los tridangulos XEZ y VEZ
son semejantes. Por la misma razén, dado que ZV es a VW como VW es a WZ, y ZV es
igual a XW, y XW es igual a WQ, entonces XW es a WQ como QW es a WZ. Y de nuevo
por la misma razdn, si trazamos QX, entonces el angulo de Q sera recto, entonces el
semicirculo descrito sobre XZ pasard a través de Q. [VI 8, Il 31]. Y si, XZ permanece fijo,
y se hace girar el semicirculo alrededor y se devuelve a la misma posicion desde la que
empezdé a moverse, entonces pasara a través de Q y de los vértices restantes del
icosaedro, y el icosaedro estard comprendido en la esfera. Yo digo ademads que estard
comprendido en la esfera dada. Biseccionar VW por A. [l 9]. Entonces, dado que la
linea recta VZ se corta en extrema y media razén por W, y ZW es el segmento menor,
entonces el cuadrado de ZW afadido a la mitad del segmento mayor, que es WA, es
cinco veces el cuadrado de la mitad del segmento mayor. Entonces el cuadrado de ZA
es cinco veces el cuadrado de AW. [XIIl 3]. Y ZX es doble de ZA, y VW es doble de AW,
entonces el cuadrado de ZX es cinco veces el cuadrado de WV. Y, dado que AC es
cuddruple de CB, entonces AB es cinco veces BC. Pero AB es a BC como el cuadrado de
AB es al cuadrado de BD, entonces el cuadrado de AB es cinco veces el cuadrado de
BD. [VI 8, V Def. 9]. Pero el cuadrado de ZX se ha demostrado que es cinco veces el
cuadrado de VW. Y DB es igual a VW, porque cada una de ellas es igual al radio del
circulo EFGHK, entonces AB es también igual a XZ. Y AB es el diametro de la esfera
dada, entonces XZ es también igual al didmetro de la esfera dada. Asi pues, el
icosaedro ha sido contenido en la esfera dada. Yo digo que el lado del icosaedro es la
recta irracional llamada menor. Dado que el didmetro de la esfera es racional, y el
cuadrado de ella es cinco veces el cuadrado del radio del circulo EFGHK, entonces el
radio del circulo EFGHK es también racional, de ahi que el didmetro sea también
racional. Pero, si un pentdgono equilatero se inscribe en un circulo que tiene un
diametro racional, entonces el lado del pentagono es la recta irracional llamada menor.
[XIl1 11]. Y el lado del pentagono EFGHK es el lado del icosaedro. Entonces el lado del
icosaedro es la linea recta irracional llamada menor.

COROLARIO

Con esto queda claro que el cuadrado del diametro de la esfera es cinco veces el
cuadrado del radio del circulo a partir del cual el icosaedro ha sido descrito, y que el
diametro de la esfera esta compuesto por el lado del hexagono y dos de los lados del
decagono inscrito en el mismo circulo. Q.E.F.
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Proposicion 17. Construir un dodecaedro contenido en una esfera como en las figuras
anteriores, y demostrar que el lado del dodecaedro es la recta sin razon expresable
llamada apdtoma.

Sean ABCD y CBEF dos planos del cubo antes mencionado formando dngulos rectos
entre si. Biseccionar los lados AB, BC, CD, DA, EF, EB, y FC por los puntos G, H, K, L, M,
N y O respectivamente, y trazar GK, HL, MH, y NO. Cortar las lineas rectas NP, PO y HQ
en extrema y media razén por los puntos R, S y T respectivamente, y sean RP, PSy TQ
sus segmentos mayores. Levantese RU, SV y TW desde los puntos R,S y T formando
angulos rectos con los planos del cubo hacia la parte exterior del cubo, y haganse
iguales a RP, PSy TQ. Trazar UB, BW, WC, CV y VU. [XIIl 15, | 10, Il 11, VI 30, XI 11, | 3].
Yo digo que el pentdagono UBWCV es equilatero, estd en un plano, y es equiangular.
Trazar RB, SB y VB. Entonces, dado que la linea recta NP se corta en extrema y media
razon por R, y RP es el segmento mayor, entonces la suma de los cuadrados de PN y NR
es triple del cuadrado de RP. [XIll 4]. Pero PN es igual a NB, y PR es igual a RU, entonces
la suma de los cuadrados de BN y NR es triple del cuadrado de RU. Pero el cuadrado de
BR es igual a la suma de los cuadrados de BN y NR, entonces el cuadrado de BR es
triple del cuadrado de RU. De ahi que la suma de los cuadrados de BR y RU es
cuadruple del cuadrado de RU. [l 47]. Pero el cuadrado de BU es igual a la suma de los
cuadrados de BR y RU, entonces el cuadrado de BU es cuadruple del cuadrado de RU.
Por lo tanto BU es doble de RU. Pero VU es también doble de UR, porque SR es
también doble de PR, esto es, de RU, entonces BU es igual a UV. De manera semejante
se puede demostrar que cada una de las lineas rectas BW, WC y CV son también
iguales a cada una de las lineas rectas BU y UV. Por lo tanto el pentdgono BUVCW es
equildtero. Yo digo ademas que esta en un plano. Dibujar PX desde P paralela a cada
una de las lineas rectas RU y SV y hacia la parte exterior del cubo, y trazar XH y HW. [l
31]. Yo digo que XHW es una linea recta. Dado que HQ se corta en extrema y media
razén por T, y QT es el segmento mayor, entonces HQ es a QT como QT es a TH. Pero
HQ es igual a HP, y QT es igual a cada una de las lineas rectas TW y PX, entonces HP es
a PX como WT es a TH. Y HP es paralela a TW, porque cada una de ellas forma angulos
rectos con el plano BD, y TH es paralela a PX, porque cada una de ellas forma angulos
rectos con el plano BF. [XI 6]. Pero si los dos tridngulos XPH y HTW, los cuales tienen
dos lados proporcionales el uno del otro, se construyen por un dangulo de modo que
sus lados correspondientes sean paralelos, entonces las lineas rectas restantes estan
en linea recta, por lo tanto XH esta en linea recta con HW. [VI 32]. Pero todas las lineas
rectas estan en un plano, por lo tanto el pentdagono UBWCV es un plano. [XI 1]. Yo digo
ademas que también es equiangular. Dado que la linea recta NP se corta en extrema y
media razdn por R, y PR es el segmento mayor, mientras PR es igual a PS, entonces NS
también se corta en extrema y media razén por P, y NP es el segmento mayor. Por lo
tanto la suma de los cuadrados de NS y SP es el triple del cualdrado de NP. [XlII 5, XlII
4]. Pero NP es igual a NB, y PS es igual a SV, entonces el cuadrado de NS y SV es triple
del cuadrado de NB. De ahi que la suma de los cuadrados de VS, SN y NB sea cuadruple
del cuadrado de NB. Pero el cuadrado de SB es igual a la suma de los cuadrados de SN
y NB, entonces la suma de los cuadrados de BS y SV, esto es, el cuadrado de BV, en el
angulo VSB es recto, es cuadruple del cuadrado de NB. Por lo tanto VB es doble de BN.
Pero BC es también doble de BN, entonces BV es igual a BC. Y, dado que los dos lados
BU y UV son iguales a los dos lados BW y WC, y la base BV es igual a la base BC,
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entonces el angulo BUV es igual al angulo BWC. [I 8]. De igual manera podemos
demostrar que el angulo UVC es también igual al dngulo BWC. Por lo tanto los tres
angulos BWC, BUV y UVC son iguales entre si. Pero si en un pentagono equilatero tres
angulos son iguales entre si, entonces el pentagono es equiangular, por lo tanto el
pentagono BUVCW es equiangular. [XIlIl 7]. Y se ha demostrado que también es
equildtero, por lo tanto el pentagono BUVCW es equildtero y equiangular, y esta sobre
el lado BC del cubo. Por lo tanto, si hacemos la misma construccion sobre cada uno de
los doce lados del cubo, quedard construida una figura sélida contenida por doce
pentagonos equildteros y equiangulares, que se llama dodecaedro. [XI Def. 28]. Se
trata ahora de comprenderlo en la esfera dada, y demostrar que el lado del
dodecaedro es la linea recta irracional llamada apdtoma. Se produce XP, y sea la linea
recta producida XZ. Entonces PZ encuentra el didmetro del cubo, y se biseccionan uno
al otro, porque esto ha sido demostrado en el ultimo teorema del undécimo Libro. [XI
38]. Cortense por el punto Z. Entonces Z es el centro de la esfera que comprende el
cubo, y ZP es la mitad del lado del cubo. Trazar UZ. Ahora, dado que la linea recta NS se
corta en extrema y media razén por P, y NP es el segmento mayor, entonces la suma
de los cuadrados de NS y SP es el triple del cuadrado de NP. [XIIl 4]. Pero NS es igual a
XZ, porque NP es también igual a PZ, y XP es igual a PS. Pero PS es también igual a XU,
porque también es igual a RP. Entonces la suma de los cuadrados de ZX y XU es triple
del cuadrado de NP. Pero el cuadrado de UZ es igual a la suma de los cuadrados de ZX
y XU, entonces el cuadrado de UZ es triple del cuadrado de NP. Pero el cuadrado del
radio de la esfera que comprende el cubo es también el triple del cuadrado de la mitad
del lado del cubo, porque previamente se ha mostrado como construir un cubo
comprendido en una esfera, y se ha demostrado que el cuadrado del didmetro de la
esfera es el triple del cuadrado del lado del cubo. [XIll 15]. Pero, si el todo esta tan
relacionado con el todo como la mitad con la mitad, y NP es la mitad del lado del cubo,
entonces UZ es igual al radio de la esfera que comprende el cubo. Y Z es el centro de la
esfera que comprende el cubo, por lo tanto el punto U estd en la superficie de la
esfera. De igual manera podemos demostrar que cada uno de los dngulos restantes del
dodecaedro estd en la superficie de la esfera, por lo tanto el dodecaedro ha sido
comprendido en la esfera. Yo digo ademas que el lado del dodecaedro es la linea recta
irracional llamada apdtoma. Dado que, cuando NP es cortada en extrema y media
razén, RP es el segmento mayor, y, cuando PO se corta en extrema y media razon, PS
es el segmento mayor, entonces, cuando la recta entera NO es cortada en extrema y
media razon, RS es el segmento mayor. Asi, dado que NP es a PR como PR es a RN, con
los dobles también es verdadero, porque las partes tienen el mismo radio que los
equimultiplos, entonces NO es a RS como RS es a la suma de NR y SO. Pero NO es
mayor que RS, entonces RS es mayor también que la suma de NR y SO, por lo tanto NO
se ha cortado en extrema y media razén, y RS es el segmento mayor. [V 15]. Pero RS es
igual a UV, entonces, cuando NO es cortada en extrema y media razén, UV es el
segmento mayor. Y, dado que el didmetro de la esfera es racional, y el cuadrado es el
triple del cuadrado del lado del cubo, entonces NO, que es el lado del cubo, es
racional. Pero si una linea racional se corta en extrema y media razén, cada uno de los
segmentos es una recta irracional llamada apdtoma. Por lo tanto UV, que es un lado
del dodecaedro, es una recta irracional llamada apdtoma. [XIll 6]. Q.E.F.
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COROLARIO
A partir de esto queda claro que cuando el lado de un cubo se corta en extrema y
media razén, el segmento mayor es el lado del dodecaedro. Q.E.D.

Proposicion 18. Colocar los lados de les cinco figuras y compararlos entre si.

Sea AB el didmetro de la esfera dada, y sea cortado por C de modo que AC sea igual a
CB, y por el punto D de modo que sea doble de DB. Describase el semicirculo AEB
sobre AB, dibujar CE y DF desde C y D formando angulos rectos con AB, y trazar AF, FB
y EB. [l 11]. Después, dado que AD es doble de DB, resulta que AB es triple de BD. En
conversién, entonces, BA es una vez y media AD. Pero BA es a AD como el cuadrado de
BA es al cuadrado de AF, porque el tridngulo AFB es equiangular con el triangulo AFD.
Por lo tanto el cuadrado de BA es una vez y medio el cuadrado de AF. [V Def. 9, VI 8].
Pero el cuadrado del diametro de la esfera es también una vez y medio el cuadrado del
lado de la pirdmide. Y AB es el diametro de la esfera, entonces AF es igual al lado de la
piramide. [XIIl 13]. De nuevo, dado que AD es doble de DB, entonces AB es triple de
BD. Pero AB es a BD como el cuadrado de AB es al cuadrado de BF, entonces el
cuadrado de AB es triple del cuadrado de BF. [V Def 9, VI 8]. Pero el cuadrado del
diametro de la esfera es también el triple del cuadrado del lado del cubo. Y AB es el
diametro de la esfera, entonces BF es el lado del cubo. [XIll 15]. Y, dado que AC es igual
a CB, entonces AB es doble de BC. Pero AB es a BC como el cuadrado de AB es al
cuadrado de BE, entonces el cuadrado de AB es doble del cuadrado de BE. Pero el
cuadrado del didmetro de la esfera es también doble del cuadrado del lado del
octaedro. Y AB es el diametro de la esfera dada, entonces BE es el lado del octaedro.
[XIll 14]. Seguidamente, dibujar AG desde el punto A formando angulos rectos con la
linea recta AB, construir AG igual a AB, trazar GC, y dibujar HK desde H perpendicular a
AB. [I 11, | 3, | 12]. Entonces, dado que GA es doble de AC, porque GA es igual a AB, y
GA es a AC como HK es a KC, entonces HK es también doble de KC. Por lo tanto el
cuadrado de HK es cuadruple del cuadrado de KC, por lo tanto la suma de los
cuadrados de HK y KC, esto es, el cuadrado de HC, es cinco veces el cuadrado de KC.
Pero HC es igual a CB, entonces el cuadrado de BC es cinco veces el cuadrado de CK. Y,
dado que AB es doble de CB, vy, en ellas, AD es doble de DB, entonces la recta restante
BD es doble de la recta restante DC. Por lo tanto BC es triple de CD, entonces el
cuadrado de BC es nueve veces el cuadrado de CD. Pero el cuadrado de BC es cinco
veces el cuadrado de CK, entonces el cuadrado de CK es mayor que el cuadrado de CD.
Por lo tanto CK es mayor que CD. Construir CL igual a CK, dibujar LM desde L formando
angulos rectos con AB, y trazar MB. [l 3, | 11]. Ahora, dado que el cuadrado de BC es
cinco veces el cuadrado de CK, y AB es doble de BC, y KL es doble de CK, entonces el
cuadrado de AB es cinco veces el cuadrado de KL. Pero el cuadrado del diametro de la
esfera es también cinco veces el cuadrado de KL. Pero el cuadrado del diametro de la
esfera es cinco veces el cuadrado del radio del circulo a partir del cual se ha construido
el icosaedro. Y AB es el didametro de la esfera, entonces KL es el radio del circulo a
partir del cual se ha construido el icosaedro. Entonces KL es el lado del hexagono en el
circulo antes mencionado. [XIIl 16, Cor., IV 15, Cor.]. Y, dado que el didmetro de la
esfera se hizo con el lado del hexagono y dos de los lados del decagono inscrito en el
mismo circulo, y AB es el diametro de la esfera, siendo KL el lado del hexagono, y AK es
igual a LB, entonces cada una de las rectas AK y LB es un lado del decdgono inscrito en

37



el circulo a partir del cual se ha descrito el icosaedro. [XIll 16, Cor.]. Y, dado que LB
pertenece al decagono, y ML al hexagono, porque ML es igual a KL, y porque también
es igual a HK, estando a igual distancia del centro de cada una de las rectas HK y KL es
doble de KC, entonces MB pertenece a un pentdgono. [XIll 10]. Pero el lado del
pentagono es el lado del icosaedro, entonces MB pertenece al icosaedro. [XIIl 16].
Ahora bien, dado que FB es un lado del cubo, cortado en extrema y media razén por N,
y siendo NB el segmento mayor. Entonces NB es un lado del dodecaedro. [XIIl 17, Cor.].
Y, dado que el cuadrado del diametro de la esfera se ha demostrado que es una vez y
medio el cuadrado del lado AF de la pirdmide, mientras que es el doble del cuadrado
del lado BE del octaedro y triple del cuadrado del lado FB del cubo, entonces, el
cuadrado del diametro de la esfera tiene seis partes, de las que el cuadrado del lado de
la pirdmide tiene cuatro, el cuadrado del lado del octaedro tres, y el cuadrado del lado
del cubo dos. Luego el cuadrado del lado de la pirdmide es cuatro tercios del cuadrado
del lado del octaedro, y el doble del cuadrado del lado del cubo, y el cuadrado del lado
del octaedro es una vez y media el cuadrado del lado del cubo. Los lados nombrados,
entonces, de las tres figuras, me refiero a la pirdmide, al octaedro y al cubo, lo son en
proporciones racionales. Pero los dos restantes, me refiero al lado del icosaedro y al
lado del dodecaedro, no guardan proporciones racionales entre si ni entre los
anteriormente nombrados, porque son irracionales, el uno es el menor y el otro una
apotoma. [XIIl 16, XIIl 17]. Que el lado MB del icosaedro es mayor que el lado NB del
dodecaedro lo demostraremos como sigue. Dado que el tridngulo FDB es equiangular
con el tridngulo FAB, proporcionalmente DB es a BF como BF es a BA. [VI 8, VI 4]. Y,
dado que las tres rectas son proporcionales, la primera es a la tercera como el
cuadrado de la primera es al cuadrado de la segunda, entonces DB es a BA como el
cuadrado de DB es al cuadrado de BF. Entonces, por inversion AB es a BD como el
cuadrado de FB es al cuadrado de BD. [V Def. 9, VI 20, Cor.]. Pero AB es triple de BD,
entonces el cuadrado de FB es el triple del cuadrado de BD. Pero el cuadrado de AD es
también cuddruple del cuadrado de DB, porque AD es doble de DB, entonces el
cuadrado de AD es mayor que el cuadrado de FB. Por lo tanto AD es mayor que FB.
Entonces AL es mucho mayor que FB. Y, cuando AL se corta en extrema y media razoén,
KL es el segmento mayor, porque LK pertenece al hexagono, y KA al decdgono, v,
cuando FB se corta en extrema y media razén, NB es el segmento mayor, entonces KL
es mayor que NB. [XIIl 9]. Pero KL es igual a LM, entonces LM es mayor que NB.
Entonces MB, que es el lado del icosaedro, es mucho mayor que NB que es el lado del
dodecaedro. Q.E.F.

Digo ademas, aparte de las cinco figuras nombradas, que no hay otra figura que se
pueda construir comprendida por figuras equildteras y equiangulares. Porque con dos
triangulos no se puede construir un angulo sélido, y menos con planos. Con tres
triangulos se construye el angulo de la pirdmide, con cuatro el angulo del octaedro, y
con cinco el angulo del icosaedro, pero un angulo sélido no se puede formar con seis
tridngulos equilateros y equiangulos colocados todos ellos en un punto, porque si el
angulo del tridngulo equilatero es dos terceras partes de un dngulo recto, los seis serdn
iguales a cuatro angulos rectos, lo cual es imposible, porque cualquier dngulo sélido
esta comprendido por menos de cuatro angulos rectos. [XI 21]. Por la misma razoén,
tampoco se puede construir un angulo sélido con mas de seis dngulos planos. El angulo
del cubo estd contenido por tres cuadrados, porque estar contenido con cuatro es
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imposible porque de nuevo serian cuatro angulos rectos. El angulo del dodecaedro
estd contenido por tres pentagonos equilateros y equiangulares, pero por cuatro seria
imposible porque, siendo el angulo del pentagono equildtero un dngulo recto mas un
quinto, los cuatro angulos serian mayores que cuatro angulos rectos, lo cual es
imposible. Tampoco se podra contener un angulo sélido con otras figuras poligonales
por razones absurdas similares. Q.E.D.

LEMA
Que el angulo del pentagono equilatero y equiangular es un angulo recto mds un
guinto lo demostramos de la siguiente manera.

Sea ABCDE un pentdgono equilatero y equiangular. Circunscribimos el circulo ABCDE
alrededor de él, tomamos el centro F, y trazamos FA, FB, FC, FD y FE. [IV 14]. Entonces
biseccionamos los dngulos A, B, C, D y E del pentdgono. Y, dado que los dangulos de F
son iguales a cuatro angulos rectos, entonces uno de ellos, como el angulo AFB, es un
angulo recto menos un quinto. Entonces los angulos restantes FAB y ABF son un
angulo recto y un quinto. Pero el angulo FAB es igual al angulo FBC, entonces el angulo
entero ABC del pentdgono es un angulo recto y un quinto. Q.E.D.
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ANEXO II: Imagenes

Los sélidos Arqguimedianos (por el orden de la pagina 14)

Los sélidos de Catalan (por el orden de la pagina 15)
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