Geometria Analitica 11
LECTURA 8

Ayudante: Guilmer Gonzélez Dia 24 de marzo, 2012

El dia de hoy veremos:

1. Recta tangente a una cénica.

1 Recta tangente a una coénica

En clase hemos visto que una cuadratica de la forma

c(z,y) = az® + By + vy + a1x + awy + as

la podemos representar de manera unica en forma matricial como

c(p) = p'Ap + 2b'p + v (1)
donde A es una matriz simétrica A = A

Problema: El problema que nos compete es encontrar una representacién simpatica para
la recta tangente a la conica.

1.1 Caso numérico

Muestre que la recta tangente a

se puede escribir como

Txo+y-yo—1r>=0

Consideremos la recta en su forma y = maz + b (en realidad debemos generalizar). Para
dterminar la recta, debemos encontrar m y b de manera que pasen por el punto y sea tangente
al circulo. Otra forma de escribir la recta, es

(y — yo) = m(z — )
esa recta pasa por el punto py = (zg,yo). Debemos ver que es tangente. Una forma de
hacer esto es suponer que algun otro punto de la recta esta en la circunferencia y ver que al
imponer que solamente se tenga uno, nos conduce a un valor especifico de m.
Despejemos para vy,

y =m(z — o) + Yo

y sustiuyamos en la circunferencia



hagamos las operaciones

2?2+ m?(x — 20)* + 2m(z — z0)yo +yg — 1 =
(1+m?)a® + (2m — 2m*xo)z + m*xf — 2maoyo +yg — 17> = 0
La cual es una cuadratica para x. Para que solo haya una solucion, debe satisfacerse que el
discriminate de la ecuacion A = 0, esto es:
(2m — 2m2xo)? — 4(1 + m?)(m2x] — 2maxoyo + yg — r°) =0

es decir

4m? — 8mPxo + dm'xd — dmxd + 8mizoy — AmPyg + Am®r® — AmPaf + 8magyo — dyg +4r* = 0
4m? — 8m3xo + 8mizoyo — 4m2y§ + 4m?2r? — 4m2:173 + 8mxoyg — 4y§ +4r2 = 0
4m? — 8m3xy + 8m3$0y0 — 4m2(y3 — 4m*r? + 4m2:B3) + 8mxoyg — 4y§ +4r7 = 0
4m? — 8m3xy + 8m3$0y0 + 8mxoyg — 4y§ +4r7 = 0
m? — 4m3xy + 4m3xoyo + dmaoyo — yg +7r2 = 0
m? — dm3zy + 4m3$0y0 + dmxoyg — xﬁ =0
Bueno ya me cansé.... si siguen y juegan un poco... llegaran al resultado (siempre

y cuando no se equivoquen en las cuentas).

Consideremos una coénica en su forma matricial

p'Ap+7=0 (2)

si po = (7o, yo) es un punto de la conica, se satisface que

PyAPo +7 =0

Ahora bien, cualquier recta que pase por el punto py = (g, o) lo podemos expresar en su
forma parametrizada por

L={p=(z,y)| p=po+td} (3)

donde d es un vector direccién de la recta.

Con esto, el problema es determinar el vector direccion d para el cual la recta L es
tangente a la cénica.

Consideremos los puntos p de la recta £ sobre la cénica, esto es

p'Ap+9 =
(po +td)!A(pg +td) +~v = 0 (4)
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haciendo las cuentas, esta ecuacién es cuadratica en t, tenemos

(po +td) A(po +td) +~v = 0
PhApo + 2tph Ad + t*d'Ad +~ = 0

agrupando términos
t2d' Ad + t2ph Ad + phApo +~v =0
pero pg esta sobre la cuadratica, luego el término independiente que aqui aparece es cero:
phApo +7 =0
por lo que lo anterior se reduce a resolver un sistema lineal de una sola variable:

td' Ad + 2p, Ad = 0

pero como nos interesa buscar la linea tangente, esta recta solo corta al eje z en t = 0, por
consiguiente,

poAd =0 (5)

que representa la condicién que debe satisfacer el vector direccién d. Ahora bien, tenemos
que

td = (p—po)

sustituyendo esto en la encuacion anterior, tenemos

pgAd =

PhAp —po) =
PoAD — phApy =
PhAP+v =

o O O O

es decir, la ecuacion de la recta tangente a la conica en py en su forma matricial

PoAp+7 =0

Ejercicio: (por puro deporte). Verifique que para la cénica

prAp+2b'p+4 =0

la ecuacién de la recta tangente a ella en py se puede escribir como

p'Apo +b'po +b'p+~v =0



