Geometria Analitica 11
LECTURA 6

Ayudante: Guilmer Gonzélez Dia 15 de marzo, 2007

El dia de hoy veremos:
0. Comentarios sobre los trabajos.

1. Recta tangente a una conica.

1 Recta tangente a una coénica

Una cénica C estd determinada por su cuadrica ¢(p) en la forma matricial

c(p) =p'Ap2b’p +v =0 (1)
con A = A", Sipg = (x0,yo) es un punto digamos, fuera de la cénica (pensemos en una elipse
para enfocar la idea), el problema, es determinar el conjunto de rectas tangente a la cénica

C.

Este problema es muy simpatico, la elipse permite tener una idea de esto. Si el punto
estd en el interior de la elipse, el problema no tiene solucién, ya que cualquier recta que
pase por pg corta a la cénica en dos puntos. Si el punto se encuentra sobre la cénica, este
problema tiene una tnica solucion, y es precisamente la recta tangente. Ahora bien, cémo
caracterizar este conjunto de soluciones posibles? Qué condicién debe satisfacer la recta para
ser tangente a la cénica?

Figura 1: Cortando una la cénica.

Procedamos como hemos venido haciendo a lo largo de los problemas que involucra un
problema recta-conica. Cualquier recta que pase por el punto py = (xo, o) la podemos
expresar en su forma parametrizada por



L={p=(v,y)| p=po+td} (2)

donde d es un vector direccién de la recta (recordemos que ese vector no es unico, todos son
paralelos).

Con esto, el problema es determinar el vector direccion d para el cual la recta £ es
tangente a la cénica.

Consideremos los puntos p de la recta £ sobre la cénica, esto es

pPAp+2b'p+~v = (po+td) A(po + td) + 2b'(po + td) + v
=0 (3)

desarrollando, esta ecuacion es cuadrética en ¢, tenemos

po + td)" A(po + td) + 2b'(po +td) +~v = phApo + 2tph Ad + t2d' Ad + 2b'p, + t2b'd + v
= 0

Agrupando términos
t2d' Ad + t2[ph Ad + b'd] + ph Apo + 2b'po + = 0 (4)
la cual, en su lado izquierdo representa polinomio cuadratico en ¢

p(t) =at> + Bt +§
donde

a = dAd
B = 2(phAd+ b'd)
§ = pyApo+2b'po + v = c(po)
la cuadratica p(t) puede tener dos raices distintas, ninguna, o una solamente; esto dependera

si corta o no al eje de referencia.
Los ceros de p(t), o raices de la cuadratica, se pueden localizar por medio de

. -3+ +/F? — 4ad
N 2c

)

de donde se tiene que

‘ Condicién ‘ Resultado Interpretacién geométrica ‘
3? —4a6 < 0 | no hay ceros la recta no corta a la cénica
3? — 46 > 0 | hay dos ceros la recta corta a la cénica en dos puntos
3? —4a6 = 0 | hay un sélo cero | la recta es tangente a la cénica




Figura 2: Caso 2: cortamos a la cénica en dos puntos. Se observa la cuadrética asociada al
problema.

nos interesa que la recta L corte a la conica de forma tangencial, impongamos la condicién
de que

6% — 406 =0

desarrollando tenemos:

B% —4dad = 4[phAd+ b'd)* — 4(d" Ad)(p Apo + 2b'po + )
0 0
=0

la condicion la escribimos como

(phAd + b'd)* — (d"Ad) (pyApo + 2b'po + ) = 0 (6)

la cual es una condicién no lineal en las componentes del vector d, esto nos lleva a tener dos
familias de soluciones.
Hagamos un ejemplo. Consideremos nuestra cénica de batalla:

4a* — 2xy + 2y* + 62 — 4y — 10 =0 (7)
si la graficamos con Maple, tenemos

> with(plots):
> implicitplot (4%x™2-2%x*y+2%y~2+6%x-4*y-10=0,x=-5..2,y=-3..4);

Se observa que el punto py(1,5) no pertenece a la cénica e incluso se encuentra fuera de ella.
Usemos este punto.
Desarrollemos la condicién (6), para esto, hagamos

- (i)

3



Figura 3: Nuestra conica de todos los dias.
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lo cual es una ecuaciéon cudratica para d. Qué puede concluir? Los detalles se vieron en
clase.



