Geometria Analitica 11
TAREA-EXAMEN 1

Profesor: Pablo Barreara Dia 07 de abril, 2006

NOMBRE: CASTANEDA HERNANDEZ RICARDO

Resuelva adecuadamente los siguientes ejercicios.

1.- Transforme el cuadrado unitario al sistema coordenado local determinado por
P,(2,2), P,(-1,4) y P,(0,-3),

' e Realizamos un sistema de ecuaciones para
transformar puntos del sistema ortogonal de ejes

N “x”, “y” ael sistema P, que tiene como origen el

punto Py(2,2).
P0O(2,2) e Sea un punto P” de coordenadas (X,y) sobre el
J_[ sistema ortogonal, en el sistema P se observa este

F1(-1,4)

Cuadrado |

unitario mismo punto como;
ol

P,P=ca+ b =P0+0P

=0P-0PR, =(X,Y)-(22)=(X-2,Y -2)
=ad+ b = aP,P, + fP,P, = «[OP,— OR,]+ B[OP, - OP,]
P2(0.-3) =a[(-14)-(2.2)]+ pl(0,-3) - (2.2)] = a(-3.2) + 5(-2,-5)

=(-3a-2p,2a-5p)
e Por tanto se igualan las dos expresiones obtenidas anteriormente.
=(-3a-282a-58)=(X-2,Y =2), porlotanto x=-3a—-24+2,
y=2a -5 +2, donde al realizar la conversion para despejar a alfa y beta se
obtiene;
o= —-5X+2y+6 = —-2x-3y+10
19 19

unitario quedan como sigue:

, por lo que las coordenadas del cuadrado

Coordenadas del cuadrado | Punto en sistema ortogonal | Punto en sistema P
Q (0, 0) (6/19, 10/19)
Q, 0, 1) (8/19,7/19)
Q, (1,0) (1/19, 8/19)
Q, 1, 1) (3/19, 5/19)

Por lo que el cuadrado unitario queda como sigue: 4

=y




2

2.- Considere un punto P(Xp, yp) en P2, y; XZ + y2 =1, la ecuacién de una elipse.

Identifique: S, ={(x,y)]x- X, +4y- Yo ~4=0}

La coleccién de puntos que cumplen que X.X+4Y.Y-4=0, son aquellos tales
que se puede crear una formula, como por ejemplo despejando una variable;
— X, X+4

4y,
Por lo que se puede tabular con respecto a

y:

(13 ” (4

y obtener valores para “y”.

3.- Considere el sistema determinado por los puntos {P,(0,1), P,(1,0), P,(1,3)} y el
sistema {Q,(3,0), Q,(2,1), Q,(5,0)}, obtenga la transformacién entre un sistema y el
otro.

o Para obtener un sistema que nos
proporcione la obtencion
inmediata ~de un  punto
localizado bajo las coordenadas
de un sistema P,, P,, P,, hacia un

P213)

Q1(2.1)

R2 POT0.1) B sistema de coordenadas dados

; por lo puntos Q, Q,, Q,, nos

B)a

RO(0.0)] R1P1(10) Q0(30) Q2 (50) basaremos en  sistema ‘de
coordenadas con ejes

ortogonales, es decir el formado
por los ejes “X”, “Y”.
Resolveremos el problema en general dividiéndolo en dos subcasos mas
sencillos, de los cuales constan poder pasar de un sistema P o Q, a el sistema
ortogonal y viceversa.

Sea un punto P~ sobre el sistema ortogonal, de coordenadas (X, y), dado que para
identificarlo con el sistema P se tiene que realizar los siguientes pasos:

P,P=ca+ pb
P,P=P,0 + OP
—OP - OP,

= (X’ y) - (O!l) = (X! y _1)

P,P =aa+ b = a[OP, —OP,]+ B[OP, —OPR,] = «[(1,0) - (0.1)]+ A[(1.3) - (0,1)]

=a[-D]+ AlA)] = (a + p—a+2p) =(x,y-1)

Por lo tanto se tienen dos igualdades; (1) x=a+/f, (2) y=—a+2f+1, las
cuales representan la forma de encontrar un punto sobre el sistema ortogonal si
se introducen los valores de alfa y beta para un punto sobre el sistema
coordenado de P, por lo que ahora se resuelve el sistema para despejar a alfa y
beta;

2x y+1

() p="

, con estos dos sistemas se puede dar un punto

sobre el S|stema ortogonal y encontrar las coordenadas de ese mismo visto por el
sistema P y viceversa.



e El procedimiento hecho para el sistema P se realiza exactamente para el sistema
Q, con lo que se obtiene los siguientes resultados:
O)x=a,+3p,+2, (6) y=—a, — f, +1

—-X-3y+5 X+y-3
Moy =—2—YT3 (8)/31=§

e Para poder encontrar un sistema que nos de la transformacién de un punto sobre
P hacia coordenadas dadas por Q, utilizamos las ecuaciones (1), (2), que son
ecuaciones que nos dan las coordenadas de puntos sobre el sistema ortogonal
dando las coordenadas de puntos sobre el sistema P, estas ecuaciones las
sustituimos en (7), (8) respectivamente, ya que son ecuaciones que nos arrojan
puntos vistos desde el sistema Q, dando puntos sobre el sistema ortogonal, por
tanto;

30-2 20-1Tp+2

B = =

2

viéndolo ahora desde el sistema Q

e Para obtener la conversién de un punto sobre el sistema Q visto ahora desde el
sistema P, se realiza el mismo procedimiento anteriormente, solo que ahora se
sustituyen en (3) y (4) las ecuaciones (5) y (6) respectivamente, por tanto ;

o= 3a1+;,b’l+4’ B= 2ﬂ13+2

Transformacion de un punto visto por el sistema P,

~1 4
~2 -3

a la curva de Bezier cuyo poligono de control esta formado por (0,0), (1,5), (5,5), y
(7,0).

4.- Considere la transformacion p= Ap;con A= ( j , muestre como transforma

y e La curva de Bezier determinada por los
punto PO(Oa 0)’ Pl(l’ 5)7 P2(57 5) y P3(79 0)
que es el poligono de control, se le aplica
la transformacién de P=Ap, lo que
significa que se tomara a P como el

punto P al que se le aplico la matriz A,
con lo cual se obtienen los nuevos

puntos:
1
Puntos Puntos sin transformacién | Puntos con transformacién
P, (0, 0) (0,0
P, (1,5) (19, -17)
P, (5,5) (15, -25)
P, (7, 0) (-7, -14)

e Por lo que la curva de Bezier bajo transformacion queda como en la figura
siguiente:




5.- Considere la recta Y =mx+b y un punto P"(x", y*). Encuentre el simétrico P(X, V)

de P respecto a esa recta.

P~=b.y7)

y=mcrb
Py

Para obtener el punto simétrico de P’
trazaremos desde P” una recta ortogonal a la
recta y=mx+b, teniendo estas dos rectas
obtendremos el punto de interseccion de las dos
rectas, que es el punto P,

Como se tiene la pendiente de la recta y=mx+b,
entonces la recta perpendicular tiene pendiente
igual -1/m, y debe pasar por el punto P de
coordenadas (x°, y”), por lo que se tiene la
siguiente recta

-l
y-y=-—(x=X)
m

-x X
1 y=—"4+-—+4y
m m
e El punto de interseccion de las dos rectas es:
_;x+§+ 1) y=mx+b 2,1
' T Y, 0= Xy
—y=—t+——Yy m

y=mx+b

“ o mx +my’ —mb
m? +1

y=mx+b, por lo que la coordenada y queda como: Yy =

, teniendo la coordenada x del punto P, se sustituye en la ecuacion

m*xX+m®y +b
m? +1



e Teniendo estos dos puntos podemos definir la recta que pasa por ellos y ademads
debe pasar por el punto simétrico, esta recta se puede definir por vectores, como la
forma parametrica de una linea;

R(t) = OP"+t(OP, —OP")

R(t) = OP"+tOP, —tOP” , por lo que para localizar el simétrico de P” vasta como

R(t) = (1-t)OP"+tOR,

colocar un t= 2, por lo tanto:

., mx+my —mb m2x+m?y’+b
R@)=-1xy)+ 2 P )

+1 7 m*+1
, - 2. - 2
R(2)=| —x+ 2mx +22my 2mb Y+ 2m x+§m y'+2b
m°+1 m°+1
—m*X =X +2mx +2my’ —2mb — y'+2m*x'+m?y’+2b
R(2) = 2 ' 2
m-+1 m-+1

Son las coordenadas del punto simétrico de P".

6.- Transforme la cénica C( p): Xy + X+ Yy =0, a una suma de cuadrados.
e Considerando la ecuacién de la conica en su forma matricial, se puede expresar
como: C(p)=p'Ap+2g'p+y=0,con

o L 1
A= 1 2 , g= % , 7 =0, Proponemos p=p+p,, por lo que se tiene Ap, =—0Q
=0 =
2 2
0 1 -1
2% 2 or lo que se tiene uelx _-1 1y _-1 X, =-1
1 O yo ;1 ’p q q 2 0 2 ! 2 0 2 ! 0 !
2 2

Y, =—1, que son las coordenadas de el centro de la conica.

e Para identificar la forma de C(p); diagonalizamos A, para esto resolvemos el
problema de los valores propios Au=Au y por tanto (A—Al)u =0, pero no
queremos la soluciones féciles, por tanto pedimos que x # 0, y resolvemos

-1 12

12 -2

matriz y resulta la siguiente funcién para lambda: A*—~1/4 =0, por lo que las soluciones

son 4, =12y A, =-12

(A-Al) =0, entonces (A—Al)= ( j =0, sacamos el determinante de la

C(p):p'+Ap+7

C(p): p'B'ABp+7

C(p): p'Dp+7

~C(Pp): AR+ 4,92 +7 =0

e Con lo cual que da la ecuacién como 1/28*~1/29* + 7 =0, que es una hipérbola.

e Consideramos



1|:|:

g gk
0 gl

a0 5 0 5 11

7.- Encuentre la familia de cénicas que pasan por P,(0,0), P,(4,0), P,(2,4) y P;(0,2).
Ya que para formar una cénica se necesitan 5 puntos, y se tienen 4, entonces el quinto
punto serd movible.
a) (Cuando la cénica es una elipse?

e (Cuando el punto P restante se encuentra fuera del poligono formado por los puntos
P,, P,, P,, P;, pero solo en un 4rea no muy alejada de el poligono, ya que la cénica
puede abrirse rdpidamente y transformarse en una hipérbola, especialmente no cerca
de los ejes coordenados ya que es ahi donde la cénica se transforma en un par de
rectas.

PUNTO VARIABIE

DY ARIABL




PLUNTO VARIABLE

PUNTG VARIABLE §

b) (Cuando la conica es una hipérbola?

e Conforme el punto P se encuentra dentro del poligono determinado por los puntos
P,, P,, P,, P;, la conica es una hipérbola, ya que se necesita que una linea pase por
puntos, de los cuales un esta dentro de los segmentos determinados por los otros y
esto solo pasa cuando hay dos lineas que forman a la hipérbola.

BUNTO VA PUNTOHARIABLE

PUNTO VARIABLE

F3
1
P3

P1
PUNTO YARIABLE 0 :




c) (Cuéndo representa un par de rectas?

e Cuando la conica se transforma en un par de rectas, es solo por que el punto P se
encuentra sobre los segmentos que marcan los puntos P, P,, P,, P;, o sobre los ejes
coordenados, ya que se tienen puntos colineales y por los cuales se tiene que pasar

una linea recta.
{ FUNTO VARIAELE
2 | 2
=%

PUNTO VARIABLE :
1 |

P1 L1

0 1

y \F
PUNTO ’u’ﬂRII—HBLE’é 2

]
P3
PUNTO VARIABLE

P1 TO

A

'p\w‘

8.- Muestre que los puntos A (3,-2,7), B (6, 4,-2) y C (5, 2,1) se encuentran sobre la
misma recta.

e Los puntos A, B y C son colineales si y solo si estos tres puntos tienen un area
igual a cero, por lo que se realiza el determinante de de estos tres puntos.

3 -2 7
6 4 -2=12+84+20-140+12+12=0, por lo que se llega a que estos tres
5 2 1

puntos son colineales.



10.- Encuentre la distancia entre los planos paralelos

IT,:2x-y+3z =4, IT,:2x—y+3z+5=0
Ya que los planos son paralelos con todo corte que se haga en el eje “z” entonces

podemos elegir un corte, con z= 0, por lo que las ecuaciones quedan de la siguiente
forma:

I1,:2x-y=4 I1,:2x-y=-5
Elegimos un punto sobre una de las rectas, sea el punto P(1, -2) que se encuentra
sobre la recta I1,", y dicha recta tiene pendiente m= 2, entonces la recta ortogonal a
esta, y por tanto a II,”, tiene pendiente m= -1/2 , como tenemos un punto y

pendiente podemos obtener la ecuacion de la recta:
* _1 3
IT:y=—x-—
y 2 2

Intersectamos las rectas IT (T1,”, y el punto resultante es : P*(-13/5, -1/5), por lo

que teniendo estos dos puntos, P y P, usamos la formula de calculo de distancia
entre dos puntos, y el resultado de la distancia es: 4.02

Por lo que se descubre que la distancia entre los planos paralelos es 4.02

rd
[

]

'
o]

=
P

11.- Describa el lugar geométrico de los puntos que se encuentran a igual distancia del
origen al plano 3x +y -2z =11

Podemos cortar la figura que representan el plano y el origen, en planos
ortogonales a el plano 3x + y - 2z = 11 y que pasen por el origen, por lo que se
tendrian varios planos en los que en cada uno habria siempre un punto y una recta,
como por ejemplo:

e Al resolver este subproblema, del problema original, se pueden unir los planos y
asi obtener le figura que representa el lugar geométrico que estdn a igual
distancia del plano y del origen.



e Los puntos que estdn a igual distancia de un punto (el origen) y de una recta
(parte del plano al realizar el corte) es una parabola.

PUNTOS A IGUAL DISTANCIA DE UN PUNTO Y RECTA

N

Lugar Geometrico

N ] /

Planos en Ios que se corta a la esfera v el origen

El lugar geométrico considerado en la
figura que se presenta a la izquierda tiene
extension finita, considerando que no se
puede representar toda la extension de la
parabola, por lo que solo se tomo una parte
de ella.



son colineales?

13.- ;Para que valores de K la coleccién de puntos A (k, 2,-2), B (2,-2, k) y C (-2, 1,3)

e Igual que en el ejercicio 8 se obtiene el determinante de la matriz de el sistema:

k 2 -2
2 -2 k| =-6k-4-4k+8-k*—12, como se quiere que estos puntos sean
-2 1 3

colineales , entonces el determinante de la matriz se iguala a cero y se resuelve la

funcion de k:

k? +10k +8 =0, donde las soluciones son k, =

formada por z =3, y = 2x — 4.

Proyeccion de la recta z=3 y=2x-4,
sobre el plano z=0

y=2-4

Plano ortogonal a y=2x-4
=3

{2,00;-2,00; 0.00)

-10+/68 | _-10-./68

2 2 2

14.-Encuentre la ecuacion del plano que pasa por (2,-2,0) y es perpendicular a la recta

Considerando que la recta y=2x-4
se encuentra situada sobre el plano
z=3, que es paralelo a el plano z= 0,
donde esta situado el punto
P(2, -2, 0), podemos proyectarla sin
ninguna deformacién, lo que nos
facilita el trabajo de colocar un
plano ortogonal a la recta y que
ademads pase por el punto P.
Determinamos la pendiente de la
recta y encontramos la pendiente de
una recta ortogonal a este que pase
por el punto P.

La pendiente de la recta que se tiene

es m=2, por lo que su ortogonal tiene pendiente m=-1/2, como tenemos el punto
P(2, -2, 0) por el que se quiere que se pase, entonces trazamos una recta con

punto y pendiente, la recta encontrada es ;
—-X-2

y=2

4

Recta y=1x-4, 7=3

Punto P(2, -2, 0)

, Con z variable

|
£
|
=
3
o
I
]
£
]
£l
]
£
]
o
=1
i
]
£
|
=
]
el
=
£l




17.- Muestre que el punto P (-3, 1,-4) se encuentra sobre la esfera
X*+y?+2"+6x+24y+82=0, y escriba
adecuadamente, la ecuacién del plano tangente a la
esfera en este punto.
e Si el punto P satisface la ecuacién de la
esfera, entonces el punto P se encuentra
sobre la esfera:

=9+1+16-18+24-32=50-50=0, por lo tanto
el punto P esta sobre la esfera.
e Podemos determinar el centro de la esfera, y
de esta manera hallar la recta que pasa por el
centro y el punto P (-3, 1,-4), para después trazar un plano ortogonal a esta recta
que pase por el punto P (-3, 1,-4).
Sea la cénica X*+y® +2° +6x+ 24y +8z =0, para determinar su centro se resuelve

el problema Ap, =-g, donde se define que

1 00 3 1 0 0)x, -3
A=/0 1 0|, g=|12|,porloquesetieneque |0 1 Oy, |=|-12|, donde
0 01 4 0 0 1Mz, -4

resulta lo siguiente:
Xo=—3, Y,=-12, z,=-4, porlo que las coordenadas del centro de la cénica son

P*(-3, -12, -4)
e Como se quiere encontrar un plano que se tangente a la esfera en el punto
P(-3,1-4), se debe encontrar puntos Q tales que :
PQ-P*P=0
e Con el producto punto de los vectores tiene que ser igual a cero, por lo que se
busca que el dngulo entre los vectores sea igual a 90°, se resuelve el problema :

PQ-P*P
|PQ|-|P*P|
P*P=(0,13,0), PQ=(-x-3, -y+1, -z-4)
[(0)(—x—3) + (13)(-y +1) +(0)(-z - 4)] _
J(0)2 + (13)% +(0)7 +-/(=x=3)? + (—y +1) + (2 —4)?

e  Como el cociente debe ser igual a cero entonces —13y+13=0, por lo que y=1, lo

que nos dice que todo punto sobre el plano y=1 serd un punto Q, lo cual nos lleva
también a que el plano tangente a la esfera en el punto P(-3, 1, -4) es el plano y= 1

F(=31-4) = (=3)2 + (1)% + (=4)? + 6(=3) + 24(1) +8(-4) = 0
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Nota: Argumente adecuadamente su respuesta; no serdn tomadas en cuenta
observaciones o sefialamientos que realicen, sin su debida justificacion.



