Geometria Analitica 11

Tarea - Examen 1

Prof. Pablo barrera Alumno: Ernesto Velasco  Grupo: 4078

1.-Transforme el cuadrado unitario al sistema coordenado local determinado por Py (2,2),
P1 (—]., 4) y PQ (O, —3>

Para encontrar la transformacién del cuadrado unitario lo primero es encontrar la matriz A
por la cual estd dada la transformacion de los P; respecto al sistema coordenado representado
por los vectores Qg (0,0), @1 (0,1) y Q2 (1,0), con lo que se forman las igualdades entre cada

pareja de puntos:
0
Ph=A ( 0 > +b

POZAQ0+b 0 P():b
P=AQ1+0 queimplicaPle(1>—|—b conloque Vi =P —b
P,=AQ>+0b 1 Vo=P,—b

que al hacer las sustituciones y resolver se tiene b(2,2), V5 (—3,2) y V1 (=2, —5) con lo cual
la transformacién P = AQ) + b estda dada por

(2 5) () (5)

con lo que al sustituir las coordenadas de los vértices del cuadrado unitario en la transfor-
macién se obtienen los puntos equivalentes T (2,2), T} (—1,4), 15 (0, —3) y 75 (=3, —1), en
la imagen 1, se puede ver ambos tanto el cuadrado unitario como su transformacién , donde
se muestra que el cuadrado unitario se transforma en un paralelogramo.

2.- Considere el punto Py (xp,y,) en R?, y % + 9% =1 la ecuacién de una elipse. Identifique
Sp=A{(2,y) |22y +4y -y, —4 =0},

La primera consideracion que se debe hacer al resolver este problema es escribir la ecuacion
. ., 2

de la elipse en la forma general de la ecuacién de segundo grado con lo que % + P =1

se puede ver como z2 + y?> — 4 = 0 ahora bien esto se puede expresar en forma matricial

o cw (e ) (o) (5)-1-0
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Figura 1: El cuadrado unitario y su transformacién respecto al las coordenadas de P, (2,2),
P1 (-1,4) y PQ (O, —3>

que en su forma bilineal es

-1 (34)(3) oo

si se sustituye F, en la forma bilineal de la cénica, se obtiene lo siguiente:

w5 (1) () 4o

que al desarrollar el producto matricial define la ecuacién cartesiana B (p, Py) : -z, +y -
yp — 4 = 0 que es la ecuacién de una recta, ya que z, y y, son constantes, pero al ser la
recta asociada a la forma bilineal de la cénica en el punto pg, es a su vez la polar asociada
a Py respecto a la conica, y ademés se observa que es la misma ecuacion que debe satisfacer
cada uno de los puntos en el conjunto S, por lo cual se puede afirmar que el conjunto
S, ={(z,y) |z -z, +4y -y, — 4 = 0} es la recta polar asociada al punto Py (2, yp).

3.- Considere el sistema determinado por los puntos { P (0,1), Py (1,0), P> (1,3)} y el sistema
{Q0(3,0),Q1(2,1),Q2(5,0)} , obtenga la transformacién entre un sistema y el otro.

Para resolver este problema es necesario resolver las siguientes igualdades

Py=AQo+b Qo=DBPF+c
P, = AQy + b y analogamente ()1 = BP, + ¢
P=AQ>+0b Q1 =BP +c

asignando variables a los elementos de las matrices A y B asi como a los vectores b y ¢ se
tiene

r1 X2 X3 . wy W2 w3
P = + respectivamente = P+
<y1 yQ)Q (y3>y P @ <Z1 Zz) (Z3>
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lo que al sustituir los valores de cada uno de los puntos dados, nos lleva a los siguientes
sistemas de ecuaciones

3r1+x3=0 we + w3 =3
3yr +yz =1 29+ 23 =0

2&31+2E2+$3:1 . w1+w3:2
y respectivamente

200t y2+ys =0 2 +z23=1
5ZE1+I3:1 w1—|—3w3—|—w3:5
5y1+y3:0 Zl+322+2’3:0

que al resolver se obtienen valores para cada una de las variables, por lo cual se tiene x; = 1,
ro =123 =-1,y1 = —%, Yo =0y ys = %, en el caso de la transformaciéon P = AQ + by
valores de wy = 2, wy =3, w3 =0, 21 = —0, 25 = —% y 23 = % para () = BP + ¢ con lo que
las dos transformaciones se puede afirmar estaran dadas por

P= 11 L Q+ _11 y en el otro caso @ = 2 31 P+
—3 0 3 0 —3

4.- Considere la transformacion p = Ap; con

-1 4
(25
muestre como transforma a la curva de Bezier cuyo poligono de control estd formado por
(0,0), (1,5), (5,5) y (7,0).

En primer lugar se debe observar la curva de Bezier junto con su poligono de control respecto
del sitema coordenado original, en la imagen 2 se puede ver ambos ahora bien, ya que el

wim O
N—

Figura 2: La curva de Bezier y su poligono de control respecto al sistema coordenado original

poligono de control esta formado por el conjunto de puntos pg (0,0), p1 (1,5), p2(5,5) y



p3 (7,0), es necesario aplicar la transformacién p = Ap a cada uno de los puntos por lo que
para cada uno de los vértices que conforman el poligono de control se tiene:

pe(35)0) (2 5) ) = (2 5)(3)
(2 5) ()

realizando los cédlculos se obtienen que los puntos transformados de cada uno de los vértices
del poligono de control que son py = (0,0), p1 = (19, —17), ps = (15, =25) y p3 = (=7, —14),
el resultado de la transformacién se puede observar en la imagen 3, que se puede ver apa-
rentemente fue rotada, respecto a la curva de Bezier original.

\)

\)

-201

241

Figura 3: La curva de Bezier y su poligono de control respecto a la transformacién p = AP

5.- Considere la recta {1 : y = mx +b y un punto P (zg,yo), encuentre el simétrico P (Zo, 7o)
de P respecto a esa recta.

Ya que el simétrico de P respecto a la recta ¢ es aquel que se encuentra a la misma distancia
que P de la recta, este debe encontrarse sobre la recta perpendicular a y = max 4 b que pasa
por P por lo que dicha recta se define como ¢y : y — yo = % (x — z¢) si se toma el punto de
interseccion de esta recta con la que determina el eje de simetria se tiene que se debe resolver
el sistema de ecuaciones
y+ =24
y—mx=>0

con lo que se obtiene el punto sobre la recta ¢,
yom—mbtzo
o 1+m?2
Q= yom2+mzo+b
14+m?
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Ahora bien si se toma una circunferencia con centro en dicho punto y radio igual a d (P, qo) se

2
’ s s . . . _ 2 2
trendra la ecuacio6n cartesiana de circunferencia C; : (a: — %ﬂoﬁmb) + (y — %W) =

_ yomtzo—mb)? _ yom’+mzo+b
(g — ez} 4 (o — ot

circunferencia con la recta ¢, uno obviamente es P y el otro debe ser el simétrico de P,
resolviendo el sistema

2
) ahora solo se deben encontrar los cortes de sta

y+ o =24y

2
_ yom+zg—mb 2 _ yom24mao+b . _ yom+zo—mb 2 _ yom24mao+b
(x 1+m?2 ) + <y 1+m?2 - (170 1+m?2 ) + Yo 1+m?2

2y0m mb+xg To 2y0m 24t mxzo+b y0>

se tiene que el otro punto de corte tiene coordenadas ( T2 THm?

6.- Transforme la cénica C (p) : zy + = +y = 0, a una suma de cuadrados.

Para transformar la cénica C(p) : xy + * + y = 0 a una suma de cuadrados inicialmente
se debe eliminar el termino lineal de la ecuaciéon para ello primeramente se debe escribir la
cénica en su forma matricial de tal manera que

ot (3 )50 (3

ahora para eliminar el termino lineal de la ecuacién es necesario trasladar la cénica a su
centro, para ello se propone el cambio de coordenadas p = p — pg que al al realizar el cambio
de coordenadas se tiene C (p) : (5 — po) A (P —po) + 2¢' (h — po) = 0 que al desarrollar
implica p'Ap — 2pOAp + pgApo +2¢'p — 2¢g'po = 0 que al factorizar términos comunes a p se
tiene p*Ap — 2 (phA — g") p+ phApo — 2g po = 0, ahora bien para eliminar el temino lineal de
la ecuacid se debe cumplir que phA — g* = con lo que Apy — g = 0 por lo que Apy = g, con
lo cual se debe resolver el sistema de ecuaciones:

() (0)(

con lo que al resolver se obtiene py = (1, 1) que al sustituir y evaluar, se tiene C (p) : p*Ap—1 =
0 ahora es necesario diagonalizar la matriz A, para ello se debe resolver el problema Au = \u
que lleva a resolver el polinomio caracteristico \? — Z =0conloque A\ =3, Ay = —% con
lo que se deben resolver los sistemas de ecuaciones

DO [0 [ —=

27

N | =D =

x
Y

DN [ =D [ =

1

Yy 2
y 1

x 2

ya que no importa la solucién trivial se toman dos vectores P (1,1) y Py (—1,1) que al

normalizarlos se tienen los vectores V) ( 7 f) y V5 < 7 f con los que se conforma la

)

matriz B que es

o

1

1
V2 ) por lo que se tiene B' = ( \/51

1 1
V2 2

sl
sl
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realizando el cambio de coordenada § = Bp se tiene C (p) : (Bp)' A(Bp) — 1 = 0 que al
desarrollar se tiene p'B*ABp — 1 = 0 si se hace D = B'AB y se desarrolla el producto
matricial se puede observar que D es diagonal y se observa que

1 0)
D:(z
0 —3

142

por lo que desarrollar p!Dp — 1 = 0 se tiene 227 — %QQ — 1 = 0 por lo que finalemente

p
expresada como una suma de cuadrados se tiene que C (p) : 322 — 39% = 1.
7.- Encuentre la familia de cénicas que pasan por P, (0,0), Py (4,0), P (2,4), P5(0,2).

La familia de coénicas que pasan por el conjunto de puntos Fy(0,0), P (4,0), Py(2,4),
P5(0,2), es aquella que corta cuatro veces a los ejes coordenados y cuya construccién de
las polares esta dada por la estructura que se muestra en la imagen 4

Figura 4: La construccion que da las polares de todas las conicas de la familia

a) ;Cuédndo la cénica es una elipse?

Siempre que el quinto punto que la defina se encuentre entre las rectas azules que se muestran
en la imagen 4, pero solo entre una de esas regiones.

b) {Cudndo la cénica es una hipérbola?

Cuando el quinto punto que termina de definir la conica se salga de cualquiera de las dos
regines mencionadas anteriormente, o en la interseccién de las mismas.

¢) ;Cuando representa un par de rectas?

Sera un par de rectas siempre que el quinto punto que determina por completo la conica sea
colineal con cuales quiera otros dos puntos esto es facil de entender ya que una curva no
puede pasar al mismo tiempo por 3 puntos colineales, por lo que la unica manera en la que
puede pasar por los 3 puntos es ser un par de rectas.



d) {Cudndo es una parabola?

Solo cuando el quinto punto que define por completo a la cénica se encuentre en el infinito,
ya que con ellos no esta definido el centro de la cénica, al ser la pardbola la tinica cénica que
no tiene un centro, la conica sera una.

8.- Muestre que los puntos A (3,—2,7), B (6,4,—2) y C (5,2, 1) se encuentran sobre la misma
recta.

Para ello considerese primero la recta determinada por los puntos A y C, si B es colineal
con ellos, entonces se cumple que existen o,y € R tales que a +v=1y B = aA + yC por
lo que al sustituir eso equivale a resolver

6 3 5 ég —3 ;a++5;7_—6
_42 — _72 + v ? que nos da el sistema 3) Taty=-—2
1) at+y=1(x)

(* se anade de la condicién que deben cumplir «,v) que aparentemente es un sistema de
ecuaciones sin solucién, ya que tiene mayor nimero de ecuaciones que de variables, pero
en caso de que exista la solucién bastara con resolver dos ecuaciones del sistema de cuatro,
tomando las ecuaciones 3) y 4) se puede despejar v de 4) con lo que v = 1 — « y al sustituir
en 3) se tiene Ta+1—a = —2 por lo que 6a = —3 y de esto que a = —% lo que implica v = %,
ahora lo adecuado es comprobar que estos valores de « y v satisfacen el par de ecuaciones
restantes, por lo que la sustituir se tiene

3 5y =6 . 3(-3)+5(2)=6 3415 _¢g
—§a++ ;7:4 sustituyendo _2((_2%))—: 2((2%)) _ 4 con lo que 12_:_32:4

con lo cual se confirma el hecho de que los valores encontrados para « y - satisfacen las
cuatro ecuaciones por lo tanto al existir dichos valores, se puede afirmar que se cumple el
que B = aA+~C con a+7 = 1y por lo tanto los puntos A (3, —2,7), B (6,4, —2)y C' (5,2,1)
se encuentran sobre la misma recta.

9.- Dados dos puntos A (x4, Ya, za) v B (zb, Ys, 25), muestre que el punto de interseccién de la
recta perpendicular que une a dichos puntos y que parte del origen es

10.- Encuentre la distancia entre los planos paralelos Il : 22 —y+ 32 =4 y Ily : 40 — 3y —
2z+5=0.

Dado que los planos son paralelos bastara con tomar un punto en cualquiera de los dos
planos y calcular la distancia de dicho punto al otro plano, para ello tomemos un punto en
el plano TI; sea el punto p; (0,—4,0) € II; ahora solo se debe calcular la distancia de ese

. ax+by+cz+d <
punto al plano Il se pued simplemente usar que d (p, 1) = % con cual se tendra que
d(p1,1l) = 4\(/0;3((_3; 2((0);;25 = \}—219 con lo que la distancia entre los planos II; y Ily serd de

+(=3)*+(—
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11.- Describa el lugar geométrico de los puntos que se encuentran a igual distancia del origen
al plano 3x +y — 2z = 11.

Ya que la distancia de un punto p (zo, o, z0) & una plano Il : az + by + cz + d = 0 esta dada
por d (II, p) = 2xetbioteindd oo tiene entonces que £ := {p|d (p,II;) = d (p,0) , IIy : 3z +y—

NeEw e

2z = 11} con lo que los puntos en el lugar geométrico que se busca satisfacen la ecuacion

3”3’ 2211 _ \/ (x — 0 = —0)%, que elevando al cuadrado en ambos lados
Jortarir (y =0+ (=0 q

de la 1gualdad equivale a Brty221)° _ g2y Y2 + 22, con lo que 3z 4y —2z —11)° =

1422+ 142 +1422% y al desarrollarli,s 922+ 92 +422 + 62y — 1202 —4yz — 662 — 22y +442+121 =
1422 + 149% + 1422 que al simplificar se tiene 522 + 13y? + 1022 — 62y + 1222 + 4yz + 66z +
22y — 44z — 121 = 0, que es la ecuacion de un paraboloide de revolucion tal y como se ve en
la imagen 5, esto parece un tanto obvio, ya que si se toma el plano una recta y un punto, el
conjunto que se produce en el plano es una pardbola, si se hace girar la recta, el punto y la
parabola, respecto a la el eje de la misma, la parabola producira el paraboloide, el punto no
variara y la recta producira el plano.

Figura 5: El paraboloide de revolucién, el plano y el punto que lo generan.

12.- Encuentre la ecuacién del plano que pasa por ¢(1,3,2) y que es perpendicular a los
planos Iy : 2x +3y — 42 =2 y [l : 4o — 3y — 22 = 5.

Teniendo 2x 4+ 3y — 4z = 2 y 4o — 3y — 2z = 5 las ecuaciones cartesianas de los dos planos
es posible obtener directamente un vector normal a cada uno de los planos, dados por los
coeficientes de z, y, z en cada una de la ecuaciones, por lo que los vectores normales son
n1 (2,3, —4) y ny (4, —3, —2) ahora bien para que el plano sea perpendicular a los dos planos,
este debe ser perpendicular a su vez a un vector que lo sea a los dos vectores normales a cada
uno de los plano, ya que este sera de alguna manera paralelo a ambos planos, por lo cual al
ser ng = ny X ng un vector perpendicular a los normales de cada plano, es precisamente este



el vector normal al plano buscado recordando que

~

ik
no=m Xns=|2 3 —4|=—18—12j—18j=(—18,—12, —18)
4 -3 -2

ahora bien teniendo el vector normal al plano ng = 6 (—3, —2, —3), y al querer que el plano

plase por el punto ¢ se tiene que Il : (p — q)-ny = 0 sustituyendo se tiene (x — 1,y — 3,z — 2)-

6 (—3, —2, —3) = 0 por propiedad del producto punto 6 ((z — 1,y — 3,2 — 2) - (=3, —2,-3)) =
0 por lo que al desarrollar se tiene 6 (—3x +3 — 2y + 6 — 3z + 6) = 0 que al simplificar se

obtiene la ecuacion equivalente —3xz — 2y — 3z 4+ 15 = 0 por lo que finalmente la ecuacion

del plano perpendicular a ITy, Il y que pasa por q es Ily : 3z + 2y + 32 — 15 = 0.

13.- {Para que valores de k la coleccién de puntos A (k,2,—2), B(2,-2,k) y C(—2,1,3) son
colineales?

No existe ningtin valor k para el cual los puntos A (k,2,—2), B(2,—2,k) y C (—2,1,3) sean
colineales, tomemos la recta formada por los puntos A y C, si se desea saber si B puede ser
colineal con ellos, entonces se puede encontrar «,y € R talesque a+v=1y B = aA+~C
por lo que al sustituir eso equivale a encontrar dichos valores tales que satisfagan

9 k —2 ;; 534:727—:—22
2 | =a 2 + 1 que nos da el sistema 3) —2a+3y=k
k -2 3

4)  a+vy=1

que efectivamente como se nota para encontrar .y v basta con tomar en cuenta las ecuaciones
2) y 4) que al resolver dan los valores &« = —3 y v = 4, pero si se sutituyen estos valores en
la ecuacién 3) dan el valor de k = 18, pero si se comprueba en la ecuacién 1) no se satisafce
la ecuacién, por lo que no existen los valores de « y v que satisfagan las cuatro igualdades y
por lo tanto los puntos A (k,2,—2), B(2,—2,k) y C'(—2,1,3) no pueden ser colineales para
ningun valor de k.

14.- Encuentre la ecuacién del plano que pasa por qq (2, —2,0) y es perpendicular a la recta
formada por z = 3, y = 2x — 4.

Lo primero es poner la recta en su forma paramétrica, primero hay que identificar la forma
de un vector en la interseccién de los planos, ya que uno de los planos es z = 3 y el otro
plano y = 2x — 4 no tiene restricciones se puede afirmar que todo punto en la recta (es decir
la interseccién de los planos) es de la forma

t 0 1
Pty=[2t—4 | =] -4 | +¢| 2
3 3 0

que es precisamente la ecuacion paramétrica de la recta, ahora bien para que el plano sea
perpendicular a la recta, este debe serlo a su vez al vector generador de la recta, ya que el



vector generador es n; (1,2,0) este mismo es el vector normal al plano, ahora ya que el plano
debe pasar por el punto ¢y este queda definido por II; : (p — qo) - m1 = que al sustituir se
tiene ((x,y,z) — (2,-2,0)) - (1,2,0) = 0 que implica (x — 2,y +2,z) - (1,2,0) = 0 con lo
que al desarrollar se tiene x — 2 + 2y + 4 = 0 por lo que finalmente el plano que se busca
esta definido por la ecuacién cartesiana de tal manera que II; : x +2y +2 =0

15.- Muestre que la refelxién del punto A (x4, Y4, 24) con respecto al plano Az+puy+vz+p = 0,

tiene por coordenadas
(H,Q-I—VZ —>\2>$a —2AUYa—2Avzq—2Xp
\2 +u2 +V2
(/\2+u2 —u2)ma —2uvYa —20N2q—241p
\2 _;'_,u2 +V2
(,u2+>\2 —VZ).’EQ —2U\Yq—2vpzq—2Vp
\2 _;'_'u2 +V2

Si se toma que la reflexion es el opuesto respecto al plano al punto original, este debe
encontrarse sobre la recta perpendicular al plano y que pasa por el punto A por lo que en
forma paramétrica se tiene la recta P (t) = (T4, Ya, 2a) + 1 (A, pt, V)

16.- Muestre que el volumen del tetraedro formado por el origen y los tres puntos A (24, Ya, 2a),
B (zp, yp, 2) ¥ C (Z¢, Yo, 2c) se puede calcular como

1 xa ya Za
6 To Ub Zb
Te Ye Ze

Para ello lo primero serd calcular el volumen de paralelepipedo que determinan los vectores
Oj4, O_B, 0C para obtener el volumen del solido es necesario encontrar el area del paralelogra-
mo que conforma la base y multiplicar esta por su altura, para ello primeramente observese
la imagen 6 en la que se muestran los tres vectores y el paralelepipedo definido por ellos para
una mejor visualizacién de la idea. Ahora si se recuerda que el area del paralelogramo que
conforman los vectores A y B esta dada por la norma del producto vectorial de ambos, es
decir V,, = ||Ax Bl|h, si se considera el dngulo 6 que conforman A x B y el vector restante C'y
se considera que la altura del paralelepipedo esta dada por h = ||C]| cos #, al sustituir se tiene
que V,, = ||Ax B||||C|| cos 6 ahora si se nota que ||Ax BJ|||C|| cos§ = (A x B)-C se sustituyen
los valores de A, By C se tiene que (A X B) - C = (Ya2b — Za¥bs ZaTb — TaZb, Talo — Yalb)
(Te, Yo Ze) = TeYaZb — ZaloTe + YeZalh — YeTaZb + ZeTallp — ZeYaTy que al re-ordenar términos
se tiene (A x B)-C' = aYp2e — TaleZb — YaTvZe + YaleZb T ZaToYe — ZaTelb = Ta (YpZe — Ye2b) —
Yo (Tpze — Tezp) + 24 (TpYe — Teyp) que se puede observar que por lo tanto

U b Ty Zb Ty Yb Yo Yo Za

(AXB)'C:.Z‘a a + 24 = | Ty Y <p
Ye Zc Te Zc Te Ye

Te Ye Ze

por cual el volumen del paralelepidedo definido por los vectores 0?4, OP, 0C esta dado por
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Figura 6: Los vectores A, B y C'y el paralelepipedo que determinan

la siguiente igualdad con un deteerminante

t/Ija ya Za
Vo=12 W 2
a”.C yC ZC

Ahora considerese el prisma triangular que conforman los mismos 3 vectores Oj4, OP, 0C cuyo
volumen sera V,, = %Vp, dado que el area de su base sera la mitad de la del paralelepipedo
tal y como se observa en la imagen 7, si se observa esta imagen se verd que el tetraedro

Py
=
/

Figura 7: El prisma de volumen %Vp y el tetraedro del que se desea su volumen

del que se busca su volumen se encuentra dentro del prisma mencionado anteriormente, por
lo cual al tener la misma base y altura de este el volumen del tetraedro, estarda dado por

V; = 1V, sustituyendo se tiene V, = £3V, = £V}, por lo tanto el volumen del tetraedro se
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puede calcular como

1 :L‘a ya ZCL
1 T YUp Zp
6

xc yc ZC

17.- Muestre que el punto qo (—3,1,—4) se encuentra sobre la esfera 2% + y* + 22 + 6x +
24y + 8z = 0, y escriba adecuadamente, la ecuacién del plano tangente a la esfera en ese
punto.

Ya que ¢y se encuentra sobre la esfera si y solo si al sustituir sus coordenadas satisfacen la
ecuacion de la esfera, por lo que al sustituir se tiene (—3)* + (1)* + (—=4)* + 6 (—3) +24 (1) +
8 (—3) = 0 desarrollando (—3)* 4 (1)* 4+ (—4)* 46 (—3) +24 (1) +8 (—4) = 0 que al desarrollar
implica 941+ 16 — 18 + 24 — 32 = 0 con lo que efectivamente se cumple la igualdad, por lo
cual al satisfacer la ecuacién de la esfera el punto se encuentra sobre la misma. Ahora bien
ya que se puede definir toda cuddrica de forma matricial (es valido ya que la esfera es un
caso especifico de cuddrica) se tendrd que la forma matricial de la esfera que es:

1 00 T T
Cp): (zy z)| 010 y | +2(3 12 4) y | =0
0 0 1 z z

que usando lo aprendido para las cénicas en el plano es posible poner en su forma bilineal
de la siguiente manera

1 00 Tq Tq 3
Bp.g:(z y z)[ 010 yg |+(3 12 4) [ y, |+(2 y 2)| 12 | =
0 0 1 2q 2q 4

recordando que al sustituir las coordenadas de un punto ¢ en la forma bilineal de una cénica
en el plano, se obtenia como resultado la recta polar asociada a ese punto ¢ respecto a
la cénica. Ademads en caso de que el punto se encontrard sobre la cénica, la recta polar
resultaba ser a su vez la tangente a la conica en el punto g, se puede usar esto en el espacio
para encontrar el plano tangente por lo que si se toma:

1 00 -3 -3 3
B(p,qo):(xyz) 010 1 +(3 12 4) 1 +(xy z) 12
0 01 —4 —4 4

con lo que al desarrollar se tiene B(p, P) : =3z +y—42—9+12—-16+3x + 12y +42=0
que al simplificar es equivalente a B (p, P) : y = 1 que es la ecuacién de un plano, que en
efecto es tangente a la esfera, si quiere verificar el resultado lo mas adecuado es completar
cuadrados en la ecuacién de la esfera 2% + y? + 22 + 6x + 24y + 8z = 0 con lo que se tiene
la ecuacién equivalente (z +3)° + (y + 12)° 4+ (2 4+4)> = 169 lo que implica que el centro
de la esfera tiene coordenadas x.(—3,—12,—4) ahora ya que el plano debe ser tangente a
la esfera su vector normal estd dado por n = z. — gy que sustituyendo da como resultado

12



n = (0,—13,0) por lo que la ecuacién del plano cumple que (p — go)-n = 0 al sustituir se tiene
((z,y,2) — (—3,1,—4)) - (0,—13,0) = 0 desarrollando (x + 3,y — 1,z +4) - (0,—13,0) =0
que al realizar el producto punto es —13y + 13 = 0 con lo que finalmente II; : y = 1 es el
plano tangente a la esfera en ¢y como se muestra en la imagen 8.

4

Figura 8: La esfera y el plano II; : y = 1 tangente a la esfera en ¢y (—3,1, —4)
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