Geometria Analitica 11
LECTURA 6

Ayudante: Guilmer Gonzdlez Dia 30 de marzo, 2006

El dia de hoy veremos:

0. Comentarios sobre los trabajos ultimos.

1. Coénicas, su centro, su forma.

1 Conicas, su centro

Consideremos el problema de describir la cénica

2
3z2+4zy+6y2—2\/§z+4\/5y+?:0

Obs. La parte lineal nos proporciona informacién de la posicién del centro,
la parte cuadratica de su forma.

En forma matricial escribimos

X' Ax 4+ 2g'x+v=0

donde

=(28) =) e

La pregunta es: se trata de una conica, pero cual? una hipérbola, una elipse,
una parabola, un punto? existen puntos que la representen?

Primero vamos a centrarla, vamos a eliminar el término lineal. Para esto
necesitamos aplicar una traslacion a la cénica de un punto x a x. Para
lograrlo la cénica debe poder ser escrita de la forma

1



%'Bx +7 =0

Consideremos la transformacién

X=X — Xg

si X es el centro de la conica, esta transformacién nos es 1til. Veamos lo que
debe ser satisfecho para que esto se cumpla.

Bajo esa transformacién observemos la cénica

xXAx +2g'x+v = 0
- N - 2
= (x—x%0) A(x —x¢) + 2g"(x — x0) + -

2
= X'Ax+2(—x{ A+ g")x — 2g'xo + x5 Ax0 + ==0

Si x = X — X( es una transformacion hacia el centro de la cénica, esta repre-
sentacion no debe contener términos lineales, para conseguirlo,

(—x}A + g')x = 0
independiente de x (para todo elemento x debe ser satisfecha esa relacién),

por consiguiente el vector —x5A + g’ debe ser el vector cero, esto se escribe
en forma elegante como

—AXO—I—g:O

lo cual es un sistema lineal de ecuaciones

Axg=g

Hemos llegado a que si xq es el centro de la conica, xq es solucion del sistema
anterior.



Para el ejemplo que nos compete, el sistema es:
3 2 z\ [ -5
2 6 y )\ 2v5
Usemos Maple para resolver el sistema

> with(LinearAlgebra):

> A:=<<3,2>[<2,6>>;

[3 2]
A= [ ]
[2 6]
> g:= <-sqrt(5),2*xsqrt(5)>;
[ (1/2) ]
[-5 ]
g = [ ]
[ (1/2)]
[2 5 ]
> LinearSolve(A,g);
[ 5 (1/2)]
[--5 ]
[ 7 ]
[ ]
[ 4 (1/2) 1]
[ -5 ]
[ 7 ]

Mostrar el programa en clase cémo introducir las intrucciones
para resolver sistemas usando Maple, hacer comentarios.

La solucién del sistema es

5
~2V5

V5

Realizando las operaciones en la ecuacion transformada, tenemos

Xo =
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> -2xDotProduct(g,x0)+ DotProduct (x0,MatrixVectorMultiply(A,x0)) + 2/7;

-9

X'Ax—9=0
Hacer algunos comentarios sobre cémo obtener el scalar sin aplicar
operaciones matriciales.

Hasta aqui, hemos obtenido una representacién centrada en x, de nuestra
cénica, pero aun no sabemos la forma que tiene.

2 Conicas, su forma

Necesitamos transformar esta ecuacién en una mejor legible, las cénicas
donde A es diagonal nos dan informaciéon. Para lograrlo vamos a aplicar
una serie de transformaciones lineales simpaticas a A de manera que no al-
teren la cénica y nos informe de que tipo se trata.

Vamos a resolver el problema que esta ligado a esto, y luego interpretemos
los resultados para justificar el procedimiento.

Resolvamos el problema

Au = \u

este es un sistema de ecuaciones que se escribe en forma homogénea para
— t
u = (ul, UQ)

(3—)\)U1—|—2’UQ =0
2 + (6= ANuy = 0

como no estamos interesados en la solucién trivial u = 0, necesitamos que
ambas rectas sean paralelas, esto es que se cumpla la condicén



la cual nos lleva a la cuadratica

M —-9\+14=0

resolviendo, tenemos los valores A\; = 7; Ay = 2. Usemos el mas grande
primero. Para A = 7, tendremos que el sistema Au; = Au; se escribe como

—4uyy + 2u12 =0

o bien,

2’&11 — U2 = 0

una solucién para ese sistema seria u; = (u1; = 1, u12 = 2), si tomamos entre
ellos al vector con norma uno, tenemos

1
11N [
VAN 2 A W

Para A\ = 2, el sistema Auy = Auy se escribe como

U1 + 2ug2 =0
una solucién es ug = (ug; = —2,uge = 1), y de forma general
Uy = k(ug = —2,ugp = 1)

Sin embargo, no estamos interesados en cualquier vector, deseamos que su
norma sea 1, para esto normalicemos.
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Con los vectores u; y ug, formemos la matriz P

i
i

P = [U1|UQ] = )

1
NGV

Esta matriz es muy simpatica, si observamos

D= P'AP =
0 2

La transformacion x = Px es la que nos sirve, veamos que

X'P'APX +7 =%x"Dx+7 =M X2+ My* +4 =0

Ahora si, ya podemos decir que se trata de una elipse.

Observe que la tranformacién P es tal que P que diagonaliza a A de
manera tal que det(P) = 1, esto es

P'AP =D

esa es la propiedad de P.

Observacién: Si P es ortogonal y det(P) = 1, entonces P es una rotacién

cosf) —sen 0
P =
sen § cosf
Hacer algunos comentarios

Para nuestro ejemplo, tenemos que



T3 +2)-9=0

es una elipse!

La gréfica de la ecuacion la podemos obtener facilmente con Maple usando

>with(plots):
>implicitplot (3*x"2+4xx*xy+6*y~2-2%sqrt (5) *x+4*sqrt (5) xy+2/7=0,x=-1. .4,y=-3..2);

Figura 1: Gréfica de la coénica.



