Geometria Analitica 11
LECTURA 4

Prof: Pablo Barrera Dia 15 de marzo, 2006

El dia de hoy veremos:

0) Comentarios sobre los trabajos tltimos.

1) Cobnicas y rectas singulares.

1 Transformaciones

Durante el curso trabajaremos con Transformaciones lineales y afines.

Def. Una transformaciéon 7' : R? — R? se dice que es lineal si, para p, ¢ € R?

T(ap + Bq) = aT(p) + BT (q)

Ejemplo: Si A es una matriz, T'(p) = Ap es una transformacién lineal.

Def. Una transformacién T : R? — R? se dice que es afin, si (manda rectas
en rectas), r = ap + g, con a + =1

T(ap + Bq) = oT(p) + BT (p)

Ejemplo: T'(p) = Ap + b es una transformacién afin. (recordar los cambios
de sistemas coordenados vistos en anteriores sesiones).

2 Conicas y transformaciones afines

A la cénica

Clp): p'Ap+2p'g+~v=0
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le hemos asociado una transformacién

B(p,q) = p'Ag+p'g+d'g+~ (1)

esta transformacién seria lineal, si v = 0.

Observemos que, para py un punto cualquiera, consideremos

Co(p) : B(p,po) = p'Apo +p'g +g'po +~v =0
esta es una recta. Ahora bien, si py € C(p), entonces Cy(p) es una recta que
pasa por po y es tangente a la cénica C(p) en py.
Propiedad: B(p, q) es una transformacién afin para go.

Esto es, que si a y (3 son tales que o + 3 = 1, entonces

B(p> aqa + ﬁqQ) = QB(pa Q1) + ﬁB(pa Q2) (2)

Demos un bosquejo de su prueba, desarrollemos el lado izquierdo y juguemos
con el hecho de que a + 5 =1

B(p,aqi + Bg2) = p'Alaq + Bg) +p'g + g'(aq + Ba) +

ap'Aqu + Bp' Ay + p'g + ag'qr + B9l +

a[p'Aqi + g'q1] + Bp' Aga + g'q] + p'g +

= ap’Aq +9'q +p'g+ ]+ Blp' A + 9’2 + p'g + ]
g+ —ap'g—ay—pGplg—pBy

aB(p,q1) + BB(p, ¢2)
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En el problema anterior discutimos la ecuacién de la cuerda que corta a
la conica en los puntos q; v go, esta ser escrita de la forma

B(p,q1) + B(p,q2) = B(q1, ¢2) (3)

Ahora bien, entre los puntos ¢; y g2, tomemos el punto medio



Figura 1: Una cuerda entre dos puntos de la cénica.
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= §[B(p, 1) + B(p, ¢2)] pero qi, ¢z, se encuentran sobre la cuerda (3)
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Hemos encontrado una relacion del punto medio de la cuerda. Ahora bien,
para ¢s

1
B(gs,q3) = 53(% )

por consiguiente

B(p, q3) = B(g3,q3)



B(p.q)=Bla, 9,

Figura 2: Dado el punto medio de una cuerda, se tiene la ecuacién de la
cuerda.

Representa a una recta que pasa por el punto medio de una cuerda a la cénica
C(p), con esto si sabemos "trazar” cuerdas podemos encontrar el punto medio,
y de contar con el punto medio, podemos describir la cuerda.

Propiedad 1: Qué pasa si ¢ = ¢27 Ambos puntos se encuentran sobre la
cénica, de la ecuacion de la cuerda tendremos que

B(p,q1) + B(p,¢1) = B(q1, 1)
2B(P>Q1) = B(Qle):O

recuerde que como ¢; pertence a la conica, se cumple que B(q1,¢q;) = 0, con
esto tendremos la relacion

B(p>Q1) =0

la cual es la ecuacién de la recta tangente de C(p) en el punto ¢;.

Propiedad 2: Pensemos en la interseccién de las rectas tangentes a los
puntos q; y ¢o, en notacién, si

Ly = {p| B(p,q) =

0}
Ly = {p| B(p,q2) =0}
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Figura 3: Dada la interseccion de las tangentes, se obtiene la recta que pasa
por los puntos.

de existir la interseccion, si q3 es ese punto, tendremos que

B(gs,q1) = 0
B(gs,q2) = 0

porque g3 estd en £q N Lo, reescribiendo esta relacién tenemos

B(qi,q3) = 0
B(q2,q3) = 0 (4)

se observa que B(p, ¢3) = 0 es una recta, que pasa por ¢; y ¢ (eso expresan
las ecuaciones (4)).

En el problema anterior, para la conica

302 4+ 20y + 3y — 20+ 2y =3

encontro los cuatro puntos en que la elipse intersecta a los ejes coordenados.
Llamemos p; y p3 a los obtenidos sobre el eje x v p2 v p4 a los obtenidos sobre
el eje y, bajo la numeracion contraria a la manecillas del reloj. Resuelva lo
siguiente:



1. Encuentre las rectas tangentes a los cuatro puntos.

2. Determine el punto de interseccién de las rectas tangentes a la conica en
p1 ¥ p2- De igual forma el punto de intersecciéon de las rectas tangentes
a la cénica en p3 y py.

3. El origen del sistema coordenado se encuentra dentro de la elipse. Iden-
tifique la recta B(p,0) = 0.



