Geometria Analitica 11
LECTURA 1

Ayudante: Guilmer Gonzdlez Dia 14 de febrero, 2006

El dia de hoy veremos:

0. Sobre cémo presentar los trabajos y como seran calificados.
1. Comentarios sobre vectores

2. Comentarios sobre coordenadas baricéntricas.

1 Temas a manejar adecuadamente con vec-
tores

1. Vectores definicion y algebra de vectores.

2. Un vector en término de vectores de referencia.

3. La regla del tridangulo y regla del ciclo.

4. Usar vectores para encontrar la suma de fuerzas resultantes.
5. Las medianas de un triangulo.

6. Proyecciones, propiedades operaciones.

7. Producto interior o escalar, propiedades.

8. La ley del coseno, aprender a demostrarla, a interpretarla.

9. La ley del paralelogramo: la suma de los cuadrados de las longitudes de
las diagonales de un paralelogramo, es igual a la suma de los cuadrados
de las longitudes de sus lados.

10. Sobre las medianas, su magnitud.



11. El producto interior sin calculo del angulo.

12. Ortogonalidad, concepto y propiedades, resultados.

13. Ejercicios numéricos, operaciones, conceptos y diferencias.
14. El producto vectorial.

15. El area de un paralelogramo, la altura de un paralepipedo.
16. Ortonormalizacion de vectores.

17. Expresar un vector en términos de dos ortogonales.

18. Ejercicios numéricos.

2 Coordenadas baricéntricas

. Qué son las coordenadas baricéntricas? Preguntarle a alguien.

El interés primero hacia un objeto geométrico es la descripcién de éste por
medio sistema local. Las coordenadas Baricéntricas nos permiten localizar
un punto a partir de otros de referencia.

2.1 Interpretacién fisica

Considere 4 vectores en el plano como se muestra en la figura
calcule la fuerza resultante.

Ahora bien, sobre cada fuerza que actia sobre el punto P, duplique la
fuerza, qué obtiene? esto es, cudl es la fuerza resultante? Ddnde se encuentra
el punto P? y si ahora cada fuerza que actia sobre P considera la tercera
parte y la aplica sobre P, qué obtiene?

Resultado: Las coordenadas baricéntricas no son unicas.

Qué significado podemos darle al problema del balancin? Desde
el punto de vista fisico: un problema de equilibrio, la bisqueda de “masas”
adecuadas. En el plano de los vectores, una combinacién lineal apropiada.



Figura 1: Fuerzas tirando de un punto.

Este concepto de “combinacion lineal convexa” puede ser extendida, de
tal manera que un punto se encuentre fuera del segmento que definen dos
puntos, usando de manera adecuada los “pesos” o “masas”’. Asi dado dos
puntos, sobre la recta que los definen podemos localizar cualquier punto.

Esta idea la extendemos al plano, de tal manera que dado tres puntos,
podemos localizar a un punto P a partir de las “masas” asociadas a los
vértices. O atacar el problema inverso, encontras las “masas” o coordenadas
baricéntricas asociadas a los vértices dada la ubicacion del punto. p.j. Para
ubicar al punto de interseccion de las medianas debemos asignarle un peso
de 1/3 a cada vector.

Ahora bien, en lugar de vectores, utilicemos una coleccién de n puntos
{P,;} en el plano, a cada punto le asignamos un escalar «; con

o +ag+-ra, =1

consideremos el vector

O_P = alOﬁl + OégO_pg + -4 OénO_)Pn

JQuién es OP? ;Quién es P? ;Quién es P para [Ba; con 3 constante
distinta de cero?



Definicién: Consideremos una coleccion de puntos Py, Ps, ... P, y tomemos
la coleccién de puntos P que se pueden escribir en la forma

P:a1P1+oz2P2—|—---oznPn

donde

o tag+ o, =1

Los puntos P forman un espacio, y las coordenadas

(Oél,Oég, e ,Ozn)

son llamadas las coordenadas baricéntricas de los puntos del espacio.

2.2 Un punto en un segmento de recta

El caso mas simple de coordenadas baricéntricas viene dado al considerar dos
puntos P; y P en el plano. Si a; y ay son dos escalares de tal forma que
a1 + as = 1, definamos P por

P:a1P1+a2P2

Si los escalares a; v a son tales que oy + as = 1, el punto P definido en
la forma

P:a1P1+a2P2

es un punto en la recta que pasa por P, y P, de manera particular, si
ag,ap € [0,1], el punto P se encuentra dentro del segmento de recta que une
Py con P. Y si ay es negativo pero ay + ap = 17 Preguntarle a alguien

Hacer un ejercicio ’’grafico’’

Considere dos puntos en el plano P; v P,, bajo esta idea de segmentos,
quién es el punto



e P para a; =1/3, as =2/3.
o Q para a; =3/4, ay =1/4

e Rparaa; =4/3, ap =—1/3

By P
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Figura 2: Puntos en referencia con otros dos fijos.

2.3 Un punto dentro de un triangulo

Consideremos tres puntos no colineales en un plano Py, P» y Ps, si ag, as y
a3, son tales que oy + as + ag = 1, tendremos que el punto P definido por

P:Oé1P1+Oé2P2+Oé3P3

es un punto en el plano del tridngulo formado por P, P, Ps.

Si aq, ag, ag € [0, 1], el punto se encuentra dentro del tridngulo. Si alguno
de ellos es negativo o mayor que 1, el punto P se encuentra fuera del triangulo.

Preguntar qué pasa con P si alguna de o; es cero.

Para qué sirven las coordenadas baricéntricas? Preguntarle a alguien
por la utilidad que se le puede dar. O0Observar la importancia para
localizar punto dentro de un tridngulo o dentro de un poligono.

2.4 Localizacién de puntos

Consideremos un tridngulo formado por los puntos P, P, y P5;. Sea P un
punto dentro del triangulo, tracemos las cevianas que pasan por ese punto



P
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Figura 3: Puntos de referencia a partir de 3 fijos.

Observamos que los pies de las cevianas las podemos representar como
puntos de equlibrio entre dos vértices, por ejemplo

mi P + moPs

Py =
mi + mao

de manera similar poder localizar Pa3 y P3;. Con esta informacion, con el
pie de la ceviana y el vértice opuesto, podemos localizar el punto P dentro
del triangulo

(mq 4+ ma)Pia + msPs
(m1 + mz) + ms

Prio3 =

De manera analoga, podemos localizar el mismo punto tomando como
referencia las otras cevianas y vértices

P123:P231:P312

las coordenadas baricéntricas son (mq, ma, ms)

Dado el punto P dentro del triangulo A formado por los puntos P, P> y
P;, encontrar las masas my, mg y ms.

Consideremos el tridngulo formado por los puntos P;(1,4), P(0,0) y
P5(3,0), jcudles son las coordenadas baricéntricas de P(1,1) con respecto a
estos puntos?.



La idea para obtener la representacién del punto en término de los puntos
del triangulo, viene dada al considerar una de las cevianas que pasan por él
y el pie de esa ceviana y el vértice opuesto.

Tracemos un segmento de recta que una P; con P y observemos el punto
de interseccién con el segmento P, Ps. Observamos que la distancia de esta
interseccion a P3 es 2 y hacia P es 1, por lo que asociamos 2 a P, y 1 a Ps.
Con esto, a este punto P»3 le asociamos la masa ms + mg3 y obsevamos que el
punto P dista de P, a una distancia 1, por lo cual al punto P; le asociamos
la masa my = 1, con esto

p_ 1-P+2-PB+1-P
B 1+2+1
por lo que (1,2, 1) son las coordenadas baricéntricas del punto P.

Y

En lugar de elegir esta ceviana, eligamos aquella que pasa por el vértice
P3(3> 0)

Asignemos por d; a la distancia del pie (x,y) de esta ceviana sobre el
segmento PP, a P, y dy la distancia hacia P, sobre el mismo segmento.
Encontremos esas longitudes para determinar las coordenadas baricéntricas.

Por una parte, tenemos que la relacion

4
%:I:él; con esto, y = 4x
por otra parte
-1 1-0 1
Y =1 3~ 3% con esto, y = —1/2x + 3/2
T — —

de estas dos ecuaciones tenemos que

r=1/3; y y=4/3

que representa el pie de la ceviana elegida. Ahora, calculamos la distancia
de ese punto a los vértices sobre el segmento obteniendo



2V/17

by =

~J

dy =

y al calcular la distancia de P(1,1) al pie de la ceviana, tenemos la masa
para asociar a Pj, logrando las coordenadas baricéntricas

VIT 217 V17

( 3 3 3

); o bien, (1,2,1)
Consideremos el tridngulo formado por los puntos P;(3,8), P(1,2) y

P5(5,3), calculemos las coordenadas baricéntricas de P(4,4) con respecto a
estos puntos.

Consideremos P como combinacién lineal de vectores

—

PP = aPz_P3+ﬁP2_P1
= (B — PBy)+ (P - P)
= a(4,1) + 5(2,6)
— P—F=(3,2)

de donde se tiene el sistema
da+ 20 =
a+66 =
con lo cual

a=14/22;  3=15/22

Ahora bien, de la combinacién linea se tiene que

P = Pg—l—OéPg—l—ﬁPl—OéPg—ﬁPg
= ﬁPl—l—(l—Oé—ﬁ)Pg‘l—OéPg

8



con lo que hemos obtenido las coordenadas baricéntricas de P con respecto
a los otros puntos

(67 l—a-— 67 Oé)
La relacién
P=(1-t)P +th

la podemos escribir como

miP + moPs
mi + mao

P =
Los problemas que podemos atacar son los siguientes

1) Dado los puntos y las masas, localizar el centro de masa.

2) Dado un punto P, asignarle las masas a los puntos P, P» y P3, para
hacer que P sea el centro de masa.

Basicamente expresamos

m1ﬁ1+m2ﬁ2+m3g
mi1 + mg +ms

P =

para entonces asociar las coordenadas baricéntricas a P

—

(ml, ma, mg) — P



