Capitulo 1

Un paseo por R?

1.1 Distancia y area

Una herramienta muy importante en la descripcion de lugares geométricos,
es la distancia entre dos puntos.

Problema 1 Dado dos puntos P(z1,y1) vy Q(x2,y2) en el plano R?, estamos
interesados en la distancia entre ellos

dP,Q) = |P-Q|
= V(w2 — 212+ (12 — 1n)?

Observacion 1 Esta relacion involucra el Teorema de Pitdgoras, un resul-
tado sobre areas que usamos para calcular longitudes.

Otro problema de gran interés es el poder calcular y hacer uso del area
de un triangulo.

Problema 2 Dado tres puntos P, ) y R que definen un triangulo, siguiendo
la férmula de Herdn, tenemos



drea(A(P,Q, R)) = \/s(s —a)(s — b)(s — ¢)

donde a, b y ¢ son las longitudes de los lados del tridangulo y s es la seminuma
entre ellos.

Otra representacién para el area es la siguiente:

Problema 3 Dado tres puntos P(z,,v,), Q(z4,Y,) v R(x,yr) que definen
un triangulo, el area del tridngulo esta dado por

1| % Yp 1
éurea(A(P, Q> R)) = 5 Tq Yq 1
Tr Yr 1

Trabajo 1 Demostrar la relacion anterior para el area de un triangulo, por
dos caminos distintos.

Un importante resultado a partir de esta relacion es la siguiente:

Observacion 2 Tres puntos P(zp,v,), Q(z4,y,) v R(2z,,y-) son colineales,
si

Tp Yp 1
Tq Yg 1|=0
Tr Yr 1

Con ello, si el punto P(x,y) es arbitrario y colineal a () y R, podemos
obtener una relacién para la recta que pasa por ) vy R:

z y 1
Tq Yg 1|=0
Ty Y 1

Otra de las entidades que nos interesa es la proporcion entre segmentos.



Trabajo 2 Considere el segmento AB, donde A(zq4,va), B(xp, yp). Si P se
encuentra en el segmento y es tal que

AP )\

T:ﬁzu

Demuestre que las coordenadas de P(z,y) son

p(1rat ATy 1Yo + AYp
= S D)

Esta expresién se conoce como la representacién Baricéntrica de P en la
recta.

Otra forma de expresar esa relacién en forma vectorial es

pOA + \OB
o+ Al
B A
= 5~ 0oA+-——"_0B
A +M+A
= (1—t)OA+tOB;  donde t=\(u+ N

Para t, esta relacion la conocemos como la representacion paramétrica
de la recta.

Ahora bien, si desarrolllamos la relacién

z y 1
T Yg 1 |=0
Ty Y 1

esto nos conduce a una expresion de la forma

ar + By +v=0.

Observaciéon 3 La terna («a, 3,7) que define a la recta no es unica.



1.2 Familia de rectas

Problema 4 Consideremos 2 rectas, digamos

r—y+4 =
T—y—2 =

si estas dos rectas se cortan, entonces, para cualesquiera Ry y Ry distintos
de cero

RiBr—y+4)+Re(z—y—2)=0

Tenemos una representacion para una recta que pasa por el punto de
interseccion. En forma general escribimos

RiLi+ RoLy =0

Trabajo 3 Se cuenta con tres rectas, a saber Ly, Lo v L3 de la forma

£12 a1$+ﬁly+%:0
£2: a2$+ﬁzy+72:0
L3:  azr+ Gy +73=0

.Cual es la condicion, en término de los coeficientes «, (3 7, para que
estas rectas sean concurrentes?

El problema anterior, se puede atacar por dos caminos, uno el considerar
el punto de interseccion entre las rectas L1 y Lo y sustituir en L3, para lograr
una relacion entre los coeficientes de las rectas. La otra forma, es considerar
las familias de rectas que pasan por el punto de interseccion entre L1 y Lo y
observar a L3 como miembro de esa familia, esto es

L3 =k L+ kLo
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Lo que nos conduce a que el determinante del sistema sea cero

ar Biom
ay By 3 | =0
as B3 73

Veamos cémo justificarlo.

Si observamos al sistema de las tres ecuaciones, consideremos como miem-

bro de

ax + iy + 1z
o + Py + Yoz
ast + B3y +v3z = 0

Si el det del sistema es distinto de cero, tendremos solucién unica, que para
este caso, el caso de un sistema homogéno, obtendriamos que x =y = z = 0.
Pero no es asi(fijando z = 1), por ello, obtenemos una infinidad.

Otra forma de observar esta propiedad, es considerar los coeficientes como
vectores en R3, la relacién del determinante cero nos implica que el voliimen
que determinan es cero y por consiguiente se intersectan en un sélo punto
(suponiendo que no son paralelos).

Esta idea de ligar los coeficientes al espacio u observar una componente
dentro de otro espacio, se relaciona con el principio de dualidad, que podemos
plantearlo a través de una tranformacion

(z,y) = (z,y,2)

o bien,

(#,y,2) = (2/2,y/2)

Ejercicio 1 Dada la recta



r+pBy+v=0
. Qué familia de rectas no se encuentra representada?

Problema 5 Dada una recta

L:ar+Py+v=0

y dos puntos P(z,,y,) ¥ Q(x4,y,), como podemos calcular el punto de inter-
seccion de L y la recta que pasa por Py Q).

Por una parte, recordemos que si R se encuentra sobre la recta que de-
terminan P y (), tenemos que

con esto

_ (ufvp + Azg pyp + qu)
T S VRSP

Si R es punto de interseccién, R € L para lo cual, podemos encontrar
una expresion para fy A

Py + Mg 1Yp + Ayq
nind BRERG'| 7Ip - 7I4 =0
a( pt A )+ﬁ( p A )+7

o bien escribirlo como

a(pwy + Axg) + B(uyp + Ayg) +v(p+ A) =0

agrupando en términos de p y A

ulax, + By, + ) + Max, + Py, +7) = 0
= pl(P)+A(Q)=0



de donde se desprende que

Observacion 4 .
Si A/p < 0; R se encuentra fuera del segmento.
Si A/p > 0; R se encuentra dentro del segmento.

Trabajo 4 Considere el tridngulo determinado por los puntos A(zg, %),
B(xy,yp) v C(xe,y.). Demuestre que las alturas del tridngulo son concur-
rentes.

Sugerencia: Use adecuadamente la condicién de concurrencia vista en el
trabajo previo.

Problema 6 Dado un punto C(z.,y.) dentro de una circunferencia de radio
r, una ecuacion para esta esta circunferencia es

(z =)+ (y —ye)* =77

lo que nos lleva a que

2 +y? = 2wr. — 2yy. + 2l +yl — 1> =0

pero z2 + y? = d(C,0), con esto rescribimos lo anterior como
2?4+ y? — 2zx, — 2yy. + d(C,0) —1r* =0
Pregunta: ;Puede la ecuacion

3% — 2zy+y? +4r — 5y — 248 =0

representar una circunferencia?

Una circunferencia tiene la forma



a(r? +y?) +or +ey+0=0

que puede ser reescrito como

0 € 0
P+t —r+—y+—=0
« « «

donde §/a y €/a estan relacionados con la posicién del centro y 6/« con el
cuadrado del radio y la distancia del centro al origen.

Problema 7 Considremos la ecuacion de la circunferencia de la forma

2 ry?t=1

consideremos la operacion “producto derecha”, esta ecuacion la representa-
mos como

r-r+ty-y=1
Si evaluamos el punto (2,3) por la derecha, obtenemos

r-2+y-3=1
la cual es una recta que corta a la circunferencia, y si consideramos (0, 1)?
Trabajo 5 Si P(z,,y,) es un punto sobre la circunferencia

1,2 + y2 — 1’
muestre que
Tty ty-yp=1

es la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia en el punto P.

Sugerencia: NO use célculo.



Problema 8 Consideremos la ecuacién de la circunferencia

S={(x,y)| 2’ +y* =1},

o en la forma

S={(z,y)| v -z+y-y=1},

y observemos para P(x,,y,)

Sp={(v,y)| v 2,+y-y,=1},

El problema, es identificar este conjunto. Veamos unos casos particulares,
demosles valor a P.

Ejemplo numérico

Consideremos P(2,1), para este punto obtenemos la recta

La cual corta a la circunferencia en dos puntos Q) y R

Figura 1.1: Circunferencia y Sp.

Por una parte, tenemos que Q(z,,7,) estd en la interseccién de S y Sp,
con esto



Tg Tqg+Yg-yYg—1 = 0 (1.1)
Tg-Tp+Yg-yp—1 = 0 (1.2)

Ahora bien, observemos Sg

So=1{(v,y)| v -24+y-y,—1=0},

de (1.2), se sigue que P € Sg, de manera similar, tenemos que P € Sg,
asi P € SpNSg; y con esto Sp es la recta que pasa por P(). De esta manera
hemos caracterizado a Sg

Pregunta: Qué pasa si P esta dentro del circulo, quién es

Sp={(z,y)] v-2p+y-y,—1=0},

De manera directa podemos descartar a P(0,0). Tenemos que la recta
queda fuera del circulo. Probemos para P(1/2,0)

Sp = {(z,y)] z-1/24y-1-1=0}
= {(z,y)] =2}
en este caso obtenemos una recta fuera de la circunferencia. Ahora veamos

para P(1/2,1/2)

Sp = {(z,y)] =-1/2+y-1/2-1=0}
= {(v,y)] x+y=2}

Observacion 5 Las rectas obtenidas son perpendiculares a la recta que
parte del origen y pasa por P

T xp+y-yYyp—1=0
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lo escribimos como

S 1

Yo  Yp

’y:

pero la pendiente que pasa por 0y P es m' = y,/x,

Observemos que, para el punto (2,0), tenemos

T-Tp+y-yyp—1=0

obteniendo

r-24+y-0—-1=0

esto es x = 1/2.

Ahora consideremos el punto P(1/2,1/2), obteniendo

1 1
Sp = {(z,y)] 55'54'?/'5—1:0}

= {(z,y),] v+y—-2=0}

La cual es una recta perpendicular a aquella que pasa por 0y (1/2,1/2)
y que corta a esta en (1,1).

Resumiendo, para P € R?, el conjunto

1 1
Sp={(z,y)| Tty 5—-1=0

representa a

e Si P estd fuera de la circunferencia, S, es la recta que pasa por los
puntos de tagencia de las tangentes trazadas desde P.

e SI Pestda en S, Sp es la recta tangente a S en P.
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e Si P estd en el interior. Sp es la recta perpendicular al radio que pasa
por P que pasa por el punto de interseccion de S con la cuerda que
tiene a P como punto medio.

Trabajo 6 Considere un punto P(x,,y,) en R? y

2
z 2

ll -1
4 _l_ y )
la ecuacién de una elipse. Identifique

Sp={(z,y)| = zp+4y-y, —4=0}
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