Geometria Analitica 11
LECTURA 7

Ayudante: Guilmer Gonzdlez Dia 15 de marzo, 2005

El dia de hoy veremos:

0. Comentarios sobre los trabajos ultimos.

2. La ecuacién de una circunferencia en el espacio.

1 La Circunferencia en el espacio

En R? tenemos idea de cémo describir una circunferencia a través de su
ecuacién, por ejemplo de forma implicita

2yt =r

y de manera explicita por la parametrizacion

= 7rcosf

= 7rsen 0

Ahora el problema es describirlo en R3.

Sugerencia: Una curva en R? puede observarse como la interseccién de dos
superficies.

Ejemplo: Considere el cilindro descrito por

S = {(z,y,z)| zz—l—yz:l,zER}

y el plano



0= {(z,9,2),| z=1}

Veamos una idea general, cuando deseamos que la circunferencia viva en
un plano IT especifico.

Ejercicio: Considere el plano

M=A{(z,y,2)] v+y+z=1}

y un punto (zo, Yo, 20) en el plano es el centro de la circunferencia de radio
r. Encontremos la ecuacién que describe esa circunferencia.

Idea general. Sobre Py(xg, Yo, 20) construir un sistema coordenado ortogo-
nal local.

Consideremos un punto P (x1,yi, 21) distinto al primero y sobre el plano.
Observemos el vector

PoPy = (21 — %o, 41 — Yo, 21 — 20)

Como ambos puntos pertenecen al plano, tenemos que

(x1 —20) + (Y1 — yo) + (21 — 20) = 0

Sin pérdida de generalidad, consideremos z; = zg, con esto

X1 — To = —(yl - yo)

consideremos y; = 0 y rsolvamos para g, obteniendo que x1 = x¢ + o, asi,
hemos obtenido

Pl ($0 + Yo, 07 ZO)

y el vector

PyP, = (Y0, —Yo, 20)
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Ahora, construyamos un punto P (z3, y2, 22) en el plano, de tal forma que

PJPg sea ortogonal a PJPL

Por una parte necesitamos que

PPy - PP,

de donde se desprende que

0
(932 — 2o, Y2 — Yo, 22 — ZO)

Yo(w2 — x0) — Yo(y2 — o) =0

T2 — Zo = Y2 — Yo.

Tomando z, = 0, tenemos que ¥y = yo — To. Ahora bien, como P, € II, se

sigue

de todo esto, zo =

1—|—l’0—y0.

To+ Y2 +20=1

Con lo cual, hemos obtenido el punto

Py(0,y0 — zo, 1 + 29 — y0) y el vector PJPg = (—xg, — 0, 2x0).

Con el sistema de referencia ortogonal {PJPb PJPg} podemos definir un
punto P que satisfaga la propiedad de la circunferencia. Para lograrlo de
manera eficiente, normalicemos esos vectores

1

v = =
| Po Pl
1
\/§|y0|
1
Vo2 =

\/6|930|

(_$07 —Zo, 2$0) =

(y(b —Yo, 0)

1
(Y0, —10,0) = E(L—LO)

1
%(—1,—1,2)

Con esto, cualquier punto P en el plano, puede observarse como



NG (—1,-1,2)

P(a, 3) = (w0, yo, 20) + %

Esto es

1 1

r = £E0+7§Oz—76ﬁ

S S
Yy = Yo \/504 NG
z 20 \/6

Por consiguiente, si deseamos los puntos P sobre la circunferencia de radio
1, debemos pedir que

a4+ 32 =1.

Esto sigue de la necesidad de que ||Py — P|| = r?

1P =Pl = lavi + Bue|
o + 32 =2

Esta seria una representacién de la circunferencia en el plano.

Si observamos la relacion para a y (3, podemos facilmente reemplazarla
por el coseno y seno del dngulo # formado a partir de un eje local, por ejemplo
PyP;.

o = rcosf
8 = rsenf

Con esto, obtenemos otra respresentacion para esa circunferencia, a saber



1 1
P(Oé,ﬁ) = ($0>y0>20) + COSQ—(L _170) + sen 9—(_17 —1 2)

V2 V6 ’

logrando la relacion

L 0 0
r—1r9g = —=cos ——sen
‘ V2 V6
L 0 L 0
— = ——cosf — —sen
Y—1Y \/5 \/5
2
z—2y = —=sen 6

V6

Ahora, intentemos observar la clase de curvas que se obtienen cuando
proyectamos esta circunferencia sobre los planos XY | Y7y XZ.

De las dos primeras relaciones, es facil ver que

2
(x —x0) + (y —wo) = —%sene
(2 —20)— (y—90) = —=cosh

V2

lo que escribimos como

cos = [(z —20) — (¥ — o)

[

sen ) = ——[(z —x0) + (y — yo)]

| S

y con esto, expresamos

3 6

Z[(l‘ —x0) — (y — y0)]* + Z[(l‘ —x0)+ (y—w)> =1
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si desarrollamos, llegamos a una expresion del estilo

2 = da? + 4y + day + 122 + 12y + 12

lo cual puede comprobarse de manera rapida que representa una elipse.
OTRA FORMA

Hacer algunos comentarios



