Geometria Analitica |
LECTURA 4

Ayudante: Guilmer Gonzalez Dia 24 de febrero, 2005

El dia de hoy veremos:

0. Comentarios sobre los trabajos ultimos.

2. Algoritmo para calcular la distancia entre dos lineas.

1 Forma paramétrica de una linea

En 2D observamos que requerimos de un vector a, el llamado vector de
direccién y un punto () sobre la recta para describir, mediante un parametro
«, los puntos P sobre la linea.

P=Q+oad

De manera practica, podemos describir la linea que pasa por dos puntos
de la siguiente forma:

Sean P y () dos puntos sobre una linea. PZ) =@ —P,esun
vector que parte de P hacia Q). t(Q) — P) es un vector t veces PQ).

P+tQ—-P)

para —oo < t < oo, describe la linea que pasa por Py Q).

Esta es la forma en que hemos trabajado la descripcion de los puntos sobre
una linea.

Una observacion importante, es que esta representacién de la linea que
pasa por dos puntos, es independiente de la dimensién del problema. Trabaja
tanto para 2D como para 3D, ye en general en R".



Como observacion, si el parametro t es tal que 0 <t < 1, tenemos una
describicion para los puntos que se encuentran entre Py Q).

Ejercicio: Describa lo puntos de la recta que pasan por A(1,2,1)y B(3,1,4).

2 Distancia entre dos rectas

Hemos aprendido a calcular distancia de un punto a una recta, y hacia un seg-
mento de recta. Llegamos a una representacién inmediata para la distancia
de entre dos figuras F} y Fy

d(Fy, F») = peuin d(P, Q)

Un caso particular que nos compete, es el calculo de la distancia entre
dos rectas. Este es un problema muy interesante ya que desde un punto
de vista computacional y practico, es importante saber en qué momento
dos puntos que siguen una trayectoria estaran lo mas cercano posible. Esos
puntos pueden representar barcos moviendose en cierta direccién o naves en
distintos planos.

Sean L y Lo, nuestras rectas. Consideremos la forma vectorial de repre-
sentar una recta; sea Py un punto de la recta Ly, y Qo de la recta L. Sea 1,
el vector de direccién de la recta £1 v U el de la recta Ly, con esto tenemos
que

P(s) = Py+su; seR
Q(t) = Qo+tv; teR

P(s) describe la linea £1 y Q(t) describe la linea Ls.

Consideremos (s, t) el vector que va de un punto Q(t) de £, a un punto
P(s) en £;. Laidea primera es encontrar (s, t.) que minimicen la magnitud
de (s, t), para cuales quiera s y t.

d('ch 'CQ) = mitn |’LL7(S, t)|

)



Observacion:

Como observamos en clase, si las rectas no son paralelas, el segmento P(s.)Q(t.)
une los puntos mas cercanos entre las rectas es unico, y es perpendicular a
las dos rectas; es decir, ningun otro segmento tiene esta propiedad.

Con esta observacion, el vector w.(s,, t.), es perpendicular tanto al vector de
direccién u como a v. Es decir:

un problema que hemos resuelto en reiteradas ocasiones. Resolvamos de
nuevo.

Por una parte, tenemos que

wWe = P(s.) — Q(t.) = Wo + scti — t.U

donde Wy = Py — ()y. La condicién de perpendicularidad en ambas rectas
nos conduce a resolver un sistema de ecuaciones

(@ - i@)se — (@ 0)te = —ii- W
(7 @)sc — (0 O)te = —- Wy

—

simplificando, nombremos a = - u; b=u-U; c =0 -0U; d =U-wWy y € = U- W,
con esto el sistema anterior lo escribimos como



as. —bt, = d
bs.—ct. = e
cuya soluciéon para s, y t. es
be — cd ae — bd
Se = —— = ———.
ac — b? ac — b?
siempre que el denominador no sea cero.
Observemos el denominador. ac — b? = |u]?|0]* — (|ul|7] cos O(u, v))* =

(Jd||v]sen 6(u, ¥))? > 0. Es decir, son no negativos. Cuando ac — b* = 0, se
tiene que las dos ecuaciones son dependientes, las dos rectas son paralelas
y por consiguiente, la distancia entre las lineas es constante. Este proble-
ma puede ser resuelto de manera separada, fijando un punto Fy en L; y
encontrando la distancia de ese punto a la otra recta.

Al haber encontrado s. y t., contamos con una expresion para calcular la
distancia entre dos rectas L1y Lo

(be — cd)u — (ae — bd)V
ac — b?

d(£1>£2) = |P(SC) - Q(tc)| = (PO - QO) +

Ejercicio: Calcule la distancia entre la recta £; , que pasa por los puntos
Pi1(1,2,1) y Pi2(3,1,4); y larecta Lo que pasa por P(2,2,6) v Pyo(4,1,1).



