Geometria Analitica |
UNA RESPUESTA AL EXAMEN FINAL

Profesor: Pablo Barrera
Resuelva adecuadamente los siguientes ejercicios.
1. Indique la forma de la grafica de la ecuaciéon
v —y—a2°=0.

Buscando una representacion explicita de la curva en término de y, tenemos
que

o = P -y=y’-1)
= yly+y—-1)

y con esto tenemos

z=2yly+1)(y—1)

Para graficar, observamos la forma el polinomio cibico ¢g(y) = y(y + 1)(y — 1)
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nos quedamos con la parte positiva de la curva, y graficamos con respecto a la
raiz cuadrada obteniendo
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2. Trace la grafica de la funciéon

y=flz) =(z+3)z(x—2)+1,
y encuentre sus ceros usando el método de Newton.

Se hace un estudio sobre la forma de la cibica alrededor del cero, se observa
que es positiva para x > 0, negativa para = < 0.

Para graficarla, observamos la cibica h(z) = (z+3)z(z —2) que tiene por ceros
r= -3, x =0y x =2 con lo cual, trazamos la grafica de esa cubica y la
recorremos hacia arriba para obtener la grafica de f(z) = (x + 3)x(z — 2) + 1

Usamos los ceros de h(x) como punto inicial para dar con los ceros de f(x)
usando el método de Newton:

Tn+l = Tn — f(In)/f/(ZBn)

3. Construya una botella parabdlica.

La idea es construir un poligono y senalar los puntos de control sobre los cuales
se usara el algoritmo de Casteljau para lograr la curva de bezier. Por diseno,
para formar la boca de la botella, se considera un poligono abierto, y para
construir el cuerpo de la botella, se debe considerar un cambio de convexidad.
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4. De la expresion analitica de una funcién que tenga polos en —1 y 2, v que
asintéticamente se parezca a f(x) = x; grafiquela.

Dado los polos, la funciéon debe ser un cociente, y dado que se comporta como
f(z) = z cuando es “grande” x > 0 0 x < 0, se propone

1
@) = G he=9 *°

33— —2r+1
(x4 1)(z —2)




Una propuesta general de una funcién de esas caracteristicas seria de la forma

B ar +b .
= e e '

donde a o b son distintos de cero.

. Considere el paralepipedo formado por lo puntos (0,0,0), (a,0,0), (0,b,0) y
(0,0, ¢), como en la figura siguiente
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encuentre la distancia entre la diagonal (a, 0, 0)(0, b, 0) y la diagonal (0, 0,0)(a, 0, c).

La distancia entre ambas diagonales, es la distancia mas corta entre ellas, la
cual se logra en un punto p de a diagonal (a,0,0)(0,b,0) y un punto ¢ de la
diagonal (0,0,0)(a,0,c). Con esta idea consideremos cada uno de esos puntos
sobre los segmentos senalados

p = a(a7 07 C)

q = (CL,0,0) +ﬁ(_a>ba 0)

consideremos el vector

pqg = q—p=(a,0,0)+ B(—a,b,0) — afa,0,c)
= (a— fa— aa, b, —ac)
(a(l - ﬁ - Oé), ﬁba —OéC)
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Si deseamos econtrar p y g donde se logra la distancia mas corta, por propiedad,
el vector pg debe ser ortogonal al vector (a,0,c) y a (—a,b,0), con esto, debe
cumplirse que

a’(1-F—a)—ac® =
—a*(1=pB—a)+38* = 0

al resolver el sistema para a y 3, tenemos que

a’b?

a?b? + a?c? + b2c?
a’c?

b= a?b? + a?c? + b2c?

con lo que el vector de la distancia mas corta entre las diagonales es de la forma

)G 1 22 2 2 2,9
Pe = a?b? + a?c? + b2¢? (b ca,ac b, —a“b C)
abc

T a2? + a2 + b2 (be, ac, —ab)

y la norma de ese vector, la distancia mas corta entre las diagonal es

. abc
Pl = 2P T 2 L Vb2 + a2¢? + a2b?

abce
Va2b? + a2c® + b2c?

. Considere el tridngulo formado por los puntos A(0,0,0), B(4,2,0) y C(0,5,5).

Consideremos los vectores formados por los lados del triangulo

— AB=B-—A=(4,2,0)—(0,0,0) = (4,2,0)
— AC=C-A=(0,55)—(0,0,0) = (0,5,5)
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a) El Area del tridngulo.
Usando el producto cruz tenemos

. ij ok .
bx& = |4 2 0 |=il0— 20 + k20
05 5
= 10(i — 2j + 2k

y su norma ||b x &|| = 30, con lo cual el drea del tridngulo es

Area(A) = ||b x &|/2 = 15.

b) Las coordenadas del centro de gravedad.

El centro de gravedad se calcula inmediatamente a partir de su repre-
sentacion baricéntrica

1 1 1
= A+>B+:C
G=34+38+3

c) El radio R del circuncentro, y el radio r del incentro.
Calculemos los segmentos del tridangulo

b= |F] = V20
¢ = ||l = V50
a = [b-al =50

Ahora bien, contando con los lados y el drea, recordemos cémo estan rela-
cionados el radio R del circuncentro, y el radio r del incentro.

. 1
Area(A) = Z—ZE =3

donde s es la semisuma 1/2(a + b + ¢), calculando tenemos

(ar +br+cr) = sr

G V2042V50 = s

~ 9.1
2



con lo cual

r~15/9.1 = 1.6484

y el radio del circuncentro

R = 3.7268

Las coordenadas del ortocentro.

El ortocentro es el punto de interseccién de las alturas de un tridangulo. La
idea es expresar la intersecién por sus coordenadas baricéntricas,

P=aA+ BB +~C

Considerando el vector que parte del vértice A hacia p

/fp = p— A
= (45,20 +57,57)

y observar que es ortogonal al segmento BC, es decir

-,

(F—A)-(B-C) =0
= 106 —-40y =0

obtenemos
8= 4r.

Hacemos ahora un procedimiento andlogo al observar que

—,

(7—B) L (C—A4)

calculando



(F—B)-(C-4) =0
= 20—-2410y=0
y con la relacion anterior, obtenemos que

3 =49

1
7_97

4 1
)y = —(4,2,0)+ =(0,5,5
Fo= 542045055

1
= —(16,13,5
9(7 7)

7. Describa el lugar geométrico

§ = {pl d(p,0,0)5,0)) = 2}

Dado un segmento, en R?, colocamos dos de ellos paralelos a una distancia 2,
y en los extremos se forma un semi circulo ya que solo se toma en cuenta un
punto para definir parte del lugar geométrico. Con esto alrededor del segmento,
se forma una capsula.




8. Describa el lugar geométrico

S = {pl d(p,C((0,0),5)) = d(p,C((0,3), 1))}

La idea es elemental, trazar circulos concéntricos en (0,0) y en (0, 3), de forma
que hacia la circunferencia primera haya una distancia igual que a la segunda,
con esto los puntos de interseccion satisfacen el lugar geométrico, el cual es una
elipse.

9. Describa el lugar geométrico

S = {p| d(p, eje ) =d(p,C((0,3),4))}

Nos basamos en que la distancia de un punto P(x,y) hacia el eje x, es el valor
absoluto de la ordenada y de ese punto, con esto, la idea de la construcciéon de
este lugar geométrico, es elemental, se trazan circunferencias concéntricas en
(0,3) y recta paralelas al eje, de manera que la distancia hacia la cinferencia fija
sea igual hacia el eje, los puntos de interseccién pertencen al lugar geométrico,
el cual es una parabola.



10. Describa el lugar geométrico

S ={p| d(p,(0,2)) + d(p, eje x) =4}

La distancia de un punto P(z,y) hacia el eje z, es el valor absoluto de la
ordenada y de ese punto, con esto, y tendemos que los punto P(z,y) del lugar
geométrico se expresan de la forma

Vat+(y =22+ |yl =4

tomando el cuadrado para deshacernos de v

2?4 (y—2)" = (4—y])?

tenemos una forma implicita para el lugar geométrico

?+(y—2)" = (4—y))*=0

el cual representa a dos segmentos de parabolas, dependiendo del valor absoluto.
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W2 d-absv)? = 0
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