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Esquemas de subdivision (ES): algoritmos eficientes para genéfar”
iterativamente una sucesion de aproximaciones lineales
(poligonales, mallas, etc.) que converge a una curva (superficie)

suave.

Pueden ser estacionarios (ej.: ES B-spline polinomiales ) o
no-estacionarios (ej.: ES B-spline exponenciales ).
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Los algoritmos son tan sencillos, poco costosos e | C T
intuitivos que permiten su uso en modelacion libre, = £
en los juegos por PC y en las animaciones.

Sus generalizaciones han sido investigadas recientemente y han

generado diferentes formas de obtener curvas limite con buenas
propiedades:

-reproduccion de secciones conicas, de espirales, de funciones
trigonomeétricas o hiperbolicas

-existencia de parametros de tension global, que permiten
obtener curvas suaves controlando su forma y/o cuanto se
aproxima al poligono de control 3@
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Recientemente, se ha puesto de manifiesto la potencialidad de Lts?ar
ES en el contexto del Andlisis Isogeométrico (Al), el cual intenta
integrar al FEM a los sistemas CAD, usando la misma base de
funciones para aproximar tanto la geometria del dominio como para
aproximar las soluciones de las ecuaciones que se desean resolver.

Por el momento este vinculo ES-Al se ha restringido al uso de ES
estacionarios, pues entre otras condiciones, se requiere tener la
posibilidad de evaluar exactamente y con poco costo las curvas limite
(y sus derivadas) en valores arbitrarios de los parametros.

Para los ES no estacionarios conocidos en la literatura no se conocen
algoritmos eficientes para evaluar exactamente la curva limite y sus

derivadas.
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Denotando por P®={F{"c &% :c z} a los vértices del pougﬁﬂﬁ
de control, un ES binario y lineal genera sucesiones cada \i/ez
mas densas de puntos T e
plktl) _ {P;i%i} c R ie ) |
via las reglas de subdivision

P =5 el 5 B, r=0,1, ¥ke Ny=NuU{0}

ke

Los coeficientes definen la mdscara de subdivision del nivel k
a* = (.6, el af™, ), s e B Wie Z

El paso de la secuencia P¥* a la siguiente mas densa Pt
se realiza multiplicando la matriz de subdivision de nivel k

ga{f'ﬁ]' — {Sa':k} I:'E".- j':' — miji:lﬁj'a E.'.- j' = Z}
con el vector columna P% de forma que
pletll — Sa{k}pw
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El esquema de subdivision (ES) consiste en la multiplicacion— -
por las matrices de subdivision ;
‘Sra':':':".- "".-Sa':i*:".-

comenzando con pit y se denota como {5, beerp

Sea . y=1.....d el snline lineal que interpola el j-ésimo
elemento del poligono p* con el valor paramétrico

I : I I I B —
M = (g, e 7 ¢l <gllh and g — & =27
podemos definir el limite {Saih}}ﬁéﬁu del ES para el j-ésimo
elemento de P como el limite mm &5

Siempre que tal limite exista, el ES se dice convergente y la
curva limite se denomina la curva de subdivision asociada al

poligono P¥ 6@



Explotando la estructura especial de sus reglas de
subdivision, el ES no estacionario aproximante estudiado
permite derivar formulas cerradas para la posicion limite de
los vertices de control, asi como para las tangentes de la
curva limite en estos puntos limite (vlr).

También se aportan algoritmos para lograr que la curva limite
de este ES no uniforme aproximante interpole un conjunto
de puntos y para calcular el d-offset de la curva limite.
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Consideraremos la clase de ES univariados, no estac1onarmbs

aproximantes con mascara de nivel k SRE e

) 4 gt ] o 0,2) s k=0 ]
(y — (27 2 : (k) ; ;
a _(3*2* i o 3) con o E{{D?QJ $ ke W, (1)

Para todo k, la sucesion P¥ se transforma en P %
via las reglas de subdivision

Pt = 5o P

Los ES con las mascaras (1) se llaman esquemas EBCN.
Analogamente a los B-spline cubicos, podemos describir la
evolucion del i-esimo vértice inicial a través de la secuencia

1 F ':h:'};ﬂEND generada por el proceso de subdivision .
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Obsérvese que aplicando iterativamente las reglas 5 “S B
Péfﬂ} _ (1 _ ?) Pz-':k:' 4 {Hj} (Pz':_k:i—é— Pjﬂ)

ket ) )
Pl = E(Pj:’—kﬁ.ﬂr}).

puede demostrarse que, para i fijo:
los {Pé}iﬁl}kEND se encuentran sobre una recta y

- para cada k, las secantes que unen al antecesor con el
sucesor del vértice 2%i-ésimo son paralelas
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« Lospuntos  {P{"),cy, Se encuentran sobre una recta
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e Para cada k, las secantes que unen al antecesor con el
sucesor del 2% -ésimo punto son paralelas
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De aqui se pueden derivar dos resultados importantes. SeL
pueden dar formulas cerradas para calcular exactamente en "
cualquier valor parametrico diadico racional: o

. o/ r . « /7 IC.'!
- la posicion del limite de la sucesion {Fé}tg}keﬁn , en
términos de la sucesion oc(®)

- la pendiente de la curva limite en el punto limite de la
sucesion {p }kEND

Para precisar esto se requieren algunas notaciones...
Sea w 1 -'r w
Myt = B (Pi:':?‘z:'l—i + PL:':?‘z:'I—|—1)

el punto medio del antecesor y el sucesor del vértice 2¥i-ésimo

Y sea 1 g
1 1 7 E—ﬂ{{E} i E—Q;':E:'
= 4= +
i (1) <[ )
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Proposicion 1. £

PRt = WP 4+ (1 — -t

)

Criterios de convergencia y suavidad (Charina et al, 2013)

e Si limo=0c(0,2), entonces el EBCN converge y
produce curvas limite C1.

R SR TR
e Si X < , entonces el EBCN converge y produce
curvas limite CZ2.
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Ejemplos de EBCN S
(
« Un ejemplo interesante de EBCN se obtiene para o
g _ B+ 2(1 = D=l - |
TR -

k)

Puesto que Jim o = zi <(0.1) ) entonces este EBCN converge y

Ja—pon

produce curvas limite C1

Este EBCN es una generalizacion no estacionaria de la conocida
mascara de 5 elementos de Gori-Pitolli (2000)

1 1 2% 1 1 1
TR g e 1 e )
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Ejemplos de EBCN B %ﬂ,
(
« Otro ejemplo de EBCN interesante se obtiene para >
LA 0 . e 51 k=10
B 1teos( 2+ ¢] con te€[0,m)UiRT, s =4+-1 s kel

Puesto que > 1®-1<= , entonces el EBCN converge y
produce curvas limite C2.

Este EBCN representa una generalizacion de la conocida

mascara de 5 elementos de Conti et al (2007), aportandole el
parametro global de tension t.
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Funciones limite basicas obtenidas para los dos ejempgio;

de EBCN... =

8

mostrando exactamente los puntos con parametro -1, 0,1, -
resp., calculados con la combinacion lineal

fo) (o)
0

e i con ) )

1-

O=r

osf
O+

0zZr

(b)

T TR o 1.0 11 1 a0 RTAAT 1 . F1o1 11T A ' v

Funciones limite basicas obtenidas aplicando los EBCN al poligono & (rojo
discontinuo):

(a) EBCN-GP con v =1 (abajo), v =2 (medio), v =4 (arriba);
(b) EBCN-C2 con t=i (abajo), t=10 i (medio), t=301i (arriba). @



Aplicaciones: Interpolacion BE gy

En CAGD existen dos formas de interpolar los vertices de un
poligono Q dado con curvas de subdivision:

(i) usando reglas de subdivision, tales que cada refinamiento
de un poligono contiene entre sus vertices a los vertices del
poligono anterior;

(ii) escogiendo convenientemente el poligono inicial, de forma
que la curva limite del esquema aproximante interpola al
poligono Q.

No se han encontrado en la literatura aplicaciones de (ii) para
el caso no estacionario.
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Proposicion 2. o

e Sean 22
Q:{QNTIU?...?H—I} = r)

los vértices de un poligono cerrado y consideremos un EBCN convergente,
entonces la curva limite curve obtenida aplicando las reglas de subdivision al
poligono inicial

PO = (PO = _1, ., 041}

W

1 —1 1 rog (w)

P = => &> - . r=0.,n-1

donde ety = % (CQS (%) + cog (mn_i:'ﬂ)) . r:!"ém:l — llmk_}m ’_:r"ék:l-,.
0 0 0 0 0

IR A )

es una curva de subdivision cerrada que interpola a todos los puntos de Q.
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Curvas de subdivision interpolando los puntos de Q (circulos) y poligonos de
control asociados P(®) (cuadrados):

(a) EBCN-GP (arriba) conv = 1,2, 4; (b) EBCN-C2 (abajo), con t=1, 8i, 16i.



Circulo unitario e hipérbola equilatera obtenidos aplicando EBCN-C2 al
correspondiente poligono de control P ( linea discontinua) que fue
calculado a partir de los vértices de Q(® ( circulos) :

(izquierda) : EBCN-C2 con t= 2?” (derecha): EBCN-C2 con t=1 21@



- B2
Aplicaciones: Offset | (Uéﬂv
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La curva d-offset de una curva plana C es el lugar geométrico de los puntps e
que estan a distanciad de C

Si C es la curva limite de aplicar un EBCN C*-continuo al poligono de control
P, podemos generar una sucesion de poligonales {Q®)} que converge a
la curva d-offset de C como sigue:

« Parak >0, calcular P

. Para cada vértice P, | calcular parar — oo, la posicién limite
p,. (k41 .00
Ty

« Para cada punto sobre la curva limite ¢;'®| calcular el vector tangente
normalizado de C en ¢, ¢, ®

o Asignar Q;%:=¢,® +dn; ®  conn; ® ortogonala t; ¥
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Arriba: Poligono inicial P(? (azul) y poligono inicial del d-offset Q(°) (rojo).
Abajo: curva limite C (azul) y curva limite de su curva d-offset (rojo).
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o Arriba: Curvas d-offset para diferentes valores de d

« Abajo: (fila superior) peine de curvatura de las curvas, (fila inferior) peine de
de curvatura de las curvas offset correspondientes
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Conclusiones By '
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Se obtuvieron formulas explicitas para el calculo de la posicion linjitgp 5
de los vertices de control y sus tangentes de EBCN de las que se
derivan las siguientes ventajas:

e Interpolacion de un conjunto de puntos con ES aproximantes no
estacionarios

« Calculo eficiente de las curvas offset exactas de curvas de
subdivision aproximantes y no estacionarias

« Reproduccion de secciones conicas, propiedad requerida en el
diseno libre

Esperamos que estos resultados sirvan de base teorica para extender
el uso de ES no estacionarios a otros escenarios, en particular al
Anadlisis Isogeométrico.
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