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La Ecuación de Advección

¿Qué es la Ecuación de Advección?

Si una sustancia esta siendo transportada en un fluido a una velocidad
constante a, la función de flujo puede escribirse como

f (u) = au.

Considerando que f y u son ambas funciones suaves, para conocer el total
de masa que pasa entre dos puntos x1 y x2, podemos hacerlo calculando

d
dt

∫ x2

x1

u(x , t)dx =

∫ x2

x1

[
∂

∂t
u(x , t) +

∂

∂x
f (u(x , t))

]
dx = 0
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La Ecuación de Advección

La Ecuación de Advección

Como la integral debe de ser 0 para todos los valores de x1 y x2, quiere decir
que

∂

∂t
u(x , t) +

∂

∂x
f (u(x , t)) = 0,

y como en el problema de advección, f (u(x)) = au(x), entonces se puede
reescribir como

∂

∂t
u(x , t) + a

∂

∂x
u(x , t) = 0,

que es la ecuación de advección en 1 + 1D. Ésta puede ser escrita como

∂u
∂t

+ a
∂u
∂x

= 0
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La Ecuación de Advección

La Ecuación de Advección en 2 + 1D

Para obtener la expresión de la ecuación de advección en 2 + 1D, seguimos
un proceso similar. Si consideramos ahora,∫ x2

x1

∫ y2

y1

[
∂

∂t
u(x , y , t) +

∂

∂x
f (u(x , y , t)) +

∂

∂y
f (u(x , y , t))

]
dydx = 0

y ahora tenemos que f (u(x)) = au(x) y f (u(y)) = bu(y), llegaremos a
obtener

∂u(x , y , t)
∂t

+ a
∂u(x , y , t)

∂x
+ b

∂u(x , y , t)
∂y

= 0

o, en aras de la simplicidad,

∂u
∂t

+ a
∂u
∂x

+ b
∂u
∂y

= 0
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Ecuación de advección

Lax-Wendroff en 1 + 1D

El esquema de Lax-Wendroff para la ecuación

∂u
∂t

+ a
∂u
∂x

= 0

se puede obtener a partir de la expansión de u en serie de Taylor hasta
segundo orden

u(x , t + ∆t) = u(x , t) +
∂u
∂t

∆t +
1
2
∂2u
∂t2 (∆t)2

y utilizando la regla de la cadena para obtener las derivadas parciales de u
con respecto de t

∂u
∂t

= −a
∂u
∂x
,
∂2u
∂t2 = a2 ∂

2u
∂x2

después sustituimos las derivadas parciales para obtener

u(x , t + ∆t) = u(x , t)− a
∂u
∂x

∆t +
a2

2
∂2u
∂x2 (∆t)2
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Ecuación de advección

Lax-Wendroff en 2 + 1D

De manera similar, para la ecuación

∂u
∂t

+ a
∂u
∂x

+ b
∂u
∂y

= 0

usando la expansión de u en serie de Taylor

u(x , y , t + ∆t) = u(x , y , t) +
∂u
∂t

∆t +
1
2
∂2u
∂t2 (∆t)2

usando nuevamente la regla de la cadena

∂u
∂t

= −a
∂u
∂x
− b

∂u
∂y
,
∂2u
∂t2 = a2 ∂

2u
∂x2 + 2ab

∂2u
∂x∂y

+ b2 ∂
2u
∂y2

podemos obtener

u(x , y , t + ∆t) = u(x , y , t)

+

[
−∆t

(
a
∂u
∂x

+ b
∂u
∂y

)
+

(∆t)2

2

(
a2 ∂

2u
∂x2 + 2ab

∂2u
∂x∂y

+ b2 ∂
2u
∂y2

)]
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P0

Pq

P2

P1

El enfoque de diferencias finitas

Queremos aproximar el operador lineal de segundo orden

Lu = Auxx + Buxy + Cuyy + Dux + Euy + F (1)

en el punto p0, utilizando aproximaciones de los valores de u en algunos de
sus vecinos.
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Diferencias finitas directas

El enfoque de diferencias finitas

Un esquema de diferencias finitas en el punto p0 es una aproximación al lado
derecho de (1),

L0 = Γ0u(p0) + Γ1u(p1) + · · ·+ Γqu(pq). (2)

Este esquema es consistente si

[Lu]p0 − L0 → 0

cuando p1, . . . , pq → p0.
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¿Cómo hacemos para elegir los coeficientes Γ?

Expansión de Taylor

Utilizando los primeros seis términos de la expansión de Taylor, hasta
segundo orden, de u en el punto p0, de la condición de consistencia se
obtiene el sistema

1 1 ... 1
0 ∆x1 ... ∆xq

0 ∆y1 ... ∆yq

0 (∆x1)2 ... (∆xq)2

0 ∆x1∆y1 ... ∆xq∆yq

0 (∆y1)2 ... (∆yq)2





Γ0

Γ1

Γ2

.

.

.
Γq


=


F (p0)
D(p0)
E(p0)
2A(p0)
B(p0)
2C(p0)

 . (3)

Tenemos que notar que este sistema tiene 6 ecuaciones y q + 1 incógnitas;
esto quiere decir que en la mayorı́a de los casos no está bien determinado.
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Aproximación de la ecuación de advección

El objetivo

Consideremos el problema de obtener, una aproximación a la solución del
problema de advección

∂u
∂t

+ a
∂u
∂x

+ b
∂u
∂y

= 0 en [0,T ]× Ω

u(x , y , 0) = g(x , y)

u(x , y , t)|S1 = h(x , y , t)

donde Ω es un dominio plano simplemente conexo; y ∂Ω es un polı́gono de
Jordan orientado de manera positiva, de tal manera que ∂Ω = S1 ∪ S2.
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Aplicando el esquema definido

Aplicando al operador lineal

El esquema definido por la ecuación (3) se puede aplicar al operador

−∆t
(

a
∂u
∂x

+ b
∂u
∂y

)
+

(∆t)2

2

(
a2 ∂

2u
∂x2 + 2ab

∂2u
∂x∂y

+ b2 ∂
2u
∂y2

)
.

Un esquema explı́cito de Lax-Wendroff

Los coeficientes Γ0, ..., Γq obtenidos definen el esquema modificado de
Lax-Wendroff

uk+1
0 = uk

0 +

q∑
l=0

Γl (u0, ..., uq)uk
l , (4)

donde k representa el nivel de tiempo.
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Extendiendo la idea

Un esquema implı́cito de Lax-Wendroff

Utilizando el esquema explı́cito definido en (4), y ahora agregando un
parametro λ para utilizar un nuevo nivel de tiempo, podemos obtener

un+1
i,j = un

i,j + λ[

q∑
k=0

Γk (u0, ..., uq)un
k ] + (1− λ)[

q∑
k=0

Γk (u0, ..., uq)un+1
k ] (5)

que es la versión implı́cita de nuestro esquema.
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Esquema explı́cito

Estabilidad. Método Explı́cito.

Al estilo Von Neumann

uk+1
p0 = uk

p0 +

q∑
l=0

Γluk
pl

Error:
Φk

m,n = Ak ei(rxm+syn)

Ak+1ei(rxm+sym) = Ak ei(rxm+syn) +

q∑
l=0

ΓlAk ei(r(xm+∆x l
p)+s(yn+∆y l

p))

A = 1 +

q∑
l=0

Γlei[r(∆x)l +s(∆y)l ]

= 1 +

q∑
l=0

Γl cos(r(∆x)l + s(∆y)l ) + i
q∑

l=0

Γl sin(r(∆x )l + s(∆y)l )
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Esquema explı́cito

Estabilidad. Método Explı́cito.

Usemos condiciones de consistencia

Como
cos(r(∆x)0 + s(∆y)0) = 1

Γ0 = −Γ1 − Γ2 − · · · − Γq ,

y
sin(r(∆x)0 + s(∆y)0) = 0

Entonces

A = 1 +

q∑
l=1

Γl [cos(r(∆x)l + s(∆y)l )− 1] + i
q∑

l=1

Γl sin(r(∆x)l + s(∆y)l )



La ecuación de advección Esquema de Lax Wendroff para la ecuación de advección Nuestros EDF de segundo orden para regiones irregulares Esquemas para la ecuación de advección Análisis de estabilidad Conclusiones

Esquema explı́cito

Estabilidad. Método Explı́cito.

Usemos condiciones de consistencia

Ahora hasta segundo orden,

cos(r(∆x)l + s(∆y)l )− 1 = −[r(∆x)l + s(∆y)l ]
2/2!

= −[r 2(∆x)2
l + 2rs(∆x)l (∆y)l + s2(∆)2

l ]/2!

y

q∑
l=1

Γl [cos(r(∆x)l + s(∆y)l ) − 1] = −[
r2

2

q∑
l=1

Γl (∆x)2
l + rs

q∑
l=1

Γl (∆x)l (∆y)l +
s2

2

q∑
l=1

Γl (∆y)2
l ]

= −[
r2

2
(∆t)2a2 + rs(∆t)2ab +

s2

2
(∆t)2b2]

= −
(∆t)2

2
[r2a2 + 2rsab + s2b2]

= −
(∆t)2

2
(ar + bs)2



La ecuación de advección Esquema de Lax Wendroff para la ecuación de advección Nuestros EDF de segundo orden para regiones irregulares Esquemas para la ecuación de advección Análisis de estabilidad Conclusiones

Esquema explı́cito

Estabilidad. Método Explı́cito.

Usemos condiciones de consistencia

De la misma forma

sin(r(∆x)l + s(∆y)l ) = r(∆x)l + s(∆y)l +O(∆x3,∆y3)

nos lleva a
q∑

l=1

Γl sin(r(∆x)l + s(∆y)l ) = r
q∑

l=1

Γl (∆x)l + s
q∑

l=1

Γl (∆y)l

= −ar∆t − bs∆t

= −(ar + bs)∆t
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Esquema explı́cito

Estabilidad. Método Explı́cito.

Malas Noticias

Por tanto

| A |2 = [1− (∆t)2

2
(ar + bs)2]2 + (ar + bs)2(∆t)2

= 1 +
1
4

(∆t)4(ar + bs)4 > 1

Y el esquema es condicionalmente inestable.
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Esquema implı́cito

Estabilidad. Método Implı́cito.

Intentemos con el Implı́cito

uk+1
p0 = uk

p0 + λ

q∑
l=0

Γlu
(k)
pl

+ (1− λ)

q∑
l=0

Γlu
(k+1)
pl

Φ = Ak ei(rxm+syn)

Ak+1ei(rxm+syn) = Ak ei(rxm+syn) + [λ+ (1− λ)A]

q∑
l=0

ΓlAk ei[r(xm+∆x l
p)+s(yn+∆y l

p)]

A = 1 + [λ+ (1− λ)A]

q∑
l=0

Γlei[r(∆x)l +s(∆y)l ].
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Esquema implı́cito

Estabilidad. Método Implı́cito.

Usemos otra vez condiciones de consistencia

Como ya vimos

H =

q∑
l=0

Γlei[r(∆x)l +s(∆y)l ]

=

q∑
l=0

Γl [cos(r(∆x)l + s(∆y)l ) + i sin(r(∆x)l + s(∆y)l )]

= −1
2

(∆t)2(ar + sb)− i(∆t)(ar + sb)

Se tiene
A =

1 + λH
1 + (λ− 1)H
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Esquema implı́cito

Estabilidad. Método Implı́cito.

Factor de Amplificación. ! Buenas Nuevas!

Por tanto

| A |2=
1− λ(∆t)2(ar + sb)2 + 1

4λ
2(∆t)4(ar + sb)4 + λ2(∆t)2(ar + sb)2

1− (λ− 1)(∆t)2(ar + sb)2 + 1
4 (λ− 1)2(∆t)4(ar + sb)4 + (λ− 1)2(ar + sb)2

Para tener | A |≤ 1

λ ≤ 8 + (∆t)2(ar + sb)2

8 + 2(∆t)2(ar + sb)2

El lado derecho varı́a entre 1
2 y 1

Si se escoge 0 ≤ λ ≤ 1
2 el esquema será incondicionalmente estable

(en este análisis hasta segundo orden).

En particular λ = 1
2 (Estilo Crank-Nicholson).
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Conclusiones

De manera aproximada (hasta segundo orden):

El Esquema Explı́cito es condicionalmente inestable: Como pasa en
EDF clásicos.

Esquemas tipo Crank-Nicholson son condicionalmente estables: Igual
que en EDF clásicos

No es necesario tener mallas estructuradas, basta con nubes de puntos.

Trabajo Futuro

Hacer análisis de estabilidad para otras ecuaciones.
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