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La ecuacion de adveccion

La Ecuacion de Adveccion

¢Qué es la Ecuacion de Adveccion?

Si una sustancia esta siendo transportada en un fluido a una velocidad
constante a, la funcion de flujo puede escribirse como

f(u) = au.

Considerando que f y u son ambas funciones suaves, para conocer el total

de masa que pasa entre dos puntos x1 y x2, podemos hacerlo calculando
d [
at /i,

u(x, ok = /XZ {%u(x, ) + %f(u(x, )] dx = 0
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La Ecuacion de Adveccion

Como la integral debe de ser 0 para todos los valores de x; y X2, quiere decir
que

0 3}
&u(x, t) + af(u(x, t) =

y como en el problema de adveccion, f(u(x)) = au(x), entonces se puede
reescribir como

0 3]
5U(X t)+ as. u(x,t) =0,
que es la ecuacién de adveccién en 1 + 1D. Esta puede ser escrita como
ou + a@ 0

ot ox
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La Ecuacion de Adveccion

La Ecuacion de Adveccionen 2 + 1D

Para obtener la expresién de la ecuacion de adveccion en 2 + 1D, seguimos
un proceso similar. Si consideramos ahora,

s [ee n+ 2 )+ 2t )| dyax =0
L7 ooy 0+ Sty )+ 2 utey, )] oo =

y ahora tenemos que f(u(x)) = au(x) y f(u(y)) = bu(y), llegaremos a
obtener

du(x,y,t) | _ou(x,y,t)  ,ou(x,y,t)
5t (% ax 0 &y

0, en aras de la simplicidad,

=0
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Ecuacion de adveccion

Lax-Wendroffen 1 + 1D

El esquema de Lax-Wendroff para la ecuacion

ou ou_
ot ox
se puede obtener a partir de la expansion de u en serie de Taylor hasta

segundo orden

B ou 18%u 2
u(x, t+ At = u(x, t) + Ze At + 5 =5 (A1)

y utilizando la regla de la cadena para obtener las derivadas parciales de u
con respecto de t
u_ o Py it
ot ox’ o Ox?
después sustituimos las derivadas parciales para obtener
du & d%u

_ _ e @ vy 2
u(x, t+ At) = u(x, t) aaxAt—i— 5 BXZ(At)
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Ecuacion de adveccion

Lax-Wendroff en 2 + 1D

De manera similar, para la ecuacion

ou ou ou
5t +a 8x+b@_0

usando la expansion de u en serie de Taylor

ou 1 6%u
ulx,y,t+ At) = u(x,y,t) + —At+ §W(At)
usando nuevamente la regla de la cadena
u ou ,0u d%u 28 u 2y N
ot~ %% Pay o ~%ox +2ab8x8y +0 5

podemos obtener

u(x,y,t+ At) = u(x,y,t)

_ du (A1)? d%u 202U
+ {At(aa—er ) 5 <3W+2abax8y+b8y2
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Nuestros EDF de segundo orden para regiones irregulares

El enfoque de diferencias finitas

Queremos aproximar el operador lineal de segundo orden
Lu = Auxx + Bny aF CUyy + Duy + EUy + F (1)

en el punto po, utilizando aproximaciones de los valores de u en algunos de
SUS Vecinos.
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Diferencias finitas directas

El enfoque de diferencias finitas

Un esquema de diferencias finitas en el punto py es una aproximacién al lado
derecho de (1),

Lo =Tou(po) + T1u(p1) + - - - + Fqu(pg)- (2)
Este esquema es consistente si

[Lulpy — Lo — O

cuando pi, ..., Pg — Po-
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¢ Como hacemos para elegir los coeficientes '?

Expansidn de Taylor

Utilizando los primeros seis términos de la expansién de Taylor, hasta
segundo orden, de u en el punto py, de la condicién de consistencia se
obtiene el sistema

o

1 1 o 1 = F(po)

0 Ax . AXg r1 D(po)

0 Ay . Dyg 2| | E(po) @)
0 (Ax1)? .. (Axg)? | 2A(m) |-

0 AxiAy; ... AxqAyq ‘ B(po)

0 (An)? .. (Ay)? ry 2C(po)

Tenemos que notar que este sistema tiene 6 ecuaciones y g + 1 incoégnitas;
esto quiere decir que en la mayoria de los casos no esta bien determinado.
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Aproximacion de la ecuacion de adveccion

El objetivo

Consideremos el problema de obtener, una aproximacion a la solucién del
problema de adveccion

ou ou ou
§+aa+b@_0 en [0,T]xQ

u(x,y,0) =g(x,y)
U(X,% t)|S1 = h(Xayv t)

donde 2 es un dominio plano simplemente conexo; y 02 es un poligono de
Jordan orientado de manera positiva, de tal manera que 992 = S; U S,.




Aplicando el esquema definido

Aplicando al operador lineal

El esquema definido por la ecuacién (3) se puede aplicar al operador

_ @ (At)g gi 82 gau
At(aa +b8y> 5 a X 2Jr2ab8 oy + b 32

Un esquema explicito de Lax-Wendroff

Los coeficientes Iy, ..., 4 obtenidos definen el esquema modificado de
Lax-Wendroff

k+1 - U() + Z rl(u07 ocag )u/k7 (4)
1=0

donde k representa el nivel de tiempo.




Extendiendo la idea

Un esquema implicito de Lax-Wendroff

Utilizando el esquema explicito definido en (4), y ahora agregando un
parametro A para utilizar un nuevo nivel de tiempo, podemos obtener

q

q
ul =l + AD Ti(to, .. ug)ug] + (1 = MDD Te(uo, .., tug)ug™]
k=0 k=0

que es la version implicita de nuestro esquema.

(5)




© Anaiisis de estabilidad
@ Esquema explicito
@ Esquema implicito



Esquema explicito

Estabilidad. Método Explicito.

Al estilo Von Neumann

q

K1k K

Upy = Upy + Z F1up,
=0

Error:
¢l,<n N = Ak gl(mxm+syn)
q
Akt gllmtsym) — pkgloamtam) 4 57 Ak @ (rOm+8xp)+5(yn+-Ayp))
1=0
q
A = 1+ Z r,ei[f(AX)/+S(AY)/]

=0

q q
14 Ticos(r(Ax); + s(Ay)) + 1Y Tisin(r(Ax) + s(Ay))
1=0 1=0




Esquema explicito

Estabilidad. Método Explicito.

Usemos condiciones de consistencia

Como
cos(r(Ax)o + s(Ay)o) =1
Flo=—-T1—=T2—--- =Ty,
y
sin(r(Ax)o + s(Ay).) =0
Entonces
aq q
A=1+ Z I[cos(r(Ax);+ s(Ay)) — 1] + iz Iysin(r(Ax); + s(Ay))
I=1 I=1




Esquema explicito

Estabilidad. Método Explicito.

Usemos condiciones de consistencia

Ahora hasta segundo orden,

cos(r(Ax) + s(Ay))) —1 = —[r(Ax), + s(Ay)]?/2!
—[r (Ax) + 2rs(Ax)i(Ay); + s (A),]/2l

q
> Mifeos(r(Ax) + s(Ay)) — 1] = *[* Z r(ax? + fSZ T1(Ax)(Ay), + 2 Z r(Ay)?]

=1 =1

[7(& V2 + rs(at)ab + o (At) 2p?)

At)?
= ( 2) [r232 + 2rsab + szbz]

2
= (A2) (ar + bs)




Esquema explicito

Estabilidad. Método Explicito.

Usemos condiciones de consistencia

De la misma forma
sin(r(Ax); + s(Ay)) = r(Ax), + s(Ay) + O(AX%, Ay®)

nos lleva a

q
> Tisin(r(Ax), + s(Ay))

=1

q q
ry T(Ax)+5s) T(Ay)
1=1 1=1

= —arAt— bsAt
= —(ar+ bs)At




Esquema explicito

Estabilidad. Método Explicito.

Malas Noticias

Por tanto

|AZ = [1- (Agt)z(ar+bs)212+(ar+bs)2(At)2

= 1+ %(At)“(ar—i— bs)* > 1

Y el esquema es condicionalmente inestable.




Esquema implicito

Estabilidad. Método Implicito.

Intentemos con el Implicito

q q
Upy ' = gy +AD Tty +(1=2) Y Mg ™”
1=0 1=0

b — Akei(rxm+syn)

q
Ak+1 ei(rxm+syn) _ Akei(rxm+sy,,) + [)\ + (1 _ )\)A] Z rIAkei[r(xm+Ax,’,)+S(Yn+Ayl7)]
1=0

q
A=1+ [+ (1= NA D el
1=0




Esquema implicito

Estabilidad. Método Implicito.

Usemos otra vez condiciones de consistencia

Como ya vimos

q
H = Zr ellr(ax)+s(Ay))]
1=0

[
MQ

Ii[cos(r(Ax);+ s(Ay):) + isin(r(Ax), + s(Ay))]

ol

—~(A?(ar + sb) — i(At)(ar + sb)

Se tiene
1+ \H

A:1+()\—1)H




Esquema implicito

Estabilidad. Método Implicito.

Factor de Amplificacion. ! Buenas Nuevas!

Por tanto

| AlP= 1— MAb?(ar + sb)? + 7 A*(At)*(ar + sb)* + N2(A1)*(ar + sb)?
T 1= (A= 1)(AD2(ar + sb)? + F(A — 1)2(At)*(ar + sb)* + (A — 1)2(ar + sb)?
Para tener | A |< 1

N < 8 (At)?(ar + sb)?
— 8+ 2(At)?(ar + sb)?

@ Ellado derecho varia entre ] y 1

@ Siseescoge 0 < \ < ‘5 el esquema sera incondicionalmente estable
(en este andlisis hasta segundo orden).

@ En particular A = % (Estilo Crank-Nicholson).
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Conclusiones

De manera aproximada (hasta segundo orden):

@ El Esquema Explicito es condicionalmente inestable: Como pasa en
EDF clasicos.

@ Esquemas tipo Crank-Nicholson son condicionalmente estables: Igual
que en EDF clasicos

@ No es necesario tener mallas estructuradas, basta con nubes de puntos.

Trabajo Futuro
Hacer analisis de estabilidad para otras ecuaciones.




Gracias por su atencion
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