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R.	
  Clough	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  O.	
  C.	
  Zienkiewicz	
  
	
  	
  P.	
  Bezier	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  C.	
  de	
  Boor	
  

Reseña	
  histórica	
  sobre	
  el	
  análisis	
  isogeométrico	
  	
  (IgA)	
  

Método	
  de	
  elementos	
  finitos	
  (FEM)	
   	
  	
  Diseño	
  geométrico	
  computarizado	
  (CAGD)	
  

•  Comienza	
  a	
  desarrollarse	
  en	
  la	
  década	
  del	
  	
  	
  
50	
  s.	
  XX,	
  aunque	
  Courant	
  publica	
  un	
  	
  	
  

	
  	
  	
  	
  	
  primer	
  trabajo	
  	
  en	
  1943.	
  	
  
•  Clough	
  introduce	
  en	
  1960	
  el	
  término	
  

“elemento	
  finito”.	
  
•  Zienkiewicz	
  ,	
  1968,	
  	
  utiliza	
  “elementos	
  

isoparamétricos”	
  	
  (	
  no	
  proporcionan	
  
soluciones	
  C1	
  continuas).	
  

	
  

•  Década	
  del	
  60	
  del	
  siglo	
  XX,	
  	
  P.	
  Bezier	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  y	
  P.	
  de	
  Casteljau	
  utilizan	
  los	
  polinomios	
  	
  
	
  	
  	
  	
  de	
  Bernstein	
  	
  para	
  diseñar	
  curvas	
  y	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  superficies	
  en	
  la	
  industria	
  automotriz.	
  
•  Década	
  del	
  70,	
  s.	
  XX	
  -­‐	
  Teoría	
  de	
  las	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  funciones	
  B-­‐splines	
  ,	
  de	
  Boor,	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  Riesenfeld.	
  
•  Versprille	
  1975-­‐	
  Funciones	
  NURBS,	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  base	
  de	
  los	
  sistemas	
  de	
  CAGD	
  



Análisis	
  isogeométrico	
  (IgA)	
  
•  Es	
  una	
  disciplina	
  nueva	
  con	
  apenas	
  tiene	
  un	
  década	
  de	
  creada	
  
•  2003	
  -­‐Univ.	
  de	
  Texas,	
  Tom	
  Hudges	
  comienza	
  a	
  trabajar	
  con	
  sus	
  	
  
estudiantes	
  	
  de	
  doctorado	
  A.	
  Cottrell	
  y	
  Y.	
  Basilevs	
  en	
  la	
  solución	
  de	
  	
  
algunos	
  problemas	
  diferenciales	
  lineales	
  utilizando	
  funciones	
  
B	
  spline	
  racionales.	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  T.	
  Hughes	
  	
  
	
  
2005	
  –	
  Primer	
  artículo	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  2009-­‐	
  Primer	
  libro	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  



¿Cuál	
  es	
  el	
  origen	
  del	
  problema?	
  

FEM	
  clásico	
  

•  Parte	
   de	
   una	
   descripción	
   de	
   la	
  
frontera	
  del	
  dominio	
  

•  Discretiza	
   el	
   dominio	
   lo	
   cual	
  
introduce	
  errores	
  en	
  la	
  frontera	
  	
  

•  Define	
   las	
   funciones	
  básicas	
   sobre	
  
el	
  dominio	
  discretizado	
  



Análisis	
  isogeométrico	
  (IgA)	
  

IgA	
  

•  Construye	
   una	
   parametrización	
   del	
  
dominio	
  mediante	
  B-­‐splines.	
  

•  L a	
   f r o n t e r a 	
   s e 	
   d e s c r i b e	
  
exactamente.	
  

•  Utiliza	
   como	
   funciones	
   básicas	
   el	
  
producto	
   tensorial	
   de	
   B-­‐splines	
  
definidos	
   sobre	
   el	
   espacio	
   de	
  
parámetros.	
  



Funciones	
  que	
  se	
  utilizan	
  	
  
para	
  describir	
  la	
  geometría	
  	
  
del	
  dominio	
  

Funciones	
  que	
  se	
  utilizan	
  para	
  
aproximar	
  	
  la	
  solución	
  de	
  la	
  
ecuación	
  diferencial	
  	
  

NURBS	
  
NonUniform	
  Rational	
  B-­‐Splines	
  

Esencia	
  del	
  IgA	
  

ISO	
  



Algunos	
  B-­‐	
  splines	
  de	
  grado	
  0,	
  1	
  y	
  2	
  	
  para	
  la	
  	
  sucesión	
  de	
  nodos	
  uniforme	
  	
  

Relación	
  de	
  recurrencia	
  para	
  los	
  B-­‐splines	
  de	
  grado	
  k	
  	
  

Funciones	
  	
  spline	
  

Funciones	
  B-­‐spline:	
  	
  base	
  de	
  	
  



Propiedades	
  de	
  los	
  B-­‐splines	
  

Funciones	
  B-­‐spline	
  cuadráticas	
  	
  
para	
  la	
  sucesión	
  de	
  nodos	
  

	
  
•  Entre	
  dos	
  nodos	
  consecutivos	
  son	
  funciones	
  polinomiales.	
  

•  	
  	
  

•  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
	
  
•  Sólo	
  hay	
  k+1	
  B-­‐splines	
  de	
  grado	
  k	
  que	
  no	
  se	
  anulan	
  entre	
  dos	
  nodos	
  

consecutivos.	
  Para	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  estos	
  son:	
  

•  Tienen	
  k-­‐1	
  derivadas	
  continuas	
  en	
  los	
  nodos	
  	
  simples.	
  
•  El	
  número	
  de	
  derivadas	
  continuas	
  en	
  un	
  nodo	
  de	
  multiplicidad	
  q	
  	
  es	
  k-­‐q	
  



Curva	
  B-­‐spline	
  cuadrática	
  para	
  la	
  sucesión	
  de	
  nodos	
  
	
  
	
  
los	
  puntos	
  de	
  control	
  son	
  los	
  círculos	
  verdes	
  	
  

Curvas	
  B-­‐spline	
  

Funciones	
  	
  NURBS	
  
•  Son	
  las	
  más	
  utilizadas	
  	
  en	
  CAD	
  
•  Permiten	
  representar	
  exactamente	
  las	
  cónicas	
  
•  Se	
  definen	
  a	
  partir	
  de	
  las	
  funciones	
  B-­‐splines	
  

k=2	
  

Una	
  curva	
  spline	
  se	
  encuentra	
  en	
  el	
  conjunto	
  convexo	
  
definido	
  como	
  la	
  unión	
  de	
  las	
  envolturas	
  convexas	
  de	
  	
  
k+1	
  puntos	
  consecutivos	
  del	
  polígono	
  de	
  control.	
  	
  



Mapeos	
  	
  B-­‐spline	
  producto	
  tensorial	
  

	
  -­‐	
  Espacio	
  de	
  las	
  funciones	
  spline	
  de	
  	
  
grado	
  k	
  para	
  la	
  sucesión	
  de	
  nodos	
  	
  

-­‐	
  base	
  de	
  	
  

-­‐  Espacio	
  de	
  las	
  funciones	
  spline	
  de	
  
grado	
  p	
  para	
  la	
  sucesión	
  de	
  nodos	
  	
  

-­‐	
  base	
  de	
  	
  

B-­‐spline	
  bicúbico	
  para	
  la	
  
sucesión	
  de	
  nodos	
  
	
  

B-­‐spline	
  producto	
  tensorial	
  definido	
  en	
  	
  

-­‐	
  puntos	
  de	
  control,	
  



	
  	
  mapeo	
  plano	
  

	
  	
  superficie	
  paramétrica	
  



	
  Solución	
  de	
  un	
  problema	
  clásico	
  con	
  IgA	
  	
  	
  

Ecuación	
  de	
  Poisson	
  	
  

condiciones	
  de	
  Dirichlet	
  en	
  la	
  frontera	
  	
  

operador	
  de	
  Laplace	
  

Formulación	
  débil	
  



	
  Método	
  de	
  Galerkin	
  con	
  IgA	
  

Enfoque	
  isogeométrico	
  

subspacio	
  de	
  dimensión	
  finita	
  

-­‐  espacio	
  de	
  funciones	
  B-­‐spline	
  definidas	
  sobre	
  
que	
  se	
  anulan	
  en	
  la	
  frontera	
  	
  

¿	
  Cómo	
  construir	
  una	
  base	
  de	
  	
  ?	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

•  Es	
  preciso	
  construir	
  una	
  parametrización	
  de	
  	
  



conocidos	
  

Parametrización	
  del	
  dominio	
  físico	
  	
  

Entonces	
  	
  



	
  Método	
  de	
  Galerkin	
  con	
  IgA	
  

Hallar	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  tal	
  que:	
  

incógnitas	
  

Pero	
  



Teniendo	
  en	
  cuenta	
  que:	
  

donde	
  

el	
  problema	
  se	
  reduce	
  a	
  trabajar	
  en	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  exigiendo	
  que	
  para	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  

Método	
  de	
  Galerkin	
  con	
  IgA,	
  	
  cont...	
  

Sustituyendo	
  	
  en	
  esta	
  ecuación	
  	
  g(u,v)	
  	
  por	
  su	
  expresión	
  en	
  términos	
  de	
  la	
  	
  
base	
  de	
  B-­‐splines	
  



donde	
  K	
  es	
  la	
  matriz	
  de	
  rigidez	
  dada	
  por:	
  

vector	
  de	
  las	
  incógnitas	
  

Propiedades	
  de	
  la	
  matriz	
  de	
  rigidez	
  
	
  
•  sparse	
  -­‐	
  pues	
  los	
  B-­‐splines	
  tienen	
  soporte	
  compacto	
  
•  simétrica	
  

se	
  obtiene	
  el	
  sistema	
  de	
  ecuaciones	
  lineales	
  

Método	
  de	
  Galerkin	
  con	
  IgA,	
  	
  cont...	
  



Ejemplo	
  

Condición	
  de	
  frontera	
  
Solución	
  exacta	
  

Solución	
  aproximada	
  utilizando	
  IgA	
  

•  Construir	
  una	
  parametrización	
  de	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  -­‐	
  Escoger	
  el	
  grado	
  de	
  las	
  funciones	
  básicas	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  -­‐	
  Definir	
  la	
  sucesiones	
  de	
  nodos	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  -­‐	
  Construir	
  la	
  malla	
  de	
  control	
  del	
  mapeo	
  
•  Calcular	
  los	
  puntos	
  de	
  control	
  de	
  la	
  solución	
  	
  
aproximada	
  resolviendo	
  el	
  sistema	
  de	
  ecuaciones	
  
lineales	
  	
  



12	
  puntos	
  de	
  	
  
control	
  

Puntos	
  de	
  control	
  

Solución	
  aproximada-­‐	
  Spline	
  bicuadráKco	
  	
  C1	
  conKnuo	
  

	
  	
  	
  

Solución	
  aproximada	
  desde	
  un	
  espacio	
  de	
  dimensión	
  12	
  



Solución	
  aproximada	
  desde	
  un	
  espacio	
  de	
  dimensión	
  
60	
  

60	
  puntos	
  de	
  	
  
control	
  

Solución	
  aproximada-­‐	
  Spline	
  bicuadráKco	
  	
  C1	
  conKnuo	
  



Comparación	
  	
  FEM	
  vs	
  IgA	
  

•  La	
  geometría	
  se	
  parametriza	
  mediante	
  	
  
una	
  función	
  global	
  utilizando	
  la	
  misma	
  base	
  	
  
de	
  funciones	
  que	
  se	
  emplean	
  para	
  aproximar	
  	
  
la	
  solución	
  del	
  problema	
  diferencial.	
  

IgA	
  

Tanto	
  en	
  FEM	
  como	
  en	
  IgA	
  la	
  solución	
  aproximada	
  es	
  	
  una	
  combinación	
  lineal	
  	
  
de	
  las	
  funciones	
  básicas	
  y	
  por	
  tanto	
  la	
  aplicación	
  del	
  método	
  de	
  Galerkin	
  es	
  	
  
esencialmente	
  la	
  misma.	
  

FEM	
  

•  No	
  existe	
  una	
  función	
  global	
  de	
  	
  
geometría	
  y	
  las	
  funciones	
  que	
  se	
  utilizan	
  	
  
para	
  	
  representar	
  	
  la	
  geometría	
  son	
  
diferentes	
  de	
  las	
  funciones	
  que	
  se	
  utilizan	
  
	
  para	
  aproximar	
  la	
  solución	
  del	
  problema	
  
diferencial.	
  

•  Las	
  incógnitas	
  son	
  los	
  valores	
  de	
  la	
  	
  
solución	
  aproximada	
  en	
  ciertos	
  puntos.	
  

•  Las	
  incógnitas	
  son	
  los	
  puntos	
  de	
  control	
  
que	
  no	
  son	
  interpolados	
  por	
  la	
  solución	
  	
  
aproximada.	
  

•  	
  La	
  solución	
  aproximada	
  es	
  una	
  función	
  	
  
polinomial	
  a	
  trozos	
  de	
  grado	
  p,	
  usualmente	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  continua.	
  

•  La	
  solución	
  aproximada	
  es	
  una	
  función	
  	
  
polinomial	
  a	
  trozos	
  de	
  grado	
  p	
  y	
  	
  suave,	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  continua.	
  



Proyectos	
  	
  
	
  
The	
  EXCITING	
  project,	
  EU	
  project,	
  2012	
  	
  
EXaCt	
  geometry	
  sImulaTIoN	
  for	
  op?mized	
  desiGn	
  of	
  vehicles	
  and	
  vessels	
  
hEp://exci?ng-­‐project.eu/	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
TERRIFIC-­‐	
  EU	
  Project	
  
Towards	
  Enhanced	
  Integra?on	
  of	
  Design	
  and	
  Produc?on	
  in	
  the	
  Factory	
  of	
  the	
  
Future	
  through	
  Isogeometric	
  Technologies	
  
2011-­‐2014	
  
hEp://www.terrific-­‐project.eu/	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Isogeometric	
  Discre?za?ons	
  in	
  Con?nuum	
  Mechanics	
  
a	
  FIRB	
  "Futuro	
  in	
  ricerca"	
  project	
  
2010-­‐2014	
  
hEp://www-­‐dimat.unipv.it/sangalli/firb/index.html	
  
	
  



GeoPDE:	
  	
  	
  	
  Sotfware	
  en	
  Octave	
  	
  compatible	
  con	
  	
  Matlab	
  



IsoGat:	
  Software	
  	
  en	
  Matlab	
  



TERRIFIC-­‐	
  EU	
  Project	
  
Towards	
  Enhanced	
  Integra?on	
  of	
  Design	
  and	
  Produc?on	
  in	
  the	
  Factory	
  of	
  the	
  Future	
  
through	
  Isogeometric	
  Technologies	
  



abqNURBS:	
  IgA	
  	
  con	
  FEM-­‐Abaqus,	
  software	
  en	
  C++	
  

hSp://abqnurbs.insa-­‐lyon.fr/index.php/2-­‐
uncategorised/4-­‐isogeometric-­‐analysis	
  



Conclusiones	
  
IgA	
  
•  es	
  una	
  herramienta	
  muy	
  poderosa	
  para	
  la	
  solución	
  

numérica	
  de	
  PDE,	
  que	
  puede	
  considerarse	
  como	
  una	
  
generalización	
  del	
  FEM	
  clásico.	
  

	
  
•  Emplea	
  las	
  funciones	
  básicas	
  que	
  se	
  utilizan	
  en	
  CAD	
  para	
  	
  
representar	
  	
  la	
  geometría	
  Y	
  para	
  construir	
  la	
  solución	
  	
  
aproximada	
  de	
  PDE.	
  

•  	
  es	
  un	
  área	
  de	
  investigación	
  muy	
  actual	
  donde	
  queda	
  mucho	
  	
  
por	
  hacer:	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  -­‐	
  Proponer	
  algoritmos	
  eficientes	
  para	
  parametrizar	
  dominios	
  	
  
con	
  frontera	
  irregular.	
  
	
  	
  	
  	
  -­‐	
  Obtener	
  fórmulas	
  de	
  cuadratura	
  especiales	
  para	
  las	
  funciones	
  	
  
spline.	
  
	
  	
  	
  -­‐	
  Utilizar	
  otras	
  bases	
  de	
  funciones	
  (B-­‐splines	
  generalizados,	
  	
  
T-­‐splines,	
  etc)	
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