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Introduccion y motivacion

Objetivo

Objetivo

En esta platica, presentamos un esquema generalizado de diferencias finitas
y su aplicacién a mallas para regiones irregulares del plano. Mostramos en
particular cémo dicho esquema puede ser usado como una alternativa a los
elementos finitos lineales en triangulos.




Introduccion y motivacion

Hechos

Las diferencias finitas han sido ampliamente usadas durante un largo rato y,
hoy dia, siguen siendo la alternativa mas usada en la investigacién y en la
industria.
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Formulas estandar utiles
Para el caso rectangular 2D, for —V2u = g, tenemos:

Ujji1 + Uij—1 + Uji—1j + Uiy1j — 4Ujj
h2

(U + Uyy)j = +O(h)

donde h es el tamafo de paso.

N




Introduccion y motivacion

Diferencias en mallas rectangulares

Sistema discreto

Al discretizar obtenemos el sistema Kv = f, donde

T - .. 0 4 —1 .. 0
K — - T -1 .. 0 CT— —1 4 -1 .. 0
0 O. -1 T 0 O.. -1 4

@ La discretizacion de —V2u = g sobre Q = [a, b] x [a, b] usando
diferencias finitas produce un sistema lineal Kv = f cuya matriz de
coeficientes K es simétrica, positiva definida, invertible.

@ Se conocen expresiones epléitas para los valores y vectores propios de
K.

@ Se conocen cotas superiores Utiles para |[K~'|| que permiten probar
convergencia.
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Diferencias mas generales

¢ Queé tal si queremos resolver —V(AVu) = g en este dominio Q?
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Se requieren (Godunov):

@ Una discretizacion apropiada del operador diferencial.
@ Una discretizacion apropiada de Q.
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Avances en generacion de mallas

Estado del arte




Diferencias mas generales

Discretizaciones apropiadas: diferencias finitas en mallas

generales

Esquemas directos en DF

Para mostrar como aproximar —V(AVu) = g, consideremos el operador
lineal de segundo orden

LU = AUXX + Bqu + CUyy + DUX + EUy + F (1)

EL problema que nos interesa es el disefio de esquemas en diferencias
cuando el dominio Q de Lu tiene forma irregular.

Diferencias generales

Un esquema de diferencias finitas en py es una combinacion lineal de los
valores (aproximados) de u en los nodos po, p1, P2, ..., Pq :

| A

L(po) = Tou(po) + F1u(pr) + ... + Fqu(pq)-

Un esquema es consistente si [Lu]p, — L(po) — 0 as px, ...pg — po.




Diferencias mas generales

Implicaciones

Expansion de Taylor

La expansion de [Lu]p, — Lo (hasta orden 2) usando q puntos alrededor de po
esta dada por

q
[Atxx + Buyy + Cuyy + Dux + Euy + Ful, — > " Tiu(p;)
a q
(F(Po) -3 F/) u(po) + <D(po) -> FiAx;) ux(po)  +
i=0 i=1

q
< ZFA}/,) Uy (po) + (A Z AX’ )uxx(po) +

i=1 i=1

q q 2
(B(po) = ZFiAfoyf) Uy (o) + <C L Ay') ) Uy (po) +

i=1 i=1
O (max{Ax;, Ay})®




Diferencias mas generales

Ecuaciones de los coeficientes

Condiciones sobre los coeficientes I';

Para un en nodo po y sus q vecinos se satisfaga la definiciéon de
consistencia, la expansion de Taylor implica que cumplirse

11 o F" F(po)

0 Ax .. DAXxg F1 D(po)

0 Ay o Ayg 21 _ | Epo) @)
0 (Ax1)? ... (Axg)? 2A(po)

0 AxiAy; ... AxgAyg ’ B(po)

0 (Ay)? .. (Ayg)? ., 2C(po)

Observemos que hay 6 ecuaciones y g + 1 incognitas.




Diferencias mas generales

Esquema heuristico

Sistema reducido
Consideramos el sistema de las Gltimas 5 ecuaciones

Axq . AXg P D(po)
Ay o Dy ? E(po)
LX) (Bxg)? = | 2A(m) @)
AxiAyr ... AXxqgAyq ' B(po)
@y . (ByY - 2C(p)

Buscamos una solucién Iy, ..., 4. Denotamos (3) como Ml = 3.
Rresovemos el sistema
MTMI = M"g (4)

para obtener I'1, ..., 4. Enseguida, el coeficiente 'y se obtiene de la
condicién de consistencia o = F(po) — I1... — Iq.
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Ejemplos de aplicacion

Problema

Problema tipo Poisson

V- (AVI(x,y)) = 9(x,¥)

where
A= B } — P 'DP
[ B v ’
[ cos(3) sin(%) [ 142X yP 0
P= { —sin(3) cos(3) |’ b= 0 1+ x24+2y2 |°

Solucién en forma cerrada: u(x, y) = sin(wx)sin(wy).
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Ejemplo 1: solucion en una malla estructurada
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Tamano error b Orden

21 x21 6.1494E-04
41 x 41 1.5843E-04 2.03
81 x 81 3.9553E-05 2.04
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Ejemplo 2: Crank-Nicolson

Crank-Nicolson

Una vez que contamos con un esquema para aproximar Lu = V2u, podemos
proponer un esquema no estacionario. Para resolver la ecuacion de difusion

ou - 2
E =vV u, (5)
sobre un dominio espacial irregular, podemos usar la discretizacién L del
lado derecho (5). Esto nos da

vy

A2 Y Ry + 1)), (6)

donde v/ es la aproximacion a u en (nAt, X, yi;) con pij = (i, ¥i,).




Ejemplos de aplicacion

Ejemplo 3: Crank-Nicolson

Problema
Para el ejemplo, consideramos la funcién

—2n?ut

u(t,x,y)=e cos(mwx)cos(my); (7)

Las condiciones inicial y a la frontera se eligieron para que u(t, x, y) sea la
solucién exacta.

Malla N |[u¥ = UV, [9)
HAB 41  8.733E-04
HAB 81  2474E-04 1.95
MIC 41  9.035E-04
MIC 81  2442E-04 1.97

Table : Errores cuadraticos y érdenes de convergenciaen T = 1.
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Ejemplo 3: mallas no estructuradas
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Ejemplo 3: mallas no estructuradas
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Ejemplos de aplicacion

Ejemplo 3: solucion en mallas no estructuradas

Comparison tests
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Resumen cerca del fin de la platica

Citando a Samarskii: “la forma del dominio se refleja directamente en las
propiedades de la matriz del sistema obtenido por la discretizacion del
operador de Laplace”.

@ La discretizacion empleando las diferencias generalizadas produce un
sistema de ecuaciones cuyos coeficientes reflejan la geometria del
dominio y la mallas que se construyo.

@ En el caso de —V(KVu) = g en un domnio irregular Q2 se obtiene un
sistema Kv = f donde K no es simétrica.

@ Expresiones (¢ Cotas?) para los valores y vectores propios de K
dependen de la malla.

@ Se requieren cotas para ||[K~'|| A fin de probar convergencia.
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Un par de teoremas

Poisson

Theorem

Sea K la matriz de coeficientes asociada a la discretizacion del operador de
Laplace sobre Q2 usando el esquema definido por (3). Si K es una L-matriz y
Q € [a, b] x [a, b], entonces el vector de error E = u — v donde u se evalia
en los puntos de la malla G satisface

|E| < Qe**~INH®

donde N es el nimero de puntos de la malla, h es la norma de G y Q es una
constante que depende de Q) y u.

Theorem

Si G se refina de tal forma que Nh sea acotada superiormente, entonces
IE]l = O(h?),

i.e. el esquema en diferencias definido por (3) es convergente.




Un par de teoremas

Difusion (Crank-Nicolson)

Theorem

Sea K la matriz de coeficientes asociada a la discretizacion del operador de
Laplace sobre Q2 usando el esquema definido por (3). Si K es una L-matriz,
es diagonalmente dominante, y 2 € [a, b] x [a, b], entonces el esquema

S _ ()

i A Y R N T !
= 2 (L) + L)

es incondicionalmente estable.
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Conclusiones

Conclusiones y trabajo a futuro

@ El esquema propuesto puede ser usado como una alternativa razonable
a los elementos finitos lineales en triangulos.

@ El esquema puede extenderse para emplear condiciones de Neuman a
la frontera.

@ Las cotas para garantizar convergencia y estabilidad dependen
fuertemente en la geometria de la malla y son desconocidas a priori.
Hay que tepensar el mallado.

@ Los teoremas anteriores no son aplicables en todas las mallas para
regiones irregulares (aunque experimentalmente se logran resultados
muy satisfactorios).

N
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Conclusiones y trabajo a futuro

Por hacer

@ La teoria esta lejos de alcanzar la madurez. Se requieren analisis
basados en otras herramientas (SVD, M-teoria, etc.).

@ Implementar rutinas para usar mallas con elementos curvos y nodos
sobre los puntos medios de las aristas de los elementos.




Conclusiones

Muchas gracias por su atencion.
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