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¢, Como enfrentar las dificultades?
| Objetivos
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@ Contar con un mapeo
explicito de la region Q

@ Que el mapeo sea
sencillo

@ Que sea suave
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Temas Relacionados

Malla e-convexa
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@ Modelacién de regiones
planas y de superficies

Resolver ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales .
sobre regiones irregulares o B-Spllnes y NURBS
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Carateristicas del mapeo

Malla de Nodos y parche de parametros Malla B-Spline y Parche B-Spline
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Mapeo B-Spline Bicuadratico. Definicidon
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x:[0;1?PcR? — Q C R? (X|p0:12 :—> 09)

X(&n) =YY PiB}&)B(n)

i=1 j=1

@ (¢£,7) € Qo = [0; 1]? espacio paramétrico
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x:[0;1?PcR? — Q C R? (X|p0:12 :—> 09)

X(&n) =YY PiB}&)B(n)

i=1 j=1

— (P cR? j— =
@ (&,7m) € Qo = [0; 1]? espacio paramétrico @ G={P,eR’ i=1.,mj=1,..m

Existe una particién del espacio
0=&6 <L < <=1
O=m << <np_y=1
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Mapeo B-Spline Bicuadratico. Definicidon

Continuacion

x:[0;1? c R? — Q Cc R?

X(&m) =YY PyB&)B(n)

i=1 j=1

e B3(¢) i-ésima Base B-spline de orden 3 para la sucesion
de nodos

té — (51 ) 51 ) 51 P 527 seey fn—27 fn—1 ) fn—1 ) fn—1)

° Bf’(n) j-ésima Base B-spline de orden 3 para la sucesion
de nodos

1= (M, 01, M52, s m=2, Mm—1+Mm=1, Tm—1)

Abell6, Barrera & Hdez Mapeo B-spline bicuadratico y arménico



Mapeos B-Spline Bicuadraticos Arménicos Motivacion
Mapeo B-Spline Bicuadréatico
Mapeos Arménicos y funcional de Winslow

Bases B-Splines de orden 3. Férmula recursiva

Formada por polinomios de segundo grado a pedazos

@ Bases B-Spline:

si <E<t
) — I+1
Blie(6) = { otro caso
£ —1 t,—€ pp—1
° 115(5) = ﬁBfﬁ (f) + tﬂ:p tfm Bﬁq,tf(f)

e p = 3: polinomios cuadraticos a pedazos

e t¢ esla sucesién de nodos
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Bases B-Splines: Algunas Propiedades

Caso concreto

Bases cuadrdticas y lineales
1 o = R

. R Y Y oo .
08", : N : n : B H \ B A

\ P v s . ™~ ’
osf \ Y/ b L | : X/

0.2/ Vool K % Lo \d

0 i 5 5 \ X
0 1/6 13 12 2/3 5/6 1

NOdOS t§ - (51;51;517527 ~~~7fn—2;§n—1vfn—1;€n—1) S RI’I+3

@ Soporte compacto

@ En [5/? fi+1] solo B[?,(g)’ B?+1 (5)’ B?+2(f) 7& 0
@ n bases cuadraticas, n+1 bases lineales

@ Caso bivariado es producto tensorial del univariado
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Mapeo B-Spline bicuadratico restringido

Consecuencia de las propiedades de las bases

En el parche: U;j = {(&; )| & <€ < &1, mj <n < mja},

—_— i)
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Derivadas parciales del mapeo cuadratico

Derivadas de las bases de orden 3

Derivada de la BY ¢ (¢) Derivada de la B2, (1)

dB}(¢) :2< B2(¢)  BAa(©) ) dB3(n) :2< B2(n) B 4(n) )
t

d¢ 3 I dn t! _t/n th 4 — t!

i+2 Y i+3 i+1 j+2 J+ J+1

‘ Derivada parcial x¢ ‘ ‘ Derivada parcial x;, ‘
i+2  j+2 B3 42 iy2 ng()

=3 (L PreBln) T =3 (S Prsst)
r=i  s=j s=j  r=i
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Mapeos B-Spline Bilineal y Bicuadratico. Ejemplos

Cuadrilateros e-convexos y cuadrilateros de lados curvos

Malla estandar ¢ - convexa
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Mapeo B-Spline Bicuadratico.

Ampliacién de malla de cuadrilateros de lados curvos

Malla B-Spline bicuadratica de cuadrildteros con lados curvos
T T T T T T
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Existencia del mapeo inverso

Teoria de funciones armoénicas

Malla de Nodos y parche de parametros Malla B-Spline y Parche B-Spline

x'en)

Existe ?
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Existencia del mapeo inverso

Teoria de funciones armoénicas

Malla de Nodos y parche de parametros Malla B-Spline y Parche B-Spline

x'en)

Existe ?

Si, por el teorema de Kneser-Rado-Choquet

La teoria de las funciones armaénicas, garantiza la existencia un
homomeorfismo de una curva cerrada y simple en [0; 1]?
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Mapeos biyectivos

Que x~' sea arménico = que x sea conforme

Malla de Nodos y parche de parametros Malla B-Spline y Parche B-Spline
X&)

conforme

x'e&n)

Armonica

Mapeo B-spline bici
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Mapeo Conforme

El inverso del mapeo arménico

x(&,n) = [ X(&,m) ] es conforme si \; = A\, son los valores

y(€m)

propios de:

X2+ Y2  XeXp +
J,in=<XX5+yf g yiy">
eXn + Yeln Xn+yn

Si definimos W = \*}L*? = min W se alcanza si \; = \s.
Por otro lado

o Ml traza(lid)  XEHXHYEHYE [xelP 4 %, )2

VA1 A2 /det(JLdx) XeYn — XnYe XeYn — XnYe
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Funcional de Winslow

x(Gs, &,7m) ZZP,,BS(E *(n)

i=1 j=1
donde
GCZ{P,'JERZ, i=1,.,nmj=1,..,m}

to VT XE X2+ YR 4 YR
x):/O/OW(GC,s,n)dgdnz/o/o ¢ 0 e ay =

XeYn — XnYe
1 1 n—2m-2 f
:/ / [1%el2 + [1%,[* de dy ZZ/EH /"’“ lIxell® + lIx,]*
0 XeYn — XnYe i n Xeln — XnYe
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Funcional de Winslow

x(Gs, &,7m) ZZP,,BS(E *(n)

i=1 j=1
donde
GCZ{P,'JERZ, i=1,.,nmj=1,..,m}

to VT XE X2+ YR 4 YR
x):/O/OW(GC,s,n)dgdnz/o/o ¢ 0 e ay =

XeYn — XnYe
1 1 2 2 n-2m-2 E/+1 Mj+1 2 2
[ s g, S gl
0 XeYn — XnYe i n Xeln — XnYe

Objetivo : rr(13in Iw(X)
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Funcional Discreto de Winslow

Regla del trapecio

_ n—2m-2r+1 s+1
() = T Go) = 4oy 7 2 2 D D Wiy(Ge)
r=1 s=1 i=r j=s
donde

1
° '/Vi,j(Gc) = (60751777]) M

al,ngbJ
0 1
° k= { 10 }

2
° p= 7=
° ajj yb,, dependende {P;j, P;ji1, Pii1j, Piy1j+1}
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Funcional Discreto de Winslow

Regla del trapecio

_ n—2m-2r+1 s+1
() = T Go) = 4oy 7 2 2 D D Wiy(Ge)
r=1 s=1 i=r j=s
donde

1
° '/Vi,j(Gc) = (60751777]) M

a,ngJ
0 1
° k= { —1 o}

—2
o p=
° ajj yb,, dependende {P;j, P;ji1, Pii1j, Piy1j+1}

Cada W, ;(Gc) involucra solo 4 puntos de control
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Caracterizacion del proceso de optimizacion

Objetivo:

n—2m—2r+1 s+1

e 2 L0 WG

r=1 s=1 i=r j=s

min Iw(Ge) = min

@ Es un problema de optimizacién en gran escala

@ La estructura de la funcién objetivo se puede aprovechar

@ Cada sumando involucrado solo depende de 4 puntos de
control: {Pi,j7 P,'7j+1, Pi+1,j7 Pi+1,j+1 }

@ Se puede calcular y evaluar el gradiente con comodidad.

@ Se incorpora un proceso de regularizacion para garantizar
que el denominador sea suficientemente positivo.

@ Se utiliza una subrutina de optimizacién que implementa el
método de Newton Truncado

Abell6, Barrera & Hdez Mapeo B-spline bicuadratico y arménico



Caracteristicas basicas de las mallas bicuadraticas
Experimentos numéricos Regiones de prueba irregulares
Ejemplos sobre regiones reales

Outline

@ Experimentos numéricos
@ Caracteristicas basicas de las mallas bicuadraticas
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Conexién entre las mallas
Relacion entre los puntos del control y los puntos de la malla bicuadratica

Los puntos de la malla bicuadratica son promedios de los
puntos de control

Malla de Control y malla cuadratica

0.8

0.6

04

021
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Suavisamiento
Suavisamiento de la poligonal de control externa y homogenizacién de la malla
bicuadratica

Malla de Control Malla B-Spline
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@ Experimentos numéricos

@ Regiones de prueba irregulares

Mapeo B-spline bicuadratico y arméni



Caracteristicas basicas de las mallas bicuadraticas
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Ejemplos sobre regiones reales

Ejemplo sobre regidén de prueba M19

Malla de Control y Malla bicuadratica

Malla estructurada estandar Malla B-Spline bicuadratica
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Ejemplo sobre regidén de prueba M19

Malla bicuadratica

Malla B-Spline bicuadratica
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Robusticidad del mapeo. Ejemplo en M19

Malla de control no convexa

Malla de Control no convexa
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Experimentos numéricos Regiones de prueba irregulares
Ejemplos sobre regiones reales

Robusticidad del mapeo. Ejemplo en M19

Malla bicuadratica inyectiva

Malla B-Spline inyectiva correspondiente a malla de control no convexa
T T T T T T T T T

atico y arménico
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Experimentos numéricos Regiones de prueba irregulares
Ejemplos sobre regiones reales

Refinamiento de la malla

Mapeo Inyectivo de 15 x 20 puntos de control obtenido por optimizacién

Malla B-Spline 15x20
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Caracteristicas basicas de las mallas bicuadraticas
Experimentos numéricos Regiones de prueba irregulares
Ejemplos sobre regiones reales

Refinamiento de la malla
Malla por evaluaciéon 100x100

Evaluacion 100x100
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Caracteristicas basicas de las mallas bicuadraticas
Experimentos numéricos Regiones de prueba irregulares
Ejemplos sobre regiones reales

@ Experimentos numéricos

@ Ejemplos sobre regiones reales

Mapeo B-spline bicuadratico y arméni



Caracteristicas basicas de las mallas bicuadraticas

Regiones de prueba irregulares

Experimentos numéricos
Ejemplos sobre regiones reales

Estado de Michoacan
Mapeo bicuadratico inyectivo
Michoacan: Malla B-Spline bicuadratica
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Caracteristicas basicas de las mallas bicuadraticas

Experimentos numéricos Regiones de prueba irregulares
Ejemplos sobre regiones reales

Estado de Michoacan

Malla de control y malla bicuadratica

Michoacan: Malla de Control y malla bicuadraticz
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Caracteristicas basicas de las mallas bicuadraticas

Experimentos numéricos Regiones de prueba irregulares
Ejemplos sobre regiones reales

Estado de Durango

Mapeo bicuadratico inyectivo con detalle
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Caracteristicas basicas de las mallas bicuadraticas
Experimentos numéricos Regiones de prueba irregulares
Ejemplos sobre regiones reales

Bahia de La Habana: Mapeo NO inyectivo

Antes de optimizar

Detalle Bahia de La Habana. Mapeo no inyectivo
T T
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Caracteristicas basicas de las mallas bicuadraticas
Experimentos numéricos Regiones de prueba irregulares
Ejemplos sobre regiones reales

Bahia de La Habana: Mapeo Inyectivo
Optimizado

Mapeo



Caracteristicas basicas de las mallas bicuadraticas

Experimentos numéricos Regiones de prueba irregulares
Ejemplos sobre regiones reales

Bahia de La Habana: Mapeo Inyectivo
Optimizado

Bahia de La Habana 40 Malla B-Spline
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Caracteristicas basicas de las mallas bicuadraticas
Experimentos numéricos Regiones de prueba irregulares

Ejemplos sobre regiones reales

Bahia de La Habana: Mapeo Inyectivo. Detalle
Optimizado

Detalle Bahia de La Habana 40 Malla B-Spline
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Conclusiones

Conclusiones

@ Se pueden construir mapeos B-spline bicuadraticos sobre
regiones irregulares a partir de mallas de control

@ Estos mapeos son bastante robustos a pesar que la
calidad de la malla de control no sea la mejor

@ Minimizar un funcional de Winslow es una manera de
obtener un mapeo arménico y por lo tanto un
homeomorfismo
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