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Caraterísticas del mapeo

Malla de Nodos y parche de parametros Malla B−Spline y Parche B−Spline

X(ξ,η)
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Mapeo B-Spline Bicuadrático. Definición

x : [0; 1]2 ⊂ R2 −→ Ω ⊂ R2 (
x|∂[0;1]2 :−→ ∂Ω

)
x(ξ, η) =

n∑
i=1

m∑
j=1

Pi,jB3
i (ξ)B3

j (η)

(ξ, η) ∈ Ω0 = [0; 1]2 espacio paramétrico
Existe una partición del espacio
0 = ξ1 < ξ2 < · · · < ξn−1 = 1
0 = η1 < η2 < · · · < ηm−1 = 1

η
m−1

η
m−2

η
j

η
2

η
1

ξ
1

ξ
j

ξ
n−2

ξ
n−1

ξ
2

Gc = {Pi,j ∈ R2, i = 1, ..., n; j = 1, ...,m}

Puntos de la Malla de Control
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Mapeo B-Spline Bicuadrático. Definición
Continuación

x : [0; 1]2 ⊂ R2 −→ Ω ⊂ R2

x(ξ, η) =
n∑

i=1

m∑
j=1

Pi,jB3
i (ξ)B3

j (η)

B3
i (ξ) i-ésima Base B-spline de orden 3 para la sucesión

de nodos

tξ = (ξ1, ξ1, ξ1, ξ2, ..., ξn−2, ξn−1, ξn−1, ξn−1)

B3
j (η) j-ésima Base B-spline de orden 3 para la sucesión

de nodos

tη = (η1, η1, η1, η2, ..., ηm−2, ηm−1, ηm−1, ηm−1)
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Bases B-Splines de orden 3. Fórmula recursiva
Formada por polinomios de segundo grado a pedazos

Bases B-Spline:

B1
i,tξ(ξ) =

{
1 si tξi 6 ξ < tξi+1
0 otro caso

Bp
i,tξ(ξ) =

ξ−tξi
tξi+p−1−tξi

Bp−1
i,tξ (ξ) +

tξi+p−ξ
tξi+p−tξi+1

Bp−1
i+1,tξ(ξ)

p = 3: polinomios cuadráticos a pedazos

tξ es la sucesión de nodos
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Bases B-Splines: Algunas Propiedades
Caso concreto

0 1/6 1/3 1/2 2/3 5/6 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Bases cuadráticas y lineales

Nodos: tξ = (ξ1, ξ1, ξ1, ξ2, ..., ξn−2, ξn−1, ξn−1, ξn−1) ∈ Rn+3

Soporte compacto
En [ξi ; ξi+1] solo B3

i (ξ), B3
i+1(ξ), B3

i+2(ξ) 6= 0
n bases cuadráticas, n+1 bases lineales
Caso bivariado es producto tensorial del univariado
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Mapeo B-Spline bicuadrático restringido
Consecuencia de las propiedades de las bases

En el parche: Ui,j = {(ξ, η)| ξi ≤ ξ ≤ ξi+1, ηj ≤ η ≤ ηj+1},
η

m−1

η
m−2

η
j

η
2

η
1

ξ
1

ξ
j

ξ
n−2

ξ
n−1

ξ
2

U
i,j

x(ξ, η)|Ui,j =
n∑

r=1

m∑
s=1

Pr ,sB3
r (ξ)B3

s (η)

=
i+2∑
r=i

j+2∑
s=j

Pr ,sB3
r (ξ)B3

s (η)
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Derivadas parciales del mapeo cuadrático
Derivadas de las bases de orden 3

Derivada de la B3
i,tξ(ξ)

dB3
i (ξ)

dξ
= 2

( B2
i (ξ)

tξi+2 − tξi
−

B2
i+1(ξ)

tξi+3 − tξi+1

)
Derivada parcial xξ

xξ =
i+2∑
r=i

( j+2∑
s=j

Pr ,sB3
s (η)

)dB3
r (ξ)

dξ

Derivada de la B3
j,tη(η)

dB3
j (η)

dη
= 2

( B2
j (η)

tηj+2 − tηj
−

B2
j+1(η)

tηj+3 − tηj+1

)
Derivada parcial xη

xη =

j+2∑
s=j

( i+2∑
r=i

Pr ,sB3
r (ξ)

)dB3
j (η)

dη
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Mapeos B-Spline Bilineal y Bicuadrático. Ejemplos
Cuadriláteros ε-convexos y cuadrilateros de lados curvos
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0
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0.8

1

Malla estándar ε − convexa
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0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Malla B−Spline bicuadrática de cuadriláteros con lados curvos
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Mapeo B-Spline Bicuadrático.
Ampliación de malla de cuadriláteros de lados curvos
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1

Malla B−Spline bicuadrática de cuadriláteros con lados curvos
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Existencia del mapeo inverso
Teoría de funciones armónicas

Malla de Nodos y parche de parámetros Malla B−Spline y Parche B−Spline

X(ξ,η)

X
−1

(ξ,η)

Existe ?

Si, por el teorema de Kneser-Rado-Choquet
La teoría de las funciones armónicas, garantiza la existencia un
homomeorfismo de una curva cerrada y simple en [0; 1]2
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Mapeos biyectivos
Que x−1 sea armónico ⇒ que x sea conforme

Malla de Nodos y parche de parámetros Malla B−Spline y Parche B−Spline

X(ξ,η)

conforme

X
−1

(ξ,η)

Armónica
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Mapeo Conforme
El inverso del mapeo armónico

x(ξ, η) =

[
x(ξ, η)
y(ξ, η)

]
es conforme si λ1 = λ2 son los valores

propios de:

J t
xJx =

(
x2
ξ + y2

ξ xξxη + yξyη
xξxη + yξyη x2

η + y2
η

)
Si definimos W = λ1+λ2√

λ1λ2
⇒ min W se alcanza si λ1 = λ2.

Por otro lado

W =
λ1 + λ2√
λ1λ2

=
traza(J t

xJx)√
det(J t

xJx)
=

x2
ξ + x2

η + y2
ξ + y2

η

xξyη − xηyξ
=
‖xξ‖2 + ‖xη‖2

xξyη − xηyξ
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Funcional de Winslow

x(Gc , ξ, η) =
n∑

i=1

m∑
j=1

Pi,jB3
i (ξ)B3

j (η)

donde

Gc = {Pi,j ∈ R2, i = 1, ...,n; j = 1, ...,m}

IW (x) =

∫ 1

0

∫ 1

0
W (Gc , ξ, η) dξ dη =

∫ 1

0

∫ 1

0

x2
ξ + x2

η + y2
ξ + y2

η

xξyη − xηyξ
dξ dη =

=

∫ 1

0

∫ 1

0

‖xξ‖2 + ‖xη‖2

xξyη − xηyξ
dξ dη =

n−2∑
i=1

m−2∑
j=1

∫ ξi+1

ξi

∫ ηj+1

ηj

‖xξ‖2 + ‖xη‖2

xξyη − xηyξ
dξ dη

Objetivo : min
Gc

IW (x)
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Funcional de Winslow
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Funcional Discreto de Winslow
Regla del trapecio

IW (x) ≈ ĨW (Gc) =
1

4(n − 2)(m − 2)

n−2∑
r=1

m−2∑
s=1

r+1∑
i=r

s+1∑
j=s

Wi,j(Gc)

donde

Wi,j(Gc) := W (Gc , ξi , ηj) =
ρ‖ai,j‖2

2+ρ
−1‖bi,j‖2

2
at

i,j J2bi,j

J2 =

[
0 1
−1 0

]
ρ = n−2

m−2
ai,j y bi,j dependen de {Pi,j , Pi,j+1, Pi+1,j , Pi+1,j+1}

Cada Wi,j(Gc) involucra solo 4 puntos de control
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Caracterización del proceso de optimización

Objetivo:

min
Gc

ĨW (Gc) = min
Gc

 1
4(n − 2)(m − 2)

n−2∑
r=1

m−2∑
s=1

r+1∑
i=r

s+1∑
j=s

Wi,j(Gc)


Es un problema de optimización en gran escala
La estructura de la función objetivo se puede aprovechar
Cada sumando involucrado solo depende de 4 puntos de
control:

{
Pi,j , Pi,j+1, Pi+1,j , Pi+1,j+1

}
Se puede calcular y evaluar el gradiente con comodidad.
Se incorpora un proceso de regularización para garantizar
que el denominador sea suficientemente positivo.
Se utiliza una subrutina de optimización que implementa el
método de Newton Truncado
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Conexión entre las mallas
Relación entre los puntos del control y los puntos de la malla bicuadrática

Los puntos de la malla bicuadrática son promedios de los
puntos de control
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Suavisamiento
Suavisamiento de la poligonal de control externa y homogenización de la malla
bicuadrática
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Ejemplo sobre región de prueba M19
Malla de Control y Malla bicuadrática
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Ejemplo sobre región de prueba M19
Malla bicuadrática
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Robusticidad del mapeo. Ejemplo en M19
Malla de control no convexa
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Robusticidad del mapeo. Ejemplo en M19
Malla bicuadrática inyectiva
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Refinamiento de la malla
Mapeo Inyectivo de 15 x 20 puntos de control obtenido por optimización
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Refinamiento de la malla
Malla por evaluación 100x100
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Estado de Michoacán
Mapeo bicuadrático inyectivo
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Estado de Michoacán
Malla de control y malla bicuadrática
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Estado de Durango
Mapeo bicuadrático inyectivo con detalle
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Bahía de La Habana: Mapeo NO inyectivo
Antes de optimizar
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Bahía de La Habana: Mapeo Inyectivo
Optimizado
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Bahía de La Habana: Mapeo Inyectivo. Detalle
Optimizado
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Conclusiones

Se pueden construir mapeos B-spline bicuadráticos sobre
regiones irregulares a partir de mallas de control

Estos mapeos son bastante robustos a pesar que la
calidad de la malla de control no sea la mejor

Minimizar un funcional de Winslow es una manera de
obtener un mapeo armónico y por lo tanto un
homeomorfismo
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