Tarea IT de Algebra Lineal II
Semestre 2020-11

2 de marzo de 2020

Profra: Gabriela Campero Arena Ayudte: Yanh Vissuet
I. Subespacios invariantes y el Teorema de Cayley Hamilton

1. Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas dando una prueba o un contraejemplo:
(i) Existe un operador lineal T tal que su dominio no tiene ningin subespacio T-invariante.
(ii) Si T es un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V'y W es un su-

bespacio T-invariante de V', entonces el polinomio caracteristico de Ty, divide al polinomio

caracteristico de T'.
(iii) Sea T un operador lineal definido en un espacio dimensionalmente finito V', y sean v y w vectores

en V. Si W es el subespacio T-ciclico generado por v, W’ es el subespacio T-ciclico generado
por w,y W = W', entonces v = w.

(iv) Si T es un operador lineal definido en un espacio vectorial dimensionalmente finito V', entonces
Vv € V, el subespacio T-ciclico generado por v es el mismo que el subespacio T-ciclico generado
por T'(v).

(v) Sea T un operador lineal definido sobre un espacio vectorial de dimensién n. Entonces existe
un polinomio g(t) de grado n tal que g(T") = Tp.

(vi) Cualquier polinomio de grado n cuyo coeficiente principal es (—1)™ es el polinomio caracteristico
de algin operador lineal.

(vil) Si T es un operador definido sobre un espacio vectorial dimensionalmente finito V', y si V es la
suma directa de k subespacios T-invariantes, entonces existe una base ordenada [ para V tal
que [T]s es suma directa de k matrices.

2. Para cada uno de los siguientes operadores lineales T' definidos en el espacio V, determine si W es

un subespacio T-invariante de V:

(i) V = P3(R), T(f(w)) = f'(z ) W = P(R);

(i) V=c(0,1)), T fo x)dxlt, W ={f eV : f(t)=at+b cona,be R};
(i) V = Mays(R), T(A) = ( v > AW={AcV: A=A}

3. Sea T un operador lineal definido sobre un espacio vectorial V' dimensionalmente finito. Pruebe que

los siguientes bubebpaCiOb son T-invariantes:

(i) {0}y V; (i) (STf)1 y R(T); (ili) FE) para cualqvler eigenvalor A\ de T.
4. Sea T un operador lineal mdo sobre un espacio vectorial V' y sea W un subespacio T-invariante

de V. Pruebe que W es g(T)-invariante para cualquier polinomio ¢(t).

5. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial V. Pruebe que la intersecciéon de cualquier
coleccién de subespacios T-invariantes de V' es un subespacio T-invariante de V.

6. Para cada operador lineal T' definido en el espacio vectorial V', encuentre una base ordenada para el
subespacio T-ciclico generado por el vector z.

(i) V = P(R), T(f(z)) = f"(z) y iy :53
(ll) V:MQXQ,T(A):AtyZ: 1 0 )

(i) Vsz,T(A)=<§ ;)Ayz:<(1) (1)>

7. (a) Para cada operador lineal T' y cada subespacio ciclico W del ejercicio anterior, calcule el poli-
nomio caracteristico de Ty de dos maneras distintas, como lo hicimos en el ejemplo 6 visto en
clase.

(b) Para cada operador lineal del ejercicio anterior, encuentre su polinomio caracteristico f(¢), y
verifique que el polinomio caracteristico de Ty, calculado en el inciso anterior, divide a f(t).

8. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial V', sea v un vector en V distinto de cero y sea
W el subespacio T-ciclico de V' generado por v. Pruebe que:
(a) W es T-invariante.
(b) Cualquier subespacio T-invariante de V' que tenga a v, contiene a W.
9. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial V. Sea v € V un vector distinto de cero y sea
W el subespacio T-ciclico de V' generado por v. Entonces:



10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

(a) Demuestre que Yw € V(w € W si y sélo si existe un polinomio g(t) tal que w = g(T)(v)).
(b) Demuestre que si W tiene dimensién finita, el polinomio g(t) del inciso anterior siempre puede
ser elegido de manera que su grado sea menor o igual a dim(W).
Sea T un operador lineal definido sobre un espacio vectorial de dimensién finita V.
(a) Pruebe que si el polinomio caracteristico de T' se descompone, entonces también se descompone

el polinomio caracteristico de la restriccién de T a cualquier subespacio T-invariante de V.
(b) Deduzca que si el polinomio caracteristico de T' se descompone, entonces cualquier subespacio

no trivial T-invariante de V contiene un eigenvector de T'.
Sea A una matriz de n x n. Demuestre que dim(({I,, A, A%,...})) <n
Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial V' y suponga que V es un subespacio T-ciclico
de él mismo. Demuestre que si U es un operador lineal sobre V', entonces UT = TU si y solo si
U = ¢(T) para algin polinomio ¢(t). Sugerencia: Suponga que V es T-ciclico generado por v y elija
g(t) de acuerdo al ejercicio 9 de manera que g(T')(v) = U(v).
(a) Sea T un operador lineal definido sobre un espacio vectorial V' de dimensién dos. Pruebe que

o bien V' es un subespacio T-ciclico de él mismo, o T" = ¢l para algin escalar c.
(b) Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V' de dimensién dos y supongamos que para

cualquier escalar ¢, T' # c¢I. Pruebe que si U es un operador lineal sobre V' tal que UT =TU,

entonces U = ¢g(T') para algiin polinomio g(t).
Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial de dimensién finita V' y sea W un subespacio

T-invariante de V. Supongamos que vy, va, ..., Vg son eigenvectores de T’ correspondientes a distintos
eigenvalores. Pruebe que si v1 4+ vo + ... + v, € W, entonces v; € W para toda i. Sugerencia: Utilice
induccién matematica sobre k.

Demuestre que la restriccion de un operador lineal diagonalizable T a cualquier subespacio T-
invariante no trivial, también es diagonalizable. Sugerencia: Utilice el ejercicio anterior.

Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial V' de dimension n tal que T tiene n eigenvalores
distintos. Demuestre que V' es un subespacio T-ciclico de él mismo. Sugerencia: Utilice el ejercicio
14 para encontrar un vector v tal que {v, T'(v),...,T" 1 (v)} es linealmente independiente.

Para los ejercicios del 17 al 19, considere a T' como un operador lineal fijo definido sobre un espacio

vectorial V' de dimensién finita y W un subespacio T-invariante y no trivial de V.

Definicion: Sea T un operador lineal definido sobre V' y sea W un subespacio T-invariante de V. Definamos

17.

18.

19.

20.

21.

T:V/W — V/W como T(v+ W) = T(v) + W, para cualquier v + W € V/W
éag Pruebe que T esté bien definida y que es un operador lineal sobre V‘[///W )
b) Sea n:V — V/W una transformacién lineal dada por n(v) = v + W. Pruebe que el diagrama
siguiente conmuta, es decir, pruebe que nT' = T. (Observe que este ejercicio no requiere de la
hipétesis de que V' sea de dimensién finita).
v L v
n| I
v/iw L v/w
(a) Sean f(t),g(t) y h(t) los polinomios caracteristicos de T, Ty y T respectivamente. Pruebe que
f(t) = g(t)h(t). Sugerencia: Extienda una base v = {v1, ..., v} de W a una base ordenada 5 =
{v1, ..Uk, V41, ., U } de V. Luego pruebe que el conjunto de clases a« = {vg41+W, ..., v, + W}

es una base ordenada para V/W. ;Quién es [T]37. -
(b) Utilice la sugerencia del inciso anterior para probar que si T es diagonalizable, entonces T

también lo es.
Pruebe el reciproco del ejercicio 36 de la tarea anterior: Si el polinomio caracteristico de T se
descompone, entonces hay una base ordenada /3 para V' tal que [T] 3 es una matriz triangular superior.
Sugerencia: Aplique induccién sobre la dimensién de V. Primero pruebe que T tiene un eigenvector
v, y defina W = L(v), para luego aplicar la hipdtesis de induccién al operador T.
Sea T un operador lineal definido sobre un espacio de dimension finita V. Pruebe que T es diagona-
lizable si y sélo si V' es la suma directa de subespacios T-invariantes de dimensién uno.
Sea T un operador lineal definido sobre un espacio dimensionalmente finito V' y sean W1y, ..., Wy
subespacios T-invariantes de V tales que V = W7 @& Wy @ ... & Wy. Pruebe que T es diagonalizable
si y sélo si Ty, es diagonalizable para toda .

I1. Espacios con producto interior y normas

22.

Establece si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, dando una prueba o un contraejemplo.
(i) Un producto interior es una funcién que toma valores escalares y estd definida sobre un conjunto

de pares ordenados de vectores.
(ii) Un espacio con producto interior debe estar sobre el campo de los ntimeros reales o complejos.
(iii) Un producto interior es lineal en cada una de sus dos componentes.



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
31.

32.

33.

34.

35.

(iv) Hay exactamente un producto interior en el espacio vectorial R™
(v) La desigualdad del tridngulo se cumple en cualquier espacio con producto interno dimensional-
mente finito.
(vi) Sélo las matrices cuadradas pueden tener transpuesta-conjugada.
(vii) Siz, y y z son vectores en un espacio con producto interno tales que (x,y) = (y, z), entonces
= z.
(viii) gi (z,y) = 0 para toda = en un espacio con producto interior, entonces y = 0.
En C([0,1]), sean f(t) =ty g(t) = e’. Calcule (f, g) como se definié en el ejemplo 3. Ademds, calcule

N1 Ngll, 1L f + gl v verifique que se cumplen las desigualdades de Cauchy;Schwarz y del tridngulo.
i

En C 2, pruebe que {x,y) = xAy* es un producto interno, donde A = 9

. Calcule (x,y)

paraz = (1 —14,2+3i) yy = (2+14,3 — 2i).
Sea V un espacio con producto interno. Demuestre lo siguiente.
(i) Va,y,z € V({x,y+2) = (z,y) + (z,2)). (iv) VzeV({z,z)=0 < z=0).
(ii) Vz,y € VVe e F((z,cy) = &z, y)). (v) YveVMueVi{uv)=0 = v=0).
(ili) Vo e V({z,0) = (0,z) =0). (vi) Vy,ze V(e eViz,y) =(x,z2) = y=2).
Sea 3 una base para un espacio vectorial de dimensién finita con producto interior V.
(a) Sea x € V. Pruebe que si Vz € 8 ({x,z) = 0), entonces z = 0.
(b) Sean z,y € V. Pruebe que si Vz € 8 ((x, z) = (y, 2)), entonces x = y.
Sea V un espacio con producto interior. Demuestre lo siguiente.

(i) Yz € VVe € F(||cz|| = || |]x|])-

que ||z +y||> = ||z]|? + ||y||?. Deduzca el Teorema de Pitdgoras para R2.

(b) Pruebe la ley del paralelogramo para un espacio con producto interno V; esto es, pruebe que
Vo,y € V, ||z +y||> + ||z — y||* = 2||z||* + 2]||y||>. {Qué nos dice esta ecuacién acerca de los
paralelogramos en R2?.

Sea {v1,va, ..., v} un conjunto ortogonal en V' y sean ay, as, ..., ar € F. Pruebe que:

1305 aivil|? = 300 laal? s 2

Sean A, B € M, «x»(F) y sea ¢ € F. Pruebe que (A + ¢B)* = A* 4+ ¢B*.
(a) Pruebe que si V' es un espacio con producto interno, entonces [{(x,y)| = ||z|| - ||y]| si y s6lo si
alguno de los vectores x ¢ y es multiplo del otro. Sugerencia: Si se da la igualdad y y # 0, sea

(o.y) y sea z = x — ay. Pruebe que y y z son ortogonales y que |a| = l\l\lell‘

a= Luego aplique el

[yl
ejercicio 26(a) a ||z||?> = ||lay + 2||2.
(b) Obtenga un resultado similar para la igualdad ||z + y|| = ||z|| + ||y|| ¥ generalice para el caso
de n vectores.
(a) Pruebe que el espacio vectorial H con la funcién (-, -) que se defini6 en clase, es un espacio con
producto interno.
(b) Sea V = C([0,1]) y definamos (f, g) = fol f(t)g(t)dt.
.Es este un producto interno para V7.
Sea V' un espacio vectorial sobre F', donde FF =R 6 F' = C y sea W un espacio con producto interior
sobre F' con producto interior (-,-). Si T : V — W es lineal, pruebe que (z,y) = (I'(z),T(y)) define
un producto interno para V siy sélo si T es inyectiva.
Sea V un espacio vectorial con producto interno. Pruebe que:
(a) Va,y € V(|lz +y|[* = |l]|* £ 2Re((z, ) + [lylI*).
(b) Va,y € V(||| = llylll < [[z = yll).
Las siguientes son las llamadas identidades polares:
(c) Pruebe quesi F =R, Va,y € V((z,y) = 1llz + y|]* — $l|lz — y[|?).
(d) Pruebe que si F = C, Va,y € V((z,y) = 1 S°3_, i¥||z +i*y[|?), donde i2 = 1.
Sea V un espacio vectorial sobre los reales o los complejos (posiblemente de dimensién infinita) y
sea [ una base para V. Para cada z,y € V, existen vy,vs,...,v, € [ tales que x = 2?21 a;v; y
y = > bjv;. Definamos

<J},y> = Z?:l a’lbl



(a) Pruebe que (-,-) es un producto interno para V' y que § es una base ortonormal para V. Por

tanto, todo espacio vectorial real o complejo tiene un producto interno.

(b) Pruebe quesi V. =R"™ 0V = C" y 3 es la base ordenada estandar, entonces el producto interior
definido anteriormente es el canénico.

36. Sea V. =F"ysea A€ Mpxn(F).

(a) Pruebe que Vz,y € V ((z, Ay) = (A*x,y)).

(b) Supongamos que para alguna B € M,, ., (F), se tiene que Vz,y € V ((z, Ay) = (Bz,y)). Pruebe
que B = A*.

(c) Sea « la base ordenada candnica para V. Para cualquier base ortonormal 5 de V, sea Q la

matriz de n x n cuyas columnas son los vectores en 3. Pruebe que Q* = Q~*.
(d) Defina operadores lineales Ty U sobre V dados por T(x) = Az y U(x) = A*x. Pruebe que
[U]g = [T} para cualquier base ortonormal 3 de V.

Definicién: Sea V un espacio vectorial sobre F, con FF' =R 6 F = C. Sin importar si V' cuenta o no con
un producto interior, podemos definir una norma || - || como una funcién que toma valores reales y
definida sobre V' que cumpla las siguientes condiciones:

(1) Ve e V(||z]| > 0) y Vz € V(||z]| = 0) si y sélo si z = 0.
(2) Vz € VVa € F(||azx|| = |al - ||x]]).
(3) Va,y € V(|| +yl| < lz[l + [lyl])-
37. Pruebe que las siguientes funciones son normas en el espacio vectorial V' dado.
() V = Myen(F): VA € V (|| A]] = maa{|Ay| 1<i,j <n}) .
(i) V.=C([0,1]); Vf € V (|f]| = maxzf[f(t)| t€[0,1]}).
(iii) V' =R* ¥(a,b) € V (|[(a,b)|| = maz{|al, b]}) -
38. Utilice el ejercicio 32 para probar que no hay ningtin producto interno definido en R? que induzca
la norma definida en el ejercicio 37(iii).
39. Sea || - || una norma definida sobre V' y definamos, para cada par de vectores, el escalar d(z,y) =
[|z — y||, denominada la distancia entre x y y. Pruebe que:
(a) d(z,y) > 0. (b) d(z,y) =d(y,z). (c)d(z,y) <d(z,z)+d(z,y). (d)d(z,y)=0siysblosiz=uy.
40. Sea || - || una norma sobre un espacio vectorial real que cumpla la ley del paralelogramo. Definamos:

(z,9) = glllz +yII* = |z = y|’].

Pruebe que (-,-) define un producto interior sobre V tal que Yz € V (||z||*> = (z, z)).
Sugerencias:
(i) Pruebe que Vz,y € V ((z,2y) = 2(z,y)).
Pruebe que Vz,y,u € V ({x + u,y) = (z,y) + (u,y)).
Pruebe que ¥n € NT Va,y € V ((nz,y) = n{x,y)).

)
)
(iv) Pruebe que Vm € N* Vz,y € V (m(Ltz,y) = (z,9)).
) Pruebe que Vr € Q Vz,y € V ((rz,y) = r(z,y)).
)

Pruebe que Vz,y € V ({z,y)| < |lz||||y]]). Sugerencia: La condicién (3) en la definicién de norma
puede ser ttil.

(vii) Pruebe queVe € R,Vr € QyVz,y € V, |c{z,y)—{cx,y)| = [(c—7){z,y) —{((c—7)z, y)| < 2|c—7|||z||||y]|.

(viii) Utilice el hecho de que Ve € R, |¢c — 7| puede ser tan pequefio como queramos, donde r € Q, para
demostrar el inciso (b) de la definicién de producto interior.

41. Sea V un espacio vectorial sobre C y supongamos que [+, -] es un producto interior real sobre V' si tomamos a
V' como espacio vectorial sobre R. Supongamos ademés que Va € V ([z,iz] = 0). Sea (-, -) la funcién compleja
definida por (z,y) = [z,y] + i[z,iy] para x,y € V. Pruebe que (-,-) es un producto interior complejo sobre

V.

42. Sea || - || una norma sobre un espacio vectorial sobre C tal que satisface la ley del paralelogramo. Pruebe
que existe un producto interior (-,-) sobre V tal que VYo € V (||z||*> = (z,)). Sugerencia: Utilice los dos
ejercicios anteriores.



