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Recordemos la idea de la definiciéon de von Neumann para el conjunto de los nimeros naturales:
(a) @ es un numero natural.
(b) Sin es un ntmero natural, entonces n U {n} es un ndmero natural.
(¢) Los numeros naturales son los conjuntos que se obtienen de la aplicacién repetida de las reglas (a) y
(b) anteriores.
Haciendo @ = 0, s(n) = n U {n} y N el conjunto de los nimeros naturales, demuestre que esta definicién
cumple los primeros tres axiomas de Peano.
De manera similar a como se justificaron las definiciones de la suma y la multiplicaciéon de los naturales
usando el Teorema de Recursion, justifique la definicién de la operacién exponenciacién.
En el Ejercicio 1 vimos que la idea de von Neumann para definir a los naturales efectivamente cumple los
primeros tres Axiomas de Peano.
(i) Demuestre que para cualesquiera naturales m y n, m € n si y sélo si m ;Cé n.
Sugerencia: Sea A ={n € N : Ym € N(m € n = m & n)}. Use el Principio de Induccién para probar
que A = N. Después vea que B = {n € N : Vm € N(m & n = m € n)} es también todo N usando el
Principio de Induccién y usando que A = N.
(ii) Pruebe que para todos los nimeros naturales n, n & n.

Demuestre que para toda n € Nt hay m € N tal que s(m) = n, es decir, demuestre que la funcién sucesor
s:N = N\ {0} es sobre.
Demuestre las siguientes afirmaciones respecto de la suma en los naturales:

(i) Para cualesquiera a,b,n € N, (a +b) +n =a+ (b+ n), es decir, la suma en N es asociativa.

(ii) Para cualesquiera a,b,n € N, a+n = b+ n si y sélo si a = b, es decir, en N se cumple la ley de

cancelacion de la suma.
(iii) éa Para todon € N, 0 +n = n.
b) Para cualesquiera a,n € N, a + s(n) = s(a) + n.

(c) Para cualesquiera a,n € N, a + n = n + a, es decir, la suma en N es conmutativa.

(iv) Para cualesquiera a,n € N, si a # 0, entonces a + n # 0.
(v) Para cualesquiera a,b € Nya+b=0siysélosia=0yb=0.

Demuestre las siguientes afirmaciones respecto de la multiplicacién en N:
(i) Paratodon € N, 1-n=n.
(ii) Para cualesquiera a,b,n € N, (a+0b)-n = (a-n) + (b-n), es decir, la multiplicacién distribuye a la
suma en N.

éa; Para todom € N, 0-m = 0.

(iii
b) Vn,m € N(n-m = m - n), es decir, la multiplicacién en N es conmutativa.

)
(iv) La ley de la asociatividad: Para cualesquiera a,b,n € N, (a-b)-n=a- (b-n).
) Para cualesquiera a,b € N, a-b=0siysélosia=00b=0.
) La ley de la cancelacién de los no ceros: Para cualesquiera n,m,k € N, si k #0y m-k =n -k,
entonces n = m.
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Usando la definicién de la exponenciaciéon y las propiedades demostradas para la suma y la multiplicacién,
demuestre las leyes de los exponentes en N:

(i) Para cualesquiera naturales a, n y m, a"a™ = a"*t™.
(ii) Para cualesquiera naturales a, n y m, (a™)™ = a"™.
(iii) Para cualesquiera naturales a, n 'y m, (nm)® = n%m®.

. Dados m,n € N, demuestre lo siguiente.

(i) Sim < n,elteNT tal que m+t = n es tnico.
(ii) m < n siy sblo si existe t € N tal que n = m + t. Ademads, en este caso, dicho ¢ es tinico.
Demuestre que las siguientes afirmaciones se cumplen:
(i) Paratodon €N,0<n. (ii) Paratodon €Nt 0<mn. (iii) Paratodon €N, n < s(n).
(iv) Para cualesquiera n,m € N, n < m, si y sélo si s(n) < m.
(v) Paratodon €N, sin#0, entonces 1 < n. (vi) Paratodon €N, 0 < s(n).
Demuestre que (N, <) es un orden lineal.

Sean m y n nimeros naturales. Sabemos por el ejercicio anterior que el orden es tricotémico, es decir, que
m < n,om =mn,om > n. Es decir, se da al menos uno de estos tres casos. Demuestre que solamente puede
darse uno de estos tres casos. Es decir, demuestre que se da a lo més uno de estos tres casos, concluyendo
que se da uno y sélo uno de los tres casos.

Demuestre las siguientes afirmaciones con respecto al orden y las operaciones en N:
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i) Para cualesquiera n,m € N, si m # 0, entonces n < n + m.
(ii) Para cualesquiera n,m € N, n <n +m.

(iii) Para cualesquiera n,m,k € N,n <msiysélosin—+k <m+k.

(iv) Para cualesquiera n,m,k € N, si k # 0y n < m, entonces n-k < m - k.
(v) Para cualesquiera n,m,k € N, si n-k < m -k, entonces n < m.

(vi) Para cualesquiera n,m € N, si m # 0, entonces n < n - m.

(vii) Para cualesquiera n,m € NT, si m # 1, entonces n < n - m.

Demuestre lo siguiente:

(i) El producto de dos naturales consecutivos es par. Observacién: Por definicién x es par si sélo si existe
k € N tal que x = 2k y = es impar si sélo si existe k € N tal que x = 2k + 1, ademés puede dar por
hecho que todo natural es par o es impar y que si un natural no es par entonces es impar y viceversa.
Usando todo esto, no se necesita induccién para demostrarlo.

(ii) El producto de 3 naturales consecutivos es miltiplo de 6. Sugerencia: Hagalo por induccién y utilice
el ejercicio anterior.

Demuestre lo siguiente por induccion.

(i) Paratodon € N, 02 + 12 + ... +n? = w.
(ii) Paratodon € N, 03 +13 4. +n3 = LAGAIVEY
(iii) Paratodon € Nt 1+3+ .-+ (2n— 1) =n?
Demuestre lo siguiente:

(i) Para toda n € N, n < 2",

(ii) Para toda n >4, 2" < nl.

(iii) Para cualesquiera a,b € Ny n € N*, na"~1b < (n — 1)a™ + b".

(iv) Pruebe que la suma de los dngulos internos de un poligono de n > 3 lados es (n — 2)180°, usando
induccién sobre n, dando por hecho que la suma de los dngulos internos de un tridngulo es 180°.

Diga cudl es el error en la siguiente “demostracién” por induccion:

Sea n > 1. Demuestre que dadas cualesquiera n lineas en R?, éstas son paralelas.

Paso base. Si n = 1, como toda linea es paralela a si misma, la afirmacién es cierta.

Paso inductivo. Hipdtesis de induccion: Supongamos que la afirmacién es cierta para n, es decir, que
cualesquiera n lineas en R? son paralelas.

Sean Li, Lo, ..., Ly, L1 lineas cualesquiera en R2. Denotando con L || M el hecho de que las lineas

L y M sean paralelas, por la hipétesis de induccién, tenemos que Ly || La || ... | L,. También por la
hipétesis de induccién, Lo || L3 || ... || Ln || Lnt1, entonces, como la relacién ser paralela es transitiva
Ly,Lo,...,L,, L,+1 son paralelas.

Por lo tanto, cualesquiera n + 1 lineas en R? son paralelas.
iPor lo tanto, para todo n > 1, cualesquiera n lineas en R? son paralelas!
Diga cudl es el error en la siguiente “demostracién” por induccion:
En todo conjunto de n > 1 circulos en R2, todos los circulos tienen el mismo radio.
Paso base. Si n = 1, todo circulo en el conjunto tiene el mismo radio, por lo que la afirmacién es cierta
para n = 1.
Hipotesis de induccién. Supongamos que la afirmacion es cierta para n, es decir, que cualesquiera n circulos
en R? tienen el mismo radio. Sean Cy,Cy,--- ,Cy, Cpyq circulos cualesquiera en R2. Por la hipétesis de
induccién, tenemos que Ci,Cs,---,C, tienen el mismo radio. También por la hipdtesis de induccion,
tenemos que Cy,Cl3, - -+, C, y Cp41 tienen el mismo radio, entonces, todos los circulos C1,Cy, -+ ,Cy,, Cr11
tienen el mismo radio.
Por lo tanto, cualesquiera n + 1 circulos en R? tienen el mismo radio. jPor lo tanto, para todo n > 1,
cualesquiera n circulos en R? tienen el mismo radio!
Dé un ejemplo de un conjunto A de nimeros que no satisfaga el Principio del Buen Orden, justificando su
respuesta.
Demuestre lo siguiente:

(i) 0< =@.

(ii) Para todo n € N, s(n)< =n<U{n}D.
(iii) Para cualesquiera n,m € N, n < m si y sélo si n< C m=<.

(iv) Para cualesquiera n,m € N, n < m siy sélo si n< & m<.

Demuestre el Segundo Principio de Induccion.
Demuestre que el Segundo Principio de Induccién y el Principio del Buen Orden son equivalentes.
Demuestre que no hay ningin ntimero natural entre el 0 y el 1.

Sea n € N. Demuestre que no hay ningtin ndmero natural entre n y s(n). Encuentre dos demostraciones,
una usando el Primer Principio de Induccién y otra utilizando el Principio del Buen Orden.



