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I. Espacios vectoriales y bases

1.

w

Sea V un espacio vectorial sobre un campo F'. Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o
falsas, dando demostracion bien justificada o contraejemplo.

(i) Vae FVz,yeV (ax =ay = z=1y);

(ii) Va,be FVz €V ((x #0 y ax = bx) = a =1b).

. Sea F(R,R) el espacio vectorial de las funciones de R en R sobre el campo R. Sea X C R. ;Es

{f:R—=R|VzeX(f(x) =0)} un subespacio de F(R,R)? Justifique su respuesta.

. Sean Wy y W5 subespacios de un espacio vectorial V. Demuestre que W7 U W5 es un subespacio de

V siy sélosi Wy C Wy 6 Wy C Wi

Sean Wy y W, subespacios de un espacio vectorial V.

Demuestre que Wy +Ws := {w1+wy € V | w1 € Wh y we € Wa} es un subespacio de V' que contiene
a ambos subespacios Wy y Wo.

. Sea W un subespacio de un espacio vectorial V' sobre un campo F. Para cada v € V, definase el

conjunto {v} + W = {v+w : w € W}. Este conjunto a veces se denota solamente como v + W.

a) Demuestre que v + W es un subespacio de V si y sélo si v € W.

b) Demuestre que v1 + W = vg + W si y sélo si v; — vy € W.

¢) Sea S = {v+ W :v € V}. Definimos la suma +g en S y la multiplicacién escalar -g en S de
la siguiente manera: para cualesquiera vy,va € V, (v1 + W) 45 (va + W) = (v1 +v2) + W, y
para cualesquiera v € Vya € F, a-s (v+ W) = (av) + W. Demuestre que estas operaciones
estdn bien definidas, es decir, demuestre que si vy + W = v} + W y vo + W = v}, + W, entonces
(Vi 4+W)4g(v2+W) = (V] + W) +g (v5+W) y paratodoa € F, a-s(v1+W) =a-g (v]+W).

d) Demuestre que la estructura (S, +g, -g) es un espacio vectorial. Este espacio vectorial se denota
como V/W y se llama el espacio cociente de V' mddulo W.
Sea n € NT. Sea F' un campo cualquiera y sea M, x,(F) el espacio vectorial de todas las matrices
de n x n con entradas en F'.
(i) Demuestre que para cualquier A € M,x,(F) y cualquier ¢ € F, ¢(A + A!) es una matriz
simétrica.
(i) Decimos que una matriz A € M, x,(F) es antisimétrica si —A = A’. Demuestre que para
cualquier A € M,,»,,(F) y cualquier ¢ € F, ¢(A — A') es una matriz antisimétrica.
(iii) Suponga que F tiene caracteristica distinta de 2. Sean Wy = {A € M,xn(F) : A = A} y
Wy ={A € Mypun(F): —A = A'}, es decir, W es el conjunto de todas las matrices simétricas
de n x n con entradas en F'y W5 es el conjunto de todas las matrices antisimétricas de n x n
con entradas en F. Demuestre que My, x,(F) = W; & Ws.

Recuerde que dado un subconjunto S de un espacio vectorial V', denotamos por (S) al conjunto
de combinaciones lineales finitas de elementos en S. Sean S; y S subconjuntos cualesquiera de
un espacio vectorial V. Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando con
prueba o contraejemplo:

(i) (S) es el minimo subespacio vectorial de V' que contiene a S.
(ii) (S1NS2) € (S1) N (S2);
(iii) (S1) N (Se) C (S1 N Ss).
(iv) Si S; es linealmente dependiente y S; C Sa, entonces Sy es linealmente dependiente.
(v) Si Sy es linealmente independiente y S; C S, entonces S; es linealmente independiente.
)

(vi) Sean ay,...,an € F'y z1,%2,....0n, € V. Si a121 + a2 + ...apry, = 0y x1,22,..., T, son
linealmente independientes, entonces todos los escalares a; son 0.

SeanW1:{<Z Z)EV:a,b,ceF}yW2:{( —Oa Z)EV:a,bEF} subconjuntos del

espacio vectorial Myyo(F), con F un campo cualquiera. Demuestre que W; y W5 son subespacios
vectoriales de V' y encuentre las dimensiones de Wy, Wy, W1 + Wo v W1 N Wy, Sugerencia: No se
tienen que dar bases para todos estos subespacios.
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. Sean u y v vectores distintos de V. Demuestre que el conjunto {u,v} es linealmente independiente

si y sélo si el conjunto {u + v,u — v} es linealmente independiente.

Demuestre que los siguientes subconjuntos de vectores del espacio F(R,R) son linealmente indepen-

dientes.

(i) {f(t) =€, g(t) =e*"}, donde r,s e Ry 1 # s;

(ii) {f(x) = sin(z), g(z) = cos(x)}; y

(iii) {f(z) = cos(nz), g(x) = cos(mz)}, donde n,m € NT y n # m.

Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, dando prueba o contraejemplo.

(i) Todo espacio vectorial tiene una base finita.

(ii) Un espacio vectorial no puede tener mas de una base.

(iii) Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Sea S; un subconjunto linealmente independiente
de vectores de V' y sea Ss un subconjunto de V' que lo genera. Entonces S7 no puede tener mas
vectores que los que tiene Ss.

(iv) Sea V un espacio vectorial. Si (S) =V, entonces cada vector de V' se puede escribir de manera
unica como combinacion lineal de vectores en S.

(v) Si V es un espacio vectorial de dimensién n, entonces V' tiene exactamente un subespacio de
dimensioén 0 y exactamente un subespacio de dimensién n.

(vi) Sea V un espacio vectorial de dimensién n. Si S es un subconjunto con n vectores de V, entonces
S es linealmente independiente si y sélo si (S) = V.

Supéngase que V es un espacio vectorial de dimensién finita y que Wi es un subespacio de V.

Demuestre que existe un subespacio Wy de V tal que V= W; & Ws. jEs tunico dicho subespacio

W57 Justifique su respuesta.

En Algebra Lineal I se demuestra que si un espacio vectorial V' es generado por un conjunto finito

S, entonces existe un subconjunto de S que es base para V. Demuestre la siguiente generalizacion

de este resultado: Sean S; y S subconjuntos de un espacio vectorial V tales que S; C Sy. Si 57 es

linealmente independiente y £(S2) = V, entonces existe una base 8 para V tal que S; C 8 C Ss.

Sugerencia: Aplique el Lema de Zorn o Principio de Maximalidad a la familia de subconjuntos

linealmente independientes de S3 que contienen a 5.

Recuerde el espacio cociente de V- mddulo W definido en el ejercicio 5 anterior, denotado como V/W.

Demuestre lo siguiente.

a) Sea W un subespacio de un espacio vectorial V' de dimensién finita. Sea {u1,us, ..., ux} una

base para W. Sea {u1, us, ..., g, Uk+1, .-, Up } Una extensién de la base dada de W a una base de
V. Demuestre que {ug4+1 + W, ugro + W, ..., u, + W} es una base para el espacio V/W definido

en el inciso anterior.
b) Sea W un subespacio de un espacio vectorial V' de dimensién finita. Encuentre una férmula que

relacione dim(V'), dim(W) y dim(V /W), justificando su respuesta.
Transformaciones lineales y matrices

Sean V' y W espacios vectoriales sobre el campo F'y sea T : V — W una transformacién lineal.
Demuestre que T" es lineal siy sélosiVee FVa,y e V(T (cx+y) =cT(x) +T(y)).

Sean V' y W espacios vectoriales cualesquiera. Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o
falsas, dando prueba o contraejemplo:
(i) Si T es lineal, entonces T'(0,,) = 0,, .
(ii) Si T es lineal, entonces T lleva subconjuntos linealmente independientes de V' en subconjuntos
linealmente independientes de W.
(iii) Dados 1,22 € V y y1,y2 € W, existe una transformacion lineal U : V' — W tal que U(x1) = y1
y U(z2) = yo.

Sean V' y W espacios vectoriales arbitrarios y sea Ty — W una transformacién lineal. Diga si las
siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, dando prueba o contraejemplo.
(i) SiT:V — W es lineal, entonces {0y} C N(T).
(ii) Para cualesquiera v € V y w € W, existe una transformacién lineal T : V. — W tal que
T(v) = w. _
(iii) Sea T : V — W lineal. Entonces T es inyectiva si y sélo si N(T') C {0y }.
(iv) Si V' y W son de dimensién finita y T : V. — W es lineal e inyectiva, entonces dim(V) <
dim(W).
(v) Sean V' 'y W espacios vectoriales de dimensién finita sobre el campo F'y sea T : V' — W lineal.
Si dim (V') < dim(W), entonces T' no puede ser sobre.
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(vi) Si T : V. — W es lineal y S es un subconjunto linealmente independiente de V', entonces

T[S] = {T(x) : x € S} es un subconjunto linealmente independiente de WW.
(vi) T es inyectiva siy sélo si T' lleva subconjuntos linealmente independientes de V' a subconjuntos

linealmente independientes de W;
Sea V un espacio vectorial y W un subespacio de V. Defina la funcién n : V. — V/W como
nw) =v+W (V/W es el espacio cociente de V médulo W, definido en el ejercicio 5 y revisitado en
el ejercicio 14).
a) Demuestre que 7 es una transformacion lineal, que es sobre y que N(n) = W.
b) SiV es de dimensién finita, use el inciso (i) y el Teorema de la Dimensién para encontrar una
férmula que relacione dim(V'), dim(W) y dim(V/W).

Sean V' y W espacios vectoriales sobre un campo F' y sean [ y 7 bases ordenadas para V' 'y W,
respectivamente. Sean T : V. — W y U : V — W transformaciones lineales. Diga si las siguientes
afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando con prueba o contraejemplo.
(i) SiV y W tienen dimensién finita igual y T : V' — W es lineal, entonces existen bases ordenadas
By v para V y W respectivamente de tal forma que [T]g es una matriz diagonal.
(ii) Si [T]} = [U]}, entonces T = U.

(ili) Sidim(V) =m y dim(W) = n, entonces [T]}; es una matriz de m x n.

)
)
(iv) [T+ U]g = [T]g + [U]g
(v) Va € FlaT]} = a[T]}.

) Siay S son bases ordenadas para V' y W respectivamente, y T : V' — W es una transformacién
lineal, entonces Yv € V [T'(v)]s = [T12[v]a-

[0

(vi

(vii) Sean V'y W espacios vectoriales de dimensién finita sobre el campo F con oy 3 bases ordenadas
para V y W, respectivamente. Sea T': V — W lineal e invertible. Entonces [T]2 es invertible y
(1))~ = T3

(i) Dé la definicién explicita de la transformacién lineal T : F'3 — P4(F) tal que T(1,0,0) = 2% 42,
T(0,1,0) = 2® — 2 y T(0,0,1) = 22 — 2.

(ii) Dé la matriz [T]} en términos de la base ordenada canénica 3 para F° y - la base ordenada
canénica para Py(F).

(iii) Sea U : Py(F) — F? la transformacién lineal definida como U(a + bx + ca? + da® + ex?) =
(a+b+c,d+e). Dé las matrices [U]S y [UT]3, donde a = {(1,0), (1,1)}.

Sea V el espacio vectorial de las sucesiones en R tales que sélo un nimero finito de sus entradas

son no nulas, es decir, V' = {{an }nen| €l nimero de n’s tales que a, # 0 es finito }. Definanse las

funciones T, U : V. — W de la siguiente manera:
T(CLl7 az, as, ) = (ag, as, ), U(al, az, as, ) = (0, ai, az, )

T y U se llaman los operadores “shift izquierdo” y “shift derecho” de V', respectivamente.
(i) Demuestre que T'y U son lineales.
(ii) Demuestre que T es sobre, pero no inyectiva.

(iii) Demuestre que U es inyectiva, pero no sobre.

Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea T : V' — V una transformacion lineal. Demuestre
lo siguiente, teniendo cuidado de decir donde utiliza la hipdtesis de que V' es de dimensién finita.
(i) SiV =R(T)+ N(T), entonces V = R(T) & N(T).
(ii) Si R(T) N N(T) = {0}, entonces V = R(T) & N(T).
Sean V' y T definidos como en el ejercicio 21.
(i) Demuestre que V = R(T) + N(T), pero que esta suma no es directa, por lo que el resultado
del inciso (i) del ejercicio anterior no se puede probar sin asumir que V' es de dimension finita.
(i) Encuentre una transformacién lineal 71 : V' — V tal que R(T1) N N(T1) = {0}, pero tal que V
no sea la suma directa de R(T1) y N(T1), mostrando que el resultado del inciso (ii) del ejercicio
anterior no se puede probar sin asumir que V es de dimensién finita.

Sean V' y W espacios vectoriales de dimensién n y sea T : V — W una transformacion lineal.
Supéngase que [ es una base de V.
Demuestre que T' es un isomorfismo si y sélo si T3] = {T'(v) : v € B8} es una base para W.
Sea V' un espacio vectorial y sean W7 y Wy subespacios de V tales que V' = W7 @ W5. Una funcién
T:V — V se llama la proyeccion sobre W1 a lo largo de W si para x = x1 +x2 con x1 € W1 y
x9 € Wa, se tiene que T'(x) = 7.

(i) Sea T : R? — R? definida como T'(a,b,c) = (a — ¢,b,0). Demuestre que T' es una proyeccién

sobre el plano zy a lo largo de la recta L = {(a,0,a) : a € R}.
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(ii) Sea V un espacio vectorial y sean Wi y Wy subespacios de V tales que V. = Wy @ Ws. Sea
T :V — V una proyeccién sobre Wi a lo largo de Wj.
a) Demuestre que T es lineal. (b) Demuestre que Wy = {z € V: T(x) = x}.
) Demuestre que R(T) =Wy y N(T) = W;. (d) Describa T si Wy =V.
e) Describa T si W; = {0}.
(iii) Sea W un subespacio de un espacio vectorial V' de dimensién finita.
(a) Demuestre que existen un subespacio W’ de V' y una funcién T : V — V tales que T es
una, proyeccién sobre W a lo largo de W”.
(b) Dé un ejemplo de un espacio vectorial V' y un subespacio W de V tales que haya dos
proyecciones sobre W a lo largo de dos subespacios (distintos).
Sea V un espacio vectorial con dimensién finita y sea T : V — V una transformacién lineal.
Demuestre que si rango(T) = rango(T?), entonces N(T) N R(T) = {0}. Deduzca que entonces
V=R(T)® N(T).

Sea V un espacio vectorial y sea T' : V' — V lineal. Decimos que un subespacio W de V es T'-
invariante st Vo € W (T(z) € W), es decir, T[W] C W. Si W es T-invariante, definimos la
restriccion de T en W como la funcién Ty : W — W tal que Vo € W (Tw (x) = T'(x)).
(i) Sea T : V — V lineal. Demuestre que {0}, V, N(T') y R(T) son todos T-invariantes.
(ii) Sea T': V — V lineal. Si un subespacio W de V es T-invariante, demuestre que Ty es lineal.
(i) Sea T : V — V lineal y sea W un subespacio de V. Si T es una proyeccién sobre W a lo largo
de algin subespacio W', demuestre que W es T-invariante y que Ty = Iy .

Sean A y B matrices de n x n y 0 la matriz cero de n X n. Demuestre lo siguiente.
(i) Si Ay B son invertibles, entonces AB es invertible y (AB)~! = B71A~L.

(ii) Si A es invertible, entonces A? es invertible y (A?)~! = (A1)t

Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, dando prueba o contrajemplo.
(i) Toda matriz de cambio de coordenadas es invertible.
(ii) Sea T un operador lineal definido en un espacio vectorial V' de dimensién finita, sean 8y 5’
bases ordenadas para V' y sea @ la matriz de cambio de coordenadas que cambia 3’-coordenadas
en (B-coordenadas. Entonces [T]s = Q[T]s Q.

Demuestre que el rango de cualquier matriz A € M, «,(F) es la dimensién del subespacio de F™
generado por sus columnas. (Recuerde que si T': V' — W es una transformacién lineal y 5 es una
base para V', entonces R(T') = (T'[f]) y recuerde que Ae; es la j-ésima columna de A.)

Sea T : R® — R? definida como T'(a,b,c) = (a + b,b — 2¢,a + 2¢). Para cada uno de los vectores
v € R? siguientes, determine si v € R(T). (i) v=(1,3,-2) (i) ov=(2,1,1).

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, dé todas sus soluciones y encuentre una base
para el conjunto solucién del sistema homogéneo correspondiente:

Ty — 4ry — xr3 + Ty = 3 201 — 219 — r3 + 6xy — 2z5
2r1 — 8xrg + r3 — 4dry = 9 (11) xr, — To + r3 + 2x4 — x5
—T1 + 41’2 - 2503 + 51’4 = —6 4:171 - 4332 + 5133 + 71’4 - Is

[\]



