Limitaciones

Teorema del bombeo Aplicaciones Teorema de Myhill-Nerode

Un lenguaje no reqgular I
~ El lenguaje {a"b"} no es regular. Supongamos que lo es y que A es un
AUTOMATAS Y LENGUA" ES FORMALES autdmata determinista con k estados y L(A) = {a"b"}.
LENGUAJES REGULARES II Sea la cadena a™b™, con m > k. Durante su lectura, el autémata debe
LENGUAJES INDEPENDIENTES DEL haber pasado al menos dos veces por un mismo estado (hay menos
CONTEXTO estados que copias de a).

Sea q este estado repetido. Entonces:

. . . 5%(s,a') = i<m
Francisco Hernandez Quiroz (s, .) a
6*(q,d)) = ¢q j#0
Departamento de Matematicas 5*((7 arbm) = feF i+ j +r=m
Facultad de Ciencias, UNAM ’ ’
E-mail: fhq@ciencias.unam.mx Como A es determinista, tenemos que paratoda p € N
Pagina Web: www.matematicas.unam.mx/fhq 5*( ip
qg,dP) = ¢q
Facultad de Ciencias y en consecuencia
6*(s,a'alPa’b™) = feF
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Limitaciones Limitaciones
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Un lenguaje no regular I1 Teorema del bombeo

El resultado anterior se puede generalizar con el siguiente

Pero
Teorema. Sea L un lenguaje regular. Entonces, 3k € N tal que

i+ jp+rzm, Va, B,y € 3%, si
salvo en el caso en que p = 1. Por tanto, aunque a’a/Pa’b™ e L(A), aByel y k<8I,

o entonces 3n, 6, ¢ € >* tales que
a'alPa"b™ ¢ {a"b"},
B=nbp 'y Oze y anblpyel VieN.
lo cual es una contradiccién. En conclusion, este lenguaje no es regular.
La demostracion generaliza el argumento del ejemplo anterior, en el que
a=¢B=a"n=ad,0=a,9=a"yy=b"
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Limitaciones

Teorema del bombeo Aplicaciones Teorema de Myhill-Nerode

Aplicaciones del lema del bombeo I

Ejemplo 1. El lenguaje {02"} no es regular. Supongamos que lo es 'y
A € DFA reconoce este lenguaje. Sea k el nimero de estados de Ay sea
mtal que 2™ > k. El teorema del bombeo nos dice que 3n, 6, @ tales que

a?" = and gy € L(A) VieN.
Como 6 # ¢, la afirmacion anterior quiere decir que
lal +nl+il6] + || + |yl

siempre es una potencia de 2, lo cual es obviamente falso. Por tanto, A no
puede existir y {azn} no es regular.

Leng. reg./Leng. ind. del contexto
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Limitaciones

Teorema del bombeo Aplicaciones Teorema de Myhill-Nerode

Relaciones de Myhill-Nerode I

Sea L un lenguaje regular y sea A € DFA tal que L(A) = L, con
A=(Q,2,0,s, F)y sin estados inaccesibles. Definiremos una relacién de
equivalencia en >*:

aza B sii 6*(s, a) = 6%(s, B).

La relacidn =4 tiene las siguientes propiedades:

@ Es una congruencia por la derecha:
a=zp P implica que oa =4 Ba.
©Q Es una dfinacion de L:
a=pPB implica que oaelLsiipel.

Leng. reg./Leng. ind. del contexto
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Teorema del bombeo Aplicaciones Teorema de Myhill-Nerode

Aplicaciones del lema del bombeo II

Ejemplo 2. Sean o € 2* y a € 5. Definimos
#a(a) = el nimero de apariciones de g en a.

Entonces
{0 € {a, b}* | #a(a) = #b(x)}
no es regular. La demostracion en este caso es indirecta:
© Ellenguaje {a*b*} es regular.
Q {a*b*}n{a €{a, b} | #a(«) = tb(a)} = {a"b"}.
© Los lenguajes regulares son cerrados bajo n.

© Portanto, {o € {a, b}* | #a(a) = #b(«)} no puede ser regular.
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Limitaciones

Teorema del bombeo Aplicaciones Teorema de Myhill-Nerode

Relaciones de Myhill-Nerode II

© Tiene indice finito, es decir, induce un nimero finito de clases de
equivalencia.

Una relacion que cumple con 1-3 es una relacién de Myhill-Nerode.
Sea ahora R € 2* un lenguaje arbitrario. La relacion de equivalencia
=RC 2* x 2* se define de esta forma:

o =R B sii Vy € 3*. ay € Rsii By € R.
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Limitaciones Limitaciones

Teorema del bombeo Aplicaciones Teorema de Myhill-Nerode Teorema del bombeo Aplicaciones Teorema de Myhill-Nerode

Teorema de Myhill-Nerode Ejemplo

El conjunto L = {a®"} no es regular. Se demostrara utilizando el teorema
Sea L ¢ >*. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes: anterior. Considérense las clases de equivalencia:

@ L esregular.
g as= B sii Vk. aak e L sii Bak €L
@ Existe una relacion de Myhill-Nerode en L.
@ Larelacién =, tiene indice finito. Pero aak, Bak € L sii |a| + k = || + k = 2", para alguna n € N. En pocas
palabras, por cada valor de k hay una clase de equivalencia distinta, i.e.,

£/ no tiene indice finito.
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Minimalizacién Minimalizacién

Automata cociente

Minimalizacion de estados

Sea A€ DFA, A=(Q, 2, 8, s, F). Definimos una relacién de equivalencia
En ocasiones, un autémata A puede reemplazarse con un autémata A que entre estados de Q. Sean g, r € Q. Entonces:

reconoce el mismo lenguaje pero que tiene un conjunto de estados menor:
g=r sii Voa.6%(q,a) e F sii 6*(r,a) € F.

Dado que = es una relacion de equivalencia, designaremos con [q] la clase

a b e a, b a, b a b de equivalencia a la que pertenece el estado g. El autémata cociente de A,
’ ’ que denotaremos con A/ == (Q., 2, b., S., F.), se define asi:

Q = {l[qdllqgeqQ}
6.([ql,a) = [b6(q,a
De hecho, para cada lenguaje regular existe un tinico DFA (salvo -(lal ) [o(q, a)]
isomorfismo) con un nimero minimo de estados que lo reconoce. s. = I[s]
F. = {[f]l| feF}).
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Minimalizacién Minimalizacién

Algoritmo de minimalizacion I Algoritmo de minimalizacion II

El siguiente algoritmo permite construir el autdmata cociente a partir del
autébmata A=(Q, 2, 6, s, F), con Q ={qq,. - -, gk}

@ Se construye una tabla

Estado a1 ... a El algoritmo toma cuando mucho

q1 m

: n n!

ak (2) " 2i(n-2)!
Donde m = s si el estado en el i-ésimo renglon es final y el estado en
la j—ésima columna no es final o viceversa. En caso contrario, m = n. pasos, donde 1 es el numero de estados.

©Q Se repite lo siguiente hasta que ya no haya cambios:
Si(qi,q)) = ny (8(qj, a), 8(qj, a)) = s, para algin a € 2, entonces
(Gi» qj) = s.

O Alterminar el paso anterior, g; = g; sii (gj, ;) = n.
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CFG CFG

Definicion Ejemplos Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo Definicion Ejemplos Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo

Gramaticas independientes del contexto Ejemplos

@ Unagramatica G = (2, I, S, —) es independiente del contexto sii
todas las reglas de produccién tienen una de las dos siguientes

formas
Ao a Ao e © Lenguaje de palindromas. Sea Gp = ({a, b},{S}, S, - p), donde
donde Ae . S »>paSa | bSh| e
@ CFG designara el conjunto de gramaticas independientes del ) L
contexto © Lenguaje de paréntesis. Sea Sea Gp = {{(,)},{S}, S, = p), con las

siguientes reglas

@ Ellenguaje generado por G se denotara con L(G). S—p(S)|SS|e

@ Un lenguaje L es independiente del contexto sii existe una gramatica
G € CFG tal que
L = L(G).

@ CFL es el conjunto de lenguajes independientes del contexto.
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CFG CFG

Definicion Ejemplos Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo Definicion Ejemplos Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo

Otras definiciones I Otras definiciones II

Considérese una derivacion ] B
y sera por la derecha sii

0= 0] = -+ = ap. 5
[nil <INl ni € 2%

Esta derivacion presupone reglas de produccion )
Una gramatica es no ambigua sii Va € L(G), o tiene exactamente una

AL > Bi,..., Ay = Bp derivacion por la izquierda (o por la derecha).
Un lenguaje es no ambiguo sii existe una gramatica no ambigua que lo
tales que genere. De lo contrario, sera inherentemente ambiguo.
o = YiAini o1 = YiBini. Una gramatica es pulcra sii

(a) VAeT.L(A) # O;
(b) VAe . 3a,Be 3*.S - aABo S = A.

Esta derivacién serd por la izquierda sii paratodo i < n

lvil < lyial yi€ 2
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CFG CFG

Definicion Ejemplos Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo Definicion Ejemplos Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo

Otras definiciones III Paréntesis balanceados

La gramatica Gp genera el lenguaje de paréntesis balanceados, es decir,

Una produccion es terminal sii no contiene simbolos no terminales del lado .
a € L(Gp) sii
derecho.
Una produccién es una regla-¢ sii su lado derecho es «¢. QO Al) = Cla);
Una produccién es unitaria sii es de la forma de la forma A —» B, con QO C(B)<AB) VBePre(a)
ABerl. donde A(a) y C(«) son el nimero de paréntesis que abren y cierran que
Una gramatica es propia sii no contiene regla-¢ ni reglas unitarias. aparecen en o, respectivamente.

Demostracion. Por induccion en la derivacion de S = «.
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CFG

Definicion Ejemplos Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo

Lenguajes de Dyck

El lenguaje de paréntesis se puede generalizar a los lenguajes de Dyck.
Sea A un alfabeto de simbolos terminales y sea A una copia de A, es decir:

(i) AnA=Q
(ii) existe una biyeccion de A a A.
Por ejemplo, si A = {(}, entonces A = {)}.
El lenguaje de Dyck sobre A es el lenguaje generado por las reglas de
produccion:
S->aSa;|...|apSa, | SS| ¢,

donde A={aj,...,a,}y d; € Aes la copia de g;. Este lenguaje se
denotara con Dj.
Si |A| = n, una notacién alternativa es Dj,.
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CFG

Definicion Ejemplos Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo

Ejemplos
Los conjuntos de producciones siguientes tienen forma normal de
Chomsky y de Greibach (respectivamente)

S - AB| AC | SS C - SB A - ( B —)
S > (B|(SB|(BS|(SBS B -)

y generan el lenguaje de paréntesis balanceados.
Las producciones siguientes generan el lenguaje de palindromas

S - AA|BB| AC| BD C -» SA D - SB A-a B-b
S - aA| aSA| bB| bSB A-a B-b

Con excepcion en ambos casos de ¢.
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Definicion Ejemplos Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo

Formas normales de Chomsky y de Greibach

Sea G=(2,I,S, —»)ungramdtica. G tiene forma normal de Chomsky
(CNF) sii todas las producciones tiene la forma

A - BC A - a,
donde A,B,Celyael.

En cambio, G tiene forma normal de Greibach (GNF) sii todas las
producciones tienen la forma

A > bB;---By

con0<sk,be>yBy,...,Byerl.
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CFG

Definicion Ejemplos Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo

Todas las CFGtienen equivalente en CNF 0 GNF

Teorema. Sea G € CFG. Entonces existen G, G € CFG tales que tienen
forma normal de Chomsky y de Greibach, respectivamente, y

L(Gc) = L(Gg) = L(G) - {e}.
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CFG CFG

Definicion Ejemplos Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo Definicion Ejemplos Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo

Lema de gramaticas propias I Lema de gramaticas propias II

Y sea G' e CFG como G, pero con las reglas de produccién —'. Entonces

Sea G € CFG. Entonces, existe una gramdtica propia Gp tal que L(G) = L(G')

L(Gp) = L(G) - {e}- Obviamente, L(G) € L(G'). Para L(G') € L(G), baste observar que toda
derivacion en G’ se puede realizar en G, salvo tal vez en mas pasos.
Sea ahora Gp como G’ pero con la relacion - que prescinde de las
(i) contiene a —; producciones unitarias y —¢ que existan en —. Entonces

e ’ .7 s .
Demostracion. Sea — la relacion minima que

(i) siA—> aBByB — & entonces A - af ,

’ ’ ’ L G = L G -1&1 = L G -1&j.

(i) siA—" ByB -y, entonces A -’ y. (Gp) = LG) - e} = HG) - e}
Esta Gltima afirmacién se demuestra considerando que las derivaciones de

longitud minima en G’ prescinden de producciones-¢ y unitarias.
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CFG CFG

Definicion Ejemplos Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo Definicion Ejemplos Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo

Transformacién a forma normal de Chomsky Transformacién a forma normal de Greibach

- . . Sea G una gramatica en CNF. Para convertirla a GNF:
Una vez que contamos con una gramatica propia Gp, podemos construir la

CNF: @ Paracada X € I, considérese el lenguaje

@ Para cada a € 2, introducimos nuevos no terminales A, y reglas de Rxx={Be ™| X = xB).
produccién A; — a.
Este lenguaje es regular. Sea Gy x una gramatica lineal por la

@ Sustituimos los terminales por los no terminales del punto anterior en ) )
derecha que lo genere. Sea Sy 4 el simbolo inicial de esta gramatica.

todas las reglas de Gp que no tengan CNF todavia.

© Dadaunaregla A —» Bj...Bj (k >2), introducimos un nuevo no @ Entonces, sustituimos las reglas

terminal C; y las reglas A- XY

A-> BlC]_ C]_ - BZ . Bk por reg[as
; A - xSx Y,
© Repetimos este procedimiento hasta tener sélo reglas con dos no

terminales del lado derecho. y agregamos las producciones y simbolos no terminales de Gx x a

. . nuestra gramatica.
@ Eliminamos las reglas del punto anterior que no tengan CNF. g

© Eliminamos las reglas-«¢ y las reglas unitarias.
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Definicion Ejemplos Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo

Ejemplos I

Lenguaje de paréntesis. Empezamos con forma normal de Chomsky:
S—-> AB| AC | SS C->SB A= ( B -).

Tenemos ahora los siguientes lenguajes Ry x

Rs, = (B+C)S*
Re( = (B+C)S*B
Ra( = {&
Ry = {¢

Estas producciones nos generan los lenguajes anteriores:

Ss = BX|CX X -5SX|¢
Sc(=»BYICY Yo>SY|BZ Z-c¢
SA,(_)E

SB,)_’E
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Definicion Ejemplos Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo

Teorema del bombeo I

CFG

Definicion Ejemplos Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo

Ejemplos II

Entonces, tenemos las reglas nuevas

S - (SaBI| (SA,(C | (SS’(S C- (SS’(B A-(
Ss,( 2)S)X | (Sc, (X X - (SsX | € B —)

SC,( —))SB,)Y | (SC’(Y Y - (SS,(Y |)SB,)Z Z > ¢
SA,( - & SB,) - &

Finalmente, eliminamos reglas—¢ y simbolos superfluos:

S—>(BI(C|(SsS C - (SsB A-(
Ss(=2)X 1 (Sc, X 1 (Sc X —=(SsX|(Ss(  B-)
SC,( —>)Y | (SC,(Y Y » (SS,(Y |)
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Definicion Ejemplos Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo

Ejemplo

Sea L € CFL. Entonces, existe k € N tal que paratoda o € L, si k < |«],
entonces

o=Bynbp, ybOze vy |ynblsk
y paratodaje N
By'nb'p e L.
Demostracion.
@ SeaGeCFGenCNFyL(G)=L-c¢.
@ Sea I el alfabeto de simbolos no terminales de G, con |l |= ny sea
k =2m1,
@ Entonces, el arbol sintactico de toda cadena de longitud igual o
superior a k debe tener profundidad de n + 1 al menos.

@ Entonces en un camino de longitud maxima de la raiz a las hojas
debe aparecer dos veces, al menos, el mismo no terminal.

@ Este no terminal puede usarse para definir las cadenas y y 0.
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Considérense los siguientes arboles de derivacion:

Arbol de la cadena o = abcd
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Definicion Ejemplos Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo Definicion Ejemplos Lenguajes de Dyck Formas normales T. del bombeo

Aplicaciones

Como con los lenguajes regulares, este teorema se puede utilizar para
demostrar que un lenguaje dado no es independiente del contexto.
Ejemplos:

{a"b"c"},

por una aplicacion directa del teorema, y
{ovar}
pues los CFL y los regulares son cerrados bajo interseccién y

{@a"bMa"b™} = {aa} n L(a*b*a*b*)

Arbol de la cadena By2n62¢ = abcbcd y, obviamente, {a"b™a" b} no es independiente del contexto
conff=a,y=bc,n=0=¢cyp=d
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Autdmatas de pila Autdmatas de pila

Definicion Equivalencia Determinismo Definicion Equivalencia Determinismo

Autématas de pila Lenguajes aceptados por NPDA

Una configuracién de un autdmata A € NPDA es una terna (g, o, B) donde

Un autdmata de pila no determinista A esta formado por g € Q
@ un conjunto de estados Q; 0 € ¥
@ un alfabeto de entrada Z; B e I*
® unalfabeto de pila I La configuracion inicial es (s, «, 1). Definiremos ahora una relacién entre
@ una relacion de transicion 6 C(Q x (Z u{e}) x N x (Q x ™) configuraciones:
@ un estado inicial s;
@ un simbolo inicial de la pila L; si &((q, a, B),(r,n)) entonces (q,aw, BB) = (r, &, np)
@ un subconjunto de estados finales F C Q. si&((g, ¢,B),(r,m) entonces (g, &, BE) = (r, o, np)

Llamaremos NPDA a los autématas de pila no deterministas. El lenguaje aceptado por un A € NPDA es

LA ={ae2*|3feF.(s,a, L) =% (f, & B)}

Francisco Hernandez Quiroz Autématas y Lenguajes Formales Leng. reg./Leng. ind. del contexto 35/44 Francisco Hernandez Quiroz Autématas y Lenguajes Formales Leng. reg./Leng. ind. del contexto



Autdmatas de pila

Definicion Equivalencia Determinismo

Autdmatas de pila

Definicion Equivalencia Determinismo

Aceptacion por pila vacia

Una definicion alternativa del lenguaje aceptado por un A € NPDA es
L(A) ={a e 2" | (s,a, L) =7 (q, & &)}

Ambas definiciones son equivalentes y puede construirse un A € NPDA
que acepte por pila vacia el mismo lenguaje que un A € NPDA que acepte
por estado final (y viceversa).
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Autdmatas de pila

Definicion Equivalencia Determinismo

Teorema de equivalencia entre CFG y NPDA II

Teorema de equivalencia entre CFG y NPDA I

(a) Sea G € CFG. Entonces, existe A € NPDA tal que
L(G) = L(A).

(b) Sea A € NPDA. Entonces, existe G € CFG tal que
L(G) = L(A).

Demostracion
(@) SeaG=(2,I,S »)enFNG. Sea

A= ({q}! Z’ I—s 51 q, S) q)l

donde
6(((], a, A)! (q1 B]_ e Bk)) sii A—> GB]_ e Bk'
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Autdmatas de pila

Definicion Equivalencia Determinismo

Determinismo

Si puede demostrar por induccién en la longitud de las derivaciones (por la
izquierda) que
(g, 0B, A) > (q,B,y) sii  A=F ay.
Entonces
xeLl(G) sii S=Ga
sii (q,a,5)=7%(q,¢,¢€)
sii  a € L(A).

(b) Se demuestra primero que para todo A € NPDA existe un A” € NPDA
con un solo estado tal que

. ’ .
y una vez construido A, los argumentos del caso (a) se pueden aplicar en
sentido inverso.
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@ A diferencia de REG, la clase CFL no determinista es estrictamente
mayor que la determinista (DCFL).

@ Un autdémata determinista de pila D = (Q, 2, I, 6, L, -, s, F) incluye
el simbolo especial - que sirve para indicar el final de la cadena de
entrada.

@ Las transiciones estan indicadas por la funcién

6:Qx2u{e, -} > QxT*
@ 6 no puede eliminar de la pila a 1, es decir
&(qg,a, 1) =(r,al).

@ La aceptacion es por estados finales. La aceptacion por pila vacia
define un conjunto de lenguajes diferente.
@ Un ejemplo de un lenguaje en CFL pero no en DCFL es

{a, b} - {oa | & € {a, b}*}
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Un algoritmo de reconocimiento

Algoritmo de Cocke, Kasami y Younger

@ Es un algoritmo para decidir de manera eficiente si una cadena
pertenece a un CFL.

@ SealuncCFLysea G=(2,I, S, —>)una CFG en forma normal de
Chomsky tal que
L(G) = L.

@ Sea « € L con longitud n. Sean0<i< j<nysea
‘Xilj

la subcadena de o que va de la posiciéni+1lala j.
@ Sea T; j € I el conjunto de no terminales que generaron o; ;.

@ El algoritmo calcula el valor de todos los T; j de manera inductiva. En
particular, S€ Ty , si S = a.
@ El algoritmo es O(pn3), p el niimero de producciones en G.
Francisco Hernandez Quiroz
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Un algoritmo de reconocimiento

Un ejemplo I

Un algoritmo de reconocimiento

fori:=0ton-1do
Tiis1 = D;
forall A-» age Gdo
if a = G sl then
Tjjis1 = T jv1 U {A}
form:=2tondo
fori:=0ton-mdo
Ti,i+m =0
forj=i+1ltoji+m-1do
forallA - BC e Gdo
if Be Ti,j ANC e Tj,i+m then
Tiivm = Tjjxm U {A}
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Un algoritmo de reconocimiento

Un ejemplo II

Reconocimiento de abba en el lenguaje de palindromas (p. 23).
Inicialmente agregamos al menos un no terminal a los Tj j.1

To={A} Tip={B} T,3={B} T34={A}

Después consideramos los segmentos de longitud 2.
SeTy3porque Be Ti,yBe T Ty3yporlareglaS —» BB

Top=@ T13={S} T4=0

Hay mas de una forma de construir los segmentos de longitud 3. En
particular,

01,4 =012 024=013"034.
La ultima es el que nos da C con laregla C - SA

To3=90 Ty4={C}

Francisco Hernandez Quiroz
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Finalmente, S - ACy Tg 1y T1,4 nos dan

To,4 = {S}

Resultado: aceptacion.
Reconocimiento de bba.
To,1={B} T12={B} T3={A}

To2={S} T13=0
To,3 = {C}

Resultado: rechazo, pues S ¢ Ty 3.
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