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Logica modal

Sem. de Fil. de las Matematicas

y Log de la Ciencia @ Laldgica modal originalmente intentaba capturar el significado de los

operadores “es necesario que...” y “es posible que ...”

LOGICA MODAL GENERAL N . |
@ Estos operadores no se pueden definir por medio de funciones
booleanas.
Francisco Hernandez Quiroz @ Otros conceptos también se pueden expresar como operadores

modales: temporalidad, acciones, conocimiento, etc.

Departamento de Matematicas L ntica d imil | Antica d
Facultad de Ciencias, UNAM @ La semantica de estos COﬂCGptOS es similar a la semantica de

E-mail: fhq@ciencias.unam.mx necesidad y posibilidad.
Pagina Web: www.matematicas.unam.mx/fhq . . , . P L
@ Esto ha permitido aplicar la I6gica modal en ambitos distintos a la

Posgrado en Filosofia de la Ciencia filosofia: matematicas, computacion, teoria de juegos, etc.
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Sintaxis de la I6gica modal proposicional Mundos posibles

La sintaxis de la légica modal proposicional es: - - - :
g Prop La semantica de la Idgica modal no se puede definir con funciones

as=pilgln]-al(ava)|(ara)|(a=a)|(as a)|Sa|Da booleanas. En su lugar se emplean marcos

Los ultimos dos operadores modales no existen en el célculo de F=(WR),
proposiciones donde
_ /

Oa  seleerd “posiblemente o W={ww,...}

Do seleerda  “necesariamente o” es un conjunto de mundos posibles y
Alternativamente, el operador O se puede definir en términos de < (y RCWxW
viceversa):

O =gef =< a. es una relacion de accesibilidad entre mundos.
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Satisfaccion y verdad El caso de los operadores modales

Las proposiciones atédmicas no reciben un valor de verdad Unico, sino uno El caso de los operadores modales es obviamente distinto:
por cada mundo posible.

Sea F = (W, R) un marco y sea P, el conjunto de proposiciones atomicas.
Una funcién de evaluacion es del tipo

Feew [EOa si Vve W.siR(w,v)entonces F, eV = «
Feew E<Ca si ve W.Rw,v)yF,e,vE=a«

e:Pyx W — {V,F}. Con estas definiciones, la satisfaccion se puede generalizar:

La relacion de satisfaccion = es relativa a F, a una evaluacion ey a un FeFa si YweW.Fewlka

mundo especifico w € W: : . -
P En este caso, diremos que « es verdadera en e. Finalmente, definiremos

F,eew E=p si e(pw)=V  Vpeh validez respecto a un marco F:
Few E -« si F,e,w £« )
Few EaVvy si Fewk=aobenF e w1 Fra si VeJekEa

Few Eany si FewkEayFewgEy
Feew Ea=1 si siF, e w aimplicaqued, e w =1
Few EFasy si FewkEasiF,ewkE=y E Sii VF.F E a.

y validez en general
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Propiedades de la relacion de accesibilidad Esquemas modales

Py Yu.dv.u—v serial S, Oa= %a D(a)
P, Yu.u—u reflexiva S, Oa=a T(a)
P; Yuv.u—sv=v—u simétrica S, a= O%a B()
Py Yuv,w.U—VAV—SW=U—W transitiva S, Oa= O0a 4(a)
Ps Yuv,w.Uu—=VAU—=SW=V—W euclidiana S Ga= O0a 5(a)
Ps Yuv,w.u—>vAU—SW=V=W funcional S Ca= Oa
parcial
P, Vu.dv.u—v funcional g; gg;jga ggzg
Ps Vuv.u—-v=E3w.u—->wAwW-—vV) densa débil Sy O(aArDa= B)VO(BADS = a)
Py Yuv,w.u—VvAU—SW=V—S>WVW-—=VVV=w conexadébil S OO0 = 00w G(a)
e 10
Py Yuv,w.u—vAU—WwW= (3Z.Vv>2ZAW—2Z) dirigida débil
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Equivalencia entre propiedades de Ry esquemas modales Reglas de inferencia

a= B,

B

K O(a= p)= (0a=0p5)

MP

Teorema. Sea I = (W, R). Entonces

FE=S Sii R satisface P;.

[0
4 N —
Demostracion. Se procede caso por caso. Oa
a = a =
EN g g

Oa = 0p Sa = O
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Sistemas axiomaticos particulares Logicas multimodales

Todos los sistemas axiomaticos para l6gica modal incluyen el axioma Ky las
reglas MPy N. La regla EN puede obtenerse a partir de K, MPy N. Otros
sistemas son:

Una l6gica multimodal tiene una sintaxis similar a la l6gica modal, salvo que
ahora se cuenta con un conjunto de etiquetas £.

L. La sintaxi na légica multimodal
KD KT KB K4 K5 Seaac a sintaxis de una logica multimodal es

Los siguientes sistemas reciben un nombre particular am=p|gln|-al---[{@allda|{)al[ ]

S4 = KT4 S5 = KT5. Los simbolos modales anteriores no tienen una lectura universalmente
aceptada. Una posibilidad es:
En adelante, g designara la relacion de deducibilidad en un sistema S.

Algunos sistemas son “subsistemas de otros”, es decir, sus teoremas son (@)or seleera  “después de transitar por a, posiblemente o
teoremas de sistemas mas poderosos. Por ejemplo [a]a se leerd  “después de transitar por a, necesariamente «”
(Yo seleerd “después de cualquier transicion, posiblemente o”
Fxps implica Fg5 Yo [ala seleerda “después de cualquier transicion, necesariamente o’
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Semantica de las logicas multimodales Sistemas axiomaticos

Un marco es una terna
F=(W,R, L),

donde £ es un conjunto de etiquetasy R C W x £ x 'W.Sean w,v € W Los siguientes axiomas son versiones multimodales de D, B, 5y G:

yae L.SiR(w, a, v) escribiremos
[gla = (b«
«

wi v = [a(b)c
| | ) @ = [bla
Finalmente, sea e : Py x W — {V, F} una evaluacion. Entonces @[ble = [(d)a

Few Ep  si e(pw)=V  Vpeh _ . : : "
Sin embargo, los sistemas multimodales suelen tener axiomas especificos
relacionados con su dominio de aplicacion. Esto se vera en la seccion de

Few Elaa si Vve W.siwiventonces?,e,v):a o o
l6gicas especializadas.

Few E(ada si veW.wdvyFevEa
Few E[]a si VaeL.Vve W.siwiventonces&",e,v):a
Few = (o si Jacl.veW.wdvyFeva
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