Logica modal

LOGICA COMPUTACIONAL @ La logica modal originalmente intentaba capturar el significado de
LOGICA MODAL los operadores “es necesario que..."” y “es posible que ...
@ Estos operadores no se pueden definir por medio de funciones
booleanas.
Francisco Hernandez Quiroz @ Otros conceptos también se pueden expresar como operadores

modales: temporalidad, acciones, conocimiento, etc.
Departamento de Matematicas

Facultad de Ciencias, UNAM @ La semantica de estos conceptos es similar a la semantica de

E-mail: fhg@ciencias.unam.mx necesidad y posibilidad.
Pagina Web: www.matematicas.unam.mx/fhq

@ Esto ha permitido aplicar la logica modal en ambitos distintos a la
Facultad de Ciencias filosofia: matematicas, computacion, teoria de juegos, etc.
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Sintaxis Semantica

Semantica de la logica modal Relaciones de accesibilidad

Sintaxis de la logica modal proposicional Mundos posibles

La sintaxis de la logica modal proposicional introduce dos nuevos La semantica de la logica modal no se puede definir con funciones
operadores unarios: booleanas. En su lugar se emplean marcos
oa da
F =W, R),

donde a es una formula.

PO " donde
<oa  seleera  “posiblemente a

4 u H ” W= {Wl er"'}
Oa seleera “necesariamente a
es un conjunto de mundos posibles y
Alternativamente, el operador O se puede definir en términos de < (y
viceversa): RCW =W
0a =gey 100
es una relacién de accesibilidad entre mundos.
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Semantica

Semantica de la logica modal Relaciones de accesibilidad

Satisfaccion y verdad

Las proposiciones atomicas no reciben un valor de verdad Unico, sino uno
por cada mundo posible.

Sea F = (W, R) un marco y sea P4 el conjunto de proposiciones atomicas.
Una funcion de evaluacion es del tipo

e:PyxW — {V,F}

La relacion de satisfaccion E es relativa a &, a una evaluacion ey a un
mundo especificow € W

F,ew Ep sii e(p,w)=V Vp € Py

F,e,w E sii F,ewka

F,eew Eavy sii FewkEaobienFewkEy
F,eew Eany si FewkEayFewkEyw

F,e,w Ea=>yw sii siF,ewkE aimplicaque F,e,w E y
F,eew FEaseyw si FewkEasiFewkEyw
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Semantica de la logica modal Relaciones de accesibilidad

Ejemplos

@ En las siguientes laminas se presentaran los marcos como graficas
dirigidas.

@ Los vertices corresponden a los mundos posibles u, vy wy las
aristas, a la relacion de accesibilidad entre mundos.

@ En lo sucesivo, se usara u — v como una alternativa a &(u, v).

@ Las formulas atomicas verdaderas en un mundo se escribiran dentro
del circulo correspondiente. Las formulas que no aparecen en el
circulo son falsas.

@ En todos los casos se presenta dos veces el mismo marco, pero con
evaluaciones distintas en cada grafica.

@ En la tercera lamina se presenta un caso aparentemente paradojico
de un marco con una relacion de accesibilidad vacia.
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Semantica de la logica modal Relaciones de accesibilidad

El caso de los operadores modales

El caso de los operadores modales es obviamente distinto:

F,e,w EoOa sii Vv e W.si R(w,v) entonces F,e,v E a
F,eew EOa sii AveW.Rw,v)y FevEa

Con estas definiciones, la satisfaccion se puede generalizar:
F,ekEa sii YweW.FewkEa.

En este caso, diremos que a es verdadera en e. Finalmente, definiremos
validez respecto a un marco F:

FEa sii Ve.F, e E q,

y validez en general
Ea sii VF.F Fa.
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Semantica de la logica modal Relaciones de accesibilidad

Un solo marco, dos evaluaciones

u u
v v
w w

F,e,u B Op F,e,u EOOp
F,e,u E Op F,eew E 0Og
F,e E O(pvagvr) F,e E O(pvr)

(falla en w)
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Semantica Semantica

Semantica de la l6gica modal Relaciones de accesibilidad Semantica de la l6gica modal Relaciones de accesibilidad
Un solo marco, dos evaluaciones y formulas validas Un caso en apariencia paradojico
u u
® O
v "4
| > ( > @ )
’ : ® O
w w
09:1 eu :z 0p z’ eu :z <>—|p g;, e Op g:y e K <>—|p
#eu 0p Fieu 0=p F,e E Op F,e E Op
F,e E op=9op F,e E Oop=op
para toda formula a, F = Oa pero F & Ga
FEOp=>Op
Francisco Hernandez Quiroz Logica Computacional Logica modal 9/24 Francisco Hernandez Quiroz Logica Computacional Logica modal 10/ 24

Semantica Semantica

Semantica de la l6gica modal Relaciones de accesibilidad Semantica de la l6gica modal Relaciones de accesibilidad

Propiedades de la relacion de accesibilidad Esquemas modales

En los ejemplos anteriores se pudo apreciar que la validez de una formula

depende de propiedades abstractas de la relacion de accesibilidad. He Las propiedades anteriores corresponden a los siguientes esquemas de
aqui una lista de propiedades interesantes: formulas validas:
P  Vu.dv.u-v serial S¢ Oa=<oa D(a)
P, Vuu-u reflexiva S, ba=a T(a)
P; VYuvu-ov=v-ou simeétrica S3  a=00a B(a)
P, Yu,v,w.u->VAV-S>Ww=U->W transitiva S, Oa=00a 4(a)
Ps  Yu,v,w.u—->VAU-S WV W euclidiana Ss;  <oa=00a 5(a)
Ps Vu,v,w.u->VAU-SWV=W funcional S¢ <a=0a
parcial S;  <QaeDa Q(a)
P; Vu.ldlvu-ov funcional Sg OOa = 0Oa R(a)
Pg  Yu,v.u-v=@w.u->wAw - V) densa débil So O(anbDa=B)vo(BADB = a)
P  YU,V,W.U > VAU—>W=V->WVW->VVV=w conexadébil S1p  ©0Oa = 00a G(a)

Pio VYu,v,w.u->vAu->w=(3zv-o>ZAW > 2) dirigida débil
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Semantica

Semantica de la l6gica modal Relaciones de accesibilidad

Equiv. entre propiedades de &R y esquemas modales |

Teorema 5. (Accesibilidad y axiomas modales)

Sea F = (W, R). Entonces

FES; sii Rsatisface P;.

Demostracion. Se procede caso por caso. Ejemplo:
FE S, sii R satisface Pq.
Sea F = (W, R), con R serial. Ahora debemos demostrar que

F E oo = oa.

Lo haremos por contradiccion. Supongamos que F & Oa = <a.
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Semantica de la l6gica modal Relaciones de accesibilidad

Equiv. entre propiedades de R y esquemas modales IlI

y (2) por definicion implica que existe vtal que w — vy
F,eviaq,
los cuales se contradicen claramente, por lo que F E Oa = <a.
En cuanto a la inversa: supongamos que
F EOoa= oa

pero & no es serial (por reduccion al absurdo). Por definicion, existe
w € 9 tal que para toda v € 9 se tiene que

w - V.
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Semantica de la l6gica modal Relaciones de accesibilidad

Equiv. entre propiedades de R y esquemas modales |l

Esto pasa sii existe una evaluacion e tal que
F,e E Da = oa,
lo cual ocurre sii existe un w € % tal que
F,e,w  0Oa = <Oa,
que a su vez pasa sii
(M F,e,w EOa y 2) F, e, w £ <a,

(1) por definicion implica que para todo v si w — v entonces

F,evEaq,
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Equiv. entre propiedades de & y esquemas modales IV

Entonces, como lo muestran los ejemplos de la lamina 10, para cualquier
evaluacion e

F,e,w E Oa y F,e,w EE Oa

lo cual contradice #F E Oa = <a. Por tanto, R tiene que ser serial. O
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Sistemas de demostracion Sistemas de demostracion

Reglas de inferencia para todos los sistemas

La regla EN no es primitiva y se deriva de Ky N:

mp P=29P ,
1 p=>qg Premisa
2 O(p=q) N
K O(p=q)=(op=0q)
3 O(p = q) = (Op = 0Oq) K
P 4 Op =09 MP3,2
op
p=q p=q 1 p=>gq Premisa
Op=0q9 ©p=<9 2 —g=-p Teorema
Se toma como primitiva la definicion de ¢ 3 Dmg=07p Teorema anterior
4 —0O-p = 0O0q Teorema
OP Zdef 0P 5 Op =g Def. de ¢
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Sistemas de demostracion Sistemas de demostracion

Una advertencia sobre deduccion natural Sistemas axiomaticos particulares

o La deduccién natural presenta riesgos en combinacién con la logica Todos los sistemas axiomaticos para logica modal incluyen el axioma K y

modal. las reglas MP y N. Otros sistemas son:
@ Por ejemplo, con la regla I = es posible derivar la falacia KD KT KB Ka K5
p=10p. Los siguientes sistemas reciben un nombre particular
° Por. otro lado,.todos los teoremas del calculo de proposiciones son Sk = KTh S5 = KT5.
validos en logica modal.
@ Por esta razon, en las demostraciones anteriores y en todas las que En adelante, -5 designara la relacion de deducibilidad en un sistema S.
siguen se “importaran” libremente teoremas del calculo de Algunos sistemas son “subsistemas de otros”, es decir, sus teoremas son
proposiciones. teoremas de sistemas mas poderosos. Por ejemplo

@ No obstante, existen sistemas que combinan deduccion natural con

. . . . Fxps a implica Fss a Va
logica modal sin peligro, pero rebasan el alcance de este curso. KD5 P 5

Francisco Hernandez Quiroz Logica Computacional Logica modal 19/ 24 Francisco Hernandez Quiroz Logica Computacional Logica modal 20/ 24



Sistemas de demostracion Logicas multimodales

Sintaxis Semantica Sistemas axiomaticos

Ejemplo de demostracion Logicas multimodales

El sistema T incluye al sistema D, es decir Una logica multimodal tiene una sintaxis similar a la logica modal, salvo
’
que ahora se cuenta con un conjunto de etiquetas L.
Fr oo = <a. Sea a € L. La sintaxis de una logica multimodal es
Demostracion: az=pi|qgjlri|-al---|(aa|[a]a|()a|[]a.
1 O0-a = -a Instanciade T Los simbolos modales anteriores no tienen una lectura universalmente
aceptada. Una posibilidad es:
2 o= -0-a Teorema (a = B) © (0 = ) P P
3 00=a Instanciade T {(a)a seleera “después de transitar por a, posiblemente a”
4 0a = —0-a Teoremaa = BB =y a=y [ala seleerd “después de transitar por a, necesariamente a”
1
{(Ya seleera “después de cualquier transicion, posiblemente a”
5 0a = oo Def. de ¢ . . . .. . N
[Ja seleera *“después de cualquier transicion, necesariamente o
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Logicas multimodales Logicas multimodales

Sintaxis Semantica Sistemas axiomaticos Sintaxis Semantica Sistemas axiomaticos

Semantica de las logicas multimodales Sistemas axiomaticos

Un marco es una terna

F=(W,R,L),
donde L es un conjunto de etiquetasy R ¢ W x L x W.Seanw,v e Wy Los siguientes axiomas son versiones multimodales de D, B, 5 y G:
a e L.Si R(w,a,v) escribiremos
a [ala = (b)a
W V. a = [a{b)a
. o (@) = [blc)a
Finalmente, sea e : Py x VW — {V, F} una evaluacion. Entonces
0 .k (@[bla = [cld)a

Few Ep si epw)=V VpeP . . . . )
Sin embargo, los sistemas multimodales suelen tener axiomas especificos

relacionados con su dominio de aplicacion. Esto se vera en la seccion de

a
F,eew E[ala sii Vv eW.siw—ventonces F,e v Ea . .
logicas especializadas.

a
F,eew E{a)a sii veW.w-vyF,evEa
a
F,e,w E[Ja sii VaeL.VveW.siw-ventonces F,e, v E a

F,e,w E{)a sii EIae,C.EIveW.wivy}",e,vI:a
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