Sintaxis

Proposiciones atomicas y compuestas

Sintaxis del calculo de proposiciones

Tenemos las proposiciones atomicas

LOGICA COMPUTACIONAL Pa=1{p.a,1,po, -}

CALCULO DE PROPOSICIONES

y las conectivas logicas usuales:

2,V A D, .
Francisco Hernandez Quiroz

El conjunto de formulas se define inductivamente:
Departamento de Matematicas . L. .
Facultad de Ciencias, UNAM @ Las proposiciones atdmicas son formulas.
E-mail: fhg@ciencias.unam.mx

Pagina Web: www.matematicas.unam.mx/fhq Q sia y B son formulas, también lo son

Facultad de Ciencias 2a (avp) (anp) (a=p) (a< p).

© Las lnicas formulas son las que se pueden crear con un nimero
finito de aplicaciones de las reglas anteriores.
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Sintaxis Semantica

Proposiciones atomicas y compuestas Funciones booleanas Interdefinibilidad Formas normales Consecuencia logica

Semantica

Simbolos alternativos para conectivas

@ La semantica del calculo de proposiciones se expresa en términos
de valores de verdad (generalmente).

Conectiva Estas notas | Otros textos

Negacion = ~ @ Los valores de verdad mas utilizados son los valores booleanos
Conjuncion A & B={V,F}.
Implicacion = >, - @ Una evaluacion es una funcién e: P, — B.
Bicondicional = RS

Esta funcion se puede extender a proposiciones compuestas cuando
se combina con funciones booleanas asociadas a cada una de las
conectivas.

Francisco Hernandez Quiroz Logica Computacional Calculo de proposiciones Francisco Hernandez Quiroz Logica Computacional Calculo de proposiciones



Semantica

Funciones booleanas Interdefinibilidad Formas normales Consecuencia logica

Ejemplos

@ Sitenemos la formula
pAng
e(p)=V  e(q=V
esperamos que
e(png)=V.
o Si
e(p)=V  e(q)=F

entonces esperamos que

e(p e q)=F.

Las reglas precisas para evaluar formulas se definen a partir de las tablas
de la siguiente [amina.
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Semantica

Funciones booleanas Interdefinibilidad Formas normales Consecuencia logica

Funciones boolenas binarias
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m AlVvi|le|g |l ||| M m» |
ViV | V|V| VIF|V]|V| V|V|F|F|F|V]|F F | F|F
VIF|V|F|V|F|F|V|F|F|V]|F|V]|V]|V F |V |F
FI|V|F|V|V|F|F|V|V|F|V|F|V]|F]|F VI|F|V
FIFIF[F|v|F]F]F]Vv]Vv]|F|v]v]v]|v]vVv]|F]|F

4 es la proyeccion 1

vZ es la constante verdadero

A es la conjuncion

= es la implicacion

# es el o exclusivo

| es la negacion conjunta

-1, es la negacion de m,

# es la no implicacion material

M, es la proyeccion del 2

F2 es la constante falso

v es la disyuncion

< es doble implicacion

1 es la negacion alternativa

« es la contraimplicacion

—my es la negacion de my

< es la no implicacion conversa
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Semantica

Funciones booleanas Interdefinibilidad Formas normales Consecuencia logica

Funciones boolenas

Funciones de 0 argumentos
VOy Fo.

Funciones de un argumento

id/m | v =
V] v V| F
F F VI|IF|V

-
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Semantica

Funciones booleanas Interdefinibilidad Formas normales Consecuencia logica

Interdefinibilidad |

En otros cursos, seguramente se observo que pueden replicarse las tablas
de verdad de un conectivo por medio de otros:

Plg|pP=q|p|pVvg
viv] v F v
VIF] F F F
Flv] v v v
FIF| v v v

Es decir, definimos = en términos de vy —.
El siguiente teorema generaliza esta idea.
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Semantica Semantica

Funciones booleanas Interdefinibilidad Formas normales Consecuencia logica Funciones booleanas Interdefinibilidad Formas normales Consecuencia logica

Interdefinibilidad Il Bastan las conectivas binarias para todo

Teorema 21 @ Elteorema anterior parece referirse solo a las conectivas binarias o

unarias.
Todas las conectivas se pueden definir en términos de . . . .
.. @ Sin embargo, se aplica a las funciones boolenas de cualquier
@ -y unade las siguientes .
° numero de argumentos.
\'A
o @ Por ejemplo, la conectiva ternaria siguiente se puede definir en
o =: términos de dos binarias:
Q1 .
! if p then g else r =gef (P = q)A (mp = 1)
Q! |
@ Y esto se puede generalizar a cualquier valor de n.
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Semantica Semantica

Funciones booleanas Interdefinibilidad Formas normales Consecuencia logica Funciones booleanas Interdefinibilidad Formas normales Consecuencia logica

Demostracion Formas normales |

@ Porinduccion en el nimero de argumentos de la funcion, con una

o . ) . . -
salvedad: Llamaremos literal a una formula si es una proposicion atomica o la

- . . negacion de una proposicion atomica.
@ Los casos basicos son las constantes, las conectivas unarias y las

binarias @ Una formula esta en forma normal conjuntiva (o CNF, para abreviar)

T . si tiene la siguiente forma
@ La hipotesis inductiva es:

Para toda k < n, toda funcion booleana f : {V, F}t - {V, F} se puede n o (m
definir con alguna de las opciones del teorema. /\ \/ Qjj |
@ Caso inductivo: toda funcion booleana g : {V, F}" - {V, F} se puede =1V
definir con alguna de las opciones del teorema. donde a;; es una literal.
@ Sugerencia: g se puede expresar como una combinacion de una @ Una formula esta en forma normal disyuntiva (o DNF, para abreviar)
funcion si tiene la siguiente forma

h:{v,F}"1 = (v, F}
n m
y una funcion \/ /\ aj j
b:{V,F¥ - {V,F). i=1 \ j=1
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Semantica Semantica

Funciones booleanas Interdefinibilidad Formas normales Consecuencia logica Funciones booleanas Interdefinibilidad Formas normales Consecuencia logica

Formas normales Il Conversion de formulas a CNF y DNF

@ Las formulas
@ Toda formula a tiene formulas equivalente en cCNF y DNF. Por ejemplo,

(pvag)A(rv-p) (pAg)V(ra-p) p = p es equivalente a la formula —p v p (que esta en 2CNF 0 1DNF).

@ Para transformar una formula arbitraria a CNF se pueden utilizar las

estan en CNFy DNF, respectivamente. equivalencias siguientes de manera sucesiva

@ Cada una de las disyunciones que componen una formula en CNF es
una clausula (analogamente para las conjunciones en DNF). (a=>B)e (navp) (aep)e (navp)a(av-p)

@ Siel nimero de literales que aparece en una clausula es menor o
igual a n, diremos que la formula esta en ncnNF (analogamente, en
NDNF). av({Bay)e (avB)a(avy).

oS a =(avB) e an-p =(anB) e avp

o Las formulas del ejemplo anterior estan en 2CNF y 2DNF, o Y, desde luego, la conmutatividad de v y A.
respectivamente.
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Semantica Semantica

Funciones booleanas Interdefinibilidad Formas normales Consecuencia logica Funciones booleanas Interdefinibilidad Formas normales Consecuencia logica

Tautologias, contradicciones y contingencias | Tautologias, contradicciones y contingencias Il

@ La mayoria de las proposiciones compuestas son contingentes:

algunas asignaciones de valores de verdad a sus proposiciones @ Algunas proposiciones siempre son verdaderas sin importar la
atomicas producen V'y otras F. Ejemplo: asignacion de valores a sus proposiciones atomicas. Ejemplo:
(praq) (p v -p),
pues si Estas proposiciones se conocen como tautologias. Se acostumbra
e(p)=e(q) =V distinguirlas anteponiendo el simbolo k.
entonces @ Y otras siempre producen F. Ejemplo:
e((pnq)=V,
- (p A =p).
en cambio, si
e(p)=V e(q)=F Estas se conocen como contradicciones.
entonces

e((pnq))=F.
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Semantica Semantica

Funciones booleanas Interdefinibilidad Formas normales Consecuencia logica Funciones booleanas Interdefinibilidad Formas normales Consecuencia logica
Consecuencia logica Argumentos validos e invalidos
Definicion 2.2
El simbolo F también denota una relacion entre conjuntos de Un argumento
proposiciones y formulas individuales: 0aq,...0, E B.
aq,...a, EB. es valido sii para toda evaluacion
Que se lee asi e:Py—{V,F}
“B es consecuencia logica de ay,...,a," se tiene que si

Las proposiciones ay,.. ., a, se conocen como las premisas; y B, como la
conclusion. entonces
La expresion completa se conoce como argumento. e(B) = V.

En caso contrario, se dice que el argumento es invalido.
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Sistemas de demostracion Sistemas de demostracion

Definicion Deduccion natural

Definicion Deduccion natural

Sistemas de demostracion

Reglas de inferencia

Sean aq,...a, y B formulas del calculo de proposiciones. Una regla de
@ Los sistemas de demostracion son herramientas para verificar la inferencia tiene la siguiente forma
validez de argumentos logicos por medios estrictamente sintacticos.

@ Un sistema de demostracion esta formado por un conjunto R w
(generalmente finito) de reglas de inferencia e instrucciones sobre
como aplicar estas reglas. donde
@ El concepto de demostracion es el niicleo de un sistema: una ®0=n
demostracion es un conjunto de formulas que permiten ir de las ® ay,..., 0y son las premisas;
premisas a la conclusion por medio de transformaciones sintacticas. @ Bes la conclusion;
@ Para que un sistema de demostracion sea atil debe cumplir un @ Res el nombre de la regla.

conjunto de propiedades metateoricas: correccion, completitud, etc. Sin = 0, el conjunto de premisas es vacio y este tipo de reglas se conoce

como axioma.

Francisco Hernandez Quiroz Logica Computacional Calculo de proposiciones 19 /37 Francisco Hernandez Quiroz Logica Computacional Calculo de proposiciones 20/37



Sistemas de demostracion Sistemas de demostracion

Definicion Deduccion natural Definicion Deduccion natural

Ejemplo: Sistema de tukasiewicz Demostraciones |

Seannq,...,NmYy 0 formulasy sea S un sistema de demostracion.
Diremos que 0 se infiere de n, ..., N, en S sii existe una sucesion finita
de formulas (y4,...yp) tal que

Axiomas de tukasiewiecz:

Ay p=(g=p) ° y,=6;
Az (p=>(@=>n)=p=>q=>(@=r) o paratodo i < k se tiene uno de los siguientes casos:
A3 (=p==q)=(=p) @ existe j < ntal quey; = nj;
Q@ existen
Se tiene una sola regla de derivacion: modus ponens o una regla de inferencia TRRRL
B
MP pP=q9 P @ una sustitucion de formulas atomicas por formulas
q
o=[pr:=yy...,p =]
o yformulas
Vigr 1 Vin (con iy, ..., i, <)
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Sistemas de demostracion Sistemas de demostracion

Definicion Deduccion natural Definicion Deduccion natural

Demostraciones Il

Ejemplo

Aqui tenemos un ejemplo de una demostracion: p,g=(p=>r)k g=r:

tales que
Vi = 040 1 p premisa
2 g=((p=r) premisa
Vi = O 3 p=(q=p) As
o= o 4L g=p MP1,3
En ese caso diremos que 5 @=2p=N)=>(g=>p) =>@=r) A,
Mr-eeslm s 0 6 (q=p)=>(q=r) MP 2,5
es un teorema de S. 7 g=r MP 4,6
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Sistemas de demostracion

Definicion  Deduccion natural

Deduccion natural

@ La deduccion natural es un sistema con un conjunto grande de
reglas de inferencia.

@ La deduccion natural tiene reglas para introducir (sefaladas con I) o
eliminar (E) las conectivas logicas.

@ Ademas, hay tres reglas adicionales: contradiccion (C), sustitucion
(S) y falso (F).

@ Algunas reglas introducen hipotesis adicionales. Las inferencias que
se hagan con estas hipotesis aparecen dentro de cajas. Las cajas se
cierran extrayendo una conclusion de acuerdo con las condiciones
de cada regla.

@ Elsimbolo T denota una formula siempre verdadera; L, una siempre
falsa.
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Sistemas de demostracion

Definicion  Deduccion natural

Reglas de deduccion natural Il

o pP=q9g g=p Fo peg peq
Pp<q p=q q=p
p
1 1
[ = E—
-p p
p_p 1
IL T EL
Nota. Los nombres de las reglas varian se-
aep Yp:=al . .
V[—B] gun los libros de texto. La regla E— se conoce
p:=

también como C, de contradiccion.
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Sistemas de demostracion

Definicion  Deduccion natural

Reglas de deduccion natural |

In

Iv

1=

P q
pPAg
P _q
pvg pvgq
p
q
p=4q
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Sistemas de demostracion

Definicion  Deduccion natural

Ejemplo 1

EA pAg PpAQ
p q
p
pvqg r
Ev
r
Es p=q p
q

Logica Computacional

Demostraremos algunos teoremas en k.
Primerop=>q,q=rkyp=r.

1 p=gq Premisa
2 g=>r Premisa
30 p Hipétesis
4 q E= 1,3

51 r E= 2,4
6 p=>r ES

Francisco Hernandez Quiroz
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Sistemas de demostracion Sistemas de demostracion

Definicion  Deduccion natural Definicion  Deduccion natural
Ejemplo 2 Ejemplo 3. Demostraremos -y p & ——p TDN

1 p Hipotesis

Ahora, un ejemplode Ev,ILyEl:pvqg,7ptkyq 2 P Hipotesis
3 1 111,2

1 pvg Premisa 4 ==p =2

2 —p Premisa 5 p=--p 1=

3| p Hp. 6| a | Hip 6 [ -p Hipétesis

4 1 113,2 7 —p Hipotesis

5 q EL 4 8 L 117,6

7 9 Ev1 9 p E=7
10 7 ip=>p 1=
1 p<& p I 5,10
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Sistemas de demostracion Sistemas de demostracion

Definicion  Deduccion natural Definicion  Deduccion natural

Ejemplo 4.p = q,—q by p Ejemplos5.(p=>g)A(mp=>qg)=>¢q

1 (p=qg)A(—p=q) Hipotesis
1 p=>gq Premisa 2 p=q En1
2 g Premisa 3 p=q En1
3 p Hipotesis 4 -q Hipétesis
4 q E=1,3 5 -p MT 2, 4
5 L 11 4,2 6 —-p MT 3, &
6 -p -3 7 1 1156

8 q E- 4

9 (p=2qAr(p=>q) =g 1=
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Sistemas de demostracion Sistemas de demostracion

Definicion  Deduccion natural Definicion  Deduccion natural

Ejemplo6.(pAg=>r)e (p=(g=r)) Parte | Ejemplo6.(pAg=>r)e (p=(g=r)) Parte Il

U =>(q=r Hipétesis
1 prg=r Hipétesis 9 (p=(q=>r) p
P 10 A Hipotesis
2 p Hipotesis pAg p
P 1 p EA 10
3 q Hipotesis
12 q EA 10
4 pAQ In2,3
13 q=r E= 9,11
5 r E= 1,4
14 r E= 13,12
6 qg=r 1=
15 pAg=T =
7 p=>(=r) 1=

8 (prg=>n=>p=@=>r) I=> 6 (p=@=>n)=>prg=r) I=

17 (pAg=>re(p=>(@=>r)) I 8,16
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Sistemas de demostracion Sistemas de demostracion
Definicion  Deduccion natural Definicion  Deduccion natural
Ejemplo 7. -y ~(p A g) © —pVv g (parte 1) Ejemplo 7. -y ~(p A g) © —pVv g (parte 1)
1 =(p A q) Hipétesis 13| -pvg | E-2
2 —(—p v q) Hipotesis 14 =(pAG) = ~pV g =
3 -p Hipotesis 15 —pv-gq Hipétesis
4 pPvTq Iv3 16 pAg Hipétesis
5 1 IL 4,2 17 p EAn16
6 ——p =3 18 q En16
7 -q Hipétesis 19 -p Hip. 21 g Hip.
8 A Iv7 20 L 1L17,19 22| L 11 18,21
9 1 118,2 23 1 Ev 15
10 ] =7 24| ~(pAq) I~ 16
1 pAQg In 6,10, TDN 6,10 25 apv-qg=(pAQ) =
12 1 1L 11,1 26 =(pAQg) e pvg | 14,25
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Propiedades metaldgicas

Propiedades

Propiedades de los sistemas de demostracion

Sean ay,...,da, y B formulas. Un sistema de demostracion + es:
@ correcto sii - B implica que E B;
@ correcto en sentido amplio sii
aq,...,anp = Bimplica ay,...,a, E B;
@ completo sii E B implica que F B;
@ completo en sentido amplio sii
ai,...,ap E Bimplica ay,...,0, F B;
@ consistente sii no existe una formula y tal que -y y - —y;

o decidible sii existe un “procedimiento efectivo” para determinar, dada
una formula arbitrariay, siy o ¥ y.
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